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RESUME

Ce mémoire porte sur I’étude d’un mouvement brownien ot les parameétres sont dé-
terminés par une chaine de Markov & temps continu, appelé mouvement brownien
avec changements de régime. Nous nous intéressons 4 la distribution du premier
temps de passage de ce processus. En utilisant la méthodologie de Hieber (2014),
nous arrivons a4 une expression analytique pour décrire la distribution dans le cas
ol deux régimes existent en alternance.

Nous illustrons ensuite une application financiére du mouvement brownien avec
changements de régime. En effet, nous cherchons & déterminer si la régle du 80%,
que nous attribuons & Li et Zhou (2006), s’applique toujours dans un contexte ou
les paramétres du mouvement brownien ne sont pas connus d’avance mais bien
aléatoires et décrits par des changements de régime déterminés par une chaine de
Markov & temps continu 4 deux états.

Nous arrivons finalement 4 un exemple qui montre que la borne inférieure uni-
verselle de 80% ne s’applique pas dans un contexte de changements de régime,
la probabilité d’atteinte de ’objectif pouvant méme descendre sous la barre des

20%.

MOTS-CLES : mouvement brownien, changements de régime, premier temps de
passage.



INTRODUCTION

En probabilité, I’étude du premier temps de passage d’un processus stochastique se
résume & établir la probabilité que les mesures d’un phénoméne aléatoire évoluant
dans le temps atteignent pour la premiére fois un certain niveau & l'intérieur d’un
intervalle de temps prédéterminé. Ce probléme se rencontre fréquemment dans
plusieurs domaines des sciences appliquées tels que la biologie, I'informatique,

ainsi que dans certaines sphéres économiques et financiéres.

En finance, le mouvement brownien et ses extensions occupent une place impor-
tante dans la modélisation de phénoménes aléatoires, comme le prix d’une action
ou le comportement du marché boursier. Toutefois, plusieurs modéles supposent
que les paramétres du mouvement brownien sont prédéterminés, alors qu’une mo-
délisation plus réaliste de ces phénoménes suggérerait I’emploi de paramétres aléa-

toires.

Ce mémoire porte sur 1’étude du premier temps de passage de plusieurs types de
mouvements browniens. D’abord, au chapitre 1, on s’intéresse au premier temps
de passage d’un mouvement brownien standard, avec dérive et géométrique. Puis,
le chapitre 2 porte sur le premier temps de passage d’un mouvement brownien avec
dérive ou les paramétres sont régis par une chaine de Markov & temps continu,
connu dans la littérature comme un mouvement brownien avec changements de
régime. Finalement, le chapitre 3 illustre une application financiére d’un modéle

de mouvement brownien avec changements de régime.



CHAPITRE 1

PREMIER TEMPS DE PASSAGE D’UN MOUVEMENT BROWNIEN AVEC
DERIVE

En premier lieu, nous nous intéressons au premier temps de passage du mou-
vement brownien standard, aussi appelé processus de Wiener, et du mouvement
brownien avec dérive. Il serait approprié de rappeler certaines notions de processus

stochastiques avant de passer a la dérivation du premier temps de passage.

il ! Rappels de processus stochastiques

Définition 1.1.1. Un processus stochastique est une collection de variables aléa-
toires indicées {X(t)},ont € T CR.
Définition 1.1.2. Un processus stochastique {W(t) : t > 0} est appelé mou-
vement brownien standard, ou processus de Wiener, s’il satisfait aux conditions
suivantes :

1. W(0)=0.

2. W(t) ~ N(0,¢t) pour tout t > 0.

3. {W(t) : t > 0} a des accroissements indépendants et stationnaires.

Il est intéressant de noter qu’une combinaison linéaire de mouvements browniens
standards indépendants avec coefficients non tous nuls est, 4 une constante prés,

un mouvement brownien.



Théoréme 1.1. Soient Wi(t),...,Wn(t) des mouvements browniens standards
indépendants et soient a,...,a,, € R des constantes non toutes nulles. Alors,

1 m
X(t) = ——==) a;W;(t) est un mouvement brownien standard.
2 im1 @) =1

Démonstration. 11 suffit de montrer que X (¢) satisfait aux 3 conditions de la dé-

finition 1.1.2.

1. On a bien X(0) = ZaiWi(O) = Zai ()=t
=l i=0

2. Soit ¢ > 0. Comme X (t) est une somme de normales indépendantes, alors

X (t) est également une variable aléatoire de loi normale d’espérance E[X (¢)] =

2
m m

Z S | E[W;(t)] = 0 et de variance Var[X (t)] = Z - it

T i
i=1 4/ z:;n.:l a? i=1 Z;n::l a.?

t. On a bien X(t) ~ N(0,1).
3. Soient s > 0 et ¢t > 0. Pour la stationnarité des accroissements, on a

S a4 ) _ij

1
m : m 2
y =1 4/ Zj:l a;

—— (Wit +5) — Wi(0)

X(t+s) - X(t) = a;Wi(t)

i
ﬁ\
’I_I.

= iy

I
i[M)s

~ N(0, s)(par stationnarité et indépendance des W;).
Les accroissements ne dépendent donc pas de t.
De plus, puisque les accroissements de chaque W;(t) sont indépendants et
que les W;(t) sont indépendants, I'indépendance des accroissements de X (t)
peut étre déduite en montrant que ceux-ci ont comme loi conjointe une
normale multivariée et que leur covariance est nulle.
On conclut que le processus X(t) est donc un mouvement brownien standard

puisque les 3 conditions de la définition sont respectées. =)

Définition 1.1.3. Un processus stochastique {X(t) : t > 0} est appelé mouve-

ment brownien avec dérive si



X(t) = pt + oW (%),

ou W(t) est un mouvement brownien standard, p # 0 et ¢ > 0. De plus, on

appelle u la dérive et o la volatilité.

Définition 1.1.4. Un processus stochastique {X(¢) : t > 0} est appelé mouve-

ment brownien géométrique s’il satisfait & ’équation différentielle stochastique
dX(t) = pX(t)dt + o X (t)dW(t), X(0)=z¢€R,

ot W(t) est un mouvement brownien standard, 4 € R et o > 0. De plus, il est
bien connu que l'unique solution & cette équation est

2

'X(t) = X(0) exp (( S 92-) t+ aW(t)) .

Une fois le mouvement brownien défini, nous nous intéressons au premier instant
ol celui-ci atteint un seuil prédéterminé a € R. On peut définir ce concept de

facon mathématique de la maniére suivante.

Définition 1.1.5. Soit {X(¢) : ¢ > 0} un processus stochastique. On définit T,

le premier temps de passage au niveau a, comme étant

inf{t > 0: X(t) > a}, sia > X(0)
inf{t > 0: X(t) <a}, sia < X(0).

Finalement, il serait utile de définir la distribution inverse-gaussienne qui sera uti-
lisée lors de la distribution du premier temps de passage d’un mouvement brownien

avec dérive.

Définition 1.1.6. Soit X une variable aléatoire. On dit que X suit une loi inverse-

gaussienne de paramétres A > 0 et v > 0, que I'on note X ~ IG(A, v), si la densité



de X est donnée par
il ex —M siz>0
fx(z) = =27 5 202z y
0 sinon.

152 Distribution du premier temps de passage

On peut maintenant chercher la distribution du premier temps de passage d’un
mouvement brownien avec dérive. D’abord, on peut trouver aisément la densité
du premier temps de passage d’'un mouvement brownien standard. En effet, si

W (t) est un mouvement brownien standard, on a pour a > 0et T > 0

P(T,<T) = P(T,<TNX(T)>a)+P(T, <TNX(T)< a)
= P(T. < T|X(T) 2 a) P(X(T) > a)

+P(X(T) < a|T, <T)P(T, <T)

= (1 -9 (ﬁ)) + %P(Ta <7 (par symétrie)

—a
= 20{ —=),
5z
ot ®(-) désigne la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite. En-
suite, il suffit de dériver par rapport a4 T pour obtenir la densité. On obtient alors

2

a
e hl——
frowe(T) = %P(Ta <T)={ T%*/2r ( 28
0 sinon.

) siT >0,
A partir de ce résultat, on peut facilement déduire le résultat du cas ot p = 0
a
et o > 0 arbitraire. En effet, on a X(t) > a si et seulement si W(t) > = On en
déduit donc
2

a
———— exp <——
Frou=0(T) = fr,,, wey(T) = § oT3/2/2r o22T
0 sinon.

) siT >0,




Notons que si a < 0, on utilise la propriété de symétrie du mouvement brownien
pour obtenir les densités pour ce cas. Il suffit de remplacer a par —a dans les

densités précédentes.

Finalement, on utilise les deux résultats précédents pour déduire le cas p # 0 et
o > 0. Puisqu’il s’agit d’un résultat bien connu, on ne présentera qu’'une ébauche

de la preuve se trouvant dans Karatzas et Shreve (1996).

La clé pour arriver au résultat est d’'invoquer le théoréme de Girsanov. Soit X (t) =
W(t) + ut, ou u # 0. Alors, en vertu de ce théoréme, il existe une unique mesure
de probabilité P® sous laquelle le processus /W(t) = W(t) — ut est un mouvement

brownien standard. De plus, pour tout événement A € F, P®) satisfait &
PW(A) = E[l 4 exp(uW (t) — 1*t/2)],

ou 1, désigne la fonction indicatrice de I’événement A. Par ailleurs, on a que sous

PW W(t) = W(t) + pt est un mouvement brownien avec dérive. On a alors
PU(T, <T) = Ellin<rexp(uW(T)— 1?T/2)]

= E[lyr,<r} Elexp(uW(T) — p*T/2)| Fofz, 1))

~ E[lin<r) exp(uW (min(T;, T)) — 4 min(T,, T)/2)]

= E[lin<r exp(ua — p*To/2)]

/Texp<,ua 1,u23> g | p( 2) ds
= = ex
0 $3/24/2m

puisque ’on connait la distribution de T, pour le mouvement brownien standard

W(t). On en déduit donc que la densité du premier temps de passage d’un mou-

vement brownien avec dérive oll o = 1 est

l | ( (a — ,u,T)z) _
LG 10 BN
o (T) = { T/2om 5T si T >

0 sinon.

Enfin, pour le cas du mouvement brownien avec dérive avec o > 0 arbitraire,

il suffit de remarquer que diviser le processus X(¢) par o nous rameéne au cas



. . N ) a
précédent. Le terme de dérive devient £ et la nouvelle barriére & franchir est —.
o o

On a donc que la densité d’un mouvement brownien avec dérive X (t) est donnée

|a| ( (a— pT)2> .
= || et T
froxe(T)=4 © T3/2/2% =4 202T :

0 sinon.

par

Il est important de noter que cette densité est incompléte dans le cas ol i et a

sont de signes opposés. En effet, on peut montrer que

P(Te < o0) = exp(ua — |ual),

qui vaut 1 si et seulement si pu et a sont de méme signe. Pour montrer 1’égalité
ci-haut, il faut d’abord calculer E[e~*Ts] = ¢~l?lv? s > 0, pour un mouvement
brownien standard W (t). Puis, on substitue cette valeur dans I’équation P®(T, <

T) = Ell{r,<r} exp(pa — p2T,/2)] en faisant tendre T vers l'infini et en posant
2

I

§=—.

2

Finalement, on remarque que si p et a sont de signes opposés, alors 7, suit une
2

o ! . a a
loi inverse-gaussienne de paramétres A = — et v = —.
o 7

1.3 Exemple d’application

Considérons une application financiére pour un modéle de mouvement brownien

géométrique tirée de 'article de Li et Zhou (2006).

On s’intéresse au cas d’un investisseur ayant une richesse initiale zg et qui souhaite
atteindre un objectif 2z & l'intérieur d’un horizon de temps prédéterminé 7". On
considére un marché constitué de m+1 titres : d’abord, un compte d’épargne sans
risque & taux d’intérét connu r(t) pour tout ¢ € [0,7], que I’on peut décrire par

I’équation différentielle stochastique suivante

dSs(t) = r(8)Se(t)dt, ¢ € [0,T),



et m titres avec risque (actions) dont le processus de prix est donné par

dS,;(t) = Si(t) /,Li(t)dt ar ia,-,-(t)de(t) : (& [O,T],'L € {1,...,m},

i=1
ot les W;(t) sont des mouvements browniens standards indépendants, p;(t) est le
taux d’appréciation de Paction ¢ au temps t et o;;(t) est la volatilité des actions.
On suppose les p;(t) et 0y;(t) connus pour tout t € [0,T] et on pose les conditions
initiales Sp(0) = sp > 0 et S;(0) =s; > 0sii € {1,...,m}.

Soit X (t) la richesse de l'investisseur au temps ¢t € [0,T]. En supposant que les
échanges d’actions sont autofinancées et continues et qu’il n’existe pas de frais liés

& ces échanges, on peut montrer que X (¢) satisfait &

dX(t) = {T(t)X (&) + D lm(®) 7”(lt)]m(lt)} dt+d D oy(t)m(t)dW;(2),

=1 =1 j=1

pour tout ¢t € [0,T] avec X(0) = zo > 0 et m;(t) désignant la valeur totale des

parts de l'action < dans le portefeuille au temps t.

Sous ce marché, on considére le portefeuille optimal selon la stratégie moyenne-
variance de Markowitz. Cette statégie consiste a choisir le portefeuille ayant la
plus petite variance tout en atteignant en moyenne I'objectif z. Dans les faits, on
cherche 4 minimiser E[(X (T') —z)?] sous les contraintes E[X (T)] = z et X(0) = zo.

La solution & ce probléme, si elle existe, porte le nom de portefeuille efficient.

Evidemment, nous supposons z > zgelo "®2%  sang quoi le probléme serait trivial
(I'objectif z serait toujours atteint au temps T en laissant la richesse initiale zq

dans le compte sans risque).

Pour alléger la notation, on définit la matrice de covariance o(t) = (6:;(t))msxm,

le vecteur

B(t) == (1 (t) = 7(t), - um(t) — r(t)),  t€[0,T],
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et le vecteur
0(t) = (61(t), ., Om(t)) == B)[o(t) ],  t€0,T],
ot/ dénote la transposée vectorielle ou matricielle et o~1(t) est I'inverse matriciel
de o(t). On peut alors réécrire le processus de richesse comme
dX(t) = [r() X (t) + B(t)w(t)]dt + 7 (t)o(t)dW(t), t€][0,T),

ot W(t) = (Wi(t), .., Wim(t)) est le vecteur contenant les m mouvements brow-

niens standards indépendants.

Il est possible de montrer que 'unique portefeuille efficient est donné par
() = (15(), s P50 = =[Oy BE) [X () —qem K],

z — e~ Jo r®-low®)IFat

1T |6(t) 2t et | - | désigne la norme vectorielle.
1—eJo

ou y=

Afin d’étudier la probabilité de ’atteinte d’un objectif d’investissement selon cette
stratégie, il nous faut poser T, le premier temps ot la richesse X (t) atteint la valeur
escomptée de z, qui correspond & I'instant ot 'on pourra placer toute la richesse
dans le compte sans risque et atteindre ’objectif d’investissement avec certitude.

Cela correspond &

=k {t € [0,T] : X(t) = zexp (- /tT r(s)ds) } .

De plus, on pose inf & = +oo dans le cas ot 'objectif d’investissement n’est pas

atteint & l'intérieur de 1’horizon prédéterminé.

Pour arriver 4 calculer analytiquement cette probabilité, on doit d’abord réécrire
le premier temps de passage sous une autre forme, & 1’aide d’un changement de

variable, pour se ramener 4 un processus connu.

Théoréme 1.2. Pour tout z > zg exp(LT r(t)dt), on a

I; =inf {0 ST g/ot 6(s)|>ds + /0t9(s)dW(s) = /OT |9(s)|2ds} .




11

Démonstration. Posons Y (t) = X(t) — ve~Ji 7} On a

dY (t) = dX (t) — r(t)ye™J "@qt, ¢ e [0, 7).

En substituant 7(t) par le portefeuille efficient 7%(t) dans I’équation de richesse
dX(t) = [r(t)X(t) + Bt)n(t)]dt + =(t) o (t)dW (t), te€][0,T],

on arrive &
Y (t) = {r(t)(Y (t) +ye~ & "@%) _ B(t)[o(t)o(t) ] B(t)'Y (2)
—r(t)ye” ftT’(s)ds}dt — Y (t)B(t)[o(t)o(t)] 1o (t)dW (2), te (0,7,

qui peut se simplifier comme
dY (t) = [r(t) — |8(t)[A)Y (t)dt — ()Y (t)dW (¢), t€[0,T),

étant donné que o(t)o(t)’ est symétrique et que |9(¢)|? = 6(¢)8(t)’ car 6(t) est un
vecteur ligne.

r(s)ds — L0~ 2€ Iy ’(t)dt.
1 — - Ji 16®)Rat

Nous avons comme condition initiale Y (0) = zq — ye™ i

Or, de fagon analogue au mouvement brownien géométrique, il est connu que cette

équation différentielle stochastique admet comme unique solution

t £
Y(t) =Y (0)exp (/ [r(s) - g|0(s)|21 ds ——/ 0(s)dW(s)> , te€]o,T].
0 0
Il s’ensuit que
X(t) —ze s = V(1) + (v — z)e~ i rlo)ds
YE P r(s)ds( z— zge I r(s)ds)

oo R _ 1
X[1 — elo’ 0% excp(— [116(s)[2ds — [ 6(s)dW (s))]

i f‘T r(s)ds(z 1 zoeﬂ)T r(s)ds)
elo le@)Pa _ 1
7
le portefeuille, c’est-a-dire X (t) = ze~ Jer(s)ds i et seulement si le terme entre

Puisque > 0, la valeur escomptée de z est atteinte par
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crochets est égal & zéro, ce qui signifie

2 [ras+ [[oawio) = [ oo

O

En écrivant le processus sous cette forme, il nous est maintenant possible d’évaluer
les probabilités associées au premier temps de passage & ’aide de résultats connus
et d’une technique de changement de temps. Toutefois, nous allons d’abord tenter

d’illustrer la régle 4 1'aide d’un exemple.

Dans I’énoncé du théoréme 1.2, il est intéressant de noter que si (t), o(t) et p(t)
sont constants sur [0, 7], alors 6(t) = 6 est constant et le processus décrit du coté
gauche de ’équation est un mouvement brownien avec dérive ou le paramétre
de dérive est p* = g|0|2 et le paramétre de volatilité est o* = |f| en vertu du
théoréme 1.1. De plus, la barriére que ce processus doit atteindre, qui se trouve
du c6té droit de ’équation, ne dépend pas de la richesse initiale z4 ni de 'objectif

4 atteindre 2.

Supposons que ’'on modélise un marché de m = 10 actions et un titre sans risque
par le modéle moyenne-variance de Markowitz. Pour simplifier les calculs, suppo-
sons que les 10 actions proviennent de secteurs économiques indépendants, ce qui

signifie que o;;(t) = 0 pour tout t > 0 si 7 # j.

Considérons les paramétres de marché suivants : pour l’action 7 € {1,2,...,10}, la
volatilité et la dérive au temps ¢ sont constantes et identiques, 0;(t) = o = 0.05 et
pi(t) = p = 0.03. Supposons que le taux d’intérét du titre sans risque est constant
pour tout t > 0, r(t) = r = 0.01. Un investisseur utilise la stratégie moyenne-
variance de Markowitz en espérant faire croitre une richesse initiale zg = 1 de
20% (z = 1.20) en plagant dés que possible sa richesse dans le titre sans risque.

On s’intéresse 4 la probabilité d’atteindre cet objectif d’investissement au temps
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>0,

Comme 7(t), o(t) et p(t) sont fixes sur I'horizon [0, T pour tout 7" > 0, il s’ensuit
que la valeur de 6(¢) est également constante sur [0,7], que nous noterons 6.
Par conséquent, la distribution de T, l'instant ou l'on place toute la richesse
dans le compte d’épargne, correspond & celle du premier temps de passage d’un

) 3 :
mouvement brownien de paramétres p* = 5]9 |> et o* = |@| & travers une barriére
T
fixe a* = / |6(s)|?ds = T|6|*. Puisque 8 # 0, p* et a* sont tous deux positifs et

2T
il s’ensuit que T, ~ IG (A =l — ?> par la section 1.2.

Ensuite, on calcule |6] = v/B(t)[o(t)] o (t)] 1 B(t) = \/10‘ (0-8365—2' 0.01)? 44

1.6. Il nous est maintenant possible d’évaluer la probabilité que I'investisseur at-

teigne son objectif de faire croitre de 20% sa richesse d’ici un temps d’échance T
prédéterminé, c’est-a-dire P(7, < T'). Pour ce faire, il suffit d’évaluer la fonction

de répartition de 7, une variable aléatoire de loi inverse-gaussienne.

Graphiquement, si on fait varier 7" de 0.01 & 10 par des sauts de 0.01, nous obtenons

avec I'aide du logiciel MATLAB le graphique suivant :
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Probabil ité d'atteinte de I'objectif
en fonction du temps selon le modéle
moyenna-variance de Markowitz

¥ 1 1

098 /

086 b

082 B

Probabiiité
[=]
©
T
1}

&

0.86 / b
0.82 =
0.8 1 1 L L A 1 1 1 1

(4} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 1.1 Probabilité d’atteinte d’un objectif d’investissement

On remarque que la probabilité d’atteindre l'objectif est toujours supérieure &
80%, quel que soit T. Cette borne inférieure n’a rien & voir avec nos choix de
paramétres. En effet, une propriété intéressante de cette stratégie est que la pro-
babilité d’atteindre I'objectif z au temps T est toujours supérieure a 80%, peu
importe les paramétres du marché et ’horizon T considéré. Dans la littérature,

cette propriété porte le nom de régle du 80%.

1.4  La régle du 80%

Dans cette section, nous allons démontrer la régle du 80%. D’abord, il serait

pertinent de rappeler la définition de la fonction d’erreur afin d’alléger la notation.



Définition 1.4.1. Soit z € R. On définit la fonction d’erreur Erfc(z) comme

Exrfol@)i= %/ e ¥ du.
|

Il est facile de vérifier Erfc(z) = 2(1 — N(+v/2z)), ot N(z) = / L Sl

—o0 V21
désigne la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite évaluée en z.
Théoréme 1.3. Soit z > zgelo "®4, La probabilité que le processus de richesse
X (t) décrit par le portefeuille efficient atteigne la valeur escomptée de z d’ici le

temps T est donnée par

T 2ds
P(I,<T) = +Erfc (—M)

2 2/2
[T 2ds
+% exp (3 /(]T|9(S)|2ds) Erfc (5 f02|5(;)| ¥ ) ,

¢ ¢
Démonstration. Posons ¢(t) = g/ 10(s)[>ds +/ 6(s)dW (s) pour t € [0,T]. En
0 0

vertu du théoréme précédent, on peut écrire

15 =i {0 << Bt ol t) = /OT |9(s)|2ds} 4

En vertu d’une technique de changement de temps (voir Ideka et Watanabe, 1989),
il existe, sur le méme espace de probabilité, un mouvement brownien standard

——

W(t),t >0, tel que

[ “o(s)aw (s) = W), teloTl,

t
ou B(t) := / [0(s)|?ds. 11 s’ensuit que
0

olt) = B0+ W(B®), tel0,T]
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T
De plus, on remarque que inf {0 <t<T:pl) = / ]0(s)|2ds} < T si et seule-
0

ment si sup (t / |6(s)|?ds. On a donc

0<t<T
R ) = ( sup (t / 16(s |2ds>
0<t<T

= P(osf;f?m(z”w( ) 2 8¢ ))

Or, selon Borodin et Salminen (page 250, 1.1.4), cette probabilité est égale &

s TP = lErfc( A(T) _(3/2)\/ﬂ(T)>

28(T) V2

puisque B(T / 16(s)|*ds. . 0O

Ensuite, pour alléger la notation, nous allons poser

) —Erfc( 2\[) 5 Erfc(;\ji), S0

Avant de poursuivre, il nous faudra les deux lemmes suivants.

i
Lemme 1.4. Pourtowt T >0, P(T, <T) = f ( / |6’(s)|2ds).
0

Démonstration. Le résultat est immédiat en vertu du théoréme 1.2. O
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Lemme 1.5 (Abramowitz et Stegun, 1972). Soit z > 0. Alors,
+/ 20
N(z) S T iﬁe_zz/z'
227

Démonstration. Soit Y une variable aléatoire dont la densité est donnée par
ye—y2/2

frly) = Jo ve¥ /2y

0 Sy < @

BN

Par 'inégalité de Jensen, on a E [—}17} > ﬁ puisque la fonction ?; est convexe
pour ¥ > 0. On en déduit

[Betelidy . aff ye V' /2dy

Jz ye v lrdy = [ ypeviidy’
On peut évaluer deux de ces intégrales. D’abord, on a directement

T

Y=o
s e—z2 /2

y=c
En intégrant par parties, on pose u = y et dv = ye‘”z/ 2dy pour obtenir
oo 5 y=0o0 o0 b {o¢]
/ yle V' 2dy = [-—ye’” /2] —/ —e V' gy = ge~/? +/ e~V 2dy,.
x

y=x x x
En substituant ces valeurs dans l'inégalité précédente et en multipliant, on a

00 00
(/ e_yz/zdy> (.’176_32/2 +/ e—yz/zdy) > e—mz
T T 9

—x2/2 2
& (/me‘ﬁ’z/zdy+xe 1
x

o0 —z2/2 2
& / e /"’dy+me2 =T 1+%
& / e Vi2dy > e=/22 4 +2xz —F

1 —y?/2
En remarquant que N(z) =1 — Vor e dy, on a
T
b SE
VIR~ N(z)) > esnliXZ o2
‘. N@) < 1 Vd+z? -z ~a/2
i 24/ 27

ce qui correspond & I’énoncé du lemme. O
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Le premier lemme justifie ’étude de la fonction auxiliaire f en explicitant le
lien entre celle-ci et la probabilité d’atteindre 1'objectif & l'intérieur de I’horizon
[0, T'] prédéterminé. Le second lemme, quant & lui, sera utilisé dans le calcul de la
borne inférieure universelle de la probabilité d’atteinte de 1’objectif. Nous avons
maintenant tous les outils nécessaires & la dérivation de cette borne, c’est-a-dire

la fameuse régle du 80%.

Théoréme 1.6.

f(z) > N (:/1—5> + %ﬂ%e‘”m ~ 0.8072 Vz>0.

Démonstration. D’abord, on peut réécrire f(z) en fonction de N(z) en utilisant
la relation Erfc(z) = 2(1 — N(+/2z)). On a

1 z 1 o2 B
f(.’L‘) = '2‘ Erfc (—m) + 563 Erfc (2—\/5)

- (=m(5) e (- (5))

pour tout z > 0. Ensuite, en utilisant le résultat d’Abramowitz et Stegun, on a

flz) =2 N (%) + 3% (1 < <1 — e-<sz/2>z/2\/m— 5:::/2))

221

_ N (f) +e_z2/8\/16+ 2522 — 5:1:.
2 427
g) +e__zz/8\/16 + 2522 — 5z
g 421

dérivant g(z), on obtient, aprés quelques manipulations,

pour tout z > 0. En

Posons maintenant g(z) := N (

i) = &/ [ (53:2 25> ) N ( 21z 3)]
J or I\ 16 ~ 16v16 1 522 /16t 32 4/]

On remarque que 52 25 52 P 0 pour tout z > 0. O
veque —————m——= > — —————— = > 0.0On
S AR T (- T2 16 16v2507 P
T
remarque aussi que l’expression —————— est strictement croissante lorsque
= % 21: 4/T6 % 257 3
T

> 1. On a donc — > 0 pour tout z > 1.

p= — — e T S e
4/16 + 2522 4 4/41 4
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On peut alors conclure g’(z) > 0 pour z > 1 et on en déduit g(z) > g(1) =

1 V4l — 5
N{Z)+e1BI = ~(.8150 pour tout =z > 1.
(2> 2r ¢

Par ailleurs, comme f(z) est continue, elle doit admettre un point minimum z* sur
I'intervalle [0, 1]. Etant donné que f(z) est différentiable, on doit avoir f/(z*) =0

dans le cas ou z* € (0,1).

Pour z € (0,1), on calcule

1 2 2 S5z 5 2 2
() == e /8 } 3ze™ (1—N(—-—>> - ik >
f( ) 221 2 227

5:1: 1 2
= 3re’’ (1 — N (—)) =
2 V2

Puisqu’on doit également avoir f'(z*) = 0, on en déduit la relation

V2 13 ‘2= (1 % (5;> ) S
mor*

Donc, si ce z* existe, par la définition de la fonction f, il doit satisfaire &

f(z*) = N %* k. (1 _N (5;’*)) e33;.2
T 1
2

N + —2'2/8
¥ 273z ’

*

e

Ensuite, posons

z 1 2
ol &= —z2/8
G =Lt (2) + \/5773:136 e (04D,

et étudions cette fonction. En dérivant, on calcule

hl(x) o 1 e—z2/8_ 1 e—z2/8 1 e—z2/8

2V 2w 12427 3v/2mz?
e =8 (5 1
V2 (1_2 i 3?) y

Puisque I’exponentielle est toujours strictement positive, on constate que la seule

; X 2 .
racine de h est atteinte en £ = —=. De plus, on remarque que A'(z) < O si

Ve
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0<z< Zeth(z)>0siz< z. Alors, £ est le minimum global de h, ce qui

implique

% 1 1 /10
> —— = — = ' _1/10 ~ (. )
h(m)_h(\/g> N(\/3>+12\/7re 0.8072 pour z € (0,1)

De plus, on a f(0) = 1 et f(1) = 0.8162. On conclut donc que le minimum de f
sur I'intervalle [0,1] est atteint en un certain z* tel que f(z*) > h(Z) ~ 0.8072.
Puisque pour tout z > 1, f(z) > g(z) > g(1) = 0.8150, on déduit le résultat

énoncé au début du théoréme, soit

1 /
flz) >N (73) + % %e_l/m ~0.8072 Vz>0.

O
Enfin, il suffit d’assembler ces résultats pour arriver 4 la régle du 80%. Nous devons
ce résultat a Li et Zhou (2006).

Théoréme 1.7 (La régle du 80%).- Pour tout 7" > 0,

1 1 10
<T)> S [ =e 10 . .
P(Tz_T)_N<\/5>+12\/7re 0.8072

Démonstration. Le résultat est immédiat en vertu du lemme 1.3 et du théoréme

T
1.5 puisque / |0(s)|*ds est toujours supérieur ou égal 3 0. O
0

Nous avons donc montré que sous cette stratégie d’investissement, la probabilité
qu’un objectif soit atteint est toujours supérieure ou égale 3 80%, quels que soient

les paramétres du marché et le temps dont on dispose.




CHAPITRE 11

PREMIER TEMPS DE PASSAGE D’UN MOUVEMENT BROWNIEN AVEC
CHANGEMENTS DE REGIME

Au chapitre précédent, nous nous sommes intéressés & un modéle financier com-
portant un mouvement brownien avec dérive et nous avons montré que ce modéle
possédait une propriété trés intéressante. En fait, quelque soit 'objectif visé et
la fenétre de temps dans laquelle on désirait 'atteindre, I'investisseur touchait la

richesse souhaitée plus de 80% du temps.

Toutefois, 'utilisation de ce modéle dans un tel contexte peut sembler élémentaire.
En effet, ce modéle suppose que les paramétres du marché, c’est-a-dire la dérive et
la volatilité représentés par les paramétres d’'un mouvement brownien avec dérive,
sont constants tout au long de la période d’investissement. Or, il serait plus naturel

de supposer que ceux-ci varient de fagon aléatoire au fil du temps.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & un modéle de mouvement brownien
dont les paramétres varient de facon aléatoire selon le temps parmi un nombre
fini de valeurs possibles. Le modéle est le mouvement brownien avec changements

de régime.

Essentiellement, nous allons montrer qu’il existe une expression analytique pour

décrire le premier temps de passage d’un tel modéle & travers une barriére fixe.
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il Rappel sur les chaines de Markov & temps continu

Avant de présenter le modéle de mouvement brownien avec changements de régime,
il est pertinent de faire quelques rappels sur les chaines de Markov & temps continu,

qui sont nécessaires 4 la construction du modéle.

Pour ce qui suit, on construira la définition de chaine de Markov & temps continu
comme extension de la chaine de Markov & temps discret impliquant un généra-

teur.
Définition 2.1.1. Soit Q) une matrice réelle carrée S x S, ou S € N*. On dit que
@ est un générateur infinitésimal si elle satisfait aux conditions suivantes :

1. La somme des éléments de chaque ligne de @ est 0.

2. Les éléments sur la diagonale de @ sont strictement inférieurs & 0 et les

autres sont non-négatifs.

Définition 2.1.2. Soit S un ensemble fini. Un processus stochastique {X (k) :

k € N} est appelé chaine de Markov & temps discret si
P(X(k+1) = sera) X (k) = 1) = P(X(k + 1) = st} X () = s, .., X(0) = s0),

ou Sg, ..., Sk+1 € S.

Dans une chaine de Markov 4 temps discret, on dénote les probabilités de transi-
tion P(X (k+1) = j|X (k) = 1) = ps;. Il est important de noter que ces probabilités
sont stationnaires, c’est-a-dire qu’elles sont les mémes quel que soit £k € N. Cela

revient & dire que la chaine est homogéne.

Il est assez simple de construire une chaine de Markov & temps continu & partir
d’une chaine 4 temps discret. En effet, il suffit de générer un temps d’attente entre

chaque transition afin de mettre le temps sur une échelle continue. A partir d*un
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générateur @), on peut construire une chaine de Markov & temps continu ©(t), ou

t > 0, grace & lalgorithme suivant :

1. Définir un état initial X(0) € {1,...,S} a la chaine de Markov & temps
discret. Cela peut étre fait & partir d’une distribution initiale w9 ou encore

de fagcon déterministe.

2. Poserk =1et ty =0.

3. Générer le temps d’attente t; selon une loi exponentielle de parameétre
—Qx(k-1)X(k-1), C’est-a-dire avec la probabilité

Pty > t|X(k—1) =1) = e, t>0.

4. Générer l'état aprés la transition, X (k) € {1,..., S}, ou les probabilités de

transition sont données par

~Qij/qs Sii#j
0 S N

pi; = P(X(k) =j|X(k—1) =1) =

5. Poser ©(t) = X(k — 1) pour tout t € [tx—1, k).

6. Incrémenter k de 1 et revenir & I'étape 3.

Nous avons donc une chaine de Markov 4 temps continu {©(¢) : ¢ > 0} qui sera

nécessaire pour construire un mouvement brownien avec changements de régime.

2.8 Introduction aux changements de régime

L’idée du mouvement brownien avec changements de régime est simple. En fait,
il s’agit d’un mouvement brownien avec dérive dont les paramétres sont régis par
une chaine de Markov & temps continu. De facon plus formelle, on peut définir le

processus de la maniére suivante.
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Définition 2.2.1. Soit {B(t) : t > 0} un processus stochastique, {©(t) : t > 0}
une chaine de Markov & temps continu & S états ayant comme générateur infinité-
simal la matrice @ et W(t) est un mouvement brownien standard indépendant de
O(t). On dit que B(t) est un mouvement brownien avec changements de régime

s’il est décrit par I’équation différentielle stochastique suivante :
dB(t) = pew)dt + oerpdW (1), B(0) =&

La valeur initiale du processus en ¢ = 0 est B(0) = z € R. Les paramétres ug
et og(y) sont sujets aux mémes restrictions que lors du mouvement brownien avec
dérive, c’est-a-dire que py,...,us € R et 01,...,05 > 0. De plus, on dit que le
modéle est pleinement déterminé si I’état initial est connu ou, de maniére plus

générale, s’il existe une distribution initiale my connue.

Ce modéle, plus complexe que le mouvement brownien avec dérive, permet une
modélisation plus réaliste de certains phénoménes scientifiques ou financiers. En
finance, les changements de régime sont utilisés pour mieux décrire le comporte-
ment du marché boursier (voir Guo, 2001), en ajoutant ’alternance entre le bear
market (tendance & la baisse) et le bull market (tendance a la hausse). Ils sont
aussi utilisés en biologie pour modéliser les comportements d’entrée-sortie dans
les neurones sous différents stimuli qui alternent de fagon aléatoire dans le temps

(voir Buonocore, Di Crescenzo et Di Nardo, 2002).

Il serait pertinent de faire un exemple pour mieux visualiser la modéle. Supposons
un mouvement brownien avec changements de régime avec S = 2 régimes donnés

par (g3 = 5,01 = 1) et (u; = —5,01 = 1). L’alternance des régimes est régie

— 1
par le générateur infinitésimal Q = et le régime initial est ©(0) = 1
1 -1

avec probabilité 1. Notons que nous avons choisi la dérive grande par rapport &

la volatilité pour mieux illuster quand se produisent les changements de régime
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ainsi que leurs effets.

Nous allons simuler 3 trajectoires de ce processus sur I'intervalle [0, 1] avec des pas
de discrétisation A = 0.0001. Pour ce faire, il faut d’abord simuler la chaine des
changements de régime sur I'horizon [0, 1], puis simuler la position du processus
A plus tard ou au moment du prochain changement de régime s’il a eu lieu moins
que A aprés le temps actuel. On répéte ce processus jusqu’a la fin de l'intervalle.

Le code MATLAB pour simuler ce processus se trouve en annexe.

Nous avons alors le graphique suivant :

Trajectolres de mouvement brownien

avec changements de régime

8 T T T T T T T T T

6 : r ol
| oo =
4r » oA
N b4 a 1
Yy ~ -
o " MmN
SNl ,-Vf
2, i it
© = pase / A =
(P M‘V""'/v
.‘,l“\ /
< ,,,./«( d

24 -
2 B

4 ] 1 1 [ [ [ 1 L 1
(1] a1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Temps (t)

Figure 2.1 Trajectoires de mouvement brownien avec changements de régime
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Il semble que la trajectoire jaune ait subi un changement de régime autour de
t = 0.2 comme |’'indique la tendance générale qui passe soudainement du positif
au négatif. La trajectoire a peut-étre subi un changement de régime autour de
t = 0.8, mais le court temps entre ce moment et la fin des observations nous

permet difficilement de vérifier graphiquement cette affirmation.

Afin de trouver la distribution du premier temps de passage du processus B(t) a
travers une barriére constante, il suffit de trouver la transformée de Laplace de

cette distribution, puis de I'inverser.

Pour ce faire, il nous sera nécessaire de définir le premier temps de sortie d’un

intervalle.

Définition 2.2.2. Soit {X(t) : t > 0} un processus stochastique. On définit T,

le premier temps de sortie de l'intervalle (b, a), o b < X(0) < a, comme étant

inf{t >0: X(t) € (b,a)}, ¢l existe,

Tab .
+00 sinon.

Cette définition est nécessaire a la dérivation du premier temps de passage a un
unique niveau constant. De plus, il serait pertinent de rappeler la définition de la

transformée de Laplace d’une variable aléatoire.

Définition 2.2.3. Soit X une variable aléatoire. On définit la transformée de

Laplace de X comme

U x (u) := Elexp(—uX)].

Pour arriver au résultat cherché, nous aurons besoin d’une technique appelée fac-

torisation de Wiener-Hopf, qui sera décrite au cours de la prochaine section.
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R Factorisation de Wiener-Hopf

La factorisation de Wiener-Hopf est une fagon de factoriser un processus de diffu-
sion impliquant une paire de matrices dans le but de résoudre des équations avec
barriéres. Dans notre cas, elle sera utilisée pour trouver la transformée de Laplace

de la densité du premier temps de passage.

Définition 2.3.1 (Factorisation de Wiener-Hopf). Soit Qg I’ensemble des ma-
trices réelles génératrices irréductibles (c’est-a-dire que ses entrées hors de la dia-
gonale principales sont non-négatives et que la somme des éléments de chaque
ligne est aussi non-négative) de format S x S. On appelle factorisation de Wiener-
Hopf du processus (B(t), ©(t)) le couple (Q+,Q-), ot @+,Q_ € Qg, si on a pour
tout u > 0 légalité =Z(—Q4+) = E(Q-) =0, ou

1
ElE 5z:"’PZ’ +VP+Q—uls,
avec T := diag(oy,...,0s), V = diag(u1, ..., us), @ le générateur infinitésimal des

changements de régime, et Is la matrice identité S x S.

Il existe un lien qui nous sera essentiel entre cette factorisation et ¥z, (u) qui sera
explicité dans le théoréme suivant. Cependant, il nous faudra au préalable définir

Pexponentielle matricielle.

Définition 2.3.2. Soit M une matrice carrée. On définit ’exponentielle matri-

cielle de M, notée exp(M), par la série
=M

A partir de cette définition, il est possible de montrer que exp(M) est également

d
la solution & I’équation différentielle matricielle Ey(t) = My(t).
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Théoréme 2.1.
1. La factorisation (@4, @-) de la définition précedente est unique.

2. La transformée de Laplace du premier temps de passage est
U3 (u) = moi (v, 7)1,

ot my € RS est la distribution initiale de la chaine et 1 € R5*! est un
vecteur dont toutes les entrées sont le chiffre 1. Dans le cas od I'on ne
s’intéresse & une seule barriére constante a > B(0) = z ou b < B(0) = z, on

a respectivement

1p¢-7.}:+oo('u') 27) o= bBE}-nooqp:;(u, 27) = exp(Q+(a i I)),

Yooop(W, ) == lim o, (u,z) = exp(Q_(z — b)).

a—>—00
Dans le cas d’une double barriére, on a

-+

H1,z) = [exp(Q4(a — 7)) — exp(Q_(z — b)) exp(Q+ (a — b))]
x ) [exp(Q-(a — b)) exp(Q+ (a — b))]*,
k=0

Up(wz) = [exp(Q-(z — b)) — exp(Qs(a — z)) exp(Q—(a — b))
x 3 lexp(Qs (a — b)) exp(Q—(a — B)J¥.
k=0

Démonstration. Voir Jiang et Pistorius (2008). )

Ensuite, il suffit d’inverser la transformée de Laplace résultante pour arriver &
une forme algébrique. Il est important de noter que la méthodologie présentée
jusqu’ici est valide quel que soit le nombre S d’états ou de régimes. On pourrait,
par exemple, poser S = 1 et retrouver les résultats connus sur le premier temps

de passage du mouvement brownien avec dérive.
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otk Redérivation du premier temps de passage avec un état

Il pourrait étre intéressant de s’assurer que la méthodologie de Hieber (2014)
fonctionne pour un cas connu. Dans cette section, nous allons redériver le premier
temps de passage dans le cas ot il n’y a que S = 1 régime, ce qui correspond au

mouvement brownien avec dérive.

Soit {B(t) : t > 0} un mouvement brownien avec dérive de paramétre de dérive
u et de volatilité o > 0. Dans ce cas, il est facile de vérifier que la factorisation
de Wiener-Hopf est le couple (Q,,Q_) € R? tel que Z(Q_) = Z(—Q..) = 0 pour
tout u > 0, ol

2(Q) = 50*Q +uQ —u.

Il est facile de trouver les racines de ’équation quadratique ci-haut. On trouve
—p— /2 + 20%u —p+ v/ p?+20%u
Q—- - et —Q'f' = o2 p

o2

En prenant B(0) = 0, la deuxiéme partie du théoréme 2.1 nous dit que la trans-
formée de Laplace de la densité du premier temps de passage 7, d’'un mouvement

brownien avec dérive & travers une barriére supérieure a > 0 est donnée par

&, (u) = exp(a@+) = exp (a(ﬂ — 2+ 202u)> ’

o2

pour tout u > 0.

Pour vérifier que la densité sous-jacente est I'inverse-gaussienne, on doit calculer la
transformeée de Laplace de la densité inverse-gaussienne, puis conclure par I'unicité

de la transformée pour les fonctions continues.

i (_M) Si >0,

————exp
Lemme 2.2. Soit f(t) = ¢ 0t¥/2yv2m 2020
0 sinon,

olt o > 0 et a > 0. Alors, la transformée de Laplace de f(t), £{f}(u), est donnée

par &1, (u) trouvée plus tot par la factorisation de Weiner-Hopf.
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2
Démonstration. Soit u > 2—#2 On calcule
o

Al = / " e (t)dt

0

_ /°° a exp _20%ut® + (a — pt)? it
o ot’32\/2n 202t
au (—a\/202u + p?

= exp (F) exp

=
/°° a . (20%u + p?)t? — 2a4/20%u + p2t + a® dt
o ot3/2/2n b 202t
_(alu- VT
= exp = x
o0 . 2 2¢ 2
/ a e (a 20 2u + p2t) i@t
o otd¥2\/2n 202t
~ e (a(# — VPt 202u)>
= .
o

L’intégrale finale est 1 puisque P(7} < oo) = 1, oi T} est le premier temps de
passage d’'un mouvement brownien de dérive \/m > 0 et de volatilité
o > 0 & travers une barriére a > 0. Puisque la dérive et la barriére sont de méme
signe, la probabilité que la barriére soit éventuellement atteinte est 1 en vertu des

résultats de 1a fin de la section 1.2. O

Par conséquent, puisque @7, (u) = L{f}(u), on conclut que la fonction pour la-
quelle &1, est la transformée de Laplace est f. La densité du premier temps de
passage de B(t) est donc f(t), ce qui concorde avec les résultats trouvés au chapitre

précédent par le théoréme de Girsanov.

A Dérivation du premier temps de passage avec deux états

Dans cette section, nous allons appliquer la méthodologie décrite plus haut pour
tenter d’arriver & une forme explicite pour la distribution du premier temps de

passage d’un mouvement brownien avec changements de régime ou il y a deux
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états.

La premiére étape sera de trouver la factorisation de Wiener-Hopf associé au
processus (B(t), ©(t)). Le résultat sera lié aux racines de ’équation de Cramér-

Lundberg donnée par

1 1
(—iaf 2 - mB+aqu — u) (ch%ﬁz + p2f + qa2 — U) — quige =0,

ol 11 et ggo sont les valeurs sur la diagonale du générateur infinitésimal de O(%).

Le lemme suivant s’avérera nécessaire & la factorisation de Wiener-Hopf.
Lemme 2.3. L’équation de Cramér-Lundberg

1 o232 1 500

) 185+ mpB+aqu—u 502ﬁ +paB+ g2 —u) — quge=0

admet 4 racines réelles distinctes, —co < By < Pou < 0 < B3y < Bau < +00.

Démonstration. Posons
1 500 1 5
f(B) = 5015 +mb+qu—u 50’2,3 + paB+ qa2 — u | — 1G22

pour 3 € R. Soient 6; et 8, les deux racines du polynéme

1
plf) = 50%92 + 16+ g1 — u.

D’une part, on a f(0) = u? — ugy; — uges = u(u — g1 — g22) > 0 étant donné
que u > 0 dans le contexte de Wiener-Hopf et ¢11,¢22 < O puisque ce sont les

entrées sur la diagonale principale d’un générateur infinitésimal. Par ailleurs, on
g g ;

aBlLr&f(ﬁ)=oo>0et ﬁligloof(ﬂ)=oo> 0.
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On a aussi f(61) = f(f2) = —q11g22 < 0. Par ailleurs, on calcule

A = Q—m + /i~ 20%(an — u)) (—m ~ /b~ 208 (an — u))

2

0'% o
u — (42 — 208 (qu — u))
— =
1
i 2(9111 = ’U)
o?
< 0.

Comme u? — 20%(q1; — u) > 0, on a 6,,60, € R. Puisque leur produit est négatif,

6 et 6, sont de signes opposés, avec 61 > 0 et 62 < 0.

Puisque f(5) est continue pour tout 8 € R, on conclut qu’il existe 4 racines réelles
distinctes & 'équation f(B) = 0, soit b1, € (—00,62), Bau € (02,0), B3, € (0,61)
et ﬂ4,u G (61,00). D

A l’aide de ce lemme, il nous sera possible de trouver la factorisation de Wiener-

Hopf de (B(t), O(t)).

Théoréme 2.4. Soit {B(t) : t > 0} un mouvement brownien avec changement
de régime décrit par la définition 2.2.1 avec S = 2 régimes. La factorisation de

Wiener-Hopf (Q+, @-) de ce modéle est donnée par

(—ﬂ3,u,54,u +2(q1; —u)/o3 —2q11/03
A = Bau + Baw + 2m /0% Baw + Ba + 21 /0% ,
i —2g00 /0% —B3ubBaw+ 2(gee —u)/o3 |’
By + Baw + 22 /0% Bs + Baw + 242/0%
/ﬁl,uﬂZ,u —2(q1 —u)/o? 2q11/0%
Q— = Bl,'u. T ,82,11. +22/11/0'% Bl,u T 52,11. + 2/1'1/0'% 5
2g92 /0% BrauBou — 2(ga2 —w) /o5 |’

B+ Bo + 2p2/02 Bru + Bou + 2p2 /02

ol —00 < P14 < Pou < 0 < B34 < Ban < +00 sont les racines de 'équation de

Cramér-Lundberg associée aux paramétres du modéle.
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Démonstration. Pour trouver la factorisation de Wiener-Hopf, il suffit de trouver

—Q., et Q_ € Q, satisfaisant I’équation de la définition 2.3.1, c’est-a-dire

o} 0 gy 0 Gl s =gy 00

1
= P4+ 1P+ < ,  u>0.
0 o3 0 pe —Q22 Qg —Uu 00
ai G2 - . i :
Fogans G = . On obtient alors un systéme de 4 équations quadra-
Q21 G2

tiques avec 4 inconnues. Le terme d’en haut & gauche nous permet de déduire

1
by f(aﬁ + a12021) + p1a11 + 11 —u =0,

ce qui est équivalent &

20qu—uw) 2w 2
— aj] — ai..
o? o7 - o

Q12021 = —
De plus, le terme d’en haut & droite nous donne 1’équation
pius, q

1
5‘7%‘112(011 + ag2) + @12 — ¢11 =0,

ou, de facon équivalente,

2g11
o2(ay; + age + 2p,/0%)

a2 =

La clé pour trouver @_ sera de trouver ses valeurs propres ainsi que les vecteurs
propres qui leur sont associés. On remarque d’abord que Q_ a deux valeurs propres

réelles non-positives A; < A2 < 0. En effet, on a
det(Q_ = /\Iz) = (an = >\) (azz — >\) — A1202]1
= A% — (a1 + a2)X + (a11022 — a12a21).

Puisque - € @,, on doit avoir ajz,a > 0 et aj;,ae < 0. Les solutions &

I'équation det(@- — Al2) = 0 sont réelles car le discriminant est

[—(a11 + a92)]? = 4(1)(an1a0e — a12a91) = @& + ad, — 2a;11a02 + 401209

(a1 — ag)? + 4ajay

0

Y
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Soient v; et vo les vecteurs propres associés & A; et Ao respectivement. En vertu

de ’équation de Wiener-Hopf, on a pour tout « > 0

% Uf 0 Q% + pp O O+ Qi1 —u  —Qn _ 00
0 o3 0 pe —Q22 Q2—U 00
2] 0 R 00
e l o8] Q2 + H1 O+ qi1 q11 - 'U,
N2 0 —Q2 Q2 — U 00
o2 0 0 —u - 0
= % 1 )\? 4 75 A+ G11 11 A
I 0 o3 0 pe —Qo2 Q22— U 0

On peut résoudre ’équation ci-haut en proposant comme solutions

292
U2ﬂl u
=+ pofru+ g2 —u
AL = ﬂl,u,'Ul = 2 “
g22
et
N 5 q11
2= P2, V2= | o232
: 22'u + 1B +qu1 —u

En effet, on remarque qu’en effectuant les opérations du c6té gauche, on obtient
un vecteur dont les deux composantes sont I’équation de Cramér-Lundberg avec
B = Biu,t € {1,2}. Puisque B, et B, sont les racines de cette équation, on a

bien ’égalité.

Ensuite, puisque la somme des valeurs propres d’une matrice est sa trace et que le

produit de ses valeurs propres est son déterminant, on déduit ay1 +az2 = fru+B2u

et det(Q-) = BrLuPou.

Cela nous permet de déduire

2q11 Lo 2911/0’%
o%(an + a2 +2p1/02)  Bru + Bou + 2pa/0?

a2 =
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On a aussi det(Q-) = a11822 — @12021 = @11(Br,u + Bo,u — G11) — 012021 = Brufoy.

On peut alors trouver a;; en se souvenant que

_2(411 = u) - 24

12021 = af U% an — ‘1?1
2 —u 2
& an(friut+bBeu) = — (thlrz ) - :21 a1 + 611 (Bru + Bow — G11) — Q12021
1 1
2 —u 2
& au(briut+bPou) = = (41;2 Ll :21 a1 + BrubBon
1 1
2 = BruBou — 2(qu — u)/0}
Bru + Bou + 2p1 /0%

De facon analogue, il suffit d’échanger le triplet (02, u1, q11) pour (02, u2, go2) dans

la toute premiére équation de la preuve afin de trouver les deux termes du bas,

SOt
e i 2q22/03

,Bl,'u. + ,32,1.1. at- 21“‘2/0-3

et
! ,Bl,'u.,B2,u —2(ge2 —u)/ 0%

Biu+ Bow + 2u2/0%

Cela nous donne bien
BrubBon — 2(qu — U)/U% 2‘111/C’§
e B+ Po + 211 /0% Bru+ By + 2p1 /03
= 2g /0% BruBon — 2(g22 — u)/o3 |’

B1u+ Bou + 2u2/02 Bru+ Bou + 2p2 /o2

tel que mentionné dans I’énoncé du théoréme.

Finalement, par symétrie (en remplagant p; par —puy, fz par —pz, fiu par —fBa.
et Bo. par —fs, dans I'équation de Wiener-Hopf ot I'on substitue —Q), par ses

valeurs propres), on obtient

—BsuBau + 2(qn — u)/0? —2q11 /0?
L ,33,u A ,34,14 & 2#1/012_ 183,11 = ,84,14 =r 2,“1/0'%
Qs = 3 2
—2go2 /05 —BsuBau +2(g22 — u)/03
BS,u I ,34,11. + 2#2/0'% ,33,11. G ﬂ4,‘u. ol 2/1'2/0'%
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Afin de s’assurer qu’il s’agit bel et bien de I'unique factorisation de Wiener-Hopf,

il faudrait vérifier que @_ € Qs et Q. € Q,.

Lemme 2.5. Les matrices trouvées de la factorisation de Wiener-Hopf propo-

BruBou — 2(qu1 — u)/o? 2qu1/0}
2 e
. Héore 0 A B+ Bou + 2, /0% Bru+ Bop + 211 /07
S8 A LUOORERRA. ) 222 /02 BruBon — 2(g2 — w)/03
,31,u + ﬂz,u ar 2#2/0'§ ,31,u St ﬂz,u [ 2#2/02
—BsuBan + 2(1 — u)fo? —2q11/ 0%
B3u+ﬂ4 +2,U'1/0"1 B3u+54u+2ﬂ-1/0'1
= L ’ t d =
et Q- —2922/02 —ﬂs,uﬂu + 2(922 — U)/Uz PP S
Bau + Bau + 212/ 03 Bap + Ban + 2p2/03

trices réelles génératrices irréductibles, c’est-a-dire @-,Q+ € ©Q»

Démonstration. 1l faut vérifier que la somme de chaque ligne de @_ et Q. est
non-positive et que les éléments non-diagonaux de ces matrices sont non-négatifs.
Pour ce faire, il suffit de vérifier que le dénominateur de chaque élément de Q-

est négatif et que le dénominateur de chaque élément de Q) est positif.

En se rappelant la démonstration du lemme 2.3, on a f1, < 03, B2n € (62,0),

= 2__9qg2 =
Bsu € (0,6)) et By > 61, avec 6; = pt Vi p ) et aussi 6, =
1

—H - \/#1 203 (qu1 — U)
o} 1

D’abord, on a

ﬂl,u + ﬂ2,u < 62 + 0
—p1 — V1§ — 203 (g1 —u)

= ﬂl,u = ﬂz,u <
%
20 —_ U
& PrutBout2m/ol < — Vi — - (g1 — u)
i

& BiutBout+2m/ot < -6
= Pyt Ben+2m/o? < 0

puisque 6; est strictement positif.
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De facon analogue, on montre que B3y + Baw + 211/07 > 0 en commengant par
B3 + Ban > 61. Pour montrer les deux autres inégalités, il suffit d’appliquer le

méme raisonnement en considérant plutot les racines du polynéme

1
p'(0) = —2-0392 + 20 + goz — u.

i L p—
On obtient alors comme nouvelles racines ¢ = —-2 + Vi3 - 93(@2 =) _ o
da

—H2 — V13 — 203(g2 — u)

B
2 p)
g3

de facon analogue aux premiéres. O

< 0. Les inégalités restantes se montrent ainsi

Maintenant que nous avons bel et bien 'unique factorisation de Wiener-Hopf
associée 3 (B(t),©(t)), la prochaine étape pour l'obtention de la transformée de

Laplace du premier temps de passage est de calculer I'exponentielle des matrices

Q- et Q.

Lemme 2.6. Pour tout k¥ > 0, les exponentielles des matrices Q. et Q_ sont

données respectivement par

ﬁ3 ue_kﬁ4,u — ﬁ4 ue_kﬂa.u e-kﬂS,u £ e_kﬂ4,u
exp(@+k) = — : I + Q
( Y ) ﬁ3,'u. = ﬁ4,'u. ﬁ3,u = /34,11. &
et
51uek32,u — ﬂz uekﬂl,u ekﬂl.u i ekﬂZ,u
exp(Q-k) = — - I, + o
{&F) A= L (e, &
10 34 :
(ol Joy = est la matrice identité 2 x 2.
0 1

Démonstration. Nous allons faire les calculs pour I'exponentielle de Q_. La dé-

monstration avec Q. se fait de fagon analogue.

Supposons @_ diagonalisable telle que Q_ = SAS™!. Alors, par définition d’ex-
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ponentielle matricielle, on aurait

exp(Q-k) = > =(kQ-)

-

A
Or, on sait que A = : , 00 A; et Ay sont les valeurs propres de Q)_ et S est

0 X
composée des vecteurs propres associés. Les valeurs propres et vecteurs propres de

Q- ont déja été trouvés dans la preuve du théoréme 2.2. On a A; = B1u, A2 = fou
2 42
C"2131,11.
——— 50 05— U q11
et S= 2 2 92
] 132,11.
22 — + mBou + qu1 — u

Comme il s’agit d’une matrice 2 x 2, on peut facilement calculer

0'2,32-“
» 1 122’ + p1fon +qu —u —qn
~ det(S o3Pt ’
(%) —Q22 % + pobrut o2 — U
0.2I32u 0'2,32u
avec det(S) = (271 + p2bru + g2 — u) ( 122’ + i Bon +qu — U) — q11922-

Pour vérifier que la factorisation en termes de Q)_ et I est juste, on peut procéder

b bi2 a11 a2
terme par terme en posant exp(Q_k) = e o= S W L
bo1  boo az1 Q22
$11  S12

S21 S22
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lel,u i le2,u. B kﬂ2,u — kﬁl,u
e e 1,u€ Boue
D’abord, montrons b;; = a;; + — -
i Bl,u. b i 52,11. :81,1.; ' ,82,u
: : 1 kBr kB2,
D’une part, on calcule directement b;; = det(S) (" 811890 — €772q11¢92) €n

effectuant le produit matriciel. Ensuite, puisque £, et f., sont des racines de

I'équation de Cramér-Lundberg, on a

o262, 262,
qu1g22 = <—12—1' + 1B + Q1 — U) ( 221 + pofru+ g2 — U) et

U2ﬁ2u o ,B o
Qg2 = ( 122’ + 1By + @11 — U) ( 222’ + p2Bou + go2 — U) 3

En utilisant la seconde égalité ci-haut dans det(S), on a

2131 u Ulz.ﬂ%,u
+ pofiy + Go2 — u 2 + pBou + 11 — U ) — q11G22

det(S) = (

2
= ( =+ g1 Bop + qu1 — U) (% (5%7# 3 ﬂg,u) + p2(Bru — ﬂz,u)>
o3
B

o2
( 132,11 4 #1ﬂ2,u AP @nl = ’U) (ﬂl,u = ,32,u) <181,u i ,32,u 2#2)

02

Puis, en calculant b;; & ’aide du produit matriciel, on a

03B o1f
ekBru < 5 = + pofru + Go2 — u) ( 5 22Nl p1Bon +qu1 — u)

b = 2 /02432 - /B Bru+Bou+—
o u = U
2 ( TR 1132, + g1 u) (ﬁl,u 28 ) ( 1, 2,u 0.22)
+ U u 2

1 ekﬂz'“mlqzz
0_2 0.2ﬂ2 =
72 ( 122# + p1B2u + @11 — u) (8805530 ('31’" +Bou + ;#;)

2
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kB 2Bl,'u Ufﬁ%,u
Cagd + B+ g2 — u = + 1B+ qu1 —u

of (o3f2, 2
—23 ( 122' + 1B+ qu — U) (Pt Po) (Bl,u + Bz + %)
2

k 21321.; 213211.
ehbz.u + B +qu1 —u + pofopu + g2 —u

5} ( ﬁh + p1fou + qu1 — ’U) (Bru — B2u) (,Bl,u. + Bou + 2—#—2>

g

kB 261,'“ kB2.u 2'82 Z2F2u
(A + Pyt g2 —u| —e L + poBopu+ o2 —u

g3

% (IBI,u o ,32,u.) (ﬁl,u + ,B2 u + %)

2
(ekﬂl-" — ekﬁz"‘) (—-—Uzﬁl’;ﬁz’u + @22 — u)

2
% (ﬁl,u i 132,11.) <,Bl,u ats ,BZ,u =+ 2_#22)
27

2B, o2
(Brue™” z"‘—ﬁz,ue’“ﬁ"“)( 251' i 252"‘ +#2>

+
s 249
> (Bru— Bou) | Brw+ Bou + oy

2

ekﬂl,u = ekﬁ2,ua + Bl,uekﬁz,u -~ ﬁz,uekﬂl,u
11 .
,Bl,u. = 132,u ,Bl,'u. - .BZ,u
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ekﬂl.u e ekﬂZ,u

Pour montrer by; = ag, on procéde de fagon analogue & partir de

o kﬂzﬂl,‘u - ﬂzvu
1,u — s2¢
B Szzqéz;t (5) 52282 (O a alors
o262,
(ekﬂl'" — ekﬂz'“)%z ( 122 + mBon + qu1 — u)
bn = 573
o755, %
? 122’ + #1ﬂ2,u + QIl -y u) (,Bl‘u - ,82,11.) (ﬂl'u + ﬂ2,u + %)
2
. ekBLe _ kBou ( 2422/ 0% )
,Bl,u Bow \Biu+ Bon+2p2/03
e 1 T ﬁZ u

,Bl,'u. = ,BZ,u.

Enfin, on procéde de fagon analogue pour g1 et . 922, mais en utilisant plutét

0363 . ﬂ 1
'identité ¢1;qo2 = ( 1L hbra+an—o 7acl, + pofru + gaz — U) dans
Pexpression de det(S). 0O

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire 4 'obtention de la transformée
de Laplace du premier temps de passage a travers une barriére fixe, qu’elle soit

supérieure ou inférieure.

Théoréme 2.7. Soit {B(t) : t > 0} un mouvement brownien avec changements
de régime décrit par la définition 2.2.1 avec S = 2 régimes. Soit mg = (7,1 —7) =
(P(©(0) = 1), P(B(0) = 2)), la distribution initiale des états. Alors, la transformeée
de Laplace du premier temps de passage 4 une barriére fixe supérieure a > B(0) =

z ou inférieure b < z est respectivement donnée par
,83,u6—ﬂ4 ula—z) __ ﬂ4 e‘ﬂ3.u(a'z) e—ﬂd. u(a"-z) = e-ﬂ3 "(a’_z)

LI’++ (u) = =
- P ﬂg,u ,Bélu/ Bﬁaﬁu ,84.211./
X 3‘u.4,'u.+ UO’I 1—# 3u4u+ UU2 )
5 (”ﬁa,u ) Ty Pt e

,Bl ueﬁz u(t—b) = ﬂ2 eﬂl.u(z_b) eﬁl.u(z_b) = _ eﬁ2 u(z_b)

lIl:oo’b(U) E ﬂl,u. ﬂ2 u K ,B ,82 u
y (- BruBou + 2'U/CH +(1—7 ,Bl uﬂQ,u + 2u /o2 )

— Ty
o) hamri ey 2u; /o2 Bru+ Bon + 2pa/c?
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ol fr1u < Pou <0< P34 < Pa sont les racines de ’équation de Cramér-Lundberg

associée au modéle.

Démonstration. En vertu du théoréme 2.1, on a W ,(u) = moexp(Q-(z — b))1.
En posant k = (z — b) dans le résultat du lemme 2.6, on a

ﬁl ue(z—'b)ﬂZ,u i ﬂz ue(z_b)ﬂl,u e(z—b)ﬁl,u = e(z—b)ﬂZ,u
To ( : - I _) 1

+
Zhn =i ? =
:Bl ue(z_b)ﬂZ.u - ,B2 ue(z—b)ﬂl.u

lII:oo,b('u') iy

= (F+1-7)
lau — Mau
+€(z_b)’51'“ — (=02 % [ 7 BrubBop — 2(q11 — U)/Cff + 2411/C'f
ﬂl,u e 132,u ,Bl,u + 1322 U + 2#1/0'%
e 7?)2422/03 + BrubBon — 2(qaz — u)/03
,Bl,u =+ ,32,u + 2#2/0’3
:Bl ueﬂZ.u(z"‘b) — 132 ueﬁl.u(z—b) eﬂl,u(z-b) — 652.u($—b)
" 2 +
,Bl,u - ,32,11. 5 ,Bl,u _ 132,11 5
= ﬂl,u.,B2,u. + 2“/0'1 = ﬂl,u,B2,u + 2“/0'2
X7 = il = ) = |l
ﬂl,u Sl ﬂ2,u o 2/“'1/0-1 IBI,u + 132,11 + 2#2/0'2

Pour montrer le résultat pour ¥7 (), il suffit de poser k = (a—z) et de procéder

de fagon analogue en effectuant directement les produits matriciels. d

Enfin, nous pouvons en déduire une expression analytique pour la fonction de
répartition du premier temps de passage d’un tel processus & travers une barriére
fixe. Pour ce faire, il suffit d’inverser la transformée de Laplace. Nous arrivons
directement & la fonction de répartition du premier temps de passage sans passer

par sa densité en vertu de la propriété suivante.

Lemme 2.8. Soit X une variable aléatoire positive continue de densité fx et soit
o0

L{fx}(u) = Elexp(—uX)] = / e “*fx(z)dz la transformée de Laplace de X.
0
Alors, la transformée de Laplace de la fonction de répartition de X, L{Fx}(u),

est donnée par

L{Fx}(u) = / " e Py ()de = ZUEH)
0

u
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Démonstration. Puisque X est une variable aléatoire positive, on a Fx(z) =

Xz
/ fx(t)dt pour tout z > 0. On calcule donc
0

C{Fx}(w) = /°° 2 7y (2)de

= f / Fx(t)dtdz

= ] " fx(t)dzdt  (en changeant 'ordre d’intégration, Fubini)
=00
=t
>l / e fx(t)dt
_ L)
u o)
ce qui montre le résultat. O

Pour inverser une transformée de Laplace, il existe un résultat trés connu appelé

intégrale de Bromwich, qui sera énoncé sans démonstration.
Lemme 2.9. (Formule de Bromwich)

Soit f une fonction ayant comme transformée de Laplace £{f}(u) et t € R. Alors,
on peut inverser la transformée pour retrouver la fonction en utilisant ’intégrale
1 At+ioo
t) = — R d
O =gm [ eLifHwdn
ol A € R est une valeur arbitraire plus grande que la partie réelle de toutes les

singularités de £{f}(u).

Finalement, grace aux deux lemmes précédents, on peut inverser la transformée
de Laplace trouvée précédemment pour arriver 4 une expression analytique pour
la fonction de répartition du premier temps de passage d’un mouvement brownien

avec changements de régime B(t) & travers une barriére fixe. Notons ce premier
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temps de passage T, si la barriére a est supérieure 4 la valeur initiale du mouve-

ment B(0) = z et T}, si la barriére b est inférieure & z.

Théoréme 2.10. Soit {B(t) : t > 0} un mouvement brownien avec changements
de régime décrit par la définition 2.2.1 avec S = 2 régimes avec P(X(0) =1) = 7.
Alors, pour tout T' > 0 et tout A > 0, la distribution du premier temps de passage

est donnée par

00 + .
RS T = Y / T (Aiu) \Ila,-{-oo(A"l’ zu)du
2 —oc A+

pour une barriére supérieure a et par

I U (A+iu
P(L<T)= o / T Otiu) ooAb-(l_ & ) .
—o0

dans le cas d’une barriére inférieure b.

1l est important de noter que lorsque ¥=(-) est évaluée en des valeurs complexes,
la relation d’ordre pour les racines de 'équation de Cramér-Lundberg doit étre
effectuée sur la partie réelle des racines. En d’autres termes, au lieu d’ordonner
Bru < Pou < 0 < B34 < Bau, 1a numérotation des racines doit se faire selon la
relation Re(B:1.) < Re(B2.) < 0 < Re(B3,) < Re(Byn), o0t Re(-) désigne la partie

réelle d’un nombre complexe.

Démonstration. Sans perdre de généralité, supposons quj\ox_l considére une barriére
1 e
supérieure a. On a alors P(T, < T) = Fr,(T) = = / e L{Fr, }(u)du par
A—i00
la formule de Bromwich, avec A supérieur a la partie réelle de toutes les singularités

de la transformée de Fr, ().

‘IlI+oo ('Ll,)

Ona ﬁ{FTa}(u) =
d’un A > 0 plus grand que la partie réelle de toutes les singularités de ¥}, (-).

par le lemme 2.8. Soit T > 0 et supposons I’existence
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On a donc
P3N _1_ eTe a.,+oo(u) an
2mi A—ioo u
O e Bt i) &
 omi /_we X+ v (idv) | en posant v = :
e / ™ eT(A+iv)w o
0 S A+ v 2

ce qui correspond & I’énoncé.

a

Nous avons maintenant une expression analytique pour la fonction de répartition
du premier temps de passage en un point 7. Cependant, cette formule est difficile-
ment utilisable sans ’'aide d’un ordinateur puisque le calcul analytique des racines
Bi de I’équation de Cramér-Lundberg (un polynéme de degré 4) est compliqué.
Nous pouvons toutefois approximer les racines et évaluer numériquement 1’inté-
grale 4 1'aide d’un logiciel de calcul, ce qui nous permet d’obtenir les probabilités
de premier temps de passage dans un contexte de changements de régime. Nous

verrons une application de ce type de modéle au prochain chapitre.






CHAPITRE III

APPLICATION FINANCIERE D'UN MOUVEMENT BROWNIEN AVEC
CHANGEMENTS DE REGIME

Dans ce chapitre, nous allons présenter une application au modéle de mouvement
brownien avec changements de régime décrit au chapitre précédent. Nous allons
résoudre un probléme relatif au premier temps de passage d’un processus utilisé

en finance.

En fait, nous allons considérer le probléme de portefeuille optimal de Markowitz,
comme dans notre premier chaptire, sauf que nous y ajouterons des changements
de régime. Nous allons vérifier si la régle du 80% décrite a la section 4 du chapitre

1 tient toujours dans ce cas.

31 Description et contexte du probléme

Comme précédemment, nous allons considérer une application financiére pour le

modéle de mouvement brownien avec changements de régime.

On s’intéresse encore une fois au cas d’un investisseur ayant une richesse initiale z;
et qui souhaite atteindre un objectif z & un temps T prédéterminé. On considére
un marché constitué de m + 1 produits. D’une part, un compte d’épargne sans

risque de taux d’intérét connu r(t), pouvant étre décrit par I’équation différentielle
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stochastique

dSo(t) = r(t)Se(t)dt,  t € [0,T).

D’autre part, m actions dont le prix est décrit par

dSi(t) = S,'(t) /.Li,e(t)(t)dt + Zaij,e(t)(t)de(t) 3 t e [O,T],’L € {1, ...,m},

i=1
ou {O(t) : t € [0,T)} désigne une chaine de Markov a temps continu a 2 états,
Lie)(t) est le taux d’appréciation de l'action ¢ au temps ¢ lorsque I’état de la
chaine au temps t est O(t), gy;,0()(t), sont les paramétres de volatilité entre les
titres 7 et j au temps t lorsque la chaine se trouve & 1'état ©O(t) et les W;(t)
sont m mouvements browniens standards indépendants de la chaine des régimes
et indépendants entre eux. De plus, on suppose que pour tous 7 € {1,...,m},
j € {1,..,m} et t € [0,T), les paramétres r(t), pi1(t), pi2(t),0i1(t) et o42(t)

sont connus.

Nous posons les conditions initiales So(0) = sp > 0, S;(0) = s; > 0 et nous
supposons 1’état initial de la chaine connu. On suppose, sans perdre de généralité,
que ©(0) = 1 avec probabilité 1. De plus, on ne considére que les cas non-triviaux

T
ol z > zgelo T®)dt,

Notons que l’ajout de la chaine des régimes rend la modélisation boursiére un peu
plus réaliste. En effet, on peut supposer deux régimes différents correspondant aux
états du marché qui sont en alternance, un qui affichera une plus grande hausse
des prix des actions (bull market), et I'autre qui sera marqué par une hausse
plus timide ou encore une baisse (bear market). De plus, nous avons supposé 7(t)

indépendant de la chaine des régimes pour simplifier le probléme.

Pour alléger la notation, on définit la matrice de covariance

oo (t) == (dije)(t))mxm, t€[0,T),
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le vecteur
Bo)(t) = (m,e0)(t) — 7(t), -, tmow)(t) — r(t)), t€[0,T],
et le vecteur

fort)(t) = (Brew®(t), . Omew (t) == Bew(t)loew(t)]™",  t€[0,T),
ou ' dénote la transposée vectorielle ou matricielle.

Soit X (t) la richesse de I'investisseur au temps ¢ € [0, 7. En gardant les hypothéses
que les échanges d’actions sont autofinancées, sans frais et continus, on peut écrire

X(t) comme
dX(t) = [r(t)X (t) + Be(t)m(t)]ldt + w(t) oo (t)dW(t), ¢ e€|[0,T],

avec X(0) = zo > O la richesse initiale, 7(t) désignant toujours la valeur des
stocks de l’action i dans le portefeuille au temps ¢ et W(t) = (Wy(2), ..., Wi(¢))

un vecteur contenant les m mouvements browniens standards indépendants.

Nous considérons le portefeuille efficient 7*(t) = (7%(t), ..., 7% (t)) qui est défini
comme étant le portefeuille optimal selon la stratégie moyenne-variance de Marko-

witz, c’est-a-dire celui minimisant E[(X (T') — 2)?] sous la contrainte E[X (T)] = z.

La stratégie de l'investisseur sera la méme qu’a la section 1.3. Il suivra le porte-
feuille efficient 7*(t) jusqu’a ce que sa richesse X (t) atteigne la valeur escomptée
de z, soit ze~fi "5 A ce moment, il placera tout son argent dans le compte
d’épargne sans risque pour s’assurer d’atteindre son objectif d’investissement au

temps T

Zhou et Yin (2001) ont montré que si le taux d’intérét r(¢) ne dépend pas du
régime, alors, en supposant que 1’état initial du marché est assurément 1, le por-

tefeuille efficient au temps ¢ dépend du régime en vigueur 4 ce moment et est
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donné par
T
mh(t) = —loe@(t)oew(t) ] Bew(t) [X (2) +Ae™ K r%],

ol

N 20 P(0,1)e=Jo r(9)ds
P(0,1)e~2/o r®)ds _ 1
et P(t,7) est décrit comme la solution du systéme d’équations différentielles

%,—i) = [ei(t)ei(t)/ _ 2T(t)]P(t’ 1’) = j;qijp(taj)a
P(T,i) = 1, pourte|0,T]etic {1,2}.

Ici, g;; fait référence aux composantes du générateur infinitésimal @) de la chaine

des états et 4 fait référence aux régimes possibles du marché.

Notons qu’il est possible de montrer que P(t,7) > 0 pour tout t € [0,T] et
i € {1,2}. 1l est aussi possible de montrer que P(0,0(0)) = P(0,1) < e2Jo r(e)ds,

Les détails se trouvent dans la section 6 de Zhou et Yin (2001).

32 Résolution analytique du probléme du premier temps de passage

Dans cette section, on s’intéresse a la probabilité que la valeur escomptée du
) p

processus de richesse X (t) atteigne I’objectif 2z au temps 7. En d’autres termes,

T, — inf {t € [0,T]: X(t) = zexp (- /tT 'r(s)ds> } ,

avec inf @ = 400, et on cherche & évaluer P(T, < T'). Pour ce faire, nous allons

on définit

procédér de fagon analogue au cas & un seul régime en effectuant un changement

de variable sur le processus de richesse X (t).

Théoréme 3.1. Pour tout z > zg exp(fOT'r(t)dt), on a
3 t ]
T.—inf{te0,1]: / (Boe)(5)ds + / Bos) (5)dW (s)
2 Jo 0.

~ _In(P(0,1)) +2 f r(s)ds}.

0
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Démonstration. Posons Y (t) = X (t) + de™ [T r(ds On en déduit
dY (¢) = dX(t) + r(t)re™F "@%ge ¢ e [0,T],

avec Y (0) = 2o + Ae~Jo "8} comme condition initiale. Puis, en substituant (t)

par le portefeuille efficient 7§, (t) dans I’équation de richesse, on arrive &

dY(t) = {r(t)Y(t) — Y (t)Bew(t)loew (t)oen ()] Bew/(t)'} dt
=Y (t)Bow) () [oe()(t)] go() (t) oo (1)dW (¢)
= Y(®)[r(t) — 0o (t)I*ldt — Y (t)fe) (t)AW (t),

ou | - | désigne la norme vectorielle.

Or, cette équation différentielle stochastique se résout de fagon similaire & celle du
mouvement brownien géométrique ou du processus analogue du chapitre 1. Elle

admet comme unique solution

Y(t) =Y (0)exp (Lt[r(s) - %|09(3)(s)|2]ds —/(; 09(5)(s)dW(s)) , t€[0,T).

En posant Z(t) = exp (/0 [r(s) — 2[09(3)(s)|2]ds —/(; He(s)(s)dW(s)) pour allé-
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ger la notation, on a

X(t) — ze= F 1@ = Y() = (A + z)e i rle)ds
= |zo+ Ae~ ST Z(8) — (N + 2)e~ fi (s
~ 20 zo — 2o P(0, l)e“"’TfoT’(“')‘is

1 — P(0,1)e 2/ r(e)ds

2o P(0,1)e=2J0 7(6)s _ o= [g n(s)ds

1— P(0,1)e 2o r(e)ds ]

2o P(0,1)e=Jo (s _ 2

1 — P(0,1)e=2Jo r(s)ds
ek zP(0, l)e‘zfoT’(s)ds]

1— P(0,1)e 2o (s)ds
r(s)ds

e— ftT r(s)ds

Zog — 2€ foT
1 — P(0,1)e~2J5 r(s)ds
2P(0,1)e~2Js 7(ds _ 2, P(0,1)e Jo ()
1 — P(0,1)e2/0 r(e)ds } )

e f‘T r(s)ds

T — ze~Jo r(s)ds

S P(0,1)e~2fo r(s)ds )

—P(0,1)e" fs r(o)dse [T r(s)ds),

Puisque 7o — ze~Jo "9 < 0 et 1 — P(0,1)e~2/0 "} > 0, on en déduit que
X(t) = ze~ J 799 gj et seulement si Z(t) = P(0,1)e~Jo 7(®)se=J7 7(5)ds oy encore

¢ ¢ T
—g—/o lee(s)(s)|2ds+/0 fo(s)(8)dW (s) =2/0 r(s)ds —In P(0,1)

en prenant le logarithme de chaque c6té et avec un peu d’algébre. O

Le processus du c6té gauche de I’équation ci-haut est un mouvement brownien
avec changements de régime si 6,(t) = 6; et 62(t) = 0, pour tout t € [0,T].
Notons que de supposer les paramétres 7(t), o;(t) et p;(t) constants pour tout
temps t € [0,T] et tout régime i € {1,2} est une hypothése suffisante, mais non

nécessaire, pour satisfaire & cette condition.
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En travaillant avec cette nouvelle hypothése, nous sommes alors en train de consi-
dérer un mouvement brownien i deux régimes dont les paramétres sont donnés

par

pi |91|2 o1 = |64

p = —IGzl 05 = |62
et nous nous intéressons au premier temps de passage & travers la barriére supé-
rieure A

= 2/0 r(s)ds —1In P(0,1)
= 2rT —InP(0,1).

Il est important de noter que la position initiale du processus est X (0) = 0 et le
régime initial est ©(0) = 1 avec probabilité 1. Cela nous permet de déduire une
propriété trés intéressante de ce modéle. En effet, on verra que comme dans le cas
4 un seul régime, la probabilité d’atteinte de 1’'objectif ne dépend ni de la richesse

initiale, ni de ’objectif visé.

Par ailleurs, pour obtenir la valeur de la barriére, il faut trouver la valeur de

P(0,1) qui avait été définie par le systéme d’équation différentielles

dP(t,7)
S o == “ai'l2 (t)] P(t,1) ZQ‘U (t,7),
P(T4) ~ =" opantE e0hdete €12}

Théoréme 3.2. Pour tout ¢t € [0,7], on a

P(t,1) 1
P(2) 1

ol exp(-) dénote I’exponentielle matricielle et

M= 1611 — g1 — 2r qu

g2 [62]% — go2 — 2r
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P(s]
Démonstration. En écrivant P(t) = (t1) , on peut alors réécrire le systéme
JElGd)
comme ’équation différentielle matricielle
dP(t I
P _ mp@), PO =
dt 1

Or, il est bien connu et rappelé par la définition 2.3.2 que I'unique solution & cette
équation est donnée par
P(t) = exp(tM)P(0).

En vertu des propriétés de '’exponentielle matricielle, on obtient

P(t) = exp(tM)P(0)
= exp((t—T+T)M)P(0)
= exp(—(T — t)M) exp(T M) P(0)
= exp(—(T —t)M)P(T)

= exp(—(T —t)M) % 1

O

Avec ce résultat, nous pouvons facilement déduire la valeur de P(0, 1) faisant partie
de la barriére & atteindre. En effet, il suffit de prendre la premiére composante

lorsqu’on évalue en ¢t = 0.

Enfin, pour évaluer P(T, < T), il suffit d’inverser la transformée de Laplace donnée
a la fin de la section 2.5 pour le premier temps de passage d’un mouvement

brownien avec deux régimes. Les paramétres 4 utiliser sont décrits plus haut.

Voici un exemple pour illustrer le tout. Supposons que 'on modélise un marché
de m = 10 actions et un titre sans risque par le modéle moyenne-variance de

Markowitz avec changements de régime. Pour simplifier les calculs, supposons que
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les 10 actions proviennent de secteurs économiques indépendants, ce qui signifie

que 050 (t) = 0 pour tout t > 0 si i # j.

Considérons les paramétres de marché suivants : pour 'action ¢ € {1,2,...,10}, la
volatilité et la dérive au temps ¢t sont constantes et identiques lorsque le régime
k € {1,2} est en vigueur, 0;;1(t) = 01 = 0.05,04,2(t) = 02 = 0.1, et p;1(t) = 1 =
0.03, p;2(t) = po = 0.06. Supposons que le taux d’intérét du titre sans risque est
constant pour toutt > 0, r(t) = r = 0.01. De plus, les temps entre les changements
de régimes sont indépendants et de loi exponentielle de moyenne 1. Un investisseur
utilise la stratégie moyenne-variance de Markowitz en espérant faire croftre une
richesse initiale zg = 1 de 20% (z = 1.20) en placant dés que possible sa richesse
dans le titre sans risque. On s’intéresse & la probabilité d’atteindre cet objectif

d’investissement au temps 7' = 1.

Puisque pour k € {1,2}, les valeurs ri(t), ok(t) et ux(t) sont fixes sur I’horizon
[0, T pour tout T > 0, il s’ensuit que la valeur de 0i(t) est également constante sur
[0, T'], que nous noterons 6. Par conséquent, la distribution de 77, I'instant ot 'on
place toute la richesse dans le compte d’épargne, correspond & celle du premier
temps de passage d’un mouvement brownien avec changements de régimes de
paramétres u} = glellz,u; E g|02|2 et 0f = |01],05 = |02 & travers une barriére

fixe a* = 2rT — In P(0,1). Notons que ce processus a 0 comme valeur initiale.

P, on caleule |6 = B @O BLY = ) 0B 007

0.052
10 - (0.06 — 0.01)?
1.6 et |02] = +/Ba(t)[o2(t)]to2(t)] 1 B2(t) = \/ ( N L 2.5. De
1287 <=0 7 s (N0 -1 354 -1 ,
plus, on a M = = , ce qui
-1 2.524+1-2x%0.01 -1 7.23

nous permettra d’évaluer numériquement P(0, 1).
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Comme T'=1, on a

P(0) = exp(—M)=*

1
0.0352 0.0088 1
= 3
0.0088 0.0028 1
0.0439

0.0116

ce qui nous permet de déduire que la barriére 3 atteindre dans cet exemple est

2rT —1ln P(0,1) =2 % 0.01 * 1 — In(0.0439) = 3.145.

On calcule ensuite la probabilité que le premier temps de passage a travers cette
barriére soit inférieur & T = 1 pour un mouvement brownien & 2 régimes donnés
par

3
(12 =307 ~384,00 =l = 15),

3
(,LLz = §|92|2 = 9.375,0’2 = 192| = 25) .
Avec I'aide de MATLAB, on a finalement P(7, < 1) = 0.8652. Cela signifie qu’en
suivant la stratégie décrite plus tét, 'investisseur a une probabilité de 86,52%

d’atteindre son objectif d’augementer sa richesse initiale de 20%.

3.3  La régle du 80% avec deux régimes

Il est naturel de se demander si ’ajout de changements de régime a ce modéle
change la validité de la régle du 80%. On se souvient qu’au chapitre 1, il avait
été montré qu’en utilisant la méme stratégie avec un seul régime, la probabilité
d’atteinte d’un objectif d’investissement était toujours supérieure & 80% et ce,
indépendamment de la richesse initiale, de l'objectif 4 atteindre, de I’horizon et

des paramétres du marché.

Malbeureusement, cette régle ne tient plus lorsqu’on considére un modéle avec
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2 régimes. Pire encore, dans certains cas, la probabilité d’atteinte d’un objectif
avec cette stratégie peut méme descendre sous la barre des 20%, ce qui est 4 fois
plus bas que la probabilité minimale dans le cas & un seul régime. Il suffit d’un

contre-exemple pour s’en convaincre.

Considérons les paramétres |¢;| = 0.01,|02| = 0.8, = 0.01 et ¢q1; = ga2 = —1. En
faisant varier la valeur de T', on peut tracer un graphique de la probabilité d’at-
teinte d’un objectif d’investissement z quelconque (rappelons que la probabilité
ne dépend pas de l'objectif z ni de la richesse initiale zg) en fonction de I’horizon

de temps T

A Taide du logiciel MATLAB, on calcule la probabilité que ’objectif soit atteint

en codant 'intégrale correspondant au résultat du théoréme 2.10.

On a alors le graphique suivant :



Probabilite d*atteinte de I'objectif
en fonction du temps
T T 1

1 T T T

T T T

o8 x

Probabilité
.

0.3 =1
Q4 %0y =-1
02 jo,] =0.01 i

6,/ =0.8

0.1 1 i 1 1 ] 1 ] 1 1
0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

Figure 3.1 Probabilité d’atteinte d’un objectif en fonction du temps

Notons que nous avons fait varier T de 0.01 & 10 par des sauts de 0.01. A partir
de ce graphique, on peut conclure que la régle du 80% ne s’applique pas dans
le cas avec changements de régime. On remarque cependant que la forme de la
courbe ressemble & celle de la figure 1.1 correspondant a la probabilité d’atteinte

du méme objectif avec un seul régime.




CONCLUSION

Les deux principaux objectifs de ce mémoire étaient d’étudier la distribution du
premier temps de passage d’un mouvement brownien avec changements de régime

et de considérer des applications de ces modéles.

Au chapitre 1, nous avons dérivé la distribution du premier temps de passage d’un
modeéle plus simple, le mouvement brownien avec dérive. Puis, nous avons consi-
déré une application financiére de ce modéle, soit la stratégie moyenne-variance
de Markowitz. Nous avons montré qu’il existait une borne inférieure universelle
pour la probabilité s’atteinte d’un objectif d’investissement selon ce modéle. Cette

propriété porte le nom de régle du 80%.

Ensuite, au chapitre 2, nous avons dérivé la distribution du premier temps de
passage & travers une barriére fixe d’'un mouvement brownien avec 2 régimes dont
l'alternance est régie par une chaine de Markov & temps continu. Pour ce faire,
nous avons factorisé le processus par la méthode de Weiner-Hopf pour trouver la
transformée de Laplace, puis nous avons inversé cette transformée pour arriver &

une expression analytique de la distribution.

Enfin, au chapitre 3, nous avons considéré I'application du chapitre 1 avec des
changements de régime. Nous avons utilisé I’expression analytique trouvée de la
distribution du premier temps de passage trouvée au chapitre 2 pour vérifier nu-
mériquement, & 1’aide du logiciel MATLAB, que la régle du 80%, qui rendait
la stratégie moyenne-variance attrayante, n’était malheureusement plus vérifée

lorsque des changements de régime sont présents.
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Cependant, méme si la probabilité minimale en fonction du temps pour un en-
semble de paramétres peut étre trés basse, nous avons observé toujours la méme
forme générale de graphique quel que soient les paramétres. On commence tou-
jours haut, puis on descend assez rapidement vers un creux se situant entre T’ = 0
et T = 2 avant de finalement remonter de fagon concave vers 1. Il serait intéressant

d’étudier la forme de ces courbes dans le futur.



APPENDICE A

CODE MATLAB

All Simulation de trajectoires

Fonction servant & simuler des trajectoires de mouvement brownien avec change-

ments de régimes ot S = 2 régimes.

function [ trajectoires ] = brownienRegime( mu, sigma, q,
nbTraj, z0, T, initState )

%Trace nbTraj trajectoires de brownien avec changement de régime

%(S=2 régimes) dont 1l’espace entre chaque point est delta

Y%sur 1’horizon T avec état initial initState

delta = 1/10000; Jparamétre caché

trajectoires = zeros(nbTraj, floor(T/delta)+1);

for k = 1:nbTraj
/igeneration de la chaine
chain = [0];
1R =2 (015

state = initState;
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noTrans = 1;
while t <= T

t =t - log(rand)/q(state); Ygenere changement regime

16 &'

chain = [chain T];
else

chain = [chain t];

state = 1 + (state == 1);

end

end

%igeneration de la trajectoire

trajectoires(k,1)=z0;

pos = z0;
state = initState;
for i = 1:(length(chain)-1)

hcas ou deux transitions dans le méme sous intervalle
if floor(chain(i)/delta) == floor(chain(i+1)/delta)
pos = pos + mu(state)*(chain(i+1)-chain(i))
+ sigma(state)*sqrt(chain(i+1)-chain(i))*randn;
state = 1 + (state == 1);

else

pos = pos + mu(state)*(delta*(1+floor(chain(i)/delta))
-chain(i)) + sigma(state)x*sqrt(deltax
(1+floor(chain(i)/delta))-chain(i))*randn;

j = floor(chain(i)/delta) + 2;

trajectoires(k, j)=pos;

IS TS
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sigma2, mul, mu2 )/(2*pi);

end

Fonction calculant 1’intégrale du théoréme 2.10.

function [ integ ] = integRoots( T, a, x, qll, q22, sigmal, sigma2,
mul, mu2 )

%»1’integrale dans Hieber avec la fonctiomn roots

integ=integral(@(u) phiComplexeNumerique(T, a, x, qll, g22,

sigmal, sigma2, mul, mu2, u),-Inf,Inf,’ArrayValued’,true);

end

Fonction calculant la transformée de Laplace du premier temps de passage.

function [ phi ] = phiComplexeNumerique(T, a, x, ql1, g22, sigmal,
sigma2, mul, mu2, u)

%#la fonction phi evaluee pour -iu sans utiliser le package analytique

lambda = 0.02;

poly = [(sigmal~2*sigma2~2)/4 (mul*sigma2~2 + mu2*sigmal~2)/2
mul*mu2+(sigmal~2%(q22-1i*u-lambda)+sigma2~2*(qli-1i*u-lambda))/2
mul* (q22-1i*u-lambda)+mu2+*(ql1-1i*u-lambda)
(-1i*u-lambda)*(q11+g22-1i*u-lambda)];

raeines = roots(poly);

[, idx ] = sort(real(racines),’descend’);



racines = racines(idx);

betad

racines(1,1);

beta3 = racines(2,1);

phi = (exp((li*u+lambda)*T)*((beta3*exp(betad*(x-a)) -
betad*exp(betad*(x-a)))/(beta3 - betas) +((exp(beta3d*(x-a)) -
exp(betad*(x-a))) /(beta3-betad))*

(beta3*betad+2* (1i*u+lambda)/(sigmal~2)) /

(beta3 + beta4 + 2+mui/(sigmai~2) ))/(ii*u+lambda));

end
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