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RESUME

Ce mémoire porte sur les questions d’existence et de convergence du flot de
Ricci sur des surfaces complétes a bouts asymptotiquement cylindriques. On
montre que dans le cas d’un cylindre asymptotique a un cylindre plat, le flot de
Ricci existe pour tous les temps et converge vers une métrique plate. Pour ce
faire, on utilise des espaces de Sobolev & poids pour trouver un potentiel pour
la courbure scalaire, ce qui nous permet d’utiliser les arguments développés
dans (Hamilton, 1988).

Mots clés : Géométrie Différentielle, Equations aux dérivées partielles, Conver-
gence, Flot de Ricci, Variétés non-compactes, Surfaces 4 bouts asymptotique-
ment cylindriques.






INTRODUCTION

Depuis son introduction en 1982 par Hamilton dans (Hamilton, 1982), le flot
de Ricci a pris une grande importance au sein de la géométrie différentielle
et de la topologie. Bon nombre des travaux sur le flot de Ricci portent sur le
cas des variétés de dimension 3, notamment (Perelman, 2012). En dimension
2, Hamilton a démontré dans (Hamilton, 1988) ’existence du flot renormalisé
pour les temps long et sa convergence vers une métrique de courbure constante
dans le cas d’une surface de caractéristique d’Euler négative et dans le cas d’'une
sphére munie d’une métrique de courbure strictement positive. L’article (Chow,
1991) est venu boucler la boucle pour prouver que le flot de Ricci renormalisé
sur la sphére de dimension 2 existe pour tous les temps et converge vers une
métrique de courbure constante. En fait, dans (Chen et al., 2006), les auteurs
montrent que ’on peut bel et bien donner une preuve compléte du théoréme
d’uniformisation pour les surfaces compactes en utilisant seulement le flot de

Ricci.

Pour ce qui est des variétés non-compactes, le flot de Ricci est beaucoup moins
développé. Dans (Shi, 1989), ’auteur montre I’existence du flot pour des temps
courts si le tenseur de courbure de la variété initiale est borné. Toutefois, le
comportement du flot pour les temps longs est plus ardu que dans le cas com-
pact et c’est de ce sujet que traite ce mémoire. Plus précisément, on considére

des surfaces complétes (X2, g) dont on peut facilement décrire la géométrie a



I'infini, des surfaces i bouts cylindriques.

Dans le premier chapitre, on énonce les définitions et résultats fondamentaux
dont on aura besoin par la suite. Plusieurs de ces résultats sont énoncés sans
démonstration. En particulier, on énonce des résultats importants mais diffi-
ciles de (Lockhart et McOwen, 1985) traitant de I’analyse sur des espaces de

Sobolev A poids.

Au deuxiéme chapitre, on entreprend 1’étude du flot de Ricci sur des surfaces
a bouts cylindriques. En particulier, on montre que les conditions que 1'on
impose sur la géométrie a 'infini sont préservées le long du flot, donc qu’il est

sensé de parler d’un flot de Ricci asymptotiquement cylindrique.

Finalement, au troisiéme chapitre, on traite du cas spécial d’un flot de Ricci
sur un cylindre asymptotique & un cylindre plat. On utilise tous les outils
établis précédemment pour démontrer 1'existence du flot pour les temps longs
et la convergence vers la métrique asymptotique uniformément dans toutes les

normes CF.

Dans ce travail, on s’inspire principalement et on emprunte certains ar.guments
de deux articles prenant un point de vue trés similaire. Dans (Ji et al., 2009),
les auteurs étudient le flot de Ricci sur des surfaces complétes de volume fini
qui sont & bouts asymptotiquement hyperboliques. Ils montrent la convergence
du flot de Ricci vers une métrique de courbure constante négative. Dans (Albin
et al., 2013), les auteurs étendent entre autre ces résultats 4 des cas ou les
surfaces sont de volume potentiellement infini, mais encore avec des métriques

asymptotiquement hyperboliques. Dans (Giesen et Topping, 2011), les auteurs



démontrent un résultat de convergence trés fort, englobant plusieurs des ré-
sultats mentionnés ci-dessus. Ils ne requiérent méme pas que la courbure de la
métrique initiale soit bornée ou que la métrique soit compléte. Toutefois, leur

résultat ne traite pas du cas du cylindre, d’out I'intérét de ce mémoire.






CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Géométrie riemannienne classique

Bien que ’'on fasse quelques rappels dans cette section, une certaine familia-
rité avec les bases de la géométrie riemannienne est supposée. Ces bases sont
exposées dans plusieurs ouvrages dont (Gallot et al., 2004), (Lee, 1997) et
(Petersen, 2006).

Définition 1.1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne. Le tenseur de Rie-

mann ou le tenseur de courbure est un tenseur de type (3,1) défini par
Rm(X,Y)Z = vayZ - Vyvxz - V[X’y]Z. (111)

o V est la connexion de Levi-Civita sur M associéed get X,Y,Z € C*(TM).
La courbure sectionelle est une fonction sur le fibré des grassmaniennes de plans

dans TM. Elle est définie par
K,(IT) = g(Rm(U, V)V, U) (1.1.2)

ou Il C T,M est le plan engendré par les vecteurs orthonormaux U et V. Le



tenseur de Ricci est un tenseur de type (2,0) défini par la trace
Ric(X,Y) = Te(V = Rm(V, X)Y) (1.1.3)
et la courbure scalaire est une fonction définie par la trace
R = Tr,(Ric). (1.1.4)

Remarque 1.1.1. Puisque Rm est de type (3, 1), on n’a pas a utiliser la métrique
pour prendre sa trace : Rm(—, X)Y donne naturellement un endomorphisme
de TM pour tout champs de vecteurs X,Y. Par contre, pour obtenir un en-
domorphisme & partir de Ric, on doit utiliser la métrique pour identifier T'M
et T* M. Plus précisément, pour X un champ de vecteurs, X — Ric(X, —) est
une application de TM dans T*M. Alors en notant les isomorphismes induits

par la métrique par
TM S5 T'M e T'"MBTM,
la trace du tenseur de Ricci est donnée par
Tr,(Ric) = Tr(X® — Ric(X,—)) ou Tr,(Ric) = Tr(X ~ Ric(X, —)".
(1.1.5)

Dans les deux cas, si {z'} est un systéme de coordonnées locales, on peut
exprimer cette trace dans ces coordonnées par

R = Tr,(Ric) = ¢" R;; (1.1.6)

ou R;; = Ric(d;,0;). On remarque aussi que si U,V € T, M sont deux vecteurs
queiconques engendrant le plan II, alors

g(Rm(U, V)V, U)
g(U, U)g(Vv V) - g(U’ V)2 ’

K(I) = (1.1.7)



ce qui découle de (1.1.2) appliquée aux vecteurs U = U/||U|| et V/||V]| ou
V=V-gUV)0.

Le tenseur de courbure admet certaines symétries fondamentales, notamment
- 9(Rm(X,Y)Z, W) = —g(Rm(Y, X)Z, W)

= —g(Rm(X, Y)W, Z) (1.1.8)
= g(Rm(Z, W)X,Y).

Ceci permet d’interpréter le tenseur de courbure comme une 2-forme a valeur

dans les endomorphismes anti-symétriques de TM :

Définition 1.1.2. La forme de courbure
2
R: \NTM —-T°"M®TM
est définie, pour U,V deux vecteurs orthonormaux, par
R({UAV)(X)=Rm(U,V)X. (1.1.9)

Remarque 1.1.2. Comme ci-dessus pour la courbure sectionelle, pour deux

vecteurs quelconques on obtient

_ Rm(U, V)X
R(U AV)(X) = N AT A (1.1.10)

Notons que puisque g(Rm(U, V) X,Y) = —g(Rm(U, V)Y, X), ’endomorphisme

R(U AV) est anti-symétrique pour toute paire (U, V). Quand la dimension de

M est 2, on trouve

l
R12k

Vv 911922 — 9%2

R = dz' A dz? ® dz* ® 9, (1.1.11)



et R est donc donnée par la matrice de 2-formes suivante :

0 R
< Vst ) ® dz' A dz? (1.1.12)

—BaL
Vdet 9

Définition 1.1.3. Sur une variété riemannienne (M, g), le laplacien Ay : T —
T est un opérateur différentiel d’ordre deux, défini sur tous les tenseurs de tous

les types, par
Ag(a) = Trg(VVa) (1.1.13)

ou la trace est prise sur les deux premiers indices (ceux provenants des deux
nouvelles dérivées covariantes). L’indice g, que I’on omettra parfois, est pour

mettre I’emphase sur le fait que cet opérateur dépend de la métrique.

La proposition qui suit permet d’interpréter la trace de facon géométrique :

Proposition 1.1.1. Si a est un (2,0)-tenseur symétrique, non-dégénéré au
point p sur une variété riemannienne (M™,g) pour n > 2, alors sa trace par

rapport & g est donnée par

(Tr, a)(p) = m/ﬁl ap(V,V)dV (1.1.14)
ot lintégrale est prise sur la sphére unité S™~' C T,M. Plus généralement,
st o est dégénéré sur un sous-espace V C T,M de dimension k > 2 mais
non-dégénéré sur VX, alors la formule (1.1.14) est valide en remplacant n par

n—ket S*! par S*INVL

Démonstration. Puisque o est symétrique, on peut choisir des coordonnées

autour de p pour lesquelles au point p le tenseur « est diagonal et g;; = ;.



Donc pour V*9; € T,M, ona a(V,V) = a;V'V* et donc (Trya)(p) = 31, ai.

Avec V € S™1, c’est-a-dire V un vecteur unitaire de T, M, on a
> / (VH)2dV = Vol(S™1). (1.1.15)
i1 sn—1

Mais puisque les ensembles {g(V, 8;) | V € S*'} et {g(V,8;) | V € S™ 1} sont
égaux quelque soit 1 < 4,j < n, l'intégrale [, ,(V*)?dV est indépendante de
i et (1.1.15) entraine que

/ ViV = 2 Vol(S™1).
sn—1 n

Ainsi, si aucun des a;; ne s’annulent,
1Y/t - 1 -1
a(V,V)dV = a; VvV = E a;;— Vol(S™ 7). (1.1.16)
Ssn—1 Ssn—1 i1 n

Le dernier terme de (1.1.16) étant (1/n) Tr,(a) Vol(S™ '), ceci démontre (1.1.14).

rrrrr

dégénéré a p agissant sur V- ot V est comme dans I’énoncé. |

Corollaire 1.1.1. Pour (M,g) de dimension n et U € T,M un vecteur uni-
taire, sin > 3 le tenseur de Ricci au point p est donné en terme de la courbure
sectionelle par

Ric(U,U) = % /G K(I)dII, (1.1.17)
Iintégrale étant prise sur la grassmanienne G des plans II C T,M contenant
U. Si n = 2, alors Ric(U,U) = K(T,M). De fagon similaire, la courbure

scalaire est donnée par

R(p) = T/T(ZT—T) /S _ Rie(V, V)4V, (1.1.18)

lintégrale étant prise sur la sphére unité dans T,M.
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Remarque 1.1.3. La grassmanienne G de (1.1.17) est naturellement identifiée a
la sphére unité S"~2 dans le complément orthogonal de U € T,M. Dans le cas
oi1 n = 2, si on adopte la convention que Vol(G) = Vol(S°) = 2, alors (1.1.17)
se réduit bien a Ric(U,U) = K(T,M).

En dimension 2, on appelle K(T,M) la courbure de Gauss et on la note sim-

plement par K. On a donc

Ryon Ri221
K = K(T,M) = 2
911922 — 9i2 etg

On conclut donc & partir de (1.1.12) qu’en dimension 2, la forme de courbure

est donné par la matrice

0 K\/detg L

Une autre simplification dans le cas ou la dimension de M est 2 découle du

corollaire précédent :

Corollaire 1.1.2. Sur une variété riemannienne (M, g) de dimension 2, le

tenseur de Riccr se réduit a la courbure scalaire au sens ou

Ric = —2}-2-g. (1.1.20)
Démonstration. Si U € T,M est unitaire alors Ric(U,U) = K(T,M). En com-

binant ceci avec (1.1.18), on obtient que

R(p) = % /Sl K(T,M)dV = 2K(T,M) = 2Ric(U,U) (1.1.21)

pour n’importe quel U € T,M unitaire. Pour U € T,M quelconque, (1.1.21)

donne donc

Ric(U, U) = ||U|P* Ric(T, 0) = ||V R(p) = 5 R(B)g(V, V)
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pour U = I_gl En général, pour U,V € T,M quelconques mais U # £V, on

utilise la formule de polarisation et (1.1.21) pour obtenir I’énoncé :

. 1 oo (U+V U4V
RieU:V) =1 [”U”” Ric (||U+vn’ ||U+V||>

U-V U-V
—U—V2Ric( , )}
W =VIFRe\ = o=

= 2w+ vie - v - v 2
R(p)

9(U, V).
O

Proposition 1.1.2. Pour o = «y,..;, un tenseur quelconque sur une variété

Riemannienne de dimension n,
|Tra|§ < n|a|§ (1.1.22)

ot la trace est prise sur n’importe quels deux indices de a.

Démonstration. Sans perdre de généralité, on suppose que o est deux fois
covariant et qu’il est donné localement par a¥8; ® 8; dans une carte telle que
gi; = 0;; au point p. On calcule alors que
|a|2 — a"fa"‘d,-kéﬂ — Z (aij)2
1<i,j<n
tandis que

(tr(a))? = 8;a” = Z a®.
i=1

Notons que I’on utilise ici la convention de sommation d’Einstein. Il suffit donc

de démontrer le résultat pour a = (@) une matrice carrée n x n. Considérons
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la décomposition en valeurs singuliéres
a=USV*

ou U et V sont orthogonales et S est diagonale avec pour entrées /01, ..., 1/0n

les racines des valeurs propres de a*a. Alors |af? = tr(a*a) = Y, 0 = |S|?

et
| tr(a)] = | tr (SUV*) |
= 13(8e) - (VU
i=1
< lSellIVUell = 3 va
i=1 i=1
ol ey, ..., ey, sont les vecteurs de la base canonique. Or I'inégalité 2,/zy < z+y

et un simple argument combinatoire montre que

<E\/E> < nzai,

i=1

d’ou I’énoncé.

O

A partir d’une métrique g sur une variété M, on peut obtenir d’autres mé-
triques en multipliant cette métrique par une fonction strictement positive
e“® € C*®(M). On appelle un tel changement de métrique un changement
conforme. Sous un changement conforme de métrique, on peut écrire explici-
tement comment change beaucoup des invariants géométriques habituels. La

proposition suivante en donne certains exemples en dimension 2. On peut se
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référer & plusieurs ouvrages pour trouver une démonstration, par exemple a

(Chow et Knopf, 2004) ou (Chow et al., 2006).

Proposition 1.1.3. Soit (M, go) une variété riemannienne de dimension 2.

Sous un changement conforme de métrique g = e*go pour u € C*°(M), on a

Ay =e"Ao, du,=c¢e"dyy, et Ry,=e"(Ro— Aou). (1.1.23)

On établit maintenant quelques formules qui seront utiles par la suite. Pour
plus de détails, le lecteur peut se référer 4 n’importe quel livre d’introduction
a la géométrie riemannienne, par exmple & (Gallot et al., 2004), (Petersen,
2006) ou encore (Chow et al., 2006) pour les formules de commutateurs. Consi-
dérons g(t) une famille lisse (c’est-a-dire infiniment dérivables par rapport a
leur paramétre t) de métriques lisses sur une variété M. On rappelle que les

symboles de Christoffel de g(t) sont donnés par

. 1 ;

ik(t) = 597 (3 9mi(t) + Okgm;(t) — Omg;x(t))
et que la dérivée covariante associée a la connexion de Levi-Civita de g(t) agit
sur un repére local (dz') de T*M donné par des fonctions de coordonnées (z*)
par

Vdz' = —Fj-kdxj ® dz*.

Soit A = a;,..;,dz" ® --- ® dz* = a;dz’ un tenseur de type (r,0). On peut
facilement vérifier qu’alors V agit sur A par

VA=d(o;) ®dz! = Y a;Timdz™ 1.1.24
rq

m=1
ol

dr’™ = dz" ® - ® dr"! ® daP ® da? ® daim+! ® - @dr*.
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Afin d’énoncer la prochaine proposition de fagon concise, on introduit la no-
tation suivante : Pour A et B deux tenseurs, A * B désignera n’importe quelle
combinaison linéaire finie 4 coefficients réels de termes formés de composantes
de la métrique et de composantes des tenseurs A et B. Par exemple, si A = Afj
et B = Bi*, alors 2458 + gimgP? A, B¥'™ est une combinaison linéaire de la

forme A x B.

Proposition 1.1.4 (Commutateurs VA — AV). Soient (M, g) une variété

riemannienne de dimension n et f € C°(M). Alors
Vi.Af = AV;f - R*V, f. (1.1.25)
En particulier, quand n =2 on obtient
R
VAf=AVf — EVf. (1.1.26)

En général, pour un tenseur o quelconque, on a

VAa — AVa = Rm*Va + (V Ric) * a (1.1.27)
et donc
VEAa — AVFa = Z V¥ Rm *V’«a (1.1.28)
p+v=k
0<pv<k

pour tout k € N.

Le lemme suivant peut étre vu comme une régle de chaine pour la dérivée en
temps des dérivées covariantes, il sera utile pour établir certaines identités par

récurrence :
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Lemme 1.1.1. Etant données g(t) une famille lisse de métriques et A(t) une

famille lisse de tenseurs de type (0,1) comme ci-dessus, alors on a
G:(VA(t)) = (& V)A+ V(G:A(t)) (1.1.29)
ou 0;V agit sur A par

(B:V)A=—0; Y (BTim)dz'™.

m=1

En particulier, pour une fonction ou un tenseur u, on obtient que
8(VFu) = (8,V)(VF'u) + V(8,VF1u)

pour n’importe quel k € Np.

Démonstration. En utilisant (1.1.24) et la régle de Leibniz, on trouve

k
8(VA) = d(or) ® dz’ + (8i01) ® V(dz') — ay Y _ 8Tz
m=1

= V(3,4) + (3, V)A.

O

Théoréme 1.1.1 (Scindement de Cheeger-Gromoll). Soit (X, g) une variété
riemannienne de courbure Ric(g) > 0 ayant une droite géodésique v : R — X
(c’est-a-dire telle que d(y(t),v(t')) = |t —t/| pour tout t,t’ € R). On peut alors
construire une fonction de Busemann f : X — R telle que l’on obtient une

isométrie (X, g) = (Y xR, h+dt2) avec f la projection sur le deuziéme facteur-
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1.2 Variétés a bord

Pour étudier une variété riemannienne compléte non-compacte (M, g) 4 bouts
asymptotiquement cylindriques, le point de vue adopté dans (Melrose, 1993)
est de compactifier M pour la voir comme une variété compacte i bord M,
puis d’adapter toutes les constructions géométriques habituelles afin qu’elles
reflétent les propriétés de la variété originale M. On procéde d’abord par
quelques rappels sur les variétés & bord afin de développer les quelques no-
tions de la b-géométrie qui nous seront nécessaires. Pour plus de détails et de
précisions sur la géométrie des espaces & bord que ceux présentés ci-dessous,

on peut par exemple se référer a (Gallot et al., 2004) ou & (Melrose, 1993).

Soit une variété M de dimension n 4 bord non vide OM. L’espace sous-jacent
est donc localement modelé sur les ouverts du demi-espace euclidien R} :=
{(z1,...,2,) € R* | £, > 0}. Pour se donner une notion d’atlas lisse, il faut
préciser quelles fonctions f : R} — R} sont considérées lisses, c’est-a-dire
admissibles comme fonctions de transition. Une solution est de considérer les
fonctions f : R} — R} qui s’étendent 4 des fonctions lisses f : R™ — R" lorsque
R7T est inclus dans R™. Les ouverts de R étant les restrictions d’ouverts de R”,
cette solution est naturelle. Les fonctions lisses sont alors définient exactement

comme sur une variété sans bord :

Définition 1.2.1. Soit M une variété lisse 4 bord OM, z € M et ¢ : M D
USvc R} C R" des coordonnées prés de z. Si £ ¢ OM alors une fonction
f:U — R est lisse au point = si f o p~! est une fonction lisse dans R, et si

x € OM alors f : U — R est lisse au point z si f o ¢~! s’é¢tend a une fonction
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lisse sur un voisinage de V' dans R". L’anneau des fonctions lisses C*°(M) est
alors celui des fonctions f : M — R lisses 4 tous les points de M. Etant donné
la définition d’un atlas dans ce contexte, cette définition ne dépend pas du

choix de coordonnées.

Pour controéler le comportement a I'infini des fonctions définient sur une variété
non-compacte ¢ : ]\3[ < M reéalisée comme 'intérieur d’une variété compacte
a bord, on peut considérer les fonctions lisses sur M provenant de fonctions
lisses sur la variété & bord M au sens de la définition 1.2.1. Pour procéder
de facon intrinséque & M, une question naturelle 4 se poser est si ’'on peut
directement caractériser ces fonctions parmis les éléments de C°(M). Pour ce

faire, on introduit la notion de fonction de définition du bord.

Définition 1.2.2. Soit M une variété lisse compacte avec bord non vide et
Y; C OM une composante connexe du bord. Une fonction de définition du bord

pour Y; est une fonction lisse p; € C°°(M) satisfaisant les conditions suivantes :
(l) Pi 2 07
(i) p;'(0) =Y,

(iii) dp;|y # O pour tout y € Y.

On rappelle que si M est une variété & bord OM = UY; ou les Y; sont les
composantes connexes du bord et si les Y; sont compactes, alors chacunes
d’elles a un fibré normal intérieur N.Y; trivial et difféomorphe a4 un voisinage
en collet p; : N, Y; =N U; € M de sorte que U; = [0,€¢) X Y; pour un € > 0
et que la section nulle corresponde & {0} x Y;. En effet, il suffit de munir M

d’une meétrique riemannienne et de considérer I’application exponentielle sur
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son bord. Si I'on étend la projection sur le premier facteur 7; : U; — [0,€) a
une fonction définie sur tout M de sorte quelle ne s’annule pas ailleurs qu’en

Y;, on obtient une fonction de définition du bord pour Y;.

On peut alors parler de la série de Taylor d’une fonction prés d’une composante

de bord :

Définition 1.2.3. Etant donné une fonction de définition du bord p pour
une composante Y du bord de M et {a;(y)};en, une suite de fonctions lisses
a; : Y — C, on dira qu’une fonction lisse f : M3CoaM=M \ OM admet

un développement de Taylor Z;’;O a;(y)p’ en Y, ce que I'on notera

=0
si pour chaque N € Ny on a
N . =]
flo,y) =Y _a;(y)p’ € pNHICR(M) (1.2.1)
=0

prés de Y, ce qui veut dire que le membre de gauche de (1.2.1) est de la forme
hpN*1 pour une certaine fonction lisse et bornée h : M — C. En particulier,

(1Da;(y) = lim,0 34 (p, ) pour tout j € No.

On revient maintenant au cas d’une variété non-compacte compactifiée avec
I’ajout d’un bord comme plus haut pour caractériser les fonctions provenant

de fonctions lisses jusqu’au bord :

Théoréme 1.2.1. Soit M une variété compacte avec bord OM = UicrY; et

une fonction de définition du bord p; fizée pour chaque composante Y; du bord.
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Alors une fonction lisse f : M — C admet une estension lisse f M - C
st et seulement si @ chaque composante conneze du bord, f(p,y) et toutes les
dérivées 3,’,‘ f(p,y) admettent une limite quand p — 0 ou, de fagon équivalente,

st et seulement si f admet un développement de Taylor
m .
F(0,9) ~pm0 Y a5(y)p
=0

& chaque composante conneze du bord. Autrement dit, on a une suite ezacte
courte
0= C=(M) = C=®(M) - @ C*R*;C)[[p:]] - 0 (1.2.2)
iel
ou C®°(M) désigne les fonctions s’annulant & tous les ordres en M, ot A[[X]]
désigne l'anneau des séries formelles @ une variable X et a coefficients dans

Uanneau A.

La démonstration du théoréme repose essentiellement sur le lemme suivant, qui
n’est qu’une version locale du théoréme. On peut en trouver une démonstration

dans (Hérmander, 2003), au théoréme 1.2.6.

Lemme 1.2.1 (Borel). Dans R™, on considére Uhyperplan R"~! donné par
{(z1,...,2n) € R* | z,, = 0} et on note R} = {z, > 0} de sorte que OR} =
R™! avec fonction de définition du bord p donnée prés du bord par z,. Pour
chaque suite {a;(z')}icn, de fonctions lisses a; : R™! — C; il eriste une
fonction lisse f : R™ — C telle que f ait un développement de Taylor

o0

flo,2') ~ Y a;(@)p
=0

prés de R™1,
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1.3 Variétés a bouts asymptotiquement cylindriques

Dans cette section, on établit le contexte dans lequel on travaillera dans la

suite.

1.3.1 Fibré b-tangent

Soit M une variété avec bord OM = | |._,Y; pour I fini et p; des fonctions

il
de définition pour les Y; comme & la section 1.2. On rappelle que si ¥ - M
est un fibré vectoriel avec sections globales I'(E) et p € M, en considérant
l'idéal I, := {y € I'(E) | 7v(p) = 0} des sections s’annulant & p, on peut
reconstruire la fibre E, de F & p avec le quotient I'(E)/(I, - I'(F)) £ E,;
I'isomorphisme étant donné par I’évaluation & p d’un représentant quelconque
d’une classe. En fait, avec un peu de travail, on peut voir que cette idée donne
une correspondance entre les faisceaux localement libres de C*°( M )-modules
de rang r et les fibrés vectoriels de rang r. (Localement libre de rang r veut
dire que pour tout p € M, il existe un ouvert U contenant p tel que le faisceau
est donné au-dessus de U par @._; C*(U)). On peut donc construire un fibré
vectoriel implicitement en spécifiant quelles sont ses sections, en autant que

le candidat pour le faisceau de C*°(M)-modules des sections soit localement

libre.

Considérons donc V,(M) le faisceau (de C*(M )-modules) des champs de vec-
teurs sur M qui sont tangents au bord. Prés d’un point p € M se trouvant
dans la composante Y; C M, on a un repére pour les champs de vecteurs
donnés par (0y,,...,0y,_,,0,) OU (Y1,...,Yn—1) sont des coordonnées sur Y;

prés de p. Un champ de vecteur général X € I'(T'M) s’écrit donc prés de p
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sous la forme X = X%, + 2;:11 X79,; pour X°, X1, .. X"1 € C®(M).
Or pour que X € V,(M), il faut et il suffit que X = 0, c’est-a-dire que
X® = p, X% pour une autre fonction X° € C*°(M). Prés de p, un élément gé-
néral de V,(M) s’écrit donc sous la forme X = X%p;9,, + Z;’;ll X79,,, tandis
que prés de n’importe quel p € M , le repére habituel 9, ,.. ., d,, suffit. Ainsi,
V, est un faisceau de C*®°(M)-modules localement libre de rang n. On peut

donc lul associer un fibré vectoriel.

Définition 1.3.1. Soit M une variété & bord OM = | |,.;Y; ou les compo-
santes connexes du bord Y; sont com-pactes et sont associées & des fonctions
de définition p; € C*®(M). Le fibré b-tangent de M est le fibré vectoriel *T M
de rang n dont les sections forment le faisceau V,. En particulier, la fibre de
5TM au point p € M est Vy(M)/(I, - Vo(M)) et la restriction sur 'intérieur

ST M|aom est canoniquement isomorphe au fibré tangent T M| M\oM-

Remarque 1.3.1. On note que bien que p; s’annule sur Y;, le champ de vecteur
p:0,; n’est pas nul dans T, M. En effet, §,, n’est certainement pas tangent au

bord donc p;0,, ¢ I, - Vs(M).

Dans (Melrose, 1993), R. Melrose reconstruit toute la géométrie & partir du fi-
bré b-tangent : les b-formes différentielles, b-opérateurs différentiels, etc... Dans
ce travail, on n’aura qu'a considérer *TM et les b-métriques, c’est-a-dire les
sections non-dégénérées du fibré Sym?®T*M, engendré prés du bord par les
combinaisons linéaires de 4‘5 ® gf,dx" ® 4";3 et dz7 ® dz* pour (z,...,z" 1, p)
des coordonnées adaptées au bord.

Remarque 1.3.2. Pour élucider cette définition, considérons une variété com-

plete (M, g) telle qu’il existe un compact K C M de sorte que M se décom-
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pose en une union K U Fy U --- U E,,, pour un entier m > 1, ou pour chaque

i € {1,...,m}, on a un difflomorphisme
’(j),'IE,'—)C:_ = [0,00) X Y;

entre le :-éme bout E; et le demi-cylindre Ci+ pour (Y;, h;) une variété rieman-
nienne compacte de dimension (n — 1). Supposons que chaque demi-cylindre
C} soit muni de la métrique produit g.;; = dz? + h;. Alors en considérant
la compactification M de cette variété compléte M obtenue en rajoutant un
Y: a l'infini pour chaque E; & C}', le changement de variable p; = e~* (pour
z € [0,00) la premiére coordonnée de C;") suggére de considérer *TM. En
effet, & chaque bout p = e™* est une fonction de définition du bord pour le
Y 4 linfini et puisque £ = —logp, on obtient dz = —QPB. Autrement dit,
avec ce choix de fonction de définition du bord, le fibré T*M correspond
au fibré *T*M au sens ou *T*M|y = T*M, puisque dans ces coordonnées,

T*M > 4p£|p = —dz|, € T*M. De méme, TM = *TM|y.

Le contexte que 'on adopte est donc celui d’une variété a bord ou 'on in-
terpréte les composantes du bord, via leur voisinage tubulaire, comme des

cylindres de longueur infinie, ou vice-versa.

La remarque ci-dessus suggére aussi la prochaine définition :

Définition 1.3.2. Sur une variété compacte M i bord M = | |Y; comme
ci-dessus, on définit I'annean C°(M) des b-fonctions lisses comme étant celni

des fonctions lisses et bornées f : M — R telles que pour tout ensemble fini

{M,...,Vi} CTV(M) on ait supy, |V;--- Vi f] < oo.
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Du point de vue de la remarque 1.3.2, cet espace de fonctions est beaucoup
plus naturel que C*°(M) puisqu’il correspond simplement aux fonctions sur
la variété non-compacte a bouts cylindriques ayant leurs dérivées de tous les
ordres bornées. Puisque J, = —e*0, avec le changement de variables p = e~%,
on voit que demander que les J,f soient bornées correspond a la condition
que 9, f décroit exponentiellement a I’infini, ce qui pourrait étre une condition

trop restrictive dans certaines situations.

1.3.2 Définition

On peut maintenant définir les objets principaux de ce travail.

Définition 1.3.3. Une variété a bouts asymptotiquement cylindriques est une
variété riemannienne compléte et orientée (M, g) de dimension n de sorte que
M est lintérieur d’une variété compacte a bord M. Le bord de M est constitué
d’un nombre fini de composantes connexes Y; avec fonctions de définition p; €
C*°(M) de sorte que Y; admette un voisinage tubulaire U; 2 [0, 1], x ; tel que
défini 4 la section 1.2. De plus, dans chaque voisinage tubulaire U;, la métrique

g est telle que

1 1

dp; _ dp;
9- (gn + # ® —ﬂ) € p{C°(M;Sym?*T*M)  (13.1)

pour un certain § > 0, o gy' est une métrique riemannienne sur Y;.
Le module p?C(M;Sym?*T*M) est celui des tenseurs symétriques de la
forme plh pour

h= Y huddbdd'+ Y hjodzi%+hm(%)’~’

1<k,l<n—1 1<i<n—1 i
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tels que les coefficients h,, soient des éléments de Cg°(M). En particulier, un

tel tenseur p¢h s’annule en Y;.

Remarque 1.3.3. Cette définition correspond bel et bien i ce que I'on ap-
pellerait naturellement une variété compléte & bouts asymptotiquement (ex-
ponentiellement) cylindriques. Plus précisément, supposons que chaque bout
cylindrique C de M soit munit de la métrique produit geu; = dz? + h,.
Alors la métrique g de M est asymptotiquement cylindrique si pour chaque
i€ {1,...,m},

|(%71)*9 = Geyiil € e7°C5°(CF) (1.3.2)

pour un certain poids & > 0, ol la norme est prise par rapport i la métrique
produit g, ; et ou C°(C;t) désigne les fonctions lisses du demi-cylindre ayant
leurs dérivées de tous les ordres bornées 4 'infini. En effet, avec le changement
de coordonnées p = e~* et la fonction de définition du bord p; = ¥ p sur M,

la condition (1.3.2) est clairement équivalente a la condition (1.3.1).
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1.4 Préliminaires analytiques

1.4.1 Notions et résultats classiques

Dans cette section, on commence par établir certaines notations, définitions et
résultats qui seront utilisés dans la suite. En particulier, on discute des espaces

de Sobolev et de leur dual, puis du Laplacien agissant sur ces espaces.

Définition 1.4.1. Sur une variété Riemannienne compléte (M, g), on consi-

dérera les espaces de fonctions suivants :

— L*(M,g) := {f : M — R mesurables | f,, f2du, < oo}

— H*(M,g) := {f : M — R mesurables | |V’ f|, € L*(M, g)
pour chaque j =0,1,...,k}

— Hf (M,g):={f: M —> R | pour tout z € M, il existe un voisinage
U de z tel que fly € H¥(U, g|v)}

— CF(M,g) := {f : M — R k fois continiiment
différentiables | maxg<;<k sup,, V7 fl, < 0o}

— CH(M,g) := {f € CF(M, g) | supp f est compact}

On définit sur H*¥(M, g) une norme

k
W1 arg) = DNV fllzeqag-
=0

Remarque 1.4.1. Si on définit 1'espace HE(M, g) comme étant la fermeture

de C¥(M, g) par rapport & la norme || - || gx(rq), ¢'est-a-dire

HE(M,g) = {f € H*(M, g) | 3p: € C®(M, g), p;: & £}, (1.4.1)
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Alors comme démontré dans (Aubin, 1976), HE(M, g) = H*(M, g) si la mé-
trique g est compléte, a un rayon d’injectivité borné inférieurement inj(M, g) >
S > 0eta|VIRm| < oo pour tous j € N. Ces conditions seront toujours

satisfaites par les variétés considérées dans ce travail.

Définition 1.4.2 (Laplacien sur L?). Pour (M, g) une variété riemannienne,
le laplacien A : C®(M) — C®(M) est étendu a L?(M,g) de la fagon sui-
vante. On considére I'inclusion continue L% — (C°)’ des fonctions L? dans les
distributions, donnée par u — (u,-)r2. On rappelle que le laplacien agit sur
les distributions u par la relation (Au)(v) = u(Av) pour tout v € C°. De ce
point de vue, il est naturel de définir, pour » € L?, la distribution agissant par

(Au)(v) = (u, Av) 2 pour v € C.

A priori, Au ainsi défini n’est qu’une distribution. Pour obtenir un opérateur
ayant son image dans L2, on considére le domaine de A ; ’ensemble Dom(A) C
L%*(M, g) des fonctions u € L*(M, g) telles qu'il existe f € L%(M, g) satisfaisant
(u, Av)2 = (f,v)12 pour tout v € C®. Puisque C° est dense dans L?, une
telle fonction est unique et on écrit alors Au = f. Ceci donne bien un opérateur

A : Dom(A) — L2

Remarque 1.4.2. Comme on démontre ci-dessous, le domaine du laplacien agis-
sant sur L?(M, g) n’est nul autre que Dom(A) = H?(M, g). Notons aussi que
puisque pour k € Ny on a H*(M,g) c L*(M, g), ceci défini aussi le laplacien
agissant sur les H*(M,g), et on aura Dom(A : H¥(M,g) — H¥(M,g)) =

Hk+2( A1 A\
H (M, g}

Pour démontrer que Dom(A) = H?(M, g), une étape cruciale est le théoréme de
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réqularité elliptique. On peut se référer & n’importe quel ouvrage d’introduction
aux équations aux dérivées partielles. En particulier, par les théorémes 6.28 et

6.33 de (Folland, 1999), on a

Théoréme 1.4.1 (Régularité elliptique). Soit (M,g) une variété rieman-
nienne compléte. Soit u, f € (C(M, g)) deuz distributions satisfaisant Aju =
f. Si f € HE (M,g), alors u € HEFX(M, g). De plus, si u, f € L*(M,g) et
f € H¥(M, g), alors u € H**?(M, g) et il eziste une constante C > 0 dépen-
dant uniquement de k et de (M, g) telle que

llullxez < CQIf |l + |lull2)- (1.4.2)

Ceci démontre en particulier que Dom(A : L2 — L?) ¢ H?. Pour l'inclusion
réciproque, on peut utiliser la densité de C™ dans L? et intégrer par parties.
En effet, si u € H%(M, g), on choisi une suite u; € C*™ telle que u; — u dans

H?. Alors pour n’importe quelle v € C®, on a
(u, Av) 2 = lim{u;, Av) 2 = im(Au;, v) 2 (1.4.3)

ou l'intégration par parties est justifiée car v est & support compact. Puisque
A : H? — L? est borné et que u; = u en norme H?, on a Au; — f en norme
L? pour un certain f € L% Alors (1.4.3) montre que {u,Av) = (f,v) pour
tout v € C°, c’est-a-dire Au = f.

Finalement, on utilisera le résultat bien connu suivant au lemme 3.5.1. On peut
en trouver une démonstration dans n'importe quel traitement de la théorie de

la mesure, par exemple dans (Folland, 1999).
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Théoréme 1.4.2 (Convergence dominée). Soit (f,) une suite de fonctions
mesurables @ valeurs réelles sur un espace mesuré (X, u). Supposons que pour
une certaine fonction f sur X, pour tout x € X la suite ( fn(x)) converge vers
f(z) et supposons qu’il existe une fonction absolument intégrable g telle que
SUP(z myexxN |fa(T)| < g(z). Alors f est absolument intégrable et

lim fndu=/ fdu.
X X

n—o0
1.4.2 Espaces & poids

Pour adapter les outils d’analyse rappelés a la section 1.4.1 au cas de variétés
a bouts cylindriques, on doit introduire des espaces de fonctions qui controlent

le comportement & l'infini des fonctions et tenseurs considérés.

Définition 1.4.3. Soit (Y, k) une variété riemannienne compacte de dimension
(n—1). On considére le cylindre Cy = (RxY')(;,) muni de la métrique produit
g = get = dz? + h. Etant donné un poids § € R et un entier k > 0, on définit,
a partir des espaces usuels de la section 1.4.1 les espaces & poids
Lg(CY’ g) = 6_61L2(0Ya g)7
Hf(Cy,9) = e *H*(Cy,9), (1.4.4)
Cys(Cy,g) = e7C{(Cy, 9).
On munit ces espaces de la norme provenant de ’espace classique correspon-

dant. Par exemple, pour u € L(Cy, g), on pose
iiuiiLg(Cy,g) = iie5:uiiL2(Cy,g) (1.4.5)

et on procéde de fagon analogue pour les autres espaces de (1.4.4).
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Remarque 1.4.3. La définition (1.4.5) montre immédiatement que la multipli-

—oz

—éx
cation par e™®% est une isométrie L%(C,g) “— L%(C, g) et qu’en particulier les

espaces de (1.4.4) sont complets, tout comme leur analogue classique.

Le lemme suivant donne une caractérisation des éléments de C¥;(Cy, g).

Lemme 1.4.1. Une fonction f € C5(Cy,g) pour un poids § > 0O est dans
Cis(Cy,g) si et seulement si f est k fois continiment dérivable et |V'f| €

Cys(Cy,g) pour chaque 0 <1 < k.

Démonstration. Si f € C,’;J(Cy), on peut écrire f = e™%2h pour h € C¥(Cy).

On voit donc que pour 0 < I < k,

]
Vif=> Ve ) @ V™A (1.4.6)

m=0

oit V™(e7%%) = e %2 A pour A une combinaison linéaire finie & coefficients
réels de termes de la forme dz®* ® (Vdz)®?© ® --- ® (V™~ldz)®em-1, Or
A est borné puisque comme g est asymptotiquement plate, on a |Vdz?|, =
ITY,dz*|, — |Ty|s, quand z — +oco. Ainsi |[V!f| € Cys pour chaque 0 <1<k
puisque chaque |V'h| est borné par hypothése. Pour la direction réciproque,
on écrit encore f = e %%h et 'équation (1.4.6) permet de voir par récurrence

sur ! que si chaque |V!f| € Cp;, alors h € Cf. m]

Puisque I'on veut considérer les bouts cylindriques [0, 00), x M d’une variété

compléte comme l'intérieur de [0,1], x M via le changement de variable

A

p = e~ %, on considére ces espaces i poids dans le contexte suivant.
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Définition 1.4.4. Soit (M, g) une variété 4 bouts asymptotiquement cylin-

driques. En prenant p = [], p;, on obtient une fonction de définition pour tout

OM. On peut alors définir les espaces de fonctions modelés aux bouts sur les

espaces de (1.4.4) en posant, pour un poids § € R et un entier k£ € Ny,
L}(M,g) = p’L*(M, g),

Hf;(M, g) := p"HE(M, g), (1.4.7)
CII)C,J(M, g) = pJCl’:(Ma g)

De méme, on munit ces espace des normes naturelles comme par exemple

|lullcz(a,g) == llp™%ullL2(a1.9)-

Comme i la remarque 1.4.3, ces espaces sont complets. Notons que 1’on prend
HF(M, g) I'espace des fonctions f € L2(M, g) telles que X, - -- X f € L*(M, g)
pour n’importe quels k b-champs de vecteurs X, ..., Xy € V,(M), afin que les

espaces Hff(M, g) correspondent vraiment aux espaces modéles H*(Cy;, geyi:)-

Remarque 1.4.4. On pourrait aussi permettre aux poids de varier sur les bouts.
Par exemple, le cylindre C' = R x Y est une variété 4 deux bouts et I’espace
L%(C) = e *L?(C) admet des poids différents; le bout z — +oo est modelé
sur L#(C™) tandis que le bout £ — —oo sur L2 ;(C*). On noterait ceci par

L:(M,g) = p* -+ p2mL3(M, g) pour o = (ay,. ..,0y) € R™,

Le prochain résultat découle directement des définitions. On peut en trouver

une démonstration au lemme 7.2 de (Lockhart et McOwen, 1985)

Lemme 1.4.2. Pour k > 0 et &' > 0 deuz réels, on a une inclusion continue

H;f;;,?(M) C Hi5(M).
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On s’intéresse maintenant aux propriétés de dualité des espaces a poids. Comme

pour les normes, on considére sur p®L}(M) le produit scalaire

(f, Q)LE,J(M) = (p™°f, P—ég)LE(M)- (1.4.8)

Puisque la multiplication par p? est une isométrie, L§,5(M ) est aussi un espace
de Hilbert pour tout § € R. De plus, étant donnés 8 € R, f € L35, 5(M) et
g€ Lg,ﬁ_ﬁ(M), on a

(F:9)1z 00 < W fllz,, o tlgllez, - (1.4.9)

11 est donc naturel de considérer le couplage
(g, : Ly sip(M)® Ly 5_g(M) — R. (1.4.10)
En fait, pour v € L? ;(M), on peut clairement considérer T, = (v,-);2 comme

élément du dual (H, ,{‘,5(M ))’, si bien que I’on a un plongement continue L2 ;(M) —

(HEs(M))Y pour chaque k € Ny. Cela justifie la notation
(Hys(M)) =: Hy %,

et les inclusions continues du lemme 1.4.2 restent valides pour tous les k € Z.
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1.5 Le laplacien sur les surfaces 4 bouts asymptotiquement cylindriques

Dans cette section, on s’intéresse aux propriétés du laplacien agissant sur des
espaces 4 poids d’une surface (M, g) & bouts asymptotiquement cylindriques.
L’objectif est d’établir que le laplacien est Fredholm sauf pour un ensemble
discret de poids et de démontrer une formule décrivant ’indice de Fredholm du
laplacien quand il agit sur un espace a poids adéquat. Notons que ’on pourrait
faire cette discussion dans un contexte beaucoup plus général. Toutefois, se
restreindre aux surfaces et aux métriques conformément asymptotiquement

cylindriques au sens on

dp _dp
g=¢€* <96M+—®’—>
p P

pour ¢ € p’C(M) simplifie beaucoup les propriétés du laplacien. En effet, en
notant gaps + (dp/p)? = geu la métrique cylindrique, on note que A, = e ¥A,

en dimension 2 comme mentionné a la proposition 1.1.3.

1.5.1 Le laplacien sur les espaces & poids

On considére maintenant le laplacien comme agissant sur les espaces a poids
définis a la section 1.4.2. On note d’abord que puisqu’une métrique cylindrique
sur [0, 1] x OM correspond a une métrique compléte sur R x M, il est naturel
de considérer le laplacien A, comme agissant sur les H,f’(;(M ). En fait, puisque
chaque u € Hf (M) définit une distribution (u, )2 € (CZ(M)Y, on peut
procéder comme pour les espaces sans poids et définir le laplacien en disant

que Au = f s'il existe f € Hf,é tel que (u, Av)r2 = (f,v)L2 pour tout v € C°.
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Comme dans le cas sans poids, on a une estimation elliptique

”u”H{,‘;Z(M) < C(||f”H;6(M) + ”u”H{,"s(M)) (1.5.1)

si Agu = f pour u, f € H,f,a(M), ot C est une constante indépendante de
u (voir (Pacard, 2008) a la proposition 6.1.1 pour le cas £ = 0 ou I'inéga-
lité 2.4 dans (Lockhart et McOwen, 1985)). On peut aussi faire un argument

d’intégration par parties pour vérifier que Dom(A : Hf s — Hf;) = H,fjr".
Proposition 1.5.1. Pour é € R un poids quelconque, le laplacien
Ag: P HEY2(M) = p" HE (M)

est un opérateur borné.

Démonstration. Pour 'opérateur modéle A, sur le demi-cylindre modéle C*,
cy

notons que les fléches verticales dans le diagramme

A
pa H£c+2 ) p6 Hg:

bl

H£c+2 p0Ap Hzf
sont des isométries. Il suffit donc de vérifier que
p~2Ap°  HEYH(CT) = Hf(CY)
est borné. Mais on a

P Ayup® = p~*(—(p8,)? + Dom)p’
= —(p0,)* + Aoy — 6% — 26p0,.
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Par définition de Hf*2, on voit donc que p~%A_,0° est un opérateur borné. Il

existe donc une constante C > 0 telle que
“ACyl“”p“H{f(Cﬂ < C||“||p6H§+2(c+) (1.5.2)

pour toute fonction u € p“Hf*’2 sur le demi-cylindre modéle C*. De plus,
puisque p® est bornée sur les compacts K C M, il existe une constante Ck

dépendant du compact K telle que

Agull s mpxy < Crllull s prir2 iy (1.5.3)

pour toute fonction u € Hf'}z supportée sur K. Finalement, on rappelle que

Ay — Ay = (€79 — 1)Agu pour ¢ € Hf}z sur un voisinage tubulaire U du
bord M. Quitte a prendre U assez petit pour que [e™¥ — 1| < 1 sur U, on a
[1(Ag — Acy)ullps ey = [1(€7% — DAcuull s 5pw)

< ||Acylul|p6H§(U) (1.5.4)
< Cllull s gr+2qw,
pour toute fonction u € H,{‘j2 supportée sur U, par (1.5.2). Ainsi, pour U un
voisinage tubulaire du bord de M assez petit, K = M \ U et xx € C®(M)
une fonction telle que xx =1 sur K et xx =0sur M \ K’ C U pour K’ un
autre compact contenant K, on obtient une constante C telle que pour toute
u € Hy"(M),
HAgu“pJH;‘(M) = |IxxAgu + (1 — xk)(Ag — Agr)u + (1 - XK)AcylquéH:(M)
< C'(llAgull ey + 11(Ag — Acy)ull s uy

4 HUA el oo \
=yl 1S HE(U))

< C”qu&H{:“(M)
(1.5.5)
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tel que voulu. O

On définit aussi le laplacien agissant sur les espaces duaux des espaces de
Sobolev. Encore une fois, puisque C*(M, g) C H,’f,‘; pour n'importe quels k €
Ny et 6 € R, on va définir le laplacien en utilisant les distributions. On dira
que Au = f pour u € H;} il existe f € b—;—z tel que u(Av) = f(v) pour
tout v € C. Puisque C°(M) est dense dans Hf;(M), ceci définit Au sans
ambiguité sur Dom(A) au sens ou si Au= f et Au= f', alors f = f’ en tant
qu’éléments de H, f"z. Comme pour les espaces d’ordre positif, on peut utiliser
le théoréme de régularité elliptique pour voir que Dom(A : Hy, f — Hy, 5")
est bel et bien H, f”. Ainsi, le laplacien est compatible avec les inclusions

continues C° — L% — H; ;.

1.5.2 Propriétés de Fredholm du laplacien

On rappelle qu’un opérateur linéaire borné A : E — F agissant entre deux
espaces de Banach est un opérateur Fredholm si im A est un sous-espace fermé

de F et si dim ker A et dim coker A sont tous deux de dimension finie.

Pour l'opérateur linéaire borné A, : H,’f,jz — Hg;, on tentera de déterminer
pour quels poids § cet opérateur est Fredholm. Dans les prochaines lignes,
on résume certaines idées entrant dans la caractérisation de ces poids dont
au aura besoin par la suite. (Lockhart et McOwen, 1985), (Pacard, 2008) et

(Melrose, 1993) sont trois références pour ce matériel.

Une caractérisation des opérateurs Fredholm parmis les opérateurs linéaires

bornés entre deux espaces de Banach est que ce sont les opérateurs inversibles
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modulo des opérateurs compacts. Autrement dit, un opérateur borné F est
Fredholm si et seulement si il existe un opérateur G tel que FG—Id et GF —1Id
sont compacts (voir par exemple I’appendice d’analyse fonctionelle de (Taylor,
2011) ou (Booss et Bleecker, 2014)). Un tel G est communément appellé une
paramétrice. 11 suffit donc de trouver un opérateur G : Hf — H,’,c+2 tel que les
opérateurs p~A,p® 0 G — Id et Go p~3A,p° — Id soient compacts. En effet, si

par exemple p“sAgp‘s oG — Id = K pour K compact, on aura alors que
Ao (p°Gp™)— Id = p’Kp™® : Hfs(M) - Hy5(M)

est compact puisque la composition (4 gauche ou a droite) d’un opérateur
compact et d’un opérateur borné reste compact. Autrement dit, p°Gp~¢ serait
une paramétrice a droite pour A : H;}'Q(M ) = Hfs(M). Etant donné que le
noyau du Laplacian agissant sur Hf(M) est de dimension finie pour n’importe
quel k, I'existence d’une paramétrice a droite serait suffisante pour voir que A

est Fredholm en vue du résultat élémentaire suivant :

Proposition 1.5.2 (voir par exemple (Agranovich, 2015)). Soit A: E — F
un opérateur borné entre deur espaces de Banach. S’il ezriste un opérateur
B:F — FE tel que AB — Idp est compact, alors l'image de A est fermée et la

dimension de son conoyau est finie.

Notons que I’on peut montrer que linclusion p% HF (M) < p® HF(M) est com-
pacte si 6’ > § et k' > k (voir le théoréme 3.12 de (Lockhart, 1987)). En
particulier, Pinclusion p®C®(M) — H}(M) est compacte. 11 suffit donc de

construire un inverse a droite G modulo les fonctions lisses décroissant a tous
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les ordres, c’est-a-dire tel que 'on ait une factorisation
p A% 0 G~ Id: HE(M) = p>®C®(M) — HE(M). (1.5.6)

La premiére étape dans cette construction est d’inverser p~°A,p® 4 l'infini. Plus
précisément, on voudrait un premier inverse G, tel que pour toute f € HF(M)
on ait (p°Ayp’ 0 G)f = f + R pour un reste R € p®HF(M). Puisque
A, = e %Ay, avec ¢ € pP’CE°(M) sur une surface 4 bouts asymptotiquement
cylindriques, il suffit pour cette premiére étape d’inverser 'opérateur modéle
Ay agissant sur les espaces & poids sur le cylindre C = R x M qui modélise
la géométrie a I'infini. En effet, si G inverse p~°Aup° sur HF(C), on aura

(Ag = Ag)(p°Goop™®) f = (e7¥ — 1) f pour f € Hfs(C) donc prés du bord,
Ag(pJGoop_Jf) - f = (Ag e Acyl)(pJGoop_Jf) + Acyl(pJGoop_Jf) - f
=(e*-1)f+f-f
€ p°Hy(M)

pour toute f € p’ H¥(M), puisque ¢ € p®C®(M). Pour inverser 'opérateur
modéle, on utilise la transformée de Fourier dans la direction z sur le cylindre

modéle R, x OM (oi p = e~*), définie sur les fonctions lisses par

Fu(&) = u(f) = /lle_izfu(z)dz.

Puisque 'extension F : L%(C) — LZ%*(C) est inversible, résoudre I’équation
modéle A u = f pour u, f € L*(C) (o0 Ay = —(8:)% + Apar) est équivalent

4 résoudre I’équation

F(=(0:)2 + Aom) Fli= f (1.5.7)
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Mais F(0,u) = i€ donc on a en fait F (—(8;)% + Aon) F 1 = (Dppm + £2)i.
On peut donc voir (1.5.7) comme une famille d’équations sur M indexée par

£

Définition 1.5.1. La famille indiciale de A, est la famille d’opérateurs sur

OM donnée par
I(Ag,€) i= F (—(8:)* + Do) F = Aoy + €2
pour £ € C. On pose
specy(A,) := {£iVA| A € o(Aam)}
et les poids critiques
pe(Ag) := R(i.specy(,)) = {£VX | A € 0(Aom)}-

Remarque 1.5.1. Par définition le spectre 0(Agps) est 'ensemble des z € C tels
que Ay + 2z n’est pas inversible. Donc spec,(A,) est 'ensemble des £ tels que
I(A4, &) n’est pas inversible, heuristiquement, ce sont les £ ou le modeéle de A,

a I'infini n’est pas inversible & £. Pour ce qui est des poids critiques, puisque
p A0’ = —82 — 260, — 6% + Ao,
en utilisant F(8,u) = i€, un petit calcul montre que
I(p~ AP, €) = I(A, € —i6). (1.5.8)

Les poids critiques sont donc, heuristiquement, les poids pour lesquels ’opéra-
teur p“sAgp‘s n’est pas inversible f)artout a l'infini. Le résultat suivant (que I'on

ne démontre pas, voir les références mentionnées au début de cette section pour
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une démonstration) est crucial pour ’analyse sur les surfaces a4 bouts asymp-
totiquement cylindriques, il dit justement que A, : p’ HF*2(M) — p HF(M)
est Fredholm pour 4 € R\ pc(4,).

Théoréme 1.5.1. Soit (M, g) une surface & bouts asymptotiquement cylin-
drigues et soit § € R. Alors Uopérateur A, : PPHFY2(M) — pPHE(M) est
Fredholm pour tout k € Ny si et seulement si 6 ¢ pc(4A,).

La formule de l'indice relatif, présentée a la section 1.5.4, permet de comparer
'indice de Fredholm de I'opérateur Ay lorsqu’il agit sur différents poids non-

critiques.

1.5.3 Dualité

On rappelle que si F et F sont des espaces de Banach et A: E — F est une
application linéaire continue, I’adjoint de A est une application sur les espaces
duaux A* : F' — E' définie par A*(p)(e) = p(Ae) pour p € F' et e € E. Si

I'image de A est fermée dans F', par exemple si A est Fredholm, alors

ker A = (im A*)* (1.5.9)
et

im A = (ker A*)* (1.5.10)

au sens des espaces de Banach (voir par exemple (Taylor, 2011)). Plus précisé-
ment, puisque E et F' ne sont que des espaces de Banach (pas nécessairement
de Hilbert), on définit le complément orthogonal ci-dessus de la facon suivante.

Si U C F pour E de Banach, alors

Ult:={¢€E|¢u)=0 Yuel)}
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et si V C E', alors
Vi={ec E|v(f)=0 VveV}

On voudra donc bien comprendre comment Ay HE+2(p) €t son adjoint sont
reliés. On rappelle que I'on a une inclusion continue L2; > u — T, € Hy ks
oi T,, = (u,-)r2 et que 'on a défini une extension du laplacien & tout H, ke

L’adjoint de A| HEL? est donc un opérateur A* : Hy’ k> Hy k2,

Proposition 1.5.3. Soit (M, g) une surface & bouts asymptotiquement cylin-
driques et A, : H,’:}?(M, g)— H,f,s(M, 9) le laplacien définit a la section 1.5.1
sur les espaces H,f,f pour tous les k € Z et 6 € R. Alors ladjoint de cet

opérateur est donné par (AQIH{:,&)* = A9|H‘:56.

Démonstration. C’est une conséquence des définitions. L’adjoint de A : H,f}z -
Hy§s est par définition Popérateur A* : H,:f,s — H;*5? tel que (A*u)(v) =
u(Av) pour u € H; *5 et v € Hf}>. Mais le laplacien A agissant sur H;, *; est
justement défini par la relation Au = f pour f € Hy 55_2 si et seulement si
u(Av) = f(v) pour tout v € C. Puisque C® C H,’f,}z, on obtient que pour
u € Hb',fé on a u(Av) = (A*u)(v) pour tout v € C® et donc que Au = A*u

tel que voulu. a

On notera ker(Agy, r) pour désigner le noyau de I'opérateur A, : H,’sz(M ) —
Hf,(M). Notons que par la régularité elliptique, si Af = 0 pour f € HEF2 (M),
alors en fait f € (cn, H.(M) donc ker(Ay, ) ne dépend pas de k. De méme,

on écrira coker(Ay, r) de sorte que lorsque im Ay| Hk+ st fermée, on a

coker(Ay,r) = im(A, : HY? — H )t
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c’est-a-dire
coker(Ay, 1) = {f € H,;f,(M, 9)| f(Av) =0 Vve Hlic,r+2 :

En jumelant la propositon 1.5.3 avec les identifications (1.5.9) et (1.5.10), on

obtient immeédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.5.1. Soit (M,g) une surface & bouts asymptotiquement cylin-

driques et 0 ¢ pc(A,). On considére Uopérateur A, : H;‘;z(M) — Hg;. Alors
ker(Ag, 8) = coker(Ag4, —6) (1.5.11)

et

coker(Ay, §) = ker(Ag, —9). (1.5.12)

De plus, ces espaces (de dimension finie) sont indépendants de k.

1.5.4 Formule de l'indice relatif

On s'intéresse maintenant au noyau de A : p* HF*2(M) — p HE(M) pour
0 & pc(Ag). Soit 0 = Ag < A\ £ A < -+ le spectre de Agp. On notera
E; = E;j(Asum) 'espace propre associé 4 la j-éme valeur propre de Agy. Si
f € L}(R, x OM), on réalise f comme une fonction sur le cylindre et alors
pour chaque z € R fixé, cette fonction admet une décomposition f(z,:) =
Y2 fiz,") avec les f; € E;. En particulier, si u € ker Ay, c’est-a-dire
(—82% + Apm)u = 0, en décomposant u en fonctions propres comme ci-dessus,
cette condition devient (—82 + A;)u; = 0 pour chaque j € Np. Donc pour

u € ker Ay, on a

u; =a+fz sij=0

{uj = aje\/’\_j: + bje—\/’\_jl sij>0
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oua;,b; € Ej et o, € C= Ey. Avec p =e™7, on trouve donc que
(e o]
u= Zajp_\/’\_"—i—bjp\/’\_j-i—a—f—ﬂlogp. (1.5.13)
=1

Si par exemple on avait u € (ker Ap,) N p? L2(R x OM) pour un certain poids

d € R, alors il faudrait restreindre les coefficients apparaissant dans (1.5.13)

pour avoir le bon taux de décroissance a l'infini. Par exemple, pour § < 0 on

aurait :
[ ]

u= Z ajp_\/)‘_"-i—z:bjp\/’\_"-i—a-i—ﬂlogp
;<62 j=1

tandis que si 6 > 0 on aurait

u= Z bjp\/’\_f.
Aj>62
Puisque pour (M, g) une surface asymptotiquement cylindrique avec m bouts
on a Ay ~ Ay, 4 l'infini, on peut voir qu'un élément u € ker AIPJH:H(M) a un

développement asymptotique au i-éme bout donné par

- o0 -

_ AL At

U ~p;—0 Z ai;p; Vs + Z bijPi\/_J + o + B;log p;
<62 j=1

ol (A;)jeN est le spectre de la composante de M définie par p;. On remarque

que les puissances de p apparaissant dans le développement asymptotique des

éléments du noyau de A, sont justement les poids critiques pc(A,).

Définition 1.5.2. Soit. (M, g) une surface 4 m bouts asymptotiquement cylin-
driques. Notons Yj, . .., Y, les composantes de M et E)(Ay,) 'espace propre

associé a la valeur propre A de I'opérateur Ay,. Pour chaque § € pc(A,), le
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noyau formel & l'infini de A, au poids § est le sous-espace vectoriel complexe

de @, C°(C*; C) défini par

F(Ag,8) = D {u=wir! | vi € En(Ay,)} sid#0
F(Ag, 5) = @:ll{u = aio + ai lOg(p,) I a0, Qi1 € C} si (5 = (.

Une premiére étape pour connaitre le noyau d’'un opérateur Fredholm est
d’étudier son indice. On rappelle que I'indice d’un opérateur Fredholm A est
ind(A) = dimker A — dim coker A. 1l est bien connu (voir (Taylor, 2011) ou
(Booss et Bleecker, 2014)) que si A, est une famille continue d’opérateurs Fred-
holm pour ¢ € [a, b], bien que la dimension du noyau ou du conoyau de A, peut
varier avec ¢, leur différence, c’est-a-dire ’indice de A;, est indépendante de t.
Dans notre cas, puisque p~°A,p’® n’est pas Fredholm aux poids critiques, son
indice peut changer lorsque 4 traverse un poids critique. Toutefois, et c’est le
résultat principal de cette section, on peut explicitement déterminer le saut

dans I'indice en terme du noyau formel au poids critique :

Théoréme 1.5.2 (Formule de I’indice relatif). Soit (M, g) une surface a bouts
asymptotiquement cylindrique et & € pc(A,) un poids critique. Pour ¢ > 0
assez petit pour que [6 — €,0 + €] N pc(A,) = {8}, notons lindice de A, :
PPEHEY? — p**<HF par ind(A,, 6 + €). Alors

ind(Ag, 8 — €) —ind(Ay, 8 + €) = dim F(A,, §).

Remargue 1.5.2. Puisque dim F(A,,8) =3 ", dim Ej,;(Ay,) pour § = 1/}, €
pc(Ay), dans le cas oit dim Ey = 1 comme pour le Laplacien, on a que dim F(A,,0) =

2m ou m est le nombre de composantes de M.






CHAPITRE 11

FLOT DE RICCI SUR LES SURFACES A BOUTS CYLINDRIQUES

Dans cette section, on discute de certaines généralités du flot de Ricci sur des
surfaces a bouts asymptotiquement cylindriques au sens de la section 1.3. Pour

faciliter la lecture, on rappelle d’abord quelques notations et définitions.

Tout au long de cette section, M désignera une surface compacte avec bord
OM et avec intérieur la surface non-compacte M. On supposera que OM est
constitué de I'union disjointe de ses m composantes connexes Y, ..., Y, avec

Y; = S* pour chaque j.

La notion de surface asymptotiquement cylindrique que ’on considérera pour

le flot de Ricci sera un petit peu plus restrictive qu’en (1.3.1) :

Définition 2.0.1. Avec les notations introduitent ci-dessus, on dira que (M, g)
est une surface a bouts asymptotiquement cylindrigque si pour chaque compo-
sante Y; du bord OM, il existe une fonction de définition du bord p; et un
voisinage tubulaire M) = (0,¢),, x S! de Y; dans M tel que la métrique g y

est donnée par
(7} dp ? 2
e’ | =+ dé (2.0.1)

Pj
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ol d0]2- est la métrique canonique sur S! de circonférence 27 et ot ¢ € C®(M)
est telle que pour chaque j € {0,...,m}, il existe une constante ¢; € R telle
que

;5 — 95 € CiF*(M) (2.0.2)
pour un certain poids 4 > 0 et un entier k£ € Ny,

Remarque 2.0.1. Avec le changement de variables p — e~ on voit qu’une
métrique cylindrique est compléte, et puisque les ¢; sont donnés par des
constantes ¢; sur les Yj, que la géométrie aux «bouts & l'infini» est asympto-

tique a celle d’un cylindre de circonférence 2mwe?.

2.1 Equations d’évolution le long du flot de Ricci

Définition 2.1.1. Une solution au flot de Ricci sur une variété riemannienne

(M, go) est une famille lisse de métriques g(t) satisfaisant

{ig;t):;__2 Ric(g(t)), (2.1.1)

Sur une surface (M, gg), c’est-a-dire une variété riemannienne compléte de
dimension 2, le flot de Ricci prend une forme particuliérement simple. En
effet, puisque le tenseur de Ricci se réduit a la courbure scalaire (voir I’équation

(1.1.20)), Péquation du flot de Ricci se réduit a

9(0) = 90
pour Ry la courbure scalaire de (M, g(t)). Si g(t) est une solution & (2.1.2)

pour t € [0,T), alors pour tout ¢ € [0,T), on peut considérer une solution
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9(t) conformément équivalente a la métrique initiale go. Autrement dit, une

fonction lisse w : [0,T) x M — R telle que
g(t) = e“¥g,. (2.1.3)
En effet, il suffit de prendre

w(t,z) = —/0 Ry(s)(z)ds. (2.1.4)

En dérivant le terme de droite de (2.1.3) par rapport au temps avec w donnée
par (2.1.4), on voit que (2.1.2) est satisfaite. Dans les cas ol on connait I'unicité
de la solution, on voit que g(t) est nécessairement une famille de métriques
conformément équivalentes. Une autre fagcon de dire ceci est qu’en dimension
2, le flot de Ricci ne change la métrique que par une dilatation ponctuelle
variant avec le temps. Ainsi, on peut réécrire ’équation du flot de Ricci sur
une surface (M, go) sous la forme

a

= t)=—R(t

atCIJ(.'L', ) ( 7:1:)’ (2.1.5)
w(0,z) =0

pour une fonction w : [0,T) x M — R, on R(t,z) désigne la courbure scalaire

de la métrique e~} gy. Une solution w(t) de I’équation (2.1.5) correspond alors

4 une solution e¢~®)gy de 1'équation (2.1.2).

Par la proposition 1.1.3, la courbure scalaire de g(t) = e*()g, est donnée par
Ryt = e™“(Rgy — Agow). On peut donc réécrire (2.1.5) sous la forme
gt—w = _e_w(Rgo - Agow) (2.1.6)
w(0)=0.

Remargue 2.1.1. Si on arrive a écrire le flot g(t) = e“®)go pour go une métrique

plate (c’est-a-dire avec R, = 0), alors I’équation (2.1.6) prend une forme
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particuliérement simple. En effet, I’équation du flot de Ricci devient alors
simplement
0

5= e Agow = Agpyw. (2.1.7)

Les trois formulations ci-dessus sont équivalentes au sens suivant :

Proposition 2.1.1. Une solution pour t € [0,T) & n’itmporte laquelle des
trois équations (2.1.2), (2.1.5) ou (2.1.6) donne une solution pour t € [0,T)
auz deuz autres via (2.1.3) et (2.1.4).

Il est facile d’écrire les équations d’évolutions satisfaites par les invariants
géométriques de la proposition 1.1.3 quand la famille de métriques g(t) =
e“®) gy satisfait (2.1.5) est donnée par une variation conforme. On peut par
exemple consulter (Chow et Knopf, 2004) oi les calculs menant au lemme

suivant sont explicités.
Lemme 2.1.1. Soit g(t) = e“® g, pour w une solution & (2.1.5) (ou (2.1.6)).
Alors
)
() 57840 = BgBo,
., 0
() 53d1q) = —Rowdhgte),
.., O
() 5:Re0) = Do o + (Rot)*,
0 g
(iv) 29%(t) = Rg(t).

On peut aussi écrire I’équation d’évolution satisfaite par les symboles de Chris-

toffel d’une telle solution au flot de Ricci :
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Lemme 2.1.2. Soit g(t) un flot de Ricci sur une variété M. Alors les symboles

de Christoffels satisfont

X 1.
05 = =59 ((0;R)gmk + (BcR)gm; — (OmR)gsn)-

Démonstration. 1l suffit de prendre la dérivée de
i 1 im
Ly = 29 (0i9mk + Okgmj — Omgi)-

0O

Le prochain lemme est une forme imprécise de ’équation d’évolution du facteur
conforme le long du flot de Ricci. Elle sera utile pour démontrer que les dérivées
covariantes du facteur conforme demeurent bornées aussi longtemps que celles

de la courbure.

Lemme 2.1.3. Pour g(t) = e“®gy une solution au flot de Ricci sur une

surface M, on a

B(VFw) = > VER*V'w (2.1.8)
ptv=k
v<k-1
ot * désigne une combinaison linéaire finie de contractions comme dans la

proposition 1.1.4.

Démonstration. On utilise le lemme 1.1.1 pour établir le résultat par récur-
rence. D’abord, le cas k = 0 est immédiat puisque d,w = — R. Supposons que

le résultat soit validé pour ! € {0,...,k}. Alors par le lemme 1.1.1 on a

A(VFw) = (8,V)(VFw) 4+ V(8,VFw) (2.1.9)
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ou 0;V agit comme

(8:V)(audz’) = —ay Y _(8Tim)dz'™ .

m=1

Or par le lemme 2.1.2, on voit bien que o, ;k est une combinaison linéaire de
dérivées de la courbure et de la métrique, si bien que (9;V)A soit de la forme

VR x A pour n’importe quel tenseur A. Ainsi, (2.1.9) entraine que
(V¥ W) = VR x (VFw) + V(6,VFw)
et en appliquant I’hypothése de récurrence, on obtient

8(V*w) = VR*VFw+V Y VFRxV'w

putv=k
v<k—1
= E VAR x VVw
pt+v=k+1
v<k
tel que voulu. O

Puisque de nombreux objets géométriques satisfont les conditions de la pro-
chaine proposition, celle-ci donne ’identité clé permettant d’appliquer le prin-

cipe du maximum dans le contexte du flot de Ricci.

Proposition 2.1.2. Soit (M, g(t)) une surface évoluant le long du flot de Ricci
pour t € [0,T) et soit u(t,z) : M x [0,T) — R une fonction lisse en z et au

moins C! en t qui satisfait une équation d’évolution

0
Eu = Agpyu + F(u)

pour F : R — R une certaine fonction lisse. Alors pour tout k € N,

9
(35 — w0 ) 194417 = =219 a2 (VR (), T+ 3 TRy PP
ptv==k
(2.1.10)
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Démonstration. 11 s’agit d’un simple calcul. Puisque
|Vku'2 — g‘iljl - gikjkvil e Vikuvjl v v]ku =: gIJVIUV_]u,
on trouve

8| VFul?* = kR|V*u|? + 29((8:V) V¥ 1w, VFu) + 29(VE,(V*1u), VFu)

= kR|V*u? +2g( Y~ V*(8,V)V'u, VFu) + 29(V*dpu, Vru).

pv=k—1

Or comme ci-dessus,
VA8, V)VYu = VAR x Vu
et donc

8, V*ul® = 29(V*(Au+ F(u)), VFu) + > VER* VVux VEu.
ptv=k

Pour obtenir le terme A|V*u|? de (2.1.10), on commute les dérivées cova-

riantes :
A|VFu|? = VoV, ¢ ViuV ju
= 2|V | 4+ 26" (V°V, V1u)V ju,
ou
k
VeV, Viu = Va(vilvaviz T viku - Z an‘lmviz Vi Vlvimﬂ T Viku)

m=2

= V,;V°V,u + Z V*R x V'u.
ptv=k

On trouve donc

(8 — A)|VFuf® = —2|V**1u? + 29(V*F, VFu) + Y VAR x* VYux VEy
p+v=k
tel que voulu. a
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Remarque 2.1.2. Quand u = R est la courbure scalaire, comme 8;,R = AR+ R?
on a F(u) = R? et le troisiéme terme est absorbé dans le quatriéme. Toutefois,
quand u = w la solution dans (2.1.6), ’équation d’évolution est donnée par
0w = Aw —e ¥R, et le troisiéme terme complique I’équation d’évolution. On
voudra donc d’abord se ramener au cas ot g(t) = e“()gy pour g une métrique

plate, de sorte que I’on ait F(u) = 0.

2.2 Principe du maximum

Dans cette section, on suit les lemme 3.2 et proposition 3.3 de (Albin et al.,
2013). Toutefois, on énonce un principe du maximum un peu plus général dont

on se servira dans la démonstration des estimés de Shi au chapitre 3.

Lemme 2.2.1. Soit {g(t)} une famille lisse de métriques complétes dans
Vintérieur M d’une variété compacte M & bord OM pour t € [0,T] avec
T € (0, +00). Soient u,v € C*([0, T|x M)NC*([0,T] x M) deuz fonctions telles
que u > v sur [0,T] x OM et sur {0} x M. Alors étant donné une constante

A € R, ezactement l'une des deuz possibilités suivantes est satisfaite :
i) u(t,z) > v(t,z) pour tout (t,z) € [0,T) x M,

i) Il eziste un (t,z) € (0,T) x M tel que

| u(t,z) < v(t, z); gy(t)u(t,w) BZ Agwyv(t, z);
Vu(t,z) = Vu(t, z); a—:'(t,a:) < -é—zti(t,a:) — A(v(t,z) — u(t,z)).

Démonstration. On commence par remplacer u par u— v et v par 0, et ensuite

Aty et A par 0. Chaque possibilité est satisfaite exactement. quand elle

u par e~
I'était avant le changement de variables mais on peut maintenant supposer que

A =0 et que v est identiquement nulle.
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Supposons que la premiére possibilité ne soit pas satisfaite, c’est-a-dire que
u(t, z) < 0 pour un certain (¢,z) € [0, T}x M. Soit (to, zo) € [0,T]x M un point
sur lequel u atteint son minimum (qui est nécéssairement négatif). Notons que
puisque I'on suppose u > 0 sur [0, 7] x M et sur {0} x M, le point (to, zo) doit
en fait étre dans (0,7} x M. Comme (ty,zo) est un minimum de u, on peut
alors facilement voir, par exemple avec des coordonnées normales par rapport
a g(to) centrées a ce point, que Ay, u(to,zo) > 0 et que Vu(ty, zo) = 0. De
plus, si to < T, on a Gyu(ty, o) = 0 et si tg = T, alors du(ty, mg) < 0. Dans
tous les cas, on conclut ainsi que si la premiére possibilité n’est pas satisfaite,

alors la deuxiéme doit I’étre, tel que voulu. O

Proposition 2.2.1 (Principe du maximum parabolique). Pour une constante
C et une fonction ¢, notons Qo4 = {(t,z) € [0,T|x M | ¢(t, x) < C}. Avec les
mémes hypothéses qu’au lemme précédent, supposons qu’il existe une constante
C € R telle que u—v > C sur [0,T] x OM et sur {0} x M mais que pour tout
(t,z) € Qou—y on ait

ou

7 > Agnyu+ Vxpu+ F(t, z,u)

et

ov
B < B + Vxu + F(t,z,v)

ot X (t) est une famille lisse de champs de vecteurs lisses et F' une fonction
uniformément Lipschitz en sa derniére variable. Alors en fait Qc, , = 0,

c’est-a-dire que u(t,z) — v(t,z) > C pour tout (t,z) € [0,T] x M.

Démonstration. Puisque F(t,z,s) est uniformément Lipschitz en s, il existe

une constante K > 0 (indépendante de t et de m), telle que pour tout (¢,z) €
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[0,T] x M on ait
|F(t,.’1), u(t,x)) - F(t,.’l), (v(t,x))l < Klu(tix) - ’U(t,.'l))'
Sur I'ouvert Q¢ ,—, de I’énoncé on a alors
0
E(u —v) > Agpy(u —v) + Vxp(u —v) - Klu—v|. (2.2.1)

Or par le lemme précédent (appliqué aux deux fonctions u—v et C), si u(t, z)—
v(t,z) < C pour un certain (t,z) € [0,7] x M, on aurait un certain (to, 7o) €
Qcu—y donnant la possibilité (%) du lemme. En particulier, puisqu’a (%o, o)
onau—v—C <0 (doncv—u+C = |v—u+ C|), cette deuxiéme possibilité

du lemme entrainerait qu’a (o, zo),

-gz(u— v) < —Alv—u+C| < Agpy(u — v) + Vxgy(u —v) — Alu —v - C|.

En prenant A € R tel que Aju — v — C| > K|u — v| & (to, zo), cette derniére
équation contredit (2.2.1). On doit donc conclure que u(t,z) — v(t,z) > C
pour tout (¢t,z) € [0,T] x M tel que voulu. a

Remarque 2.2.1. On appelle des fonctions u et v satisfaisant de telles inégali-
tés pour une équation d’évolution respectivement des super-solutions et sous-
solutions de I’équation. Notons que le principe du maximum est habituellement
énoncé en supposant que les inégalités différentielles satisfaites par u et v sont
valides sur tout [0,7] x M au lieu de seulement Q¢ 4. On note aussi qu’en
remplacant u et v par —u et —v, on voit facilement que la proposition 2.2.1
s’appliquerait pour déduire une borne supérieure u(t,z) —v(t, z) < C si toutes
les inégalités étaient renversées dans les hypothéses. La proposition qui suit

est un exemple de cela qui sera utilisé plus loin.
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Proposition 2.2.2. Soit u : [0,T] x M — R une fonction lisse. Supposons
que u < C sur [0,T] x OM et sur {0} x M pour une certaine constante
C € R. Supposons aussi que sur Qg , = {(t, ) | u(t,z) > C} on ait 'inégalité
différentielle (Ou/0t)(t,x) < Agpyu(t, ). Alors en fait u(t,z) < C pour tout
(t,z) € [0,T] x M.

Démonstration. Considérons v = —u. Alors sur Q_¢, = {(t,z) | v(t,z) <
—C1, linégalité différentielle inverse (Ov/0t) > Agypv est satisfaite. De plus,
v > —C sur [0,7] x OM et sur {0} x M. On peut donc appliquer la proposition
2.2.1 pour conclure que v > —C sur tout [0,7] x M, donc que u < C sur tout
[0,T] x M. | O

Le lemme suivant montre une utilisation typique du principe du maximum
pour obtenir un contréle sur la géométrie le long du flot de Ricci. La plupart
des résultats qui suivront sur le flot de Ricci seront basés sur cette technique

fondamentale.

Lemme 2.2.2. Soit (M, go) une surface compléte qui soit l'intérieur d’une
surface compacte M de sorte que M = M\ OM. Soit e*® gy une solution lisse
au flot de Ricci (2.1.6) pour t € [0,T)] avec T > 0 et w(0) = 0. On suppose
que pour tout t € [0,T), la courbure Ry(y) s’étende & une fonction de classe C*
sur M telle que Ry1)|s37 = 0. Supposons aussi que pour tout £ € M on ait
—c < Ryy(z) < C pour des constantes c,C > 0. Alors pour tout t € [0, %), i

y a une borne

1 (2.2.2)

1
_“—t S Rg(t) S 1 _
—c C
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En fait, la borne inférieure est valide pour tout t € [0,T], donc

Rys) > —c  pour tout t € [0,T].

Démonstration. On choisit un ¢(0) € R\ {0} puis on considére la fonction

¢(t,z) =

(2.2.3)

définie pour ¢ € [0, ﬁ) si #(0) > 0 et pour tout t € [0,T) si #(0) < 0. Puisque

#(t,z) est indépendante de z on a

0
5? =Dy + 4"

Or puisque la courbure scalaire évolue selon ’équation

ORy)

51 = Do Fow + (Rg)”

(voir le lemme 2.1.1), on peut voir ¢ comme une super-solution de 1’équation
Ou = Au + u? sur M, et Ry(;) comme une sous-solution. Pour appliquer le
principe du maximum (la proposition 2.2.1) a ces équations, on prend ¢(0) =
C. L’hypothése que 0 = Rgyy)|s37 entraine que Ryy < ¢(t,z) au bord de M
pour tout ¢t € [0,T] puisque ¢ est strictement positive, et on suppose aussi
que ¢(z,0) = C > Ry(). Toutes les conditions nécessaires pour appliquer le
principe du maximum sont donc satisfaites, et on obtient que Ry < ¢(¢, 1)

pour tout (¢,z) € M x [0, &].

Avec le méme argument mais en prenant plutdt ¢(0) = —c, on obtient la borne

inférieure pour tout (¢,z) € [0,T] x M. O
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Remarque 2.2.2. En particulier, si la courbure est initialement bornée, elle le
restera pour un certain temps le long d’un flot de Ricci ayant la propriété que
Ry)lam reste nulle. Notons que si I'on pouvait prendre C < 0, les deux bornes

seraient valides pour tout ¢ € [0, T).

La condition ci-dessus sur la décroissance de Ry a I'infini de M le long du flot
est cruciale pour appliquer le principe du maximum. Le réle de la section 2.4
est justement d’assurer qu’avec les bonnes conditions initiales, cette condition
est satisfaite par la courbure et le facteur conforme, ce qui permettra d’utiliser

le principe du maximum.

2.3 Existence pour les temps courts

On rappelle d’abord le résultat original de Shi (Shi, 1989).

Théoréme 2.3.1 (Shi, 1989). Soit (M, go) une variété riemannienne compléte

de dimension arbitraire telle que son tenseur de courbure satisfasse une borne

sup | Rm(go)|g < ko (2.3.1)
reM

pour une constante kg > 0. Alors il existe un T > 0 et une solution g(t) au flot
de Ricci sur M pourt € [0,T] avec condition initiale g(0) = go qui satisfait les
bornes suivantes. Pour chaque k € Ny, il eziste une constante Cy ne dépendant

que de n, k et ko telle que

Ck
sup IVERm(g()50 < & (2.3.2)

pour tout t € [0,T).
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Remarque 2.3.1. Le long du flot donné par ce théoréme, pour tout € > 0 (2.3.2)
donne une borne uniforme sur |V* Rmgy) | pour (¢,z) € [0+ ¢, T] x M pour
chaque k € Ny. Par contre, les bornes (2.3.2) dégénérent en ¢ = 0; il se pourrait
par exemple que la métrique initiale soit telle que |V Rmyg, | soit non borné. La
proposition suivante (Une partie du théoréme 3.29 de (Morgan et Tian, 2007),
qui dit en particulier qu’une borne locale initiale sur les |V* Rm(z, 0)| prés d’un
point p est préservée pour un petit temps prés de ce point) permettra d’établir
que si 'on suppose en plus que |V/ Rmyg, | est borné sur M pour tout 0 <
j <k, le flot du théoréme précédent peut étre pris avec les |V Rm(g(2))|q¢)

uniformément bornés sur tout [0, T).

Théoréme 2.3.2 ((Morgan et Tian, 2007)). Soient des réels K < 0o, a > 0
et un entier | > 0. Pour chaque entier k > 0 et pour chaque r > 0 il eziste une
constante Cy; = Ci (K, a,1r,n) telle que I’énoncé suivant soit satisfait. Soit
(U,9(t), 0 <t < T un flot de Ricci avec T < a/K. Soit p € U et supposons
que la boule B(p,0,r) soit relativement compacte dans U. Supposons que
sup |VRm(t,z)| < K
(t,z)eUX[0,T]
et

sup [V*Rm(z,0)| < K pour chaque entier k < 1.
zeM

Alors pour k <!, y € B(p,0,r/2) ett € [0,T] on a
|V* Rm(y, t)| < Ciy. (2.3.3)

Remarque 2.3.2. Cet énoncé est beaucoup plus précis que ce qui est nécessaire
dans ce travail, particuliérement en ce qui concerne son caractére local. En

effet, dans le contexte des surfaces a bouts asymptotiquement cylindriques, on
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a des bornes initiales sur les |V¥R(z,0)| valides sur toute la variété (avec r
aussi grand que I'on veut). Or comme remarqué au premier paragraphe de la
démonstration de (Morgan et Tian, 2007), si le résultat est valide pour des
boules de rayon r > 0, alors il I'est aussi (avec les mémes constantes) pour
les boules de rayon r' > 2r. Autrement dit, pour K, a et n fixés, Ci (r) peut
étre prise décroissante par rapport  r. Ainsi, avec U = M on peut considérer
la borne (2.3.3) comme valide pour r arbitrairement grand, c’est-a-dire sur
tout M. Dans (Morgan et Tian, 2007), cette remarque prend la forme de leur
corollaire 3.31. En jumelant cette borne globale aux estimations de Shi (2.3.2),

on obtient la proposition suivante.

Proposition 2.3.1. Dans le contexte du théoréme 2.8.1, si l'on suppose en
plus que sup,¢ps |V? Rm(z,0)|y, < ko pour tout 0 < j < I pour un certain
entier | > 0, alors pour chaque 0 < k <1 on a une constante Cy, ne dépendant

que de n, k,l et ko telle que

Ck
V*Rm(t, z) %, < —— 2.3.4
fggl (t, 2)|oe < T+ OF (2.3.4)

pour tout t € [0,T). En particulier, |V* Rm(t, z)|y) est uniformément borné
sur [0,T] pour tout 0 < k < L.

Puisqu’une surface (M, go) & bouts asymptotiquement cylindriques est com-
pléte et a les dérivées covariantes de la courbure bornées (voir le lemme 2.4.1),
cette discussion s’applique et on est assuré d’avoir l’existence d’une solution
au flot de Ricci pour un petit intervalle de temps avec les dérivées covariantes

de la courbure uniformément bornées sur [0, 7.
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Le corollaire suivant montre comment les estimations ci-dessus permettent de

contrdler la métrique.

Corollaire 2.3.1. Soit (M, go) une surface compléte et | > 0 un entier tel que
sup,e |V¥R(z,0)| < K pour une certaine constante K, pour tout 0 < k <.
Soit g(t) = e“®go, 0 < t < T une solution au flot de Ricci préservant la classe
conforme donnée par le théoréme 2.8.1. Alors il existe des constantes Cy, > 0,

0 < k < ne dépendant que de n,k,l et K telles que
sup |V¥w(ts) — VEw(t))| < Cilty — ti] (2.3.5)

pour tous 0 < t1,to < T. En particulier, en prenantt, = 0 et k = 0, on obtient
que les métriques g(t) sont uniformément équivalentes le long du flot, ou plus

précisément que

e Cotgy < g(t) < etgy  pour tout t € [0,T). (2.3.6)

Démonstration. Pour le cas k = 0, on utilise simplemement le fait que Jw(t) =
—Ry(t) et que |R(t, )| est uniformément borné par une constante Cq > 0 le
long du flot par le théoréme de Shi. On obtient donc que
t2
lwi(ts) — w(ty)] < /t 18,50(s)|ds < Colta — t1].
En fait, par le lemme 2.1.3, pour chaque k£ > 0 il y a des constantes C,,, > 0
telles que

Iatvkw(t)lg(t) < Z Cou| VR g | V¥ wlg) (2.3.7)

ptv=k

pour tout ¢t € [0,T]. Par récurrence, on suppose maintenant que (2.3.5) est

satisfaite pour 0 < j < k — 1. On utilise alors les bornes sur les termes
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|V#R|4(:y données par la proposition 2.3.1 et I’hypothése de récurrence sur les

termes |V*w| en intégrant (2.3.7) pour obtenir

t2
IVEw(ts) — VE(t)] < / 18, VEw(s)|ds < Chltz — t].

t;

2.4 Comportement asymptotique d’une solution

En procédant comme dans (Albin et al., 2013), on montre maintenant que
le comportement asymptotique que I’on impose a la métrique d’une surface a

bouts asymptotiquement cylindriques est préservé le long du flot de Ricci.

Notons que les conditions de décroissance pour le facteur conforme entrainent

que la courbure décroit aussi. C’est le contenu du lemme suivant.

Lemme 2.4.1. Soit (M, go) une surface a bouts cylindriques au sens de la

définition (2.0.1). Alors la courbure scalaire de go satisfait Ry, € Cf5(M).

Démonstration. Puisque go = e ¥'gy,; prés des bords, la courbure scalaire
y est donnée par Ry ey = —e ¥ Aqupi. Mais ¢; — ¢; € p°CF2(CY) donc
w; = p’h + ¢; pour une fonction h € C¥*2. On a donc

A = PPAgih + A ip° + (V% V) (2.4.1)

Mais (Vp°, Vh) = §p°p8,h et (00,)%p° = §2p°. Donc A, p; est dans CF(CY)
puisque h € C¥*2. Puisque ¥ est bornée sur M, on a Ryo|ce) = —e™ % Agup; =

p*h pour h € CE(C®) et donc R, € p’CE(M). O
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On peut maintenant démontrer le premier résultat portant sur le comporte-
ment asymptotique d’une solution initialement asymptotiquement cylindrique.
Ce qui nous intéresse vraiment est la décroissance du facteur conforme mais
puisque la courbure apparait dans I’équation d’évolution des dérivées cova-

riantes de w, on démontre d’abord le résultat pour la courbure et ses dérivées.

Proposition 2.4.1. Soit w(t) une solution lisse au flot de Ricci (2.1.6) pour
t € [0,T] sur (M, go) une surface & bouts asymptotiquement cylindriques au
sens de la définition (2.0.1). Supposons que w(t) € CF (M) uniformément
pour tout t € [0,T]. Alors

Ry € Cyg (M)

uniformément pour tout t € [0,T).

Démonstration. L’idée de la démonstration est d’utiliser le principe du maxi-
mum pour comparer, & chaque bout, la courbure et ses dérivées avec une
fonction modéle ayant les propriétés asymptotiques désirées. Puisque le taux
de décroissance de w est le méme A chaque bout, on fait la démonstration pour
tous les bouts en méme temps. On notera donc p = p; - - - pm une fonction de
définition globale du bord 0M. La fonction qui sert de modéle est une fonction
v(t,z) qui prés du bord est donnée par v(t,z) = v(t, p) = CeC'*p’*” pour un
poids ¥ > 0 quelconque. Les constantes C' et C) seront déterminées au fil de

I'argument. On introduit aussi la fonction ¥(t, z) := p” Ry().

Notons que comme dans la démonstration du lemme 2.4.1, en écrivant R, =
e (R, — Aguw(t)), on voit que puisque w(t) € CFr%(M) uniformément

pour ¢ € [0,T], on a aussi Ry4) € Cf(M) uniformément pour ¢ € [0,T]. En



63

particulier la courbure et ses k premi¢res dérivées covariantes sont bornées sur

[0,T] x M. On utilisera ce fait dans la suite de la démonstration.

Pour appliquer le principe du maximum, on veut d’abord s’assurer que

|¥(t, z)| < v(t,z) sur [0,T] x M et sur {0} x M. Or puisque I’on a rajouté un
facteur p” & | Ry(y| dans 9 et que la courbure Ry est uniformément bornée par
hypothése, on sait que la restriction 1|sy est identiquement nulle, tout comme
celle de v. On a donc v = ¢ sur [0,T] x M. De plus, puisque Ry(q) € Cf5(M)
par le lemme 2.4.1, on sait que ¥ < C’p‘”" quand ¢ = 0 pour une certaine
constante C’. On peut donc s’assurer que |¢(0,z)] < v(0,z) = Cp’*” en

choisissant C = C".

I1 reste & établir des inégalités différentielles appropriées pour 1 et v. Pour
cela, on calcul I'équation d’évolution que satisfait (¢, z). On rappelle que

R = AR+ R? et que ) = pR donc que R = p~3. On a

oy _ ,9(p™"Y)
at ot
= p"(Dgy(p7%) + R3y) (2.4.2)

= DgyP + (P Bg)p™ )W + 20" (Vp™", Vb) gty + Ryey¥-

Donc 1 évolue selon 1’équation

%t'lﬁ =Dgy¥ +Vxy¥ + fo (2.4.3)

ol X(t) est le champ de vecteurs 2p*Vp™ et f(t,z) = p*(Dgu)p™") + Ry
Notons que les coefficients de X sont uniformément bornés sur [0,7] x M et

qu’en fait

(1/2)Vxv = p*(Vp™, V) = —p"v(§ + v)p " Ce"* g, = v(6 + 1) gsav
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ol grr = ¢(0;,d;) est uniformément bornée par hypothése, car on suppose
que w(t) € CF**(M). Autrement dit, on peut écrire Vxv = Bv pour B €
CF*?(M). Un calcul similaire montre que f € C¥(M) et que Ay;v = Av pour
A€ CFHE(M).

En prenant une constante C; > sup |A| +sup |B|+sup | f|, on obtient donc les

inégalités différentielles

0
a—: =Cyv > Ay + Vv + fv (2.4.4)

et
O(-v)
ot
Puisque I’on s’est déja assuré que || < v sur tout [0,T] x M et sur {0} x M,

=-Ciw< Ag(t)(—U) + Vx(—v)+ f(—v). (2.4.5)

on peut maintenant comparer ces inégalités avec (2.4.3) et utiliser le principe

du maximum, c’est-a-dire la proposition 2.2.1, pour conclure que
_U(ta I) S 1,[)(t,$) < U(t, .'L‘)

sur tout [0,7] x M, donc que |Ryw)| < CeC'tp’. En effet, la fonction y(t, ) a
la régularité nécessaire a ’application du principe du maximum et la fonction
F(t,z,u(t,z)) = f(¢,z)u(t, ) apparaissant dans (2.4.4) et (2.4.5) est unifor-
mément Lipschitz en sa troisiéme variable puisque f(¢,z) est uniformément

bornée.

On a ainsi terminé la premiére étape de la démonstration, c’est-a-dire que
R4ty € Cps(M) uniformément en t. En vue de la caractérisation du lemme 1.4.1
des espaces a poids Cf;, il suffit maintenant de voir que |V'Ry| € C25(M)
pour 0 <! < k—2. On procédera de fagon similaire, en comparant p*|V!Ry)|

avec v pour obtenir I'inégalité |V!R | < CeC1tpd sur [0,T) x M.
g 9(t) p
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Pour 0 <! < k—2et v >0, on pose donc ®(t, ) := p*|V'Ry|? pour v >0
et on suppose par récurrence que |V? Ryp)| < ija pour chaque 0 < 5 <[ -1.
On considére cette fois v(t,z) donné prés du bord par v(t,z) = CeCrtp?+v,
Alors, comme ci-dessus, on a ®|an = v|ap = 0 pour tout t € [0, 7] et puisque
|V!Rg,| < Cp® pour une certaine constante C' > 0 par le lemme 2.4.1, on peut
encore choisir v(t,z) de sorte que |®(0,z)| < v(0,z) pour tout z € M. Il ne
reste donc qu’a établir les inégalités différentielles pour pouvoir appliquer le

principe du maximum.
Par la proposition 2.1.2, |V!Ry) |? satisfait

%IV’RP = Ayp|V'RI* - 2[V*RP+ )~ VIRxVIRx V'R
ij=I
<Ay V'R + Go|V'RP+C; )~ |V'R||V/R||V'R]

i+j=l
1<i j<i-1

(2.4.6)

pour des constantes Cp, C; > 0. Notons que 'on a utilisé le fait que Ry
est uniformément borné pour la constante Cy. En procédant comme ci-dessus,
on peut donc écrire une inégalité différentielle pour ’équation d’évolution de
®(t, ) de la forme

0% < Ay®+Vx®+ fO+h (2.4.7)

57 S QP+ Vx®+ fO+ 4
ou X = —2p"Vp™, f=p"Ap™ + Cy et

h(t,z) = Cop* Y |V'R|[V'R||V'R].

i+j=I
1<i,j<i—1

De plus, on a donc encore que Agyyv = Av pour A € C,’,‘+2(M), que Xv = Bv
pour B € CF*2(M) et que f € CF(M). Pour ce qui est de h, comme seul des
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dérivées covariantes d’ordre inférieur ou égale a [ apparaissent dans la somme,
Phypothése de récurrence et le fait que |V'Ry(| est uniformément bornée par
le lemme 2.4.1 entrainent que h € p?***C?(M) de sorte que |h(t, z)| < Dp*+¥
pour une constante D > 0. On peut donc encore une fois supposer que v > h
sur tout [0,T] x M puisque l'on a pris v = Ce®**p®*" prés du bord. Quitte a
prendre C) assez grand, c’est-a-dire tel que C; > sup |A|+sup |B|+sup |f]|+1,

on obtient donc
ov _

5 Civ > Ag(t)v +Vxv+ fv+v

(2.4.8)
> Ag(t)v +Vxv+ fv+h.

On peut donc finalement comparer (2.4.8) avec (2.4.7) via le principe du maxi-
mum. En effet, on a pris soin de prendre [ < k — 2 de sorte que ® € C?*(M) et

la fonction

F(t,z,u(t,z)) = f(t,z)u(t,z) + h(t,z)

apparaissant dans les inégalités (2.4.8) et (2.4.7) est bien uniformément Lip-
schitz en sa derniére variable, puisque f est uniformément bornée. On conclut
donc, comme dans le cas I = 0, que ®(¢,z) < v(t,z), donc que |V'Ryy)| <
Certp® et qu'ainsi VIR € p°CP(M). Ceci boucle la récurrence et montre
que P'on a bien [V'Ryy)| € p°CP(M) pour tout 0 < I < k — 2, de sorte que
R € pPPCF~2(M), tel que voulu. O

Proposition 2.4.2. Soit w(t) une solution lisse au flot de Ricci (2.1.6) pour
t € [0,T] sur (M, go) une surface a bouts asymptotiquement cylindriques au
sens de la définition (2.0.1). Supposons que w(t) € CF*2(M) uniformément
pour tout t € (0, T), avec k > 2. Alors

w(t,z) € C,'f,;z(M)
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uniformément pour tout t € [0,T).

Démonstration. La démonstration est trés similaire A celle de la proposition
2.4.1. On utilisera encore une fonction de définition p pour tout le bord de M et

une fonction v € C*([0, T] x M) donnée prés du bord par v(t, z) = CeCrtpity,

Considérons 9(t,z) = p“w(t,z). Pour appliquer le principe du maximum
comme A la proposition 2.4.1, il faut s’assurer que |¢| < v sur [0,T] x M
et sur {0} x M. Or 9(t,z) = v(t,z) =0 sur [0,7] x M grace au facteur p” et
puisque w(0, z) = 0, il est immédiat que |w(0, z)| < v(0,z) pour tout z € M. 1l

suffit donc d’établir des inégalités différentielles adéquates. On procéde comme

a la proposition 2.4.1. Puisque Oyw = —e™“(Rgy — Agow), On a
o _ oY)
ot ot

= —pe™(Rgy — Dy (p™"9))
= Agy¥ + (0" Dgyp "0 + 20" g(t)(Vp ™", Vop) — p’e™Ry,.

On a donc

% =By +Vx¥+ fio+h (2.4.9)

ou X =2p"Vp™, f = p"Agyp™" et h = —p’e™“Ry,. Puisque w(t) est unifor-
mément borné, on peut écrire Agpyv = Av pour A € C,',°+2(M ), Vxv = Bv
pour B € Cf**(M) et on a f € CF**(M). De plus, puisque R,, € pC(M),
on a h(t,z) € p’+t*C¥(M) uniformément de sorte que ’on puisse supposer que
v(t,z) > |h(t,z)| pour tout (t,z) € [0,T] x M. Ainsi, en choississant C, assez
grand, on obtient

% =Cw 2> Aypyv+Vxv+ fuo+h (2.4.10)
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et
8(-v)
ot

On peut donc comparer (2.4.10) et (2.4.11) avec (2.4.9) via le principe du

= —C1v < Agpy(—v) + Vx(—v) + f(—v) + h. (2.4.11)

maximum pour conclure que —v < ¥ < v, donc que |w(t,z)| < Ce®p’ sur

tout [0,T] x M.

Jusqu’a maintenant, la démonstration est pratiquement identique a celle de la
proposition 2.4.1. Toutefois, puisque la courbure Ry apparait dans I’équation
d’évolution des dérivées covariantes de w, on utilisera cette derniére proposition

dans la suite.

11 reste & voir que [V'w| € CQs(M) pour 0 < I <k —2. Pour 0 <1< k—2
et v > 0, on pose donc ®(t,z) := p’|Viw(t, z)|2 pour v > 0 et on suppose par
récurrence que |V7w(t,z)|? < C;p* pour chaque 0 < j < ! — 1. On considére
aussi v(t,z) donné prés du bord par v(t,z) = CeC1tp?+¥. Alors, comme ci-
dessus, on a ®|goy = v|am = 0 pour tout t € (0,7 et |®(0,z)| < v(0, z) pour
tout £ € M. Il ne reste donc qu’a établir les inégalités différentielles pour

pouvoir appliquer le principe du maximum.

Par la proposition 2.1.2, |V'w|? satisfait I’équation d’évolution

8
EEIV’wl2 = Dy | V'w|? - 2|V wf?
+2(VH(—e ™ Ry,), Viw) + D V' Ry * Viw x Viw

i+g=l

< Ayl Vw|? + Co| Ry, || V'iw|* + Ch| Ryry || V'w)|?
+C Y VPR, ||[VIW||[Viw| + C" ) [V Ry || VP w||Viw]

p+q=l itj=1
q<i-1 Jj<i-1

(2.4.12)
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ou Cy, Cy, C, C’ sont des constantes positives. Notons que I’on utilise le fait
que les |V*Ry()| sont uniformément bornés pour les termes avec les constantes
Co, C. On obtient donc une inégalité différentielle pour la dérivée en temps

de ®(t,z) de la forme

aa—f <AD+Vxd+ fO+h (2.4.13)

oi X = —2p"Vp™ et f = —p"Ap™ + Co|Ryy| + Cp| Ry(s)| et ot

ht,2) = Cp* 3 (VPR V%] Vieo| + C'p* 3 [V Ry | Vo] [V,

ptg=l i+j=l
q<i-1 j<i-1

On a donc encore que Ayyv = Av pour A € C,f”(M), que Xv = Bv pour
B € Cf**(M) et que f € CF(M). Pour ce qui est de h, puisque les |Viw|
pour 0 < j < k+ 2 sont uniformément bornés par hypotheése, que les |V*Ry)|
pour 0 < i < k — 2 sont dans p’CF~?7*(M) uniformément par la proposition
2.4.1 et puisque I'on suppose par récurrence que |Viw| < ij5 pour certaines
constantes C; si 0 < j <1 —1, on a en fait h € p***C2(M). On peut donc
encore une fois choisir v(t,z) de sorte que v > h sur [0,7] x M. En prenant
C) assez grand, c’est-a-dire tel que C; > sup|A| + sup|B| + sup|f| + 1, on
obtient alors

% >Av+Vxv+ fo+ h (2.4.14)

On peut donc finalement comparer (2.4.14) avec (2.4.13) via le principe du
maximum. On conclut donc que ®(¢,z) < v(t,z), donc que |Vw(t,z)| <
Cie€itp®, ce qui boucle la récurrence. On a donc montré que |Viw| € p’Co(C)
pour tout 0 < I < k — 2 et ce uniformément, de sorte que w € p°CH(C)

uniformément tel que voulu. O
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Remarque 2.4.1. A la place de démontrer le résultat pour la courbure en pre-
mier, on aurait pu directement démontrer la derniére proposition, mais avec
un moins bon taux de décroissance pour les dérivées de w. En effet, si on
utilise seulement le fait que les facteurs |V*Ryy)| apparaissant dans la fonc-
tion h de (2.4.14) sont uniformément bornés, on obtient tout de méme que
h € p***CP(C). En prenant v = Ce®'tp’+¥ 4 la place de Ce€1p?*+¥, on obtient

82" On peut donc obtenir la décrois-

alors par récurrence que |Vw| < Cetp
sance des dérivées de w sans utiliser celle des dérivées de la courbure, mais le

taux de décroissance se détériore plus on considére des dérivées d’ordre élevé.

2.5 Unicité d’une solution

Dans cette section, on montre par un argument simple basé sur le principe du
maximum que les conditions de décroissance au bord que 1’on impose pour une
surface 4 bouts asymptotiquement cylindriques sont assez fortes pour assurer
I'unicité d’une solution au flot de Ricci de la forme g(t) = e*® gy, c’est-a-dire

une solution donnée par ’évolution d'un facteur conforme.

Théoréme 2.5.1. Soit (M, go) une surface ¢ bouts asymptotiquement cylin-
driques et soient deuz solutions lisses au flot de Ricci pour t € [0,T) de la forme
gi(t) = Mgy et go(t) = et gy avec conditions initiales g,(0) = g2(0) = go.
Supposons que pour i = 1,2 on ait wi(t) € CZ‘”(M ) uniformément en t, avec

k > 2. Alors en fait g;(t) = go(t) pour tout t € [0,T}.

Démonstration. Par la proposition 2.4.2, on a w;(t) € p‘sCf_2( M) uniformé-
. ment en ¢ le long du flot pour ¢ = 1,2. En particulier, w; et w, sont égales sur

[0, T} x 8M (elles s’y annulent toutes les deux). Puisqu’en plus w;(0) = wy(0),
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on est dans une situation ou on peut utiliser le principe du maximum.

Considérons donc v = w; —wy. On a v = 0 sur [0,T] x OM et sur {0} x M.

De plus, puisque G,w; = —e ™ (Rg, — Agowi), On a

ov

yri Ag ywr — € “"Rgy — e “*(Agwa — Ry,)

= Ag )V + Dy, (pywa — 7" Ry, — €7*(Agowz — Ry,)

= Ag, i)V + €™ (Agowa — Rgy) — €7**(Agwa — Ry,).

Donc avec Cy > |Agwa — Ry, on obtient

0

6—: <Ay v+ Cole™ —e™ (2.5.1)
et

ov o oy

E 2 Agl(t)v - Cole —€ | (252)

Mais il est facile de voir avec le théoréme des valeurs intermédiaires que la
fonction £ — e~ pour £ > 0 est Lipschitz de constante de Lipschitz 1. On

a donc [ — e™“2| < |w; — wsq| de sorte que (2.5.1) et (2.5.2) deviennent

respectivement

% < Ay v + Colv| (2.5.3)
et

% > Ag v — Golv|. (2.5.4)

On peut maintenant appliquer le principe du maximum a (2.5.3) et (2.5.4) pour
comparer v avec la solution triviale ¢ = 0 a Péquation 9, = Ay ;)¢ = Coly].
En effet, la fonction v est de classe C? et F(t,z,v(t,z)) := £Colv(t, )| est

uniformément Lipschitz en sa troisiéme variable. Alors (2.5.3) entraine que sur
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tout [0,T] x M, on a v < 0 c’est-a-dire w; < w, tandis que (2.5.4) entraine

que w; > wy. On conclut que w; = w, sur tout [0,T) x M tel que voulu. [



CHAPITRE III

EXISTENCE ET CONVERGENCE DU FLOT DE RICCI SUR UNE
SURFACE A BOUTS CYLINDRIQUES DE CARACTERISTIQUE
D’EULER NULLE

Dans ce chapitre, on spécifie la discussion au cas du cylindre ; la seule surface
orientable & bouts cylindriques de caractéristique d’Euler nulle, & homéomor-
phisme prés. En effet, une telle surface M est de la forme M\ {p,, ..., px} pour
une certaine surface orientable close M et alors x(M) = x(M) — k. Pour avoir
x(M) = 0 avec k > 1, on doit donc nécessairement avoir M = S% et k = 2. On
notera le cylindre C = (R x S') et le cylindre compactifié C := [—o0, 0o x S.
On considérera une métrique gy sur C telle que (C, g) soit une variété a deux
bouts cylindriques au sens de la définition 2.0.1. On suppose donc que chacun
des deux bouts admet une fonction de définition p; (pour ¢ = 1,2) et un voisi-
nage tubulaire ; respectivement C(!) := (—00,0) x S et C? := (0, +00) x S,

de sorte que la métrique y soit donnée par

2
e (d’;‘ + d62) (3.0.1)

1

pour ¢; € C®(CY) telle que p;—¢; € Cf12(C) pour des constantes ¢; € R, § >

0 et k£ > 2 comme dans la définition 2.0.1. Sur C, on utilisera des coordonnées
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z,0) telles que p, = e~ sur C? et p; = e sur CV.
p p

Pour une telle métrique, on peut suivre (Ji et al, 2009) et mettre & pro-
fit analyse développée a la section 1.5. En particulier, elle nous permettra
d’écrire une solution au flot de Ricci comme une déformation conforme d’une
métrique euclidienne, a difféomorphisme prés. Cela simplifiera les équations
d’évolution, nous permettant ainsi d’obtenir I’existence pour les temps longs

et la convergence du flot.

3.1 Théoréme de Gauss-Bonnet pour les surfaces 4 bouts asymptotique-
ment cylindriques

Dans cette section, on montre comment obtenir un théoréme de Gauss-Bonnet
sur une surface a bouts asymptotiquement cylindriques (M, g). L’idée est d’ap-
pliquer le théoréme de Gauss-Bonnet classique sur une suite (K;) de compacts
qui exhaustent M. Sur chacun des K;, l'intégrale de Gauss-Bonnet contient
un terme de bord et la décroissance de la courbure au bord de M fera en sorte

que ce terme de bord tende vers 0 quand ¢ — oo.

On rappelle d’abord le théoréme de Gauss-Bonnet classique qui permet d’ex-
primer la caractéristique d’Euler d’une surface compacte orientée comme !'in-
tégrale de quantités purement locales. Pour une démonstration du théoréme,
le lecteur peut par exemple consulter (Lee, 1997). Pour une courbe lisse 7 :
[a,b] > M, on note N(t) le champ de vecteurs normal unitaire le long de
¥ déﬁx@ de sorte que (¥(t), N(t)) forme une base orthonormée d’orientation

positive de T.,;) M pour tout t € [a,b]. La courbure géodésique de ~ est alors
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définie par
Ky () := (V¥(2), N (2))-

Par exemple, k,(t) = 0 pour tout ¢ € [a,b] si v est une géodésique.

Théoréme 3.1.1 (Gauss-Bonnet classique). Soit (M, g) une surface rieman-
nienne orientée et Q C M un ouvert relativement compact avec bord OS2
donné par l'union disjointe de m € N courbes lisses v; fermées et sans auto-

intersections. Alors

/ Rdp, +
Q

ot R est la courbure scalaire de g et x(Q2) est la caractéristique d’Euler de Q.

/ Ky (8)ds = 4mx(9), (3.1.1)

i=1

Les courbes vy; sont parcouruent dans le sens compatible avec l'orientation de

.

On utilisera cette forme du théoréme de Gauss-Bonnet pour démontrer le

résultat suivant :

Théoréme 3.1.2. Soit (M, g) une surface & bouts asymptotiqguement cylin-

driques. Alors

/ Rdpg = 4wx(M). (3.1.2)
M

Démonstration. On utilise la structure de surface a bouts cylindriques pour
se donner une bonne suite d’ouverts relativement compacts qui exhaustent
M. Spécifiquement, prés de chaque composante de bord Y; = S! de M, on
a une fonction de définition p; associée & un voisinage tubulaire (0,€),, x S?

telle que ¥; = {p; = 0} C M. On choisit My C M un ouvert relativement



76

compact tel que M \ Mj soit une union de m demi-cylindres difféomorphes &
[0,00) x S!, si M a m bouts. On considére alors des coordonnées (z;,6;) sur
ces demi-cylindres, ot z; = — log p; prés de Y; de sorte que Y; = {z; = oo}. La

suite que l'on considére est alors

M, := Myu 0 ([0, k)= x SY)

i=1
pour tout k¥ € N. On a bien M compact, M; C M1y et U,y = M. Par

construction, on voit que @My est 'union de m cercles {z; = k}. Pour chaque
q

k € N, on peut utiliser le théoréme de Gauss-Bonnet classique et obtenir

/Mk Rdpg + i/ Ky (8)ds = dmx (M) (3.1.3)

i=1 Y Yki
ol 7x; est une paramétrisation quelconque de {z; = k}. Or la métrique étant
a bouts cylindriques, on peut voir que la courbure géodésique k des cercles
{z; = k} tend vers 0 quand k — oco. En effet, pour v(¢) une courbe lisse

quelconque, en coordonnées locales on a

(V) = (F(0) + TSP 7 0) g

Donc puisque

= %gi” (0i9ix + Oxgi; — Oigijx)

et puisque g = e¥gq prés du bord, ou p — ¢; € p’C*(M) pour certaines
constantes ¢; (ici gou = dz? + df?), on voit que les symboles de Christof-
fels F;.k(g) de la métrique g tendent vers ceux de la rﬁétrique geyi- En fait,
T (9) — Th(geyt) € P°CEP(M). Mais Ty (geyt) = 0 puisque (geyr)ij = 9 dans

les coordonnées (z,6). Ainsi, en paramétrant le i-éme bout {z; = k} de M;
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par Tki(t) = (k,t) dans les coordonnées (z;,6;) pour t € [0,27], on trouve bien
que Vi, Y — 0 quand k — oo, correspondant au fait que les cercles de O M

sont paramétrisés par des géodésiques de la métrique gcy.

Rappelons que pour une métrique asymptotiquement cylindrique, on a R €
p’C(M) (voir le lemme 2.4.1), donc |R| < Ce™%% pour chaque z; = — log p;.
Donc sur les bouts cylindriques, on obtient [ Rdu, = [ Re¥dzdf < oo. On
peut donc prendre la limite quand ¥ — oo du premier terme dans (3.1.3).
Puisque celle du deuxiéme terme tend vers O et que les M, sont tous homéo-

morphes & M, on trouve

/ Ry, = lim 4wy (M;) = 4nx(M)
M k—o0
tel que voulu. O

Remarque 3.1.1. Le théoréme de Gauss-Bonnet pour les surfaces & bouts cy-
lindriques est un cas particulier du théoréme d’indice d’Atiyah-Patodi-Singer.
Ce théoréme est une généralisation du théoréme d’indice d’ Atiyah-Singer pour
des variétés a4 bord. Il s’agit d’un résultat trés général permettant de relier
I'indice d’un opérateur différentiel & certains invariants topologiques définient

par le symbole de cet opérateur.

Dans le cas ou la dimension de la variété a bouts asymptotiquement cylindrique
est 2 et ou 'opérateur en question est d + d*, le théoréme d’Atiyah-Patodi-
Singer se réduit & ’équation

/ PF(R) = 2mx(M) (3.1.4)
ou x(M) est la caractéristique d’Euler de M et ou Pf(R) est le Pfaffien de

la forme de courbure associée & la métrique de g (voir par exemple le lemme
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(9.2) dans (Melrose, 1993), ou le facteur 27 est absent). On rappelle que pour
une matrice 2x2 anti-symétrique
0 a
a=(55)
son Pfaffien est simplement donné par Pf(A) = a. Ainsi, en utilisant la des-
cription (1.1.19) pour la forme de courbure d’une surface (M, g) et le fait que la

courbure de Gauss et la courbure scalaire sont reliées par K = 2R, ’équation

(3.1.4) se réduit bel et bien &

/Pf(R) =/§dvolg = 2mx(M), (3.1.5)

ce qui est notre théoréme (3.1.2).

3.2 Existence d’un potentiel pour la courbure scalaire d’une surface a bouts
cylindriques de caractéristique d’Euler nulle

Dans cette section, on met & profit les résultats de la section 1.5 pour résoudre
une certaine équation, qui sera la clé de ’argument d’existence pour les temps

longs et de convergence.

Lemme 3.2.1. Soit (C,g) le cylindre muni d’une métrique compléte asymp-
totiquement cylindrique. Si § > 0, alors ker(Ay,8), c’est-d-dire le noyau de

Vopérateur Ay : HE 5(C) — Li5(C), est Uespace trivial {0}.

Démonstration. Soit v € ker(A,4). Par la régularité elliptique, v € HZ; N
C®. De plus, puisque v décroit rapidement aux bouts, on pourra intégrer
par parties. En effet, pour chaque partie compacte C, := [—k, k] x S, une

intégration par parties donne

v

/(Agv)vdpg=/ g(Vv,Vv)dngr/ v=—dS (3.2.1)
Ck C ac, OV
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ot v est le champ de vecteur normal au bord de C; pointant vers I’extérieur.
Mais comme v € HZ;(M), v et 8,v tendent vers 0 quand k¥ — oo, donc
en prenant la limite k — oo le dernier terme de (3.2.1) disparait. Si v €
ker(A, §), on obtient donc ||Vv||L2 = 0 donc v est constante. Mais comme la
seule constante ayant la décroissance nécessaire pour étre dans Hﬁd(C ) est la

fonction nulle, il suit de cet argument que ker(A, §) = {0} tel que voulu. O

La démonstration de la principale proposition de cette section repose sur le

lemme suivant.

Lemme 3.2.2. Soit (C, g) le cylindre muni d’une métrique compléte asymp-

totiquement cylindrique et considérons l’espace vectoriel

2
€ ={D>_ xi(a;logp; + B;) | @;, B; € R}

j=1
o x; € C®(M) est telle que x; = 1 sur {0 < p; < 1/4} et x; = 0 sur
{p; = 1/2}. Alors Uopérateur

A E® HE(M,g) — HEy(M, g)
(3.2.2)
(vyu) — A(v+u)

pour & > 0 assez petit est surjectif et a un noyau K de dimension dim K = 2.

Démonstration. On suppose sans perdre de généralité que le poids 6 > 0
de la métrique asymptotiquement cylindrique est plus petit que le premier
poids critique positif \/Wac) € pc(A,). Notons que {0} = ker(A,d) =
coker(A, —0) entraine que A : Hf*? — HE_; est surjectif. Ainsisi R € Hf; C

H,f,_d, il existe 4 € H,’,if% tel que A4 = R. Mais en exprimant % = ZJ. ujet R=
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3 ; Bj selon leur décomposition en fonctions propres pour Aay, on obtient que
prés du bord, pour une certaine constante C > 0 on a (—8% + \;)u; = CR,;
avec R; — 0 quand p — 0. Donc prés des deux composantes du bord, on a

aje\/"_jz + bje"\/"_jz, sij>0

Uj ~rooo ..

az + B, sij=0
(ou z = —log p) pour a;, b; des fonctions propres de Agps pour la valeur propre
Aj et a,B € R. Ainsi, puisque @ € H,f:% avec d > 0 plus petit que le premier

poids critique, on doit avoir b; = 0 pour j > 0 et donc
2
= in(ai logpi + B:) +u
i=1
avec u € H,f,}z et a4, B; € R. Ceci démontre la surjectivité de (3.2.2).

Pour voir que dim K = 2, on identifie K avec ker(A, —4) et on utilise la formule
de lindice relatif. D’abord, puisque £ @ H,ia” - H,f,f%, on doit avoir que
K C ker(A, —6). Réciproquement, si v € ker(A, —4), avec la décomposition
en fonctions propres v = 3. v; comme ci-dessus et le fait que v € p=°H;*?,
on trouve que prés de chaque composante du bord,
v.={a]~p\/)‘_j sij>0
alogp+pB sij=0.
Ainsi, prés du bord on a v = Y2 xi(e;log i + B;) + v/ pour v/ € pP HE*?
et des constantes o4, 3; € R. Ceci montre que ker(A, —4) C K d’ou I'égalité.
Finalement, il reste & voir que dimker(A,—¢) = 2. Dans la section 1.5, on
notait £ par F(A,,0), et que cet espace est de dimension 4. Or la formule de

I'indice relatif affirme que

ind(A, —6) — ind(4, ) = dim F(A, 0),
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c’est-a-dire, via I'identification coker(A, §) = ker(A, —6), que
dimker(A, —6) — dim ker(A, §) — (dimker(A, é) — dim ker(A, —6)) = 4.

Puisque ker(A, §) = {0}, ceci entraine que dim ker(A, —6) = 2, tel que voulu.
a

Proposition 3.2.1. Soit (C,g) le cylindre. Alors il existe un &y > 0 assez
petit tel que pour 6 € (0,0o), si g est une métrique compléte asymptotiquement
cylindrique avec ; — ¢; € Cﬁz(C(")) dans (3.0.1), alors il existe une fonction

f satisfaisant

2
Agf =Ry, (f=D a)€ HE(C)NC™(C), sup [Vflee <o  (3.2.3)

i=1
ot a; € C®(C) est supportée sur le i-iéme bout et est constante prés du bord.

On appelle une telle fonction f un potentiel de la courbure.

Démonstration. On veut résoudre I’équation Af = R en sachant que R €
p’HE(C) pour un certain § > 0 assez petit. On prend &, le premier poids
critique positif /A1 (Aac) € pc(A,) et on montre quavec § € (0, &), on peut
résoudre (3.2.3).

Par le lemme 3.2.2, on peut trouver des constantes a;,5; € R pour j = 1,2 et
v € HEF2(C, g) telles qu'avec u = E?=1 x;j(c;log p; + B;) + v on ait Au = R.
Pour que u satisfasse les conditions de (3.2.3), il faudrait au moins qu’il soit
borné, mais alogp — oo au bord sauf si @ = 0. Si on élimine les termes
logarithmiques de u, toutes les conditions de (3.2.3) seront satisfaites. Pour

ce faire, on trouvera h € ker(A,—6) tel que h — a;log p; — C; € p2Ce(C)
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pour certaines constantes C; € R aux deux composantes du bord. La fonction

w = u — h satisfera alors (3.2.3) avec a; = x;(8; — Ci).

Pour cela, considérons 'application ® : K — R* définie de la facon suivante.
Comme remarqué plusieurs fois ci-dessus, pour k € K = ker(A, —§), il existe
quatre constantes P;,Q; € R (pour j = 1,2) uniquement déterminées telles

que
2
k= xj(Pjlogp; + Q;) + O(p°).
i=1

On pose alors

®(k) = (P1,Q1, P2, Q) € R

Pour trouver un h qui éliminerait les termes logarithmiques de wu, il suffit
donc de montrer qu’il y a un vecteur de la forme (o, Ci, a2, C2) € im @ pour

certains réels C}, Cy. On procéde en deux étapes.

Premiérement, on montre que ® est injective et que im® C R* est un sous-

espace lagrangien par rapport a la forme symplectique

2
W((P,Q) A (P,@)) = PQ;~ P& (3-2.4)
j=1

(ou P = (P, R,), etc... et (P, Q) est vu comme un élément de R*), c’est-a-dire
que w(®(k), ®(k’')) = 0 pour tout k,k' € K. L’injectivité est claire puisque
si ®(k) = ®(k'), c’est que k ~ k' au bord, c’est-a-dire que k — k' € O(p?).
Puisque k, k' € ker A, cela voudrait dire que k — k' € ker(A, §) = {0} donc que
k = K'. Puisque dim K = 2 par le lemme 3.2.2, im ® est donc un sous-espace de

dimension 2 dans R*; la bonne dimension pour étre lagrangien. Pour vérifier
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que W|ime = 0, on utilise la formule de Green

/ (VA — Ay, = / ($0,6 — $O,)dS (3.2.5)
U U

ot v est le champ de vecteur unitaire normal au bord pointant vers I’extérieur,
valide pour ¢, € C?(U) pour U une variété a bord lisse quelconque. Si
k, k' € K avec ®(k) = (P1,Q1, P>, Q2) et ®(K') = (P}, Q}, Py, Q}), c'est-a-dire
que k = E?=1 x;(Pjlog p; + Q;) et de méme pour ', on a

2 2
Ok =7 piOyk =) x;P; +O(p"),

j=1 =1

et de méme pour £’. On a donc

M~

kO,k' — k' 0,k ~ ) (P;logp; +Q;)Pj — (Pjlog p; + Q;)P;

j=1

[
1l

I
e

PiQ; — F;Q;.

1

[
I

On utilise alors la formule de Green sur C,, := [-m,m] x S! pour obtenir
0= / (EAK' — K Ak)dy, =/ (k0K — K'9,k)dS
Cm OCrm

et en faisant tendre m — oo, on obtient donc
2
0=">"PQ; — P;Q; = w(®(k) A B(K))
=1

tel que voulu.

La deuxiéme étape de la démonstration est d’utiliser cette restriction algé-
brique imposée 4 ¢ pour voir qu’on peut trouver un (o, C,a2,C;) € im®

pour certains C,C> € R. En fait, on montre que im ® est la somme directe
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de la droite engendrée par (0, 1,0,1) et d’une droite D = {(a, C},b,C5) € R* |
a + b = 0}. Voyons d’abord comment cela nous permettra de conclure. D’une

part, la formule de Green (3.2.5) avec ¢ = 1 et ¢ = u donne que

lim Audp = 27(a; + a2).

m—>00 ¢
m

Mais d’autre part, le théoréme de Gauss-Bonnet (théoréme 3.1.2) dit que

0=/Rd,u=/Aud,u.
¢ c

On a donc qu’en fait a; + as = 0, donc que (a, Cy, az,C2) € D C im ® par la

caractérisation de im ® ci-dessus.

Il suffit donc, pour conclure la démonstration, de démontrer que im® =
R(0,1,0,1) @ D. D’abord, puisque la fonction constante 1 est dans K, on
a bien que ®(1) = (0,1,0,1) € im®. On se donne alors un complément L de
K de sorte que K = R.1® L. Notons D = ®(L) C im ®. Puisque im ® est
lagrangien, pour n’importe quel k € L, si ®(k) = (P, @1, P2, Q2) on a

0 = w(®(k), ®(1)) = (0.Q, — P,.1) + (0.Q2 — P.1) = —(P, + P,).

Donc, puisque ® est injective, D = ®(L) doit &tre une droite de la forme
{(a,C},b,C3) € R* | a + b = 0} pour certaines constantes C;,C, € R tel que

voulu. O

Remarque 3.2.1. La proposition 3.2.1 permet d’uniformiser directement le cy-
lindre muni d’une métrique asymptotiquement .cylindrique avec & € (0,dy).
En effet, si f est solution de I'équation Ay f = R,,, alors avec § = e/go, la

proposition 1.1.3 donne que Rz = e (R, — A, f) = 0. Puisque (C, g) a deux
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bouts, on peut trouver une droite géodésique (paramétrée par longueur d’arc)
donc par le théoréme 1.1.1 de scindement de Cheeger-Gromoll, il existe un
diffeomorphisme ® : C — R x S tel que g = ®*go, ot Jopt = dt? + dg? pour
d6? une métrique sur S! et ¢ le paramétre de longueur d’arc de la droite géo-
désique. Ainsi, une métrique asymptotiquement cylindrique i notre sens est

isométrique & une métrique conformément cylindrique.

Remarque 3.2.2. On peut dire plus sur le difftcomorphisme et le facteur conforme
qui relient la métrique asymptotiquement cylindrique go a la métrique cylin-
drique. Rappellons que gy satisfait go = e¥(dz? + d6?) prés des composantes
du bord, pour p; — ¢; € Cf’6+2(C(")) ol ¢y, P, sont des constantes. De plus, le
potentiel f satisfait f — a; € Hf’a(C(")) pour d’autres constantes a; donc prés

du bord, on a efgy = g = ef*¥i(dx? + df?) avec
f+oi—(¢i+a;) € Hf,‘;(c(i)).

Autrement dit, 4 chaque bout G est asymptotique & la métrique % (dz? +
df?) pour la constante C; = ¢; + a;. Ainsi, la droite géodésique choisie pour
obtenir ¢ doit se rapprocher d’une droite géodésique de e (dz?+d6?) a linfini.
Puisque les seules droites géodésiques paramétrée par longueur d’arc sur (R x
S1,e%(dz? + d6?)) sont les droites de la forme y(t) = (e~%/2t,68,) pour 6,
fixe, et que @ envoie la droite géodésique choisie sur la composante R, on doit
avoir que ® est asymptotique a e Id a chaque bout, pour certaines constantes
Cj. Notons cependant qu’en général, ® n’est pas qu’un multiple de I'identité

puisque la droite géodésique pourrait tourner autour du cylindre loin des bords.

En autant que dans la définition de go, le poids & > 0 soit plus petit que le

premier poids critique de Ag|ap, on pourra donc utiliser ce dernier théoréme
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et les remarques qui le suivent pour réécrire le flot (2.1.6) sous la forme

g(t) = e*Mg, g(0) = go (3.2.6)

pour une métrique plate g (donc isométrique a une métrique de la forme dt? +
d6?) avec u(t) = w(t) — f pour f le potentiel de la courbure de la proposition

3.2.1 et w(t) une solution a (2.1.2). En effet, on a bien
9(0) =@ gy =gy =73
De plus, la courbure est donnée par
—Ry(y = —e™O(Rg — Agu) = Ay,
tandis que
Oyu(t) = Ow(t)
= —e_w(t)(Rgo = Agow(t))
= _e—W(t)+fe_f(Agof — Agw)
= —e™OA(-0)
= Ag(t)u(t).
Donc (3.2.6) donne bien une solution au flot de Ricci. Réciproquement, étant
donné une solution u(t) a (3.2.6), on obtient une solution w(t) = u(t) + f a

(2.1.6). Le fait que la métrique initiale soit plate simplifiera les formules dans

la suite.

3.3 Estimations de Bernstein-Bando-Shi

Si (M, go) est une variété riemannienne de courbure bornée, le théoréme d’exis-

tence de Shi 2.3.1 assure I'existence d’un flot de Ricci débutant avec gy pour
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un certain temps T° > 0. Toutefois, ce temps pourrait étre trés petit et le
théoréme 2.3.1 n’indique pas comment C} dépend de T. En particulier, si Tyay
est le temps maximal tel qu'on peut trouver un flot de Ricci sur [0, Tiax)
et Ty < Ty < -+ /" Thex alors il se pourrait qu’on ait Cy(T;) — +o0o quand
¢ — 00. Dans cette section, en procédant comme dans (Chow et Knopf, 2004) et
en utilisant les résultats de la section 2.4, on montre comment obtenir les esti-
mations du théoréme 2.3.1 dans le cas d’un flot de Ricci g(t) = e“® gy, t € [0, T]
sur un cylindre (C, go) avec une métrique go qui est asymptotiquement cylin-
drique (on a en fait de meilleurs exposants dans les estimations qu’au théoréme
2.3.1) et on montre que les constantes Cj peuvent étre prises indépendantes de
T. Par indépendantes de T, on entend que si g(t) = e“®) g, est une solution sur
[0, T satisfaisant [V*Ry()(z)|? < Ci/(1+1t)* sur [0, T et que §(t) = e®®gy est
une solution sur [0,7"] avec 7" > T mais avec les mémes conditions initiales
@(0) = w(0) = 0, alors on a I'estimation |V*Ry(,)|2 < Ci/(1 + t)* sur [0,77]

avec la méme constante Ci que pour le flot sur [0, 7.

On fixe donc une métrique asymptotiquement cylindrique go sur le cylindre
C =RxSYavecd € (0,d) dans (3.0.1) pour le reste de la section, o1 &, est celui
de la proposition 3.2.1. Commencons par expliciter les équations d’évolutions

qui nous intéresse :

Lemme 3.3.1. Soit w(t, x) une solution au flot de Ricci (2.1.6) pourt € [0, T)
avec T > 0 et u(x,t) la solution correspondante telle que e*g = €“gy comme

dans (3.2.6). Alors sur tout C et pour tout temps t € [0,T], u satisfait

2 ult) = Aygult) (3:3.1)
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0
571 VeI = B Vu(®)* - 2[VVu(t)* (3.3.2)
et en général

5 .
E|Vku(t)]2 = Dy VFu(t)]? — 2/ VF u(t)P + ) VERyq) * VVu(t) x Veu(t)
n+v=k
(3.3.3)
pour chaque k € N. Les ezpressions avec des * sont comme d la proposition
1.1.4 et les normes et dérivées covariantes apparaissant ci-dessus sont prises
par rapport a la métrique g(t). Pour ce qui est de la courbure, on a l’équation
similaire
0
E|V"R(t)|2 = Ay|VER(t) P=2|VFHR(t)P+ D V*Ry)x VY R(t)xV*R(t)
ptv=k

(3.3.4)
pour chaque k € N.

Démonstration. Sauf quand explicitement écrit, on supposera que les objets
dépendant du temps sont évalués au temps ¢ et pour parler des objets au temps

initial, on écrira par exemple Ay plutét que Ay ).

On a déja vérifié (3.3.1) a la suite de (3.2.6). Pour (3.3.2), on remarque d’abord

que pour f une fonction lisse quelconque,
29(AVF,Vf) = A|VS|? —2|VVF (3.3.5)
En effet, en coordonnées locales on voit que
AV = g9VV; (§VifVif)
= g""gMV, (V;VifVif + Vi fV,;Vif)
=2(g(AVL, V) +IVVP).



89

Ainsi, par le lemme 2.1.1, la proposition 1.1.4 et I’équation (3.3.5),

ba—tIVulz = % (g""V,'uVju)
(24 ViuVju + 2g% —a-V-u \
“\ad ) VYU T AT (G Vi) Ve
= R|Vu|? + 29(VAu, Vu)
= 2¢9(AVu, Vu)

= A|Vul? — 2|VVu]?.

Finalement, les équations (3.3.3) et (3.3.4) découlent directement de la propo-

sition 2.1.2 puisque d,u = Au et ;R = AR + R?. O

Les estimations de Berstein-Bando-Shi sont des estimations pour les quantités
dont on a énoncé les équations d’évolution au lemme 3.3.1. Au lemme suivant,
on montre comment obtenir ces estimations avec le principe du maximum dans

les cas les plus faciles.

Lemme 3.3.2. Sur le cylindre (C, go) avec go une métrique asymptotiquement
cylindrique avec § € (0,00), soit w(t,z) une solution au flot de Ricci (2.1.6),
t € [0,T] et w(0) = 0, telle que w(t) € C°(C) uniformément sur [0, T). Soit
u(t,r) la solution correspondante telle que e*g = e“gy comme dans (3.2.6).
Alors il eziste une constante M = M(go) > 0 indépendante de T telle que

sup |u(y,t)] < M. (3.3.6)

(¥.t)ECx[0,T]
De plus, il existe une constante C = C(go) > 0 indépendante de T telle que
pour tout t € [0,T),
C

Vu(y, t)2, < ——. 3.3.7
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Démonstration. Comme

ou
i Agryu(t),

la fonction u(y,t) est une sous-solution de I’équation d’évolution (8/8t)¢ =
Agey¢ sur C x [0,T). Puisque u(t,z) = w(t,z) — f(z) pour f le potentiel de
la courbure qui est borné (voir (3.2.3)), on voit que |u(z,0)| est borné sur
C, disons par M. Or puisque l'on suppose w(t) € C;°(C) uniformément, la
proposition 2.4.2 assure que w(t) € p’C®(C) donc que w(t)|sc = 0 pour tout
t € [0,T). Puisque par (3.2.3) le potentiel f se restreint & des constantes
ai,az sur les composantes du bord on voit que maxeac [u(t,z)| < K := a
ot a = max{|a;|,|az|}. Quitte & prendre M plus grand que K, on peut donc
appliquer le principe du maximum (proposition 2.2.1) et comparer la sous-
solution u(t, z) et la super-solution M (vue comme une fonction constante sur
C x [0,T]). On obtient ainsi que

sup |u(y,t)] < M
Cx[0,T}

pour M = M(go) une constante indépendante de T', ce qui établi (3.3.6).

Pour (3.3.7), on rappelle que par (3.3.1),
0 2 2 2 2
5£|Vu| = A|Vul® - 2|VVu|* < A|Vyl?,

ce qui nous place comme ci-dessus dans une position oii on peut utiliser le
principe du maximum. Puisque sup,; |V f(z)| < oo (voir encore (3.2.3)), la
fonction |Vu(z,0)|2, est aussi bornée (disons par Cp) sur C. Cette fois, la
proposition 2.4.2 qui comme ci-dessus assure que |Vw(t,z)lyq) € p°C(C)

entraine que |Vu(t,z)| = 0 sur dC. On peut donc encore appliquer le principe
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du maximum, et on obtient

sup |Vu(y, t)|§(t) < Gy (3.3.8)
Cx[0,T]
pour une constante Cy = Cp(gp) > 0 indépendante de T. Pour obtenir la

décroissance voulue, I'idée est d’obtenir avec le principe du maximum une

borne sur la fonction ¢|Vu(y, t)|§(t). En utilisant la régle de Leibniz et (3.3.2),

on obtient
% (tIVul®) = tA|Vu]? - 2t|VVuf? + |Vul* < A (¢|Vu]?) + |Vul?. (3.3.9)
De plus, par (3.3.1),
%uz = A(u?) — 2|Vul? (3.3.10)

puisque
A(u?) = 2uAu + 2|Vul%,

En additionnant (3.3.9) et (3.3.10), on obtient 'inégalité
2 (Va7 +4) < A (VU +02).

Comme dans la premiére partie de la démonstration, puisque ¢|Vu|? + u? est

% est borné sur 8C x [0,T] par une constante

borné au temps t = 0, que u
ne dépendant que de gy et que |Vu(t,z)|2 = 0 sur 8C, on peut appliquer le
principe du maximum et obtenir que supe, o7 t|Vu|> + u? < C; pour une

constante Cy = Ci(go) indépendante de T. Ainsi,

Gy

IVuly, ey < 5 (3.3.11)

pour tout (y,t) € C x [0,T]. En combinant (3.3.8) et (3.3.11), on obtient
finalement (3.3.7). O
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On montre maintenant comment obtenir une borne uniforme en T sur la cour-

bure scalaire Ry).

Lemme 3.3.3. Avec H= R+ |Vul?, on a

0
—H = -9 2
BtH AH | M|

ot M est le tenseur M := VVu — (1/2)Rg.

Démonstration. En utilisant le lemme 3.3.1 ainsi que 1’équation d’évolution de

la courbure, on trouve

O,H = ,R+0;|Vu|? = AR+ R? + A|Vu|* - 2|VVu|* = AH + R* - 2|VVu|>.
(3.3.12)
Or en se rappellant que Au = R, on calcule que la norme du tenseur M définit

ci-dessus est donnée par
’ 1
2
= |VVu|? + %R2 — RAu

1 1
|M|* = (VVu — =Rg,VVu — —Rg) = |VVu|* + ZR2|g|2 — (VVu, Rg)

2

1
= |VVul? - §R2.
(3.3.13)
En jumelant (3.3.12) et (3.3.13), on trouve donc
0,H = AH — 2|M|? (3.3.14)
tel qu’annoncé. 0

Corollaire 3.3.1. Soit w(t,z) une solution au flot de Ricci (2.1.6) pourt €
[0,T], w(0) = 0 et w(t) € C°(C) uniformément sur [0,T), avec go une mé-

trique asymptotiquement cylindrique pour & € (0,68). Soit u(t,z) la solution
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correspondante telle que e*g = e“go comme dans (3.2.6). Alors il existe une

constante C = C(go) indépendante de T telle que pour tout t € [0,T], on ait

sup | Ry (y)| < C.
yeC

Démonstration. Supposons que C soit une borne pour |Rg| et |Vu(z,0)|?
sur le cylindre C. Par la proposition 2.4.1, on a Ry € p’Cg°(C) pour tout
t € [0,T], donc Ry = 0 sur OC et comme dans la démonstration du lemme
3.3.2, on a aussi |Vu| = 0 sur C. On peut donc appliquer le principe du
maximum & l'inégalité différentielle ,H < AH, ce qui entraine que H < C
sur tout [0,T] x C. Puisque R < H, ceci donne une borne supérieure sur Ry
indépendante de T. Pour la borne inférieure, on peut appliquer I’argument du

lemme 2.2.2. a

La proposition suivante servira de cas de base dans un argument par récurrence
pour obtenir les estimations voulues, et sa démonstration souligne déja les idées

qui seront utilisées dans 1’argument.

Proposition 3.3.1. Soit w(t,z) une solution au flot de Ricci avec w(0) = 0
et t € [0,T] telle que w(t) € C°(C) uniformément sur [0,T] avec go une
métrique asymptotiquement cylindrique pour § € (0,8). Soit u(t, z) la solution
correspondante telle que e*g = e”go comme dans (3.2.6). Alors il eriste une
constante C = C(go) > 0 indépendante de T telle que pour tout t € [0,T], on

a

sup |[R(¢,z)| + |Vu(t, z)]* < < (3.3.15)
z€eC 1+¢
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Démonstration. En utilisant R? = (Au)? < 2|V2u|? et en se rappellant que

;R = AR+ R? et que 8;|Vu|? = A|Vul? - 2|V2u|?, on obtient

2 (R +2|Vul?) = A (R+2|Vul?) + R? — 4|V?u|?

ot (3.3.16)

< A(R+2|Vul?’) — R%.
En particulier, 8;( R + 2|Vu|?) < A(R+ 2|Vu|?) donc puisque R et |Vu|? sont
bornés sur C au temps t = 0 en plus de s’annuler identiquement sur 6C pour
tout t € [0,T], le principe du maximum nous donne que R + 2|Vu|? < G,
pour tout t € [0,T], od Co = Cp(go) est indépendante de T. On considére
maintenant

F(t,z) = t(R(t,z) + 2|Vu(t, z)|?).
Le but est de montrer que F satisfait I'inégalité différentielle &, F < AF.
Puisque F(y,0) = 0, on pourra alors utiliser le principe du maximum pour
déduire que F(y,t) < C pour tout (y,t) € C x [0,00), ce qui entrainera bien

(3.3.15). Or par (3.3.16) F satisfait
s,

ZF < (R+2|Vul®) +t [A(R+2|Vul?) — R?]

ot (3.3.17)

= AF —tR* + R+ 2|Vul®.
Le but est maintenant de se placer dans une situation ou on peut utiliser le
principe du maximum modifié énoncé a la proposition 2.2.2. On montrera que
quand F est suffisament grand, il satisfait ’équation d’évolution 0,F < AF.

Pour ce faire, on réécrit d’abord (3.3.17) comme

%F < AF + (R+2|Vul?) - %R2 — 2t|Vul* — 2tR|Vul?

t
- §R2 + 2t|Vul*(R + |Vul?)

t
= AF 4+ (R+2|Vuf?) - %(R +2|VuP)? — SR + 2 Vu (R + |Vul?).
(3.3.18)
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Par le lemme 3.3.2, on sait que ¢|Vu|?> < C; sur tout [0,7] x C pour une
certaine constante C; > 0 indépendante de T. Donc si (R + 2|Vu|?) > 0, alors

2t|Vul> (R + |Vul?) < 2t|Vu|*(R + 2|Vul?) < 2C (R + 2|Vul?)

ce qui améliorerait le mauvais terme de (3.3.18). Ainsi, un petit calcul montre
que I'inégalité (3.3.18) entraine qu’a tous les points (y,t) tels que F(y,t) > 0,

on a l'inégalité différentielle

QF < AF — Lp_ltpe + (14 2C1)R + 2(1 + 2C1)|Vul?
ot a2 0 (3.3.19)
< AF — EW - §R2 +(14+2C))R+ ZC‘(I +2C,).

ot l'on a utilisé |Vu|? < C)/t 4 la deuxiéme inégalité. On voit ici pourquoi on
a conservé le bon terme —(t/2) R? depuis le début ; on peut compléter le carré

et obtenir, aux points (y,t) tels que F(y,t) > 0,

%F SAF - %Fz — [(¢/2V2R — (1/2)(1 + 2¢)]
+ %(1 +2C1)* + %Cl(l +CY) (3.3.20)

1
< —_ — 2
_AF+2t(02 F?)

pour Cy = 1+ 12C?% + 8C; qui est donc indépendante de T. Ainsi, a tous les
points (¢,z) € C x [0, T] tels que F(t,z) > C’ := max{0, C3/*}, on a I'inégalité
différentielle

8
—F < . 3.
5 F < OF (3.3.21)

En choisissant une constante C > C’ telle que F(z,0) < C pour tout z €
C, et puisque F(t,z) = 0 sur OC sur tout [0,7T], on peut alors appliquer la
proposition 2.2.2 et conclure que F(t,z) < C pour tout (¢,z) € C x [0,T],
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c’est-a-dire que pour tout t € [0, T,

sup (R(t,z) + |Vu(t,z)|?) < -(tj—
z€eC

Notons que puisque C; et C' ne dépendaient que de go et non de T, il en
est de méme de C. Notons que le lemme 2.2.2 donnait une borne inférieure
—m/(1+mt) < R(t,z) pour tout (¢,z) € C x [0,T] pour m > 0 ne dépendant
que de go. Donc puisque |R| + |Vu|? reste borné sur [0, T] par une constante
indépendante de T (voir le corollaire 3.3.1 et le lemme 3.3.2), on peut conclure
qu'il existe une constante C = C(gp), indépendante de T, telle que pour tout
t € [0,7T] on ait

sup |R(t, )] + [Vu(t, o) < 1,

tel qu’annoncé. |

On peut maintenant énoncer et démontrer le théoréme principal de cette sec-

tion, c’est-a-dire les estimés de Bernstein-Bando-Shi uniformes en T :

Théoréme 3.3.1. Soit (C, go) le cylindre muni d’une métrique asymptotique-
ment cylindrique pour § € (0,8) et g(t) = e“®gy une solution au flot de
Ricci (2.1.6) pour t € [0,T) avec w(0) = 0 et w(t) € C(C) uniformément en
[0,T]. Alors pour chaque k € Ny, il eziste une constantes Cr = Ci(go) > 0

indépendante de T telle que pour tout t € {0,T),

Ck

2

sup |VFR(t, z)|
zel

Démonstration. On peut procéder de maniére analogue i la démonstration de

la proposition 3.3.1 et considérer

F(t,z) := t**3|VER]? + At*+?| V1 R)?
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pour A € R une constante & déterminer.

On voudra voir que 6;,F' < AF +C pour une certaine constante C = C(go) > 0
indépendante de T'. Par (3.3.4), on a

% (tk+3lka|2) < (k + 3)tk+2lka|2
+ 3 |AIVFRE + ) |V*RxV'Rx V*R||.
ptr=k
(3.3.23)
et similairement, on a
% (tk+2lvk-—lR|2) =(k + 2)tk+llvk—1R|2
+ tF*2 [A|V’°-1R|2 — 2|V*RJ? (3.3.24)

+ ) |V*R*V*RxV*IR||.
p+rv=k—1
Notons que I’on a gardé le bon terme —2t*+2|V* R|? dans (3.3.24) mais pas dans
(3.3.23) ; en prenant A assez grand, ce bon terme provenant de (3.3.24) viendra

contrebalancer la présence du mauvais terme (k + 3)t*+2|V*R|? provenant de

(3.3.23).

On remarque que puisque les coefficients de la métrique sont uniformément

bornée sur C x [0, T] par (3.3.6), on peut toujours choisir d’écrire
|V#R * V'R x V¥R| < C|V*R||V”R||V*R]

pour une certaine constante C' > 0 dépendant uniquement de go et des pro-

priétés combinatoires de la combinaison linéaire, qui ne dépendent que de k.
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Procédons donc & la démonstration. Pour se mettre dans une position ou 'on
pourra utiliser I’hypothése de récurrence, on sépare la somme dans (3.3.23) en

écrivant

tk+3 Z IvuR*VuR*VkRI < atk+2|VkR|2(t|R|)+tk+3 Z ]VI‘R*VVR*Vle

ptv=k ptv=k
l‘sVSk—l

(3.3.25)
pour une constante a = a(k,go) > 0 appropriée. On écrit ensuite le membre
de droite de I'inégalité (3.3.25) sous la forme

atk+2]V’°R|2(t|R|) + (tk+2|ka|2)l/2 Z b;;,u [t#+2|V#R|2tu+2|VuR|2] 1/2

ptv=k
pv<k-1

(3.3.26)
pour des constantes b, , = b, ,(go) > 0 appropriées. Pour ce qui est de I'équa-

tion (3.3.24), on écrit simplement

42 3" |V*RxV°Rx V'R

pto=k-1

IA

Z Cp,a[tp+2|VpRl2ta+2lvaR|2tk+l Ivk—1R|2]l/2.
pto=k—1
(3.3.27)

pour c,, des constantes ne dépendant seulement que de k. En jumelant tout

ceci, on obtient

p < AF+t**2|V*R|%(at|R| + (k + 3 — 2)))

ot
+ (t"+2|VkR|2)1/2 Z b“‘u [tu+2|VpR|2tu+2lvuR|2] 1/2
utv=k
py<k-1
+A Z Cp,0 [tp+2|VpR|2ta+2|vaR|2tk+1Ivk—lRlz] 1/2 .

ptro=k—1
(3.3.28)
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L’hypothése de récurrence étant que pour tout 0 < j < k—1 on a des estima-
tions |V R|? < C;/t/*? pour C; = C;(go) des constantes indépendantes de T,
on trouve des constantes C, C; > 0 indépendantes de T telles que

» ”+<Vk=k b [t*Y2|VER2 42| VY R|?] < C,

A f:;a:k_l Cro [tp+2|VpR|2ta+2|VaR|2tk+1Ivk—1R|2] < AC,.

Ainsi, avec X = (t¥*2|V*R|?)!/2| 1a fonction F satisfait I'inégalité différentielle
—%F < AF 4+ X?*(at|R| + (k+ 3 — 2))) + C1 X + ACo.

Puisque le cas de base de la récurrence entraine que t|R| < Cp, on peut choisir
A suffisament grand pour que le coefficient at| R|+ (k+3—2)) soit négatif (c’est
exactement pour ceci que I’on a conservé le terme —2|V*R|? dans (3.3.24)).
On a alors

0

aFgAF-aX"’+ﬂX+7

pour certaines constantes «, 3,7y > 0 indépendantes de T. Puisque —aX? +
BX + ~v est une fonction de X bornée supérieurement, on peut trouver une

constante C = C(go) > 0 indépendante de T telle que

0
—F <
6tF‘AF+C

tel que voulu. Pour déduire (3.3.22), il suffit maintenant d’appliquer le principe
du maximum. En effet, on compare la fonction F(¢, z) avec la fonction ¢(t,z) =
Ct. Puisque F(z,0) = 0 = ¢(z,0) et que F(t,z) = 0 sur 9C x [0,T)] (par la
proposition 2.4.1) tandis que ¢(¢,z) = Ct sur 8C, on peut appliquer le principe
du maximum et conclure que F(¢,z) < ¢(t,z) pour tout ¢t € [0, T]. Donc, par

définition de F', on obtient

tk+3|ka|2 < tk+3|kal2 + /\tk+2|Vk_1R|2 S Ct,
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d’on
t**2VER(t,z)? < C

pour tout (¢,z) € C x [0, T}, pour une constante C = C(go) > 0 indépendante
de T. Encore une fois, puisque |V*R(¢, z)|? reste borné pour un certain temps
(par la proposition 2.3.1, toutes les dérivées de la courbure restent bornées

pour un certain temps), on peut écrire ceci sous la forme (3.3.22). O

On peut maintenant appliquer un argument similaire pour démontrer le résul-

tat analogue pour les dérivées covariantes du facteur conforme :

Théoréme 3.3.2. Soit g(t) = e“® gy, une solution au flot de Ricci (2.1.6)
pour t € [0,T] avec w(0) = 0 et w(t) € C°(C) uniformément sur [0,T), avec
go une métrique asymptotiquement cylindrique pour § € (0,48). Soit u(t,z) la
solution correspondante telle que e*g = e*go comme dans (3.2.6). Alors pour
chaque k € Ny, il eriste une constante Cy = Ci(go) > 0 indépendante de T
telle que pour tout t € [0,T],

Ck
sup [V*u(t, z) 3 < =
z€C t

(3.3.29)

Démonstration. La démonstration est presque identique a celle du théoréme
3.3.1. Tout d’abord, le cas de base et le cas £ = 1 sont inclus dans I’énoncé
du lemme 3.3.2. Pour k& > 2, on considére encore une fois une fonction F' mais

cette fois donnée par
F(t,z) := tF*1|VEu(t, 2)[2 + A5 | VFTu(t, 2)|?

pour un réel A > 0 4 déterminer; il suffira de démontrer que O, F < AF + C

pour une constante C indépendante de T'.
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En procédant exactement comme dans la démonstration du théoréme 3.3.1,

on obtient

%F < AF+t5|VRu>(a't|R| + (k + 1 = 2)))
+ (tklvku|2)l/2 Z bp,,u [tp+2|vp.R|2tu|vuu|2] 1/2
ptv=k (3330)

v<k-1
+A ST e [tPPVPRPEE |V P VR 2]
pto=k—1
pour des constantes a’,b,, et c,, appropriées, ne dépendant que de go. Par
récurrence, pour tout j < k — 1 on a des estimations |Viuf*> < C;/(1 + t)?
et le théoréme 3.3.1 donne |V/R|* < Cj/t*2, avec les constantes C; et C;
indépendantes de T. En posant X = (t*|V*u|)!/2 et en prenant X assez grand,

on obtient donc, comme au théoréme 3.3.1,

%F <AF —aX?+bX +¢ (3.3.31)

pour certaines constantes a,b,c > 0. Ainsi, puisque —aX? + bX + c atteint
son maximum en tant que fonction de X, on obtient 'inégalité différentielle
- 0 F < AF + C pour une constante C avec les propriétés désirées. La suite
de 'argument suit exactement la fin de la démonstration du théoréme 3.3.1.
En effet, les |[V7u|? restent bornés au bord de C pour tout t € [0,T] par la
proposition 2.4.2 (et cette borne ne dépend pas de T') et F(0,z) = 0. Cela
permet d’appliquer le principe du maximum pour obtenir une borne de la

forme |VFu|? < Ci/tF.
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3.4 Existence pour les temps longs

On veut maintenant voir que sur les cylindres considérés dans ce travail, on

peut résoudre le flot de Ricci sur tout l'intervalle [0, co).

Théoréme 3.4.1. Sur un cylindre (C,go) avec go asymptotiguement cylin-
drigue pour § € (0,d¢) ot &y est celui de la proposition 3.2.1. Soit Tyyax le su-
prémum des T > 0 tels qu’il eziste un flot de Ricci de la forme g(t) = e¢“® gy,
t € [0,T) et w(0) = 0, avec w(t) uniformément dans C°(C) sur [0,T]. Alors
Tinax = +00.

Démonstration. On procéde par contradiction. Notons d’abord que par le théo-
réme d’existence pour les temps courts, on sait que Tihax > 0. Supposons que
0 < Thmax < +00. Pour chaques 0 < 11,75 < Tpax, si T) < T3, le théoréme
d’unicité 2.5.1 entraine que si w;(t) est une solution sur [0, T}] et wo(t) en est
une sur [0, T3], alors en fait we(t) = w;(t) sur [0,71]. On peut donc considé-
rer que I'on a une solution w(t) définie sur l'intervalle semi-ouvert [0, Trmax)
qui est uniformément dans Cg°(C) sur [0, T] pour chaque choix de T < Tpax.
On considére la solution u(t,z) = w(t,z) — f comme en (3.2.6), de sorte que

e gy = e¥(!)g. Puisque I’on a démontré les estimations de Berstein-Bando-Shi

Ck
kpl2 <
VERP < oy
et
Cl
[VFul® < ¢

pour des constantes Cy,C;. indépendantes de T', ces estimations restent va-

lides pour la solution définie sur [0, Tmax). On peut donc procéder comme au
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corollaire 2.3.1 et conclure que pour tout 0 < t; < t5 < Tpax, OD A

t2
VEu(ty) — VEu(t)] < / 10,V*u(s)|ds

t (341)
< Cilta =ty
En effet, on a encore que G,u = —Ry() et 'argument du lemme 2.1.3 montre

que
8, VFy = Z VER xVu

p+v=k
v<k—1

tout comme pour 8;V¥w. Or (3.4.1) montre que pour n’importe quelle suite de
temps ¢ < tp < -+ 7 Tax, les fonctions u(t;) forment une suite de Cauchy
dans C*(C) pour la norme C* uniforme et ce pour tout k € Ny. Puisque cet
espace est complet, on obtient une limite u(Tax) (qui ne dépend pas de la
suite de temps par (3.4.1)) telle que u(t) converge vers u(Timax) uniformément

en norme C* quand t 7 Tyax, pour tout k € N.

Pour conclure, il suffit de voir que la métrique e*Tmex)g est une métrique
asymptotiquement cylindrique. On pourra alors appliquer le théoréme d’exis-
tence pour les temps courts (la proposition 2.3.1) pour obtenir un flot w(?)
défini sur [0,Tmax + € pour un certain € > 0O satisfaisant les estimations
de Bernstein-Bando-Shi |[V*R|?> < Ci/(1 + t)k. En particulier, comme dé-
montré au corollaire 2.3.1, ce flot g(t) = e“{)gy avec w = u + f satisfaira
sup,ec [VFw(t, )| < Ck(Tmax + €) donc sera dans C°(C) uniformément en

[0, Thhax + €], contredisant la définition de Ty qy-

Pour voir que e*{T=ex)G est asymptotiquement cylindrique, il suffit de remarquer

que la démonstration de la proposition 2.4.2 entraine qu’en fait

lvkw|2 < Cecltpts.
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Puisque Tiax < 400, on obtient que |V¥w(Tiay, z)| < CeC1Tmexp8 puisque la
convergence w(t) — w(Tyax) €St au moins uniforme dans C?(C), ce qui veut
dire que e¥Tmex)gy est une métrique asymptotiquement cylindrique tel que

voulu. O

On obtient donc le résultat principal d’existence pour le flot de Ricci sur un

cylindre, qui comprend tous les résultats que I’on a obtenu jusqu’a présent.

Théoréme 3.4.2. Sur un cylindre (C,go) avec go asymptotiquement cylin-
drigue pour & € (0,0p), il existe une unique solution au flot de Ricci de la
forme g(t) = e“gy, t € [0,00) avec w(0) = 0 tel que pour tout T > 0, la
solution w(t) est dans p°C°(C) uniformément sur [0,T). De plus, les estima-
tions de Shi sont valides sur tout [0,00). Autrement dit, pour chaque k € Ny
il eziste des constantes Cy, C}, > 0 telles que

Cy

m pour tout t € [0, OO)

IVER(t, )2 <

et

!

C
|VEu(t, z) 2y < =F

p t: pour tout t € [0, 00)

ot u(t, ) est une solution telle que e gy = e*)g comme dans (3.2.6).

3.5 Convergence du flot

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.5.1. Soit (C, go) le cylindre muni d’une métrique compléte asymp-
totiquement cylindrique de la forme €*° gy, pour ge,y = dz? +d6?, avec uo—a €

53(C) pour une certaine constante o € R et § € (0,00), ot le & est celui de la
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proposition 8.2.1. Alors la solution au flot de Ricci g(t) = e*®gq,, u(0) = uo
pour t € [0,00) donnée par le théoréme 3.4.2 converge uniformément dans

toute norme C* quand t — oo vers la métrique plate goo = €%geye.

La proposition suivante n’est en fait pas nécessaire a I’argument, mais montre
comment facilement obtenir un résultat de convergence avec une notion de

convergence plus faible, par exemple comme ce qui est fait dans (Ma, 2013).

Proposition 3.5.1. Sous le flot de Ricci, u(t) converge localement et sous-
séquentiellement vers une constante; c’est-a-dire qu’étant donnée une suite
croissante de temps (t;)icn telle que t; — 00, on peut trouver une sous-suite
(ti,) et une constante B satisfaisant u(-,t; ) — B uniformément sur tout com-
pact K CC C. Notons que la constante B pourrait dépendre de la sous-suite

choisie.

Démonstration. Soit (t;);en une suite croissante de temps telle que ¢; = oo
et soit o € C un point quelconque. Puisque |u(t)] < M sur [0,00) x C pour
un certain M > 0 indépendant de ¢, on peut choisir une sous-suite (t;,) pour
laquelle u(zo,t;,) converge vers une constante 8 € R quand k£ — co. Mais
alors pour n’importe quel choix de compact K CC C contenant zy et pour

tout y € K,

Yy
[u(zo, ti,) — w(y, i) < / IVu(:L‘,t,-k)lg(t,.k)dS = SEE |Vu(y, tik)lg(tik)dik(xO)y)'
o Yy
(3.5.1)
Or pour un chemin quelconque 7 reliant xy 4 y, les longueurs a différents ¢ se

comparent par £, () = e*®/2¢, . (v) puisque

(9)lsey = (€ 9eu(, )Y = € O23(5)l gy
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La borne |u| < M entraine donc que d; (zo,y) < eM/2dy(z0,y) ol dy désigne
la distance calculée avec la métrique cylindrique gu. En substituant cette

derniére inégalité ainsi que l'inégalité (3.3.7) dans (3.5.1), on obtient que

lu(zo, t;,) — u(y, ts,)| < eM? diamo(K), Vye K (3.5.2)

(1 + tik)l/2

et donc que u(-,¢;,) *2% 8 uniformément sur K. A I'aide d'une suite exhaus-
tive de compacts emboités et d’un argument diagonal standard, on peut ainsi
trouver une sous-suite de temps (t;,) telle que u(-,¢;;) — B uniformément
sur tout compact de C. Une référence pour un tel argument est la preuve du

théoréme d’Arzela-Ascoli dans (Rudin, 1976).

O

On montre maintenant que la constante 8 de la proposition précédente ne
dépend pas de la sous-suite choisie et qu’en fait u(-,t) — o uniformément sur

C.

Pour ce faire, on procéde comme indiqué dans (Schniirer et al., 2008) (y voir
la preuve du théoréme 1.3 et 'appendice) o les auteurs indiquent comment
obtenir un résultat semblable sur R? avec une métrique initiale asymptotique-
ment euclidienne. On rappelle que ’on note (z,8) les coordonnées standards
du cylindre C = R x S et C := [k, k] x S'. On notera aussi respectivement
f+(z) = max{f(z),0} et f_(z) = min{f(z),0} la partie positive et la partie

négative de f.

Pour chaque ¢ > 0 et chaque t € [0,00), les fonctions (u(t,:) — o — €); et

(u(t,-) — a + €)_ sont a support compact puisque selon le théoréme 3.4.2,
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u ~ a aux deux bouts de C pour tout ¢ > 0, c’est-a-dire que u(y) — a quand
y — OC. Pour chaque t € [0,00) et ¢ > 0, on peut donc considérer les intégrales
/(u(t, J—a—¢€),du et /(u(t, ) —a+e€)_du (3.5.3)

c c
qui mesurent en quelque sorte la différence moyenne entre u et a. Pour dé-
montrer que u© — ¢, I’étape cruciale sera de controler ces intégrales quand

t — oo.

Avant de procéder a la démonstration du théoréme, on démontre un lemme

qui permettra de justifier un calcul crucial.

Lemme 3.5.1. Soit f € C>(C). Alors bien que fi ne soit en général pas
différentiable, l'identité de Green suivante est satisfaite. Pour toute fonction
¢ € C*°(C) et pour tout k > 0,

9¢(z")
ov

. fe(@)Ad(z) = — | H(+ ) (z)(VS,Ve)(x) + . fx(2) (3.5.4)

Cr
ot 0/0v est le champ de vecteur normal unitaire de OCy pointant vers l'exté-

rieur et ou H est la fonction de Heavyside définie par

)1 sif(z)>0
H(/)(@) = {0 PO (3.55)
De plus, si f € C’°°([0, o0) x C), alors pour tout k > 0 et p € N,
2 fit,z)dz= | H (if)pfi“(t,w)gf (t,z)""\dz. (3.5.6)
ot Cx Ck ) ot

Démonstration. L’idée est d’approximer fi par des fonctions lisses f. pour
lesquelles on sait que I'identité de Green est valide, puis de prendre une limite

e — 0. Notons qu’il suffit de démontrer le résultat analogue pour la fonction
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valeur absolue puisque fi = (1/2)(f £ |f|). Pour € > 0, on considére donc la

fonction
fe(x) =/ f(z)? + €. (3.5.7)
Ces fonctions sont telles que f.(z) = |f(z)| quand € — 0 et pour chaque € > 0,

fe € C*(C). Donc pour tout ¢ € C*(C), la formule de Green donne

1(z) 89('
[ S AVI@ [ TG

ol le premier terme du membre de droite provient du fait que 8;fc = (f/fe)0;f.

fe(z)A¢(z) =
Ci

Puisque A¢, (Vf, Vo) et (0¢p/0v) sont toutes des fonctions bornées sur leur
domaine et f.(z) < /f(z)Z+1 pour ¢ < 1 tandis que f(z)/f(z) < 1, on
peut appliquer le théoréme de convergence dominée 1.4.2 aux trois suites de
fonctions apparaissant dans les intégrales et conclure qu’en prenant la limite

€ — 0, on obtient

/c k |f(@)|Ad(z) = — / sgn(f(2))(Vf, Vo) (z / |f(z' (3.5.8)

Cx
En écrivant fi(z) = (1/2)(f £ |f]) et en utilisant (3.5.8), on obtient immédia-
tement (3.5.4).

Pour vérifier (3.5.6), on procéde de fagon similaire. En effet, on approxime
encore |f| par f. et pour chaque € >0, on a

_a_ p _ _ p—1 f(t,z) 0
5 . fP(t,z)dz = /Ck P(t,z)dz = /Ck pfe(t, ) Ft2)

0

(t,z)dzx

&l

et on conclut par le théoréme de convergence dominée, en prenant € — 0, que

5[ Veapie= [ a6 g

On obtient (3.5.6) en écrivant encore fy = (1/2)(f x| f|). O
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Jusqu’a maintenant, on sait seulement que pour toute suite croissante (¢;) de
temps avec t; — +o00, il existe une sous-suite et une constante 8 € R telle
que u(y,t;) = B uniformément sur les compacts quand t; — oo. Or on peut
améliorer cette situation et démontrer qu’en fait 8 = « et que u(y,t) = o
uniformément sur C. On rappelle que u — @ sur dC donc que pour ¢ fixé,
(u(t,y) — o —€)4 et (u(t,y) — @+ €)_ sont & support compact pour n’importe

quel € > 0. On peut donc considérer les fonctions

€ — l u _ — € P € = l u - € P I
I(t) ._/Cp( (t,y) —a—efidy et J5(t): /Cp( (t,y) —a+elda

Lemme 3.5.2. Pour p € N impair assez grand, pour tout 1 > € > 0, les

fonctions I3(t) et J5(t) sont uniformément bornées sur [0, 00).

Démonstration. On traite d’abord le cas de I;(t). Soit 0 < € < 1. Par la
proposition 2.4.2, il existe des constantes C et C; > 0 telles que |u(y,t) —a| <
CeCtp® sur C x [0,00). On est donc assuré que pour n’importe quel ¢y € [0, 00)
fixé, on puisse trouver des réels ko > 0 et 79 > 0 tels que le support de
(u(t,-) — o — €)4 soit inclus dans Ck, pour tout ¢ € [to — 7o, to + 7). Ainsi, la

dérivée C')tI;(t) au temps ¢ = tp est donnée par une intégrale sur un compact :

_'to I5(t) = % . /cko %(u(t,y) —a—e€)ldy. (3.5.9)

On pourra donc dériver sous Pintégrale. On rappelle que d,u = e *Agu. En

utilisant le lemme 3.5.1, on peut faire passer la dérivée sous I'intégrale dans
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(3.5.9) puis intégrer par parties pour obtenir, si p > 3,

0

ot

L(t) = H(u—a—e)(u—a— el e *(Aqu)dy

to cko

= —/C (w—a— i ((p— 1)~ (s~ a—e€)y)|Vule ™ dy

ou
+/ u—a—¢)P et —ds.
8Ck0( )+ 611?

(3.5.10)

En prenant ko un peu plus grand, on peut s’assurer que (u — o — €)4 soit
identiquement nul dans un voisinage de dCy, donc que le terme de bord dans
(3.5.10) s’annule. Pour ce qui est du premier terme dans la derniére expression
de (3.5.10), on note que (u—a — €)?%, |Vu|? et e~* sont positifs donc puisque

u(t, y) est uniformément borné sur [0, 00) x C par le théoréme 3.4.2, en prenant

p> sup (u(t,y)—a—e+1)
(t,y)€[0,0c)xC

on obtient que

0
— ‘(t) <0.
3 It) <0

to

Puisque to € [0,00) était arbitraire et que le p choisi ne dépendant pas de ¢,
ceci démontre que pour p assez grand, I5(t) est une fonction décroissante de ¢

sur [0, 00), donc en particulier bornée puisqu’elle est positive.

Pour ce qui est de J;(t), on peut faire le méme argument que ci-dessus mais
en prenant soin de prendre p impair pour que (u — o + €)” reste négatif. En

effet, on obtient
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Jo(t) = —/ (u—a+ e 2 ((p—1)— (u—a+e)_)|Vul?e dy

to Cky

+ / (u—a+ e)’fle"“@ds.
Cx, oz

(3.5.11)

donc avec kg assez grand, on voit que pour p > sup(u —a+¢e+ 1), (3.5.11) est
positif donc J5(t) est uniformément bornée sur [0, 00) puisqu’elle est négative.
Notons que dans ce cas, plus € est grand, plus on doit prendre p grand. C’est

pour cette raison qu’on requiert une borne sur ¢ dans ’énoncé. a

Démonstration du théoréme 3.5.1. La démonstration du théoréme consiste a
voir que si u(y,t) ne convergeait pas uniformément vers a, alors on aurait
I;(t) — +oo quand t — oo pour un certain 0 < € < 1, contredisant ainsi le

lemme précédent.

Si u(y,t) ne convergeait pas uniformément vers a, on pourrait trouver une

suite (y;,t;)ien avec t; = 0o et un réel 0 < ¢ < 1 tels que
lu(yi, t:) — af 2 3¢ (3.5.12)

pour chaque (y;,t;) € C x [0,00). Quitte & prendre une sous-suite des (y;, t;),
ceci entrainerait que soit u(y;,t;) — a > 3¢ ou u(y;, t;) — a < —3¢. Supposons

d’abord que l'on ait u(y;, t;) —a > 3¢ > 0.

L’idée est que les estimations de Shi entrainent alors u(y,¢;) — a — ¢ > ( sur
des boules centrées en y; de rayon de plus en plus grand quand ¢; — oco. En

effet, pour y € C 'estimation sur le gradient dans le théoréme 3.4.2 entraine
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que

y
u(y, t;) — o =u(y;, t;) + / du — «a

i
!

Z 34_ (1+t')1/2

di; (i, y) (3.5.13)
C
> 3¢ - mdo(yi,y)-

Ainsi, pour chaque ¢ € N on obtient

(1 + t,;)l/2
u(y,t;)) —a>2(>0 pour tout y € By y,-,{——T— . (3.5.14)

On notera R; = CQL'Z.)I—/Z et la boule By(y;, R;) par Bp,.

Puisque Bpg, contribue de plus en plus dans le calcul de Ig(t,-), on obtient que
Ig (t;) est de plus en plus grand quand ¢; — oco. En effet, pour n’importe quel
p€Nona

1 1 1
Kt) = [~tw-a—cpay> [ S Oldy 2 ¢ V(Br), (3519

qui tend vers +o00 quand i — oo puisque R; — +00.

Dans le cas ou on aurait u(y;,t;) — o < —(, il suffirait de considérer plutét
I'intégrale J’f (t) avec p impair. Le méme argument permettrait de voir que

pour tout p, Jg (t) = —oo quand t — oo ce qui contredit aussi le lemme.

Pour obtenir la convergence en norme C* pour tout k € N, il suffit d’appliquer
les estimations de Shi d’ordre supérieur. En effet, le théoréme 3.4.2 donne,
pour chaque k > 1, une estimation

sup |VFu(y,t)* < =
yeC t
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valide pour tout ¢ € (0,00). Puisque V¥a = 0 pour la fonction constante «,
on a donc bien la convergence uniforme sup,. |V*u(y,t) — V*¥a| — 0 quand

t — oo, pour tout k € N.






CONCLUSION

Dans ce travail, on a établi la convergence du flot de Ricci sur un cylindre
asymptotique 4 un cylindre plat. L’idée principale derriére les arguments uti-
lisés était la suivante. En contrélant la géométrie a 'infini de fagon assez res-
trictive, par exemple en considérant des métriques asymptotiquement plates
ou des espaces de fonctions a poids, les méthodes d’analyse utilisées sur des
surfaces compactes peuvent étre mises i profit. Par exemple, un point cru-
cial était que les conditions de décroissance a I'infini sont préservées tout au
long du flot. Ceci permet d’adapter le principe du maximum, ce qui a permis
d’utiliser les mémes arguments que dans le cas compacts pour démontrer les
estimations de Shi de fagon uniforme. On a aussi mis a profit la décroissance de
la courbure a I'infini pour établir un résultat de Gauss-Bonnet, ce qui a permis

d’obtenir un potentiel pour la courbure et d’ainsi avoir accés aux arguments

développés dans (Hamilton, 1988).

Il est intéressant de noter la différence entre ces méthodes et celles utilisées
par (Giesen et Topping, 2011). En effet, ces derniers permettent a la courbure
d’étre initialement non-bornée, ce qui empéche une utilisation globale des mé-
thodes conventionelles. Il serait intéressant de voir comment jumeler les deux
approches pour obtenir des résultats similaires & ceux de ce mémoire dans le

cas ou les conditions sur la métrique initiale sont affaiblies.
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Pour cela, une étape importante serait de généraliser les résultats de la section
2.4. Par exemple, dans (Albin et al., 2013) les auteurs démontrent que si en
plus d’étre dans un espace i poids p’C*™ pour § > 0, la métrique initiale est
lisse jusqu’au bord, alors une solution qui préserve cette décroissance préserve
aussi le fait d’étre lisse jusqu’au bord. Leurs arguments fonctionnent presque
mot pour mot dans le présent contexte d’une métrique asymptotiquement cy-
lindrique. De fagon plus générale, dans (Rochon et Zhang, 2012b) et dans
(Rochon et Zhang, 2012a), les auteurs considérent des métriques admettant
un développement polyhomogéne a l'infini sur des variétés kdhlériennes. Les
arguments utilisés devraient aussi fonctionner dans le cas de surfaces asymp-

totiquement cylindriques.

Une autre direction & considérer est une généralisation du résultat de conver-
gence de ce présent travail au cas ou la métrique initiale sur le cylindre est
asymptotiquement plate mais pas nécessairement asymptotique 4 la méme
métrique cylindrique aux deux bouts. Dans ce cas, on ne s’attend pas a un
résultat de convergence global sur le cylindre mais on pourrait espérer une
convergence locale vers une métrique interpolant en quelque sorte les deux dif-
férents bouts. La méthode de preuve utilisée 4 la section 3.5 ne fonctionne pas
telle quelle puisque l'intégrale I;(t) ne converge pas, mais on pourrait espérer

adapter I’argument a I’aide d’une limite de la forme

. 1 p T
lim /Sl/ —(u(—z,0) — o) +;(u(x,0) — a)Pdzdf

k—+o00
pour p impair. Pour faire fonctionner cet argument, ce qu’il faut est un meilleur
contréle sur la décroissance du facteur conforme le long du flot. Avec les mé-

thodes utilisées dans ce travail, on obtient une estimation |u| < Ce“1*p? qui
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dégénére quand £ — oo. Si on avait une estimation uniforme en ¢, ’arcument
q )

de la section 3.5 fonctionnerait.

Finalement, les idées utilisées pour obtenir des résultats sur le flot de Ricci
dans ce travail pourraient étre utiles dans d’autres contextes en géomeétrie et
en analyse. Cette exposition pourrait donc permettre 4 d’autres étudiants de
se familiariser avec ces techniques pour les utiliser 4 leur tour afin de résoudre

d’autres problémes de géométrie sur des variétés non-compactes.






REFERENCES

Adams, R. A. et Fournier, J. J. F. (2003). Sobolev spaces (second éd.), volume
140 de Pure and Applied Mathematics (Amsterdam). Elsevier/Academic
Press, Amsterdam.

Agranovich, M. S. (2015). Sobolev spaces, their generalizations and elliptic
problems in smooth and Lipschitz domains. Springer Monographs in Mathe-
matics. Springer, Cham. Revised translation of the 2013 Russian original.

Albin, P., Aldana, C. L. et Rochon, F. (2013). Ricci flow and the determi-
nant of the Laplacian on non-compact surfaces. Comm. Partial Differential
Equations, 38(4), 711-749.

Aubin, T. (1976). Espaces de Sobolev sur les variétés riemanniennes. Bull.
Sci. Math. (2), 100(2), 149-173.

Booss, B. et Bleecker, D. (2014). Index Theory with Applications to Mathe-
matics and Physics. Int. Press of Boston.

Brezis, H. (2011). Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential
equations. Universitext. Springer, New York.

Chen, X., Lu, P. et Tian, G. (2006). A note on uniformization of Riemann
surfaces by Ricci flow. Proc. Amer. Math. Soc., 184(11), 3391-3393 (elec-
tronic).

Chow, B. (1991). The Ricci flow on the 2-sphere. J. Differential Geom., 33(2),
325-334.

Chow, B. et Knopf, D. (2004). The Ricci flow : an introduction, volume 110 de
Mathematical Surveys and Monographs. American Mathematical Society,
Providence, RI.



120

Chow, B., Lu, P. et Ni, L. (2006). Hamilton’s Ricci flow, volume 77 de Graduate
Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI;
Science Press, New York.

Folland, G. B. (1999). Real analysis (second éd.). Pure and Applied Mathema-
tics (New York). John Wiley & Sons, Inc., New York. Modern techniques
and their applications, A Wiley-Interscience Publication.

Gallot, S., Hulin, D. et Lafontaine, J. (2004). Riemannian geometry (third
éd.). Universitext. Springer-Verlag, Berlin.

Giesen, G. et Topping, P. M. (2011). Existence of Ricci flows of incomplete
surfaces. Comm. Partial Differential Equations, 36(10), 1860-1880.

Grieser, D. (2001). Basics of the b-calculus. In Approaches to singular analysis
(Berlin, 1999), volume 125 de Oper. Theory Adv. Appl. 30-84. Birkhéuser,
Basel.

Hamilton, R. S. (1982). Three-manifolds with positive Ricci curvature. J.
Differential Geom., 17(2), 255-306.

Hamilton, R. S. (1988). The Ricci flow on surfaces. In Mathematics and general
relativity (Santa Cruz, CA, 1986), volume 71 de Contemp. Math. 237-262.
Amer. Math. Soc., Providence, RI.

Hoérmander, L. (2003). The analysis of linear partial differential operators. I
Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin. Distribution theory and
Fourier analysis, Reprint of the second (1990) edition [Springer, Berlin;
MR1065993 (91m :35001a)].

Ji, L., Mazzeo, R. et Sesum, N. (2009). Ricci flow on surfaces with cusps.
Math. Ann. 845, no. 4.

Lee, J. M. (1997). Riemannian manifolds, volume 176 de Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, New York. An introduction to curvature.

Lockhart, R. (1987). Fredholm, Hodge and Liouville theorems on noncompact
manifolds. Trans. Amer. Math. Soc., 301(1), 1-35.

Lockhart, R. B. et McOwen, R. C. (1985). Elliptic differential operators on
noncompact manifolds. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4), 12(3),
409-447.



121

Ma, L. (2013). Convergence of Ricci flow on R? to the plane. Differential
Geom. Appl., 31(3), 388-392.

Melrose, R. B. (1993). The Atiyah-Patodi-Singer index theorem, volume 4 de
Research Notes in Mathematics. A K Peters, Ltd., Wellesley, MA.

Morgan, J. et Tian, G. (2007). Ricci flow and the Poincaré conjecture, vo-
lume 3 de Clay Mathematics Monographs. American Mathematical Society,
Providence, RI; Clay Mathematics Institute, Cambridge, MA.

Pacard, F. (2008). Lectures on connected sum constructions in geometry
and nonlinear analysis. http://www.math.polytechnique.fr/~pacard/
Publications/Lecture-Part-I.pdf. |En ligne; accédé le 15 Septembre
2015).

Perelman, G. (2012). The entropy formula for the ricci flow and its geometric
applications. preprint.

Petersen, P. (2006). Riemannian geometry (second éd.), volume 171 de Gra-
duate Texts in Mathematics. Springer, New York.

Rochon, F. et Zhang, Z. (2012a). Asymptotics of complete Kihler metrics of
finite volume on quasiprojective manifolds. Adv. Math., 231(5), 2892-2952.
http://dx.doi.org/10.1016/j.aim.2012.08.005

Rochon, F. et Zhang, Z. (2012b). Asymptotics of complete kiihler metrics of
finite volume on quasiprojective manifolds. Adv. Math. 231.

Rudin, W. (1976). Principles of mathematical analysis (third éd.). McGraw-
Hill Book Co., New York-Auckland-Diisseldorf. International Series in Pure
and Applied Mathematics.

Schniirer, O. C., Schulze, F. et Simon, M. (2008). Stability of Euclidean
space under Ricci flow. Comm. Anal. Geom., 16(1), 127-158. Ré-
cupéré de http://projecteuclid.org.proxy.bibliotheques.uqam.ca:
2048/euclid.cag/1213020540

Shi, W.-X. (1989). Deforming the metric on complete Rieman-
nian manifolds. J. Differential Geom., 30(1), 223-301. Reé-
cupéré de http://projecteuclid.org.proxy.bibliotheques.uqam.ca:



122

2048/euclid. jdg/1214443292

Taylor, M. E. (2011). Partial differential equations I. Basic theory (second
éd.), volume 115 de Applied Mathematical Sciences. Springer, New York.



