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RÉSUMÉ 

Les mots de Christoffel, c.-à-d. les mots codants les demi-droites à pente ration
nelle dans le plan cartésien, ont été largement étudiés dans les t rente dernières 
années. Parmi les résultats découverts, soulignons la connaissance d'une quinzaine 
de caractérisations de cette famille de mots. Dans ce mémoire, le but est de ré
pertorier les différentes caractérisations connues et de les démontrer. Les mots de 
Christoffel peuvent être étudiés de plusieurs façons : combinatoire, géométrique, 
etc. Les caractérisations présentées ici sont regroupées sous deux aspects : la géo
métrie et les suites sturmiennes. À part ir de la géométrie des mots de Christoffel, 
certains outils pour travailler avec ceux-ci tels que la factorisation standard , la fac
torisation palindromique et les morphismes de Christoffel sont présentés. Ensuite , 
des caractérisations combinatoires des mots de Christoffel reliés aux concepts de 
périodes, palindromes et conjugués sont démontrées. Les liens entre les suites stur
miennes et les mots de Christoffel sont le point central de la suite de notre étude. 
De plus, les mots de Christoffel, leurs facteurs ainsi que leurs conjugués sont tous 
des mots sturmiens. Finalement , un nouvel outil sur les mots sturmiens permet 
de démontrer une nouvelle caractérisation des conjugués des mots de Christof
fel ainsi qu'une formule donnant la période minimale des conjugués des mots de 
Christoffel. 

Mots clés : Mot de Christoffel, période, palindrome, mot standard , forme normale 



I TRODUCTION 

La combinatoire des mots est devenue un domaine d 'étude à part ent ière récem

ment dans l 'histoire des mathématiques en prenant de plus en plus d 'importance 

dans les quarante dernières années . Les premiers travaux présentant implicite

ment les mots de Christoffel sont ceux de Bernouilli (Bernouilli , 1771 ) , Christoffel 

(Christoffel, 1875) et Markoff (Markoff, 1879; Markoff, 1880). Cette famille de 

mots a été étudiée en détail dans les années 1990 dans les t ravaux de Berstel, de 

Luca, Mignosi, Borel et Laubie où apparaissent une grande part ie des caractéri

sations démontrées dans ce t ravail. 

Les mots de Christoffel ont plusieurs applications reliées aux fractions cont inues, à 

la géométrie discrète, à la dynamique symbolique, aux langages formels ainsi qu 'à 

la compression de données. L'appellation mot de Christoffel est apparue dans les 

années 1990 (Berstel, 1990). Par conséquent, ils apparaissent sous plusieurs autres 

noms tels que mots standards, mots centraux, suites d 'intersections, etc. dans la 

littérature. L'objectif principal de ce mémoire est de présenter les caractérisations 

connues des mots de Christoffel. En plus, des caractérisations des mots de Chris

toffel, il y a aussi plusieurs caractérisations de la classe de conjugaison des mots 

de Christoffel. Ces dernières ne sont pas présentées dans ce travail bien qu le 

dernier chapit re porte sur une nouvelle caractérisation des conjugués des mots de 

Christoffel. L'art icle (Berstel, 2007) et le livre (Berstel et al., 2009) présentent 

eux aussi la plupart des caractérisations que l 'on retrouve dans ce mémoire, mais 

ces résultats sont pour la plupart présentés sans démonstration. 

Parmi les mult iples approches possibles pour aborder le sujet , la définit ion géo-
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métrique est celle qui a été retenue. À part ir de ce point de vue, les différentes 

caractérisations reliées à la combinatoire des mots, aux graphes de Cayley, aux 

fractions continues, aux mots sturmiens et aux mots de Lyndon sont abordées. En 

tout, plus de 15 caractérisations de ses mots sont démontrées. 

Le chapit re 1 présente les notions de base de la combinatoire des mots nécessaires 

à la compréhension des chapit res suivants. De plus, il contient la défini t ion de deux 

familles de mots, les mots sturmiens et les mots de Lyndon, qui sont toutes deux 

nécessaires à la définition de certaines caractérisations des mots de Christoffel. 

Dans le chapitre 2, les mots de Christoffel sont d 'abord définis de façon géomé

trique. Ensuite, plusieurs propriétés sont abordées afin d 'avoir les out ils néces

saires pour démontrer les caractérisations combinatoires de ces mots. Le chapitre 

termine par la présentation de plusieurs caractérisations reliées aux périodes des 

mots, aux palindromes, aux conjugués ainsi qu'au graphe de Cayley. 

Dans le chapit re 3, les liens entre les mots sturmiens et les mots de Christoffel 

sont mis en évidence à l 'aide des fractions continues. Les propriétés d 'équilibre de 

cette famille de mots sont ensuite étudiées afin de présenter plusieurs caractérisa

tions qui en découlent. Finalement, les mots de Lyndon sont reliés aux mots de 

Christoffel grâce aux idées développées précédemment. 

Dans le chapitre 4, la forme normale des mots sturmiens est définie. Grâce à celle

ci, une nouvelle caractérisation des conjugués des mots de Christoffel en t ermes 

de leur forme normale est démontrée. Cette caractérisation est possible, car les 

mots de Christoffel et leurs conjugués sont des mots sturmiens. En construisant , 

la forme normale des conjugués des mots de Christoffel ont déduit une formule 

calculant la période minimale des conjugués des mots de Christoffel. 



CHAPITRE I 

INTRODUCTIO À LA COMBI ATOIRE DES MOTS 

Dans ce chapitre, l 'objectif est de présenter les notions de base de la combinatoire 

des mots qui seront ut ilisées tout au long de ce mémoire. La terminologie et la 

notation ut ilisées sont basées sur celle des ouvrages suivants (Lothaire, 1983; Lo

thaire, 2002). Dans cette section, les résultats sont présentés sans démonstrations, 

car ce sont des résultats classiques de la combinatoire des mots. 

1.1 Défini tion 

Soit A un ensemble fini généralement dénommé alphabet. Les éléments de cet 

ensemble A sont appelés des lettres. Un mot w sur l 'alphabet A est une suite finie 

de lettres c'est-à-dire w = a1a2 . . . an avec ai E A pour 0 < i :::; n . Le mot vide est 

désigné par le symbole E . L'ensemble des mots sur un alphabet A est noté A* et 

A+ = A*- {c} . L'ensemble des mots de longueur nE N sur A est désigné par An. 

La concaténation de deux mots u, v E A* définie par u · v = uv est une opération 

associative dont E est l 'élément neut re. Ainsi, A* muni de la concaténation est un 

monoïde. 

Exemple 1. Sur l'alphabet A = {a, b} , le mot aabbab est un élément du monoïde 

A* tandis que le m ot abcabba n'est pas un de ces éléments, car la lettre c rf. A. 

Deux mots u , v E A* sont conjugués s'il existe deux mots x y E A* tels que u = xy 
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et 'u = yx . Une permutation cyclique, notée O"i, est définie par O"i (a1a2 .. . an) = 

ai+1 .. . ana1 ... ai pour tout i E { 0, . .. , n -1} . De toute évidence, un mot ainsi que 

toutes ses permutations cycliques sont conjugués. De plus, la conjugaison est une 

relation d 'équivalence. La classe d 'équivalence d 'un mot w c'est-à-dire l 'ensemble 

{ O"i ( w) 1 0 :::; i < lw l et i E N} est appelée mot circulaire. Un mot w est primitif, 

si pour tout u E A+ tel que w = un , on a que n = 1. Si w est un mot primit if, on 

a que toutes les permutations cycliques de w sont des mots distincts. 

Le résultat suivant est démontré dans (Lothaire, 1983) : 

Lemme 1. Deux mots u , v E A+ satisf ont l 'égalité uv = vu si et seulem ent s 'ils 

sont des puissances d 'un m êm e mot. 

Soit w = a 1a 2 ... an E A * un mot. La longueur de w , notée lwl, est n. De plus, 

le nombre d 'occurrences d 'une lettre x E A dans le mot w est noté lwlx· Un 

mot w est un f acteur du mot u E A * s'il existe deux mots x , y E A* tels que 

u = x w y . Si x = é, alors w est un préfixe du mot u et si y = é, alors w est un 

suffixe du mot u. Un préfixe, un suffixe ou un facteur d 'un mot sont di t propres 

s'ils ne sont pas égaux au mot lui-même. L'ensemble des facteurs, l 'ensemble 

des préfixes et l 'ensemble des suffixes d 'un mot w sont notés respectivement par 

FACT(w) , P REF(w) , SuF(w). Par exemple, le tableau 1.1 cont ient la liste des 

facteurs, des préfixes et des suffixes du mot aabab. Le concept de facteur peut 

aussi êt re appliqué au mot circulaire. On appelle f acteur circulaire du mot w un 

mot u tel queuE FACT(Œi(w)) pour i E {0, 1, . . . , lw l - 1} . 

Exemple 2. Les f acteurs circulaires du mot aabab sont E, a, b, aa , ab, ba , aab, aba , 

bab, baa , aaba , abab, baba , abaa, baab, aabab, ababa, babaa , abaab, baaba . 

Lemme 2. (B orel et Reutenauer, 2006) Soit w un mot de longueur n. Le mot w 

est primitif si et seulem ent si le mot w a au moins k + 1 f acteurs circulaires de 

longueur k pour tout k E {0, 1, . .. , n -1}. 
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Un facteur v de w est spécial à droite si vx E FACT( w) pour tout x E A. De même, 

un facteur de v de w est spécial à gauche si xv E FACT( w) pour tout x E A. 

Tableau 1.1: Facteurs, préfixes et suffixes du mot aabab. 

Facteurs é , a , b,aa,ab, ba, aab,aba , bab, aaba, abab,aabab 

Préfixes é, a,aa, aab, aaba, aabab 

Suffixes é, b, ab bab, abab, aabab 

Facteurs spéciaux à droite é , a 

Facteurs spéciaux à gauche é , a , ab 

1. 2 Propriétés 

L' image miroir d 'un mot w = a1a2 . . . an avec ai E A est définie par R (w) = 

anan-l ... a1 . Un mot west un palindrome si et seulement si w = R(w). L'ensemble 

des palindromes est noté PAL. 

La cl6ture palindromique à droite d 'un mot w est le plus court palindrome dont 

w est un préfixe, notons cette opération w( +) . 

Exemple 3. La cl6ture palindromique du mot aabaaab est aabaaabaa. 

Cette opération a été introduite par de Luca (de Luca, 1997b; de Luca, 1997a) . 

Il est possible d 'exprimer w (+) par uvR(u) où v est le plus long suffixe de w qui 

est un palindrome. Soit w un mot fini , le palindrome itéré à droite produit par w 

est le résultat de la fonction récursive suivante : 

p: A* -t PAL 

wa 1--7 (p(w)a) (+) 

avec a E A. Le tableau 1.2 est un exemple de la fonction p. 
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Tableau 1.2: Les palindromes itérés successifs du mot abbaa. 

w p(w) 

a a 

ab aba 

abb ababa 

abba ababaababa 

abbaa ababaababaababa 

Pour chaque lettre x E A, on définit un morphisme appelé f.lx. Le morphisme f.lx 

envoie f.lx (x) = x et f.lx (y) = xy pour tout y =/:. x appartenant à A. Ce morphisme 

permet d 'établir une aut re formule pour calculer p( w) qui a été démont rée par 

Justin : 

Lemme 3. Formule de Justin (Justin, 2005} Pour tout w E A* et xE A , on 

a que 

p(xw) = f.lx(p(w))x . 

En plus, Justin a démontré que la fonction p est injective sur A*. 

Un mot w = a1a2 ... an a une période psi pour tout entiers i , i + p E {1 , ... , n }, 

ai = ai+p· Une période est dite non-triviale si p < n . De plus, un mot w ayant 

une période non-triviale p est dit périodique. Un mot w a un bord si u est un 

préfixe propre de w , en plus d 'être un suffixe propre de w. Un mot n 'ayant aucun 

préfixe satisfaisant la dernière condit ion est appelé sans bord. Ces deux concepts 

sont reliés , car un mot est périodique si et seulement s'il a un bord . Les résultats 

suivants sur les périodes sont ut iles pour not re t ravail. 

Lemme 4 . (de Luca, 1997b) Un palindrome w a une période non triviale p si 

et seulement si w a un suffixe de longueur lwl - p qui est aussi un palindrome. 
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Théorème 1. (Fine et Wilf, 1965) Soit p et q deux périodes de w et lwl > 

p + q- PGCD(p , q) , alors PGCD(p , q) est aussi une période de w. 

Lemme 5. (de Luca et de Luca, 2006) Un mot w E A * une période p ::; lwl 

si et seulement si tous ses fa cteurs de longueur p sont dans la même classe de 

conjugaison. 

Une fa ctorisation d 'un mot w est une suite finie ( w1, w2, . .. , wk) de mots tel que 

la relation w = w1 w2 . .. wk est satisfaite sur le monoïde A*. Soit X un ensemble 

de mot . L'ensemble X est fermé par image miroir si pour tout x E X , on a que 

R(x) EX. De plus, X est f ermé par fa cteurs si pour tout xE X , FACT(x) est un 

sous-ensemble de X. 

La propriété suivante est définie sur un alphab t binaire A = {a , b} (par contre, il 

existe des généralisations de ce concept sur d 'autres alphabets). Un mot w E A* 

est équilibré si pour tout u v E FACT(w) tel que lui= lvi, la relation suivante est 

satisfaite : 

Si w est équilibré la relation llulb - lvlbl ::; 1 est aussi respectée, car l 'alphabet 

est binaire. Si un mot est équilibré, alors tous ses facteurs le sont aussi . Les 

deux propositions suivantes permettent d 'établir des critères pour décider si un 

ensemble de mots est équilibré ou non. 

· Lemme 6. (Goven et Hedlund, 1973) Soit X un ensemble de mots f ermé par 

fa cteurs. Si tous les mots de X sont équilibrés, alors pour tout n E N, 

Lemme 7. (Goven et Hedlund, 1973) Soit F un ensemble de mot sur l 'alphabet 

binaire {a b} fermé par fa cteurs. L 'ensemble F n'est pas équilibré si et seulement 

s 'il existe un palindrome m tel que a ma E F et bmb E F . 
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Les mots de Christoffel sont définis sur un alphabet binaire, alorsdans la suite de 

ce texte A désigne {a, b} . De plus, l 'opérateur-=- est défini sur l 'alphabet binaire A 

par a= b et b = a. 

Exemple 4. aabbaba = bbaabab. 

1.3 Suites sturmiennes 

Les suites sturmiennes, souvent appelées mots sturmiens infinis dans la littéra

t ure (Morse et Hedlund, 1940), partagent de nombreuses propriétés avec les mots 

de Christoffel. Nous les appelons suites sturmiennes afin d 'accent uer la distinction 

entre les mots sturmiens finis et infinis tout au long de ce texte. De plus, les mots 

sturmiens sont l'un des points de départ pour l'étude de ces suites dans plusieurs 

articles (de Luca et Mignosi, 1994; de Luca, 1997b; Berstel et de Luca, 1997). 

Les suites sturmiennes peuvent être définies de mult iples façons, certaines sont de 

nature combinatoire tandis que d 'autres sont de nature géométrique. 

Une suite sturmienne est un mot infini sur l'alphabet A encodant la suite d 'inter

sections entre le plan cartésien 'Z} et une demi-droite à pente irrationnelle. Une 

intersection entre une droite vert icale du plan cartésien et la demi-droite est re

présentée par la lettre a tandis qu'une intersection ent re une droite horizontale 

du plan et la demi-droite est représentée par la lettre b. Une suite sturmienne 

débutant à l 'origine est appelée suite caractéristique. Une propriété combinatoire 

simple permet de distinguer les mots sturmiens des suites caractéristiques. 

Lemme 8 . (Lothaire, 2002) Une suite sturmienne s est une suite caractéristique 

si et seulement si Os et 1s sont toutes deu.'E des suites sturmiennes. 

Une défini t ion combinatoire des suites sturmiennes est que ce sont les sui tes qui 

ont exactement n + 1 facteurs de longueur n pour tout n E N. Ainsi , un mot s 



9 

est sturmien si et seulement s' il a exactement 1 facteur spécial à droite pour tout 

nE N. P ar conséquent , un suffixe d'un mot sturmien est aussi un mot sturmien. 

Exemple 5. Soit A = {a , b} . Le morphisme cp défini par 

a M ab 
cp: 

bMa 

La suite de Fibonacci est la suite infinie f = cp00 (a). Les premières lettres de la 

suite f sont 

f = abaababaabaababaababaabaababaabaab ... . 

C'est une suite sturmienne. Une des fa çons de le vérifier est de prouver que cette 

suite a exactement un fa cteur spécial à droite pour tout n (voir (Lothaire, 2002)). 

Une propriété des suites infinies est qu'une suite est évent uellement p ériodique 

si et seulement s' il existe un entier n tel que IFACT(w) n Ani ::; n. Ainsi, une 

suite est non périodique si pour tout n E N, le nombre de facteurs de longueur 

n de cette suite est plus grand ou égal à n + 1. On en déduit que les suites non 

périodiques et équilibrées sont sturmiennes à l'aide du lemme 6. De plus , Morse et 

Hedlund ont démont ré qu 'une suite est sturmienne si et seulement si cette même 

suite est non-périodique et équilibrée (Morse et Hedlund , 1940). 

Une aut re caractérisation de ces suites est une généralisation d 'une construction 

de la suite d Fibonacci. En effet, la suite de Fibonacci peut aussi être définie par 

f = limn-roo f n avec f n = cpn(a) ce qui est équivalent à 

Jo =a, JI =ab, f n+l = f nf n-1· 

On a que Ifni est égal au nième nombre de Fibonacci ce qui explique le nom 

de la suite. On a que la suite de Fibonacci est une suite caractéristique. Soit 

a0 , a 1 , ... , an, . .. une suite arbit rair d 'ent iers naturels tels que a0 2: 0 et ai > 0 
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pour tout i EN- {0} . Définissons récursivement une suite de mots {sn}nEN avec 

pour tout n E N. Ainsi, la sui te caractéristique s est limn--+oo sn . La suite (a0 , 

a1 , . .. , an, .. . ) est appelée mot directeur de s . La suite de Fibonacci est la suite 

caractéristique ayant le mot directeur (0, 1, 1, .. . ). 

Les facteurs finis d 'une suite sturmienne sont appelés mots sturmiens. L'ensemble 

des mots sturmiens est dénoté par ST. Les suites caractéristiques sont cent rales 

dans l'étude des suites sturmiennes, car il a été démontré par (Mignosi, 1989) 

que pour toute suite sturmienne s , il existe une suite caractéristique c telle que 

FACT(s) = FACT(c) . Par conséquent, l 'ensemble ST est équivalent à l 'ensemble 

des facteurs des suites caractéristiques. Une caractérisation combinatoire part i

culièrement ut ile des mots sturmiens a été démontrée par (Dulucq et Gouyou

Beauchamps, 1990) : 

Théorème 2. Un mot s est sturmi en si et seulem ent si s est équilibré. 

1.4 Mots de Lyndon 

L'ordre lexicographique sur A+ est un ordre total sur l'alphabet A étendu au mot 

du monoïde de la façon suivante : pour tout u , v E A+, u < v si et seulement si u 

est un préfixe de v ou bien il existe des mots r s, t E A+ et des lettres a < b tels 

que u = ras et v = Tbt. Évidemment , l 'ordre lexicographique est un ordre total 

sur le monoïde A+. 

Un mot de Lyndon u est un mot primitif qui est minimal dans sa classe de conju

gaison c.-à-d. u ~ Œi(u) pour tout i E N. L'ensemble de mots de Lyndon est noté 

L. 

Exemple 6. Sur l'alphabet A= {a, b} avec a< b, les premiers mots de Lyndon 
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sont 

1: = {a , b, ab, aab, abb, aaab , aabb, abbb, aaaab, aaabb, aabab, .. . } . 

La définit ion d 'un mot de Lyndon nous permet de déduire que pour toute facto

risation non triviale du mot de Lyndon w =uv, on a que w < vu, car vu est un 

conjugué de w . Lyndon (Lyndon, 1954) a démontré que w est un mot de Lyndon 

si et seulement si pour toute factorisation non t riviale w = uv , on a que w < v. 

Cette caractérisation nous permet de déduire que les mots de Lyndon ne sont pas 

périodiques. 

Un aut re résultat important démontré par Chen, Fox et Lyndon (Chen et al., 

1958) est leur fa ctorisation standard. La factorisation standard d 'un mot de Lyn

don w est la paire (l , m) avec l , m E 1: tel que w = lm et m est le suffixe de 

longueur maximale de w qui est un mot de Lyndon. Cette paire existe pour tous 

les mots de Lyndon. Elle permet de donner une règle pour construire les mots de 

Lyndon. En effet , si u , v sont des mots de Lyndon avec u < v, alors le mot uv est 

aussi un mot de Lyndon. 

Il y a une autre façon de factoriser les mots de Lyndon en un produit de mots de 

Lyndon, appelé factorisation à gauche : si w est un mot de Lyndon et que u est 

le plus long préfixe de w étant un mot de Lyndon, alors w = uv avec v mot de 

Lyndon et u < v. La factorisation standard, aussi appelée factorisation à droite, 

et la factorisation à gauche coïncident dans certains cas. Ce phénomène permet 

de définir une deuxième notion d 'équilibre propre aux mots de Lyndon, appelé 

régulier 1 qui a été introduite par Melançon dans l 'article (Melançon, 1999) . Un 

mot de Lyndon est régulier si w est une lettre, ou bien il existe une factorisation 

( u, v) telle que la factorisation à gauche et la factorisation standard coïncide et 

1. Cette propriété est appelée Christoffel-Lyndon dans (Melançon , 1999) , «balanced2» 

dans (Berstel et al., 2009) et «equilibrated» dans (Reutenauer, 2016). 
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que u et v sont tous deux des mots de Lyndon réguliers. 

Exemple 7. Le mot aabab est régulier. 

Un mot de Lyndon est propre s'il est différent d 'une lettre. Le lemme suivant est 

utile pour démontrer une caractérisation des mots de Christoffel. 

Lemme 9. {Reutenauer, 2015) Soit m et w des mots de Lyndon tel que m est 

un fa cteur propre de w. Alors m est soit un fa cteur du plus long préfixe propre de 

w qui est un mot de Lyndon ou du plus long suffixe propre de w qui est un mot 

de Lyndon. 



CHAPITRE II 

!lOTS DE CHRISTOFFEL : GÉOMÉTRIE ET COMBI ATOIRE 

· 2.1 Définit ions géométriques 

D'un point de vue géométrique, un mot de Christoffel est la discrétisation d 'un 

segment de droite à pente rationnelle. Plusieurs techniques sont présentées dans 

(Berstel, 1990) pour formaliser la discrétisation d 'un tel segment . La définition 

géométrique ut ilisée dans les art icles (Osborne et Zieschang, 1981; Dulucq et 

Gouyou-Beauchamps, 1990; Borel et Laubie, 1993; Berstel et al., 2009) est le 

point de dépar t de cette étude sur les mots de Christoffel. 

Soit p et q deux nombres naturels premiers ent re eux. Considérons deux points A 

et B dans le plan discret tel que B = A+ (p, q). Le chemin discret entre les points 

A et B satisfaisant les deux .condit ions suivantes : 

(i) il est strictement en dessous du segment [AB] ; 

(ii) le polynôme délimité par le segment [AB] et le chemin discret ne contient 

aucun point entier autre que ceux appartenant à ce chemin ; 

est noté l. Le mot de Christoffel inférieur de pente qjp est le mot sur le monoïde 

libre A* représentant le chemin discret l où a est un pas horizontal et b un pas 

vert ical. 

Exemple 8. Le mot de Christoffel inf érieur de pente 5/8 est aabaababaabab (voir 

figure 2. 1). 
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Le mot de Christoffel supérieur de pente qjp est défini de manière analogue en 

remplaçant la première condition par : le chemin discret est strictement au-dessus 

du segment [AB] (voir figure 2.2 pour un exemple). 

Figure 2.1: Mot de Christoffel infé

rieur de pente 5/ 8 : aabaababaabab. 

Figure 2.2: Mot de Christoffel supé

rieur de pente 5/ 8 : babaababaabaa. 

D éfinition 1. Un mot de Christoffel est un mot sur l'alphabet A qui est un mot 

de Christoffel inférieur ou bien un mot de Christoffel supérieur. 

Dans la suite du texte, rensemble des mots de Christoffel est noté <:rf tandis que 

Pensemble des mots de Christoffel inférieurs et supérieurs sont notés 1!5inr et Crfsup 

respectivement. Le mot vide n ,est pas un mot de Christoffel, mais les lettres de 

Palphabet soit a, ben sont. Tous les mots de Christoffel sont propres à !,exception 

des mots a et b. 

Soit w un mot de Christoffel de pente qjp. Le nombre d,occurrences de la lettre a 

dans le mot w est p tandis qu,il y a q occurrences de la lettre b dans le mot . Par 

conséquent , la longueur du mot w est p + q. 

Lemme 10. (Dulucq et Gouyou-Beauchamps, 1990; de Luca et Mignosi , 1994) 

Le nombre de mots de Christoffel de longueur n est 2cp(n) où cp est la fon ction 

d 'Euler. 
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Démonstration. Soit w un mot de Christoffel de p ente qj p. La longueur de west 

p + q = n avec PGCD(p , q) = 1. Ainsi, il y a un mot de Christ offel inférieur pour 

chaque ent ier p relativement premier à p + q, car PGCD(p , q) = PGCD(p , p + q). 

Puisque la fonction d 'Euler donne le nombre d 'entiers relativement premiers à n , 

on a que le nombre de mots de Christoffel (inférieurs et supérieurs) est 2<p(n) . • 

Le mot de Christoffel inférieur propre de pente qj p est l'image miroir du mot de 

Christoffel supérieur propre de même pente, car la rotation de 180° préserve un 

rectangle (voir figure 2.3). 

Lemme 11. Un mot de Christoffel inférieur propre est de la form e amb avec rn 

un palindrome. De plus, le mot de Christoffel supérieur est de la form e bma . 

Le palindrome rn est souvent appelé mot central dans la littérature (Lothaire, 

2002; Berstel, 2007). Nous ut iliserons aussi cette terminologie, car ce ne sont pas 

tous les palindromes qui sont des mots cent raux. 

Dém onstration. Un mot de Christoffel inférieur débute par la lettre a et termine 

par la lettre b, car il est situé en dessous du segment qu 'il discrétise. Les points 

d 'intersection ent re le segment et la grille sont symétriques , car le rect angle est 

préservé par une rotation de 180° autour de son centre de gravité. De plus, il y 

a une bijection ent re les pas élémentaires sauf les deux extrémités et les points 

d 'int ersect ion, voir figure 2.3. Donc, rn est un palindrome. Puisqu 'un mot de Chris

toffel supérieur est l 'image miroir d 'un mot de Christ offel inférieur , on obt ient le 

résultat souhaité . • 
Lemme 12. Soit w un mot de Christoffel. Le m ot w ainsi que tous ses conjugués 

sont prim itifs. 
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B 

·· ··· · · Rotation 180° 

B 

Figure 2.3: La partie rouge du chemin est égale sur le mot de Christoffel infériem 

et sur la rotation du chemin de 180° autom du centre du rectangle. 

Démonstration. Soit w un mot de Christoffel dont la pente est qjp. Supposons 

qu'un conjugué de w ne soit pas primitif et notons-le z . Il existe un mot u E A* 

et un entier d > 1 tel que z = ud. Puisque le mot z est conjugué à w, on a que 

lzla = lwla = p et izib = iwib = q. Par conséquent , d divise les entiers p et q, 

car z = ud . Donc, PGCD(p , q) ~ d > 1. Ce qui est impossible, car w est un mot 

de Christoffel ce qui implique que PGCD(p , q) = 1. Donc, w ainsi que tous ses 

conjugués sont des mots primitifs. • 
Les figmes 2.4, 2.5 et 2.6 illustrent d 'autres définitions géométriques des mots de 

Christoffel apparaissant sous d'autres noms dans la littérature. Ces trois autres 

familles de mots sont définies à partir d 'un nombre réel a , la correspondance avec 

les mots de ChristofFel est vraie dans le cas où a st un mot rationnel. Le cas où 

a est irrationnel est relié aux suites sturmiennes. 

Les mots mécaniques de pente rationnelle a présentés dans (Lothaire, 2002; tiorse 

et Hedlund, 1940) sont définis sur l 'alphabet {0, 1} par les formules suivantes : 

{ 

la( n + 1) + p J - lan + p, J 
Sa,p(n) = 

ra ( n + 1) + pl - r an + pl , 

si s est un mot mécanique inférieur, 

si s est un mot mécanique supérieur , 

où n E N* et p est un nombre réel. Ce sont les mots associés avec la droite 
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Figure 2.4: Le mot mécanique inférieur Figure 2.5: La suite d 'intersections de 

de pente a= 5/8 est 01011011. pente a= 5/8 est abaababaaba. 

y= ax +p. 

Les suites d 'intersections I (Series , 1985) à pente rationnelle a représentent les 

intersections entre la demi-droite y = ax et la grille 71} où a est un côté vertical 

et b un côté horizontal. 

Figure 2.6: Le mot du billard de pente a= 5/8 est abaababaaba. 

Finalement , les mots de billard sont définis dans (Borel et Reutenauer , 2005) . 

Ils représentent les rebonds d 'une balle sur un carré où les côtés horizontaux sont 

étiquetés b et les côtés verticaux a (voir figure 2.6). Toutes c s familles de mots sont 

équivalentes au mot de Christoffel, mais cette démonstration n 'est pas présentée 

dans ce texte . 
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2.2 Factorisation standard 

La fa ctorisation standard, int roduite par Borel et Laubie dans l'ar t icle (Borel et 

Laubie, 1993) , permet de construire récursivement les mots de Christ offel. Elle est 

définie sur les mots de Christoffel propres, les mots a et b sont les cas de base de 

la récurrence. 

D éfinition 2 . La factorisation standard du m ot de Christoffel propre w est un 

couple de mots ( u , v) tels que w = uv et u, v E 1f. 

Exemple 9. La factorisation standard du mot de Christoffel aabaabab est ( aab, aabab) . 

L'existence et l 'unicité de cette factorisation sont explicitées par le t héorème sui

vant . 

Théorèm e 3. (Borel et Laubie, 1993) Un m ot de Christoffel propre w a une 

unique factorisation w = ( u , v) où u et v sont des mots de Christoffel. 

Démonstration. Sans perte de généralité, supposons que w est un mot de Chris

toffel inférieur de pente qj p . Soit f. le chemin discret représenté par w et [AB] le 

segment discrétisé par w . 

Existence : soit C = (s, t ) un point entier de f. à distance minimale de [AB] . Le 

t riangle ABC ne contient aucun point ent ier aut re que A , B et C, car il est à 

l'intérieur du polygone formé par f. et [AB] (voir la figure 2.7). Ainsi, les segments 

[AC] et [CE] ne cont iennent aucun point ent ier à l'except ion de leurs extrémités. 

On souhaite démont rer que PGCD (s, t) = 1. 

Supposons que PGCD (s, t) = d > 1. Le segment [AC] appart ient à la droite 

y = ~x = ~";:x, puisque dit et d is . D'où le point (n, m) E [AC], cont radiction. 

Par conséquent, les ent iers s et t sont premiers ent re eux, de même que les entiers 

p - s et q - t par un raisonnement similaire. 
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B 

Figure 2.7: Le t riangle formé par les points ABC est contenu dans le polygone 

entre [AB] et f.. 

De plus, le polynôme formé par [AC] et le chemin discret ent re A etC ne cont ient 

aucun point ent ier intérieur , car il est contenu dans le polygone formé par [AB] 

et f.. De même, le polygone formé par [ C B] et le chemin discret entre B et C 

n'en cont ient pas. Donc, le mot w est produit des mots de Christoffel inférieurs 

de pente t/s et q - t jp - s. 

Unicité : supposons que la factorisation ne soit pas unique, alors il existe deux 

points distincts M et M' engendrant une factorisation de w . Ainsi, nous avons 

det(AM, .A1}) = 1 = det (AM' , AÊ). En prenant la différence, on obt ient que 

det(M M' , AÊ) = O. Par conséquent , la droite (NI M') est parallèle à la droite 

(AB). De plus, le segment MM' est plus court que le segment AB, car les points M 

et M' sont sit ués en dessous de la diagonale du rectangle formé par A et B . Donc, 

[AB] contient au moins un point ent ier , ce qui est impossible. Par conséquent , la 

factorisation standard est unique. • 
Grâce au lemme 11 , on déduit qu 'un mot de Christoffel inférieur se factorise n 

deux mots de Christoffel inférieurs. Inversement , la factorisation standard d 'un 

mot de Christoffel supérieur est composée de ce même type de mots. À part ir de 

la factorisation standard, il est possible de donner une première caractérisation 

non géométrique des mots de Christoffel. 
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Théorèm e 4 . {B orel et Laubie, 1993} S oit un mot w E {a , b} *. C 'est un mot 

de Christoffel inf érieur si et seulem ent s'il existe deux m ots u , v E cg:; nf t els que 

(
lula lvla) 

w = uv et det lulb lvlb = 1. 

La condit ion que le déterminant soit égal à 1 est nécessaire, car le produit des 

mots de Christoffel aab et abb qui est aababb n 'est pas un mot de Christoffel. 

Démonstration. Soit w un mot de Christoffel inférieur de pente qj p. Il existe deux 

mots u , v E ~tels que w = uv par le théorème 3. Soit A , B , C trois points ent iers 

t els que B = A+ (p , q) et C = A+ (x, y). Ces points sont les extrémités des mots 

de Christoffel w , u et v (voir figure 2.8). Les segments [AB ], [AC] et [BC] forment 

un triangle ayant t rois sommets ent iers, mais qui ne contient aucun point entier 

d 'où det(AC, GE) = 1. 

B 

Figure 2.8: Factorisation standard 

Soit u , v E ~ tel que w = uv et det = 1. Le mot w code un chemin (
lula lv la) 
lulb lvlb 

sit ué en dessous du segment entre A et A+ (lu la+ lv la, lulb +lv lb) comme l 'illustre 

la figure 2.8. Puisque u et v sont des mots de Christoffel, les régions a et (3 

de cette figure ne contiennent pas de point entier intérieur. De plus, le t riangle 

ABC . . . . , . d ( lula lvla) 1 P ne cont1ent aucun po mt entler mten eur , car et = . ar 
. lulb lvlb 

conséquent , le polygone délimité par le segment ent re A et A+ (lula + lvla, lulb + 
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lvlb) et la concaténation des mots de Christoffel u et v ne contient aucun point 

entier intérieur. Donc, w est un mot de Christoffel. Si w est un mot de Christoffel 

supérieur , la preuve est analogue. • 
Une paire de Christoffel ( u, v) est une paire de mots satisfaisant les critères du 

théorème 4. L'arbre de Christoffel est un arbre binaire infini dont les sommets 

sont les paires de Christoffel. La racine de cet arbre est la paire (a, b) . La règle 

récursive de construction de l 'arbre est donnée par la figure 2.9. L'arbre contient 

seulement les paires de Christoffel composées de mots de Christoffel inférieurs. Le 

résultat suivant assure que l 'arbre est bien défini. 

(u,v) 

1\ 
(u, uv) (uv, v) 

Figure 2.9: Règle de construction de l 'arbre de Christoffel 

Corollaire 1. Soit w un mot de Christoffel inférieur propre et ( u , v) sa fa ctori

sation standard. Les mots u( uv) et (uv )v sont des mots de Christoffel inférieur 

avec la fa ctorisation standard correspondante. 

Démonstration. Par définition, les mots u , v et uv sont des mots de Christoffel, 

alors il suffit de prouver que 

= 1 et det ( luvla 
luv lb 
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On a que 

= 1, 

car uv = w est un mot de Christoffel. Le calcul est analogue pour le deuxième 

cas. Donc, u( uv) et (uv )v sont des mots de Christoffel avec la factorisation cor-

respondante. • 
La figure 2.10 présente les premiers étages de l 'arbre de Christoffel. Évidemment , 

si une paire de Christoffel apparaît dans l'arbre, uv est un mot de Christoffel 

inférieur. Remarque : l'arbre contient exactement une fois toutes les paires de 

Christoffel inférieurs. Une façon de démont rer cet énoncé est de prouver qu 'en 

remplaçant les mots de Christoffel par leur pente, on obtient l'arbre de Stern

Brocot. 

(a ,b) 

~~ 
(a , ab) (ab , b) 

/~ /~ 
(a, aab) (aab, ab) (ab , abb) (abb , b) 

/~ /~ /~ /~ 
(a , aaab) ( aaab, aab) ( aab, aabab) (aabab , ab) (ab , ababb) (ababb, abb) (abb , abbb) (abbb , b) 

Figure 2. 10: Les premiers étages de l'arbre de Christoffel. 

Corollaire 2. Soit w un mot de Christoffel de longueur au moins 3 et (u , v) sa 

fa ctorisation standard. Le mot u est un préfixe de v ou bien le mot v est un suffixe 

de u. 
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Démonstration. Soit w E 1&inr avec lwl 2: 3 et (u, v) sa factorisation standard. On 

a que ( u, v) n'est pas la racine de l 'arbre, car lwl 2: 3. Par conséquent , il existe 

un sommet dans l'arbre ( u' , v') qui est le parent du sommet ( u , v) . Alors par le 

corollaire 1, on a que ( u, v) = ( u' , u' v' ) ou ( u, v) = ( u'v', v' ). Dans le premier cas, 

on dédui t que u est un préfixe de v tandis que dans le second cas, on a que v est 

un préfixe de u . Si w E 1&'sup, on a que R( w) E 1&inr. Donc, u est un préfixe de v 

ou v est un suffixe de u . • 

De plus, tous les mots de Christoffel inférieurs apparaissent comme produit de 

mots de Christoffel inférieurs exactement une fois dans l 'arbre, car la factorisation 

standard est unique. 

2. 3 Factorisation palindromique 

Il existe une aut re factorisation définie sur les mots de Christoffel. Cette deuxième 

factorisation est appelée f actorisation palindromique. 

Théorème 5. (Chuan, 1997) Tout mot de Christoffel w a une unique f actori

sation w = v'u' avec v' , u' E PAL. En plus, si (xm 1y , xm2y ) est la f actorisation 

standard de w, alors v' = xm2 x et u' = ym2y . 

La preuve de l'unicité est inspirée de la variante de ce résultat faite par de Luca 

et Mignosi dans (de Luca et Mignosi, 1994) . 

Démonstration. Soit w un mot de Christoffel. La factorisation standard de w est 

(xm 1y ,xm 2y) avec m 1,m2 E PAL et x =1- y E {a, b} . Par conséquent, 

car m 1xym2 = m est un palindrome par le lemme 11 . En posant , u' = ym1y et 

v' = xm2 x on obt ient la factorisation palindromique de w . 
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Supposons que la factorisation ne soit pas unique, alors il existe quatre palin

dromes u, v , s et t tel que w = uv = st. Sans perte de généralité, supposons que 

lui > isl , alors u = sh et hv = t , avec h E A+. Puisque u , v , s et t sont des 

palindromes, on a que 

R(uv) = R(ts) ::::;, vu= ts 

=? vsh = hvs. 

Par le lemme 1, on a que h et vs sont des puissances d'un même mot. Alors , il 

existe un mot u E A+ tel que h = ur , vs = uk avec r , k > O. Par conséquent , 

vu = vsh = ur+k. Donc, vu n'est pas primitif. De plus, les mots vu et uv sont 

conjugués, contradiction avec le lemme 12. Donc, la factorisation est unique. • 

Exemple 10 . La factorisation palindromique du mot de Christoffel aabaababaabab 

est ( aabaa) ( babaabab) . 

La factorisation palindromique a aussi une interprétation géométrique, elle divise 

le chemin discret représenté par le mot de Christoffel en son point le plus éloigné 

du segment de droite codé par le mot (voir image 2.11). 

Figure 2. 11 : Le point rouge correspond à la factorisation palindromique du mot 

de Christoffel de pente ~. 

Corollaire 3. Soit w un mot de Christoffel, ( u , v) sa factorisation standard et 

(v', u') sa factorisation palindromique. On a alors que lui = iu'l et lv 1 = lv'l. 
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Démonstration. Par les théorèmes 3 et 5, on a que u = xm1y, v = xm2y , v ' = 

xm2x et u' = ym2y avec m 1 , m 2 E PAL et x =/= y E {a , b}. Par conséquent , 

JuJ = Jxm1Y l = jym1Yl = Ju'J 

Jvl = Jxm2yJ = Jxm2x l = Jv'J . 

2.4 Morphisme de Christoffel 

• 

Un endomorphisme f sur le monoïde libre A* est défini par une paire ( u, v) telle 

que f (a) = u et f (b) = v. Définissons cinq endomorphismes qui sont part iculière

ment intéressants pour l 'étude des mots de Christoffel : 

G = (a, ab) 

G =(a, ba) 

E=(b,a) 

D = (ba, b) 

D = (ab , b) 

Un morphisme de Christoffel est un endomorphisme sur A* qui envoie un mot de 

Christoffel sur un conjugué d 'un mot de Christoffel. Dans cette section, on souhaite 

prouver que les morphismes G, D , G et D sont des morphismes de Christoffel. 

Lemme 13. Les morphismes G et D envoient un mot de Christoffel inf érieur sur 

un autre mot de Christoffel inf érieur. 

Démonstration. Procédons par récurrence sur la longueur d 'un mot de Christoffel 

inférieur w. Si JwJ = 1, alors w = a ou w = b. Si w = a , alors G(a) = a et 

D (a) =ab qui sont bel et bien des mots de Christoffel. Si w = b, alors G(b) = ab 

et D (b) = b qui sont aussi des mots de Christoffel. Supposons que les mots G(w) 

et D (w) sont des mots de Christoffel si JwJ ::; n. Soit w un mot de Christoffel de 
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longueur n + 1. Par le théorème 4, il existe deux mots de Christoffel inférieurs u 

et v tel que w = uv et 

Par l'hypothèse de récurrence, les mots G(u) , G(v), D(u) et D(v) sont tous des 

mots de Christoffel inférieurs. De plus, G(w) = G(u)G(v) et D(w) = D(u)D(v) , 

car G et D sont des morphismes, alors il suffit de prouver que det( G( w)) = 1. On 

a que 

=1. 

Un calcul analogue démontre que det (D(w)) = 1. Donc, G(w) et D(w) sont des 

mots de Christoffel inférieurs. • 
Les morphismes G et D ont une interprétation géométrique, ils envoient un mot 

de Christoffel inférieur de pente q / p sur les mots de Christoffel inférieurs de pentes 

p + qjp et qjp + q respectivement . 

Lemme 14. Pour tout mot w E A*, il existe un mot u E A * tel que G(w) =au et 

G(w) =ua. De m ême, il existe un mot v E A* tel que D(w) = bv et D(w) = vb. 

Démonstration. Procédons par récurrence sur la longueur du mot w . Si lwl = 1, 

alor w = a ou bien w = b. Par conséquent , G(a) = a = G(a) avec u = E , sinon 
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G(b) = ab et G(b) =ba avec u =b. Supposons qu'il existe un mot u E A* tel que 

G(w) = au et G(w) =ua si lwl ::; n . 

Soit w un mot de longueur n + 1, il y a deux cas possibles : soit w = aw' ou 

w = bw'. Si w = aw' , alors par l 'hypothèse de récurrence, il existe un mot u' tel 

que G(w' ) = au' et G(w' ) = u'a. Par conséquent , G(w) = G(a) G(w' ) = aau' et 

G(w) = G(a )G(w' ) = au'a. Donc, u = au' Si w = bw' , alors par l 'hypothèse de 

récurrence, il existe un mot u' tel que G(w' ) = bu' et G(u' ) = u'b . Par conséquent , 

G(w) = G(b)G(w' ) = abau' et G(w) = bG(w' ) = bau'a. Donc, u = bau' . La 

démonstration pour la deuxième assert ion est analogue. • 
Corollaire 4 . Les morphismes G , D , G et D sont des morphismes de Christoffel. 

Démonstration. Il suffit de démontrer que les morphismes envoient un mot de 

Christoffel inférieur sur un conjugué d 'un mot de Christoffel. Soit w un mot de 

Christoffel infér ieur . Par le lemme 13, on a que G(w) et D(w) sont des mots de 

Christoffel. Donc, G et D sont des morphismes de Christoffel. 

Démontrons que D est un morphisme de Christoffel, la démonstration pour G 

est similaire. Il existe un mot u E A* tel que D(w) = bu et D (w) = ub, par le 

lemme 14. Par conséquent , les mots D(w) et D(w) sont conjugués. Comme D(w) 

est un mot de Christoffel, D(w) est un conjugué d 'un mot de Christoffel. Donc, 

D est un morphisme de Christoffel. • 
Le morphisme E est aussi un morphisme de Christoffel. Ce morphisme correspond 

à une réflexion d 'un mot de Christoffel par l 'axe y= x , voir la figure 2.12. 

2.5 Palindromes, périodes et conjugués 

Dans les années 1990, plusieurs mathématiciens dont de Luca, Mignosi , Berstel, 

Borel et Laubie ont étudié les propriétés combinat oires des mots de Christof-
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Figure 2. 12: Interprétation géométrique du morphisme E sur un mot de Christof

fel. 

fel. Le théorème suivant regroupe quatre caractérisations des mots de Christoffel 

considérées par ces auteurs. Avant de démont rer le théorème, présent ons quelques 

résultats utiles pour sa démonstration. 

Lemme 15. (de Luca, 1997b) Soit w E A*. Si w = P xyQ = QxyP avec 

P, Q E PAL, x =f. y et IPI < IQI, alors Q est le plus long palindrome suffixe et 

préfixe propre de w . 

Démonstration. Soit w = PxyQ = Qyx P avec P, Q E PAL et IPI < IQI. P ro

cédons par l 'absurde, supposons que Q' soit un palindrome suffixe de w t el que 

IQ'I > IQI. On a alors que w a la période p' = lwl - IQ'I < p par le lemme 4. On 

a que 

lwl = p + q- 2 ~ p' + q- 1 ~ p' + q - d 

avec d = PGCD(p' , q), car p ~ p' + 1. On a alors que d est une période de w par le 

théorème 1. De plus, on que lwl = p + q - 2 ~ p + p' , car q > p. Par conséquent , 

w a aussi la période d' = PGCD(p,p' ). De plus, on a que lwl ~ d +d' , car p ~ d' 

et p' ~ d. Par conséquent , w a la période 6 = PGCD(d, d'). Or , 6 = 1 car le 

PGCD(p, q) = 1. On a alors que w est une puissance d 'une lettre, contradiction 

avec x =f. y. Le plus long suffixe palindromique de w est Q et c'est aussi son plus 
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long préfixe palindromique, car w est un palindrome. • 
Lemme 16. (de Luca, 1997b) Soit w E A* tel que w = P xyQ = QyxP avec 

P , Q E PAL et x =J y des lettres. Alors, (wx)(+) = QyxPxyQ et (wy)(+) = 

P xyQyxP . 

Démonstration. Soit w = P xyQ = QxyP. Il faut démontrer que le plus long 

suffixe palindromique de wx est s = x P x. Procédons par l'absurde, supposons 

que s n ' est pas le plus long suffixe palindromique de wx. 

Si fPI > IQI, il existe des mots u , v E A* tels que Q = uxv et xvxP x soit un 

palindrome. Par conséquent , il existe un palindrome suffixe de w plus long que P , 

contradiction avec le lemme 15. 

Le cas fPI = IQI est impossible, car P x yQ = Qyx P et x =J y. 

Si IQI = fPI + 1, alors on a que P x = Q = x P. Par conséquent, P = xiPI, 

Q = xiPI+l et w = xiPI+1yxiPI+ l . Donc, le plus long suffixe palindromique de wx 

est xiPI+2 = x P x = s. 

Si fQI 2: fPI + 2 = t on a que w à la période t par le lemme 4. On en déduit 

que Q a aussi la période t et fQI = kt+ r avec k E N- {0} et 0 < r < t. De 

plus, y x P est un suffixe de Q. Par conséquent, Q = U(yx P )k avec fUI = r et 

wx = U(yx P )k+lx . Soit V le préfixe palindromique de wx plus long que fx P x f. 

Si fVI < f(y x P)k+1x f, il existe un entier h 2: 1 et a E A* tel que V= xa(yxP )hx . 

On a que V est un palindrome, alors a(yxP )h = (P x y)h{3 avec {3 = R (a). On a 

alors que faf =J fP f, sinon P xy = Pyx. Ainsi , faf < fPI et ax est un suffixe de P . 

Il existe un mot 1 E A* tel que P = 1xa. On a alors que 

::::} x = y , contradiction. 
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Donc, x P x est le plus long suffixe palindromique de wx . Si lVI > l(yx P )k+1x l, 

alors on a que lVI > 1 + (k + 1)p = IQI + (p- r) + 1. De plus, lVI- 2 2': IQI + 1, 

car p- r 2': 1. On a que V = xV' x, car V est un palindrome suffixe de w x . 

Ainsi, V' est un palindrome suffixe de w de longueur IV'I = lVI - 2 2': IQI + 1. 

On a que IV'I < lwl, alors IV'I est un palindrome suffixe de w plus long que IQI 
ce qui contredit le lemme 15. Donc, x P x est le plus long suffixe palindromique 

de wx . Par conséquent, (wx)<+) = Qyx P x yQ. La démonstration du cas w y est 

analogue. • 
Soit w un mot ayant deux périodes p et q tel que lwl = p +q- 2 et PGCD(p , q) = 1. 

Dans l'article (de Luca et Mignosi, 1994), l 'ensemble des mots de cette forme est 

appelé PER. Nous ut iliserons la même notation afin d 'alléger le texte . 

Lemme 17. (de Luca et Mignosi, 1994) Soit w = a1 . . . an E PER. Alors w est 

un palindrom e. De plus, si w n 'est pas une puissance d 'une lettre, alors aq- l =F aq. 

Dém onstration. Soit w E PER et p , q les deux périodes de w . On a que 

{ kp mod q 1 1 ::; k ::; q - 1} = { 1, .. . , q - 1} = Q , 

car PGCD(p , q) = 1. Soit x E f:::T le plus petit entier dans l'intervalle [1, . . . , q - 1] 

tel que xp mod q = q- 1. Sans perte de généralité, supposons que 1 < p < q. On 

a alors que q - 1 '#. q - p mod q. Soit U = { kp mod q 1 1 ::; k ::; x} et V = Q - U . 

Les deux ensembles sont non vides , car x < q - 1. 

On a que ai = ai+p pour 1 ::; i ::; q - 2 = lwl- p et ai = ai+q pour 1 ::; i ::; p- 2 = 

lwl - q. On souhaite démontrer que Vi , j E U , ai = aj et Vi , j E V , ai = aj · 

Démontrons que si hp= i + r q et (h + 1)p = j + sq avec 1 ::; i ::; q- 2, 1 ::; j ::; q - 1 

et 1 ::; h ::; q- 2, alors ai = aj· Si r ::; set p = j -i + (s - r)q , on a alors que 

s - r = 0 ou s -r = 1, car IJ- i l ::; q- 2. Si s - r = 0, on a alors j = i + p et 
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i::; q-2. Par conséquent, aj = ai+p =ai· Si s -r= 1, on a alors que j = i +p-q, 

cari + p::; q- 2 +pet w a la période q. Par conséquent , aj = ai+p-q = ai+p = ai· 

Donc, Vi,j EV, on a que ai= aj· De plus, Vi , j E {kp mod q Il ::; k <x}, on a 

ai = aj· Il faut démontrer que ax est égal aux autres lettres indicées par l'ensemble 

U. 

Supposons que U- {q - 1} 1- 0. Soit i E Uj{q- 1} tel que (x- l)p = i + tq 

avec t ~ O. On a que xp = q- 1 + sq pour un certain s ~ t . De plus , i ::; q- 2 

ce qui implique que Wq- l = wi· Donc, Vi , j E U, on a que ai= aj. De plus , on a 

que w contient au plus 2 lettres différentes, car il a la période q et aq = aq-p· Si 

w cont ient seulement une lettre, alors w est un palindrome. 

Supposons que w ne soit pas une puissance d 'une lettre. Posons que ai = x , ViE U 

et ai= y , Vi E V avec x 1- y et x, y E A. On a que q- 1 E U et que aq-l = x. On 

veut démontrer que aq =y. On a que aq = aq-p et que (q -l)p = (q -p) + (p-l)q. 

On a que q - p E V , car x < q - 1. Donc, on a que aq- p = aq = y. On a donc que 

si w n 'est pas une puissance d 'une lettre, alors aq- l 1- aq· 

Démont rons que ai = aq-i-l , 1 ::; i::; q-2. On a que hp= i+ sp et kp = q-i -l+tq 

avec 1 ::; h , k::; q-2 et s , t ~ O. Par conséquent , on a que (h+k)p = q-1+(s+t)q. 

De plus, xp = q - 1 + rq avec r ~ 0 ce qui implique que (h+k- x )p = (s +t- r)q. 

Puisque PGCD(p, q) = 1, on a que h + k - x = rnq . Par conséquent, rn = 0 ou 

rn = 1. Si rn = 0, on a qu h + k = x ce qui signifie que h, k ::; x . Par conséquent , 

i , q - i - 1 E U et ai = aq- i- l · Si rn = 1, on suppose que h < x et k > O. 

On a alors que x + q = h + k ::; x + k. On en déduit que q < k ce qui est 

impossible, car k ::; q - 1. Dans le cas , k ::; x et h > x on a une contradiction 

similaire. Par conséquent , on a que i , q- i - 1 E U ou i , q-i - 1 E V. Donc, 

ai = aq- i-1 , 1 ::; i ::; q - 2. 
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En ut ilisant la période p , on a que 

Donc, ai = an-i+l > 1 ::::; i ::::; q- 2. Il suffit de démontrer que q- 2;:::: [ ~ ] = [ (P+~-2) ] 

pour conclure que w est un palindrome. Si q ;:::: p + 2, alors q- 2 ;:::: p+r2 
;:::: [~]. 

Si q = p + 1, on a que[~]= (2p+2
1

-
2

) = [P;
1

]. Par conséquent , q- 2 =[~].Donc, 

w est un palindrome. • 
Théorème 6. Soit m E A* . Les énoncés suivants sont équivalents : 

i. Le mot amb est un mot de Christoffel ; 

22. Le mot amb est un produit de palindromes et m est un palindrome (de Luca 

et Mignosi, 1994); 

m . Les mots amb et bma sont conjugués (Pirillo, 2001); 

w. Le mot m a deux périodes premières entre elles p et q telles lml = p + q- 2 

(de Luca et Mignosi, 1994); 

v. Le mot m est un palindrome itéré sur l 'alphabet A (de Luca, 1991b) ; 

Démonstration. Posons w = amb. 

(i) =} (ii) Si amb est un mot de Christoffel , alors m est un palindrome par 

le lemme 11. De plus par le théorème 5, le mot amb est un produit de deux 

palindromes. 

(ii) =} (iii) Soit amb un mot avec mE PAL et amb = rs avec r , sE PAL. Comme 

m est un palindrome, on a le mot amb = R(bma) . Par conséquent , on a que 

bma = R(amb) = R(rs) = R(s)R(r) =sr, car rets sont des palindromes. Donc, 

les mots amb et bma sont conjugués. 

(iii) =} (iv) Soit m un mot tel que amb et bma sont conjugués. Supposons que 

lml > 1, car les autres cas se vérifient aisément. Si amb et bma sont conjugués, 
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alors les mots mba et mab le sont aussi. Alors, il existe deux mots u et v tel que 

mab =uv et mba = vu. Si lui = 1, alors u = a et m = alml. Le mot m a alors les 

périodes 1 et lml + 1 et PGCD(1 , lml + 1) = 1 et lml = 1 + lml + 1 - 2. Si lvi = 1, 

la démonstration est analogue. 

Supposons que lui 2:: 2 et lvi 2:: 2. Sans perte de généralité supposons que lui :S lvi, 
alors u est un préfixe de v et donc, m a pour périodes lui et lvi. Posons lui = p , 

lvi = q et d = PGCD(p, q). Si d > 1, alors lml = p + q- 2 2:: p + q - d. Par le 

t héorème 1, m a une période de longueur d, par conséquent , u = h~ et v = h2 

pour un certain mot h E A+. C'est une contradict ion, car u a le suffixe ba tandis 

que v a le suffixe ab. Donc, d = 1. 

(iv) ::::} (v) Soit m E PER. Démont rons par récurrence sur la longueur de m que 

ce mot est un palindrome itéré. Si lml = 0, alors m = E = p(E) est un palindrome 

itéré. Supposons que mE PER et lml < n , alors m est un palindrome itéré. 

Soit m E PER de longueur n. Si m est une puissance d 'une lettre, alors m = xn 

est un palindrome itéré, car p(xn) = xn, Vx E A. Si m n 'est pas une puissance 

d 'une lettre, il existe des entiers p et q tel que lml = p + q- 2 et PGCD(p, q) = 1. 

Par le lemme 17, on a que m est un palindrome. Ainsi, il existe des palindromes P 

et Q tel que IPI = q- 2 et IQI = p- 2 qui sont des suffixes de m par le lemme 4. 

Par conséquent, m = PxyQ = QxyP avec x , y E A et x =f. y (par le lemme 17, 

on a que aq- l = x =f. aq =y). Sans perte de généralité, supposons que IPI < IQI. 
On a alors que m = Pxym'yxP où m' E PAL. On a que Pxym' = Q est un 

palindrome. De plus , on déduit que Pxym' E PER par le lemme 4. Ainsi, P xym' 

est un palindrome itéré par l 'hypothèse de récurrence. Par le lemme 16, on a que 

m = Pxym'yxP = (( P xym')y) (+). 

Donc, m est un palindrome itéré. 
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(v)=> (i) Supposons que m = p(u) est un palindrome itéré. On souhaite montrer 

par récurrence sur la longueur de u que amb est un mot d Christoffel inférieur . 

Si u = 0, alors m = é et aéb = ab est un mot de Christoffel. Supposons que ap(u) b 

est un mot de Christoffel inférieur pour tout mot u de longueur au plus n . Soit 

u' E A* un mot de longueur n + 1. Il y a deux cas à t raiter soit u' = au ou bien 

u' =bu. 

Si u' =au, alors par la formule de Justin (voir lemme 3) 

ap(u' )b = ap(au) b = ap,a(p(u)a) b = f-ta(ap(u) b). 

De plus ap(u) b est un mot de Christoffel inférieur par l hypothèse de récurrence 

et f-La= (a, ab) = G. Donc, ap(u' )b est un mot de Christoffel par le lemme 13. 

Si u' = bu, alors par la formule de Justin (voir lemme 3) 

ap(u' )b = ap(bu)b = ap,b (p(u) b)b. 

De plus, on a que /-Lb = (ab, b) = D. Par le lemme 14, il existe un mot v tel que 

D(p(u) b) = vb et D(p(u)b) = bv . Par conséquent , v = D(p(u)), car D(b) = b et 

donc D(p(u) b) = bD(p(u)). Ainsi, 

ap(u' )b = aD(p(u) b)b = abD(p(v)) b = D(ap(v) b). 

Or ap(u) b est un mot de Christoffel inférieur par l'hypothèse d récurrence. Donc, 

ap(u' )b est un mot de Christoffel par l lemme 13. • 
L'assert ion (iii) signifie qu 'un mot de Christoffel et son image miroir sont conju

gués c.-à-d. un mot de Christoffel inférieur de pente pj q est conjugué au mot de 

Christoffel supérieur de même pente. 

Corollaire 5. Tous les préfixes palindromiques de mots centraux sont aussi des 

mots centraux. 
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Démonstration. Les mots de centraux sont des palindromes itérés (voir le théo

rème 6) et les préfixes palindromiques d 'un palindrome itéré sont des palindromes 

itérés. • 
Corollaire 6. (de Luca, 1991b) Un mot m est central si et seulem ent 

avec m 1 , m2 E PAL et x -=J y E A. 

Démonstration. Si m est un mot central, alors amb est un mot de Christoffel. La 

factorisation palindromique de amb est (am1a, bm2b) avec m 1 , m 2 E PAL par le 

théorème 5. Donc, m = m 1 abm2 = m 2bam1 puisque m est un palindrome. 

Sim= m 1xym2 = m 2yxm1 avec m 1 , m 2 E PAL et x -=J y , on a que m est un palin

drome et que le mot xm1x ym2y est un produit de palindromes. Par conséquent , 

xmy est un mot de Christoffel (voir théorème 6) et m est un mot central. • 

2.6 Graphe de Cayley 

Dans cette section, nous introduisons une autre caractérisation reliant le mot 

de Christoffel de pente qjp au graphe de Cayley du groupe Zj(p + q) Z. Cette 

caractérisation est importante , car c'est la définit ion originale utilisée par Chris

toffel (Christoffel, 1875) . 

Soit p et q deux entiers naturels premiers entre eux. Le graphe de Cayley du 

groupe Zj(p + q)Z de générateur q est le graphe orienté G = (S, A) avec S = 

{0, 1, . .. ,p + q- 1} et A= {(qi mod n, q(i + 1) mod n) 1 i ES}. De plus, les arcs 

de ce graphe sont étiquetés par les lettres suivantes : 

1. a, si ( s , t) E A et s < t ; 

11. b, si (s , t) E A et s > t; 



Exemple 11. La figure 2.13 représente le graphe de Cayley du groupe Z/13Z . 
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Figure 2.13: Graphe de Cayley du groupe Z/13Z . 
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Pour tout ntier pet q premier ntre eux, le graphe de Cayley du groupe Zj(p+q)Z 

est un cycle simple. Le graphe de Cayley est associé à un mot circulaire représenté 

par les étiquettes du cycle que l'on identifie avec le mot débutant et terminant au 

sommet O. 

Exemple 12 . Le graphe de Cayley de la figure 2.13 est associé au mot aabaababaabab. 

Théorèm e 7. Le mot de Christoffel inférieur de pente qj p est équivalent au 

représentant le graphe de Cayley du groupe Zj(p + q)Z. 

La preuve pr 'sentée ci-dessus est présentée dans le livre (Reutenau r , 2016). 

Démonstration. Soit w un mot de Christoffel inférieur de pente qjp. É tiquetons 

tous les points entiers sur le chemin discret w par la distance verticale entre ce 

point et la diagonale du rectangle de sommets (0, 0) , (q , 0), (p q) et (p, 0) (voir 

figure 2.14). Toutes les étiquettes sont une fraction i/p pour un certain entier 

naturel i , car l 'équation de la droite outenant la diagonale est y = ~x. Par 
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Figure 2.14: Les étiquettes des points sur le chemin de Christoffel de pente 5/8 . 

conséquent , si i/p et j /P sont les étiquettes de deux points successifs du chemin 

discret , alors 

j = i + q, si c'est un pas horizontal 

j = i- q, autrement. 

Soit i/p l 'étiquette d 'un point . Si i < p , alors le pas suivant est horizontal, autre

ment le chemin croiserait la diagonale. Ainsi , le point suivant a l 'étiquette i+q. Par 
p 

contre, si i 2: p , le pas suivant est vertical, autrement le polygone délimité par le 

chemin discret et la diagonale contient un point ent ier intérieur. Par conséquent , 

le point suivant doit avoir l'étiquette i;p . 

Tous les numérateurs sont distincts sauf le premier et le dernier qui sont égaux à 

O. En effet , s 'ils ne sont pas tous distincts, alors il y a un segment entier parallèle 

à la diagonale à l'intérieur du rectangle, ce qui cont redit PGCD(p, q) = 1. Ainsi, 

les numérateurs possibles sont exactement les nombres entiers entre 0 et p + q- 1. 

Ainsi , nous pouvons remplac r les étiquettes i/p par i . En retirant la dernière 

'tiquette, on obtient l'ensemble des entiers entre 0 et p + q - 1. Donc, si i et j 

sont des étiquettes consécut ives , nous avons j = i + p mod (p + q) avec i < j si le 

pas est horizontal et i > j si le pas est vertical. • 



CHAPITRE III 

LES MOTS STA DARDS 

Après avoir étudié les mots de Christoffel d 'un point de vue géométrique et com

binatoire, nous allons maintenant mettre en évidence les liens entre les mots de 

Christoffel et les suites sturmiennes. Les mots standards forment un pont entre 

les mots de Christoffel et les suites sturmiennes. 

3.1 Mots standards et fractions continues 

Dans cette section, nous utiliserons l 'une des premières définit ions des mots de 

Christoffel introduite par (Smith, 1876). Cette caractérisation qui ut ilise les mots 

standards nous permet de faire le lien entre les mots de Christoffel et les suites 

sturmiennes. Tout d 'abord , rappelons brièvement la définition de fractions conti

nues sim pl es. 

Une fr action cont inue simple est une expression, finie ou infinie, de la forme : 

avec a0 E Z et ai E N - { 0} pour i 2: 1. Rappelons aussi que le développement en 

fraction cont inue d 'un nombre réel a est fini si et seulement si a est un nombre 

rationnel. De plus, le développement en fraction continue d 'un nombre rationnel 

n 'est pas unique. En effet , la faction cont inue [a0 , a1 , ... , an]= [a0 , a 1 , ... , an - 1, 1] 

pour tout an > 1. 
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Soit [a0 , a 1 , . . . , an] une fraction cont inue avec a0 ;:::: O. À cette fraction continue, 

on associe un mot sn+l défini récursivement de la façon suivante : 

(3. 1) 

Le mot Sn+l est appelé mot standard et la fraction cont inue qui lui est associée 

est appelé le mot directeur de sn+l· Les mots s1 , s2, ... , sn composant un mot 

standard sont aussi des mots standards. De plus, un mot standard débute par a 

si a0 = 0 et b autrement. Pour tout i > 1, le mot ab est un suffixe de si si i est 

pair et le mot ba est un suffixe si i > 1 est impair. 

Exemple 13. Le mot standard associé à la fra ction continue 5/8 = [0 , 1, 1, 1, 2] est 

abaababaababa. La liste ci-dessous est la construction récursive de ce mot standard. 

s_1 =a 

so = b 

s2 = siso = ab 

s3 = s~s 1 = aba 

s4 = s~s2 = abaab 

s5 = s~s3 = abaababaababa 

Remarque: un mot de Christoffel n 'est pas en général un mot standard. En effet, le 

mot Sn+l de l 'exemple 13 débute et termine par la lettre a, alors que la première 

et la dernière lettre d 'un mot de Christoffel sont différentes. Par contre, il est 

possible de dénifir une bijection entre ces deux ensembles de mots démont rant 

ainsi que se sont des ensembles équivalents . 

Soit w E A* un mot. Il existe une unique suite finie d'entiers (h1 , h2 , ... , hn) 

avec h1 2:: 0 et hi > 0 pour 1 ::; i ::; n telle que w = bh1 ah2 bh3 .•. bhn si n est 
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impair et w = bh1 ah2 bh3 ... ahn si n est pair. La suite (h1, h2 , ... , hn) est appelée 

représentation entière du mot w. Si le mot w débute par la lettre a, alors h1 = 0, 

sinon h1 > O. De plus, si n est pair , on a que w termine par la lettre a, sinon il 

termine par la lettre b. 

Exemple 14. La représentation entière du mot aaaaabaaabb est (0 , 5, 1, 3, 2). 

Le mot directeur de deux conjugués d 'un mot de Christoffel a été décrite par de 

Luca (de Luca, 1997b) : 

Lemme 18. Soit w E A* et (h1, h2 , .. . , hn) sa représentation intégrale. Les mots 

p( w )ab et p( w )ba sont des mots standards dont le mot directeur est donné dans le 

tableau 3.1 . 

Tableau 3.1: Mot directeur des palindrom s itérés . 

p(w )ab p(w)ba 

n est impair [h1 , h2 , ... , hn , 1] [h1 , h2 , ... , hn-1, hn + 1] 

n est pair [h1 , h2, ... , hn-1, hn + 1] [hl , h2, . .. , hn, 1] 

Démonstration. Démontrons le résultat précédent par récurrence sur la longueur 

de la représentation intégrale (h1 , h2 , . .. hn) de w. Tout d 'abord , supposons que 

h1 > 0, ainsi le mot w débute par la lettre b. Vérifions que l'assertion est vraie 

dans le cas n = 1 et n = 2. 

Sin= 1, on a que w = bh1 ce qui signifie que p(bh1 ) = bh1 . Ainsi p(w)ab = 

b1tJab et p(w) ba = bh1+1a sont des mots standards dont les mots directeurs sont 

[h1 1] et [h1 + 1] respectivement. Si n = 2, on a que w = bh1 ah2 ce qui signifie 

que p(bh1 ah2 ) = (b'~ 1 a)h2 bh 1 . Par conséquent , le mot p(w)ab = (bh1 a)h2 bh1 ab et 
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p(w )ba = (b'11 a)h2 bh1 +1 a sont des mots standards dont l mot directeur est [h1 , h2+ 
1] et [h1 , h2 , 1] respectivement . 

Supposons que si w a une représentation intégrale strictement plus courte que n , 

alors p( w )ab et p( w )ba sont des mots standards dont le mot directeur est donné 

dans l tableau 3 .1. 

Soit w = w1xhn avec x E A et w1 E A* dont la représentat ion intégrale est 

(h1 , h 2 , . .. , h n_1 ) . La parit é de n , nous permet de déduire la lettre que représente 

x . Supposons que n est impair , on a alors que x = b. Par hypothèse d récurrence, 

la sui te [h1 , . .. , h n- l , 1] est le mot directeur du mot standard s dont p( w 1 ) est le 

préfixe de longueur lsl - 2. Soit la suite de mot s_1 , sa, .. . , n avec 

et [a0 , a1 , .. . , an- 1] = [h1 , h 2 , .. . , h n_1 , 1]. Ainsi, on a que s = Sn= p(w 1 )xy avec 

y= b. On a que 

Sn-l = Pyx, Sn-2 = Qxy, Sn = P yxQx y 

avec P, Q , Pyx Q E PAL, puisque n 2: 3. Ainsi, p(w1) = P yxQ. Calculons 

p(w1x ) = (Pyx Q x )(+) 

= Pyx Q x yP, 

= P yxPyx Q . 

par le lemme 16 

Par conséquent , on a que p(w1x)xy = P yxP yxQx y = ~_ 1 sn- 2 · En répétant le 

même argument h n fois, on en déduit que 

( ) ( hn) h.,+l p W x y = p W1X XY = Sn- l Sn-2 · 

Le mot p( w )xy = s~~t1 
Sn- 2 est un mot standard dont l mot directeur est 

[h1, . . . , h n-l, h n + 1]. De plus, le mot 
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est le mot standard associé au mot directeur [h1 , ... , hn_1 , hn , 1] . Donc, si n est 

impair , on a que x = b ce qui implique que le mot directeur de p(w)ba est 

[h1 , ... , hn + 1] tandis que celui du mot p(w)ab est [h1, ... , hn, 1]. Si n est pair , on 

a que x =a et le résultat s'obtient à l'aide d'un calcul analogue. 

Supposons que h1 = 0 c.-à-d. que la représentation entière de w est (0 , h2 , . .. , hn)· 

Dans ce cas, le mot w a pour représentation entière (h2 , ... , hn)· On peut alors 

calculer la suite directrice de w par le cas précédent , car h2 > O. De plus, on a 

que p(w)ab = p(w)ba et p(w)ba = p(w)ab qui sont des mots standards. otons, h 

et h' les mots directeurs de p( w )ab = p( w )ba et p( w )ba = p( w )ab respectivement. 

Les mots directeurs de p(w)ab et p(w)ba sont [0 , h] et [0 , h']. • 

Exemple 15. Soit w = abab. La représentation intégrale de w est (0, 1, 1, 1, 1) . 

On a que p(w)ab = abaababaabaab et que son mot directeur est [0 , 1, 1, 1, 1, 1] . 

Vérifions que s6 = p( w )ab : 

s_ 1 = a 

s0 = b 

Les lettres sont à la fois des mots standards et des mots de Christoffel. Démontrons 

que les deux ensembles sont aussi équivalents pour les mots de longueur > 1. 

Théorème 8. Un mot w = amb est un mot de Christoffel propre si et seulement 

si mab et m ba sont des mots standards. 
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Démonstration. Si w = amb est un mot de Christoffel, alors m est un palindrome 

itéré par le théorème 6. Donc, mab et mba sont des mots standards par le lemme 18. 

Soit s un mot standard avec lsl > 1 et d son mot directeur. Démontrons par 

récurrence sur la longueur de d que xmy est un mot de Christoffel. Si ldl = 1, on 

a que d = [k] avec k ~ 1. Par conséquent, s = akb. De plus, aak-lb est un mot de 

Christoffel. Si ldl = 2, il y a deux cas possibles. Si d = [0, a2],on a que s = aa2 b et 

aaa2 b est un mot de Christoffel. Si d = [a1 , a2], on a alors que s = (aa1 b)a2 a. Le mot 

a(aa1 b)a2 -
1aa1 b est un produit de palindromes et (aa1 b)a2 -

1aa1 est un palindrome. 

Donc, a(aa1 b)a2 -
1aa1 b est un mot de Christoffel par le théorème 6. Supposons que 

pour tous les mots standards s = mxy dont le mot directeur est plus court de n, 

on a que xmy est un mot de Christoffel. 

Soit s = mxy un mot standard et d son mot directeur avec ldl = n. P ar définition , 

on a que s = s~nsn- 1 avec Sn et Sn- 1 des mots standards . Par l'hypothèse de récur

rence, on a que Sn= Ayx et sn_1 = B xy avec A , BE PAL, car xAy et xBy sont 

des mots de Christoffel. Par conséquent, s = (Ayx)anBxy = (Ayx)an- 1AxyBxy. 

On en déduit que le mot w = y(Ayx)an-1 AyxB x est le produit des palindromes 

y(Ayx)an-l Ay et xB x. 

Démontrons que m = (Ayx )an -l Ayx B est un palindrome. On a que Sn = s~~-11 sn_2 

= (B xy)an- 1 Cyx av cC E PAL par l 'hypothèse de récurrence. Puisque (B xy)an- 1 0 

= A , on a que (B xy)an-lC est un palindrome. De plus, on a que C est un pré

fixe de B , ainsi IBx yl est un période de A. Par le lemme 4, on a que le suf

fixe de longueur lAI - IB xy l est un palindrome. Par conséquent , (Bxy)an_1 -
1C 

est un palindrome. Posons que (Bxy)an- 1
-

10 = D. Si an = 1, on a que m = 

((Bxy)an- 1 Cyx)anB = (Bxy)an- 1 CyxB = B xyDyx B est un palindrome. Par ré

currence, on obtient que ((Bxy)an- 1 Cyx)anB = m est un palindrome. Donc, w 

est un produit de palindromes et m est un palindrome. Ainsi , w est un mot de 
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Christoffel par le t héorème 6. • 
La corre pondance entre les mots de Christoffel et les mots standards permet aussi 

de caractériser les mots de Christoffel à l 'aide des suites sturmiennes. Cette défini

t ion permet de souligner l 'importance des mots de Christoffel dans la construction 

des suites sturmiennes. 

Corollaire 7. Tout mot standard est un préfixe d 'une suite caractéristique. 

Démonstration. Découle naturellement de la définit ion des suites caractéristiques 

où c = limn-too Sn avec Sn un mot st andard. • 

Corollaire 8. Le mot amb est un mot de Christoffel si et seulement si m est un 

préfixe palindromique d'une suite caractéristique. 

Démonstration. Si amb est un mot de Christoffel, alors m est un préfixe du mot 

standard mab par le théorème 8. Donc, m est préfixe d 'une suite caractéristique 

par le corollaire 8. De plus, m est un palindrome par le lemme 11. Donc, m est 

un préfixe palindromique d 'une suite caractéristique. 

Inversement, soit mun préfixe palindromique d 'une suite caractéristique. Il existe 

un mot standard suffisamment long s = cxy dont m est un préfixe. Ainsi, m 

est un préfixe palindromique du mot central c. Donc, m est un mot cent ral par 

corollaire 5 et amb est un mot de Christoffel. • 

3.2 Facteurs et conjugués 

Les propriétés d 'équilibre et de fermeture des facteurs et des conjugués des mots de 

Christoffel permettent de déduire d 'aut res caractérisations. En plus, on démontre 

que l 'ensemble des mots sturmiens est égal à l 'ensemble des facteurs des mots de 

Christoffel. 
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Lemme 19 . Tous les m ots de Christoffel sont équilibrés . 

Dém onstration. Soit amb un mot de Christoffel inférieur . Les mots mab et m ba 

sont des mots standards. Par conséquent, il existe des suites caractéristiques c et 

c' qui ont pour préfixe les mots standards m ab et mab par le corollaire 7. On en 

déduit que les quatre suites ac, be, ac' et be' sont sturmiennes. Donc, leurs préfixes 

amb et bma sont équilibrés (voir le théorème 2). • 

Le lemme précédent signifie que tous les mots de Christoffel sont des mots stur

miens. En plus, les facteurs des mots de Christoffel sont équilibrés, alors ce sont 

aussi des mots sturmiens. La réciproque a été démont rée par Chuan (Chuan, 

1997) : 

Lemme 20. Un mot w est un facteur d 'un mot de Christoffel si et seulement si 

w est un mot sturmien. 

Démonstration. Soit w un facteur d 'un mot de Christoffel. Le mot w est équilibré, 

car c'est un facteur d 'un mot équilibré. Donc, w est un mot sturmien . 

Soit w est un mot sturmien. Par définit ion , w est un facteur d 'une suite carac

téristique c. Par le corollaire 8, il existe un préfixe palindromique p de c t el que 

w E FACT(p). Puisque p est un mot central, on a que apb est un mot de Christof

~. . 
Corollaire 9. Tous les conjugués d 'un m ot de Christoffel sont sturm iens. 

Démonstration. Soit w un mot de Christoffel et ( u , v) sa factorisation standard . 

Les mots uw et uw 2 sont aussi des mots de Christoffel par le corollaire 1. De 

plus, tous les conjugués de w sont des facteurs du mot w2 et donc, des facteurs 

de uw2
. Par conséquent , tous les conjugués des mots de Christoffel sont des mots 

sturmiens par le lemme 20. • 
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Le théorème précédent stipule que l'ensemble ST est égal à l 'ensemble FACT(?!f) . 

De plus, les not ions de facteurs et de conjugués des mots de Christoffel sont reliés, 

car un conjugué d 'un mot de Christoffel est toujours un facteur d'autres mots de 

Christoffel. 

Dans la section 2.5 , nous avons démontré que les mots de Christoffel inférieurs 

et supérieurs de même pente sont conjugués. ous allons maintenant démontrer 

que la classe de conjugaison , de même que l'ensemble des facteurs circulaires d'un 

mot de Christoffel sont fermés par image miroir. 

Lemme 21. Pour tout mot w, on a que 

Démonstration. Soit w = a 1 a2 .. . an un mot quelconque. On a que 

RŒ_l R (w) = RŒ- 1 R(a1a2 . .. an) 

= RŒ- 1 (an ... a2al) 

= Œ(w). 

Lemme 22. Soit (u, v) une paire de Christoffel. Alors, 

• 

Par conséquent, la classe de conjugaison du mot de Christoffel uv est f ermée par 
. . . 
zmage mzrmr. 

Démonstration. Soit j = lvi. Démontrons que uv = R(Œj(uv)) . Si u ou v est un 

mot de Christoffel non propre, il faut alors vérifier les cas où u = a, u = b, v = a 
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et v= b. Si u =a, alors w = aJ+1b signifie que R(aj(a1+1b)) = an+1b. Les autres 

cas se résolvent similairement. Supposons que u et v soient tous deux des mots de 

Christoffel propres. Alors , il existe m 1 , m 2 E PAL et x, y E A avec x =/= y tel que 

u = xm1y et v= xm2y par le théorème 3. Par conséquent, 

R(aj(uv)) = R(CJj(xm1yxm2y)) 

= R(CJj(xm2xym1y)), 

= R(ym1yxm2x), 

= xm1yxm2y, 

= uv. 

Pour toutes les autres valeurs de i , on a que 

CJi (uv) = R(a-i(R(uv))) , 

= R(a-i(R(R(CJj(uv))))), 

= R(CJ_i(aj(uv))) , 

= R(aj-i(uv)). 

car m 1xym2 E PAL 

car lxm2x l =lv i= j 

par le lemme 21 

par le cas précédent 

carR2 =Id 

On déduit de cette relation que la classe de conjugaison du mot de Christoffel uv 

est fermée par image miroir . • 

Corollaire 10. L 'ensemble des fa cteurs circulaires d'un mot de Christoffel est 

fermé par image miroir. 

Démonstration. Soit x un facteur circulaire du mot de Christoffel w. Il existe 

CJi(w) un conj ugué de w tel que xE FACT(CJi(w)). Or, l'image miroir de CJi(w) est 

aussi un conjugué de w par le lemme 22. Par conséquent , R(x) est aussi un facteur 

circulaire de w. Donc, l 'ensemble des facteurs circulaires d 'un mot de Christoffel 

est fermé par image miroir. • 
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3.3 Équilibre 

Les propriétés sur l'équilibre des mots de Christoffel et de leurs facteurs présentées 

dans la section précédente permettent de décrire de nouvelles caractérisations des 

mots de Christoffel. 

Théorème 9 . Les assertions suivantes sont équivalentes : 

z. Le mot amb est un mot de Christoffel inférieur; 

n . Les mots ma et mb sont équilibrés et m est un palindrome; 

m . Les mots ama, amb, bma et bmb sont équilibrés; 

iv. Les mots amb et bma sont équilibrés . 

Le théorème précédent est le résumé de plusieurs propositions formulées dans 

(de Luca et Mignosi , 1994; de Luca, 1997b). La preuve de ce théorème est inspirée 

de celles présentées dans les articles (Lothaire, 2002; Reutenauer , 2016; de Luca 

et Mignosi, 1994). 

Démonstration. ( i) =? (ii) Soit amb un mot de Christoffel. Le mot m est un 

palindrome par le lemme 11 . De plus, mb E FACT(amb) , ainsi mb est équilibré par 

le lemme 19. De même, ma E FACT(bma). De plus, bma = R(amb) est un mot 

équilibré, car amb est équilibré. Par conséquent, le mot ma est équilibré. Donc, 

les mots ma et mb sont équilibrés et m est un palindrome. 

(ii) =? (iii) Supposons que m est un palindrome et que les mots ma et mb sont 

équilibrés. Par conséquent , les mots R( ma) = am et R( mb) = bm sont aussi 

équilibrés. Soit xmy un mot tel que x , y E A. On souhaite démontrer que le mot 

xmy est équilibré. Pour ce faire, considérons u et v deux facteurs sans chevau

chement de xmy de mêmes longueurs c. -à-d. [u[ = [v[. Si u, v E FACT(xm) ou 

si u, v E FACT(my) , alors on a que [[u[a - [v[a[ ::; 1, car les mots ma, mb, am 
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et bm sont ' quilibrés . Sans perte de généralité, supposons que u E FACT(xm ) et 

v E FACT(my). Alors il existe d ux mots a et /3 tels que u = xa et v = /3y avec 

la i = 1/3 1. Par conséquent , on a que m = am1 = m2/3 . On a que a = R(/3 ), car m 

est un palindrome. Ainsi 

ll u lx -lvlxl = llxa lx - I/3Yi xl = llxa lx - IR(a)Yi x =I l -IYixl, 

car a et R(a) contiennent exactement le même nombre d 'occurrences de la lettre 

x. Si x = y , alors ll u lx - lv lvl = 0, sinon llu lx - lv lxl = 1. Par conséquent , pour 

tous les fact urs de mêmes longueurs que u et v , la relation ll u lx - lvlxl ~ 1 est 

sat isfaite. Donc, les mots ama , amb, bma et bmb sont équilibrés. 

(iii) =? (iv) Par hypot hèse, les mots amb et bma sont équilibrés . 

(iv ) =? (i) Suposons que amb et bma sont équilibrés . Dans un premier t emps, on 

souhaite démontrer que m est un palindrome, par l 'absurde. Supposons que m 

ne soit pas un palindrome, alors m = uxp = p'yR(u ) avec x =!=y. Sans perte de 

généralité, supposons que x = a et y = b. Ainsi, on a que 

llaual a - lbR(u )bl al = 2 > 1 

avec aua, bR( u)b E FACT(amb) ce qui cont redit l'équilibre du mot amb. Donc, m 

est bel et bi n un palindrome. 

Soit apb un mot de Christoffel tel que amb soit un fact ur circulaire de apb. De 

plus, le mot bma est un facteur circulaire de apb, car R (amb) = bma et l'ensemble 

des facteurs st fermé par image miroir par le corollaire 10. Par conséquent , m 

est un facteur circulaire spécial à gauche de apb. Démontrons que les fact eurs 

circulaires sp 'ciaux à gauche sont des préfixes de p. Le mot apb est primitif par 

le lemme 12. Ainsi, apb a k + 1 facteurs distincts de longueur k pour 0 ~ k < n 

par le lemme 2. Par conséquent , apb a exactement un facteur circulaire spécial à 

gauche de longueur k pour 0 ~ k < n. Soit u un préfixe de p, on a que au et 
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bu sont des fact eurs circulaires de apb par le corollaire 10, donc t ous les préfixes 

de p sont des facteurs circulaires spéciaux de apb. Puisqu 'il existe un seul facteur 

circulaire de longueur k qui est spécial, on a que les facteurs circulaires spéciaux 

sont des pr ' fixes de p. On a alors que m est un préfixe de p . Ainsi m est un mot 

central par le corollaire 5. Donc, amb est un mot de Christoffel. • 

Le théorème 2 précise qu 'un mot est équilibré si et seulement si ce même mot est 

sturmien. Par conséquent , le t héorème précédent peut-êt re reformulé en rempla

çant la condi t ion « être équilibré » par « être sturmien ». 

3.4 Mot de Lyndon 

Les mots de Lyndon permettent de définir plusieurs caractérisations des mots de 

Christoffel. Dans cette section, nous allons démontrer que les mots de Christoffel 

inférieurs sont t ous des mots de Lyndon sur l'alphabet A avec l'ordTe a < b. Par 

contre, c ne sont pas tous les mots de Lyndon qui sont des mots de Christoffel. 

Exemple 16. Le m ot aabb est un mot de Lyndon, m ais il n'est pas équilibré. 

Donc, ce n'est pas un mot de Christoffel. 

Ainsi, nous déterminerons quelles sont les conditions suffisantes et nécessaires pour 

qu 'un mot de Lyndon soit aussi un mot de Christoffel. 

Théorème 10. S oit w un mot sur l 'alphabet {a < b} et w tf; {a , b}. Les assertions 

suivantes sont équivalentes : 

2. w est un mot de Christoffel inférieur; 

n. w est un mot de Lyndon équilibré (Berstel et de Luca, 1991) ; 

m . w est un mot de Lyndon Sturmien (B erstel et de Luca, 1991) ; 

w. w est un mot sturmien non périodique qui débute par a et termine par b 

(Chuan, 1998). 
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La démonstration de (i) =? (ii) est inspirée de celle présente dans l 'art icle (Berstel 

et de Luca, 1997) tandis que celle de (iv) =? ( i) vient de celle des art icles (Reu

tenauer, 2016; Harju et Nowotka, 2004) . 

Démonstration. (i) =? (ii) Soit w un mot de Christoffel inférieur . P ar le lemme 19, 

w est équilibré. Il suffit de démontrer qu'un mot de Christoffel inférieur w est 

un mot de Lyndon. Par le t héorème 6, il existe un palindrome itéré m tel que 

w = amb. Procédons par récurrence sur la longueur m pour démontrer que w est 

un mot de Lyndon. 

Si lml = 0, alors m = é et w = ab est un mot de Lyndon. De même, si lml = 1, 

alors w = a ou w = b. Ainsi, le mot w = aab ou w = abb qui sont aussi des mots 

de Lyndon . 

Supposons que m soit un palindrome itéré de longueur n > 1. Il existe un palin

drome itéré v et une lettre x telle que m = (v x) ( +) . 

Si v est puissance d 'une lettre, alors il y a quatre cas qui sont présentés dans le 

tableau 3.2. La démonstration est terminée, car les mots alvl+2b, ablvlablvl+l, ablvl+2 

et alvl+1balvl b sont des mots de Lyndon. 

Tableau 3.2: Clôture palindromique du mot vx 

x v (vx)(+) amb 

a a lvi a lvi alvl+2b 

a bi vi bivlablvl ablv lablvl+l 

b bi vi blvl+l ablvl+2 

b a lvi alvl balvl alvl+l balvl b 

Supposons que v n 'est pas une puissance d 'une lettre c'est-à-dire que a, b E 
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FACT(v) . Le mot v peut être uniquement écrit sous la forme 

v = P xyQ = QyxP 

avec P, Q E P AL, x , y E A et x =!= y, car v est un mot central et par le corollaire 6. 

La clôture palindromique du mot vx est alors 

(vx)(+) = (QyxPx)(+) = Qyx P x yQ , 

par le lemme 16. Par conséquent , on a que w = amb = aQyxPxyQb. Supposons 

que y= b, alors w = aQbaPabQb. Puisque les mots Q et PabQ sont aussi des pa

lindromes itérés et que IQI , IPabQI < lwl, on déduit par l 'hypothèse de récurrence 

que aQb = l1 et aPabQb = l2 sont des mots de Lyndon. Donc, w = hl2 est un 

mot de Lyndon, car h < l2 . 

Supposons que y = a, alors w = aQabPbaQb. Posons, h = aQabPb et l2 = aQb. 

Les mots h et lz sont des mots de Lyndon par l'hypothèse de récurrence, car Q 

et PabQ sont aussi des mots centraux. De plus, h < l2 , par conséquent , w = hl2 

est un mot de Lyndon. 

(ii) =? (iii) Un mot est équilibré si et seulement s 'il est sturmi en par le théorème 2. 

(iii) =? (iv) Soit w un mot de Lyndon sturmi en , on a que w est non périodique, 

car tous les mots de Lyndon sont non périodiques. 

(iv) =? (i) Soit w E A* un mot non périodique qui est un facteur d 'un certain 

mot de Christoffel. Démontrons par récurrence sur la longueur de w que c'est un 

mot de Christoffel. Si lwl = 1, w = a ou w = b qui sont des mots de Christoffel. 

Supposons que tous les mots non périodiques sturmiens de longueur k < n sont 

des mots de Christoffel. Soit w un mot sturmien non périodique de longueur n;::: 2. 

Puisque le mot w est non périodique, la première et la dernière lettre du mot sont 

différentes . On a que w débute par la lettre a et termine par la lettre b. Le mot 
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w est un facteur d 'un certain mot de Christoffel c. Il existe un mot de Christoffel 

inférieur m tel que H (m) = c avec H = G ou H = D. Ainsi, il existe un facteur x 

de m tel que H (x) = w , car l 'image de G est l 'ensemble des mots débutant par la 

lettre a et n 'ayant pas de facteurs de la forme bb et D est celle de l 'ensemble des 

mots terminant par b et n 'ayant pas de facteurs de la forme aa. Si x est périodique, 

alors il y a un préfixe de x qui est aussi un de ses suffixes , ce qui implique que w 

est périodique. Par conséquent , x n 'est pas périodique. De plus, x n 'est pas une 

puissance d 'une lettre. Par conséquent, le mot x est plus court que le mot w. Par 

l'hypothèse de récurrence, x est un mot de Christoffel inférieur. Donc, w est un 

mot de Christoffel inférieur. • 
Il est aussi possible de caractériser l'ensemble des mots de Christoffel supérieurs 

en ut ilisant l 'ordre b < a. 

Corollaire 11. Les mots de Christoffe l sont non périodiques. 

Il y a deux autres caractérisations reliant les mots de Christoffel et les mots de 

Lyndon. 

Lemme 23. (Reutenauer, 2016) Soit w un mot de Lyndon régulier. Il existe un 

mot de Lyndon régulier m tel que w = G(m) ou w = D(m). 

Démonstration. Si w est une lettre, alors w = a = G(a) ou w = b = D (b). 

Supposons que w ne soit pas une lettre, on peut écrire w = uv avec u et v 

des mots de Lyndon réguliers. P ar récurrence , on suppose qu 'il existe des mots 

de Lyndon réguliers x et y tel que u et v sont des images de G et D . Si u et 

v sont des images du même morphisme, on a que w = G(x)G(y) = G(xy) ou 

w = D (x)D( x ) = D (xy) . 

Supposons que u = G(x) et v = D (y). Si a E FACT(y) , on a que y = a, v = 

D(a) = ab = G(b) et w = G(ub) ou bien que y =fa, lvi 2: 2 et débute par la lettre 
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a. Par conséquent , ab est un préfixe propre de v = D(y). Si a E FACT(x) , on a 

que x = a et u = G(a) = a ou bien que x a le préfixe aa ou ab. Ainsi , le mot 

u = G(x) a le préfixe aa et u < ab ce qui signifie que uab est un mot de Lyndon 

qui est un préfixe propre de w avec luabl > lui, contradiction. Ainsi, a n 'apparaît 

pas dans x et x = b, u = G(b) = ab= D(a). Donc, w = D(ay). 

Si a rf. FACT(v) , on a alors que y = b et v = b. Ainsi , w = ub et b est le plus 

long suffixe de w qui est un mot de Lyndon. On a alors que u n 'a pas de suffixe 

qui soit un mot de Lyndon commençant par la lettre a. Ainsi , lui = 1, u = a et 

w =ab= G(b) ou bien lui = 2, u =ab et w = abb = D(ab). 

Supposons que u = D(x) et v= G(y). Si a E FACT(y) , on a que a est un préfixe 

de y. De plus, on a que u = D (x) débute par ab ou b. S! v n 'est pas une lettre, on a 

que aa est un préfixe de v = G (y). Ainsi, v < u < w ce qui contredit les propriétés 

des mots de Lyndon. Donc y = a, v = a < u ,contradiction. Par conséquent , 

a rf. FACT(v) . On a alors que y= b et v = G(b) =ab. Puisque u est dans l'image 

de D , u est un produit de ab et b. De plus, u est un mot de Lyndon de longueur 

au moins 2, alors il ne commence pas par la lettre b. Ainsi , u commence par ab et 

w a le préfixe propre ab, on a alors que v < w , contradiction. Donc, si w est un 

mot de Lyndon régulier , il existe un mot de Lyndon régulier m tel que w = G(m) 

ou w = D(m). • 
Théorème 11. Les propositions suivantes sont équivalentes : 

~. w est un mot de Christoffel inf érieur; 

n . w est un mot de Lyndon régulier (M elançon, 1999) ; 

m. w est un mot de Lyndon ayant n- 1 occurrences de facteurs qui sont des mots 

de Lyndon propres (Reutenauer, 201 5) . 

Démonstration. ( i) =? (ii) Soit w E A* un mot de Christoffel inférieur. Si w 
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est une lettre, on a que w est un mot de Lyndon régulier. Supposons que tous les 

mots de Christoffel inférieurs de longueur k < n sont des mots de Lyndon réguliers. 

Soit w un mot de Christoffel de longueur n . Le mot w = uv avec u, v E C(f par 

le théorème 3. On a que v et u sont des mots de Lyndon par le théorème 10. Il 

faut démontrer que v est le plus long suffixe de w qui soit un mot de Lyndon. 

Supposons que v' soit un suffixe de w qui est un mot de Lyndon tel que lv'l > lvi. 
On a que w = lv' avec l , v' E L. Les mots l , v' sont équilibrés, alors l , v' E C(f par 

le théorème 10. Ce qui contredit l'unicité de la factorisation standard des mots de 

Christoffel. Donc, v est le plus long suffixe de w qui est un mot de Lyndon. De 

même, u est le plus long préfixe de w qui est un mot de Lyndon. Par l'hypothèse 

de récurrence, on a que u et v des mots de Lyndon réguliers. Donc, w est un mot 

de Lyndon régulier. 

(ii) :::::? (iii) La démonstration se fait par récurrence sur la longueur de w . Si 

lwl = 1, on a que w = a ou w = b et alors le nombre d 'occurrences de facteurs 

propres qui soient des mots de Lyndon est bien n - 1 =O. Supposons que lwl :::; n 

est un mot de Lyndon régulier , alors w a lwl - 1 occurrences de facteurs propres 

qui sont des mots de Lyndon. 

Soit w un mot de Lyndon régulier avec lw 1 = n + 1. Par définit ion, on a que 

w = uv tel que u et v sont respectivement les plus longs préfixe et suffixe de w 

qui sont des mots de Lyndon. Par hypothèse de récurrence, on a que u a lui - 1 

occurrences de facteurs qui sont des mots de Lyndon propres , de même que v en 

a lvi- 1. Puisque tous les facteurs propres de w qui sont des mots de Lyndon sont 

des facteurs de u ou de v par le lemme 9, le nombre d 'occurrences de facteurs de 

w qui sont des mots de Lyndon propres est lui - 1 + lvi- 1 + 1 = lwl - 1, car w 

est aussi un mot de Lyndon propre. 

(iii) :::::? (ii) Soit w un mot de Lyndon ayant n - 1 occurrences de facteurs qui 
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sont des mots de Lyndon propres. Procédons par récurrence pour démontrer que 

west un mot de Lyndon régulier. Si lwl < 3, on a que w =a, w = b et w = ab qui 

sont tous des mots de Lyndon réguliers. Supposons que les mots de Lyndon de 

longueur k < n ayant k - 1 occurrences de facteurs qui sont des mots de Lyndon 

propres sont des mots de Lyndon réguliers. 

Supposons que w est un mot de Lyndon propre de longueur n ayant n - 1 oc

currences de facteur qui sont des mots de Lyndon propres. Supposons que la 

factorisation à droite et à gauche de w ne coïncident pas, alors w = uv = u'v' 

avec u , v , u' , v' E f._ , u =F u' et v =F v' . Sans perte de généralité, supposons que u' 

est le plus long de ces mots . On a que v' =F u et u' =F v , car w est un mot non 

périodique c.-à-d . sans bord. De plus, tout mot de Lyndon propre w a au moins 

une factorisation ( u , v) où u et v sont des mots de Lyndon. Ainsi, tous les mots 

de Lyndon de longueurs n ont au moins n - 1 occurrences de facteurs qui sont 

des mots de Lyndon propres. Par conséquent , u a au moins lui - 1 occurrences 

de facteurs qui sont des mots de Lyndon propres et v en a au moins lvi - 1. De 

plus, u' n 'apparaît pas dans cette liste de facteurs, car lu'l > lui et u' est un mot 

de Lyndon propre par hypothèse. Ainsi, nous avons 1 + 1 + lui - 1 + lvi - 1 oc

currences de facteurs de w qui sont des mots de Lyndon propres, ce qui cont redit 

l'hypothèse. Par conséquent, les deux factorisations de w coïncident et w = uv. 

De plus, u et v sont des mots de Lyndon réguliers par l 'hypothèse de récurrence. 

Donc, w est un mot de Lyndon régulier . 

(ii) =? (i) Supposons que w soit un mot de Lyndon régulier. Par le lemme 23, w 

est de la forme G(m) ou D(m) pour un certain mot de Lyndon régulier. Si w est 

une lettre, west un mot de Christoffel inférieur. Supposons qu'un mot de Lyndon 

régulier de longueur k < n est un mot de Christoffel. Soit w un mot de Lyndon 

régulier de longueur n > 1. Démontrons que m est plus court que w. Si G (m) = w , 

alors m =F a, autrement w = a. De plus, m n 'est pas une puissance de a, car un 
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mot de Lyndon est primitif. Ainsi, m contient la lettre b et donc m est plus court 

que w . Similair rn nt , on démontre que si w = D(m) , alors m est plus court que 

w . Par l'hypothèse de récurrence, m est un mot de Christoffel inférieur. Donc, w 

est un mot de Christoffel inférieur par le lemme 13. • 
Exemple 17. Les fa cteurs du mot aabaababaabab étant des mots de Lyndon 

propres sont aabaababaabab, aabaabab, aab, ab, aabab, aab, ab, ab, aabab, aab, ab, ab. 



CHAPITRE IV 

FORME NORMALE ET PÉRIODE 

Dans ce chapitre, l'objectif est de présenter et de démontrer une nouvelle caracté

risat ion des conjugués des mots de Christoffel. À part ir de celle-ci, on peut définir 

une fonction donnant la période minimale des conjugués des mots de Christoffel. 

Les mots de Christoffel sont non périodiques , car ce sont des mots de Lyndon. Par 

contre, tous leurs conjugués qui ne sont pas eux-mêmes des mots de Christoffel 

sont périodiques. 

4.1 Forme normale 

Dans cett e section, la forme normale des mots sturmiens qui est une factorisat ion 

de ces mots est définie. La racine fractionnaire d 'un mot est le préfixe de w dont 

la longueur est égale à sa période minimale. Soit w , u E A* avec w un mot sans 

bord , le mot wu est appelé e.'Ctension de Duval de w si aucun facteur sans bord de 

w est plus long que w lui-même. La période minimale d 'un mot w est notée 7fw. 

Lemme 24 . {Mignosi et Zamboni, 2002) Toutes les extensions wu d 'un mot stur

mien sans bord w ont la période lwl. 

La démonstration n 'est pas présentée dans ce texte. Ce résultat permet de définir 

une nouvelle caractérisation des mots sturmiens c'est-à-dire des facteurs des mots 

de Christoffel qui a été démontré par (de Luca et de Luca, 2006) 
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Théorème 12. Un mot non vide est sturmien si et seulem ent si sa racine fra c

tionnaire est conjuguée à un mot de Christoffel. 

La preuve ci-dessous est similaire à celle de de Luca et De Luca, mais on ut ilise 

les propriétés des mots de Christoffel plutôt que celle des suites sturmiennes. 

Démonstration. Soit w un mot . Si sa racine fractionnaire r est conjuguée à un 

mot de Christoffel, on a que w = r~. Soit x un mot de Christoffel conjugué à ret 

( u , v ) sa factorisation standard. Alors, xv est un mot de Christoffel, de même que 

xnv, \:ln EN par le corollaire 1. En choisissant n > 2(~) , on a que w E FACT(xnv). 

Donc, w est un mot sturmien. 

Soit s un facteur sans bord de w E ST de longueur maximale. Il existe u , v E A* 

tel que w = usv. Le mot w est une extension de Duval de s, par la maximalité 

de s . Puisque R (s) est aussi non périodique, le mot R (s) R (u) = R (us) est une 

extension de Duval de R( s). Par le lemme 24, les mots sv et R( us) ont tous deux 

la période lsl- Par conséquent, us a aussi la période lsl- Par le lemm 5, tous 

facteurs de us et sv de longueur lsl sont des conjugués de s. De plus, tout facteur 

de w de longueur lsl est un facteur de us ou bien de sv. Puisque s est un facteur 

de ces deux mots, on en déduit à part ir du lemme 5 que le mot w à la période lsl. 

De plus, cette période est minimale, car lsl = 7r5 ::; 1fw = lsl- Ainsi, la racine frac

t ionnaire de west conjuguée à s. Or, s est un mot sturmien non périodique, donc 

un mot de Christoffel par le t héorème 10. Par conséquent, sa racine fractionnaire 

est conjuguée à un mot de Christoffel. • 
À part ir de ce lemme, on construit la forme normale des mots sturmiens, mais 

aussi une caractérisation de l 'ensemble des périodes des mots sturmiens. 

Corollaire 12. (Currie et Saari, 2009) L 'ensemble des périodes des facteurs d 'un 
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mot sturmien est la longueur de tous les mots de Christoffel qui sont des fa cteurs 

de ce mot. 

Ainsi, la période minimale d 'un mot sturmien coïncide avec la longueur de son 

plus long facteur sans bord. Cette propriété a d 'abord été étudï e par Duval qui 

a entre autres, donné des familles de mots ne satisfaisant pas cette propriété. 

Par contre, ce n 'est pas toutes les périodes d 'un mot sturmien qui ont un motif 

périodique conjugué à un mot de Christoffel. 

Exemple 18. Le mot abaaba qui est conjugué au mot de Christoffel aaabaab a 

la période 6, mais aucun de ces fa cteurs de longueur 6, abaaab et baaaba, est 

conjugué à un mot de Christoffel. 

Le lemme suivant définit la forme normale à gauche des mots sturmiens. 

Lemme 25. (Reutenauer, 2015) Tout mot sturmien m qui n'est pas une puissance 

d'une lettre a une unique fa ctorisation de la form e swnp où w un mot de Christoffel 

dont la factorisation palindromique est (p1 p2 ), n ;::: 1, s un suffixe propre de p2 

et p un préfixe propre de w. Un mot de cette form e est un mot sturmien et a lwl 
comme période minimale. 

Démonstration. Existence : Soit m un mot sturmien qui n 'est pas une puissance 

d 'une l ttre. Par le t héorème 12, il existe un mot de Christoffel w dont la longueur 

est égale à la période minimale demet w E FACT(m) . En choisissant la première 

occurrence à partir de la gauche, on peut écrire m = swnp avec n ;::: 1. On a alors 

que s est un suffixe propre de w et p est un préfixe propre de w , car w est un 

motif périodique de m . Si p2 est un suffixe de s , alors s = 1p2 et R( w) = P2P1 est 

un facteur de m à la gauche de w , contradiction. Par conséquent s est un suffixe 

propre de P2. 
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Unicité : Supposons que m = swnp avec les conditions du lemme satisfaites . On a 

que la plus courte période de m est lw l et que les motifs périodiques de longueur lwl 

du mot m sont les conjugués de w. Alors, il suffit de démont rer que w est un mot 

de Christoffel de longueur lw l. Le seul mot de Christoffel conjugué à west R(w) . 

Or dans le produit · · · P1P2P1P2P1P2 · · · les seules occurrences de R( w) = P2P1 sont 

celles visibles , car w est primit if. Puisque s est un suffixe propre de p 2 , il n 'y a 

pas d 'occurrence de R(w) dans swnp avant la première occurrence de w. Donc, la 

forme normale est unique. 

La dernière affirmation découle du fait que swnp E FACT( uwn+l ) qui est un mot 

de Christoffel. Donc, swnp est un mot sturmien . De plus, swnp a la période lwl 

qui est minimale, car w est un mot sans bord. • 

Exemple 19. La forme normale à gauche d 'un mot de Christoffel est le m ot de 

Christoffel lui-même avec s = E, p = E et n = 1. 

La f orme normale du mot baabaababaabaa est (b, aabaabab1 aabaa) . 

De façon similaire, il est possible de définir la f orme normale à droite en utilisant 

la première occurrence d 'un mot de Christoffel w de longueur égale à la période 

minimale à part ir de la droite . Dans cette sit uation , on a que p est un préfixe 

propre de p 1 qui est le préfixe palindromique de w et s un suffixe propre de w. 

Exemple 20 . La forme normale à droite du mot baabaababaabaab est (baabaa, 

babaabaa 1 , E) . 

La forme normale à droite et à gauche ne coïncident pas en général. En effet, 

les deux coïncident seulement si s est un suffixe propre de p2 et p est un préfixe 

propre de Pl· 

Exemple 21. La forme normale à droite et à gauche du mot ababaababaaba 

coïncident et elles sont égales à (a, babaa2 , ba) . 
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Dans la suite, la forme normale à gauche sera simplement désignée par forme 

normale. 

Même si les deux formes normales ne coïncident pas , les deux not ions sont symé

t riques. Soit swnp la forme normale d 'un mot sturmi en avec (p1 , p2 ) la factorisation 

palindromique de w. La forme normale à droite de ce mot est (s' , R (w )n,p' ) avec 

s' = sp1 et p = p2p' si p n 'est pas un préfixe propre de p 1 et s' = s et p' = p 

autrement . De plus, l'image miroir de la forme normale à gauche du mot m est la 

forme normale à droite du mot R(m). 

4.2 Période des conjugués 

Soit w un mot de Christoffel et m l'un de ses conjugués t el que m tf. ~. Dans 

l'art icle (Reutenauer , 2015), il est démontré que m est a la période lui ou lvi où 

( u, v) est la paire de Christoffel de w . Par contre, la période minimale de ce mot 

n 'est pas nécessairement de longueur du mot u ou v. 

Exemple 22. Le m ot aabaabaabaababaabaab = CJ5 (aabaabaabaabaabaabab) a la 

période lvi = 17, m ais aussi la période 14. 

Dans la section suivante, nous allons ident ifier plusieurs périodes des conjugués 

des mots de Christoffel afin d 'arriver à démont rer une formule donnant la période 

minimale de tous les conjugués des mots de Christoffel. 

Dans la suite du texte, nous désignerons l'ensemble des mots de Christoffel de 

longueur au moins 3 dont le premier facteur de sa factorisation standard est plus 

court que le second par 1&îui<lvl· Pour étudier les périodes des conjugués d 'un mot 

de Christoffel, nous allons choisir un unique mot de Christoffel pour représenter 

chacune des classes d 'équivalences. Chaque classe cont ient exactement deux mots 

de Christoffel soit le mot lui-même et son image miroir . Dans notre cas, le mot 

qui représentera la classe d 'équivalence est celui appartenant à l'ensemble 1&îui<lvl· 
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Lemme 26. Soit w E 1ftul<lvl et p = lui et q = lvi. S i w = x y avec lxi = kp + 1 

et k E { 0, 1, . .. , l; J} et r est un préfixe de w de longueur q- (kp + 1), alors le 

m ot yr a une période non tr'iviale de longueur q - kp. 

Rappelons que kp + 1 < q + 1 :::; lwl, car le plus grand commun diviseur de pet q 

est 1. Par conséquent, q - (kp + 1) :2: O. 

Démonstration. Supposons d abord que u et v sont tous deux des mots de Chris

toffel propres. On a que le mot w peut être écrit w = a1 ... agaq+l . . . alwl· De 

plus, il existe des mots w1 , w2 E PAL et des lettres x, y E A avec x =J y tel que 

W = XW1YXW2 Y = XW2XYW 1Y par le t héorème 3. 

Démontrons que le mot yr = akp+2 . .. a1w1a1 ... a g-(kp+ l ) est un palindrome pour 

tout 0 :::; k :::; l; J. Si k = 0, alors yr = a2 ... alwlal . .. a g- l qui est égal au mot 

w2x yw1yxw2 . Par conséquent, yr est un palindrome. Si 0 < k :::; l ~ J, le mot 

akp+l ... alwlal . .. alvl- (kp+2) est un facteur du palindrome yr obtenu en enlevant 

un préfixe et un suffixe de même longueur à yr , donc c'est aussi un palindrome. 

Il faut démontrer que le suffixe s = ag+2 . .. a1w1a1 ... a g- (kp+ l ) de yr est aussi un 

palindrome. Si k = 0, alors s = ag+2 ... a1w1a1 ... ag-l· Ainsi, s = w1xyw2 qui est 

un palindrome, car c'est un mot central de w. De plus, p et q sont des périodes 

de s , alors par le lemme 4, les préfixes de longueur s - kp sont des palindromes 

pour 0 < k :::; l ~ J. Donc, s est un suffixe de yr qui est un palindrome. 

Par conséquent , yr est un palindrome ayant le palindrome suffixe s , alors par le 

lemme 4 

lyrl- lsl = 2q- 2kp + p - 2 - (q - kp + p- 2) = q- kp 

est une période de yr . De plus, la période est non t riviale, car lyrl > q- kp. Si u 

est un mot de Christoffel propre, alors u =a et w = akb ou bien u = b et w = bka 
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et on a les périodes souhaitées. • 
Lemme 27. Soit w E 1ftul<lvl et p = lui et q = lvi. Soit k E { 0, 1, ... , l ~ J} 
un entier. Pour tout i E { kp + 1, ... , q - kp - 1} , CJi ( w) a la période non triviale 

q- kp. 

Démonstration. Les mots CJi ( w) sont exactement les facteurs de longueur 1 w 1 du 

mot yr défini au lemme 26. Puisque le mot yr a une période non triviale q- kp , 

alors ses facteurs de longueur lwl , ont aussi la même période qui est non triviale , 

car 1 w 1 = p + q > q - kp. • 
Le lemme précédent identifie toutes les périodes des mots de Christoffel qui sont 

associées à un motif périodique qui est conjugué d 'un mot de Christoffel. De plus, 

les motifs périodiques conjugués à un mot de Christoffel et la forme normale 

sont reliés . Alors, il est maintenant possible de démontrer certaines propriétés 

spécifiques à la forme normale des conjugués des mots de Christoffel. 

Théorème 13. Soit w E 1ftul<lvl où w = uta. La form e normale des conjugués 

de w qui ne sont pas des mots de Christoffel est ( s , en, p) satisfaisant l 'une des 

conditions du tableau 4.1 avec j ::::; l~J et t = k + j. 

Tableau 4.1: Forme normale des conjugués des mots de Christoffel. 

n c ps 

1 uka ou R(uka) uJ ou R(uJ) 

t u ou R(u) a ou R(a) 

t -1 u ua 

Démonstration. Soit w E 1ftul<lvl et ( u , v) sa factorisation standard. Posons h = 

lui et l2 = lvi. Le mot CJi(w) un conjugué du mot de Christoffel w qui n 'est pas un 
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mot de Christoffel. Ainsi, i #- 0 et i #- JvJ par le lemme 22. Il y a 5 cas à traiter 

selon la valeur de i. 

1. Si 1 ::; i ::; ~' alors O'i(w) = s(ut- ja)p avec j - 1 = 1 tl comme dans la 

figure 4.1 : on a que u = u1u2, p = uJ- 1u1 et s = u2. Remarquons que si u2 = E:, 

alors u 1 = u. De plus, le mot ut-j a est un mot de Christoffel dont la factorisation 

palindromique est notée (r1 , r2) avec Jr1J = Jut-j-1aJ et Jr2J = l 1 . Le mots est un 

facteur propre de u , alors s est un suffixe propre de r 2 . L'entier j :S f ~ l , car 

J = 1 tl l < 1 ~;1 l :S 1 ~ l· 
Par conséquent , pest un préfixe propre de ut-ja, car PGCD(h , l2 ) = 1. On a que 

j - 1 < t- j et u 2 of. E:. Donc, la forme normale O'i(w) est (s, c,p) avec c = ut- Ja 

et ps = uJ. 

2. Si ~ < i :S l2 - 1, alors O'i(w) = R(O"z2 - i(w)) par le lemme 22. De plus, 

1 :S l2 - i < ~ ·Ainsi la forme normale de O'z 2 - i(w) est (s 1 ,ut-J ,p1) par le cas 

précédent avec j = ~ 121~i l :S f ~ l· Par conséquent , la forme normale à droite 

de O'i(w) est (s , c,p) = (R(p1), R (ut- Ja) , R (s1)) . Si R (p1) est un suffixe propre 

de p1 , alors la forme normale de O'i(w) est (s , c,p) = (R(p1), R(ut- Ja), R(s1 )) 

et ps = R (s 1 )R(p1) = R(uJ). Sinon, R (p 1 ) = p~r1 puisque 'JR(ut- ja) J est une 

période de O'J(w) par le lemme 27. Ainsi , la forme normale de O'J(w) est (s , c,p) = 

(p~ , r1R(ut-j-1a)r2 , r1 R (s 1)) = (p~ , ut- ja , r 1R (s1)) avec p~ = R(u1 )R(uJ- 2)r2 et 

Pour les cas sub équents , soit ( u~ , uD la factorisation palindromique de u et 

(u1 , u2) sa factorisation standard. Observons alors que u2 = a . De plus, u est 

un mot de Christoffel et JuJ est une période de O'i(w) par le lemme 27. 

3. Si JwJ- Jal :Si :S Jw J- 1, alors a= p1s1 comme dans la figure 4.2 (notons que 
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p1 peut ~tre le mot vide, mais pas s1). Évidemment, p1 est un préfixe propre de 

w, car IP1I < lai < lui. Il y a deux cas à considérer : 

• si ls11 < l u~ l , alors s1 est un suffixe propre de u~ , ainsi la forme normale de 

O"i(w) est (s , cn ,p) = (s1, ut,p1) avec n = t , c = u et ps = a . 

• Autrement, ls1 l 2: l u~l· On a alors que s1 est un préfixe propre de u, car ls11:::; 

lai < lui. De plus, IP1I < lu; l, puisque ls1l + IP1I < lui = l u~ l + lu; l. Ainsi, 

p1 est un préfixe propre de u; et ( s1, ut, p1) est la forme normale à droite de 

O"i(w) . On observe que s 1 = s~u~ et la forme normale à gauche de O"i(w) est 

(s, d, p) = ( s~ , R(u)t, u~pl ) · On a aussi que a = u2, alors lai 2: ls1l 2: l u~ l = 

lu11. Supposons que lu11 < lai, la factorisation standard de a est (u1, 8) et 

sa factorisation palindromique est (8' , u~) avec 18'1 = 181 par le corollaire 2. Par 

conséquent, a = 8'u~ = PISI. Autrement, lsi i 2: l u~ l , alors p1 est un préfixe de 8' 

et 8' = PIS~ . Ainsi, ps = u~p1s~ = u~ 8' = R (a). Si lu1 l = lai, alors u1 = x , a = y 

et {x, y} = {a, b} . Ainsi, la forme normale à droite de O"i( w) est (y, (xy)t, c) et 

la forme normale à gauche de O"i(w) est (c, (yx)l, y) et ps =y= R (a). 

4. Si lvi + 1 :::; i :::; lvi + lai, alors lui - lai :::; ls2 l :::; lui - 1, car ls2 l = lwl - i 
comme dans la figure 4.3 . De plus, ls2 l 2: l u~ l , car lui = l u~ l +lai. L'image 

miroir de O"i ( w) est O"lvl-i ( w) = O"!wl+lvl-i ( w) par le lemme 22. Par conséquent , 

lwl - lai :::; lwl +lvi - i:::; lwl - 1. Ainsi, la forme normale à gauche de O"!vl-i(w) 

est donnée par le t roisième cas. Soit (s1 , ut PI) la forme normale à droite ou 

à gauche de O"!vl-i(w) . Si lu~l > lai, alors s1 est un préfixe propre de u~ , car 

ls11 :::; lai. Aut rement , l u~l :::; lai et ls11 peut être plus long que l u~l · Supposons 

que ls1 l 2: l u~l , alors 

lwl + lvi - i:::; lw l - l u~l:::} l u~l +lvi= lwl - lal, 

car lwl = lui+ lvi = l u~ 1 +lai+ lvi :::} lu~ 1 +lvi = lwl- lal. Par conséquent , la forme 

normale de O"i(w) est déjà donnée par le t roisième cas. Ainsi, il suffit de t rouver la 

forme normale à gauche de O"i ( w) dans le cas où s 1 est un préfixe propre de l u~ 1. 
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Dans ce cas, la forme normale à gauche de Olvl-i est (s1, ut , p1) avec p1s1 = a . Par 

conséquent , la forme normale à droite de O"i(w) est (R (p1), R (u)t , R(s1)). Le mot 

Pl est un préfixe propre de u~ , car IP1 I + ls1l = lai = lu2l = l u~ l - Ainsi, R(pl ) 

est un suffixe propre de R( u~) . La forme normale à droite et à gauche coïncident. 

Donc, la forme norme à gauche de O"i(w) est (s, cn,p) = (R (p1 ), R(u)t, R(s1)) avec 

ps = R (sl) R(pl) = R(p1s1) = R (a). 

5. Si lvi + lai < i < lwl - lai, nous avons que u = ''11"12 avec P1 = ry1 et s1 = 'Y2a 
comme dans la figure 4.4 (les mots ry1 et ry2 sont différents du mot vide). Ainsi, 

lai < ls1l < lui- lai, car ls1 l = lwl - i < lwl - lvi - lai = lui - lai. De plus, 

lu11 = lui-lai ce qui implique que ls11 < lu11 < l u~ l - On a que IP11 est un préfixe 

propre de u , puisque ry2 n 'est pas le mot vide. Par conséquent, la forme normale à 

gauche de O"i(w) est (s , cn,p) = (s1 , ut-I, p1) avec n = t -1 , c = u et ps =ua. • 

Figure 4.1: Les conjugués O"i ( w) pour 1 :::; i :::; 1~1. 

u u 

i 

Figure 4.2: Les conjugués O"i(w) pour lwl- lai :::; i:::; lwl- 1. 

Connaître la forme normale est équivalent à connaître la période minimale w. Par 

conséquent , une formule pour la période minimale de tous les conjugués des mots 

de Christoffel peut être décrite de la façon suivante. 
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Figure 4.3: Les conjugués o-i(w) pour ]v]+ 1 ::; i::; ]v]+ ]a]. 

llul 
wl u u 

1 

... 

1 

u 1 a 

ut- 1 Pl s1 

Figure 4.4: Les conjugués o-i(w) pour ]v]+ ]a ] ::; i::; ]w ]- ]a]. 

Corollaire 13. Soit w E 1&1ui<lvl· Posons ]u] = p et ]v] = q. La période minimale 

de o-i(w) est 

p + q, si i E { 0, q} , 

q + (1 - j)p, si 1 ::; i ::; ~ et j = 1 ~ l , 
q + (1 - j)p, si ~ ::; i ::; q - 1 et _j = l7l , 
p , si q + 1 ::; i < p + q. 

Démonstration. On déduit la formule directement du t héorème 13. On a que v = 

ut-la avec w = uta. Ainsi, ]v ] = (t- 1)]u ] +]al et ]a] = lvi - (t - 1) ]u] . Pour 

1 :::; i ::; ]v ]/2 , la période minimale st ]c] avec c = ut-ia et _j = li/]u]J. Par 

conséquent, 

]cl = (t- j)p + ]a l 

= (t- j)p + q- (t- 1)p 

= p + (1- j)q . 
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De façon similaire, on vérifie les autres cas de la formule. • 
Les périodes minimales dans l'intervalle [0 , lvi] et dans l 'intervalle [lvi+ 1, lwl] sont 

symétriques , comme le montre la figure 4.5. Cette symétrie peut être déduite du 

lemme 22, car la période minimale d 'un mot et de son image miroir est égale. De 

plus , tous les mots dans l'intervalle [lvi+ 1, lw l-1] ont la même période minimale 

qui est égale à la longueur de u. 

20 

18 

16 

Qi 14 ro 
E 
c 12 .E 
Qi 10 "0 
0 

~~ 8 a. 

6 

4 

2 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

Figure 4.5: Période minimale des conjugués du mot de Christoffel 

aabaabaabaabaabaabab. 

4.3 Caractérisation de la forme normale 

Grâce au résultat de la section précédente , il est possible de caractériser la forme 

normale à gauche des conjugués des mots de Christoffel. 

Théorème 14. Soit (s , cn ,p) la forme normale à gauche d 'un mot sturmien m 

qui n'est pas une puissance d 'une lettre. Notons la f actorisation standard de c par 
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(u , v) . Le mot m est un conjugué d 'un mot de Christoffel, sans être un mot de 

Christoffel, si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite : 

~ . n = 1, ps = uJ ou ps = vJ pour un entier j > 1 ; 

n. n ~ 1, ps E {u , v,uvv } . 

Démonstration. Supposons que m est un conjugué d 'un mot de Christoffel w sans 

être un mot de Christoffel. Soit (x , y) la factorisation standard de w . Supposons 

que lxi < IYI, en replaçant w par R(w) si nécessaire. Écrivons w = xta. De plus, a 

est un mot de Christoffel ainsi qu 'un suffixe propre du mot x dont la factorisation 

standard est (u1, a). Alors par le t héorème 13, la forme normale de m est : 

1. n = 1 et c = xia , ps = xJ ou bien c = R (xia), ps = R (xJ). Dans le premier 

cas , la factorisation standard de c est (u, v) = (x , xi- la) , par conséquent , 

ps = xJ = uJ. Dans le deuxième cas, la factorisation standard de c est ( u , v) = 

(R (xi- 1a) , R(x )) , ainsi ps = R(xJ) = vJ. De plus, j > 0, autrement ps = E et 

m est un mot de Christoffel. De plus, on peut supposer que j > 1, car le cas 

j = 1 est défini dans le deuxième cas. 

11 . n = t et c = x, ps = a ou c = R(x) et ps = R(a). Dans le premier cas, la 

factorisation standard de x = c est ( u 1 , a) , alors a = v puisque la factorisation 

standard d 'un mot de Christoffel est unique. Par conséquent , ps =v. Dans le 

deuxième cas, la factorisation standard de c = R(a) est (R(a) , R (u 1)) , alors 

R (u) = R(a) par l'unicité de la factorisation standard. Ainsi, ps = u. 

m. n = t - 1 et c = x et ps = xa. La factorisation standard de c = x est 

( u 1 , a) = ( u, v) , car la factorisation standard est unique. Par conséquent , 

ps = xa = uvv . 

Supposons que ( s , en , p) est la forme normale de m avec ( u , v) la factorisation 

standard de c. Les mots u , v et c sont des mots de Christoffel avec ( u , v ) la paire 

de Christoffel de c. On souhaite démontrer que (s , cn,p) est un conjugué d 'un mot 
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de Christoffel san être un mot de Christoffel. Évidemment, m n'est pas un mot 

de Christoffel, car ps =f. E. 

Si n = 1 et ps = uJ, le mot pse = uJuv est un mot de Christoffel puisque c'est le 

jième enfant de droite de la paire ( u, v) est la paire ( u , uJv). De plus, le mot psc 

est conjugué au mot sep, par conséquent, ce dernier est un conjugué d 'un mot de 

Christoffel. Similairement, si ps = vJ le mot eps est un mot de Christoffel, alors 

sep est conjugué à un mot de Christoffel. 

Si n 2:: 1 et ps = v . On veut prouver que le mot enps = (uv )nv est un mot de 

Christoffel. La paire ( u, v) est une paire de Christoffel, par conséquent (uv, v) est 

une paire de Christoffel. En appliquant n fois la règle de droite, on obtient la paire 

de Christoffel (uv, (uv)n- lv ). Le mot enps = (uv)nv est un mot de Christoffel et 

senp est l'un de ses conjugués . Donc senp est un conjugué d 'un mot de Christoffel. 

Similairement, il est possible de démontrer que senp est un conjugué d 'un mot de 

Christoffel si ps = u. 

Si ps = uvv , en appliquant la règle de droite sur la paire de Christoffel ( u , v) on 

obtient la paire (uv , v). Ensuite , en appliquant la règle de gauche n fois, on obt ient 

la paire de Christoffel ( (uv )n , uvv). Par conséquent , le mot enps = (uv )n+lv est un 

mot de Christoffel et scnp est l'un de ses conjugués. Donc, scnp est un conjugué 

d 'un mot de Christoffel. • 

Corollaire 14. Soit (s, cn,p) est la f orme normale d 'un conjugué d 'un mot de 

Christoffel w, alors c ou R (c) est un facteur de w. 

Démonstration. C'est une conséquence du théorème 14. • 
En fait, le mot e ou R (c ) est un ancêtre de wou R (w) d~ns l'arbre de Christoffel 

comme l'illustre la figure 4. 6. 
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(a. ab. b) 

/~ 
(a .aab.ab) 

/ ~ 
(aab. aCLbab. ab) 

/ ~ 
(aab.aabaabab,aabab) 

/~ 
(aab,aabaabaabab.aabaabab) 

/~ 
( oab. aabo.1tbaabaabab. aabanbnobob ) 

Figure 4.6: Arbre de Christoffel : Les nœuds en noir sont les mots de Chris

toffel apparaissant dans la forme normale des conjugués du mot de Christoffel 

aabaabaabaabab. 



CO CLUSION 

L'objectif de ce mémoire est d 'explorer les liens entre diverses caractérisations des 

mots de Christoffel. En plus, une nouvelle caractérisation des conjugués des mots 

de Christoffel est démontrée. ous avons regroupé les différentes définitions des 

mots de Christoffel en deux groupes : les définit ions géométriques et celles liées 

au mot standard. 

La plupart des caractérisations des conjugués des mots de Christoffel n 'ont pas 

été présentées . Celles-ci permettent de faire le pont entre les mots de Christoffel 

et certaines branches de l'informatique. Tout au long du mémoire, nous avons 

démontré 17 caractérisations des mots de Christoffel. L'abondance de propriétés 

de cette famille de mots semble être due à la taille réduite de l'alphabet. En effet, 

sur l 'alphabet binaire tous les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. Le mot amb est un produit de palindrome et m est un palindrome; 

2. Le mot m a deux périodes premières p + q entre elles tel que p + q = lml- 2 ; 

3. m est un palindrome itéré; 

4. amb est un mot de Lyndon équilibré ; 

5. amb est un mot sturmien non périodique. 

Par contre, sur un alphabet plus grand, elles ne sont pas nécessairement équiva

lentes . Plusieurs définit ions des mots de Christoffel sur les alphabets de 3 lettres 

ont été suggérées, mais aucune ne présente autant de propriétés intéressantes que 

leurs analogues sur l alphabet binaire. Un problème serait d 'étudier les différentes 

généralisations des mots de Christoff l sur l'alphabet à t rois lettres . 
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La nouvelle caractérisation des mots de Christoffel nous donne de nouvelles in

formations sur les conjugués des mots de Christoffel. Par exemple, une formule 

donnant la période minimale des conjugués des mots de Christoffel n a été dé

duite. Il serait intéressant de pousser plus loin en tentant de trouver une formule 

sur la période minimale de tous les facteurs ou de nouvelles régularités dans la 

répart it ion des périodes minimales. Les autres caractérisations des conjugués des 

mots de Christoffel n 'ont pas été abordées dans le cadre de ce t ravail. 

-----------------------------------------------------------------------------~ 



APPE DICE A 

LISTE DE CARACTÉRISATIONS DES MOTS DE CHRISTOFFEL 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. Les mot amb est un mot de Christoffel infériem ; 

2. il existe deux mots de Christoffel u et v tel que amb = uv et 

3. Le mot amb est un produit de palindromes et m est un palindrome; 

4. Les mots amb et bma sont conjugués ; 

5. Le mot m a deux périodes prémières entres elles p et q telles que lml = p+q-2 ; 

6. Le mot m est un palindrome itéré sm l'alphabet A ; 

7. Le mot m est un puissance d 'une lettre où m = P xyQ = Qx yP avec P, Q E PAL 

et x =1= y des lettres ; 

8. Le mot amb représente le graphe de Cayley du groupe Zj(p + q)Z avec 

PGCD(p , q) = 1 ; 

9. Un mot w = amb est un mot de Christoffel propre si et s ulement si mab et 

m ba sont des mots standards · 

10. Le mot m est un préfixe palindromiqu d 'une suite caractéristique · 

11. Les mots ma et mb sont équilibrés et m est un palindrome ; 
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12. Les mots ama, amb, bma et bm b sont équilibrés ; 

13. Les mots amb et bma sont équilibrés ; 

14. amb est un mot de Lyndon équilibré ; 

15. amb est un mot de Lyndon sturmien ; 

16. amb est un mot sturmien non périodique qui débute par a et termine par b; 

17. amb est une mot de Lyndon régulier ; 

18. amb est un mot de Lyndon ayant n - 1 occurrences de facteurs qui sont des 

mots de Lyndon propres. 
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