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RESUME

Ce mémoire se concentre sur la théorie des tableaux de Young décalés. Nous intro-
duisons un analogue décalé du monoide plaxique de Lascoux et de Schiitzenberger, le
monoide plaxique décalé. Ce monoide peut étre défini de deux maniéres différentes soit
par les relations de Knuth décalées, soit en utilisant I’insertion mixte de Haiman.

MOTS-CLES: tableaux de Young, algorithme de Robinson-Schensted, jeu
de taquin, monoide plaxique, tableaux de Young décalés, insertion de Hai-

man.






INTRODUCTION

Les tableaux de Young sont des objets combinatoires qui jouent un r6le important en
théorie des représentations du groupe symétrique, dans la théorie des fonctions symé-
triques, et dans la théorie des représentations du groupe général linéaire. Ils ont été in-
troduits en 1901 par Alfred Young [Youn01] comme un outil pour développer la théorie
des représentations du groupe symétrique. Ils permettent en particulier de construire les
représentations irréductibles du groupe symétrique. Apres ce dé\;eloppement la théorie
de tableaux de Young joue un rdle important dans plusieurs domaines mathématiques
comme la combinatoire énumérative et la combinatoire géométrique. Nous étudions
dans ce mémoire la théorie de tableaux de Young décalés qui est un analogue de la
théorie de tableaux de Young du point de vue de la combinatoire algébrique. L’ objectif
principal de cet article est d’étudier la construction d’un analogue décalé du monoide
plaxique de Lascoux et de Schiitzenberger, le monoide plaxique décalé. Il s’appuie sur
I’article de Luis Serrano “Noncommutative Schur P-functions and the shifted plactic
monoide”, 2010. Dans cet article, Serrano a developpé une théorie de monoide plaxique
pour les tableaux décalés similaire & celle de Lascoux et de Schiitzenberger, pour aider
a obtenir une régle similaire de Littlewood-Richardson pour les fonctions P-Schur, un

algorithme permettant de calculer le produit de deux fonctions de P-Schur [Serrano].

Il existe une gamme de monoides définis en tant que quotients du monoide libre et
dont les classes d’équivalence sont indexées par des objets combinatoires. Le monoide
historique et le plus fondamental, est le monoide plaxique [LaSc], [Lot]. Ce monoide
a des importantes applications dans la théorie de la représentation et de la théorie de

fonctions symétriques, voir [Lale]. La principale illustration de 1’importance du mo-



noide plaxique est son intervention dans la démonstration de la régle de Littlewood-
Richardson pour calculer les coefficients qui apparaissent lors de la multiplication de

deux fonctions de Schur [Mac].

Une définition de ce monoide repose sur la donnée d’une congruence sur les mots
obtenue a partir des relations de Knuth [Knu]. Une autre approé:he, plus algorithmique,
consiste a partir de 1’algorithme de Schensted [Sche], qui permet de déterminer sur
I’entrée d’un mot, la longueur de son plus long sous-mot croissant. Cet algorithme
construit un tableau de Young a partir d’un mot, et il est naturel de considérer que deux
mots sont équivalents s’ils produisent le méme tableau lorsqu’on applique 1’algorithme
de Schensted. 11 s’avere que ces deux approches ménent & la construction du méme
monoide, que les éléments de ce dernier peuvent s’interpréter comme des tableaux de
Young (semi-standards) et que le produit de ce monoide se calcule par deux maniéres

soit par I’intermédiaire de 1’algorithme de Schensted, soit par le jeu de taquin.

Dans le chapitrel nous étudions la théorie de tableaux de Young, la célébre correspon-
dance de Robinson-Schensted-Knuth (RSK), le théoréme fondamental du jeu de taquin
di a Schiitzenberger (Théoréme 1.2.2) qui affirme que le redressé par jeu de taquin
d’un tableau gauche quelconque ne dépend que de ce tableau, et pas de la suite de glis-
sements choisis. Nous étudions dans le chapitre 2 la construction du monoide plaxique,
en définissant un mot de lecture canonique pour chaque classe plaxique et indiquant ses

propriétés importantes.

La correspondance de Robinson-Schensted-Knuth (RSK) [Sche] est une bijection entre
des mots sur 1’alphabet totalement ordonné A = {1 < 2 < 3 < ---} et les paires de
tableaux de Young de méme forme dont les entrées sont dans A, telle que, a chaque
mot correspond une paire de tableaux (P, Q)) avec P un tableau semi-standard et @) un

tableau standard de méme forme. On appelle P le tableau d’insertion du mot et () le ta-

bleau d’enregistrement. Les mots qui produisent un tableau d’insertion donné forment




une classe plaxique. A. Lascoux et M. P. Schiitzenberger [.aSc] ont fait une observation

basée sur un résultat par D. E. Knuth [Knu] : les classes plaxiques (u) et (v) de deux
mots u et v déterminent la classe plaxique (uv) de leur concaténation. Cela donne 1’en-
semble de toutes les classes plaxiques, d’une maniere équivalente 1’ensemble de tous
les tableaux semi-standards de Young, la structure d’un monoide plaxique. Par consé-
quence, nous pouvons définir le monoide plaxique dans lequel le produit est obtenu soit
par la concaténation, soit par ’insertion de RSK ou soit par les glissements du jeu de
taquin en concaténant deux tableaux de fagcon diagonale. On obtient donc le théoréme
principal suivant : deux mots sont équivalents selon la relation d’équivalence de Knuth
si et seulement s’ils ont le méme tableau d’insertion. Lascoux a developpé une approche
en prenant le monoide plaxique comme I’ objet fondamental, et identifie chaque tableau
T avec une représentation canonique de la classe plaxique correspondante, le mot de
lecture w(7'). Ce mot est obtenu par la lecture des lignes de T de gauche a droite, et de
haut en bas. Un mot w tel que w = w(T") pour un tableau semi-standard T" est appelé
un mot de tableau. Ce mot a la propriété suivante : Un mot w est un mot de tableau
pour un tableau T si et seulement si w est une concaténation des mots w;u;_; . .. ugl
tels que pour 1 < ¢ < [ — 1, le plus long sous-mot croissant du mot u;u;_; . .. u; est
u;. Pour un mot de tableau w, la longueur de u; est A;, pour 1 < ¢ < [ (les u; sont les

lignes du tableau de Young correspondant & w).

Notre objet principal est développé dans les chapitres 3 et 4, nous étudions un analogue
approprié du monoide plaxique pour des tableaux de Young décalés, avec des propriétés

similaires, et un analogue de mot des tableaux dans le cadre décalé.

La théorie de tableaux décalés a été développée par D. Worley [Worley] et B. Sagan
[Sagan] en deux points de vues différents, mais, les deux approches sont fondamentale-
ment la méme. Les tableaux de Young décalés sont des diagrammes de Young décalés
(un diagramme décalé associ€ a un partage strict) remplis des lettres dans 1’alphabet

A ={I<1<2 <2< ..} voi, e.g, [Sagan]. M. Haiman [Haim] a intro-



duit I’insertion mixte (décalée) comme une bijection entre permutations et paires de
tableaux de Young standards décalés, chaque paire est composé d’un tableau d’in-
sertion mixte et d’un tableau d’enregistrement mixte. Cette correspondance peut €tre
un analogue décalé de Robinson-Schensted-Knuth. La correspondance de Haiman est
généralisée a une bijection entre des mots sur 1’alphabet A et paires de tableaux tels
que chaque paire est composé d’un tableau d’insertion mixte semi-standard et d’un
tableau d’enregistrement mixte standard. Sagan [Sagan] et Worley [Worley] ont intro-
duit la correspondance de Sagan-Worley, un autre analogue de la correspondance de
Robinson-Schensted-Knuth pour les tableaux décalés. Haiman [Haim] a prouvé qu’il y
a une dualité entre la correspondance d’insertion mixte et la correspondance de Sagan-

Worley.

Dans chapitre 3 nous étudions la relation entre le jeu du taquin et 1’insertion de Sagan-
Worley, nous trouverons que le tableau décalé obtenu par les glissements de jeu de
taquin est le méme tableau d’insertion décalé obtenu par I’insertion de Sagan-Worley
a un mot w. Nous essayons de construire un monoide plaxique décalé, en utilisant les
relations de Sagan-Worley (4.2.4), mais nous trouvons que ces relations ne permettent
pas de définir une structure de monoide, car ils ne sont pas compatibles avec la conca-

ténation.

Alors pour construire ce monoide nous utilisons les relations d’équivalences (plaxiques)
décalées définis dans chapitre 4 (4.2.5). Nous définissons la classe plaxique décalée, la
classe d’équivalence pour les relations plaxiques décalées comme 1’ensemble de tous
les mots qui ont un tableau d’insertion mixte donné. La propriété suivante, analogue a
celle de Lascoux et Schiitzenberger, dévient : la classe plaxique décalée de la conca-
ténation des deux mots u et v ne dépend que des classes décalées de u et de v. Par
conséquence, on peut munir I’ensemble de classes plaxiques décalées d’une structure
de monoide ou le produit est donné par la concaténation des mots. Par analogie avec

le cas ordinaire, on obtient le théoréme suivant : deux mots sont équivalents selon les




relations de Knuth décalées si et seulement s’ils ont le méme tableau d’insertion mixte

(de Haiman).

Donc, on peut également définir le monoide plaxique décalé comme 1’ensemble de
tableaux semi-standards décalés dans lequel le produit est défini par la concaténation
de mots de tableaux décalés. Ces mots sont développés par Serrano [Serrano]. 11 a
construit une représentation canonique pour chaque classe plaxique décalée, le mot
de lecture mixte. Comme les tableaux de Young décalés ont des entrées marquées et
les mots dans leurs classes plaxiques décalées n’en pas, alors le mot de lecture d’un
tableau de Young décalé ne peut pas €tre défini d’une maniere simple que dans le cas
classique. Alors nous définissons le mot de lecture mixte w,,(7") d’un tableau décalé T
comme le seul mot dans la classe plaxique décalée correspondante et qui a un tableau
d’enregistrement spécial (4.2.1). Cette notion est un homologue de tableau de lecture
dual de P. Edelman et C. Greene [EGR]. Un mot w est un mot de tableau décalé s’il est
le mot de lecture d’un tableau de Young décalé de telle sorte que w = wp, (T'). Ces mots
ont une propriété similaire a la propriété de mots de tableaux ordinaires, mais avec les
mots faiblement croissants w;u;—; . .. usu; sont remplacés par des mots d’éqilerre (un
mot d’équerre est un mot composé d’un segment strictement décroissant suivi d’un

autre faiblement croissant).

Cette notion de mot de lecture mixte est précisement la notion qui nous permet de

décrire le produit en termes de tableaux semi-standards décalés.

On conclut que le monoide plaxique décalé peut €tre défini de deux maniere diffé-
rentes : soit par les relations de Knuth décalées, ou en utilisant I’insertion mixte de

Haiman.






CHAPITRE I

NOTIONS PRELIMINAIRES

151 Introduction

Ce chapitre rappelle les définitions et les concepts de base de combinatoire utilisé€s
dans ce mémoire. Nous fixons nos notations et raﬁpelons les définitions 2 propos des
monoides, des mots, des permutations qui sont des mots particuliers, de diagramme et
des tableaux de Young. Nous rappelons également de la correspondance de Robinson-

Schensted-Knuth et du jeu de taquin ainsi que certaines de leurs propriétés importantes.

1.2 Définitions et Propriétés

1.2.1 Les mots

Notons [n] = {1, 2,...,n}, avec n un entier positif.

Définition 1.2.1. Soit A := {a;, as,as, ...} un ensemble fini ou infini totalement or-
donné par a; < a; si et seulement si i < j. A s’appelle alphabet, les éléments de A
sont appelés lettres. Un mot sur I’alphabet A est une suite finie de lettres de A. Soit
U 1= UjUsg ... Uy Un mot ot u; € A. La longueur de u, c’est le nombre de lettres qui
le constituent et est notée l(u). Alors, [(u) = n. L’unique mot de longueur 0 est le mot
vide ez est noté e. Un facteur de u est un mot de la forme uui, . .. u; aveci < j € [n].
Lorsque i = 1, ce facteur est également un préfixe de u, alors un préfixe est tout mot

de la forme uyus . . . u;. Et lorsque j = n, il s’agit d’un suffixe, alors un suffixe est tout



mot de la forme uiu;y, . . . Up. Un sous-mot de u est un mot de la forme wu;, u;, . . . u;, ol
1<4) <idg <+ <t < l(u).

L’image miroir de u est le mot u* := u,, . . . usu;.

Exemple 1. Considérons sur l’alphabet A = {a < b < c < e < f}, lemotu =

abecbbfec. Alors on abef est un sous mot de u, ecb est un facteur, abe est un préfixe et

bfec est un suffixe de wu.

On appelle concaténation de deux mots u et v le mot w = u - v obtenu en écrivant
les lettres de v a la suite de celles de u. Pour simplifier, on écrit uv au lieu de v - v
quand ceci ne créera pas d’ambiguité. C’est -a- dire si u := u;y ... u, et v :=v;...vp,
sont deux mots, la concaténation de u et v, notée uv, est le mot u; . . . u,v; . . . Up,. Cette

opération est associative, et elle n’est pas nécessairement commutative.

Exemple 2. Soient u et v deux mots tel que u = ab et v = bba alors uv = abbba,

u® = qbabab et v2 = bbabba.

Dans un souci d’alléger les notations, les mots seront notés par des suites d’entiers,
spécifiant sans ambiguité les lettres de A correspondantes. Ainsi, a titre d’exemple, la

suite 213211 sera la notation du mot aya;a3a2a101.

13222 Monoide

Définition 1.2.2. Un monoide est un ensemble M muni d’une loi de composition in-
terne de la forme - : M x M — M et telle que
(i) - est associative : (z-y) -z ==z - (y - z) pour tous z,y,z € M

(ii) - admet un élément neutre l e M : z-1=1-xz = x pourtoutx € M.

Nous notons un monoide sous la forme de triplet (M, ,1) ou bien (M, 1). Soit G un

sous-ensemble de M. Nous notons par G* le monoide engendré par G, c’est-a-dire le




plus petit sous-monoide de M qui contient G. La partie M' C M est un sous-monoide
deMsile M etz -y € M pourtout z,y € M'. Soit (N, n,1n) et (M, p1, 1)

deux monoides. Un morphisme de monoide est une application o : M — N telle que

w(1p) = 1y et pour tout z, y € M,
@ - y) = ¢(2) ¥ P(y)-

L’ensemble des mots sur 1’alphabet A muni du produit de concaténation est un monoide
appelé monoide libre engendré par A, que 1’on note A*. Le monoide A* est fermé par
la concaténation tel que soit u et v deux mots dans A*, alors uv € A*, et admet ¢
comme élément neutre ; il est de plus engendré par ’ensemble A. Si K est un corps, on
note K (A) I’espace vectoriel engendré par les mots de A* ou, de maniére équivalente,
I’espace vectoriel des polyndmes non commutatifs dont les variables sont des éléments
de A. La concaténation munit X (A) d’une structure d’algébre non commutative appelé

algebre libre engendré par A.

D’apres les notes du cours de Frangois Bergeron [Ber], on introduit les notions sui-

vantes.

1.2.3 Partages et diagrammes de Ferrers

Définition 1.2.3. Un diagramme est un sous-ensemble fini D = {(i1, j1), --, (in, Jn)} de
N* x N*. Les éléments de D sont appelés les cases de D. Si le diagramme a n cases,
on dit que D est un n — diagramme. Une case(t, j) d’un diagramme correspond ¢ un

carré unitaire dans le plan N* x N*.

Définition 1.2.4. Soit n € N. Un partage ou une partition A de n est une suite décrois-
sante finie d’entiers positifs. Dans ce texte on va utiliser le mot partage pour \. On note

A= (A1, ...y A) vérifiant :

AL+ A+ +)\k=|)\|=n.
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On écrit A I n lorsque X est un partage de n. Si la suite d’entiers est nulle, on dénote
par 0 et on 'appelle partage vide. De plus, si A a m; parts de taille i, on écrit encore
A = 1™2™ ...n™_ On dit alors que m; est la multiplicité de la part i dans ). La

longueur [(X\) = k de ) est le nombre de parts de M.

Par exemple A = (4,4,2, 1) est un partage de 11, alors A = 11242 et () = 4.

Définition 1.2.5. On appelle diagramme de Ferrers ou de Young de forme )\ le dia-
gramme de [()\) lignes ayant )\; cases cadrées a gauche dans la i-éme ligne. Explicite-

ment, il est le diagramme
Y)={@G4);1<i<i(N)etl <j< N}

Les cases d’un diagramme de Young sont généralement indicées par des paires d’en-
tiers, le premier indice dénotant la ligne, le deuxiéme la colonne. La notation frangaise
correspond aux coordonnées cartésiennes de maniére que les coordonnées i et j sont

les y et x du plan cartésien.

On identife )\ a son diagramme de Ferrers Y ().

Exemple 3. Diagramme de Ferrers associé au partage (4,4,2,1) de 11

Figure 1.1: Diagramme de Ferrers associé a (4,4, 2, 1), (notation frangaise)

Avec i) =4 erY(X) = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2), (2,3),(2,4),
(3, 1)’ (3’ 2)? (47 1)}'

Dans ce travail nous utilisons la notation francaise. La notation anglaise est obtenue par

la réflexion par rapport a I’axe horizontal du plan.
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Définition 1.2.6. Le conjiugué de \, notée X, est le partage liée & \ par la réflexion sur

la diagonale principale, avec Y (\') = {(4,4) | (4, j) € Y(\)}.

Ona |\ =|X|= YO, i(N) =X et(X) =\

Exemple 4. Le partage (4, 3,2, 2) conjugué de (4,4,2,1)

Figure 1.2: Diagramme de Ferrers conjugué de (4,4, 2, 1).

avec |\ = |X| = [Y(N)| =11, et I(X) = 4= \;.
1.2.4 Ordres partielles sur les partages

L’ensemble des partages admet trois ordres partiels
— Ordre d’inclusion : Un partage ) est contenu dans le partage p si leurs diagrammes
associés satisfont A C u, ou C est I’inclusion par sous-ensembles. Par abus de nota-
tion, on dénote par C 1’ordre d’inclusion sur les partages.
— Ordre de dominance : On dit que le partage A domine le partage x si A\1+. . .+ <
t1 + ... + pg, pour tout £ > 0. On écrit A < p lorsque A domine L.
— Ordre lexicographique : On écrit A < u si la premiere différence non nulle y; — \;

est positive.

125 Diagramme gauche

Définition 1.2.7. Une forme gauche est un couple (\, 1) de partages tel que \ D L

c’est-a-dire le diagramme de Young du partage A contient le diagramme de Young du
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partage L. ; ceci signifie que si A = (A1, Ay, ...) et u = (w1, 4o, - . .), alors \; > u; pour
tout i. Une forme gauche est notée A/ ou A \ p. Le diagramme gauche d’une forme

gauche est la différence ensembliste des diagrammes de Young de X et de .

Exemple : si A = (5,2,2,1) et u = (2, 1), le diagramme gauche de forme A/ est

IRl

Figure 1.3: Diagramme gauche

1.2.6 Composition

Définition 1.2.8. Soitn € N. Une composition o de n est une suite finie (o1, oz, ..., Q)

d’entiers positifs tels que o + ... + o = n. Si  est une composition de n on écrit

o =i

La taille de o est le nombre || = n, la longueur de ¢, dénotée par () est k. Les
nombres ;, @, ..., ) sont les parties de a. On appelle composition vide si le nombre
de parties est n = 0.

Exemple 5. Exemples de compositions de 12

Soient oy = (3,3,4,2), az = (4,5,3) et a3 = (1,2,1,5,3).

Onal(a;) =4 l(op) =3 etl(az) = 5.
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4

1.2:7 Partage associé a une composition

Soit & |= n, on peut produire un partage de n en ordonnant de fagon décroissante les
parties de . On dénote par A(a) le partage obtenu a partir de o et on 1’appelle partage

dérivé de a.
Les partages dérivés des compositions de o, o et a3 dans 1’exemple précédent sont
A(al) = (47 37 37 2)’ A(a2) = (57 47 3)1 A(a3) = (5, 37 27 17 1)

1.2.8 Tableaux de Young

Un tableau de Young de forme ) et & valeur dans [n] est une fonction
T: = [n]
Rappelons que, on identifie A & son diagramme de Ferrers

Y ={(7)1<i<i(Netl1 <j< N}

Définition 1.2.9. Un tableau de Young est construit a partir du diagramme de Ferrers

tel que ses cases sont remplies avec des éléments de I’ensemble [n). Il est indexé

T={T37);1<i<I(A)etl<j<\}

Exemple 6. La figure 1.4 montre un tableau de forme (4,2,2,1).

Définition 1.2.10. Un tableau de Young T est dit semi-standard si les nombres placés
dans ses cases sont en ordre croissant pour chaque ligne et strictement croissant pour

chaque colonne, c’est-a-dire

T(i,5) ST@E+1,75) et T(i,5) <T(5+1).



14

4
1/6
38
511213 |7

Figure 1.4: Tableau de Young de forme (4, 2, 2, 1) a valeur dans [12].

N|[W| Ol

Figure 1.5: Tableau de Young semi-standard T} de forme (4, 2,2, 1) a valeur dans [8].

Exemple 7. La figure 1.5 montre un tableau semi-standard de forme (4,2,2,1).

Un tableau de Young T' est dit standard s’il est semi-standard et chaque chiffre de

{1,2,...,n} apparait exactement une fois dans le tableau, ol |\| = n.

Exemple 8. La figure 1.6 montre un tableau standard de forme (4,2,2,1).

=Wl | ©
oo

2 [ gl T

Figure 1.6: Tableau de Young standard T, de forme (4, 2,2, 1) & valeur dans {9).

On dénote par S.ST)[n] (respectivement ST} [n]) I’ensemble des tableaux semi-standards

(respectivement standards) de forme A 2 valeur dans [n]. On dénote par SST I’ensemble

de tableaux semi-standard 2 valeurs positifs.
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Définition 1.2.11. Un tableau de Young gauche est obtenu en remplissant les cases du

diagramme gauche correspondant.

Exemple 9.

Définition 1.2.12. Soit T un tableau de Young. Le contenu c de T est
A ks T

ou my; est la multiplicité de U’entier i dans T.

Pour le tableau T de la figure 1.5, on a ¢(T}) = 233'5%6'7'8!. Si T' € ST), alors
¢(T) = 123... |A]. Alors, pour le tableau T de la figure 1.6, on a ¢(73) = 123456789.

Définition 1.2.13. Soit T un tableau, on appelle poids de T et on note =™ le mondme

dont I’exposant de z; est égale au nombre d’occurrences de l’entier i dans T

Exemple 10. Le mondéme de T est z3z31ix6z72s8.
1.2.9 Formule des équerres

Définition 1.2.14. On appelle équerre associée a une case (i, j) du diagramme, I’en-
semble H; ; qui contient (i, j) ainsi que les cases du diagramme qui se trouvent en-

dessus ou a droite de (i, 7).

Hy; = {(0,7)} V{6 )5 > 5} u{E, )i > i}

On désigne par h;; la longueur de I’équerre partant de la case (i,7), c’est-a-dire

hij o= |Higl-
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La formule des équerres (voir, par exemple, [Stanley]) est une formule qui permet de
calculer le nombre de tableaux de Young standards de forme \ donnée. Le nombre de
tableaux de Young standards de forme donnée X est égal a la dimension de la représen-

tation irréductible du groupe symétrique &,, correspondant a un partage \ de n.

Théoreme 1.2.1. (Frame-Robinson-Thrall) [FRT] Soit f* le nombre de tableaux de

Young standard de forme A pour un partage de n. Alorson a :

n!
H-i.,j hi,J’ -

ou le produit porte sur toutes les cases du diagramme de Ferrers de forme A\

fr=

B[22 X

5(4[3]1] w

(2) (b)

1]
5
T

Figure 1.7: (a) Les longueurs des équerres associées au partage (5,4, 1) et (b) I’équerre

associée a la case (2,1).

Exemple 11. Pour le partage A = (5,4, 1) (figure 1.7), on obtient

10!

= = 288.
7-5-4-3-1-5-3-2-1-1 e

f’\

Ily a donc 288 tableaux de Young standard de cette forme, et il y a autant de dimension

a la représentation irréductible du groupe symétrique Sy correspondant a ce partage.

1.2.10 Le groupe symétrique

Définition 1.2.15. Une permutation d’'un ensemble E est une bijection de E sur lui
méme. L’ensemble G(E) des permutations de 1’ensemble E muni de I’opération de
composition o, forme un groupe appelé le groupe symétrique de E. Dans le cas oi

E ={1,2,...,n}, cet ensemble se note S,, et |G,| = nl.
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On représente toute permutation o de la fagon suivante :

Nous adopterons la notation mot des permutations ou o sera en effet notée par le mot

a(1)a(2) ... o(n). La taille d’'une permutation est la longueur du mot qui la represente.

La permutation qui envoie chaque élément sur lui-méme est I’application identité, on
la note Id. L’inverse de o est la permutation o~ telleque c oo™ = Id = 0! o 0.
Une permutation qui échange deux éléments distincts i et j en laissant tous les autres
inchangés est appelée transposition. Une permutation ¢ est dite cyclique ou circulaire
s’ils existent a;, as, . .., a, € [n] différents tels que o envoie a; sur ay, puis az; sur ag
etc. et enfin a,, sur a;, tandis que les n — p éléments restants de 1’ensemble [n] sont fixés
par o. On note

o= (aaz...0p).

Laencore (a; ...ap) = (@z2...apa1) = ....Onappelle o un p—cycle et le nombre p est
la longueur du cycle. L’ordre d’un p — cycle est donc égal a p. Donc, une transposition

est un 2-cycle.

1.2.11 Décompositions des permutations

Décomposition en produit de transpositions

Toute permutation de support fini peut tre décomposée en un produit de transpositions,
alors pour toute permutation o, il existe o1, ..., o, transpositions telle que ¢ = o -
02+ 05+ 0Om = [, 0i, une telle décomposition n’est pas unique. Or, la parité du
nombre de transpositions demeure la méme dans chaque décomposition en produit de

transpositions.

Une permutation paire (respectivement impaire) est une permutation qui peut étre ex-
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primée comme le produit d’un nombre pair (respectivement impaire) de transpositions.

On appelle signature de ¢ 1’application

—1 sio est pair
sgn(o) :=
1 sio estimpair.
La permutation identité est une permutation paire car elle peut étre considérée comme

le produit de O transposition.

Décomposition en produit de cycles & supports disjoints

L’orbite d’un élément selon une permutation o est 1’ensemble de ses images successives

obtenues par applications répétées de o.

Par exemple, considérons la permutation de Gg

123456
345216

L orbite de 1 est donc I’ensemble {1, 3,5}. L'orbite de 3 est également ’ensemble
{1, 3,5}, mais I’orbite de 2 est {2, 4}. Plus généralement, pour une permutation quel-
conque, les orbites sont disjointes et forment une partition de I’ensemble {1,2,...,n}.
Toute permutation peut s’écrire de fagcon unique comme produit de cycles disjoints.
Pour chaque orbite de o dans G,,, on construit un cycle en suivant 1’ordre de succession
des éléments de 1’orbite par itération de o. Ainsi, 0 = [];_, 0; ol chaque o; est un
k;-cycle, avec k; égal au nombre d’éléments de 1’orbite associée a o;. les longueurs des
cycles d’une permutation ¢ forment une partition de n appelé le type cyclique de o.
Il s’agit d’un 1 dans le type de cycle pour chaque point fixe de o, un 2 pour chaque

transposition, et ainsi de suite.
On peut supposer k; > k3 > ... > k.. On dénote

T(U) = (kl, kz, ceey k:,-)
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T'(o) s’appelle le type cyclique de la permutation o.

Exemple 12. On peut écrire o de fagon unique comme la décomposition en cycles
disjoints suivante

o = (135)(24)(6).

On peut aussi décomposer o comme les produits de transpositions
o = (13)(35)(24).

Le type cyclique de o est (3,2,1) qui est une partition de 6, on peut aussi I’écrire o =

312111, La signature de o est donc sgn(c) = (—1)3 = —1L.
1.2.12 Algorithme de Robinson-Schensted- Knuth

Définition 1.2.16. La correspondance de Robinson-Schensted-Knuth, aussi appelée
RSK, permet d’associer de maniére récursive a tout mot w de A* une paire de tableaux

de Young de méme forme.

C’est-a-dire a w on fait correspondre deux suites (P, Py, ..., P,) et (Qo,Q1,...,Qn)
avec Py un tableau de Young semi-standard et Q) un tableau de Young standard, défi-

nies récursivement de la maniére suivante
(1) Si w est le mot vide alors P = 0, et Q = 0.

(2) Si w est non vide, alors on insére wy dans Py_; pour k = 1,2,...,n de la maniére
suivante
— si wy est plus grand que ou égal a tous les éléments de la premiére ligne, on ajoute
wy, a la fin de cette ligne.
— si non, soit a; le plus petit des éléments de la premiére ligne tel que a; > wy, on
remplace a, par wy, et on insére a; dans la ligne suivante, et on continue ligne par

ligne.
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La procédure se termine lorsque I’élément a; supplanté de la ligne i est supérieur ou
égal a chaque élément de la ligne i+ 1 (qui pourrait étre vide), dans ce cas, a; est placé
a Uextrémité droite de la ligne i + 1, et alors [’algorithme arréte. Le tableau obtenu Py,

est un tableau semi-standard dénoté Py_1 + Wg.
Voir les exemples détaillés 13 et 14 pour cette correspondance.

En générale, pour un tableau T = [T'(i, j)] a k éléments, et x un entier, on désigne par

T « z le tableau semi-standard correspondant & Uinsertion (par ligne) de = dans T.
Exemple 13. Si T est le tableau

11]
5|8
23| 75|

p—y

et si x = 6, alors le tableau obtenu T < 6 est

—
NEEE

3[6[9]

Figure 1.8: Tableau obtenu 7" +— 6

Pour chaque k = 1,2, ... ,n notons (i, ji) la nouvelle case qu’on a ajouté & P;_, en
lui appliquant I’algorithme d’insertion. Le tableau Q). est alors obtenu en ajoutant a
Qx—1 la case T(ix, jx) = k. C’est-a-dire Q. est obtenu en ajoutant une lettre & Qx_1,

dans une nouvelle case en méme position que celle par laquelle P, différe de P;_;.

Posons P, = Pet Q, = Q, alors la paire (P, Q) est la paire de tableaux de Young
associés a w par 1’algorithme de RSK ol P est semi-standard et ) est un tableau stan-

dard.
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On appelle P le tableau d’insertion et () le tableau d’enregistrement dénoté respective-

ment par Prsk et Qrsk.

Exemple 14. Soit le mot w = 1332212, ’algorithme décrit par RSK donne les pairs
(Py, Qx) suivantes, pour k =1,2,...,7

3] 3]
3] 3[3 2[3 2[3
p: ¢, (11 [113] [1[3]3] [1]2]3] [1[2]2] [1]1]2] [1[1]2]2]
I 6] 6]
4 415 4[5 415
Q.: ¢, (11 [112] [1]2]3] [1]2]3] [1]2]3] [1[2]3] [1][2[3]7]

On adonc

o[ o]
w
»—-.hcsl
o

P 2[3[7]

) 2

La correspondance RSK généralise la correspondance de Robinson-Schensted, en ce
sens si w est une permutation de {1,...,n}, alors la paire (P, Q) est le couple de

tableaux standards associé a la permutation par la correspondance Robinson-Schensted.

La correspondance de RSK posséde un nombre des propriétés remarquables.

Proposition 1.1. La correspondance de Robinson-Schensted-Knuth établit une bijec-
tion

7 A* = {(P, Q) | P semi-standard, Q standard, et A\(P) = \(Q)},

entre les mots, et les paires de tableaux P semi-standard et () standard de méme forme.
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Si on applique I’algorithme de RSK sur les permutations w* et w™!, on obtient les

relations suivantes, découvertes par Schiitzenberger.

Proposition 1.2. Pour toute permutation w, si (P, Q) est la paire de tableaux associé

par la correspondance de RSK a w, on a
P(w™) = Q(w) et Q(w™) = P(w)

Exemple 15. Pour w = 3641725, on a w™' = 4613725. La correspondance de RSK

nous donne

()
]
"EE
™
]

4]
3
1

et

[6] (4]
31417 3|67
P(w) = 11215 Qw) = 1|8

Alors on trouve que Q(w™") = P(w) et P(w™?) = Q(w).

La permutation miroir de w = w;ws ... w, est la permutation w* = wywWp_1 ... w;.
D’autre part, pour tout tableau de Young 7" de forme A, on note P* le tableau transposé

de T dont la forme A* est le partage conjugué de .
Proposition 1.3. Pour toute permutation w, on a
P(w*) = P*(w).

Exemple 16. Pour w = 3641725,0n a w* = 5271463. Le tableaux d’insertion est
5|7
214
P(w*) —i1]|3|6 |
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On remarque que P(w*) est le tableau transposé de P(w) de 1’ Exemple 15.

a
Soit A et B deux alphabets, une bi-lettre de A x B est dénoté . Un bi-mot W est
b

un élément de (A x B)*, on le dénote

a']. a’2 oo am

A s

T

Un bi-mot est dit lexicographique, si ses bi-lettres (les colonnes) sont ordonnées en

ordre lexicographique croissant. Plus Précisement, on définit

a c
= s TEIeE < el By g—egrh e
b \d
: . ! a1 az am
Alors W est lexicographique si =< <. =<
b1 bo bm
Par exemple,

I 1= 172 23 8
345141 4

est un bi-mot.

La correspondance de Robinson-Schensted-Knuth peut étre généralisée aux bi-mots.
Elle associe récursivement a tout bi-mot lexicographique U une paire de tableaux semi-
standards (P, Q) = (P(U),Q(U)) de méme forme. Les propositions précédentes ont

été étendues aux bi-mots par Knuth, (voir, par exemple, [Ber]).

1.2.13 Jeu de taquin

Le jeu de taquin a été introduit par Schiitzenberger [Sch63], [Sch77], au cours de ses
recherches sur les tableaux de Young. C’est un algorithme qui transforme un tableau

gauche semi-standard en un tableau semi-standard.



24

Définition 1.2.17. Les glissements du jeu de taquin sont définies sur des tableaux semi-

standards gauches contenant une case vide par :

b

i I a| , [ble]  sb<a;
5] b ]

2 e a] 5 [al-]  sib>a;

(3) '—) ;

@ Llal 5 [a]-],

Un redressement d’un tableau semi-standard consiste & appliquer une suite des glisse-
ments pour obtenir un tableau semi-standard. Le tableau résultant est appelé le redressé

de T. Soit

T = 1]

un tableau gauche de forme (3, 2,2)/(2, 1).
On applique la suite de glissements suivante pour avoir un tableau semi-standard

Le tableau résultant

] nof ol

1]
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[\

=t

[\

o

o
-

o

o
»—nto|cn|

5 — 1|-—> 1]—) : 1J—> 1|,

Figure 1.9: Glissement de jeu du taquin

est appel€ le redressé de T

Théoréme 1.2.2. [Sch77], [Thom] Le choix des glissements intermédiaires n’importe
pas sur le résultat. Autrement dit, quel que soit le choix des glissements, le tableau

obtenu a partir d’un tableau donné, est unique.

On va illustrer le théoréme avec un exemple

1
-3 1(3 173 3 3]
s 25 [EE o @2 o, i
1] 1] o
3 18 1[3 2 3
e & B =, 2 A 2] I [ 23

1.2.14 Le jeu de taquin simule 1’algorithme de RSK

Il existe une relation remarquable, démontrée par Schiitzenberger [Sch77], entre le jeu

de taquin et 1’algorithme de RSK.
Avant illustrer cette relation, on a besoin de définir le tableau de forme anti-diagonale.

Soit w = wyws . . . w, un mot de longueur n. Le tableau de forme anti-diagonale associé

4 w est le tableau gauche composé des cellules (n,1); (n—1,2); --- ; (1,n) ettel que
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wj est situé dans la colonne j, pour 1 < 5 < n. Par exemple, soit w = 4251. Le tableau

de forme anti-diagonale associé a w est

4

1],

Théoreme 1.2.3. A tout mot w, on associe le tableau T de forme anti-diagonale. Si on
applique le jeu de taquin a ce tableau, on retrouve le tableau d’insertion obtenu par

I’algorithme de RSK.

Exemple 17. Soit w = 4251. On associe a w le tableau

4] 4] 4] 4] A
<12 2 2 2 2 4 4
5 5 5 5 1 215 2
i 1] Bl et U, LI D) 1] 5 (2]s]
et U'insertion de RSK pour w = 4251 donne
ve 4]
4 2
3[R 1 IR 3 1 I TR )




CHAPITRE II

MONOIDE PLAXIQUE ET TABLEAU DE YOUNG

Dans ce chapitre, nous étudions les approches développées par Lascoux et Schiitzen-
berger pour le monoide plaxique et le mot de tableau. Nous commengons par présen-
ter 1’équivalence entre I’insertion par ligne dans un tableau semi-standard et 1’inser-
tion dans les mots de tableaux, puis nous étudions les classes plaxiques du monoide
plaxique en présentant une bijection entre I’ensemble de toutes les classes plaxiques et
’ensemble de tous les tableaux de Young semi-standards. Nous définissons ensuite le
produit du monoide plaxique de trois manieres différentes. Nous terminons en étudiant

les sous-mots et les invariants de Greene.

2.1 Mots de tableaux

Le mot de lecture w(T") d’un tableau T' de forme A est la suite w(T) = T'(¢1) ... T (cp)
obtenu par la lecture des lignes de T de gauche a droite, et de haut en bas, ol {cy, ..., ¢y}
est ’ensemble des cases de A. Par exemple, soit le tableau semi-standard 7" du partage

(3,3,1) suivant

4]
2[3]4
1[2]2

Le mot de lecture de T" est w(T') = 4|234|122. Si u = w(T') est le mot de lecture d’un

tableau semi-standard alors u s’appelle un mot de tableau. La correspondance entre
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mots de tableaux et tableaux semi-standards est bijective.

2641, Insertion dans les mots de tableaux

Soit u = w(T') le mot de lecture d’un tableau semi-standard T, et u = ujus . . . Up—1Uk

ol uy, U, . . . , Uk sont les mots correspondants aux lignes de 7.

Pour v = ujus . .. ug_1uk, ON POSE V = U U3 . . . Uk—_1, alors le mot obtenu par 1’inser-

tion d’une lettre = dans u est défini par

VULT S1 Q= ug
(u+z):=
(v + z')azf sinon
oll ux = az’'f avec
— o« formé par les lettres de uy qui sont plus petite ou égale a  ; et
— 2’ est une lettre tel que ' > z, si une telle lettre existe.
Généralement, pour v = 12> ...2Z , et u € A* le mot obtenu en insérant successive-

ment les lettres de v dans u est dénoté
uevi=((..((u 1)  22) & ...) & Tp—1)  Tp.

Exemple 18. Soit u = 312 et v = 12213142. Alors,

(312 + 12213142) = (((((((312 + 1 = 3211) + 2 = 32112) + 2 = 321122)
1 = 3221112) + 3 = 32211123) « 1 = 322211113) + 4 = 3222111134) « 2 =
32223111124,

Proposition 2.1.

1. Si u est un mot de tableau, alors v < T est un mot de tableau, ot x est un

entier.

2. u = (e + u) si et seulement si u est un mot de tableau.

Exemple 19. Soit u = 213 le mot de tableau associé a

2
1]3]
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Alors le mot (u < 1) resultant de ’insertion d’une lettre 1 dans u est 2311 qui est le

mot de tableau associé a

23
1 B0

On a que 213 = (e + 213) car 213 est le mot de tableau associé a

2
1[3]

Il est clair que la réciproque est vraie.

Alors on peut définir le tableau semi-standard 7' - x comme I’unique tableau dont le
mot de lecture est w(T") + z. Plus généralement pour v = 123 . .. Zx un mot et 7" un

tableau semi-standard, alors
T+v:i=_(..((T + z1) ) ...) & Tp—1) + Tg
dénote le tableau semi-standard en insérant tous les lettres de v (I’insertion de RSK).

Théoréme 2.1.1. L’insertion RSK dans un tableau semi-standard équivaut a l’insertion

dans les mots de tableaux, c’est-a-dire que
w(T + z) = w(T) + z,

ou la fleche a gauche dénote l'insertion RSK, et la fleche a droite dénote 'insertion de

mots.

Exemple 20. Pour le tableau

ona

o
~To[o]
[N}
[N]
[J1)

112] . 19913149 = 1[1]1]2]4]
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avec

wl|l112] 19913142 | = 32223111124,

Pour les mots, on a aussi : (312 + 12213142) = 32223111124. D’ou I’égalité.
i) Relations de Knuth

Donald Knuth a défini des régles de réécriture sur I’ensemble des mots sur [m] [Knu].
Ces regles de réécriture induisent une relation d’équivalence sur les mots qui s’appelle

relation de Knuth ou relation plaxique, noté =.

Définition 2.1.1. Deux mots sont dits équivalents au sens de Knuth si I’on peut obtenir
I’un a partir de ’autre par une séquence de transformations de Knuth élémentaires
suivantes.
Si z, y, z sont des lettres, alors on a

l. yzz=yzzlorsque x <y < z;

2. zzy = zzy lorsque z < y < 2.

Exemple 21. On examine les mots de longueur 3, on trouve les mots équivalents sui-

vants :

231 =213 et 221 = 212 correspondant a la re.lation 1 dans la Def. 2.1.1. On a aussi
132 = 312 et 121 = 211 correspondant a la relation 2 dans la Def. 2.1.1. Voir aussi

I’exemple prochain 22.

Définition 2.1.2. Une relation d’équivalence = définie sur A* est une congruence de

monoide si pour tout mot u, v, v, v' € A*, u = u'etv = v impliquent u-v=1u'-v'.

Autrement dit, la relation d’équivalence = est compatible avec la concaténation.
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Une classe plaxique est une classe pour la congruence engendrée par les relations de
Knuth. La classe plaxique contenant un mot u est noté (u). On verra qu’il existe une

bijection entre les tableaux semi-standards et les classes plaxiques, donnée par

T — (w(T)).

-

Exemple 22. Pour n = 4, les classes d’ équivalence sont :

1234

2

1[3[4] 9134 = 2314 = 2341
[3]

1[2]4] 3194 =1324 = 1342
4]

112[3] 4193 = 1243 = 1423

AR

1]3 92413 = 2143

314

12 3412 = 3142
3]

2

114] 3214 = 3241 = 3421
B

3

113] 4213 = 2431 = 4213
4]
(3]

1]2] 4312 = 1432 = 4132
4]
3]
2
1] 4321

Rappel : un mot de tableau est un mot de lecture d’un tableau semi-standard.
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Théoréme 2.1.2. Chaque mot w de A* est équivalent au sens de Knuth (selon la relation
d’équivalence de Knuth) a un et un seul mot de tableau

w = (€ + w).

Exemple 23. Siw = 2314 € A* et 2134 est le mot de tableau associé a

=] o

314}

on a 2314 = 2341 = 2134, alors 2134 = (e + 2314) est le seul mot de tableau dans
(2314).

Alors, on conclut le théoréme principal suivant.

Théoréme 2.1.3. [Knu] Deux mots u et v de A* sont équivalents selon les relations de
Knuth 1 et 2 dans la Def. 2.1.1 si et seulement s’ils ont le méme tableau d’insertion de
RSK. Autrement dit,

u = v 88t Prsx(u) = Pror(v)

2.13 Jeu de taquin et relations de Knuth

Proposition 2.2. Les glissements du jeu de taquin sont compatibles avec la relation

d’équivalence de Knuth.

C’est-a-dire que si 1" et U sont des tableaux semi-standards gauches et si U est obtenu
a partir de 7" par un glissement, alors leurs mots de lecture (obtenus de méme maniere

que pour un tableau) sont équivalents. Notamment,

w(T) = w(U).

Exemple avec un seul glissement :
1}3 <13
r=["12] , [1]2|_yp
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Le mot de lecture du tableau semi-standard gauche T" est w(7") = 132 et le mot de
lecture du tableau semi-standard U obtenu par le glissement est w(U) = 312. On a

132 = 312, alors ces deux mots de lectures sont équivalents au sens de Knuth.

Corollaire 2.1.1. Le redressé d’un tableau gauche T' semi-standard est l'unique tableau

semi-standard dont le mot de lecture est équivalent & w(T).

Exemple 24. Soit T le tableau semi-standard gauche

3

5|6
1146
3

T 2[3

o
o

Le mot de lecture de T est w(T') = 5614635523. On applique le jeu de taquin a T, on

obtient le redressé de T, le tableau semi-standard

o
(&)

l—lCOHkCﬂl
(e}

o 2]3[5]

Le mot de lecture de U est w(U) = 5463561235. Le lecteur peut vérifier que les
deux mots de lecture sont plaxiquement équivalents. Avec U est I’unique tableau semi-

standard dont w(T') = w(U).(w(U) est le seul mot de tableau dans (5614635523)).

2.14 Monoide plaxique

Lascoux et Schiitzenberger [[LaSc] ont introduit une structure de produit pour 1’en-
semble de tableaux semi-standards, le monoide plaxique, en utilisant les 2 relations de

Knuth.

La congruence = définie dans la Def.2.1.2 permet de définir une structure de monoide

quotient du monoide libre que nous notons A*/ =.
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Définition 2.1.3. Le monoide plaxique est le monoide quotient A*/ = du monoide
libre sur un alphabet A totalement ordonné, ou = est la congruence engendrée par les
relations de Knuth 1 et 2 dans la def. 2.1.1. On a que :
— Les générateurs du monoide plaxique sont les classes d’équivalence des lettres de
I’alphabet.

— Les relations sont déterminées par les transformations de Knuth élémentaires.

Sip: A* - A*/ = est la projection canonique, ’ensemble A*/ = est muni du produit
- défini, pour toutes classes d’équivalence X etY de A*/ =, par X - Y = ¢(z - y), od
z et y sont des éléments quelconques de X et de Y respectivement. C’est a dire que le
monoide plaxique est I’ensemble de classes d’équivalence ol le produit est donné par

la concaténation, noté, (u) - (v) = (uv).

205 Monoide de tableaux semi-standards

L’ensemble de tableaux semi-standards S.ST forme un monoide, avec pour des tableaux

semi-standards T et T5, le produit défini par
T1 . Tg = (T1 — ’w(Tg)) [RSK]

Il est clair que le tableau vide () est un élément neutre pour ce produit, mais il est moins
évident que ce produit est associatif. Il y a un isomorphisme de monoides entre SST et
A*/ = défini par

w:SST —» A*/ =,

puisque

UI(Tl . Tz) = w(Tl)w(Tg)

D’ou, on obtient une deuxie¢me fagon de définir le produit de deux tableaux 7; et T :
T - T; est 'unique tableau semi-standard dont le mot de lecture est dans la classe

plaxique de w(T})w(T3).
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Exemple 25. Le produit de deux tableaux donne

5]
56 5)6 4]6]6
414]6 414]6 3[4]5
21355 [2] 213]5]5 2121315
by (2 T ] el ) 5 - (e e 1) 5 A
ona.

w(Ty-T) = w(Th + w(T))
= 5466345223511223
= 5644623551223213
= 5644623551223 - 213
= w(T)w(Ty).

Une troisiéme fagon de définir le produit de deux tableaux semi-standards 7" et U est
de concaténer ces deux tableaux de fagon diagonale et appliquer les glissements du jeu

de taquin. (voir Exemple 26)

En résumé, il y a trois fagons de définir le produit :
1- Par I’insertion de RSK ;

2- par la concaténation de mots de lecture ;

3- par le jeu du taquin.

Théoréme 2.1.4. Le produit de deux tableaux T' et U est le méme, en utilisant les trois

définitions différentes.

Exemple 26. Soit les deux tableaux

N u>-|cn|

5]
36
1]4]4]6] S

T =
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On va trouver le produit en utilisant les trois fagons.

Par RSK : w(T) = 5423, alors Ty - Ty, = (T + w(T3)) = (T <+ 5423). Le produit

donne
6 |
5] 5] 5|56
3|6 4] 344
1]4]4]6] 213 _ [1]2]3]4]

Par concaténation :

w(T1) = 5361446 et w(Ty) = 5423, on a deux classes plaxiques

{6361446, 5316446, ...} = (5361446} et {5243, 25643, 5423} = (5423).

Nous concaténons les mots d’équivalents par relation de Knuth on obtie'nt une classe
d’equivalence {53614465423,65563441234,...} = (53614465423) qui contient un
seul mot de tableau 65563441234 qui est exactement le mot de lecture de tableau asso-

cieaT T
Par les glissement du jeux de taquin :

Le produit est obtenu en concaténant Ty a Ty de facon diagonale et on applique les

glissements du taquin on obtient le redressé

B3
3|6
1[4]4]6 6]
5 515|6
4| 344
2(3] . (1]2[3]4]
2.1.6 Sous-mots croissants (décroissants) et les invariants de Greene

En 1961, C. Schensted [Sche] décrit une méthode pour calculer la longueur du plus

grand sous-mot croissant et décroissant pour un mot u = ujus - - - U de A*.
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Théoréme 2.1.5. [Sche] La longueur du plus long sous-mot croissant (resp. strictement
décroissant) de u est la longueur de la premiére ligne (resp. la premiére colonne) des

tableaux de Young correspondant a u par RS.

Greene [Gree] a étendu le théoreme de Schensted en interprétant le reste de la forme de

2%
Nous introduisons les invariants de Greene comme suit

Soit u = ujug:--uE un mot de A* oll uy, ug, -+, ux € A et un sous-mot v = wu;, Us, -+ Us

m*

Le sous-mot v est dit croissant si et seulement si
Uy < Upy < -0 < Uy,

Définition 2.1.4. Pour un entier j et un mot u, l;(u) (resp.d;(u)) est le plus grand entier
qui peut s’écrire comme somme de longueur de m-sous-mots croissants (respectivement

décroissant) disjoints de u.

Exemple 27. Pour u = 134234122332, on a l,(u) = 6, car le plus long sous-mot
croissant apparait dans u est vy = 122233 ; lo(u) = l(v1) + l(ve) = 9 avec v, = 334;
etl3(u) = l(v1) +1(vg) + l(vs) = 12avecvs =134, etd; =3, d2 =6, d3 =9, dy =
11, et dg =12

Théoréme 2.1.6. [Gree] Si u = w(T) est le mot d’un tableau semi-standard T =
Prsk(u) de forme

)\=)\12)\22~-~2)\n2)\n+1=0)
Alors, on a pour tout k > 1,
lk(u)=)\1+)\2+...+)\k

et
di(u) = A\; + A+ ... + Xy

avec X le conjugué de \.
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Exemple 28. Le tableau semi-standard T correspondant a uw = 134234122332 par
RSK est

DN
w
w

1/1]2]2]|2]3]

alors la forme de T est A = (6,3,3), etonali(u) = A\ =6, b(u) = A1+ A2 =9et
Is3(u) = A\ + Ao+ X3 = 12,

On remarque que I’ensemble des valeurs I (w(7")) ne dépend que de la forme de T et

que pour tout mot wu, il existe un entier 5 tel que

h(u) < l(u) <--- <li(u) =l (u) = -
Pour I’exemple précédent on a, I;(u) = 6 < ly(u) =9 < l3(u) = 12.
Démonstration du théoréme 2.1.5 :

D’aprés le théoréme 2.1.6, on a: [g(u) = A+ Ao+ ...+ Mg et ey (u) = A1+ Ao +
...+ Ag—1. On a donc

>\k = lk(u) - lk_l(u),

avec lp = 0 alors \; = I; — 0 =, et !, est lalongueur du plus long sous-mot croissant

de u.

Exemple 29. Pour u = 134234122332 on a v; = 122233 est le plus long sous-mot de

u car aucun sous-mot croissant de longueur 7 n’apparait dans u et on a
Wv)) =Lu)=6=X etdy(u) =3 =\,.
Proposition 2.3. Si u et v sont équivalents au sens de Knuth, alors pour tout k > 1,

le(u) = L(v)
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En effet ;

Si u et v sont équivalents au sens de Knuth, alors Prgx(u) = Prsk(v), alors les
lignes de tableaux associés & u et v sont les mémes et par le théoréme 2.1.6, on a

le(u) = A1 + A2+ ... + Ak On adonc Ul (u) = I (v).






CHAPITRE III

TABLEAU DE YOUNG DECALE

3.1 Introduction

Ce chapitre pose les définitions fondamentales utilisées dans le chapitre quatre. En par-
ticulier les définitions a propos de partage strict, des diagrammes décalés, des tableaux
de Young décalés et de la formule des équerres décalées. Nous introduisons les deux
correspondances principales qui peuvent étre considérés comme des analogues décalés
de la correspondances de Robinson-Schensted-Knuth pour les tableaux de Young déca-
1és, 'insertion de Sagan-Worley et I’insertion mixte de M. Haiman avec des propriétés

similaires.
32 Définitions et Propriétés

3521 Partages stricts et diagrammes décalés

Définition 3.2.1. Un partage strict A de n est une suite décroissante finie d’entiers
positifs, tel que A = (A1, Ag, A3y .. ., M) e AL > Ag > A3 > -+ > A > 0. On dénote
la longueur de )\, I(\) = k le némbre de lignes. Ona |\ = Ay +dg+ Az + - + A
On note D(n) I’ensemble des partages de n. Par exemple A\ = (4,2, 1) est un partage

strictde 1.

Définition 3.2.2. On appelle diagramme décalé de forme X\ un tableau de m lignes

ayant \; cases dans la ieme ligne, et il est décalé i — 1 unités de la gauche. Explicite-
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ment, pour un partage \ € D(n), nous associons le diagramme décalé

YO ={@Gj)eN1<i<i(N),i<j<N+i-1}.

Supposons que A est un partage strict de n ayant une longueur /, la diagonale principale
de Y’()\) se compose de cases (%,7) tel que 1 < ¢ < [. Toutes les autres cases sont hors
diagonale. Dans ce travail, on identifie le diagramme décalé correspondant au partage

strict A par A lui méme.

Exemple 30. Le diagramme décalé de forme A = (4,2, 1) est

Figure 3.1: Diagramme décalé

Avec |\ =7, I(0) =3 er Y'O\) ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2), (2,3),(3,3)}

Définition 3.2.3. Soit A et p des partages stricts telles que le diagramme décalé )\
contient le diagramme décalé . Un diagramme gauche décalé de forme A/ 11 est obtenu

par la suppression du diagramme décalé de forme p du diagramme décalé de forme M.

Nous appelons un diagramme décalé gauche A/p, une bande horizontale (resp. verti-
cale) si A/ n’a pas de paire de boites dans la méme colonne (resp. ligne) et on appelle
une bande frontaliére, une diagramme décalé gauche qui ne contient pas de 2 x 2 bloc

carré. Par exemple

Si X = (5,4,2) et p = (3,2), alors le diagramme décalé gauche de forme A\/p est
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Figure 3.2: Diagramme décalé gauche (5,4,2) / (3,2) qui est une bande frontaliére.

322 Tableaux de Young décalés

Soit A’ I’alphabet ordonné {1’ < 1 < 22 <2< 3 <3 < ---}. Les lettres 1", 2/, ...

sont appelées lettres marquées, et les autres sont non-marquées.

Un tableau de Young décalé 7' de forme A est une fonction
T:Y'()\) = A

Définition 3.2.4. Un tableau semi-standard décalé de Young de forme ) est un remplis-
sage du diagramme de Young décalé de forme X par les lettres de I’alphabet A', tel que
pourk € {1,2,...}

- Les lignes et les colonnes sont faiblement croissantes,

- chaque k apparait au plus une fois dans chaque colonne de T',
- chaque k' apparait au plus une fois dans chaque ligne de T,

- Il n’y a aucune entrée marquée sur la diagonale principale.

Alors on dit que le tableau T a un contenu(cy, cg, - . .), Ol Cx, est le nombre de fois que
les lettres k et k' apparaissent dans T. Un tableau gauche décalé de forme \/u oi p
est un partage avec Y'(1) C Y'(X) est obtenu en remplissant les cases du diagramme

gauche correspondant.

Exemple 31. Un tableau de Young décalé



= | L [T]2 8}

Figure 3.3: Tableau de Young décalé.

de forme A = (4,2, 1) et de contenu (2,1,1,1,1,0,1).

Rappelons qu’un tableau de Young de forme A est dit standard s’il contient chacune des
entrées 1,2, . . ., |A| exactement une fois. Dans le cas d’un tableau standard décalé, ces
entrées sont toutes de lettres non-marquées, et a un contenu (1,1,1,...,1). Le nombre
de tableaux de Young standards décalés de forme X est dénoté g*. Par exemple, la
liste ci-dessous affiche toutes les tableaux standards de forme décalé (4,2,1), ce qui

démontre que g¥>! =7

7] | 7] 6]
5(6 416 415 415
[1]2[3[4] = [1]2]3[5] = [1][2]3]6] [1][2]3]7]
7] 7] 6]
3]6 3[5 3[5
11(204l6] [1]2]4a]8] | [1]2]4f7F|

3.2.3  Formule des équerres de Tableau de Young standard décalé

On appelle équerre décalée associée a une case (%, j) € A ’ensemble
Hy; = {(, )} {6,717 > 5 U {E ) > i u{G + 1,77 > }
avec h; = |Hj ;.

Exemple 32. L’équerre associée a la case (1,2) dans le diagramme )\ = (6,5, 3, 2),
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A
avec longueur hy , = 9 :

Théoréme 3.2.1. [Thrall] Si A est un partage strict de n, alors

!
A n!

9" ==

IThi;

Pour I’histoire de ce théoréme voir [Sagan90].

Exemple 33. Les longueurs des équerres décalées associées au partage strict (4,2,1)

est I
1
82
6|5]4]1]
et alors
7!
(421 _ =
g 654321

324 Insertion de Sagan-Worley

L’insertion de Sagan-Worley introduit par Sagan [Sagan] et Worley [Worley], c’est une
correspondance entre des permutations et des paires de tableaux de Young décalés. Le
premier tableau est un tableau standard décalé et le deuxieme est semi-standard décalé

avec le contenu (1,1, ..., 1) et contient des lettres marquées.

Pour construire cette correspondance on va définir d’abord I’insertion de Sagan- Worley

par ligne et par colonne.
Définition 3.2.5. (Insertion par ligne / colonne de Sagan-Worley)

L’insertion d’un élément a dans la ligne | d’un tableau décalé :
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(i) Si a est plus grand que tous les éléments de la ligne l, on ajoute a a la fin de cette

ligne.

(ii) Si non, soit o' le plus petit élément de la ligne | tel que o’ > a. Alors a supplante o

et puis :

'Si o/ n’est pas situé dans la diagonale principale, o' est inséré par ligne dans la ligne

s

Si o' est situé dans la diagonale principale, disons dans la case (i,1), a’ est inséré par

colonne dans la colonne i + 1.

Remarque 1. Le procédure de !’insertion par colonne est similaire a la procédure de
Uinsertion par ligne. On peut définir évidement l’insertion par colonne d’un élément a
dans la colonne c d’un tableau en inversant les roles des lignes et des colonnes dans
la définition de l’insertion : a supplante le plus petit élément plus grand que a de la

colonne c. Cet élément est inséré par colonne dans la colonne c + 1, etc.

Définition 3.2.6. !Inserﬁon de Sagan-Worley) Soit w = wyws . . . w, une permutation,
on construit de maniére récursive une séquence de tableaux (Uy, V), . .., (Upn, V,) =
(U, V), on U; est un tableau semi-standard décalé, et V; est un tableau standard dé-
calé, les deux tableaux ont la méme forme. On construit les deux tableaux de maniére

similaire a 'insertion de Robinson-Schensted-Knuth.

On définit Uy = 0 et Vo = (. Supposons que (Uy—_1, Vi—1) est déja construit, pour un
k> 1.

Pour insérer un élément wy dans le tableau décalé Uj_1, nous commengons a insérer

wy, dans la premieére ligne de Uy_, en suivant la définition 3.2.5.

Le processus d’insertion se termine une fois que la lettre placée a I’extrémité d’une

ligne ou d’une colonne ne supplante aucun nouveau élément. On obtient donc le tableau
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Uy. Les tableaux Uy, et Uy, se différent a une seule case. Vi, est obtenu en ajoutant un
élément a Vi._,, dans une nouvelle case a la méme position que celle par laquelle U,
differe de Uy_,. On écrit dans cette case k ou k' selon que la derniére lettre soit insérée

dans Uy par ligne ou par colonne.

On appelle U le tableau d’insertion de Sagan-Worley et V' le tableau d’enregistrement

de Sagan-Worley et on les dénote respectivement par Py, et Qsyp-

L’insertion de Sagan-Worley a été définie généralement comme une correspondance
entre des mots sur I’alphabet A et les paires de tableaux décalés tels que chaque paire
est composée de deux tableaux, le premier est un tableau semi-standard décalé qui ne
contient pas de lettres marquées et le deuxiéme est un tableau semi-standard décalé tel

que son contenu est (1,1,...,1).

Exemple 34. Soit la permutation w = 7512364, les tableaux décalés (U, V') associés a

w par 'insertion de Sagan-Worley sont obtenus par les étapes successives suivantes :

[7]
5] 57 57 56
;- 0, (7, BI7), @507, (2071, (112131, [I12[3]6], [112]314]
> T
4 i[5 i[5 B
vi. 0, @, 0121 [A1273 (1273, (112737 [1[2[376] [1]2[376]

On a donc,

o
EFEE
=
EEE

6]

U:Psw(w)=I12 4 et V = Qu(w) = [1[Z
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323 Le Jeu de taquin simule ’insertion de Sagan-Worley

Les glissements du jeu de taquin sur des tableaux décalés gauches sont définies de la
méme maniére que les glissement du jeu de taquin sur des tableaux semi-standards

gauches.

Le théoréme suivant donne la relation entre le jeu de taquin et I’insertion de Sagan-

Worley.

Avant illustrer la simulation entre le jeu de taquin et 1’jnsertion de Sagan-Worley, on a

besoin de définir le tableau décalé de forme anti-diagonale.

Soit w = wiws . .. w, un mot de longueur n. Le tableau décalé de forme anti-diagonale
associé a w est le tableau décalé gauche composé des cellules (n,n); (n — 1,n +
1); (n—2,m+2);-+; (1,2n — 1) et tel que ’entrée dans la case (n — 4,n + 1) est
wit1, pour 0 < ¢ < n — 1. Par exemple, soit w = 1423. Le tableau décalé de forme

anti-diagonale associé & w est

I 3],

Théoréme 3.2.2. [Worley; Sagan] A tout mot w on associe le tableau décalé T de
forme anti-diagonale dans un demi plan cartésien, si on applique le jeu de taquin a
ce tableau décalé, on retrouve le tableau décalé d’insertion de Sagan-Worley. C’est-a-

dire, on a Py,,(w) = redressé de T.

On va illustrer ce théoréme par un exemple

Exemple 35. Soit w = 1423. On associe a w le tableau décalé

1
s |4 114 1[4 1].

T = 3] 5 | JE: 2[3] & | -12]3]
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=\ 23] - [IFE218] 5 [T123]8]

Le tableau d’insertion décalé associé a w par l’insertion de Sagan-Worley est obtenu

par les étapes suivantes

4] 4]
2 2

[ R FERE] s, L 3]

ShH

On a donc,

P,,(1423) = (1[2]3],

On retrouve que le tableau décalé obtenu par le jeu de Taquin est le méme tableau
d’insertion décalé. Dans la prochaine section, on verra qu’on peut calculer @, (w) en

utilisant un analogue de RSK introduit par M. Haiman.

3.2.6 Insertion mixte décalée

M. Haiman [Haim] a introduit I’insertion mixte (décalée) comme une correspondance
entre une permutation et deux tableaux de Young décalés. La construction de Haiman

peut étre vue comme un analogue décalé de Robinson-Schensted-Knuth.

La généralisation de I’insertion mixte décalée ce qu’on appelle insertion mixte décalée
semi-standard, c’est une correspondance entre des mots sur I’alphabet A et les paires de

tableaux de Young semi-standards décalés dont un de ces deux tableaux est standard.

Dans ce travail nous nous référons a I’insertion mixte décalée semi-standard comme

insertion mixte.

‘Déﬁnition 3.2.7. (Insertion mixte décalée de Haiman) Soit w = wiws ... w, € A*. On

construit récursivement une suite de tableaux (Up, Vo), ..., (Un, V5) = (U,V), oa U;
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est un tableau de Young décalé, et V; est un tableau standard décalé qui ne contient pas

de lettres marquées comme suit :

On définit (Uy, Vo) = (0,0). Pour i = 1,...,n, nous obtenons U; & partir de U;_, en

insérant w; dans U;_, en répétant le processus suivant :

Si w; est plus grand que tous les éléments de la premiére ligne, on ajoute w; a la fin
de cette premiére ligne. Sinon, soit a le plus petit élément de la premiére ligne tel que

a > w; (en respectant I’ordre donné sur I’alphabet A'). Alors w; supplante a, et puis :

1- Si a n’est pas situé dans la diagonale principale, il y a deux possibilités, soit a est une
lettre marquée, ou soit a n’est pas une lettre marquée, car les tableaux Uy, Uy, ..., U,

sont des tableaux décalés qui peuvent contenir de lettres marquées.
Alors, nous procédons comme suit :
(i) Si a n’est pas une lettre marquée, insérer a par ligne dans la prochaine ligne.

(ii) Si a est une lettre marquée, insérer a par colonne dans la prochaine colonne vers

la droite.

2- Si a est situé sur la diagonale principale, a doit étre non-marquée. Marquez-la et

insérez-la par colonne dans la prochaine colonne vers la droite.

Le processus d’insertion se termine une fois que la lettre placée a 1’extrémité d’une
ligne ou d’une colonne ne supplante aucun nouveau élément. On obtient donc le tableau
U;. Les tableaux U; et U;_, se different par une seule case. Pour obtenir V;, on ajoute

cette case a V;_, et on écrit i a l'intérieur de cette case. U s’appelle tableau d’insertion

mixte, on le dénote par Py, et V tableau d’enregistrement mixte, on le dénote par

Qmiz-
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Exemple 36. Soit u = 3457261. Les tableaux de Young décalés (U, V) associés a u

par Uinsertion mixte sont obtenus par les étapes successives suivantes.

o> B4 [34] 5 [3[4]5] 5 [3[4[517]
4 —

. — |4
={2[4([5[7] [2]3"]5]7]
Ta

car on a : 2 supplante le a = 3 et comme 3 est situé dans la diagonale principale, on
marque le 3. On insére 3' dans la deuxiéme colonne. 3' supplante le 4, comme 4 n’est

pas marqué on l’insére dans la deuxiéeme ligne.

Puis, on inseére 6, on obtient

—- 7
¢ il — [4]7

SEEE7 [2E15(6]

On a inséré 7 dans la deuxiéme ligne car il n’est pas marqué . Et enfin on insére 1, on

obtient

7
-

i

: 417 A 47 = 4|7 415

Lo3se]  [IF[5[6] [T2[506] [MZ3T6] 23
Tor Tar

6]

Car, on a : 1 supplante le 2 et comme 2 est sur la diagonale, on marque le 2. On insére
2' dans la deuxiéme colonne. 2' supplante 3' et comme 3' est marqué on Uinsére dans
la prochaine colonne. 3' supplante 5, comme 5 n’est pas marqué on l’insére dans la
deuxiéme ligne. Comme 5 est plus petit que 7, il suplante le 7, alors on insére 7 dans la

prochaine ligne et on arréte le processus car 7 ne supplante aucun nouveau élément.

at
at
(@]
(]
=[]

4],

v, .0, 1, (IT2], (1T213], [TT21314], [12[3]4], [T]2[3]2] (A2
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On a donc,

[7]

415| .
/ T

U:Pmia:(u)=|1 G 6| et V = Qmiz(u) = |1 <

ot
COO)\"I|

4]

Proposition 3.1. L’insertion mixte est une bijection entre des mots sur [’alphabet A
et les paires de tableaux décalés (U, V') tels que U est un tableau décalé et V' est un

tableau standard décalé de méme forme.

Pour montrer la bijection de I’insertion mixte de Haiman, on construit son inverse étape

par étape. Voir aussi Exemple 37.
L’ algorithme inverse de I’insertion mixte : On définit (Uy, V) = (U, V) = (Phiz, Qmiz)-

Supposons que (Uy, Vi) est déja construit, od k = 1,. .., n. Pour obtenir (Ux_1, Qx—1)

et wy, le keme élément de w, nous procédons comme suit :

Nous localisons I’entrée (¢, j) contenant k£ dans Vj. Soit p;; 'entrée (i,7) de Uy.
Comme £ est le plus grand élément de V4, p; ; doit étre le dernier élément inséré pendant

la construction du Uy. Puis,

(1) Sil’élément p; ; est non- marqué, alors il était inséré par ligne. On cherche 1’élément
Di-1,;_, le plus grand élément de la ligne ¢ — 1 tel que p;_1j, , < p;; (ce qui a été

supplanté par p; ;). Alors, on remplace p;_; j,_, par p; ;. Puis,

(1a) si p;_y,j,_, est non-marqué, alors on cherche de la méme fagon I’entrée de la ligne

1 — 2 qui avait déplacée p;_1 j,_,.

(1b)Si p;_1,5,_, est marqué, on cherche le plus grand élément plus petit que p;_; j, , de

la colonne précédente qui avait déplacé p;_; j,_, (comme décrit dans 1’étape 2), etc.

(2) SiI’élément p; ; est marqué, alors il était inséré par colonne. On cherche 1’élément

Di;_1,5—1 de la colonne précédente qui est le plus grand élément plus petit que p; ;. Puis,
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(2a) si py;_,,j-1 est marqué, on remplace Di;_y,j—1 Par p;; et on continue de la méme

fagon que I’étape (2).

(2b) Sip;i;_;,j-1 est non-marqué, et s’il se trouve sur la diagonale principale, on enleve
la marque de p; ; et on remplace p;;_, j—1 par p; ;. On continue de la méme fagon que

I’étape (1) parce que p;,_, j—1 est non-marqué.

(2¢) Si p;;_, ;-1 est non marqué et s’il n’est pas situé sur la diagonale principale, on
remplace p;,_, ;1 par p;,; et puisque p;,_, ;; n’est pas marqué, on continue de la méme

facon que 1’étape (1).

On continue, nous allons enfin supprimer un élément p, ;, de la premicre ligne. Le kéme
élément de w est wx = py;,. On dénote Uj_; le tableau obtenu par ce processus. Le
tableau V),_; est obtenu en enlévant le %k du tableau V;. En continuant de cette maniére,

nous allons récupérer tous les éléments de w.

Exemple 37. L’insertion inverse de I’exemple précédent. Soit les deux tableaux

=

0201\11
o)

ooouxll

v=[12136] o v=[112[3]4]

Pour trouver le mot w associé au tableau (U, V'), nous procédons par les étapes inverses

suivantes :

Nous commengons avec le dernier élément inséré dans le tableau V' qui est 7, I’élément
correspondant a 7 dans le tableau U est 1. On trouve que 7 a été supplanté par 5 par
Uinsertion ligne. 5 a été supplanté a son tour par 3' par l'insertion ligne. Comme 3’
est marqué, il doit étre supplanté par 2' par l'insertion colonne. 2' est supplanté par 1
par l'insertion colonne car il avait touché la diagonale. Donc, on retire I’élément 1 du

tableau U et on remplace le 2' par 2. On obtient donc la derniére lettre de w, qui est 1.
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= S 4
NE 5 [4]7
[1[2]3]6] [1[2]3]6]
17 47 47
[T[2]5[6] [1]3]5]6] >[2[3[5]6]
Tar T

On supprime le 7 du tableau V, et on continue de la méme maniére. On choisit le
dernier élément de Vi qui sera 6 et on cherche 1’élément correspondant dans Us, on
trouve 1’élément correspondant T, et on trouve que 7 a été supplanté par 6. Comme
6 n’est pas supplanté par aucun élément, on arréte et on le retire du tableau Ug. On
obtient I’avant derniére lettre du w, qui est 6.

4
& BT

’

On supprime le 6 du tableau Vg, on continue a chercher 1’élément correspondant au
dernier élément 5 de Vi, on trouve que c’est 4. 4 a été supplanté par 3’ dans le tableau
Us et 3' a été déplacé par 2 par colonne et comme 2 n’est pas déplacé par aucun

élément. On arréte et on retire 2 du Us, on remplace 3' par 3. On obtient la lettre 2.

|2!T4!5|7] B4
3/

Les éléments 7, 5, 4, 3 sont insérées étape par étape a la premiére ligne, par ’algo-

ritme d’insertion alors, on supprime le 7, puis le 5, le 4 et le 3 et on obtient le mot

w = 3457261.
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Haiman a prouvé qu’il y a une dualité entre 1’insertion mixte et I’insertion de Sagan-

Worley dans le sens suivant.

Proposition 3.2. [Haim] Soit w une permutation, alors

Psw(w) = Qmiz(w_l), et st(w) = Pmi:z:('w—l)

D’aprés les exemples 34 et 36, on voit que u = w1, alors on peut voir aussi que

[
56
Poy(w) = l1]2]3

4 J = Qmim (w_l)

et

st(w) T | LiZe 6I = Pmiz(w_l) E

Les deux insertions, 1’insertion de Haiman et 1’insertion de Sagan-Worley peuvent étre

généralisés aux bi-mots.
La proposition précédente a été étendu aux bi-mots par Fomin [Fom], comme suit,

Proposition 3.3. (Fomin). Soit w un bi-mot. Alors

Psw(w)~= Qmi:z:('w_l)a et st(w) = Pmi:z:('w_l)-






CHAPITRE IV

MONOIDE PLAXIQUE DECALE ET MOTS DE TABLEAUX DECALES

4.1 Introduction

Les principaux résultats de ce mémoire sont introduits dans ce chapitre, nous étudions la
construction d’un analogue approprié du monoide plaxique pour les tableaux de Young
décalés (semi-standards), avec des propriétés similaires. Nous étudions un analogue de
1’approche développée par Schiitzenberger, le mot de tableau, le mot de lecture mixte
pour un tableau de Young semi-standard décalé, et affirmons ses propriétés importantes.
Nous montrons les théorémes principaux en utilisant les lemmes de la standardisation.
Nous introduisons la théorie du monoide plaxique décalé en définissant un représentant

canonique (un mot de lecture mixte) pour chaque classe plaxique décalée.

4.2 Mots de tableaux décalés

42.1 Tableau vé

Un tableau gauche décalé T est appelé un vé si sa forme est une bande frontali¢re
(peut étre déconnectée), et les entrées i, + 1,. .., k apparaissent dans 7' de la maniére
suivante. Pouruni < j < k,ona:
— Les entrées 4,7 + 1,. .., j forment une bande verticale et ces entrées sont crois-
santes de bas en haut ;

— Lesentrées j,7+1, ..., k forment une bande horizontale et ces entrées sont crois-
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santes de gauche a droite ;
— Chaque case dans la bande verticale est située a gauche des cases dans la bande
horizontale qui sont sur la méme ligne.

La taille d’un tableau vé est le nombre k£ — 7 + 1 de ses entrées. On dit que le tableau

vé est connecté si le tableau gauche correspondant est connecté.

Exemple 38. Un tableau vé des entrées 6,7, 8,9, 10

1819
7
v= [6]10]

Aveci =6, k = 10 et la taille du tableau vé est 5. les entrées 6,7, 8 forment une bande

verticale, et 8, 9, 10 forment une bande horizontale.
422 Tableau d’enregistrement spécial et mot de tableau décalé

Définition 4.2.1. Un tableau d’enregistrement spécial c’est un tableau de Young stan-
dard décalé de forme X\ = (A1, Xy, ..., \1), et pour chaque i tel que 1 < i < [, les
entrées \j+ -+ 1+ 1, N+ A1+ 2,000 N+ -+ Ay + A forment un

tableau vé décalé connecté.

Le nombre de lignes du tableau d’enregistrement spécial est égal au nombre de tableaux
de vés composés.

Notons que pour chaque forme ), le tableau d’enregistrement spécial est unique.

Le tableau d’enregistrement spécial est un analogue décalé du tableau d’enregistrement

double (dual) défini par P. Edelman et C. Greene [EGR].

Exemple 39. La construction du tableau d’enregistrement spécial de forme (6,4, 3) est

obtenue en ajoutant les vés connectés formés par les ensembles {1,2,3}, {4,5,6,7} et




{8,9,10, 11,12, 13} pour chaque 1 < i < 3, par les éta.pes suivants :

10[11[12
5(6|7 5/6/7(9
B 1 (2(3[EE |1]2]3]4 S

Le tableau d’enregistrement est donc

10{11(12

(S
(o))
-3
e}

|1]2]|3]|4]|8]13]

Définition 4.2.2. Le mot de lecture mixte d’un tableau de Young décalé T défini par
Serrano [Serrano] est le mot correspondant a la paire de tableaux(T, V') sous la cor-
respondance d’insertion mixte de Haiman, ol V est le tableau d’enregistrement spécial,

de la méme forme que T. Le mot de lecture mixte décalé est dénoté w,,(T).

Pour obtenir le mot de lecture mixte d’un tableau décalé 7', on utilise 1’algorithme

inverse de I’insertion mixte. Voir Proposition 3.1 dans chapitre 3.

Exemple 40. Soit le tableau décalé de forme \ = (5, 3,2)

4[5
2374
r_[1[1[2]2]3]

Le tableau d’enregistrement spécial de la méme forme que T obtenu par les vés formés

par {1,2}, {3,4,5} et {6,7,8,9,10}, est

v=1]2]3]6]10]

Le mot de lecture mixte décalé de T est obtenu en utilisant I’algorithme inverse de

Uinsertion mixte :
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Nous trouvons le plus grand élément du tableau vé V' qui est 10. L’élément correspond a
10 du tableau T est I’élément 3 ( 3 est le dernier élément inséré pendant la construction .
du T'). Comme 3 est le plus grand élément inséré par 1’algorithme de !’insertion mixte
dans la premiére ligne, on supprime le 3 du T. On obtient donc la derniére lettre de
Wi, (T) qui est 3. On enléve le 10 du tableau V. Maintenant, nous trouvons que 9 est
le plus grand élément du tableau V', I’élément correspond a l’élément 9 du T est 5. On
trouve que 5 a été déplacé par I’élément 4 qui est le plus grand élément plus petit que
5 placé dans la deuxieme ligne. Alors remplacons le 4 par 5 et cherchons I’élément qui
a déplacé 4. Nous trouvons que 4 a été déplacé par le 2 dans la premiére ligne. Comme
2 est le plus grand élément inséré dans la premiére ligne, on supprime le 2 du T et on
remplace le 2 par 4. On obtient I’avant derniére lettre de w,,(T') qui est 2. On enléve le
9 du tableau V. En continuant de cette maniére, nous allons obtenir le mot de lecture

mixte décalé

win(T) = 2341254123,

Définition 4.2.3. Un mot w est un mot de tableau décalé s’il est le mot de lecture
d’un tableau de Young décalé T de telle sorte que w = wn,,(T). La forme d’un mot de

tableau décalé est définie comme la forme du tableau correspondant.

Un mot d’équerre est un mot composé d’un segment strictement décroissant suivi d’un
autre faiblement croissant, c’est-a-dire c’est un mot u = Q1053 . . . Gy, tel que pour 1 <

k<m,ona

G = O St ! > O S Qg S = 0 G

Théoréme 4.2.1. [Serrano] Un mot w est un mot de tableau décalé s’il est un union de
mots uu;_1 . . . UgUy, tels que

— Chaque u; est un mot d’équerre.

— Le plus grand sous-mot d’équerre du mot v . . . u; est u;, pour tout i. (1 < 1 <

t—="1)



61

Aussi, pour 1 < 1 < l—1, la forme de Ppip(wui—; . .. Uir1u;) est (A, Xig1, - .- A1),
o \; est la longueur de u;. En particulier, la forme du tableau P,;,(w) est A =
(A1,...,A). Autrement dit, pour un mot de tableau décalé w, les longueurs des u;

sont précisement les longueurs des lignes du tableau de Young décalé associées a w.

Exemple 41. Soit w = 2341254123 le mot de lecture obtenu de 1’exemple 40. On voit
que w est 'union de trois mots d’équerre uz = 23, us = 412 et u; = 54123, alors
w = 23|412|54123 avec, le plus long sous-mot d’équerre de w = ugusu; est u;; le
plus grand sous-mot d’équerre du usus est ug; etc. De plus, on a Ay = l(u) = 5,
Ao = l(ug) = 3 et A3 = l(ug) = 2. Alors w est un mot de tableau décalé, et on a, la

forme du tableau associé a w par Uinsertion mixte est A = (5, 3, 2).

423 Relations de Sagan-Worley

Définition 4.2.4. Deux mots sont dits équivalents au sens de Sagan-Worley si I’on peut
obtenir I'un de I’autre par les transformations suivantes.
Si a, b, ¢ sont des lettres, alors, on a

1. acb = cab lorsquea <b<c;

2. bac =bca lorsquea <b<c

3. ab=ba sia etb sont les deux premiéres lettres du mot.

En particulier, les relations 1 et 2 sont les relations plaxiques de Knuth déja considé-

rées.

Les relations de Sagan-Worley ne permettent pas de définir une structure de monoide,

car ces relations ne sont pas compatible avec la concaténation.

Exemple 42. Soitlesmotsu =12, ' =21, v=34etv' =43, 0na

12 =21 et 34 = 43,
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alors uv = 1234 et w'v' = 2143. Puisque

Po(1234) =1112[3[4] o P (2143) = [1[2]3]

on voit que 1234 et 2143 ne sont pas équivalents car ils n’ont pas le méme tableau

d’insertion de Sagan-Worley. Donc, d’aprés la définition de monoide (si u = u' et

v = v’ alors uv = u'v'), on trouve qu’il y a une contradiction.
424 Relations plaxiques décalées

Pour construire un monoide plaxique décalé, on doit utiliser des relations différentes

aux relations de Sagan-Worley. On va utiliser les relations suivantes.

Définition 4.2.5. Deux mots sont dits plaxiquement équivalents décalés si I’on peut
obtenir ’un de I’autre par une suite de transformations parmi les huit transformations

suivantes.

Si a, b, c, d sont des lettres (dans A), alors, on a

— abdc=adbc lorsque a<b<c<d; (4.1)
— acdb = acbd lorsque a<b<c<d; (4.2)
— dacb=adcb lorsque a<b<c<d; (4.3)
— bade=bdac lorsque a<b<c<d; (4.4)
— cbda = cdba lorsque ' m<bh<e<d; (4.5)
— dbca = bdca lorsque a<b<c<d; (4.6)
— beda =bead lorsque a<b<c<d; (4.7)
— cadb=cdab lorsque a<b<c<d. (4.8)

Remarque 2. Les relations (4.1) - (4.8) sont appelées les relations plaxiques décalées.

Ces relations peuvent étre décrites de la fagon suivante :

Soit w € A*. Nous observons que w est un mot d’équerre si et seulement si Py, (w) se
q q
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compose d’une seule ligne. Par exemple

Prni(4123) =

Alors, deux mots de quatre lettres w et w' sont plaxiquement équivalents décalés si et
seulement si
— w et w' sont équivalents selon les relations plaxiques de Knuth, et

— ni w et ni W' sont des mots d’équerre.

Le théoréme ci-dessous est le théoréme principal dans ce chapitre, est un analogue

décalé des relations plaxiques 1 et 2 dans la Def. 2.1.1.

Théoréme 4.2.2. Deux mots sont équivalents selon les relations plaxiques décalées si

et seulement s’ils ont le méme tableau d’insertion mixte.

Pour la démonstration, on va suivre la présentation dans [Serrano]. La démonstration
de ce théoréme s’appuie sur des lemmes de la standardisation qui est définie comme
suit

Définition 4.2.6. Soit un mot w = wywWs ... Wy, et son contenu (c1,Cy, . ..Cp) L. ¢
est le nombre de lettre i dans w. La standardisation de w, dénoté stand(w) est la per-
mutation obtenue par réétiquetage les éléments étiquetés i par ¢y + co+ - -+ + ¢j—1 +

1l,---,e1+co,--+ci1+2,:--,c1+co+--- + ¢, de gauche a droite.

Exemple 43. Soit w = 23314211, 0na:c; =3, ca =2, c3 = 2, ¢4 = 1. Alors, c(w) =
(3,2,2,1). Pour calculer la standardisation de w, on commence a réétiqueter la lettre
2, onobtient c; +1 = 3+ 1 = 4, puis la lettre 3, on obtient c; +co+1=3+2+1 =6,
la deuxieme occurence de 3 devient c; + co + 2 = 3+ 2 + 2 = 7 et ainsi de suite. On

obtient stand(w) = 46718523.

Haiman dans [Haim] définit la standardisation pour le tableau de Young décalé T, dé-

noté stand(T") par la procédure suivante : Soit (c1, ¢z, ,cm) le contenu de T'. Les
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entrées étiquetées 7 ou 4’ sont réétiquetées par ¢y +co+- - +¢i—1+1,- - ;a1 +e, - -+
Ci—1+2,:++ ,c1+Co++ - - +ci—1 +¢;, comme suit : On réétiquete ces nouveaux éléments
dans I’ordre croissant, en commencant par les entrées étiquetées 7/, de bas en haut en
suivant les colonnes, et puis on réétiquete les entrées étiquetées par 7, de gauche a droite
en suivant les lignes. Si I’élément étiqueté est marqué, alors son élément réétiqueté est

marqué aussi.

Rappelons qu’un tableau de Haiman est un tableau standard décalé de contenu (1, ...,1)
et peut avoir des lettres marquées hors diagonale. La standardisation d’un tableau de

Young décalé est le tableau de Haiman de 1a méme forme.

Exemple 44. Soit les deux tableaux de Young décalés suivants :

3 (i
34 : 5(6'|8
= HEE 2/, ona :¢(T)=(3,2,2,1) et stand(T)=|1 2|34
3] [15]
33 13(14
233 8 [10]12’
3 (3 67911
= [1[1]1]2]2 i one e Th=—"(3.5;,7) et stand(T’):I1 2|3[4]5

Lemme 4.2.1. Deux mots u et v sont plaxiquement équivalents décalés si et seulement
s’ils ont le méme contenu, et stand(u) = stand(v).
On va illustrer ce lemme par un exemple sur les relations plaxiques décalées.

Exemple 45. On va examiner la relation (4.1) avec un exemple.

Il y a 4 mots qui admettent 1243 comme standarisation : 1121, 1132, 1232, 1243, et 4
mots qui admettent 1423 comme standarisation : 1211, 1312, 1322, 1423.
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On remarque d’aprés (4.1) que
1121 = 1211, 1132 = 1312,

1232 = 1322, 1243 = 1423.

Alors les mots plaxiquement équivalents selon (4.1) ont le méme contenu et leurs stan-

darisations sont équivalentes (1243 = 1423). La réciproque est claire.
On peut examiner le lemme aussi sur les autres relations plaxiques.
Lemme 4.2.2. Soit w un mot et T un tableau de Young décalé. Alors
Priz(stand(w)) = stand(Prpiz(w));
Qmiz(stand(w)) = stand(Qmiz(w));
- W(stand(T')) = stand(wm(T));

Exemple 46. Soit w = 23314211, on a c(w) = (8,2,2, 1) et stand(w) = 46718523.

Alors, ona A
7
568
Pria(stand(w)) = [112]3]%
et =
3
2374

Pmiz(w)= |1 1|1 2./

D’aprés Exemple 44. on a

stand(Ppiz(w)) = [1]2]3]4

D’oit Pz (stand(w)) = stand(Pmiz(w)).
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Proposition 4.1. ([Haim92], corollaire (3.2)) Soit u et v deux permutations.

Alors, Ppiz(u) = Ppiz(v) ssiu et v sont équivalents selon les relations suivantes :
T2YT = 22YZ, YT = y22T, Tx2Y = T22Y, TYLZ = TY=2Z.

Avecz<y<zetT<y.

Deux permutations u et v sont équivalentes selon ces relations si et seulement si u et v

sont plaxiquement équivalents décalés.

Par exemple, considérons z2yZ avec z < Z. D’apres la relation (4.3), on a que z2yT =

2TYZ, et si T < z, alors d’apres la relation (4.6) on a que r2yZ = 2xyZ.

Meéme chose pour les autres relations.

Comme stand(u) et stand(v) sont des permutations, on conclut alors le corollaire sui-

vant ;

Corollaire 4.2.1. Pour tous mots v et v € A*, on a que

stand(u) = stand(v) si et seulement si Ppiz(stand(u)) = Ppiz(stand(v)).

Preuve du théoreme 4.2.2

Soit les deux mots u et v sur A tel que u = v, alors d’apreés Lemme 4.2.1,on au et v ont
le méme contenu et stand(u) = stand(v). D’apres Corollaire 4.2.1 et Lemme 4.2.2, on
a stand( Pz (u)) = stand( Py (v)). Comme u et v ont le méme contenu, alors par la
définition de la standardisation d’un tableau de Young décalé, on trouve que Fri; A=
Pz (v). Réciproquement : soit u et v deux mots tels que P,z (u) = Ppiz(v). Alors,
stand(Ppiz(u)) = stand(Ppiz(v)). D’aprés Lemme 4.2.2, on a P, (stand(u)) =
Priz(stand(v)). Alors, d’aprés Corollaire 4.2.1, stand(u) = stand(v), et par le lemme

4.2.1, comme u et v ont le méme contenu et stand(u) = stand(v), on a que u = v.



Exemple 47. Par la relation (4.1), on a 1243 = 1423, alors

Une classe plaxique décalée est une classe d’équivalence pour la relation plaxique =.
La classe plaxique décalée contenant un mot w est dénotée ((w)). On peut identifier une

classe plaxique décalée avec le tableau semi-standard décalé T = P,,;,(w) et ((T'))

{{w)).

La forme d’une classe plaxique est définie comme la forme du tableau semi-standard

Pria(1243) =L

décalé correspondant.

4

2

3| — Pi(1423).

Exemple 48. Les classes plaxiques décalées de mot de 4 lettres sont :

1234
4]

[1[27]3] 9341 = 2314
2134

3]
11{2]4] 13492 = 13924
3124

4]
[112[3] 1943 = 1423
4123

4|
[1{2'[3] 9143 = 2413

—

4]

2

4]

2/

3]
|1 2! 4’|

3]
[1]2]¢]

2B
1[2]3]4]

3142 = 3412

3421 = 3241
3214

2431 = 4231
4213

1432 = 4132
4312
4321

Figure 4.1: Les classes plaxiques décalées de mot de 4 lettres
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Si on compare ces classes plaxiques décalées avec les classes plaxiques du méme mot,

on remarque les propositions suivantes.

Proposition 4.2. [Serrano] Si deux mots sont équivalents selon les relations plaxiques
décalées, alors ils sont plaxiquement équivalents, et chaque classe plaxique est une

réunion disjointe des classes plaxiques décalées.

On va illustrer la proposition en comparant les deux exemples 48 et 22.

Si on compare ces deux exemples, on remarque que la classe plaxique (1243) est

I’union de deux classes plaxiques décalées ((1423)) et ((4123)).

Théoréme 4.2.3. Chaque classe plaxique décalée ((T')) contient exactement un seul

mot de tableau décalé noté w,(T).

Preuve : D’abord, on démontrera 1’existence d’un mot de tableau.

Soit un mot w sur A, d’aprés la définition du mot de tableau décalé, w est un mot de
tableau, alors il existe un tableau de Young décalé T, tel que w = wy,(T"). On a donc,
T = Ppiz(w). Alors T = Py (wi(T')) car, chaque classe plaxique correspond  un
tableau 7" décalé, tel que T = Priz(w) = Priz(wm(T)). Ceci montre qu’il existe un

mot de tableau décalé dans la classe plaxique décalée ((T')).

Unicité : Soit S un tableau décalé tel que ((wnm(S))) = ((wm(T))). On montrera que
5=,

D’apres le théoréme 4.2.2, on a que

Pmix(wm(s)) e Pmiz(wm(T))

car wn(S) et w,(T') sont équivalents selon les relations plaxiques décalées. Mais,
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425 Monoide plaxique décalé

Définition 4.2.7. [Serrano] Le monoide plaxique décalé noté M™* est I’ensemble des
classes plaxiques décalées avec le produit donné par ((u)) - ((w)) = ((uw)). M* est
défini de fagon que deux mots sont équivalents selon les relations plaxiques décalées si
et seulement s’ils ont le méme tableau d’insertion mixte. Alors le monoide plaxique se
définit par la représentation suivante : Il est englendre' par les lettres de I’alphabet A

soumis aux relations décalées (4.1) - (4.8).

On peut voir M* aussi comme I’ensemble de tableaux semi-standards décalés. Alors
le monoide plaxique décalé muni du produit défini par la concaténation de mots de
tableau. Il peut étre également défini, avec les tableaux décalés et 1’insertion mixte de

M.Haiman.

Exemple 49.

(4] 4] 2[4
0 e g [1]1[2'[3]

((2412)) - ((143)) = ((2412143)).
4.2.6 Les invariants décalés de Greene

Dans cette section, nous introduisons un analogue décalé des invariants de Greene qui
déterminent precisément quelles conditions doit satisfaire un mot pour que son tableau

d’insertion ait la forme ).

Rappel : un mot d’équerre est un mot w = wyws ... w;telque,pour 1 < k < /,ona
Wy > We> o > W, S We Lo < Wy

Définition 4.2.8. Un k-sous-mot d’équerre de w est I’union de k sous-mots d’équerre

de w tel que :
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— n’importe quel élément ne peut apparaitre que dans deux des mots, au plus, et

— chaque deux mots d’équerre ne peuvent avoir plus qu’un élément en commun.

Exemple 50. Soit w = 3415961254. On a que le plus grand 1-sous-mot d’équerre est
96125, le plus grand 2-sous-mot d’équerre est 96125, 4159 et le plus long 3-sous-mot

d’équerre est 96125, 4159, 3124.

Le longueur de k-sous-mot d’équerre de w est la somme des longueurs des sous-mots

d’équerre qui les contient.

Théoréme 4.2.4. Soit w un mot dans A*, la forme A du P,,;,(w). Alors, on a pour tout

k <I(A),

L’analogue des invariants de Greene pour le tableau décalé est

Ik(’LU)=/\1+/\2°"+Ak+

avec Ii.(w) est le plus long sous-mot d’équerre de w.

Exemple 51. Soit w = 3415961254, le tableau d’insertion de w,

6

9/

415

5

Pmiz(w)=|1 1]2

3/

4]

a la forme (5,3,2). On a I,(w) = 5, I(w) = 9et Is(w) = 13, alors, on voit que

&
A]_ =5:I1(’LU), I2(’LU) =A1+A2+ 5 I3(’LU) = A1+A2+A3+

2



CONCLUSION

Ce mémoire se concentre sur la théorie combinatoire de tableaux de Young décalés.
Nous avons construit une structure de produit sur I’ensemble de tableaux de Young
décalés, le monoide plaxique décalé. Cette théorie est parallele a la théorie de tableaux

de Young ordinaire.

Nous avons divisé ce mémoire en deux parties paralleles. Nous avons étudié dans la
premiere partie la théorie de tableaux de Young et la construction du monoide plaxique
développées par Schiitzenberger et Lascoux dans lequel le produit de ce monoide est
obtenu de trois manieres différentes, soit par la concaténation, soit par I’insertion de

RSK et soit par les glissements de jeu du taquin.

Nous nous sommes concentré dans la deuxieéme partie sur la théorie de tableaux de
Young décalés telle que développée par Sagan et nous avons construit un analogue dé-
calé du monoide plaxique de Lascoux et de Schiitzenberger, le monoide plaxique décalé
qui a été développé par Serrano. Comme nous I’avons illustré, ce monoide posseéde de

nombreuses similarités avec le monoide plaxique.
Nous avons étudié de cette théorie les éléments principaux suivants :

(1) Deux analogues de la correspondance de Robinson-Schensted-Knuth [développés
par Haiman et Sagan-Worley] qui transforment des mots en paires des tableaux de

Young décalés.

(2) Les relations de Knuth, la classe plaxique décalée qui caractérise 1’ensemble de

mots qui produise le méme tableau d’insertion.
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(3) Une version de 1’opération de Schiitzenberger, le jeu de taquin, dans laquelle une
ligne diagonale des lettres est réduit au premier tableau (tableau d’insertion décalé)

sous 1’algorithme d’insertion de Sagan-Worley.

(4) Les invariants de Greene, la longueur du plus long sous-mot croissant d’un mot de

tableau qui ne change pas sous les relations de Knuth, détermine la forme du tableau.

Nous avons utilisé€ ces éléments pour construire un analogue décalé, le monoide plaxique
décalé. Nous avons introduit cette théorie en définissant un mot de lecture mixte pour
chaque classe plaxique décalée. Le produit de ce monoide plaxique est défini de deux
maniéres différentes : soit par la concaténation de mots de tableaux et soit par 1’inser-
tion mixte de Haiman. Décrire ce monoide avec I’utilisation de jeu de taquin reste une

question ouverte.
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