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RÉSUMÉ 

Ce mémoire concerne le problème du calcul de l'enveloppe externe d 'une figure et se situe 
dans le domaine de la géométrie digitale, une branche importante de la géométrie discrète 
et algorithmique. Le point de vue adopté est intimement lié à la combinatoire des mots 
puisque toute figure discrète est codée par son contour, c'est-à-dire un mot sur l 'alphabet 
de Freeman constitué de quatre lettres identifiant les quatre directions élémentaires sur 
le réseau carré Z x Z, qui représente notre plan discret. Ainsi le problème se réduit à 
étudier les mots de contour. On présente donc un algorithme permettant de calculer 
l'enveloppe externe d'un chemin discret. On utilise une structure d 'arbre quaternaire 
pour représenter les points du plan discret Z x Z, enrichie par des liens de voisinages. 
En assimilant notre chemin discret à un labyrinthe, l'algorithme de calcul de l'enveloppe 
externe se base sur la méthode bien connue dite "de la main droite" permettant de 
sortir d 'un labyrinthe efficacement. De plus, grâce à la structure d 'arbre quaternaire, 
notre algorithme est linéaire en temps et en espace. 





INTRODUCTION 

La géométrie discrète est la branche de la géométrie qui consiste à étudier non plus les 

figures comme des objets continus, mais comme des ensembles de pixels. Elle est tout 

indiquée pour travailler sur des écrans digitaux, et étant donné la présence toujours gran­

dissante des supports numériques, il est devenu essentiel d'être le plus efficace possible 

dans ce domaine. La plupart des problématiques importantes de géométrie euclidienne 

le sont aussi en géométrie discrète, mais l 'approche de celles-ci peut être tout à fait 

différente. Le cas qui nous intéresse dans le cadre ce mémoire est celui de la convexité. 

En géométrie euclidienne, une figure est convexe si pour toute paire de point de la fi­

gure, le segment qui les relie est entièrement inclus dans celle-ci. Les objets convexes 

jouent un rôle important en géométrie, et dans d'autres domaines des mathématiques, 

comme l'analyse fonctionnelle, l'optimisation, les probabilités et la physique mathéma­

tique (Gruber, 2007). L'enveloppe convexe est la plus petite figure convexe contenant un 

ensemble de points. Un algorithme très connu pour calculer celle-ci a été découvert il y 

a assez longtemps, et est devenu un algorithme fondamental de la géométrie (Melkman, 

1987). Depuis, des optimisations sur cet algorithme ont été découvertes (Yao, 1979; Cha­

zelle, 1993) (Goodman et O'Rourke, 2004), et il a été réutilisé dans divers cadres (Sherali 

et Adams, 1990; Kim, 1992; Kim et al., 1997). 

En géométrie discrète, sur des grilles carrées, utiliser la même définition de convexité 

que dans le cas euclidien n 'est pas satisfaisant. En effet, avec cette définition, les seules 

figures convexes seraient les rectangles, ce qui est donc trop restrictif. Il importe de 

trouver une définition convenable de celle-ci. L'enveloppe convexe d'un sous-ensemble 

S de Z est l'intersection de tous les sous-ensembles euclidiens convexes contenant S. 

Une figure discrète F est dite convexe si son enveloppe convexe ne contient aucun point 

entier à l 'extérieur de F. Pour calculer l'enveloppe convexe d'une figure discrète, on 
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peut simplement utiliser l 'algorithme continu, mais ce n 'est étonnamment pas toujours 

· la méthode la plus efficace. En effet, Brlek, Lachaud et Provençal ont décrit un algorithme 

basé sur celui de Duval pour la factorisation en mots de Lyndon et sur la reconnaissance 

des mots de Christoffel pour reconnaitre les figures digitalement convexes (Duval, 1983; 

Brlek, Lachaud et Provençal, 2008). Ils ont également décrit un algori thme pour calculer 

l 'enveloppe convexe basé sur la factorisation de Spitzer (Spitzer , 1956). Ces méthodes de 

résolution issues de la combinatoire des mots sont t rès éloignées de celles de la géométrie 

euclidienne car elles n'utilisent que des compteurs au lieu de nombres réels. 

De par ces différences de méthodes, il est évident que les pré-requis des algorithmes ne 

sont pas les mêmes. En effet , si un ensemble de points suffit pour calculer une enveloppe 

convexe dans le plan euclidien, il est nécessaire d 'avoir une figure simple et fermée pour 

la calcul de celle-ci dans le cas discret . Il s'agit en fait d 'un pré-requis très courant pour 

les algorithmes de géométrie discrète (Brlek et Provençal, 2006). 

l\ous étudions dans ce mémoire la notion d'enveloppe externe d'une figure discrète, qui 

est le plus petit ensemble fermé simple contenant la figure. Pour cela, nous rappelons 

dans le chapitre 1 les bases nécessaires de combinatoire des mots en géométrie discrète, 

ain si que quelques notions importantes pour la suite du mémoire. Ensuite, dans la section 

2.1 , nous définissons précisément ce qu 'est l'enveloppe externe et rappelons les défini­

t ions de convexité et d 'enveloppe convexe d 'une figure discrète dans la section 2.3. Dans 

la section 3.2 nous présentons la structure d'arbre quaternaire issue de l'algorithme pré­

sen té dans (Brlek, Koskas et Provençal, 2011) pour la détection d'intersection dans un 

cl1emin discret en temps linéaire. Cette structure est nécessaire à l'algori thme principal 

du mémoire, après l 'avoir un peu modifiée en y ajoutant des liens supplémentaires. En 

effet , nous allons utiliser les arbres quaternaires pour utiliser en quelque sorte 11 l'algo­

rithme de la main droite 11
, algorithme bien connu pour parcourir un labyrinthe. Enfin, 

après avoir expliqué et formalisé l'algorithme dans la section 3.3, nous allons l'ut iliser 

dans la section 3.4 pour calculer l'enveloppe convexe d 'une figure discrète. 
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L'algorithme exposé dans ce mémoire fut l 'objet d'une communication à la 18e conférence 

internationale 11 Discrete Geometry for Computer Imagery 11 (DGCI 2014), qui eut lieu 

à Sienne (Italie) du 10 au 12 septembre 2014, dans l'article 11 Efficient computation of 

the outer hull of a discrete path 11
, rédigé en collaboration avec Hugo Tremblay, Jérôme 

Tremblay et de Srecko Brlek (Brlek et al., 2014). 
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avec x, y 2': 1, qui ont trois voisins. 

Soit lIB = {O, 1} la base pour écrire des entiers. Les mots de JIB* peuvent être représentés 

dans l'ordre radix par un arbre binaire complet, où le kième niveau contient tous les 

mots binaires de longueur k, et l'ordre est donné par le parcours en largeur de l'arbre. Afin 

de différencier un nombre naturel x E N de sa représentation binaire, nous allons écrire 

X E JIB*. Les arêtes sont définies inductivement par la règle de réécriture X -----+ X. o+x · 1, 

avec comme convention que 0 et 1 sont les étiquettes respectivement des arêtes droites 

et gauches du nœud ayant la valeur x . 

La concaténation est étendue au produit cartésien ainsi : pour 

(x,y) E JIB* X JIB*, et (a,/3) E lIB X JIB, 

on a 

(x,y) · (a ,/3) = (x · a, y· /3) . 

Soient x et y deux mots binaires ayant la même longueur. Alors la règle 

(x, y)-----+ (x · 0, y· 0) + (x · 0, y · 1) + (x · 1, y· 0) + (x · 1, y· 1) 

définit un graphe G = (N, R) tel que : 

(i) La racine est étiquetée (0, 0) , 

(ii) Chaque nœud de N (excepté la racine) a quatre fils, 

(iii) Si un nœud est étiqueté (x, y) , alors lxl = IYI , 

(iv) Les arêtes de R sont non-orientées, c'est à dire qu'elles peuvent être suivies dans 

les deux directions. 

Par convention, les arêtes menant aux fils sont étiquetées par des paires de l 'ensemble 

ordonné {(O, 0) , (0, 1) , (1, 0) , (1, l)}. Ces étiquettes équipent l'arbre quaternaire d'une 

structure d'arbre radix telle que l'équation précédente implique que (x', y') est un fils de 

( x, y) si et seulement si 
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(x', y') = (2x + o:, 2y + ,B), 

pour (x,y) et (x',y') EN x N (o:,,B) E {0, 1} x {0, 1}. On constate que toute paire 

d'entiers positifs est représentée exactement une fois dans cet arbre. En effet, si lxl = IYI 
(en ajoutant des zéros à gauche pour le plus petit des deux) , la séquence des paires de 

chiffres (les deux chiffres en première position, les deux chiffres en seconde position, et 

ainsi de suite) donne un chemin unique dans l'arbre menant à cette paire. Évidemment, la 

racine ne peut avoir que 3 fils, vu qu'il n'y a pas d'arête étiquetée par (0, 0) commençant 

à la racine. 

On superpose à G la relation de voisinage T définie comme suit. Pour toute translation 

élémentaire E E {(0, 1),(1, 0) ,(0, -1) ,(-1, 0)} . Chaque nœud ® = (x,y) est lié à son 

E-voisin ® + E, quand il existe. Ce qui nous donne un graphe G' = (N, R, T). Si un 

sous-ensemble donné M c N x N doit être représenté, on peut retirer les nœuds non 

essentiels et le graphe associé ne n'est pas forcément complet. 

0 

2 2 2 

3 

0 0 

Figure 3.3: Un chemin discret 

Exemple 3.2.1. La figure 3.4 est l'arbre quaternaire associé à la figure 3.3, codée par 

le mot w = 001100322223, et qu 'on a translatée sur l'origine. Le lien de filiation est 

représenté par les arêtes en noir tandis que les liens de voisinage sont représentés en 

rouge_ Les nœuds visités sont encadrés en rouge. 

Ainsi, dans l'algorithme de (Brlek, Koskas et Provençal, 2011), on construit l'arbre et le 

graphe de voisinage en parcourant le mot, tout en notant les nœuds que l'on a visités. 
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(0 ,2) (3 ,3) 

Figure 3.4: Arbre quaternaire associé au mot 001100322223 

Il est donc possible de détecter une intersection si l'on visite un nœud déjà visité précé­

demment. Dans notre algorithme, au lieu de s'arrêter lorsqu'on détecte une intersection, 

nous construisons l'arbre jusqu'à la fin du mot, afin de pouvoir le parcourir à nouveau. 

Soit ® un nœud de G. Son père est noté f(@) , et si ® est étiqueté (x, y), on écrira 

aussi f(x, y) ou bien f(x, y). Par convention, la racine® de G est son propre père. En 

effet, la racine n 'a pas de fils étiqueté par (0, 0) car cela renverrait au même point, donc 

à la racine elle-même. Si deux nœuds sont voisins, ils ont soit le même père, soir leur 

père respectif sont voisins. Ainsi, le lemme suivant permet de calculer le père d'un voisin 

d'un nœud. 

Lemme 3.2.2. Soit G(k) le graphe complet représentant JIB:Sk x JIB :Sk ® = ( x , y) un nœud 

de Nk, E E F . Si une de ces 4 conditions est valide 

- E = 0 et x[ k] = 0, 

- E = 1 et y[k] = 0, 

- E = 2 et x[k] = 1, 

- E = 3 et y[k] = 3, 

alors f(® + E) = f(@). Sinon, f(® + E) = f(®) + E. 

Supposons à présent que le nœud ® existe et que son E-voisin ® n'existe pas. La 

translation x + €est obtenu en trois étapes : 
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1. Prendre l'arête dans R de f(®) et soit a l 'étiquette de cette arête ; 

2. Prendre (ou créer) l'arête de T qui va de J(®) vers®= J(®) + Ë; 

3. Prendre (ou créer) l'arête de R qui va de® vers® étiquetée a' 

Grâce au lemme 3.2.2, on a z ·a'= y , tel qu'il ne reste qu'à ajouter le lien de voisinage 

® --=~®·Ainsi , un mot w non vide peut être lu pour construire le graphe Gw· 

En commençant par le graphe vide G€, l'algorithme 5 lis lettre par lettre le mot w E F *, 

construit dynamiquement le graphe Gw en notant les nœuds correspondant comme visité. 

L'algorithme original s'arrêtait quand un nœud était visité deux fois. Ici , il s'arrête quand 

le mot est fini, et renvoie le graphe Gw. On rappelle que le graphe vide G€(N€, R€, T€) 

est tel que N€ ne contient que la racine, R€ ne contient que l'arrête allant de la racine 

vers elle-même, et T€ est vide. 

Algorithm 5 ConstruitArbre 

Entrée: Un mot w E F * codant un chemin discret. 

Sortie: L'arbre G correspondant au mot w . 

1: G ~ G€ 

2: © ~ racine de G 

3: . pour i de 1 à lwl faire 

4: E ~Wi 

5: ® ~ voisin(G, @, E) 

6: si © n 'est pas visité alors 

7: ©est visité 

8: fin si 

9: fin pour 

10: renvoyer G 

L'algorithme 6 cherche et créé si nécessaire le c:-voisin d 'un nœud donné. Le lemme 3.2.2 

permet d 'effectuer le test de la ligne 6 de l'algorithme 6 en temps constant. En effet, 

cette condition est effectuée en ne testant que le bit de poids le plus faible d 'une seule des 

coordonnées de la représentation en binaire @. La complexité en temps de cet algorithme 
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Algorithm 6 voisin 

Entrée: Un graphe G = (N, R, T) , @ E N, E E F 

Sortie: Un nœud ® E-voisin de© 

si le lien © -=7 ® n'existe pas alors 

@+- !(©) 

si f(© + E) =@alors 

©+-@ 

sinon©+- voisin(G,@, E) 

fin si 

® +- fils de © correspondant à © + E 

Ajouter le lien © -=7 ® 
fin si 

renvoyer® 

est donc entièrement déterminée par l'appel récursif à l'étape 5 de l'algorithme 5. Chaque 

appel récursif de l'algorithme 5 ajoute un lien de voisinage. Par conséquent, si pour un 

nœud ® E N, tous les liens de voisinages ont été ajoutés, il n'y aura pas d'autre appel 

récursif pour celui-ci. Étant donné qu'un nœud n 'a pas plus de 4 voisins, cela borne le 

nombre d'appel sur un nœud donné à 8. Il nous reste encore à prouver que le nombre 

de nœuds dans le graphe est proportionnel à /w/. 

En premier lieu, considérons les nœuds visités. Pour toute lettre lue, au plus un nœud 

sera noté visité. Il y aura donc au plus /w/ nœuds visités. Afin de borner le nombre de 

nœuds non visités, il faut un lemme technique. La fonctions père f : N \ { (0, 0)} f-7 N 

peut être étendue à un sous-ensemble de nœuds de N comme suit : pour M Ç N, 

l'ensemble des pères de M est f(M {f(® 1 ® E M}. De plus, f peut être itéré pour 

avoir fi(M) , l'ensemble des ancêtres de rang h d'un ensemble de nœuds M. La fonction 

f est une contraction: /f(M)I ~ IMI, et il y a un ancêtre unique pour tous les nœuds, 

la racine. 

Lemme 3.2.3. Soit M = {n1,n2,n3,n4,n5} C N un ensemble de 5 nœuds tels que 
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(ni, ni+1) ET pour i = 1, 2, 3, 4. Alors IJ(M)I :S: 4. 

Cela permet de borner le nombre de nœuds en utilisant le fait que tous les nœuds non­

visités sont des ancêtres de nœuds visités, l'exception étant les nœuds non-visités (0, 1) 

et (1 , 0) qui sont créés comme des feuilles à l'étape d'initialisation. 

Lemme 3.2.4. Étant donné un mot w E P et le graphe Gw = (N, R , T) , le nombre de 

nœuds de Gw est dans O(n). 

Démonstration. Soit Nv Ç N l'ensemble des nœuds visités, et soit h la hauteur de l'arbre 

(N, R). On a N = Uo'.Si'.Sh Ji(Nv), et donc 

\N\ :S: L \ f (Nv)\ 
0'.Si'.Sh 

Par construction, l'ensemble Nv forme une séquence de nœuds tels que deux nœuds 

consécutifs sont voisins. En effet, ces nœuds sont créés en lisant séquentiellement le mot 

w. Alors, en divisant cette séquence en blocs de longueur 5, on peut appliquer le lemme 

3.2.3, et on obtient : 

Ce n'est pas le cas pour un chemin qui n'est pas auto-évitant, mais vu qu'un chemin qui 

s'intersecte aura nécessairement moins de nœuds visités qu 'un chemin qui ne s'intersecte 

pas de même longueur, la borne reste valable. Comme deux nœuds voisins soit partagent 

le même père, soit ont des pères voisins, il en est de même pour les ensembles J (Nv) , 

j 2 (Nv), ... , Jh(Nv)· Alors, en combinant les deux inégalités précédentes, on obtient la 

borne suivante. 

INI ~ O~hlf (N") I ~ O~h ( Œ '1N"I + ,I;, (~/ 4) 
:S: \Nv\( ~ 1 ) +4 L ( ~ 1 ) :S: 5\Nv\ + 20h. 

1 
5 0'.Si'.S h 

1 
5 

Étant donné que la hauteur h de l'arbre (N, R) correspond au nombre de bits nécessaires 

pour écrire les coordonnées des nœuds de N , h E O(logn), et donc \N\ E O(n). • 
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La structure d'arbre quaternaire est donc construite linéairement en temps et en espace. 

Il est également possible de généraliser l'arbre quaternaire pour un chemin qui ne resterai 

pas dans le premier quadrant, en effectuant simplement une translation de celui-ci. En 

effet, étant donné que l'on sauvegarde les coordonnées extrêmes de notre chemin, on 

peut s'en servir pour calculer les coordonnées de la racine de l'arbre (xr, Yr) où Xr est la 

coordonnée x du point W et Yr est la coordonnée y du point S. 

3.3 Formalisation 

L'algorithme 7 calcule l'enveloppe externe d 'un chemin discret w. On commence par 

construire l'arbre quaternaire G associé à w. Puis, en commençant par le point W de 

la boîte englobante, on lit le mot w. Aux intersections, pour chaque voisin v de la 

coordonnée courante c, on calcule la lettre associée au vecteur 7f - <!, Step(7J - <f). 

Puis, on calcule le mot de première différence ô.( Wc · Step( v - c)) du mot formé par 

la lettre courante Wc de w concaténée à Step(v - c). Ce mot de première différence 

donnera le virage associé au voisin v . Enfin, on choisira le voisin dont le mot de première 

différence sera égal à, dans cet ordre de priorité: 3 (virage à droite), 0 (un pas en avant) , 

1 (un virage à gauche) et 2 (un pas en arrière). La procédure finit quand on retourne au 

point W et qu'on a exploré tous ses voisins. 

Théorème 3.3.1. Pour tout mot w E F *, ['algorithme 1 renvoie Hull( w). 

Démonstration. Soit Hull(w) de longueur k EN+. Notre invariant de boucle est : 

Au début de la ième itération de la boucle while à la ligne 6, w' est une 

préfixe de longueur i de Hull(w) . 

L'invariant est vrai la première fois que la ligne 6 est exécutée, étant donné qu'à ce 

moment, w' est le premier pas de w calculé à la ligne 5. À présent supposons que 

l'invariant est vrai avant la i ème itération de la boucle. Alors, les lignes 8 à 13 trouvent 

le virage le plus à droite à la coordonnée courante current . Alors, à la ligne 14, w' 

est concaténé avec le pas de ce virage. Par la règle de la main droite pour résoudre les 

labyrinthes connexes simples, considérer le virage le plus à droite donnera les coordonnées 
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sur l'enveloppe externe de w. Par conséquent, à la fin de l'itération, w' est un préfixe 

de Hull(w) de longueur i + 1. Enfin, à la fin de la boucle, w' est un préfixe de Hull(w) 

de longueur k, et donc w' = Hull( w). Notons que comme tous les voisins de W sont sur 

Hull(w), la ligne 15 va enlever efficacement tout élément de N qui deviendra, au final , 

l'ensemble vide. 

Algorit hm 1 Outer hull 

Entrée: Un mot w E F * codant un chemin discret 

Sortie: Un mot simple w' E F * décrivant Hull( w) 

1: Construire l'arbre quaternaire G associé à w enraciné en W 

2: Soit W la coordonnée la plus en bas à gauche de la boîte englobante de w 

3: Soit N l'ensemble de tous les voisins visités de W 

4: c +--- W + (1, 0) s'il existe, ou W + (0, 1) sinon 

5: w' = S tep(c - W) 

6: t ant que c =!= W et N =/= 0 faire 

7: temp_ turn = 2 mod 4 

8: pour chaque voisin v de c faire 

9: si (Step(v - c) - w'. last + 1) mod 4:::; (temp_ turn + 1) mod 4 alors 

10: temp_ turn +--- Step(v- c)-w' .last 

11: next +--- v 

12: fin si 

13: fin p our 

14: w' = w' · Step(next - c) 

15: Retirer c de N 

16: c +--- next 

17: fin tant que 

18: r envoyer w' 

• 

Montrons maintenant que l'algorithme 7 est linéaire en temps et en espace. En premier 

lieu, la structure d'arbre quaternaire est construite en temps linéaire (Brlek, Koskas et 

Provençal, 2011). De plus, comme dit dans la section 1.3, la coordonnée West facilement 
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calculée en temps linéaire également. Par conséquent , les calculs des lignes 1 et 2 sont 

effectués en temps linéaire. Ensuite, les lignes 3, 4 et 5 sont effectuées en temps constant . 

De plus, l'ensemble N est construit en temps linéaire en accédant aux informations de 

la racine dans l'arbre quaternaire, donc la ligne 3 est faite en temps linéaire. Ensuite, 

étant donné que chaque coordonnée a au plus quatre voisins, la boucle for de la ligne 8 

est exécutée au plus quatre fois par itération de la boucle while. La ligne 15 s'effectue en 

temps constant , dû au fait que N a au plus deux éléments. Comme les instructions des 

lignes 7, 9, 10, 11, 14 et 16 sont toutes calculés en temps constant, au plus k( 4c1 + c2) 

calculs sont effectués pendant l'exécution de la boucle while, où k EN+ est la longueur 

de Hull(w) et c1, c2 E ~ sont des constantes, ce qui implique que l'algorithme 7 est 

linéaire en temps. Ensuite, il découle du fait que la structure d'arbre quaternaire occupe 

un espace linéaire que l'algori thme est également linéaire en espace. 

Exemple 3.3.2. Considérons le mot de contour w = 001100322223 de la figure 1.3. 

Alors l 'algorithme 7 renvoie le mot w' = 001001223223 (voir la figure 3.5). On peut 

voir fa cilement que w' est un chemin simple et f ermé décrivant l 'enveloppe externe de 

w. Donc Hull(w) = w' . 

ltr 0 
zj--

3 

Tr 
0 lJ 

="1 - rr -+ 
0 0 0 

2 2 

~ -+ 
0 0 0 

(a) (b) 

Figure 3.5: (a) Enveloppe externe d'un mot (b) sa suite de virages 
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3.4 Enveloppe convexe de chemins discrets 

Montrons à présent comment notre algorithme peut être utilisé pour calculer linéaire­

ment l'enveloppe convexe de tout chemin discret. 
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Proposition 3.4.1. Soit w E F* le mot de contour d'un chemin discret. Alors 

Conv(w) = Conv(Hull(w)) 

Démonstration. Il y a deux cas possibles : soit w est déjà simple et fermé, et donc 

Hull (w) = w, soit w n'est pas simple. Alors, par définition, Hull(w) est le bord de w. 

Étant donné que Conv( w) est la figure convexe d'aire minimale contenant w, elle doit 

également contenir Hull(w), et donc Conv(w) = Conv(Hull(w)). D 

Corollaire 3.4.2. n est possible de calculer l 'enveloppe convexe de n'importe quel chemin 

discret 

En effet, de par le fait que Hull(w) est simple pour tout chemin w, et suite au résultat 

ci-dessus, la procédure pour calculer l'enveloppe convexe d 'un chemin discret est ex­

trêmement simple: Tout d'abord, nous calculons sont enveloppe externe Hull(w) = w', 

puis nous calculons l'enveloppe convexe Conv(w'). La première étape se fait évidemment 

avec l'algorithme 7, et la suivante se fait avec l'algorithme 4. Étant donné que les deux 

algorithmes sont linéaires en espace et en temps, le calcul de l'enveloppe convexe d 'une 

:figure discrète se fait en temps linéaire. 

2 2 2 2 
1+ t 3 

1+ 2 2 t3 

i+ +1 3t t3 

i+ ~ 1• ~ ~ 
i+ 

(a) (b) (c) 

Figure 3.6: (a) Un chemin, (b) son enveloppe externe et (c) son enveloppe convexe 

Exemple 3.4.3. Voyons au travers d'une figure le processus du calcul de l 'enveloppe 

convexe d'une figure discrète non simple et non fermée. En premier lieu, nous avons la 
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figure telle quelle, 3.6(a) codée par le mot w1 = 1111110000333222210033033 . Ensuite, 

après application de l 'algorithme 7, on obtient la figure 3.6(b), codée par le mot w 2 = 

11100303311210111222333333. Or lw2l1 = 9 = lw2l3 et lw2lo = 4 = lw2l2, donc la figure 

représentée par w2 est f ermée. Enfin, maintenant que nous disposons d 'une figure f ermée 

simple, il est facile d 'appliquer l 'algorithme 4 de calcul de l 'enveloppe convexe. 





CONCLUSIO 

Dans ce mémoire, nous avons cherché un moyen de généraliser le calcul de l'enveloppe 

convexe d 'une figure discrète. En effet, utiliser l 'algorithme de calcul de l'enveloppe 

convexe d'une figure discrète nécessite qu 'elle soit fermée et simple. Pour pallier cet te 

contrainte, nous avons décrit un nouvel algorithme utilisant les outils élaborés de com­

binatoire des mots appliquée à la géométrie discrète. Notre algorithme calcul un équi­

valent simple et fermé d'une figure discrète, appelé "enveloppe externe". Ainsi, on peut 

appliquer l'algorithme de calcul de l'enveloppe externe d 'une figure quelconque, puis 

appliquer celui de l'enveloppe convexe au résultat , donnant ainsi l'enveloppe convexe de 

la figure d 'origine. Nous avons également établi dans ce mémoire que le calcul de l'en­

veloppe externe d 'une figure est linéaire en temps et en espace. Le calcul de l'enveloppe 

convexe d 'une figure discrète simple et fermée étant également linéaire, il en découle que 

le calcul de l'enveloppe convexe d 'une figure quelconque se faisait linéairement en temps 

et en espace. 

Bien que la procédure de calcul de l'enveloppe convexe soit linéaire, elle requiert les 

calculs préliminaires du calcul de l'enveloppe externe, c'est à dire celui du point de 

départ et la construction de l'arbre quaternaire associé à la figure, et le déroulement 

de l'algorithme 7. Ces premiers calculs imposent de parcourir plusieurs fois le mot de 

contour de la figure avant de pouvoir calculer son enveloppe convexe. Le coût en est 

linéaire, mais l'optimisation du nombre de passages reste un problème ouvert. 

Il serait intéressant de généraliser ce résultat dans des espaces discrets à trois dimensions, 

correspondant à de l'étude d 'ensembles de cubes unitaires dans ~3 . En effet, la structure 

du graphe de voisinage se prête bien au passage aux dimensions supérieures, avec 6 

voisins dans le cas de la dimension 3 et l'arbre quaternaire est remplacé par un arbre 

octal. De plus, les applications du calcul de l'enveloppe externe ne se limitent pas au 
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calcul de l'enveloppe convexe. En effet, il est possible de l'utiliser pour pour étudier les 

unions, intersections et différences d'ensembles discrets. 
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