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THE JOURNAL OF SyMBoLIC Logic
Volume 59, Number 1, March 1994

INDECIDABILITE DES CORPS DE COURBE REELLE

LUC BELAIR AND JEAN-LOUIS DURET

Nous dirons qu’un corps (commutatif) K est un corps de courbe réelle sur le
corps k si et seulement si c’est une extension de k, ordonnable, finiment engendrée
et de degré de transcendance 1 sur k&, telle que k soit relativement algébriquement
clos dans K. Un tel corps est le corps d’une courbe (plane) définie sur k. De
plus si k est réel-clos, toute courbe définie sur k dont K est le corps, a un point
régulier rationnel sur k; en effet soit I C k[Xo,..., X,] I'idéal d’une telle courbe
I'; on a donc: K = k[xg,...,x,] OU Xo,...,X, sont les classes d’équivalence de
Xo,..., Xu; (x0,...,%,) est un point régulier de I' dans la cloture réelle de K, et
par modeéle-complétude, I" a un point régulier rationnel sur k.

Notre but est d’étendre les résultats de Raphael Robinson [6] sur 'indécidabilité
des corps de fractions rationnelles sur un corps ordonnable (dans le langage des
corps). Comme lui, nous donnerons une méthode qui ne s’applique que lorsque
le corps de base k est réel-clos, et une seconde méthode générale.

A. Le cas du corps de base réel-clos.

1.  ProprosiTION. Un corps de courbe réelle sur un corps réel-clos R est
le corps d'une courbe plane dont la projection sur le premier axe contient [0,
+oo[(= {x € R;x > 0}).

DEMONSTRATION. Soient K = R(ug,vo) le corps de courbe réelle considéré et
Py(X, Y) le polyndme minimale de vo sur R(up) (K est donc le corps de la courbe
d’équation P(x,y) = 0).

Une projection sur ’'un des axes contient un intervalle. En effet, sinon, puisque
ces deux projections sont définissables (avec paramétres), ce serait des ensembles
finis, et donc la courbe d’équation P(x, y) = 0 serait incluse dans un ensemble fini,
donc finie, et ne contiendrait aucun point régulier ce qui est contradictoire. Quitte
a échanger ug et vo(R(ug, vo) = R(vo, ug)), C’est a dire a effectuer une symétrie par
rapport a la premiére bissectrice, on peut supposer que c’est la premiére projection
qui contient cet intervalle.

Soit [a,b] un intervalle inclus dans la premiére projection; soient a’ et b’
satisfaisant a: Py(a,a’) = 0 et Po(b,b’) = 0. On a: R(ug,v0) = R(uj,v;) avec
u1 = ug — a et v; = vy — a’ (on effectue une translation qui met (a, a’) a 'origine).
Donc K est le corps de la courbe d’équation Pi(x,y) = Po(x + a,y +a’) = 0,
dont la projection sur le premier axe contient [0,¢] (¢ = b — a).
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88 LUC BELAIR AND JEAN-LOUIS DURET

On a: R(uj,v;) = R(up,v2) ol uy = 1/uy et v, = v; (on envoie (0,0) a infini).
Donc K est le corps de la courbe d’équation P;(x,y) = x"Pi(L,y) (ou: n =dPy)
dont la premiére projection contient [%, +o0].

Enfin, on a: R(up,v;) = R(u,v) avec: u = u; — 1 et v = v, (translation
qui ameéne (%,b’ —a') a lorgine). Le corps K est donc le corps de la courbe
d’équation P(x,y) = P(x + 1,y + b — a’) = 0 dont la premiére projection
contient [0, +o0[. ~ d

Rappelons un résultat de Julia Robinson utilisé par Raphael Robinson [6, §3].

2. PROPOSITION. Soient Xy, ...,x, des nombres rationnels. Il existe f(X) €
Q(X) tel qu'on ait

8
Vi =0,...,n)(3z,...,23 € QX)) ((X —x)P? - f(X)= Zz,?) )
i=1
(8 peut étre remplacé par 5 en utilisant le resultat de Pourchet qui améliore le
résultat de Landau utilisé.)
3. THEOREME. Un corps de courbe réelle sur un corps réel-clos est indécidable.
DEMONSTRATION. Soient K ce corps et R le corps réel-clos. Soit x <g y la
formule (3z,...,2)(y — x = Z?zl z2). D’aprés la proposition 1, il existe des
éléments u et v de K tels qu'on ait: K = R(u,v) et P(u,v) = 0 si P est le polyndme
minimal de v sur P(u) et tels que la premiére projection de la courbe plane C
d’équation P(x,y) = 0 contienne [0, +oc[, donc N. Soit #Z(x) une formulae
définissant R dans K ([1], Corollaire 11). On voit alors que N est définissable dans
K par la formule /' (x) (avec u comme paramétre):

fLf #0A f2 <g 1]
AVR(R () Nh # x A f2<g (u—h)? — f2<g (u—h—1)%)]

Si n est un entier naturel, K satisfait .#’(n) d’aprés la proposition 2 appliquée
avec x; = 1.

D’autre part, si /& est un entier naturel (donc est élément de la premiére projec-
tion de C) et si on a: f(u,v)? <g (u — h)?, soient des éléments de K, zi,..., 23
satisfaisant & (v — x;)2 — f(u,v)? = Zle z2. Soit 4’ tel que (h,h’) soit un
élément de C. Si (h,h’) n’est ni un point isolé de C, ni un pdle de f, sur un
voisinage de (h,h’) ou il n’y a d’autre pdle des z; éventuellement que (/,4’), on
a: Y°_ 22 > 0, et par passage a la limite: —f(h,4’)? > 0, donc en définitive:
f(h,h") = 0. On a donc démontré que, si 4 est un entier naturel satisfaisant a:
f(u,v)? <g (u — h)?, alors (h,h’) est un point isolé de C, un zéro de f ou un
pole de /. Or il n’y a qu’un nombre fini de tels points; mais, si x n’est pas un
entier naturel et satisfait .#"(x), on démontre (par récurrence) que pour tout entier
naturel n, on a: f(u,v)? <g (u —n)?, et que, donc, 'ensemble des points isolés de
C, des zéros de f, et des poles de . f contient N ce qui est contradictoire. O

B. Le cas général.

4. PROPOSITION. Soient K un corps de courbe réelle sur k, u et v des éléments de
K tels qu'on ait: K = k(u,v), et P le polynéme minimal de v sur k(u); C la courbe
plane (définie sur k) d’équation P(x,y) = 0; k la cléture réelle de k. S'il existe une
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INDECIDABILITE DES CORPS DE COURBE REELLE 89

courbe elliptique plane E définie sur k, d’équation y* = 4x3 — gox — g3, telle qu'on
ait:

(1) il n'existe pas de morphisme fini de C sur E,

(2) il existe un point de E, rationnel sur k, d’ordre infini (pour I'addition de E
dont I'élément neutre est le point a l'infini), alors K est indécidable.

DEMONSTRATION. Soit k' le sous-corps de k engendré sur k par g, g3 et les
coordonnées du point d’ordre infini (o, ). Puisque K’ = K ®; k' = k'(u,v)
est traductible (avec un nombre fini de paramétres) dans K, il suffit de traduire
(N, +,-), ou (N*,+,]), dans K’ avec comme paramétres u, 3, g3, @, €t f.

Soit ¢ une formule (4 paramétres) a 6 variables libres xi, x2, y1, y2, 21, 22, telle
que, si (a1, az) et (by,by) sont des points de E, K satisfait p(ay,...,cp) si et
seulement si (c1,c2) est le composé (pour la loi de E) de (ay,az) et de (by,b,)
(voir [2] chapitre 5, §6). Soit y la formule a 4 variables libres x1, x2, y1, y2:

3/3g{f #O0Ag #O0A f2 <g (u—x1)> Ag? <s (u — x2)?
AVzVzol(z3 = 4z — goz1 — g3 A (21 # »1 V22 # »2)

AP <s (u—x1) Ng* <s (u—x2)?)

— YwVwy(p(z1, 22, &, B, wi, w2) — f2 <g (u—w1)* A g <g(u— w2)2>]}-

On voit, comme précedemment, que, si (a1, ay) et (by, by) sont des points de E,
K satisfait w(ay, as, by, by) si et seulement si (b1, b>) est un “multiple” de (a1, az).

On traduit alors N* par I’ensemble des couples d’éléments de K, (x1,x2) qui
satisfont la formule:

x% = 4x? — &2X1 — &3 A W(a,ﬁ,xl;x2)~

Si a; et a, sont des points de K satisfaisant a a2 = 4a; — gra; — g3, puisqu’il
n’existe pas de morphisme fini de C sur E, a; et a; sont des éléments de k', et
donc la traduction de N* est I’ensemble des multiples de («, ). On traduit alors
I’addition par ¢ et la divisibilité par . O

Nous allons maintenant donner des conditions suffisantes des hypothéses de
cette proposition.

5. PROPOSITION. Si C est une courbe, il existe une courbe elliptique E définie sur
Q telle qu’il W’y ait pas de morphisme fini de C sur E.!

DEMONSTRATION. Si le genre de C est nul, d’aprés le théoréeme de Hurwitz,
n’importe quelle courbe elliptique convient.

Supposons donc que le genre de C n’est pas nul, et soit £ est une courbe ellip-
tique (d’invariant modulaire ;) telle qu’il y ait un morphisme dominant C — E.
De ce morphisme, on déduit un morphisme nontrivial des jacobiennes y: J(E) —
J(C). La variété abélienne J(C) est isogéne a un produit fini de sous-variétés
abéliennes simples A x - - - x 4, uniques a isogénie pres ([4], chapitre I, théoréme
11, p. 19). Mais d’aprés le théoréme de réductibilité compléte de Poincaré ([4],
chapitre I, théoréme 9, p. 15), il existe une sous-variété abélienne de J(C), 4, telle
qu’on ait J(C) = Imy + 4 et que Imy N 4 soit fini; donc J(C) est isogéne a

I Merci 4 Arnaut Beauville, Jean-Yves Mérindol, et les géométres d’Angers.
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90 LUC BELAIR AND JEAN-LOUIS DURET

Imy x A. Donc Im y est isogéne a I'un des 4;, et j est entier sur Z[j;] (ou j; est
Iinvariant modulaire de 4;) ([5], chapitre III, théoréme (3.10), p. 201).

11 suffit donc de prendre une courbe elliptique dont I'invariant modulaire j est
rationnel et n’est pas entier sur Z[j;] pour tout i tel que 4; est de dimension 1.
L’existence d’un tel rationnel résulte des lemmes suivants. O

6. LEMME. Si t est un nombre transcendant sur Q, tout nombre rationnel entier
sur Z[t] est un entier relatif.

DEMONSTRATION. Soient x un rationnel entier sur

Z[1, P(T,X) = X"+ A(T)X' € Z[T, X]

un polynéme tel quon ait: P(z,x) = 0. Puisque P(T, x) est un polynome (en T')
sur Q et que ¢ est transcendant sur Q, P(T, x) est nul; le coefficient constant (en
T) de P(T, x) est nul, ce qui est une relation de dépendance intégrale de x sur Z.
Puisque Z est intégralement clos, x est élément de Z. g
7. LEMME. Soient A un anneau intégre, F son corps des fractions, a un élément
algébrique sur F, et P(X) = AX" + 312, ' a; X' € A[X] un polynéme dont o est
racine. Alors A est entier sur A.
DEMONSTRATION. On a en effet:
n—1
(Aa)" +) " a; A" (M) = (A"7'P)(a) = 0. 0
i=0

8. LEMME. Soient o un nombre algébrique sur Q, P(X) = AX" + Z _0 a; X' e
Z[X] un polynéme dont o est racine et  un nombre entier sur Z[c]. Il existe un
entier naturel m tel que A" [ soit entier sur Z.

DEMONSTRATION. Soit Q(T, X) € Z[T, X] un polyndme unitaire en X satis-
faisant 4 Q(a, ) = 0. Si m est la plus grande puissance de 7 dans Q(T, X),
d’aprés le lemme 7, A” Q(a, X) est un polynome dont les coefficients sont entiers
sur Z et dont le coefficient dominant en X est A”. D’aprés le lemme 7, A”f est
entier sur anneau engendré sur Z par les coefficients de A” Q(c, X), anneau qui
est entier sur Z. Donc A”f est entier sur Z. (]

9. FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5. Soient By,..., B, les
sous-variétés 4; de dimension 1 dont les invariants modulaires jj,...,j, sont
algébriques sur Q. A; le coefficient du terme de plus haut degré du polynéme
minimal de j;, p un entier naturel premier ne divisant aucun des A;. Quel que soit
m, A" /p est un rationnel qui n’est pas élément de Z, et qui, donc, n’est pas entier
sur Z (puisque Z est intégralement clos); donc }) n’est pas entier sur Z[j;] (lemme

8). Tenant compte du lemme 6, 1 est le nombre rationnel cherché. d

10. PROPOSITION. Si E est une courbe elliptique défini sur un corps formellement
réel ko et k une extension de ky réelle-close, alors il existe un point de E rationnel
sur k d’ordre infini.

DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer E sous forme de Weierstrass, c’est
a dire d’équation y? = x* + ax + b (ou a et b sont éléments de ko). Soit j son
invariant modulaire.

Supposons k de degré de transcendance au moins 1 sur Q(;) (corps de définition
de E, donc inclus dans kg). Les coordonnées des points d’ordre fini sont algé-
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INDECIDABILITE DES CORPS DE COURBE REELLE 91

briques sur ko ([3], chapitre 2, §1, p. 24). Un point dont ’ordonnée est transcen-
dante sur kg, est donc d’ordre infini.

Si k est algébrique sur Q(j) (donc sous-corps de la cloture réelle de Q(j)), soit
A, le sous-groupe des points dont I'ordre divise n. Si le corps engendré sur Q(j)
par |J,cn An contenait la cloture réelle de Q(j). la cloture algébrique de Q(/)
serait Q(j)(U,en 4n) 0u Q(j)(U,en 4n,1). Soit K une extension galoisienne de
Q(j) dont le groupe de Galois est S,,;; K est un sous-corps de Q(j)(4y) ou de
Q(j)(An,i) (pour un certain N), et S,, est donc image homomorphe du groupe
de Galois de Q(j)(Ay) on de Q(j)(A4y, i) sur Q(j). D’ou une contradiction car
le groupe de Galois de Q(j)(Ay) est un sous-groupe de GL,(Z/NZ) ([3], chapitre
2, §1). 0

Comme corollaire des propositions 4, 5, et 10, on obtient donc:

11. THFEOREME. Un corps de courbe réelle est indécidable.
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