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 THE JOURNAL OF SYMBOLIC LOGIC

 Volume 59, Number 1, March 1994

 INDECIDABILITE DES CORPS DE COURBE REELLE

 LUC BELAIR AND JEAN-LOUIS DURET

 Nous dirons qu'un corps (commutatif) K est un corps de courbe reelle sur le
 corps k si et seulement si c'est une extension de k, ordonnable, finiment engendree
 et de degree de transcendence 1 sur k, telle que k soit relativement algebriquement
 clos dans K. Un tel corps est le corps d'une courbe (plane) definie sur k. De
 plus si k est reel-clos, toute courbe definie sur k dont K est le corps, a un point
 regulier rationnel sur k; en effet soit I c k[Xo,.. ., X"] l'ideal d'une telle courbe

 F; on a donc: K = k[xo,. . ., xn] oui xo, .. ., Xn sont les classes d'equivalence de
 X0,.. ., Xn; (XO .. ., x) est un point regulier de F dans la cloture reelle de K, et
 par modele-completude, F a un point regulier rationnel sur k.

 Notre but est d'etendre les resultats de Raphael Robinson [6] sur l'indecidabilite
 des corps de fractions rationnelles sur un corps ordonnable (dans le langage des
 corps). Comme lui, nous donnerons une methode qui ne s'applique que lorsque
 le corps de base k est reel-clos, et une seconde methode generate.

 A. Le cas du corps de base reel-clos.
 1. PROPOSITION. Un corps de courbe reelle sur un corps reel-clos R est

 le corps d'une courbe plane dont la projection sur le premier axe contient [0,
 +oo[(= fx E R;x > O}).

 DEMONSTRATION. Soient K = R(uo, vo) le corps de courbe reelle considered et
 P0(X, Y) le polynome minimale de vo sur R(uo) (K est donc le corps de la courbe
 d'equation P(x, y) = 0).

 Une projection sur l'un des axes contient un intervalle. En effet, sinon, puisque
 ces deux projections sont definissables (avec parametres), ce serait des ensembles
 finis, et donc la courbe d'equation P(x, y) = 0 serait incluse dans un ensemble fini,
 donc finie, et ne contiendrait aucun point regulier ce qui est contradictoire. Quitte

 a changer uo et vo(R(uo, v) = R(vo, uo)), c'est a dire a effectuer une symetrie par
 rapport a la premiere bissectrice, on peut supposer que c'est la premiere projection
 qui contient cet intervalle.

 Soit [a, b] un intervalle inclus dans la premiere projection; soient a' et b'
 satisfaisant a: Po(a, a') = 0 et Po(b, b') = 0. On a: R(uo, vo) = R(ul, vl) avec
 U1 = uo - a et vi = vo - a' (on effectue une translation qui met (a, a') a l'origine).
 Donc K est le corps de la courbe d'equation PI(x,y) = Po(x + a,y + a') = 0,
 dont la projection sur le premier axe contient [0, c] (c = b - a).
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 88 LUC BELAIR AND JEAN-LOUIS DURET

 On a: R(u 1, v1) = R(u2, v2) ou U2 1/uI et v2 = VI (on envoie (0, 0) a l'infini).
 Donc K est le corps de la courbe d'equation P2(x, y) =xPiQ ,Y) (ou: n = d?P1)

 dont la premiere projection contient [, +oc].

 Enfin, on a: R(u2,v2) = R(u,v) avec: u = U2 - ! et v = V2 (translation

 qui amene (cb' - a') 'a l'orgine). Le corps K est donc le corps de la courbe

 d'equation P(x,y) = P2(x + 1,y + b' - a') 0 dont la premiere projection

 contient [0, +co[. O
 Rappelons un resultat de Julia Robinson utilise par Raphael Robinson [6, ?3].

 2. PROPOSITION. Soient XO,.. . ., Xn des nombres rationnels. II existe f (X) E
 Q(X) tel qu'on ait

 Q() (X -X,)2 - f (X)2 2 (Vi = O. .. , n) (3zl, .,Z8 C Q (X)) ((E i2-f()=,zi )

 (8 peut etre remplace par 5 en utilisant le resultat de Pourchet qui ameliore le
 resultat de Landau utilise.)

 3. THEIORtME. Un corps de courbe reelle sur un corps reel-clos est indecidable.
 DtMONSTRATION. Soient K ce corps et R le corps reel-clos. Soit x <8 y la

 formule (3z1, .. , Z8)(y - X = j =Z) D'apres la proposition 1, il existe des
 elements u et v de K tels qu'on ait: K R(u, v) et P(u, v) = 0 si P est le polynome
 minimal de v sur P(u) et tels que la premiere projection de la courbe plane C
 d'equation P(xy) = 0 contienne [0, +oo[, donc N. Soit W(x) une formulae
 definissant R dans K ([1], Corollaire 11). On voit alors que N est definissable dans

 K par la formule Y(x) (avec u comme parametre):

 3f[f OAf2 <8 U2]

 A Vh(W(h) A h 74 x A f 2 <8 (u - h)2 _ fP2 <8 (u - h - 1)2)].

 Si n est un entier naturel, K satisfait A/(n) d'apres la proposition 2 appliques

 avec xi = i.
 D'autre part, si h est un entier naturel (donc est element de la premiere projec-

 tion de C) et si on a: f(uv)2 ?8 (u - h)2, soient des elements de Kz1,.. .,Z8
 satisfaisant a (u - Xa)2 - f (u,V)2 Zi2z Soit h' tel que (h, h') soit un
 element de C. Si (h, h') n'est ni un point isole de C, ni un pole de f, sur un
 voisinage de (h, h') oui il n'y a d'autre pole des zi eventuellement que (h, h'), on
 a: Ei8Z zi > 0, et par passage 'a la limite: -f (hh')2 > 0 donc en definitive:
 f (h, h') = 0. On a donc demontre que, si h est un entier naturel satisfaisant a:
 f(UV)2 <8 (u - h)2, alors (hh') est un point isole de C, un zero de f ou un
 pole de f. Or il n'y a qu'un nombre fini de tels points; mais, si x nest pas un
 entier naturel et satisfait X(x), on demontre (par recurrence) que pour tout entier
 naturel n, on a: f (u, V)2 <8 (u - n)2, et que, donc, l'ensemble des points isoles de
 C, des zeros de f, et des poles de f contient N ce qui est contradictoire. O

 B. Le cas general.

 4. PROPOSITION. Soient K un corps de courbe reelle sur k, u et v des elements de
 K tels qu'on ait: K = k(u, v), et P le polyn6me minimal de v sur k(u); C la courbe
 plane (definie sur k) d'equation P(x, y) = 0; k la cloture reelle de k. S'il existe une
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 INDECIDABILITt DES CORPS DE COURBE REELLE 89

 courbe elliptique plane E dffinie sur k, d'equation y2 = 4x3 - g2x - g3, telle qu'on
 ait:

 (1) il n'existe pas de morphismefini de C sur E,
 (2) il existe un point de E, rationnel sur k, d'ordre infini (pour l'addition de E

 dont l'elment neutre est le point a l'infini), alors K est indckidable.
 DtMONSTRATION. Soit k' le sous-corps de k engendre sur k par g2, g3 et les

 coordonnees du point d'ordre infini (a,f?). Puisque K' = K 0k k' = k'(u, v)
 est traductible (avec un nombre fini de parametres) dans K, il suffit de traduire
 (N, +, .), ou (N*, +, f), dans K' avec comme parametres u, g2, g3, a, et ,B.

 Soit W une formule (a parametres) 'a 6 variables libres Xi, X2,Y1,Y2, zI, Z2, telle
 que, si (ai,a2) et (b1,b2) sont des points de E, K satisfait O(al,.. .,C2) si et
 seulement si (c1,c2) est le compose (pour la loi de E) de (al,a2) et de (b1,b2)

 (voir [2] chapitre 5, ?6). Soit V, la formule a 4 variables libres XI, X2, yI ,y2:

 3f3g{f f OAg /& OA f2 <8 (u - Xi)2 Ag2 <8 (u - X2)2

 A VZIVZ2[(Z2 - 4z -g2zI -g3 A (ZI P YI V z2 7P Y2)

 Af2 <8 (u - Xi)2 A g2 <8 (u -X2)2)

 VVwIVw2(W (zI 5z2, a,fP, WI, W2) __ f2 <8 (u - wi)2 A g2 <8 (u- )2)].

 On voit, comme precedemment, que, si (aI, a2) et (b1, b2) sont des points de E,

 K satisfait Vt(a1, a2, b1, b2) si et seulement si (b1, b2) est un "multiple" de (ai, a2).
 On traduit alors N* par l'ensemble des couples d'elements de K, (xi, X2) qui

 satisfont la formule:

 x2 = 4x3-g2x1 -g3 A /(atxix2)

 Si a, et a2 sont des points de K satisfaisant a a2 = 4a3 - g2a, - g3, puisqu'il
 n'existe pas de morphisme fini de C sur E, a1 et a2 sont des elements de k', et

 donc la traduction de N* est l'ensemble des multiples de (a,flI). On traduit alors
 l'addition par s et la divisibilite par Vi. O

 Nous allons maintenant donner des conditions suffisantes des hypotheses de
 cette proposition.

 5. PROPOSITION. Si C est une courbe, il existe une courbe elliptique E dffinie sur
 Q telle qu'il n'y ait pas de morphismefini de C sur E.'

 D1MONSTRATION. Si le genre de C est nul, d'apres le theoreme de Hurwitz,
 n'importe quelle courbe elliptique convient.

 Supposons donc que le genre de C nest pas nul, et soit E est une courbe ellip-
 tique (d'invariant modulaire j) telle qu'il y ait un morphisme dominant C -+ E.
 De ce morphisme, on deduit un morphisme nontrivial des jacobiennes V: J(E) -+
 J(C). La variety abelienne J(C) est isogene a un produit fini de sous-varietes

 abeliennes simples AI x ... x An, uniques a isogenie pres ([4], chapitre I, theoreme
 11, p. 19). Mais d'apres le theoreme de reductibilite complete de Poincare ([4],
 chapitre I, theoreme 9, p. 15), il existe une sous-variete abelienne de J(C), A, telle

 qu'on ait J(C) = Im Vt + A et que Im V n A soit fini; donc J(C) est isogene a

 1 Merci A Arnaut Beauville, Jean-Yves Merindol, et les geometres d'Angers.
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 Im y/ x A. Donc Im y/ est isogene 'a l'un des Ai, et j est entier sur ZLji] (ouii i est
 l'invariant modulaire de Ai) ([5], chapitre III, th6oreme (3.10), p. 201).

 Il suffit donc de prendre une courbe elliptique dont l'invariant modulaire j est

 rationnel et n'est pas entier sur ZUJi] pour tout i tel que Ai est de dimension 1.
 L'existence d'un tel rationnel result des lemmes suivants. El

 6. LEMME. Si t est un nombre transcendent sur Q, tout nombre rationnel entier
 sur Z[t] est un entier relatif:

 DtMONSTRATION. Soient x un rationnel entier sur
 n-1

 Z[t], P(T, X) - Xn + E Ai (T)Xi e Z[T, X]
 i=o

 un polynome tel qu'on ait: P(t, x) 0 O. Puisque P(T, x) est un polynome (en T)
 sur Q et que t est transcendent sur Q, P(T, x) est nul; le coefficient constant (en
 T) de P( T, x) est nul, ce qui est une relation de dependance integrate de x sur Z.
 Puisque Z est integralement clos, x est element de Z. O

 7. LEMME. Soient A un anneau integre, F son corps des fractions, a un element

 algebrique sur F, et P(X) = AX + EiZ_ aiX' e A[X] un polynome dont a est
 racine. Alors Aa est entier sur A.

 DtMONSTRATION. On a en effet:
 n-1

 (Aa)n+EaiAn-1-i(Aa)' = (An-1P)(a) =0. E
 i=O

 8. LEMME. Soient a un nombre algebrique sur Q, P(X) =AX + Zi" aiX' e
 Z[X] un polynome dont a est racine et ,B un nombre entier sur Z[a]. In existe un

 entier nature m tel que A'"f/ soit entier sur Z.
 DtMONSTRATION. Soit Q(T, X) e Z[T, X] un polynome unitaire en X satis-

 faisant a Q(a, fl) = 0. Si m est la plus grande puissance de T dans Q(T, X),
 d'apres le lemme 7, Am Q (a, X) est un polynome dont les coefficients sont entiers

 sur Z et dont le coefficient dominant en X est Am. D'apres le lemme 7, A'm# est
 entier sur l'anneau engendre sur Z par les coefficients de A"n Q(a, X), anneau qui
 est entier sur Z. Donc A"nfl est entier sur Z. O

 9. FIN DE LA DJMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5. Soient Bl,...,Br les
 sous-varietes Ai de dimension 1 dont les invariants modulaires j1, ... , jr sont
 algebriques sur Q, Ai le coefficient du terme de plus haut degree du polynome
 minimal de ji, p un entier naturel premier ne divisant aucun des Ai. Quel que soit
 m, A7m/p est un rationnel qui nest pas element de Z, et qui, donc, n'est pas entier

 sur Z (puisque Z est integralement clos); donc I n est pas entier sur ZLji] (lemme

 8). Tenant compte du lemme 6, l est le nombre rationnel cherche. O

 10. PROPOSITION. Si E est une courbe elliptique dffini sur un corps formellement
 reel ko et k une extension de ko reelle-close, alors il existe un point de E rationnel
 sur k d'ordre infini.

 DtMONSTRATION. Nous pouvons supposer E sous forme de Weierstrass, c'est

 a dire d'equation y2 = X3 + ax + b (out a et b sont elements de ko). Soit j son
 invariant modulaire.

 Supposons k de degree de transcendence au moins 1 sur Q(j) (corps de definition
 de E, donc inclus dans ko). Les coordonnees des points d'ordre fini sont alge-
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 INDECIDABILITE DES CORPS DE COURBE REELLE 91

 briques sur ko ([3], chapitre 2, ?1, p. 24). Un point dont l'ordonnee est transcen-
 dante sur ko, est donc d'ordre infini.

 Si k est algebrique sur Q(j) (donc sous-corps de la cloture reelle de Q(j)), soit

 A, le sous-groupe des points dont l'ordre divise n. Si le corps engendre sur Q(j)
 par UnEN An contenait la cloture reelle de Q(j), la cloture algebrique de Q(j)
 serait Q() (UnEN An) OU Q(i) (Un N An, i) Soit K une extension galoisienne de
 Q(j) dont le groupe de Galois est S1n; K est un sous-corps de Q(j)(AN) ou de
 Q(j)(AN, i) (pour un certain N), et Smn est donc image homomorphe du groupe
 de Galois de Q(j)(AN) on de Q(j)(AN, i) sur Q(j). D'oui une contradiction car
 le groupe de Galois de Q(j)(AN) est un sous-groupe de GL2(Z/NZ) ([3], chapitre
 2, ?1). ?

 Comme corollaire des propositions 4, 5, et 10, on obtient donc:

 1 1. THEJORtME. Un corps de courbe reelle est indecidable.
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