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THE JOURNAL OF SYMBOLIC LocGic
Volume 60, Number 2, June 1995

ANNEAUX DE FONCTIONS p-ADIQUES
LUC BELAIR

Abstract. We study first-order properties of the quotient rings &(V)/% by a prime ideal &, where
# (V) is the ring of p-adic valued continuous definable functions on some affine p-adic variety V. We
show that they are integrally closed Henselian local rings, with a p-adically closed residue field and field
of fractions, and they are not valuation rings in general but always satisfy Vx, y(x|y? V y|x?).

§0. Introduction. Soit p un nombre premier et Q, le corps des nombres p-
adiques. Soit ¥ un ensemble algébrique irréductible de I’espace affine p-adique
Q) et & (V') I'anneau des fonctions ¥ — Q, qui sont continues (pour la topologie
p-adique) et définissables. On s’intéresse a la théorie élémentaire des anneaux
quotients €(V)/P ou & est un idéal premier. Le résultat principal est que les
anneaux % (V)/% sont des anneaux locaux henséliens qui sont intégralement
clos, dont le corps des fractions et le corps résiduel sont des corps p-adiquement
clos, et qui sont presque des anneaux de valuation: ils vérifient la propriété Va,
b(a|b?®V bla?), ou x|y désigne la relation de divisibilité habituelle.

Cet article fait suite a [B1] ot nous avions étudié le cas d’une courbe. Les idéaux
maximaux donnent alors des corps p-adiquement clos et les autres idéaux premiers
donnent des modéles d’une méme théorie d’anneau de valuation, a savoir celle
des séries de Puiseux p-adiques. Nous considérons ici la situation en général. Soit
Spec® (V) le spectre premier de Z(V), Q,[V] 'anneau de coordonnées de V' et
Spec, Q,[V'] le spectre p-adique de Q,[V']. Notons que Spec, Q,[X; ..., X,] peut
étre identifié¢ a 'espace de types S!(Q,) de [Pi], et que Spec, Q,[V] est un sous-
espace fermé de Spec, Q,[X1, . . ., X,] de fagon canonique. Notre approche repose
sur un homéomorphisme entre Spec# (V) et Spec, Q,[V], (voir [B1], proposition
3.1). En effet, soit & un idéal premier de (V) et Q, < *Q, une extension
¢élémentaire suffisamment saturée, le point de Spec, Q,[V] correspondant a &
peut étre représenté par un homomorphisme o: Q,[V] — *Q, qui consiste en
I’évaluation en un point non-standard x* € V(*Q,); & est alors le noyau de
’homomorphisme d’évaluation en x*, (V) — *Q, et (V)/P ~{f(x*): f €
#(V)}. On utilise cet isomorphisme pour étudier les anneaux #(V)/ 2.

Dans le §1, on donne quelques propriétés algébriques des fonctions continues
définissables, et on vérifie que les anneaux & (V') sont de dimension finie égale
a la dimension de V' comme variété algébrique. Dans §2 nous rassemblons les
propriétés déja connues de nos anneaux et on montre qu’ils vérifient la propriété
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ANNEAUX DE FONCTIONS p-ADIQUES 485

Vx, y(x|y? V y|x?). Celle-ci entraine que les idéaux premiers sont totalement
ordonnés par 'inclusion et on a des anneaux locaux. On montre que ce sont des
anneaux intégralement clos dans §3. Finalement, dans §4, on donne un exemple
d’un idéal premier non maximal £ tel que & (pr)/ 2 n’est pas un anneau de val-
uation, ce qui montre qu’on n’obtient pas en général la méme théorie élémentaire
que sur les courbes.

Les anneaux du type € (V)/< ont déja été considérés dans le cas réel, i.e. ou
on remplace partout ci-dessus Q, par R. Dickmann (voir [D1], [D2], [D3]) a
établi des résultats pour les variétés affines réelles. Ce sont aussi des exemples
particuliers des anneaux réels clos de N. Schwartz (voir [Sc]). Notre approche
s’applique aussi au cas réel, avec des résultats analogues. Nous croyons que nos
résultats nous ameénent essentiellement au méme point que dans le cas réel.

Soit S C Q% un ensemble définissable et #(S) I'anneau analogue a (V). La
plupart des résultats ci-dessous s’appliquent aussi aux anneaux € (S)/< ou S est
localement fermé, pour lesquels on a un homéomorphisme entre Spec @ (S) et un
sous-ensemble S (voir ci-dessous) de Spec, Q,[X1, . - ., Xa] (voir [B1], corollaire
3.4). Le cas des variétés affines V' se raméne au cas de Q; lui-méme, par un
théoréme d’extension a la Tietze-Urysohn qui assure que si F C Q, est un fermé
définissable alors I’lhomomorphisme de restriction &(Q;) — % (F) est surjectif.
En effet, par le théoréme 5.5 de [Ha] il existe un ouvert U O F et une rétraction
continue et définissable r: U — F, et par le théoreme 5.4 de [Ha] il existe des
fonctions o,y € Z(Q,) telles que ¢ + y = 1, p|U° = 0 et y|F = 0; ainsi
f € &(F) est la restriction de pg + y € €(Q}), ot g = f or. Un tel théoréme
existe dans le cas réel (voir [BCR], proposition 2.6.9). Une réduction plus fine
serait une “paramétrisation définissable” comme la proposition 3.2 de [B1]: e.g., si
d = dim V, alors il existe un idéal premier & de %(QZ) tel que %(Qz)/@ ~&(V)/
P,

Nous utilisons la notation et la terminologie de [B1] auquel nous renvoyons.
Rappelons-en toutefois quelques éléments. Anneau sera synonyme d’anneau uni-
taire commutatif et définissable sera synonyme de définissables avec parameétres
dans le langage des anneaux. On utilise les prédicats auxiliaires suivants avec
Iinterprétation indiquée dans les anneaux: R,(x), n > 1, R,(x) « Jy(xy" =1);
Py(x), Po(x), n 22, Py(x) & Iy(y" = x), P,(x) & x # 0A Py(x); D(x, ),
T(x,¥), D(x,y) < Ri(x) A Re(x® + py*), T(x,») < x # 0 A P,(x* + py®), ou
e=3,sip=2,e6=2sinon. Pourn >2, A, ={Ap" :0<r<n 1<1<
p**1, (A, p) =1, n=mp', (m, p) = 1}. On désigne par v, la valuation p-adique
dans les corps p-adiquement clos. On sait que v,(x) < v,(y) < Y(x, ).

Nous utilisons aussi la notation suivante. Dans un espace spectral (i.e. homéo-
morphe au spectre premier d’un anneau), on dit qu’un point f est une spécialisation
d’un point « si B appartient a 'adhérence de {a}. La relation de spécialisation
définit un ordre partiel sur les points: « < f si et seulement si £ est une spécialisa-
tion de . La longueur d’une chaine de spécialisations oy < o) <--- < ¢, estn. La
dimension (combinatoire) d’un espace spectral est le supremum des longueurs de
chaine de spécialisations. Ainsi la dimension d’un anneau est égale a la dimension
de son spectre premier comme espace spectral. Tout ensemble définissable S C Q7
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486 LUC BELAIR

induit un sous-ensemble S C Spec, Q[ X1, ..., Xu] tel que S C S par l'inclusion
canonique Q) < Spec, Q,[X1, ..., X,] (voir [B1] §0). Soit 4 un anneau et €
Spec, 4, on associe a « I'idéal premier Pla)={acA:ac(pla)l}, oupla)est
la formule (a =0), et [(a)] le sous-ensemble de Spec, 4 associé & la formule ¢ (a)
(voir [B1], §0). On note Q, le complété de la cloture algébrique de Q, pour la
valuation p-adique, |x|, la norme p-adique sur Q, normalisée telle que |p|, = p~*,
et v la valuation de Q, (voir e.g. [Am]). Pour a € Q, et 6 € R, 6 > 0, on pose
Bg(a,6) = {x € Q, :|x —al|, <d}, et pour un corps intermédiaire Q, C K C Q,
on pose Bg(a,d) = Bg(a,8) N K, en particulier on pose B(a,d) = Ba(a,0) NQ,.
On fixe Q, < *Q, une extension élémentaire suffisamment saturée.
Je remercie D. Barsky pour ses indications sur le polygone de Newton.

§1. Fonctions continues définissables. Les fonctions p-adiques définissables ont
été étudiées plus précisément avec les théoremes de décomposition cellulaire ou
cylindrique p-adique (voir [De2] et [SV]). Nous nous limitons ici a rassembler
quelques propriétés algébriques des fonctions continues. On suit d’abord 'exposé
de Dickmann sur les fonctions réelles (voir [D2], §9).

C’est une conséquence du théoréme d’élimination de Macintyre que les fonc-
tions définissables p-adiques sont algébriques. A cause du manque de connexité de
Qp, une fonction continue algébrique, méme sur un ouvert, n’est pas nécessaire-
ment définissable contrairement a la situation dans le contexte de R; elle est par
contre localement définissable.

ProPosITION 1.1. Soit f: S — Q, une fonction sur un sous-ensemble définissable
S de Q5.

(1) Si f est définissable alors f est une fonction algébrique, i.e. il existe F(X, Y)
€ Q,[X, Y] tel que F(x, f(x)) = 0, pour tout x € S.

(2) Si f est continue et algébrique, alors tout x € S posséde un voisinage ouvert
U tel que la restriction f|yns est définissable:

DEMONSTRATION. (1). Voir [SV], lemme 1.2.

(2) Soit F(X, Y) un polyndme sur Q, tel que pour tout x € S ona F(x, f(x)) =
0. Par le lemme 1.1 de [SV] il existe une partition de S en un nombre fini
d’ensembles définissables T tel que pour tout x € T, il existe un voisinage ouvert
U et des fonctions continues définissables Fi, ..., Fy : T NU — Q,, qui donnent
les racines (distinctes) de F dans Q,. Par continuité, f doit coincider avec I'un
des F; sur un voisinage ouvert Uy C U de x. [ |

Sur un ouvert définissable U C @7, une fonction algébrique f posséde un
polyndme minimal. En effet I'idéal I, = {F € Q,[X, Y]: pour tout x € U,
F(x, f(x)) =0} est principal (voir [D2], proposition 9.3) et on prend un générateur
dont le plus grand commun diviseur des coefficients est 1. Un polyndéme minimal
est un polyndome de plus petit degré en Y dans I, et est essentiellement unique,
mais pas nécessairement irréductible. Par exemple, soitn > 2 fixéetey,...,e €N
un systéme exact et complet de représentants des translatés du groupe multiplicatif
P;, des puissances n-iémes de Q. Soit 7 la fonction défini par 7(0) =0 et 7(x) =¢;
si x € ; P, et soit 6(x) = xt(x). Alors é € #(Q,) et son polyndome minimal est
(Y —e;X)--- (Y — e X). Cependant on a
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ANNEAUX DE FONCTIONS p-ADIQUES 487

ProposiTION 1.2 (cf. [BR], proposition 8.13.15). Soit U C Q) un ouvert définiss-
able, f € €(V), F un polynéme minimal de f, et F = F --- Fy la décomposition
de F en facteurs irréductibles dans Q,[X, Y]. Alors on a

(1) Les F; sont distincts.

(2) Soit Q; = F/F; et U; = {x € U : Fi(x, f(x)) # 0}, alors les U; sont des
ouverts disjoints non vides et pour tout x € U;, Qi(x, f(x)) = 0.

(3) U; U; est dense dans U.

DEMONSTRATION. (1) et (2) découlent de la minimalité de F. Pour (3), sup-
posons que U \ | J; U; contienne un ouvert non vide W. Soit f la restriction
de f a W, G un polynome minimal de f, et @ un facteur irréductible de G.
Or, pour tout i on a F;(x, f(x)) =0 sur W. Ainsi on a F; € (Q) pour tout i,
ce qui est absurde puisque les F; sont irréductibles et distincts. |

De fagon semblable au cas réel, les fonctions p-adiques continues et définissables
d’une variable possédent un développement en série de Puiseux (voir [SV], lemme
2.5). Nous avons déja exploité ce phénoméne pour étudier & (Q,)/ % (voir [BI]).
Elles satisfont aussi une inégalité de Lojasiewicz (voir [BS], théoréme 2.5) qui est
a la base ’homéomorphisme entre Spec €(V) et Spec, Q,[V]. Une conséquence
de cet homéomorphisme est que les anneaux Z (V') sont de dimension finie égale
a celle de V' comme variété algébrique, puisqu’il en est ainsi de la dimension de
Spec, Q,[V'] comme espace spectral. Ces faits sont bien connus dans le cas réel
(voir [CR], §8) et I'analogue p-adique se démontre de fagon semblable. Nous
esquissons ici la preuve qui couvre le cas plus général des ensembles définissables.

DErNITION 1.3 (cf. [CR], §8). Soit S C Q) un ensemble définissable et x € S.
La dimension p-adique de S en x, notée dim,(S, x), est définie comme étant le
supremum des longueurs de chaines de spécialisations de points de S se termi-
nant en x. La dimension p-adique de S, notée dim, S, est le supremum des
dim,(S,x) pour x € S. Notons que si S = V est une variété affine, alors
dim, V' = dim Spec, Q,[V'].

LEMME 1.4. Soit A un anneau, alors toute chaine de spécialisations, de Spec, A
induit une chaine de spécialisations d’idéaux premiers de A de la méme longueur.
Ainsi dim Spec, 4 < dim Spec 4 = dim 4.

DEMONSTRATION. On associe a o € Spec, 4 I'idéal premier 2 (), et il est clair
que si « < B, alors #(a) C P(B). 1l suffit donc de voir que si o« < f alors
P(a) C P(B). Supposons a < B et P(a) = P(B). Par hypothése il existe un
ouvert du type D,(a), pour un n > 2 et a € 4, tel que o € D,(a) et f ¢ D,(a).
Mais B € D(a) puisque L(a) = P(B). Alors il existe e € A, tel que P,(e) n’est
pas vrai dans Q, et f € D,(ea). Mais ceci entraine o € D,(ae) car a < f, ce
qui est absurde puisque D,(a) N D,(ea) = @. [ ]

Une conséquence immédiate de ce lemme est que dim, S < dimS”, ou 5~ est

la fermeture de Zariski de S dans Q) et dim 57 est la dimension au sens de la
géométrie algébrique.

LemME 1.5 (cf. [CR], proposition 7.5). Pour tout x dans Q*, n il y a dans
Spec, Qp[X1,. .., X,] une chaine de spécialisations de longueur n et se terminant
en x. Ainsi dim Specp Q,[X1,...,X,] =dim, Q; =n.

DEMONSTRATION. Soit x* un point non standard tel que Zv,(x; — x,) >
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488 LUC BELAIR

Zvp(xf_y — Xn_1) > oo > Zvp(xf — x1) > vp(Q,), et soit ag le point de
Spec, Q[ X1, . . ., X,] induit par x*. Soit o; le point de Spec, Q[ X1, ..., X,] induit
par (X}, ..., X} i, Xn—i+1,...,%Xn). Alors o, s’identifiea xetap <o <--- <@, =
x est une chaine de spécialisations de longueur n. D’autre part on sait déja que
dim Spec, Q,[X1, ..., Xx] < dimQ,[Xi,..., X,] =n. [ |

REMARQUE 1.6. Ce lemme s’applique a tout ouvert définissable U C Q), avec
une chaine de spécialisations dans U.

ProposITION 1.7 (cf. [CR], proposition 8.11, et [SV], théoréme 3.4). Soit S C
Q7 un ensemble définissable non vide, et d la dimension de la fermeture de Zariski
de S dans Q' au sens de la géométrie algébrique. Alors d = dim,, S.

DEMONSTRATION. Par le lemme 1.4 on peut supposer d > 1. Il reste a voir

que d < dim, S. Soit §Z = Vi U---U Vg, ou les V; sont irréductibles. Alors

N V,Z = V;, et on peut supposer que S% = V est irréductible. On peut exprimer
S sous la forme d’une réunion d’ensembles S|, ..., S; dela forme S; = Z(f;)NU;,
ou f; est un polynéme et U; un ouvert définissable. Puisque V' est irréductible,

on doit avoir §,-Z = V pour un certain i, disons flz = V. Alors V C Z(f)) car
la fermeture de Zariski est monotone et Z(f1) un fermé de Zariski. Ainsi on a
z€S o ze V & z € Uy. Puisque le lieu singulier de 7 est un sous-ensemble
algébrique propre de ¥, S| n’y est pas inclus et contient un point non singulier y (cf.
[BCR], proposition 3.3.13). Par le critére jacobien (voir [BCR], définition 3.3.1)
et le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage définissable ouvert de
y dans V, qui est homéomorphe par un homéomorphisme définissable 4 un ouvert
définissable de Qf,. Par la remarque 1.6, on obtient une chaine de spécialisations
dans Spec, Q,[V] de longueur d et se terminant en y. Puisque y € S est ouvert

dans V, S; est aussi ouvert dans Spec, Q,[V] (voir, par exemple, [B1], corollaire

3.6) et cette chaine de spécialisations doit se trouver dans S}, d’ot dim ,(S1,y) > d,
et donc dim,(S,y) > d. [

La dimension p-adique dim, S coincide donc avec celle introduite dans [SV]
(cf. théoréme 3.4; voir aussi [VD]).

§2. Anneaux p-adiques. Dans Ce paragraphe nous rassemblons quelques pro-
priétés des anneaux #(V)/%. Considérons & (V)/P, x* € V(*Q,) un point
non-standard correspondant a P et A = {f(x*): f €€ (V)} ~&(V)/P.

ProPOSITION 2.1. (a) ([Bl], lemme 3.9) Soit n > 2, a € A tel que a # 0 et
*Q, E P,(a), alors A E P;/(a).

(b) ([B1], corollaire 3.10) Pour tout n >2, Ak a#0—\ ., 3b(a =eb").

(c) ([B1], lemme 3.11) Soit a; € A tels que v,(a1) =0 et v,(a;) > v,(p), pour
j > 1. Alors il existe y € A tel que y" +aiy" ' +---+a, =0et v,(y) =0.

(d) ([B1], corollaire 3.12) Si & est maximal alors €(V)/P est un corps p-
adiquement clos.

(€) Le corps des fractions de A est p-adiquement clos.

DEMONSTRATION. (e). Le corps des fractions de &(V)/ <% est canoniquement
isomorphe au corps résiduel du localisé € (V) x, et par le corollaire 3.3 de [Pi] ce
dernier est un corps p-adiquement clos. |
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ANNEAUX DE FONCTIONS p-ADIQUES 489

On peut donner un argument direct pour montrer que le corps résiduel du lo-
calisé & (V) est p-adiquement clos, et donc aussi le corps des fractions de (V') /
. Nous I'esquissons ici; il met en relief un lien plus étroit entre Spec, Q,[V] et
Spec (V).

LemMME 2.2 (cf. [CC], §3). Soit f € €(V) et U = {x € V; f(x) # 0}, alors
& (U) est isomorphe au localisé € (V).

DEMONSTRATION. Par la proposition 3.3 de [B1], on a pour tout g € (U) un
entier N tel que la fonction fV - g prolongée par 0 appartienne a (V). Ceci
assure que I’homomorphisme naturel (V) — &(U) est surjectif. Il est injectif
puisque son noyau est I’idéal des fonctions g tel que f - g =0. |

Ce lemme entraine que I’espace annelé (Specp Q,[V],82), ou €Z est le fais-
ceau des fonctions continues définissables, est isomorphe au schéma affine de
I’anneau & (V'), comme dans le cas réel (voir [CC], §3).

Dans [B1] nous introduisions la théorie ALpC qui axiomatise les anneaux lo-
caux henséliens dont le corps résiduel est p-adiquement clos. Par commodité nous
la reproduisons ici, c’est la théorie d’anneau formée des axiomes suivants:

(1.0) axiomes d’anneau;

i1)0=1—1;
i2) Ri(x +y) — Ri(x) V Ri(y);

(i

(

(i.3) Ru(x) = Ri(x — y) V Ru(y);

(ii.1) D(x,y) < Ri(x) A R, (x® + py®), e =3,si p =2, ¢ = 2, sinon;
(ii.2) U(x) & D(x,1) AD(1, x);

(ii.3) Ri(x) — D(x,y) VvV D(y,x);

(ii.4) D(x,y) AD(y,z) — D(x,z);

(ii.5) D(x,y) AD(x',y") — D(xx', yy');
(ii.6) D(x,y) /\D(x y') = D(x,y +y");
(iii.1) D(p,1) =L

(iii.2) D(1,x) — \/{D(p,x —-i):0<i<pl;
(iii.3) D(x,1) v D(p, x);

(iii.4,) Ri(x) — \/{R (ex);e € An};

(ivn) /\{U(xl) D(p,x;):1<j<n} =3Iy +x1y" '+ +x,=0AU(y)).

PROPOSITION 2.3. On a €(V)e E ALpC, en particulier son corps résiduel est
p-adiquement clos.

DEMONSTRATION. Par le lemme précédent on a (V) ~ llmx*EU Z(U;), ou

les U; sont les ouverts définissables de V' qui contiennent x* Verlﬁons I’axiome
(1.3). Soit B = lim¢y,&(U;), x,y € B, représentés disons par f,g € €(U;)

respectivement, tel que B F R, (x). Alorsil existe U; C U; et h € €(U;) tel que sur
U;, f =h" et f est non nul; en particulier comme x* € U;, ona f(x*) = h(x*)".
Si g(x*) # f(x*) alors x* appartient a Pouvert {x € U; : g(x) # f(x)} et on
a B E Ri(x — y). Sinon, alors g(x*) = h(x*)" # 0 et x* appartient a 'ouvert
U= {x e U;: P,(g(x))}. En utilisant par exemple les fonctions de Skolem
explicites de [Del], on peut définir une fonction { : U — Q, continue et définissable
telle que pour tout x € U, g(x) =¢(x)" #0, d’ou BF R, (y). Les axiomes (ii) et (iii)
se traitent de fagon similaire. Pour (iv,), soit a; représenté par f; € €(U;) tel que
pour tout x € U; on ait v, (f1(x)) =0etv,(f;(x)) >0, pour j > 1. Alors pour tout
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490 LUC BELAIR

x € U; il existe un seul et unique y € Q, tel que y" + f1(x)y"* +-+ -+ f,(x) =0
et v,(y) = 0. Ceci définit une fonction { : U; — Q,, et on vérifie facilement
que l'unicité en question et la compacité de Z, entraine que { est continue. Ainsi
{ € @(U;) et le germe de ¢ donne la racine cherchée. [ |

LEMME 2.4. Ona AE Y(x,y) A Ri(x) < D(x,y).

DEMONSTRATION. (—) Supposons Y(x,y) et x inversible. Il suffit de vérifier
que x® + py® est inversible. Mais sinon, alors x® + py® € ., pour un certain
idéal maximal .#, et on aurait x* = —py* et x # 0 modulo .#, ce qui contredirait
I’existence d’une valuation p-adique sur 4/.# puisque A/.# est p-adiquement clos
(proposition 2.1 (d)). [ |

DErINITION 2.5. Soit ApC la théorie d’anneau obtenue de ALpC en supprimant
(1.2), (i.3) et en remplagant partout dans les autres axiomes D(x, y) par Y(x, y),
et Ri(x) par x # 0.

LEMME 2.6. Ona A F ApC.

DEMONSTRATION. On sait que *Q, F ApC ([Bl], lemme 1.4). D’autre part,
apres traduction, les axiomes (i), (ii), (iii) de ApC sont universels en termes des
prédicats P,. Le résultat découle donc directement de la proposition 2.1. |

LEMME 2.7. Ona AE Y(x,1) — R;(x).

DEMONSTRATION. Supposons x,z € 4, x # 0 tels que x* + p = z%. Or on
a toujours que z® — p est inversible dans 4, sinon z¢ — p € .# pour un certain
idéal maximal .# et on obtient une contradiction comme ci-dessus en passant au
quotient modulo . Ainsi x¢ + p — p = x® est inversible et x est inversible. W

La derniére propriété que nous mettons en évidence est analogue a la propriété
0 < y < x — x|y? des anneaux réels clos de N. Schwartz. Nous avons d’abord
besoin de ’observation suivante. Fixons un ordre (arbitraire) sur les translatés du
sous-groupe multiplicatif P?, ou t =2, si p=2, 1= p— 1, sinon. Pour x,y € Q,,
on définit les fonctions suivantes.

x, si x =y,
X, si v(x) <v(y)etx#0,
inf(x,y) =< y, si v(y)<v(x)ety#0,
z, si x #yetv(x)=v(y), ol z=x ou y selon que

*3% ou 5= appartienne au plus petit translaté de Py,

X, sl x =y,
X, si v(x)>v(y)ety#0,
sup(x,y) =< y, si v(y) >v(x)etx#0,
z, si x # yetv(x)=v(y), o z=x ou y selon que

5% ou 5= appartienne au plus grand translaté de P?.

Par la preuve du lemme 7.1 de [Del] sur les fonctions de Skolem définissables, les
fonctions inf et sup sont bien définies. On vérifie directement qu’elles appartien-
nent a #(Q3).

LEMME 2.8. Ona A F Y(a,b) — a|b®.

DEMONSTRATION. Soit a,b € A, a = f(x*), b = g(x*), alors f1(x) =
inf(f(x),g(x)) et g1(x) = sup(f(x),g(x)) appartiennent a (V). Prenons un
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ordre sur les translatés de P? de sorte que f1(x*) = f(x*) et gi(x*) = g(x*).
D’autre part, on note que pour tout x € ¥ ona v, (f(x)) <v,(gi(x)), si f1(x) #0,
et f1(x) = 0 entraine g(x) = 0. Il s’ensuit que la fonction h = g7 /! prolongée
par 0 sur Z(f) appartient a Z(V), et g1(x)> = h(x) f1(x), pour tout x € V.
Posant ¢ = 4(x*), on obtient b = ca. [ |

COROLLAIRE 2.9. (1) On a A E Va,b(a|b?V b|a?).

(2) Les idéaux premiers de A sont linéairement ordonnés par linclusion.

(3) A4 est un anneau local.

DEMONSTRATION. (1). Par le lemme 2.6 on a Y(a,b) ou Y(b,a), pour tout
a,be A, a#0. [ ]

REMARQUE 2.10. Soit f,g € (V) et f,5 les éléments correspondants dans
#(V)/2. La preuve du lemme 2.8 indique que T(f, Z) si et seulement si il existe
f1,81€€(V)telque f = f1mod #,g =gy mod Z et pourtoutx € ¥, v,(f1(x)) <
v,(g1(x)). On se rapproche donc de la structure naturelle d’anneau réticulé de
Z(V) du cas réel.

Le corollaire 2.9(2) entraine que dans ’anneau & (V') les idéaux premiers qui
contiennent un idéal premier donné sont totalement ordonnés par I'inclusion.
D’ou le résultat suivant, qui en donne la traduction topologique dans Spec Z(V'),
qui se transmet a Spec, Q,[V].

COROLLAIRE 2.11. Dans Spec € (V') et Spec » Qo[ V], les spécialisations d'un point
forment une chaine totalement ordonnée. En particulier, Spec & (V') et Spec, Q,[V']
sont des espaces spectraux normaux, i.e. ou l'adhérence d’un point contient un unique
point fermé.

REMARQUE 2.12. La propriété de Spec, Q,[}'] mise en évidence dans le corol-
laire précédent est une propriété générale des spectres réels inhérente a la notion
d’ordre (voir [CR], proposition 2.1). C’est aussi une propriété générale des spec-
tres p-adiques, i.e. dans le spectre p-adique d’un anneau, les spécialisations d’un
point forment une chaine totalement ordonnée. En effet, soit B un anneau et
a, B,y € Spec,, B tel que o < B et o < y. Supposons que ni f ni y ne soient une
spécialisation ’'un de l'autre. Alors il existe b, ¢ € B et des formules ¢ (x), w(y)
qui définissent des fermés, tel que S € [¢(b)], y ¢ [p(B)], y € [w(c)] et B & [w(e)].
Par le lemme 3.8 de [B1], il existe des fonctions continues définissables f (x), g(y)
tel que € [f(b) = 0], y € [f(b) # 0], y € [g(c) = 0], p € [g(e) # 0]. On
a alors a € [f(b) # 0 & g(c) # 0], d’ou & € [Y(f(b),g(c)) vV X(g(c), £(B))] et
ainsi a € [Y(f(b),g(c))] ou & € [Y(g(e), f(B))]. Sia € [T(f(b),g(c))], alors
B € [XY(f(b),g(c))], puisque @ < fB, mais comme B € [f(b) = 0] on obtient
B € [g(e) = 0], ce qui est absurde. De méme si o € [T (g(e), £ (b))]. [ ]

ProOPOSITION 2.13. Ona A E ALpC.

DEMONSTRATION. Les axiomes (i.0)—(i.2) disent qu’on a un anneau local. Véri-
fions (i.3). Soit x,y € A tel que x est inversible et x — y n’est pas inversible, et
b € A tel que x =b". Alors y est inversibleetona c € 4 et e € A, tel que y = ec”
(proposition 1.1), d’ou b" = ec” modulo I'idéal maximal .# de 4. Comme A4/
A est p-adiquement clos on doit avoir e = {” pour un certain { € Q,, et ainsi
y = ({c)". Les autres axiomes découlent des lemmes 2.6 et 2.4 et de leur forme
particuliére. Par exemple I'axiome (ii.5): par les lemmes 2.6 et 2.4 on se raméne
a voir que si x et x’ sont inversibles alors xx’ I’est aussi, ce qui est bien le cas.
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Dans [B1] (définition 2.1) nous introduisions la théorie AIpC qui est un ana-
logue p-adique des anneaux réels clos de Cherlin et Dickmann (voir [CD]). Précisé-
ment, AIpC est la théorie d’anneau de valuation non triviale obtenue de ALpC
en demandant en plus que chaque entier soit inversible et en remplagant ’axiome
(iii.4,) par x # 0 — \/,c,, 3y(x = ey”). Par la proposition 2.1 et le corollaire 2.9,
A est un anneau de valuation si et seulement si c’est un modéle de AIpC. Voici
la propriété de AIpC qui fera défaut dans notre exemple au §4.

LEMME 2.14. On a AIpCE YT(x,y) — x|y.

DEMONSTRATION. Soit 4 F AlpCet x,y € A, x # 0, tel que Y(x,y). On peut
supposer y #0. Ona x~'y € 4 ou xy~! € 4. On sait d’autre part que Y définit
la relation de divisibilité d’une valuation p-adique sur A4, qui se prolonge de fagon
unique & son corps des fractions ([B1], proposition 2.4). Si x~!y € 4, on a fini.
Si xy~! € A, alors en passant par le corps des fractions on tire de Y(x,y) que
T(xy~1,1); par le lemme 2.7, xy~! est inversible, i.e. x~1y € 4. [ ]

Cette propriété est analogue a la propriété 0 < y < x — x|y des anneaux réels
clos de Cherlin et Dickmann. Rappelons que ceux-ci peuvent étre axiomatisés
par cette propriété et le fait que tout élément positif soit un carré et que tout
polynome unitaire de degré impair ait une racine. De fagon semblable, on obtient
une axiomatisation équivalente de AIpC en ajoutant ’axiome Y(x,y) — x|y a la
théorie précédente ApC (AIpC E ApC, cf. preuve du lemme 2.14). Cette remarque
équivaut a la proposition 2.5 de [B1].

§3. Intégralement clos. On montre maintenant que les anneaux % (V)/% sont
intégralement clos. Illustrons la structure de la preuve en considérant le cas réel.
Comme nous I’avons déja mentionné, notre approche s’applique aussi aux anneaux
#(V)/% ou on remplace partout Q, par R. Soit donc £ un idéal de fonctions
réelles, R < *R une extension élémentaire suffisamment saturée, x* € V(*R) un
point non-standard de ¥ correspondanta &, et soit 4 = { f (x*): f €€ (V)}. Soit
FX)=X"+g1(x*)X" 1 4... +g,(x*), g:(x*) € 4, il faut voir que toute racine
de F appartenant au corps des fractions de A4 se trouve déja dans 4. Considérons
F(X,x)=X"+g1(x)X" 1 +...4 g, (x) comme fonction de R x R” dans R et soit
les fonctions p; : R" — R, i =1,...,m, ou les p;(a) désignent les parties réelles des
racines complexes du polyndme F (X, a) compte tenu de la multiplicité et rangées
en ordre croissant i.e. p;(a) < py(a) < -+ < p,,(a). On sait par le théoréme de
Rouché que les p; sont des fonctions continues ([GJ], §13.3, p. 174) et on note
qu’elles sont aussi définissables (e.g. voir [D1]). Comme R < *R, on obtient que les
racines de F(X) dans *R sont toutes parmi p1(x*),..., p,.(x*) € 4, ce qui établit
le résultat. Pour transposer cet argument au cas p-adique on vérifie ci-dessous
(1) qu’on dispose d’une fonction «partie p-adique» sur une partie adéquate de la
cloture algébrique de Q,, (2) que cette «partie p-adique» permet d’obtenir des p;
qui sont bien des fonctions définissables, et (3) que ces p; sont bien des fonctions
continues; les points (1) et (2) ont déja été mis en évidence par Denef ([Del],
preuve du lemme 7.2) et (3) s’obtient de la théorie du polygone de Newton dans
Q, qui donne un analogue du théoréeme de Rouché.

3.1. Avec la méme notation que ci-dessus mais de retour au cas p-adique, soit
F(X) = X" +g@(x*) X" 1 -+ gnu(x*), gi(x*) € 4, et F(X,x) = X" +
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g(x)X"~ ! + .- + g, (x) vu comme fonction de Q, x Q% dans Q,. Comme
m est fixé et que Q, n’a qu’un nombre fini d’extensions d’un degré donné dans
une cloture algébrique, il existe une extension finie K/Q, telle que K contienne
les racines de tout polyndme de degré m sur Q,. Fixant un tel K et une base
&1 =1,&,...,¢4 de K sur Q, on obtient une fonction «partie p-adique» p : K —
Qp, p(EA;&;) = Ay, et pour tout x € Q}, K contient les racines de F (X, x).

3.2. Soit G(X,x) = X" + x; X"~! 4+ .-+ + x,, le polyndme unitaire générique
de degré m en X. Notons qu’en interprétant K dans Qi a l'aide de la base
&1,...,¢4, les ensembles suivants sont des sous-ensembles définissables de Q’;’“ :
S ={(x,y) e Q*' : y = p(&) pour un certain & € K tel que G(&,x) = 0} et
Sy ={(x,y) € QZ’“ : y = p(&) pour exactement k racines ¢ € K, G(&,x) =0,
compte tenu de la multiplicité}, k =1,...,m. En utilisant les fonctions de Skolem
explicites de Denef ([Del], lemme 7.1) on obtient une fonction définissable p; :
Qy — Q, telle que pour tout a € Q, (a,pi(a)) € S. Considérant maintenant
8@ ={(x,y) €eQu*':(x,y) € Sety # pi(x)} on obtient une fonction définissable
p2: Q) — Q, tel que pour tout a € Q7', ou bien py(a) = pi(a), si (a, p1(a)) € Sk
pour un certain k > 2, ou bien (a, py(a)) € S@. Continuant ce procédé on obtient

inductivement des fonctions définissables py, ..., p, : Q';’ — Q, tel que pour tout
ac Q) onait {ycQ,:(ay)eS}={pla), .., pna)} et pour (ay) e S et
t=min{i:y = p;(a)}, ona p,(a) = p11(a) = - = pryr_1(a) et p;(a) # p:(a), i #

t,t +1,...,t + k — 1. Les fonctions définissables r;(x) = p;(g1(x),...,gm(x))
donnent alors les «parties p-adiques» des racines du polynéme F (X, x) comme
fonctions de x et compte tenu de la mutiplicité.

3.3. 1l suffit maintenant de voir que les fonctions p; sont aussi continues. Soit
acQyetry,...,r, les valeurs distinctes parmi p(a), .. ., pm(a) tel que r; = p;,(a)
avec i1 < iy < --- < Iy, et soit W; une boule centrée en r;. On peut supposer les
W; disjoints. II suffit de trouver un voisinage U de a tel que pour tout b € U,
si px(a) = r; alors pi(b) € W;. Travaillons dans K. Pour j = 1,...,h, soit
I'; C K une réunion de boules disjointes tel que p(I';) C W; et que I'; contienne
toutes les racines o de G (X, a) tel que p(a) = r; avec une seule racine par boule.
On peut trouver de tels I'; en utilisant une base séparante de K/Q, i.e. tel que
v(x1&1 + -+ +x4&4) = minv(x;&;)(e.g. voir [Del], preuve du lemme 7.2, pp. 15—
16). On peut supposer les boules de la forme B(&,g), ou ¢ € Q. Pour b € Qy et
q€Q, et éeK,soit

G(X,b) = (X = &)" + b, (X =&)" "+ +b{(X — &) + b
et posons:
v(Gp, q) = inf{v(b}) +ig : 0 <i < m},
N(Gs, q) = sup{i : v(b;) + ig = v(Gy, q)}.

Citons un cas particulier de la théorie du polygone de Newton qui permet de
compter les racines d’un polynéme dans une boule, compte tenu de la multiplicité.
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LemMme 3.3.1 (cf. [Am], corollaire 4.5.5). Soit B=B({,q), (€K, g€Q, g#0,
soithe Q) et Z={z € K:G(z,b) =0et z € B}, et pour z € Z soit u(z) la
multiplicité de z comme zéro de G(X,b). Alors Z,c4u(z) = N(Gs,q).

D’autre part on voit qu’il existe un voisinage U de a tel que pour tout b € U
et chaque boule B(&, g) apparaissant dans un des I'; on ait N(Gj,q) = N(G,, q).
Par le lemme 3.3.1 on a que pour tout b € U, T'; contient autant de racines de
G(X,b) que de G(X,a) compte tenu de la multiplicité. A ce stade-ci on sait que
pour tout b € U, {pi(b),...,pm(b)} C U ; Wj, et que chaque W; contient le
nombre adéquat d’éléments de {y : (b,y) € S} compte tenu de la multiplicité.
Par exemple si r; est “partie p-adique” d’une seule racine et que cette racine est
de multiplicité 5 alors W peut contenir disons deux éléments mais la somme des
multiplicités des racines correspondantes est 5. Or il y a une certaine continuité
dans le procédé explicite de Denef pour prélever un élément d’un ensemble fini
de cardinalité au plus m. Désignons par Sk le procédé de Denef et par Sk(E)
’é1ément prélevé dans I’ensemble fini E avec card(E) < m (voir [Del], preuve du
lemme 7.1).

LEMME 3.3.2. Soit E; = {y1,...,ys} C Qp, fixé, 1 < s < m. Il existe § € R,
6> 0, tel que 6 < inf{|yx — y1|,: k # I} et pour tout ensemble E, = {z\,...,z},
1<t<m,siE;Cl; B(y;,6) et Sk(E\) = y; alors Sk(E;) € B(y;,9).

DEMONSTRATION. Dans le procédé Sk le choix d’un élément se fait en passant
successivement a des ensembles de cardinalité plus petite pour se réduire 4 un
singleton. A une étape ou I’on fait diminuer la cardinalité, on choisit des éléments
de valuation minimale ou des éléments appartenant a un translaté minimal de P;
pour un ordre fixé (arbitraire) des translatés et k > 2 qui dépend de m seulement.
Ce choix se fait parmi les éléments disons w; dont on dispose si leur moyenne
w est nulle, sinon on effectue ce choix parmi les w; — w et on choisit les w;
correspondants. Iy a quatre cas de figure: (1) pour tout j, w; #0 et w; —w # 0;
(2) pour tout j, w; # 0 maisilya un j (nécessairement unique) tel que w; —w = 0;
(3)ilyaun j (nécessairement unique) tel que w; = 0 mais pour tout j, w; —w # 0;
(4) ily a un j tel que w; =0 et un k tel que wy — @ = 0. Alors il existe 6’ > 0
tel que ¢’ < inf{|wx —wy| : k # I} et pour tous zj,...,z, 1 <t < m, distincts
tels que {z1,...,z.} C U, B(w;,d’) on a:

Cas (1). |zi —wj| <&’ entraine v(z;) = v(w;), v(z; — Z) = v(w; — W), z 'wj_1 €
P, et (z; — z)(w; — w)~' € P;. On choisit alors les w;, ou les w; — w, de
valuation minimale ou appartenant a un translaté minimal de P; et on obtient
un singleton ou un ensemble de cardinalité plus petite (voir Denef, ibid.) et les
propriétés des z; assurent que z; est choisi parmi z,. ..,z par le méme procédé
deés que |z; — w,|, <J’ et que w; est choisi.

Cas (2). Disons w; — w = 0, alors |z; — w;|, < &' entraine v(z;) = v(w;),
v(zi—Z)=v(w;—w)sij#1,etv(z; —z) >max{v(w),v(w;),v(w; —w):j#1}.
Alors on choisit les w;, ou les w; — w, de valuation minimale et on obtient un
singleton ou un ensemble de cardinalité plus petite, et les propriétés des z; assurent
la méme conclusion que dans le cas (1). Les cas (3) et (4) se traitent de fagon
semblable.

En considérant toutes les configurations possibles pour le nombre d’éléments
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< m et chaque étape du procédé Sk pour faire diminuer la cardinalité, il s’ensuit
quil existe d > 0 tel que d <inf{|yx — yi|, :k #1} etpourtous zy,...,z, 1<t <m,
distincts, si {z1,...,2z} C |J; B(y;,9) alors le procédé Sk préléve en méme temps
z; parmi certains z et y; parmi certains y; dés que |z; — y;|, <d. Par exemple
si & la premiére étape Sk choisit y;, y, parmi E; alors Sk choisira tous les z; tels
que |z; — yj|p, < d, j = 1,2, et seulement ceux-la. Ainsi, de proche en proche,
on atteint le stade ou il ne reste qu’un seul élément de E;, disons y;, et alors
Sk(E;) = y; et tous les z; restants sont tels que z; € B(y;,d). En continuant le
procédé Sk pour E, on obtient bien Sk(E,) € B(y;,9). |

Soit 6 > 0 donné par le lemme pour E = {ry,...,r;} et prenons W; = B(r;,5).
11 s’ensuit que pour tout b € U le prélévement successif des p(f) pour les racines
B de G(X,b), compte tenu de la multiplicité, est adéquat, i.e. si px(a) =r; alors
pr(b) € W;. Par exémple reprenant la configuration suggérée ci-dessus, disons que
r1 est partie p-adique d’une seule racine de multiplicité 5 et que W; contient deux
éléments rj, r} tels que (b,r]) € S et que la somme des multiplicités des racines

correspondant & r] est 4 et & r5 est 1. On a alors pi(a) = -+ = ps(a) = r et
pjla) # ri si j > 5. On sait que pi(b) = r{ ou rj, disons pi(b) = r{. Alors
p1(b) = .-+ = p4(b) et au moment de calculer ps(b) il ne reste que rj pour

s’appareiller & r; dans le calcul de ps(a). On obtient donc ps(b) = r} et on aura
py(b) # 11,7}, pour > 5.

§4. Exemple. On donne ici un exemple d’un idéal premier & de #(Q3) tel que
I’anneau quotient %(Qf,) /& n’est pas un anneau de valuation. Cet exemple en
induit immédiatement d’autres en dimension supérieure, i.e. des idéaux de &(Q})
avec la méme propriété, ce qui montre qu’'on n’obtient pas en général la méme
théorie élémentaire que sur les courbes.

Soit 1 € Q,, A # 0, fixé tel que v,(4) > 0, et soit (pn)nen, (0u)nen, fixés tel
que pn, 0y € Ay et Q, F P (pupm™") et Q, E P; (0,0, "), quand n divise m. Soit
%(x, y) ’ensemble de formules suivantes:

f(x’y)#'_o) Vp(X)ZNl, vp(y)ZNZ: Vp(y_)'x)ZNB:

Vp(x) < Vp(y): Vp(Mxn+1) > Vp((ix - J’)"),
P,'l((/lx" - yxn_l)pn)’ P;;(xa'n):

tel que f € Q,[X,Y], f # 0; n > 2; N|,N,N3, M > 1. Par compacité, cet
ensemble de formules est réalisable dans une extension élémentaire de Q,. Pour
en réaliser un sous-ensemble fini on prend les parameétres n, N;, M assez grands
et un point (x, y) du plan p-adique assez pres de I’origine sur une droite assez
prés de la droite y = Ax, et on utilise que les ensembles P, sont ouverts. Pour
x,y € *Q, on utilise la notation x ~ y pour signifier v,(x — y) > N, pour tout
N eN. Soit x*, y* € Q, qui réalisent Z, i.e. tels que X(x*, y*) est vrai. On a alors
x*,y* algébriquement indépendants sur Q,; x* ~ 0, y* =~ 0; (*1) y*(x*)~! = 4;
pour tout n > 2 et M > 1,(*2) v,(Mx*) > v,((2 — y*(x*)~")"); et pour tout
n>2,P,((A—y*(x*)"pn) et P,(x*a,).
LEMME 4.2. Les conditions =(x, y) axiomatisent le type de (x*,y*) sur Q,.
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D¥EMONSTRATION. 11 suffit de montrer que la sous-structure Q,[x*, y*] de *Q,
dans le langage d’élimination de Macintyre est complétement déterminée. Vérifions
d’abord que la valuation p-adique v, est déterminée. On note qu’un polyndme
f(x*,y*) € Qp[x*,y*] peut s’exprimer comme un polynéme en x* dont les
coefficients sont des polyndmes en A — y*(x*)~! & coefficients dans Q,,
ie. Qy[x*,y*] C (Qu[A — y*(x*)~!])[x*]. Aussi, les conditions x* ~ 0, 4
—p*(x*)" '~ 0etv,(Mx*) > v,((A—y*(x*)~")") déterminent la valuation v, sur
(Qp[4 — y*(x*)~'][x*], & savoir que le semi-groupe de valuation en est Z &
Nv, (4 — p*(x*)~!) ® Nv,(x*) de la fagon naturelle. Plus précisément, soit f €
QX Y], f #0, f = Ya; XY/, etsoit f = fir+ fix1+++ fm OU
fi € Q,[X, Y] est homogene de degré i, alors

i) = (P a0 () 7)) ()

et Yoa;;i—;(y*(x*)~1)=/ peut s’exprimer comme élément de Q,[4 — y*(x*)~'].
D’autre part, soit g € (Q,[4 — y*(x*)~!])[x*], disons g = b, (x*)" + byy1(x*)" ! +
4 b7, ol by € QlA = y*(x*)71], on a v(g) = v(b(x7)) = v(b,) +
tv(x*) par (*2); disons b, = a;(A — y*(x*)71) + as 1 (A — p*(x*)~ 1)+ 4. 4
a(h =y () ), a; € Qp, alors v(b) = vla,(i— y*(x7))) = v(a,) +
sv(A— y*(x*)~!) par (*1). Ceci montre que v, est complétement déterminée sur
(Qp[4 — y*(x*)~'D[x*]. D’autre part les prédicats P, sur Q,[4 — y*(x*)~!] sont
déterminés par la valuation v, et les conditions P,((4 — y*(x*)~!)p,), comme
dans le lemme 2.9 de [B2]. En appliquant de nouveau la discussion du lemme 2.9
de [B2] avec la valuation de (Q,[4 — y*(x*)~!])[x*] et les conditions P,(x*a,), les
prédicats P, sont déterminés sur (Q,[4 — y*(x*)~'])[x*], et donc sur Q,[x*, y*].
|
Soit & I'idéal premier correspondant au point (x*, y*), alors {f (x*,y*): f €
‘E(Qé)} ~ %(Qi) /& n’est pas un anneau de valuation. En effet, sinon il devrait
satisfaire la propriété du lemme 2.14. Or on a v,(x*) < v,(y*). Supposons
f € #(Q3) tel que f(x*,y*)x* = y*; alors f(x*,y*) = y*(x*)~! ~ A et par
continuité f (0,0) = 4. D’autre part, par compacité, il existe un ouvert définissable
U de Q?, donné par un nombre fini de conditions appartenant a X(x, y), tel que
pour tout x,y € U on ait f(x,y) = yx~'. On peut supposer que U est donné
par les conditions suivantes: f(x,y) #0, 0 <v,(x) <v,(y), vp(x) >N, v,(y) >
N, vp(A—yx71) > N, v,(Mx) > v,(A — yx=1)"), P,((A— yx~1)py), P, (xa,),
ou M, N, n sont fixés. Or il existe a € Q,, a #0, a # A, et une suite (x,,, yn) € U
tel que ypx,,! = a et (x,, ym) — (0,0). Mais alors par continuité de f on devrait
avoir f(x,,ym) — a # A, ce qui est absurde.
REMARQUE 4.3. La méme idée donne un exemple semblable pour le cas réel.
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