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RESUME

Dans ce mémoire, nous allons discuter de temps d’occupation pour le mouvement
brownien avec des applications en mathématiques financiéres. Nous fournissons
une introduction compléte a ces sujets ainsi que des preuves qui sont plus détaillées
que ce qu’on peut trouver dans la littérature. Nous allons commencer par fournir
des preuves détaillées des résultats classiques, la deuxiéme loi de larc-sinus de
Lévy pour le mouvement brownien, et la version généralisée d’Akahori (1995)
pour le mouvement brownien arithmétique.

Nous allons ensuite discuter des applications de ces résultats classiques en ma-
thématiques financiéres. Nous allons nous concentrer principalement sur ce qui
est connu comme les options escalier (step) de ?. Ce sont des options barriére
généralisées avec le paiement & I’échéance suivant,

exp ( —-p- ( la quantité de temps que I'actif sous-jacent passe sous la ba.rriére))

'(ST_K)+’

ol St est le prix final de actif sous-jacent, K > 0 est le prix d’exercice et p > 0
est une constante prédéterminée qui est appelée le taux d’annulation.

Dans la deuxiéme moitié de ce mémoire, nous allons discuter des «a-quantiles
du mouvement brownien et de leurs applications en mathématiques financiéres.
L’a-quantile d’un mouvement brownien est, grosso modo, la valeur telle que le
processus passe « - 100% du temps au-dessous de cette valeur, ol o est compris
entre zéro et un. Nous allons présenter des propriétés intéressantes de la loi d’un
a~quantile ainsi que les lois du premier et dernier temps de passage des c-quantiles.

Une application des a-quantiles que nous allons discuter est une généralisation des
options lookback avec prix d’exercice fixé qu’on appelle les options a-lookback.
Le paiement & I’échéance d’une option a-lookback est,

+
(un a-quantile de actif sous-jacent sur la durée du contrat — K ) :

ou K > 0. Nous allons également discuter de I'utilisation des options a-lookback
pour approximer des options asiatiques et des méthodes de Monte Carlo associées
4 des a-quantiles.
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Mots-clés : temps d’occupation, mouvement brownien, loi de ’arc-sinus,
option escalier (step), option corridor, alpha-quantile, ’identité Das-
sios, alpha-lookback.




INTRODUCTION

En 1919, le célébre Paul Lévy a été approché par le doyen de I’Ecole Polytechnique
a Paris et a é&té forcé, selon la légende, de préparer trois exposés sur "le calcul des
probabilités". L’exposé consistait & d’élaborer sur une idée d’Henri Poincaré et
Pierre-Simon Laplace avant lui. L’idée était que les erreurs, qui peuvent &tre re-
présentées comme la somme de variables aléatoires indépendantes, se comportent
d’une fagon gaussienne, étant donné que le maximum se comporte bien. Cette
tache inattendue fut le catalyseur du voyage de Paul Lévy dans 1’étude de la
théorie des probabilités. Dans ce voyage, Paul Lévy a fait tant de contributions a
la théorie des probabilités que nous n’oserions pas essayer de les citer toutes ici.
Plusieurs des contributions célébres de Lévy concernent la théorie du mouvement
brownien. Dans ce mémoire nous allons nous concentrer sur ses célébres lois de
I’arc-sinus pour le mouvement brownien et leurs applications en mathématiques
financiéres. Il y a trois lois de I’arc-sinus pour le mouvement brownien. La pre-
miére loi de I’arc-sinus se référe 4 la fonction de répartition de ’instant du dernier
retour & l'origine du mouvement brownien dans un intervalle fini. La deuxiéme
loi de l'arc-sinus se référe a la fonction de répartition de la quantité de temps
qu’un mouvement brownien est positif dans un intervalle fini. La troisiéme loi
de l'arc-sinus se référe & la fonction de répartition de l'instant o le mouvement
brownien atteint son maximum dans un intervalle fini. Il est assez surprenant que
toutes ces variables aléatoires aient la méme loi, et, comme nous le verrons plus
tard, le fait que ces trois variables aléatoires suivent une loi de ’arc-sinus est assez
contre-intuitif. Ceci est di au fait que la loi de ’arc-sinus est symétrique autour -

de la moyenne et la moyenne est ’événement le moins probable, c’est-a-dire que




la loi a une densité en forme de "U". Les lois de l’arc-sinus de Paul Lévy ont
de nombreuses applications en mathématiques financiéres de 1’ére moderne. Ces
applications sont des choses que Lévy n’aurait certainement pas pu imaginer &
I’époque ou il a découvert ses lois, mais le travail de Lévy est connu pour ses ap-
plications inattendues. "My admiration for Lévy’s ‘mathematical taste’ increases
each time his mark is revealed on yet another tool I need when tackling a problem

in science that he could not conceivably have had on his mind." - ?.

Dans les années 1990, les options financiéres qui dépendaient des temps d’occupa-
tion de l’actif sous-jacent étaient en cours de création. Un temps d’occupation est
la quantité de temps que I’actif sous-jacent reste dans un intervalle prédéterminé.
La valorisation et la couverture de ces types d’options dans le célébre modéle de
Black-Scholes-Merton nécessitait une version plus générale des lois de ’arc-sinus
de Lévy pour le mouvement brownien arithmétique. En 1995, Jir6 Akahori de
I'Université de Tokyo a calculé la forme fermée de la fonction de densité pour
la quantité de temps qu’un mouvement brownien arithmétique, qui commence a
zéro, est positif dans un intervalle fini. Il a également calculé la fonction de répar-
tition, sous forme intégrale, pour la quantité de temps qu’un mouvement brownien
arithmétique, qui commence & zéro, est positif dans un intervalle fini et la quantité
de temps qu’un mouvement brownien arithmétique, qui commence & z € R, est
positif dans un intervalle fini. En 1999, Andreas Pechtl du Centre d’Evaluation
des Actifs Financiers et du Développement des Produits Financiers & Francfort a
calculé la forme fermée de la fonction de répartition de la quantité de temps qu’un
mouvement brownien arithmétique, qui commence & = € R, est positif dans un
intervalle fini. Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous allons présenter des
preuves, qui sont plus détaillées que ce qu’on peut trouver actuellement dans la
littérature, de la deuxiéme loi de I’arc-sinus de Lévy et la version généralisée, pour

le mouvement brownien arithmétique, de la deuxiéme loi de ’arc-sinus d’Akahori.
que,




Les résultats de ? seront également présentés mais les calculs seront omis en rai-
son de leur complexité. En 2000, Gianluca Fusai a écrit une excellente thése de
doctorat ou il a calculé la fonction caractéristique du temps d’occupation d’un
mouvement brownien arithmétique dans un intervalle [/, u] sur [0, 7. Dans la der-
niére section du chapitre 1 nous allons présenter ce résultat mais les calculs seront

omis, une fois de plus, en raison de leur complexité.

Dans le chapitre 2, avec les résultats du chapitre 1 en téte, nous allons discuter
de différents types d’options financiéres qui dépendent des temps d’occupation de
l'actif sous-jacent. Nous allons nous concentrer principalement sur ce qu’on ap-
pelle les options escalier. Ces options ont été créées en 1999 par Vadim Linetsky de
I’Université du Michigan. Ces options ne sont pas actuellement transigés sur des
marchés, ils sont, pour le moment, des créations mathématiques. Les options esca-
lier sont une généralisation des options barriére dont le but est d’essayer d’atténuer
un grand nombre d’inconvénients associés aux options barriére. Ces inconvénients
seront discutés dans l'introduction du chapitre 2. Avec des options barriére vers
le bas, le fait que tout dépassement de la barriére par ’actif sous-jacent, peu im-
porte sa taille, a un grand effet sur le paiement a 1’échéance de l'option provoque
de nombreux problémes. Les options escalier atténuent un bon nombre de ces pro-
blémes en annulant le paiement a I’échéance peu a peu pendant le temps que I'actif
sous-jacent passe sous la barriére, plutét que d’annuler le paiement & 1’échéance
instantanément dés que l’actif sous-jacent touche la barriére. Il existe plusieurs
types d’options escalier, voir Linetsky (1999) pour un catalogue complet ; celui
que nous allons discuter en détail est ’option d’achat escalier exponentielle vers le

bas. Cette option a le méme paiement a I’échéance qu’une option d’achat vanille,
(Sr- k)™,

ol St est le prix final de lactif sous-jacent et K > 0 le prix d’exercice, sauf qu’il

est multiplié par un facteur dépendant du trajet qui est compris entre zéro et un.




Le facteur est,
exp ( —-p- ( la quantité de temps que l’actif sous-jacent passe sous la ba.rriére)) ;

ol p > 0 est une constante prédéterminée qui est appelée le taux d’annulation.
Nous allons présenter un calcul détaillé du prix initial d’une option d’achat esca-
lier exponentielle vers le bas dans la section 2.1. Nous allons ensuite discuter d’un
inconvénient lié aux options barriére qui est résolu avec les options escalier : la
couverture delta a la barriére. Ce probléme se produit parce que, avec les options
barriére, le processus de prix n’est pas lisse 4 la barriére et donc le delta (dérivée
du processus de prix par rapport au prix de P’actif sous-jacent) est inexistant. Avec
les options escalier, le processus de prix est lisse & la barriére, ce qui nous per-
met d’obtenir le delta 4 la barriére. En pratique, la maniére typique (et brute) de
contourner ce probléme est d’imaginer que la barriére est supérieure ou inférieure
& ce qu’elle est vraiment et calculer le delta basé sur la barriére imaginaire. Nous
allons vous présenter comment le fait que le processus de prix des options escalier
est lisse & la barriére peut &tre utilisé pour approximer le delta d’une option bar-
riére & la barriére. Le reste du chapitre 2 sera consacré a obtenir des résultats qui
peuvent &tre déduits facilement de résultats déja présentés. Nous allons utiliser le
prix initial d’'une option d’achat escalier exponentielle vers le bas pour calculer le
prix initial d’une option cumulative parisienne. Une option cumulative parisienne
est une option qui a le méme paiement & ’échéance qu’une option vanille, cepen-
dant, si ’actif sous-jacent passe une quantité de temps prédéterminée et fixée soit
au-dessous (vers le bas) ou au-dessus (vers le haut) d’une barriére prédéterminée,
le paiement & I’échéance est annulé. Le mot cumulatif vient du fait que la quantité
de temps fixée et prédéterminée au-dessus (ou en dessous) de la barriére n’a pas
& 8tre consécutive. Nous utiliserons ensuite le prix initial d’'une option d’achat
escalier exponentielle vers le bas pour calculer la loi conjointe de la valeur termi-

nale d’un mouvement brownien standard, qui commence & z € R, dans U'intervalle




[0,T] et la quantité de temps qu'un mouvement brownien, qui commence & = € R,
est négatif dans l'intervalle [0,T]. Ce résultat peut &tre obtenu & moindre coiit
en prenant la transformée de Laplace inverse du prix initial d’une option d’achat
escalier exponentielle vers le bas par rapport & p, le taux d’annulation. Dans la
derniére section du chapitre 2, nous présenterons un moyen d’obtenir la formule
fermée pour le prix de deux types d’options corridor, les options & un swap et a
deux swaps, en utilisant les résultats du chapitre 1. Une option corridor est une
option dont le paiement & I’échéance dépend de la quantité de temps que l'actif
sous-jacent reste dans un intervalle au cours de la durée du contrat. Une option &

deux swaps est une option avec paiement a ’échéance donné par,
()\1 - (la quantité de temps que P’actif sous-jacent passe au-dessus de K)
+
— )2 - (la quantité de temps que 'actif sous-jacent passe en dessous de K)) g

ol A;, 2 € R et K > 0. Une option & un swap est une option avec paiement a

I’échéance donné par,

A+ (la quantité de temps que D'actif sous-jacent passe au-dessus de K),
ot A>0et K >0.

En 1995, Angelos Dassios du London School of Economics travaillait sur les calculs
d’Akahori (1995), et ce faisant il a obtenu une identité surprenante. Cette identité
est une égalité en loi entre I’a-quantile d’'un mouvement brownien arithmétique et
la somme du maximum et minimum de deux mouvements browniens arithmétiques
indépendants. L’ o-quantile d’'un mouvement brownien est, grosso modo, la valeur
telle que le processus passe o - 100% du temps sous cette valeur, oul o est compris
entre zéro et un. Le chapitre 3 va commencer avec une définition compléte d’un
a-quantile et une preuve détaillée de l'identité de Dassios d’aprés ?. Dans la

deuxiéme moitié du chapitre 3, nous allons discuter du premier et du dernier temps




de passage des a-quantiles pour le mouvement brownien. Le premier temps de
passage d’'un a-quantile est le premier instant ol le mouvement brownien atteint
un a-quantile prédéterminé et le dernier temps de passage d’un a-quantile est
le dernier instant o le mouvement brownien atteint un a-quantile prédéterminé.
Nous allons présenter un calcul détaillé, de Dassios (1995), des lois de ces temps
de passage. Dans la derniére section du chapitre 3, nous fournissons une version
détaillée du calcul, de Dassios (2005), de la loi conjointe de la valeur terminale
d’un mouvement brownien standard, un a-quantile du mouvement brownien, et

les premier et dernier temps de passage de cet a-quantile.

Dans le quatriéme et dernier chapitre nous présenterons quelques applications
des a-quantiles aux mathématiques financiéres. Nous allons commencer par une
généralisation d’une option lookback avec prix d’exercice fixé. Une option lookback

avec prix d’exercice fixé est une option ou le paiement & 1’échéance est,
+
<le prix maximum de ’actif sous-jacent sur la durée du contrat — K ) 1

ou K > 0. Ceci est une option attrayante pour les investisseurs qui sont intéressés
& parier sur une forte volatilité ; la seule chose qui compte, afin de recevoir un
paiement & 1’échéance, est que le prix de l'actif sous-jacent passe au-dessus du
prix d’exercice & n’importe quel moment pendant la durée du contrat. Cette option
résout ce qu’on appelle le probléme de la sortie du marché (décider quand il faut
vendre votre option), toutefois, elle peut étre trés colteuse. Une fagon de réduire
le prix de cette option est de remplacer le maximum par un a-quantile, c.-a-d.

que le paiement a ’échéance est,
+
<un a-quantile de ’actif sous-jacent sur la durée du contrat — K > :

Ce type d’option sera appelé un a-lookback. Si a est 0.5 nous nous référons a cette

option comme une option médiane. On peut montrer que les a-lookbacks sont

toujours moins chers que les options lookback. Une autre application intéressante




des a-quantiles est 1'utilisation d’options médianes pour se rapprocher des options
asiatiques. Une option asiatique est une option avec un paiement & 1’échéance qui

est donné par,
+
( la moyenne arithmétique des prix des actifs sous-jacents pendant la durée du contrat — K ) g

Un probléme avec les options asiatiques est qu’elles posent de nombreuses dif-
ficultés de calcul. Nous allons montrer que les options médianes, qui sont plus
simples d’un point de vue calculatoire, sont une bonne approximation des options
asiatiques. Méme si les options a-lookback présentent moins de difficultés de cal-
cul que les options asiatiques, elles en présentent tout de méme. Dans la derniére
section, nous allons discuter des moyens de contourner ces difficultés en utilisant

des méthodes de Monte Carlo.




[Cette page a été laissée intentionnellement blanche]




CHAPITRE I

LES TEMPS D’OCCUPATION POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN AVEC
DERIVE

Dans cette section, nous allons présenter la dérivation de 1'une des célébres lois
de l'arc-sinus de Lévy ; la distribution de la quantité de temps qu’un mouvement
brownien est positif dans I’intervalle [0,T]. La quantité de temps qu’un mouve-
ment brownien reste dans une région est appelée le temps d’occupation de cette
région. Cette loi de I’arc-sinus est un résultat assez contre-intuitif. Comme nous le
verrons plus tard, méme si ’espérance de la proportion de temps que la particule
brownienne est positive est 0.5, c’est ’événement le moins probable. II existe de
nombreuses facons pour obtenir ce résultat, celui que nous allons présenter dans
la section 1.1 est une des applications des méthodes de Feynman-Kac, qui sera
discutée plus tard. Dans les années 1990, des options financiéres basées sur les
temps d’occupation ont commencé & apparaitre et un résultat plus général, pour
le mouvement brownien avec dérive, était nécessaire pour trouver le prix de ces
options. En 1995 ceci a mené Jiro Akahori & obtenir la fonction de densité de
la proportion de temps qu’un mouvement brownien arithmétique est inférieur a
un certain nombre réel z sur [0, 7). Nous allons présenter le résultat de Akahori
et sa preuve dans la section 1.2. qui est aussi une application des méthodes de
Feynman-Kac. Akahori a également dérivé la fonction de répartition (FDR) de la

proportion de temps qu'un mouvement brownien arithmétique reste inférieur & un
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certain nombre réel = sur [0, 7], cependant, cette FDR est en forme d’intégrale.
En 1999, cette FDR a été trouvée dans sa forme explicite par Pechtl et elle sera
présentée 3 la section 1.2.1. En 2000, Gianluca Fusai a généralisé une fois de plus
cette loi de I’arc-sinus. Cette fois, en regardant la quantité de temps qu’un mou-
vement brownien arithmétique est dans un intervalle [a, 8] sur [0, T]. Il a calculé
la fonction caractéristique de cette variable aléatoire. Les calculs sont assez tech-
niques et seront omis, mais nous allons quand méme présenter ses résultats dans

la section 1.3.

1.4 La loi de 'arc-sinus de Lévy

Tout au long de ce mémoire, nous allons utiliser B = (B;):>o pour dénoter le
mouvement brownien standard (MBS). En outre, pour u € R, nous allons utiliser
W = (Wi)is0, ot W, = B; + ut, pour dénoter le mouvement brownien avec
dérive p (mouvement brownien arithmétique ou MBA) et X = (X;);>0, o0 X; =
B: — ut, pour dénoter le mouvement brownien avec dérive —u. Pour z € R nous
allons utiliser P, pour dénoter la mesure de probabilité d’un mouvement brownien
standard qui commence & z, c’est-a-dire By = z. L’opérateur E, sera utilisé pour
(iénoter 'espérance (sous P, ) d’un mouvement brownien standard qui commence

& . Si z = 0 il est possible que nous écrirons PP au lieu de Py et E au lieu de Eg.

Dans cette section nous allons définir les temps d’occupation pour un mouvement
brownien (standard ou arithmétique). Nous allons ensuite dériver la fameuse loi de
I’arc-sinus de Lévy en utilisant les méthodes de Feynman-Kac avec un théoréme

de Kac qui est légérement modifié pour 'adapter 4 nos besoins.

Remarque. «Les méthodes de Feynman-Kacy

Ce que nous appelons «les méthodes de Feynman-Kacy est une procédure qui est

utilisée pour calculer des fonctions de densité. La procédure commence par défi-
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nir une fonction qui est la double transformée de Laplace de la densité que nous
sommes intéressés a trouver. Nous serons alors capables de trouver cette fonction
en résolvant une équation différentielle. L’équation différentielle appropriée pour
résoudre est connue grice auz théorémes de Feynman et/ou Kac. Il faut se rappe-
ler que la fonction que nous obtenons en résolvant cette équation différentielle est
la double transformée de Laplace de la densité que nous voulons. La derniére étape
afin d’obtenir la densité que nous voulons est de prendre la double transformée de
Laplace inverse de cette fonction. Ce qui nous laisse avec la fonction de densité
désirée. Cette procédure va étre effectuée & plusieurs reprises en détail dans le pré-
sent mémoire. Un exemple qui est facile & suivre est décrit dans la démonstration

du théoréme 1.1.1.

Définition 1.1.1. Soit Z = (Z,)s>0 un processus stochastique. Le temps d’occu-
pation au-dessus de a € R par Z est la quantité de temps pendant laquelle Z est

dans l'intervalle (a,c0) jusqu’dé un temps fizé T > 0 c’est-a-dire,

T
A%’-‘_’a = /(; ]I(Zt>a)dt-

Aussi,
fy
A;’-’a = / I(z,<a)dt.
0
Voir la figure 1.1 pour une illustration de la définition 1.1.

Avant de présenter le premier théoréme de cette section nous allons présenter une

remarque sur la notation P (Y € dy).

Remarque. Intuitivement, vous pouvez penser & la notation P (Y € dy) comme la
probabilité que la variable aléatoire Y soit dans un petit voisinage de y. Plus préci-

sément, si Y est une variable aléatoire définie sur U'espace de probabilité (Q, F,P),

]P’(YeA)=/]P’(Yed:c), VA € B(R),
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Figure 1.1 Le temps d’occupation au-dessus de a € R par W

Wi

ot B(R) est la o-algébre de Borel.

De plus, si Y a une fonction de densité f(y) alors,

[roea= [ s
A A
Il faut noter également que, pour v € R, P(Y € d(7)) signifie la densité de Y

appliquée a vy c.-a-d. P(Y € d(7)) = f(v) non pas P(Y = ). Ezemple :
P (Y € d(0)) = f(0) non pas P(Y =0).

Aussi, pour un T fizé, P(Y € d(T — y)) signifie une translation de la densité de
Y c.-a-d. P(Y € d(T — y)) = f(T — y)dy. Ezemple :

P1-Y edy) =P(Y €d(1-y)) = f(1-y)dy.
Enfin, pour un T fizé, P(Y € d(yT)) signifie une compression ou étirement de la
densité de Y c.-a-d. P(Y € d(yT)) = f(yT)dy. Ezemple :

P (§ e dy) — P(Y € d(Ty)) = f(Ty)dy.
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Théoréme 1.1.1. (?) "La loi de larc-sinus de Lévy."

Pour0<t<T,
1
P (AB’+’° € dt) = ————di,
3 /T — 1)
et,

2 t
P (A?’*"o & t) - arcsin < ?> :

Remarque. Cette loi de l’arc-sinus est en fait une des trois lois de I’arc-sinus
prouvées par Paul Lévy. Celle-ci est généralement désignée comme la deuziéme loi
de Uarc-sinus. Pour ceuz qui sont intéressés, les deuzr autres sont abordées dans
Uanneze (A.2).

Remarque. Il y a des moments ou nous parlons de la proportion de temps que
la particule brownienne est positive, c’est-a-dire %AB+0, au lieu de la quantité
de temps que la particule brownienne est positive A?’*"O. Celles-ci sont traitées de
la méme fagon c’est-a-dire, disons que T = 50, nous pouvons écrire la probabz'lité
que la proportion de temps que la particule brownienne est positive soit inférieure

a 0.25 comme,
P (5—1()A53(;+’° < 0.25) =B < 125).

En outre, en raison des propriétés d’échelle du mouvement brownien standard,

nous pouvons fizer T = 1 sans perte de généralité, car,

50
P (A5Bd+,0 < 12.5) P (/ I(B,>0)dt < 12.5)

dt <12.
\/_B:>) _l 5)

P ( dt s 12.5)
1
P (/ H(B >0)d7‘ < 25)
0

—P (AIB”“ 0 <. 25)

P

I

I
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Figure 1.2 La densité d’une loi de I’arc-sinus avec 7' = 1 c.-a-d. f(t) = —~

w/t(T—t)
o
™
.
™~
o
= ™~
o
o=
| | | I | |
0.0 0.2 04 06 08 1.0
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Remarque. (concernant la figure 1.2) Ce résultat est pour le mouvement brow-
nien, cependant il sert de bonne approzimation des marches aléatoires simples et
symétriques puisque le mouvement brownien est un cas asymptotique des marches
aléatoires. La raison pour laquelle nous mentionnons cela c’est parce qu’il est plus
facile de voir la contre-intuitivité de ce résultat avec un jeu de tirage de piéces
de monnaie. Par ezemple, disons que vous jouez & un jeu ot vous tirez une piéce
de monnaie & plusieurs reprises. Vous gagnez un dollar avec pile et vous perdez
un dollar avec face (vous pouvez étre endetté). Dans ce jeu, certains pourraient
s’attendre qu’il y ait une bonne chance que vous allez passer environ la moitié du
temps en dette. C’est en fail la vérité est tout autre. L’espérance de la proportion
de temps que vous étes endetté est 0.5, mais cela est le résultat le moins probable.
La probabilité d’étre en dette (ou de ne pas étre en dette) d peu prés la moitié du
temps est approrimativement,

2 2
P (Af”*"0 < 0.55) —-P (Af’+’° < 0.45) = — arcsin (\/0.55) = arcsin ( 0.45)

T

= 0.0638.

La probabilité d’étre en dette plus de 80% du temps ou moins de 20 % du temps

est approximativement,
P (Af’“’ < 0.2) +[1-p (49+ < 0.8)] = 0.5903.

Cela nous dit qu’il y a une bonne chance que vous serez en dette pour une grande
proportion du temps ou une petite proportion du temps, mais pas autour de la

moitié du temps!
Nous terminons cette remarque par un ezemple du célébre livre de Feller (1968) :

Supposons que vous effectuez une ezpérience d’apprentissage sur une classe de 11
étudiants en finance. Ces étudiants doivent gérer un portefeuille fictif pendant un

an. A la fin de chaque semaine, les éléves regoivent un dollar s’ils ont bien réussi &
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bien gérer leur portefeuille ou perdent un dollar s’ils ont mal géré leur portefeuille.
A la fin d’une année, un étudiant était sans dette (positif) pour chaque semaine,
sauf peut-étre une. Un autre éléve était en dette (négatif) pour chaque semaine,
sauf peut-étre une. Quel éléve est le meilleur ? La plupart des gens disent que le
premier éléve est le meilleur, mais qu’est-ce que cela signifie d’étre le «meilleurs.
Etre le meilleur signifie généralement que ses résultats sont si bons qu’il est presque
impossible qu’ils arrivent par hasard. N’importe qui peut obtenir un "trou d’un
coup”, mais le "meilleur" golfeur doit étre capable de le faire assez souvent afin
que la chance ne soit sidrement pas un facteur. Par conséquent, afin de dire qui
est le meilleur éléve, nous devons nous demander si ces résultats sont assez forts
pour exclure la chance. La probabilité d’étre sans dette pendant au plus 1 sur 52

semaines (en dette pendant au moins 51 sur 52 semaines) est environ,

1 2 /1
B,+0 & s == i —_— ==,
P (Al < — arcsin ) 0.09,

et en raison de la syméirie c’est aussi la probabilité d’étre sans dette pour au
moins 51 des 52 semaines. Donc, méme si cette expérience d’apprentissage me
requiert aucune qualification que ce soit et a été entierement basée sur la chance,
ces résultats seraient probables. En fait, l’espérance du nombre d’étudiants qui sont
en dette chaque semaine sauf peut-étre une est 0.09(11) = 1. Par la symétrie, vous
espérez aussi 1 étudiant sans dette pour chaque semaine, sauf peut-étre une. Par

conséquent, nous ne pouvons pas dire qui est le meilleur étudiant.

Avant que nous commencions la preuve de la loi de I’arc-sinus de Lévy, nous
devons présenter un théoréme trés important. Ce théoréme est 'un des nombreux
théorémes de Richard Feynman et/ou Mark Kac qui décrivent la relation entre
les équations différentielles stochastiques et les équations aux dérivées partielles.
Pour plus d’informations, voir ? p. 268, 271, et 366. Dans ce mémoire, nous allons

juste appliquer ce résultat.
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Théoréme 1.1.2. (?) Soit f: R -+ R et g: R — [0,00) deuz fonctions Borel-
mesurables qui ont des limites & gauche et des limites & droite partout sur R
avec au plus un nombre fini de discontinuités sur tout intervalle borné; de plus,

supposons que, pour un certain o > 0 fizé,

e[ TS| < oo

Alors, pour z € R et a > 0, la fonction,

sl [ /0 i { e /0 % g(Ws)ds} dT] , (1.1)

est bornée, et satisfait & ’équation différentielle,

1
(a+g)z=52"+p + f, (1.2)

partout sur R sauf auz points de discontinuité de f ou g.

De plus, z et 2’ sont continues et 2" posséde des limites & gauche et des limites @
droite en tout point avec au plus un nombre fini de discontinuités sur tout intervalle

borné.

Remarque. Dans le théoréme précédent, la fonction f est appelée le lagrangien
et g est appelée le potentiel. Pour ceuz qui sont familiers avec les méthodes de
Feynman-Kac vous pouvez voir que ce théoréme est un peu modifié en comparaison
avec le théoréme typique, ot f et g sont habituellement supposées étre continues.
La raison pour cela est que lorsqu’il s’agit des temps d’occupation, nous avons
souvent des potentiels de la forme g(z) = Bl(z50) ou g(z) = Bl,<o) avec f > 0,

qui ne sont pas continus ¢ x = 0.

Avec le théoréme 1.1.2. en main nous sommes maintenant préts & démontrer la loi

de 'arc-sinus de Lévy.
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Remarque. La preuve suivante contient des transformées de Laplace inverses.
Pour ceuz qui ne sont pas familiers avec les transformées de Laplace inverses,

voir Dyke (2004) pour une ezcellente introduction.

Démonstration du théoréme 1.1.1. Nous allons commencer par définir,

o0 T
g} =y [/0 exp {—aT - ﬂ/o ]I(Bs>0)ds} dT] .

ol o, > 0 et z € R. La fonction z(z) est de la forme donnée dans (1.1) avec
f=1p=0et g =pPlus0. Grice au théoréme 1.1.2. nous savons que z(z)

satisfait & I’équation différentielle ordinaire (’EDQO) non-homogéne suivante,
8
1 "
(a o :B]I(z>0))z = §Z +1; @ # 0,
qui est égale & 'EDO non-homogeéne suivante,
(@+B8-1)z=22"+1, >0,
(a+B-02=32"+1, =z<0.

Ce systéme peut étre résolu en utilisant la méthode des coefficients indéterminés
pour les équations différentielles linéaires non-homogénes. La solution générale,

unique et bornée, est la suivante,

AcVEHB 4 L g

z(z) =
BeV2e 4 é, z < 0.

(1.3)

D’aprés le théoréme 1.1.2.; encore une fois, nous savons que z et 2’ sont continues

a zéro, c’est-a-dire,

. = l. . 7/ - : !
2B A0 = e g )= 1)

ce qui implique que,
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et

—AV2(a+B) =

Avec quelques manipulations algébriques, nous avons que,

A= *\Mﬁ—\/&. (1.4)
va(a+p)
Maintenant en insérant (1.4) dans (1.3), nous pouvons trouver la valeur de z(0),
2(0) = —— (1
ala+pB) '

De plus, par la définition de 2(0), nous avons que,

o0 t

Z(O) = ]Eo [/ €Xp {—at = ﬁ/ ]I(Bs>g)d8} dt:l ! (16)
0 0

En égalisant (1.5) et (1.6), nous avons que,
1 o0 iy
——m el exp§ —al — / Iip, ds}dT]
TCEY) o[/0 P{ B MECED
A h 00 i
Fibind / Eo [exp{—aT—ﬂ / 11(33>0)ds}] dT

0 0

/ e TR, [e—"'foT IRBMW“] dT

0

/ e~°TE, [e"/“?‘*"o] T

0

- / e~oT / e Py (AR* € dt) dT
0 0
00 7>

= / e=eT / e PPy (20 € dt) dT,
0 0

car si t > T alors Py (A?’*"’O € dt) =0

It

Donc,

/ aT/ —ﬂtIP: AB+°edt)dT (a+,3) a, > 0.
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. . 1 4, B,+,0
Ainsi nous avons que e est la double transformée de Laplace de IP, (AT € dt) .

. une fois de t — et une autre fois de T' — «a. Donc, pour trouver [P, (A?’J”O € dt),

nous devons trouver la double transformée de Laplace inverse de (1 vk Nous al-
. a(o

lons d’abord prendre la transformée de Laplace inverse par rapport au /3. Ensuite,

nous allons prendre la transformée de Laplace inverse de la premiére inversion par

rapport a .

st} )
~\Va+p ) Ve P\ Vath
= L[’Ei)t {L} et
Ve VB
1

=_Le—ta
vart
et
o S T g I .,
‘Cai)T{ﬁ 7rte ta} = WtﬁaLT{f"e ta}
it
= = P (0<t<T)
1
= AT — 1) (0<t<T)
Donc,

P(AZ*0 e dt) =

1
— I dt.
T/t(T —t) n=E

Finalement, pour trouver la fonction de répartition de Af "0 nous n’avons qu’a

intégrer P (Af?’*"o € dt). Ainsi, pour 0 <t < T,

P (APt <t

s
(=vE) 2 (VT 1
el AT

2a,rc'n :
= 1 = ”
T i VT

dr
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O

La loi de I'arc-sinus de Lévy est valide seulement pour le mouvement brownien
standard. Toutefois pour plusieurs applications financiéres, comme trouver le prix
de plusieurs options exotiques dans le modéle de Black-Scholes-Merton, nous avons
besoin d’un résultat plus général. Nous avons besoin de généraliser ce résultat au
cas ol nous avons un mouvement brownien avec dérive. Cela sera fait dans la

section suivante.

1.2 La loi de I’arc-sinus généralisée

Dans les années 1990, de nouveaux types d’options basées sur les temps d’occu-
pation ont été créés. Afin de trouver le prix de ces options dans le modéle de
Black-Scholes-Merton une loi de ’arc-sinus plus générale était nécessaire. A cause
de cette nécessité, Akahori (1995) a dérivé la fonction de densité pour le temps
d’occupation d’un mouvement brownien avec dérive p € R. Dans cette section
nous allons passer en revue sa démonstration. Toutefois pour la démonstration de
la fonction de répartition du temps d’occupation d’un mouvement brownien avec

dérive 11 € R nous allons passer en revue la démonstration de ?.

Définition 1.2.1. Pour tout = € R, &(z) est définie comme la fonction de répar-

tition d’une variable aléatoire normale centrée et réduite, c’est-a-dire,

De plus,

Définition 1.2.2. Le premier instant que le processus W atteint le niveau k € R
est défini comme,

v i=inf{s > 0: W, = k}.
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77 est un temps d’arrét.

Proposition 1.2.1. (?) La fonction de répartition de 7V est donnée par,

(i) pour k >0,

(7) pour k < 0,
k— ut k+ put
P(rY <ty =0 { — -I-ezk“<I><———).
ot <t =0 (*7F) Vi
De plus, la fonction de densité de 7}V est donnée par,

k k — ut)?
h(t;k,W)=\/%exp(( By )>,

out>0etkelR.

Nous sommes maintenant préts  présenter le théoréme principal de cette section.

Théoréme 1.2.1. (?) "La loi de l’arc-sinus généralisée. "

PourpeRet0<t<T,
(2)
2 2 i
W,4,0 v —(T—t) _ =z
P(AF* e at) ( " 2ud (u T t)))

—B_y

: (u-l— f/i_:r—t — ud (,tn/i)) dt.

(i1) Pour k < 0,
t
P (A;V’“‘ <t) = / PAfAY <t- ) h(s; k, W)ds,
0
et pour k > 0,

P (A;V*”‘ < t) = = /0 T (Af’j;" ST p s) h(s; —k, X)ds.




23

Figure 1.3 La densité d’une loi de ’arc-sinus généralisée avec T = 1 c.-a-d. f(t)

tel que P (A‘{V’“L’O € dt) = f(t)dt

f(t)
3
|

00 02 04 06 08 10
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qu =0 avec lidentité

Remarque. Nous pouvons facilement passer de A;Y’H) a A
suivante,

AQVY’—”O + AQVY’_"’O =T ps.

C’est-a-dire,

P(Af* cdt) =P (Af " e (T - ).

Remarque. (concernant la figure 1.8) En fizant u = 0, nous pouvons facilement
voir que la loi de l’arc-sinus généralisée de Akahori devient la loi de l’arc-sinus
de Lévy, c’est-a-dire avec 1 = 0 la figure 1.3 est équivalente & la figure 1.2. Nous
pouvons voir clairement que lorsque nous augmentons u il y a plus de probabilité
associée & passer une grande proportion du temps dans les réels positifs. Il y a
également moins de probabilité associée & passer une petite proportion du temps

dans les positifs lorsque nous augmentons u. C’est ce que nous attendions.

Remarque. La forme explicite de la fonction de distribution dans le théoréme

1.2.1. est donnée dans ?. Elle sera présentée dans la section suivante.

Remarque. La preuve de (i) sera la preuve originale d’Akahori (1995). Une
deuriéme preuve a été présentée dans T en commengant avec la loi conjointe
de (BT,Ag’J"O), qui était dérivée dans Billingsley (1968), et en appliquant les
théorémes de Girsanov et Fubini. Pour la preuve de (ii) nous allons présenter la

preuve de 7.

Avant de commencer la démonstration du théoréme 1.1.2., voici un lemme dont

nous aurons besoin.

Lemme 1.2.1. (?) Soit 1 € R, alors,

A2 o0 :g—za
i wdstad Y S / = dé + p.
8 t V263

La preuve du lemme 1.2.1. peut &tre trouvée dans I'annexe (A.1.1.).
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Démonstration du théoréme 1.2.1. (i) Nous allons commencer par appliquer le
théoréme 1.1.2. avec f =1, u € R, et g = Bl(,<0), ot B > 0. Cela nous donne que,
pour o > 0,
g4 =E, [/oo e“’Te‘ﬂA;V'_'OdT] =E, [/oo e=oTe=Plo Iw,<odsgp|
0 0
est la solution unique et bornée de ’équation différentielle ordinaire non-homogéne

suivante,
"

—2
— —H2 + (@t Blpc)z =1,
qui peut &tre écrite de la maniére suivante,

M

S et la=1 ®<L0
%”—uz'+(a+ﬂ-0)z:1, % >0
La solution générale et bornée peut étre facilement trouvée avec la méthode des

coeflicients indéterminés. Cette méthode nous donne,

Ae®(—st/ 12 +2(0+8)) L %ﬂ. <0
1o Y ’

2(z) =
(=) Be#(~#—v/#+2a) 4 1 &0

(1.7
Pour trouver la constante A nous allons utiliser le fait que, par le théoréme 1.1.2.,
z(x) et 2'(x) sont continues & zéro, c’est-a-dire,

I = t lim 2'(z) = lim 2'(z).
7 = g s et g #l) = lig 40

Cela implique que,

)
A+5=B+1,

A (—,u+ \/,u2+2(a+ﬁ)) =1 (—#— ,u2+2a) !
et avec quelques manipulations algébriques, longues mais faciles, nous avons que,

A= bV t2atp) B V/pr+2a

T 2a a+pB 2(a+ B) a

1V +2(a+p)Vi2+2a 2 +20
2 a+p a 20(a+ )

(1.8)
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Maintenant, en insérant (1.8) dans (1.7), nous avons que,

1
2(0) = A+Tﬁ
_ B VEE+2e+B) p P20
2a a+p 2(a+ ) a
1V +2(a+Bf) vVi2+2a 4P (19)
2 a+f o 2a(a+B) '

Comme dans la preuve de la loi de 1’arc-sinus de Lévy nous avons, par définition,

que z(0) est la double transformée de Laplace de P (szy,—,o € dt), c’est-a-dire,

2(0) = [ / " ot “BAW’_’OdT]
/ -ﬁﬂp L edt) dT,
[

e PP (A € dt) dT, (1.10)

car si ¢t > T alors P (A;Y’_’O € dt) =0.

Donc, en égalisant (1.10) et (1.9) nous avons que,

= T 242 V2 +2
/ e-aT/ e—ﬂtP(AQVY,—,Oedt)dT:% wr2eth) p ViPt2a
0 0

a+pB 2(a+ p) o
1Vi2+2(a+8)ViR+2a 42
2 a+ 8 a 2a(a+B)

Ainsi, pour obtenir P (AW’"’O € dt) nous devons trouver la double transformée de

. 2 VB2 743 2
Laplace inverse de £ Y- k] - YRS o n s B 50 j

a+f T 2(eth) a 2 a+f a ~ 2a(at+B)"
Nous allons d’abord prendre la transformée de Laplace inverse par rapport au
3. Ensuite, nous allons prendre la transformée de Laplace inverse de la premiére

inversion par rapport a a.

En utilisant le lemme 1.2.1., nous pouvons maintenant calculer les transformées
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de Laplace inverses dont nous avons besoin. Premiérement,

L% {2(0)}

g {ﬁ u2+2(a+ﬂ)}

B—t

20 a+p

_1{ ! m}

A=t ) 2o+ B) o

Lot 1V 4200+ 8) Vi + 2
BT a+ B o

— 7l _L
A=t | 20(a + B)
B 2 p :
= W e, o) il 2 o
5 : md0+u {2a\/u +2a-e }
2 o =g 2
2 Vi +2ae_at / e2 B Ln _{u_e—at}.
2a t 2m63 20

Maintenant nous allons inverser cette transformée de Laplace inverse par rapport
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aq,

i =§([" ) 2 ()

2 a—ﬁT o
_|_1 5 —“—9 ——di+p e at—."uz_l_2a
2 A [_271' 3 a—)T a
2 —at
A e
¢ ?‘CaLT {T}

7 f
- — df + H(T —t
2<Tt\/m ") il

00 _Lg o0 ezgﬁo
+—( j _d9+u) (/ Wd9+u> H(T —t)

1
2
e
2<t>
1

([ 7
([

) H(T —1t)
oo —l‘—a ) elgﬁo
/ —df | H(T —t)
27r93 77—t V2703

ez ? 1 [ 758
([ )i -
(L.11)

o H(z) est la fonction de Heaviside c’est-a-dire,

H(m):{o’ z <0,

1, z 2> 0.

Finalement, en utilisant 'intégration par parties et la substitution r = yv/6, nous
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avons que,

o o0 e O /°° gy R
=4/—e 2% — —€" 2 dr, 2
/t V2763 ¢ = i V2T

et le résultat désiré peut &tre facilement obtenu en insérant (1.12) dans (1.11).

(11) Maintenant, pour trouver la fonction de répartition de A" ~**, nous allons

profiter de la propriété de Markov.

ePour k<0et0<t<T,

P (Al < t) (1.13)

T
P (/ I[(Wr>k)d’l” < t)
0
TW T
(/ ]I(Wr>k)d7'+/ ]I(W,,>k)'d1" _<__ t,T,ZV < t)

([ '°
g

t]P’(s+/ Lw,>w,)dr < )h(s; k,W)ds
(

Il
~

T
H(W,.>k)dT+/ Lw,skydr <t

Tk

Iiw, >kydr +/ Liw,>kydr < t) h(s;k, W)ds

T = s) h(s;k, W)ds

=

o\&

S S o

T
p / Tow,—w.>0)dr < t — s) h(s;k, W)ds (1.14)

t T-s
abd / P (/ Iwssoydr <t — s) h(s; k, W)ds, (1.15)
0 0

ot W* = (W;)e>0 est un mouvement brownien standard qui est indépendant de

IIEL

.FT"’?,. Voir la figure 1.3 pour une illustration de cette derniére étape avec une

trajectoire fixée.

Donc,

P(Apk < t) = / P (A:,VY_‘;+’° Lhs s) h(s; k, W)ds.
0

e Pour £ > 0 et 0 <t < T, nous avons 'identité suivante :
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Figure 1.4 La conditionnement sur la premiére fois que W atteint la valeur & et

I’utilisation de la propriété de Markov afin de passer de (1.13) & (1.14).

W,
s t ar
\ R
fpommmm e S
—it—3s
—_T— S
AR i g AR (1.16)

olt A 4 AX7F et facile a vérifier en utilisant le fait que B, £ _B,. Voir la

figure 1.4 pour une illustration de l'identité (1.15).

Nous avons donc,
P(af+* <) 2B (T - aFtF <t)
=P (A;"*"" S t)
g 1—]P’(Aq’f’+"’° gT—t).

Nous pouvons utiliser le résultat que nous avons obtenu pour k& < 0 pour trouver

P (A;f’*'*‘k £T = t) car (—k) < 0. Ce qui nous donne que,

P (AgY*:k < t) e /0 T (Agf}:"’ Ep i s) h(s, —k; X)ds.

.23 La forme fermée de P (A;Y’H‘ < t)

La forme fermée de cette fonction de répartition a été dérivée dans ?. La déri-

vation est trés technique du point de vue des calculs mais tous les détails sont
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Wi+.k d
AT

Figure 1.5 Un exemple de I’égalité en loi =T — A¥’+‘“’° avec des trajec-

toires fixées.

W, X,

bien expliqués dans ?. Nous présenterons d’abord deux définitions. Ensuite, nous
allons présenter la forme explicite de cette fonction de répartition. La raison pour
laquelle des solutions de forme fermée sont d’intérét pour nous est bien dite dans
?, "Il y a une nécessité pratique et un intérét pour ces solutions explicites si
elles sont disponibles, surtout lorsqu’il s’agit d’options exotiques, ot les méthodes
d’approximation, par exemple : intégration numérique, simulation Monte Carlo ou
'approximation partreillis, échouent souvent ou, au moins, consomment d’énormes

ressources de temps de calcul."

Définition 1.2.3. Pour tout 0 < ¢t < T et k < 0 la fonction F}(t;T,k, W) est
définie comme,
t
FHET kW) = / P (A0 <t~ s) h(s; k, W)ds.
0
Définition 1.2.4. Pour tout z,y € R et p € (—1,1) nous allons définir ®(z, y; p)

comme la fonction de répartition d’une variable aléatoire normale centrée et réduite
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bivariée, c’est-a-dire,

z Y 1 _v2—2euu+u2
®(z,y; p) =/ / P e el dudy.
—00 J —00 .

/ p2
Théoréme 1.2.2. (?) la forme fermée de P (AIVY it t) , pour k < 0, est donnée
par,

P (A;V’Jf»" < t) = FH (T, kW)

k
= (34 2kp + 21°T)e* @ (— + ,u\/_ —yy T ie= i)

JT T

+<I>(T—u\/_u\/— 1—%)

— (14 2kp + 2u%t) e @ (\/_ = ,ux/_) (—u\/ﬂ)

oGy )o (w79

2
- 20 : e_%(%_“ﬁ) o} (—u\/T - t)

27
T 1( ,/—) |
. 2 = Eag
+ 2u o€ VT <I><k : T)

=
|

et pour k > 0,
P (AIVY’J“"‘ < t) =1 F{(T-tT,—k X).

1.3 La loi du temps d’occupation d’un intervalle

Avec une motivation similaire & celle de Akahori, pour trouver le prix de certaines
options exotiques basées sur les temps d’occupation, Fusai a dérivé la fonction
caractéristique du temps d’occupation d’un intervalle du mouvement brownien
avec dérive u € R. Dans cette section, nous allons présenter son résultat principal.

Les preuves seront omises, car elles sont trés techniques du point de vue des calculs.
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Figure 1.6 Le temps d’occupation de lintervalle (/,u) par W.

Uz

Pour ceux qui s’intéressent 3 tous les détails, voir ?. Les résultats de cette section

ne seront pas utilisés par la suite.

Définition 1.3.1. Soit !, u € R tel que | < u. Le temps d’occupation de l’intervalle
(I,u) par W, noté A;V’l’", est la durée pendant laquelle le processus, W, reste dans

Vintervalle (1,u) jusqu’d un temps fizé, T > 0, c’est-a-dire,

T
AIVY,Z,U = / ]I(l'(Wg(’u.)dt'
0

Voir la figure 1.6 pour une illustration de la définition 1.3.1.
Définition 1.3.2. La fonction caractéristique de Afv’l’" est définie comme suit,
$(t,¢,2) = (b, C, 23, u, W) = B, [545°]

ot >0 est fizé et z,( € R.
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Théoréme 1.3.1. (?) La fonction caractéristique de AZV e peut étre représentée

de la fagon suivante,

P(t, ¢, z; 1w, W) =T, {, 2,1, w, W)

IP(lan>u> 8 T € [u,00),
0<s<t
+ { e%tP (sup W, < U 1nf W > l) siz € (u,l),
0<s<t
]P’(sup Ws<l), si z € (—o0,l,
L 0<s<t
o1,
t .
U(t, ¢,z lu, W) = / VP (AZ“”" € dy)
’ [l
=T Rl R N
avec,
4
R Al 1) 81 T € [u,00),
= | Loy {¥(t, 0)} sinh vz
§(7,C,xluW)—<Sh( )[t—w{( ( ( z))
+Li1{7(t, 1)} sinh (ar (222))],  siz € (u,0),
ke”‘/i(“”)\/”ﬂ’,t_w{’y(t,0)}, 8t z € (—o0,1],
Lot} = e “(e() + d(v))
Yt e(7) +d(v)),
o V- 27
et c

Lean{y(®.0)} =

T E] B A,
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EE P V7 — i( sinh(an)
V7 vy — i sinh(ar) + /7(cosh(ar) + 1)

et

e = =t AT )
1
A= sinh(an)(7— i — &)

; H‘—“(eul — e")(cosh(ar) + 1)

V2
— V=il (e" — et sinh(mr)}] ) )

L V7= T sinh(ar)
V7 vy — i sinh(am) + /7(cosh(ar) — 1)

'(ﬁ(ﬁ—%) AT E)
1

. T=u =i =2
. H:_;z‘(ew = e (eoaliar) = 1)
e gl

et,
¥ — 1 . 1
2 2(u — )2

an =

Démonstration. Avec la définition 1.3.2. nous avons que,

Y(t, ¢, 2) = B, [547]
=E, [eiC & I[(z<w..,<u)als:I
il /0  up (AtW’”“ € dy) +1-P (AtW’”“ = 0) +et. P (AtW’”" = t) ,
(1.17)

out >0etz,¢cR. Enfixant ¢ et en appliquant le théoréme de Feynman-Kac

de la p.366 de ? nous avons que ¥(t, z; ¢) doit satisfaire & ’équation aux dérivées
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partielles suivante,
, i
_wt . ZCI[(Z<$<U)’¢) + '2"9[)3;1; g :u‘d)z =0,
avec la condition initiale,
¥(0,z;¢) =1, VzeR,
et les conditions aux limites,
ol e@mly="1, Y >

La résolution de cette équation aux dérivées partielles déborde le cadre de ce

mémoire. Pour ceux qui s’intéressent a la solution, voir ’annexe A dans ?.
O

Remarque. Nous avons des masses dans (1.12) ¢ y =0 et y = t parce que, selon
z, il est possible que (W,)s>0 soit supérieur & u pour tout s € [0,t] ou inférieur d

I pour tout s € [0,1].

Dans ce mémoire, nous n’allons pas appliquer les résultats de cette section parce
que les applications financiéres de cette section nécessiteraient I'inversion de la
fonction caractéristique. Cette inversion nécessite de nombreuses méthodes numé-
riques qui sont en dehors du champ d’application de ce mémoire. Pour ceux qui
sont intéressés par les applications financiéres de ces résultats, ? est une excellente

thése avec beaucoup d’informations sur le sujet.




CHAPITRE II

APPLICATIONS DES TEMPS D’OCCUPATION EN FINANCE

Dans ce chapitre, nous allons principalement discuter de certains des résultats de
~ Linetsky (1999), en commencant par les options escalier. Pour une introduction
trés compléte aux options escalier, voir Linetsky (1999). Une option escalier est une
généralisation d’une option barriére "knock-out". Une option barriére "knock-out"
est une option ou la valeur de 'option est instantanément annulée au moment ol
le prix de I’actif sous-jacent atteint une certaine barriére prédéterminée. Ceci est
fait avec le but de réduire le prix de ’option pour les investisseurs qui ne veulent
pas payer pour des scénarios improbables résultant des changements extrémes
dans le prix de I’actif sous-jacent. Par exemple, disons que tu achétes une option
d’achat sur une action qui vaut $50. En achetant cette option, tu paries que le
prix de I'action va augmenter. Si tu crois, qu’il est trés peu probable que le prix
de l'action descende en dessous de $10 d’ici & I’échéance, tu peux ajouter une
barriére au contrat qui annule la valeur de l'option si le prix de I’action descend

en dessous de $10. Cela te permets de réduire le colit de votre option.

Quand une banque vend une option, son but n’est pas de faire un profit sur I’option
elle-méme. L’objectif des banques est de neutraliser le risque de 'option avec un
portefeuille de réplication et de profiter sur le spread. Un portefeuille de réplication

est un portefeuille d’actifs financiers (actions, obligations, etc...) qui reproduit la
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valeur de I’option. Le spread est la différence entre le prix de I'option qu’ils vendent
et le colit du portefeuille répliquant qu’ils achétent. Aux fins de ce mémoire tout ce
qu’on a besoin de savoir, c’est que pour décider quoi acheter dans un portefeuille
répliquant, les dérivées partielles du prix de I'option sont nécessaires. Un aspect
négatif des options a barriére, c’est que le prix n’est pas lisse 4 la barriére donc les
dérivées partielles sont inaccessibles. Cela provoque des problémes de couverture.
Les options escalier sont similaires aux options barriére "knock-out" a I'exception
du fait qu’elles sont peu & peu annulées quand elles sont au-dessus ou en dessous
d’une certaine barriére prédéterminée au lieu d’étre instantanément annulées. Un
des avantages de ces types d’options est que le prix est lisse & la barriére et donc
les dérivées partielles peuvent é&tre facilement obtenues & des fins de couverture.
La couverture sera discutée avec plus de détails & la section 2.1.3. Quelques autres
aspects négatifs des options barriére standard qui peuvent &tre résolus par les

options escalier sont :

— Avec une option barriére "knock-out" les investisseurs perdent la totalité de leur
investissement 8’il y a une percée a court terme 3 travers la barriére méme s’ils
ont correctement anticipés la direction générale du prix de Pactif sous-jacent.

— Etant donné que, pour les options barriére standards, tout franchissement de
la barriére, peu importe sa taille, a un effet énorme sur le prix de ’option, cer-
tains grands acteurs du marché pourraient é&tre incités & manipuler le marché,
possiblement par des moyens illégaux, pour forcer le prix de I’actif sous-jacent
& travers la barriére. Voir Linetsky (1999) p.57 pour un exemple concret inté-
ressant.

— Avec des options barriére "knock-out", il y a un tourbillon d’activités lorsque
les prix des actifs sous-jacents sont prés des barriéres populaires, ce qui crée

de la congestion et de la volatilité. Voir Linetsky (1999) p.56 pour un exemple

concret intéressant.
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[

Il y a beaucoup de types différents d’options escalier. Pour un catalogue des dif-
férents types d’options escalier, voir Linetsky (1999). Celui sur lequel nous allons
nous concentrer dans cette section est I’option d’achat escalier exponentielle vers
le bas. Cette option est une option d’achat vanille avec un paiement & 1’échéance
qui est annulé par un facteur de, e"’Aﬂs"_'b, ou p > 0 est appelé le taux d’annu-
lation. Dans ce chapitre, nous allons présenter la démonstration de Linetsky du
prix de cette option et le prix de I'option de vente correspondante. Nous présen-
terons également la dérivation de Linetsky du delta de 'option d’achat escalier
exponentielle vers le bas et nous allons discuter du gamma de 'option d’achat.
Ensuite, Linetsky (1999) a montré que nous pouvons utiliser les résultats obtenus
a partir des options d’achat escalier exponentielle vers le bas pour calculer le prix
des options parisiennes cumulatives. Une option parisienne cumulative est une op-
tion vanille qui est immeédiatement annulée si I’actif sous-jacent passe une certaine
quantité de temps au-dessus ou en dessous d’une barriére. Les options parisiennes
cumulatives seront discutées en détail dans la section 2.2.1. De plus, nous pouvons
utiliser le prix d’une option escalier pour dériver la loi jointe de (B2, A2 "°), ou
B® = (B})i>0 est un mouvement brownien standard qui commence & z, c’est-
a-dire By = z. Cela sera fait en utilisant les méthodes de Feynman-Kac. Dans
la derniére section de ce chapitre, nous allons discuter des options corridor. Ce
sont des options dont le paiement dépend de la quantité de temps que l'actif
sous-jacent séjourne dans un certain intervalle. Nous allons présenter des formules
fermées pour le prix de deux types d’options corridor qui ont été présentés dans

? : les options & un swap et & deux swaps.

2.1 Les options escalier

Dans cette section, nous allons d’abord présenter la dérivation de Linetsky du

prix d’une option escalier exponentielle vers le bas. Nous présenterons ensuite
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le prix de l'option de vente correspondante et dans la derniére sous-section nous
allons discuter de la réplication dynamique des options escalier exponentielles vers
le bas; plus précisément, nous allons présenter le calcul du delta et discuter du
gamma. Tout calcul se fera dans le modéle de Black-Scholes-Merton(BSM). Pour
nos besoins, cela signifie que le prix de l'actif sous-jacent sera modélisé par un
mouvement brownien géométrique, c’est-a-dire que le prix des actifs sous-jacents
sera modélisé par un processus stochastique S = (S;)i>0, O S; = SpetttoBt,
tE€R, Sy,0 > 0et B=(B;)>0 est un mouvement brownien standard. Pour plus
d’informations, voir ?. Les prix de ces options seront trouvés de la fagon standard,
c’est-a-dire, nous allons calculer ’espérance sous la mesure martingale équivalente
du paiement & I’échéance actualisé. Le taux d’actualisation utilisé sera le taux sans

risque qui sera constant et noté r > 0. Pour plus d’informations, voir ?.

2.1.1 Le prix d’une option d’achat escalier exponentielle vers le bas

Nous allons commencer par quelques définitions et ensuite passer au théoréme
principal de cette section qui est le prix d’une option escalier exponentielle vers le

bas. La preuve de ce théoréme est longue et sera complétée en annexe.

Définition 2.1.1. Soit ¢ € R. Nous allons définir la fonction ¢(x) comme la
fonction de densité d’une variable aléatoire normale centrée et réduite, c’est-a-

dire,

Définition 2.1.2. Une option escalier exponentielle vers le bas est une option

avec paiement a l’échéance T > 0,
g (Sr, A7) = 7" (Sp - K)",

ot p > 0 est appelé le tauz d’annulation, b > 0 est appelée la barriére et K > 0

est appelé le priz d’ezercice.
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Voir la figure 2.1 pour une illustration d’un paiement a ’échéance pour une option

escalier exponentielle vers le bas.

Remarque. 1] existe plusieurs types d’options escalier. 0Dans ce mémoire, nous
traiterons seulement la version exponentielle qui est définie dans la définition
2.1.2. A partir de maintenant, nous allons ometire le mot "ezponentielle" quand
on parle d’options escalier. Pour ceuz qut sont intéressés par les différents types

d’options escalier voir Linetsky (1999).

Remarque. Nous pouvons voir que, avec une option escalier, si les investisseurs
ont correctement anticipés l'orientation générale du marché, mais que l'option
traverse la barriére légérement, ils recevront encore la majorité de leur paiement.
Les grands acteurs du marché sont moins incités a manipuler le marché étant
donné que leffet d’un léger franchissement de la barriére n’est pas drastique, si p
n’est pas trop élevé. Egalement, parce qu’une légere traversée de la barriére n'a pas
un effet drastique pour une option escalier, il y aura moins de volatilité autour

des barriéres populaires.

Avant de présenter le théoréme principal de cette section, voici une liste de nota-

tions qui seront utilisées dans cette section :

y=%<r—%2), 'y=r+l§, (2.1)
T = %ln <%>, k= %ln (%) : (2.2)
d = 171\/’”;—” do = dy + oVT,
d3=—]c——\;v_7:|~u_T, d4=d3+0’ﬁ,
4= =2 do = ds + o,
dr = ﬂ, dg = d7 + oV,
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Figure 2.1 Une illustration d’un paiement & I’échéance pour une option escalier

exponentielle vers le bas

St
Sr = $38.33

Dans-Le-Cours

K = 30 |-ty e NG ,,,,,,,

Payoff = e=P47~ " (Sp — K)*

. = e~215(38.33 — 30)
Hors-Du-Cours

5 = $6.82
So=20 ki inmp m A i) e el e
b=10 y / ]
E E Annulation
E E T="l-4@1 -1

1
Tl années
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01: 1—%—1/%’, Cz=t—%01—t_%$k, C3=01—O'CE.
Théoréme 2.1.1. (?) Le priz initial d’une option d’achat escalier vers le bas est
une fonction, notée C, (So; T, K, b), continue et dérivable qui est donnée par : |
(i) pour Sy > b et K > b,

v

C; (So; T, K, b) = So®(dy) — Ke™"Td(dy) — (S%) : Kg) O(dy) — Ke™"Td(ds)

(1 e~ P(T-1)e=7(T-1)
(So) V2r(T —1)3

[(1/ + o) (b2> O(dg) — ve "TK@(ds)}

(i1) pour Sy < b et K > b,

(1- e—P(T- t) e—V(T-t)
C, (8;T,K,b) = ( ) /
So 27r(T—t)3

g {(l/ + O')Cgbq)(ds) — l/Cle_TTK‘b(dr,')

z2
= axt_%b¢(dg)} e - dt,
(411) pour Sy > b et K <b,

C; (So; T, K, b)

= g "T-vz ]:b{e"’T[\Il"_"ph(V +0),0,—z;T) — \Ili_ip(—(v +0), =k, —z;T)]
+Ui(v +0,0,z; T)}
- K{e—PT[\Iﬂjp(—u,o, ~2;T) = U (—v,—k,—;T)]

+ Ui, O,x;T)H,
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(iv) pour Sy < b et K <b,

C;(SOa T) Ka b)
AL [b{e—fﬂ"[wip(—(u +0),0,—;T) = V. (—(v + 0), =k, —2; T)]
+ \II::(V+ g, va’T)}

= K{e"’T[\Ili_p(—u,O, —5;T) = U (~v, —k,—2;T))

- \I/if(u, 0 T)}] :
ou,
U (v;k,2,T)
v2r v2T
=e"”"t77 ®(d)) — e™*t7 B(ds)
i (1 = C_p(T_t)) »2t 1
+ e —————c 2 |[Vv®(ds)+1 2¢(d5)]| dt,
[ e [t + - hotan)
et,

(v, k T ) b o) + Gl 4
Uiy k,z,T) = Z TIT-9 4= t.
p Wik, z,T) /0 ” 27r(T—t)3e [vC12(d7) + C29(dr)]

Remarque. Avant de commencer la démonstration du théoréme 2.1.1. nous avons

besoin de passer en revue un détail. Dans la démonstration qui suit, nous allons

utiliser des mesures de Dirac et des "fonctions" delta de Dirac. Une mesure de

Dirac, 4,, est définie comme suit : soit (R, B) un espace mesurable ot B est la

o-algébre de Borel. Pour a € R,

0, aé A,

50,("4) = ]I(aEA) N
1, a€ A,

VA € B. De plus,
5.(4) = / a(dz),
A
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et pour la preuve suivante nous avons besoin de la propriété suivante des mesures

de Dirac,
| f@eutde) = 5@,
ot f est une fonction assez réguliére. La "fonction" delta de Dirac, notée 6,(x),

est symboliquement définie comme suit : pour z € R,

ol = 0, @,

00, T =a.

Pour la démonstration suivante, nous avons besoin des "propriétés" suivantes des

"fonctions" delta de Dirac,
0a2) = 8,4{0) = 8,_:(0)

et
/ R / . e = e,
R R

Afin de simplifier la notation, nous allons parfois écrire,

6z—a = 6:::—(1 (0) .

Notez que la "fonction" delta de Dirac n'est pas vraiment une fonction. C’est ce
qu’on appelle une fonction généralisée, pour ceur qui sont intéressés voir 7. La
définition et les "propriétés” ci-dessus sont des abus de notation pratiques qui

sont utilisés par les physiciens.

Démonstration. Le prix initial de cette option est donné par,
S,—,b
C; (So; T, K,b) = e~ TEg, [e"AT o K)+] , (2.3)

ou Ejg, est 'espérance d’'un mouvement brownien géométrique qui commence &
So et qui résoudra I’équation différentielle stochastique dS; = rS.dt + ¢S,dB;

02
cest-a-dire S; = Spe™~7)+7B: oy B, est un MBS.
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Ceci implique que, avec (2.1) et (2.2), nous pouvons réécrire S; comme,

t+oB vt+(B wEBsM
B = b g e B e R S W™ S (2.4)
B : sl 2
ot WBSM = (WBSM),, est un mouvement brownien avec dérive v = 1 (r — %)

Cela nous donne que :

b

Cp_(So; T, K, b) = C_TTESO [e"’Ais“’_ (ST — K) ]I(STZK)}

(beoWT}?SM pi K) ]I(be’WTQSMZK)]

Girsanov _ N3 __4B,-0
BRI rT]Ez l:eV(BT z)—45 Te pAp (beUBT == K) H(be”BT>K)]

wBSM _

(2_:4) C_TT]E;,; |:e-pAT

: (2___2) e—‘)’T—qux [eVBT—pAg’_’O (beaBT - K) I[(BTZk):‘

=e T U (v +0;k,z,T) — KU, (v; k, z,T)], (2.5)
ol E, est espérance d’un mouvement brownien qui commence & z et,

Ty(0; k3, T) = E, #2048y o]

N [ eoBT—pA?"”(sBT([k, oo))]
= [ B [t 5, (42)
k
. s 00 e
Fubini 1 [ / IBr—pAT " Bl dz)]
k
—E, [ / eoBT—pAi""’(sBT(z)dz]

k
Bl / E, {eoBT‘PAg'_'oéBT(z)] dz

k
= / / / eVPtS (2)P (BT € dy, AB ¢ dt) dz
k 0 —00
= / / ef2—ptp (BT € d(z), AR ¢ dt) dz
k 0

= / / eoz/ e ?6,(2)P (BT €dy AD™ ¢ dt) dz
kK Jo —00

ay / T, (647" 85, (2)] dz
k
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= /k eE, [, 5, (0)] dz, (2.6)

oll 0,(dz) est une mesure de Dirac et d,(z) est la fonction de delta de Dirac.

Remarque. l'équation (2.6) peut étre écrit en utilisant une notation plus proba-
biliste c’est-a-dire,

o0 o0

/ e”E, [e“’AITa' 'Déz_BT(O)] dz =: / e E, [e"’A? ’O; Br e dz] k

k k
Nous allons terminer la présentation de cette preuve en quatre étapes. Un ré-
sumé de ces quatre étapes est donné dans les paragraphes suivants et tous les
détails et discussions sont présentés dans I’annexe B.1.1. Les étapes suivantes sont

une application des méthodes de Feynman-Kac. Les quatre étapes pour calculer

C; (So; T, K, b) sont les suivantes :

B,—,0
1. Pour commencer, nous allons calculer E, [e”’AT

JZ,BT(O)] . Pour ce faire,
nous allons définir A,(z,z;T) = E, [e‘F’A?_’O(SZ_ BT(O)] et puis nous al-
lons prendre la transformée de Laplace de A,(z, z;T) par rapport & 7. Nous
appellerons cette transformée de Laplace Ge(z, z; s). Nous allons ensuite ap-
pliquer le théoréme 1.1.2. (les méthodes de Feynman-Kac), qui nous donnent

que G,(z, z;s) doit satisfaire 'équation différentielle suivante,

1
§Gm — (54 Pliz<0)) G = —8(z—y).

Cette équation différentielle sera résolue en utilisant la méthode de variation

des paramétres.

2. Aprés avoir calculé G,(z, z; s) nous allons I'utiliser pour calculer LA
Pour ce faire, il ne faut pas oublier que la fonction G,(z, z; s), que nous avons
calculée dans la premiére étape, est la transformée de Laplace de LR
par rapport & 7. Donc, pour calculer A,(z,z;T) nous allons prendre la

transformée de Laplace inverse de G,(z, z; s).
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3. Aprés avoir calculé A,(z, z; T) nous allons I'utiliser pour calculer U ,(v; k, z, T).
Pour ce faire, nous devons calculer 'intégrale (2.6), c’est-a-dire nous devons

calculer,

W vk, 2, T) =/ e”’E, [e‘PAIT;'_'Odz_BT(O)] dz = / %Az, 5 T)dz
k k
Cette intégrale n’est pas difficile & calculer mais le calcul est long et fasti-

dieux.

4. Finalement, pour la derniére étape, nous allons calculer C; (S;T, K,b) en
insérant notre réponse pour ¥,(v;k,z,T) de I’étape 3 dans ’équation (2.5),
c’est-a-dire nous allons incorporer notre réponse pour ¥,(v; k, z,7") de ’étape

3 dans,

C; (So; T, K,b) = e T~ b0, (v + 03 k,7,T) — KU,(v; k,2,T)] .

O

Remarque. (concernant la figure 2.2) Nous pouvons voir que l’option vanille est
toujours plus cher que l’option escalier qui est toujours plus cher que loption
barriére. C’est ce que nous attendons car l’option qui t’annule pas doit étre plus
cher que lUoption qui t’annule lentement, ce qui devrait étre plus cher que option
qut t’annule instantanément. De plus, nous pouvons voir que si nous augmentons
p le priz d’une option escalier converge vers le priz d’une option barriére. C’est
ce que nous attendons car si p est trés élevé, tout franchissement de la barriére va
grandement réduire la valeur du paiement a ’échéance. En outre, si p tend vers
2€éro, le priz d’une option escalier converge vers le priz d’une option vanille. C’est
aussi ce que nous prévoyons car si p est zéro, le facteur qui multiplie le paiement
est 1 indépendamment de combien de temps lactif sous-jacent passe en dessous

de la barriére.

Maintenant que nous avons trouvé le prix initial d’une option d’achat escalier vers
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Figure 2.2 Le prix initial d’une option vanille, escalier vers le bas, et barriére
vers le bas contre le prix initial de I'actif sous-jacent pour différentes valeurs de p

(K=95b=90,T=1,r=004 0= 04)

Vanille
p=05
p=1

— p=10

p=100
p =500
Barriére

15

Prix initial de I'option
5 10
| |

| |

T B T SEN R I S e e e G T e N S e
80 82 84 86 88 90 92 94 9% 98 100

Prix initial de l'actif sousjacent
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le bas nous pouvons facilement trouver le prix initial d’une option d’achat escalier
vers le haut en utilisant le fait que A5 " + Afﬁ’b 22T, c’est-a-dire,
CF(So; T, K,b) := e~ Es, [ewA%*"’(sT = K)+]
e e—PTe—rT]ESb l:eﬂAg"_'b (ST il K)+]

= e7"TC=,(So; T, K, b). (2.7)

De plus, dés que nous avons le prix initial d’une option d’achat escalier vers le bas,
nous pouvons trouver le prix d’une option d’achat escalier vers le bas au temps

t € (0,7 assez facilement. Nous allons utiliser le fait que, en conditionnant sur

S
Fe

T
A7 = AP /t I(s,<vydr

T
= AP + / I dr
t \ (%sr<b)

d 48-b o
:At,—, +/ ]I(sfe"(”“)+¢3;--t<b)dr
t

ol B* = (B,)s>p est un mouvement brownien standard qui est indépendant de
FE, ¢ > 0 et € R. Maintenant, avec un changement de variable nous avons que

cette derniére ligne est égale &,
s ;B
= At,_’ +/ ]I(Steou+¢3:‘<b)du
0

n T—t
AT +/ sz <p)dr
1]
= A7+ A7, (2.8)

ol S* est un mouvement brownien géométrique qui est indépendant de F° et

commence 3 S;.

Avant de présenter le dernier résultat de cette section, nous devons introduire le

lemme suivant.
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Lemme 2.1.1. (?) Pour unT > 0 fizé, soit F’ et G deuz fonctionnelles mesurables
définies sur C([0,T],R). Pour u € R,

F(W,t<T) £ G(Wy,t <T) si et seulement si

(F(Wi,t <T),Wr) L (G(W,,t < T),Wy).

Le résultat suivant est une application du lemme 2.1.1. avec F(W,,t < T) =
AFNFS et GWit < T) = A + ASY 7S, qui sont les deux variables

aléatoires définies dans (2.8).

Le prix d’une option d’achat escalier vers le bas au temps ¢ € (0, 7], noté

C,,‘(St, Af’_’b, t;T, K,b), est donné par,

C; (S, AS™0 ;T K, b) := Eg, [e-PAi“"’(sT — K)*

7|
(2;8) e—pAf ’_'b]ESt [e—PA;'_'t_ ’b( S’;‘—t = K)"']

P =08 ) (2.9)

2.1.2.  Le prix d’une option de vente escalier vers le bas

Linetsky (1999) nous a montré que nous pouvons facilement trouver la formule
du prix initial de I'option de vente en fonction du prix de 'option d’achat corres-

pondante, comme ce qui a été fait dans les équations (2.7) et (2.9).

Définition 2.1.3. Une option de vente escalier exponentielle vers le bas est une

option avec un paiement a l’échéance T > 0,

Pa i B
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Théoréme 2.1.2. (?7) Le priz d’une option de vente escalier exponentielle vers le

bas, noté P, (So; T, K, b) est donné par l'équation suivante,

Pp—(501T7 Kab)
=TT [KU_,(—v;—k,—z,T) — b¥_,(—(v+0); —k,—z,T)]. (2.10)

Démonstration. En suivant la méme logique que nous avons utilisée pour calculer
le prix de 'option d’achat correspondante, nous avons que,
P;(So; T, K, b) := e ""Es, [e—ﬂAfr""’(K < sT)+]

BSM _

Girsanov rTpp [ /(Br—a)— 4T —pAZ ™" (K — be”®) I (be"BTSK)]
= ¢, [GUBT_”A?_'D [K = beT) ]I(BTSk)]
= e [KE,(v; k, z,T) — bE,(v + o3 k,,T)], (2.11)
ou,
ik e, Ti=E, [eeBT_pA?'_‘OI[(BTgk)] . (2.12)

Si nous définissons B} comme — B; et nous utilisons le fait que A2+ AP =T

p.S. NOUS avons que,

Haub eI =N, [e‘”kaA?t&'O]I(B%Z_k)]

=E_, [e—”B;"’ (r-47 '—'O)H(B;z—k)]
=eTU_,(~v;—k,—2,T). (2.13)
En insérant (2.13) dans (2.11) la preuve est terminée. O

Avec le théoréme 2.1.2. et le fait que A5 ° + AZ™" = T p.s. nous pouvons
facilement déduire la formule pour le prix d’une option de vente escalier vers le

haut.
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Définition 2.1.4. Une option de vente escalier vers le haut est une option avec

un paiement & l’échéance T > 0,
—nAS+b
ge (K == ST)+.

Corollaire 2.1.1. (?) Le priz initial d’une option de vente escalier vers le haut,

noté P} (So; T, K, b), est donné par l'équation suivante,

PH(S0; T, K,b) = e"" P (54 T, K, b). (2.14)

Démonstration.
P}(So; T, K,b) := e TEsg, [e—pA?‘“’(K = ST)+] ,
et en utilisant 1’égalité Af:”b +F Aff“’b =T p.s. nous avons que,
eTEs, [e‘”A%+’b(K - ST)+] = T g, [e#47 " (K — ST)+]
= e P_(So; T, K, b).

Donc,

P} (So; T, K, b) = e#"P=,(So; T, K, b).

2.1.3 Réplication dynamique des options escalier

Un des avantages des options escalier est que la couverture de ces options est
plus facile que dans le cas des options barriére. Ceci est dii au fait que les prix des
options escalier sont lisses 3 la barriére et cela nous permet de prendre des dérivées
partielles afin d’obtenir les deltas et gammas. Aux fins de ce mémoire tout ce que
tu dois savoir sur la couverture, c’est que nous avons besoin de dérivées partielles

du prix.
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Le delta d’'une option d’achat escalier exponentielle vers le bas

Puisque le prix initial d’une option escalier vers le bas est une fonction avec quatre
régions, qui sont décrits dans le paragraphe suivant, notre delta aura également
quatre régions. Dans cette section, nous allons présenter I’équation explicite du

delta d’une option escalier vers le bas dans les régions i et is.
e Régioni: Sy >bK>b

Le delta est tout simplement la dérivée partielle de C, (So; T, K, b) par rapport a
Sp- Pour simplifier ’expression que nous obtiendrons, nous allons utiliser les trois

identités suivantes :

SO ert " b2 e'rt e b2 e'rt
7 ¢(d3) = ¢(d4)S.O—K, ¢(ds) = ¢(d6)SOK-

¢(d1) = ¢(dz)

Le résultat que nous obtenons est,

2y

1 (b5 [T (1-e?T0) T
_ZS”E<§0) A py/2r(T — 1)

: (<g—z> (2 + 0) (v + ) ®(ds) + ot~ ¢(ds)] — 2u2e“”K<I>(d5)) dt

Remarque. La partie en orange dans la formule précédente est le delta d’une
option barriére vers le bas. Il est facile de voir que lorsque p — oo, A7 converge
vers le delta d’une option barriére vers le bas. Cette propriété asymptotique nous
permet d’approzimer le delta d’une option barriére standard & n'importe quel degré
de précision en augmentant p. De plus, avec une intégration longue mais simple,
on peut démontrer que lorsque p — 0, A7 converge vers le delta d’une option

d’achat vanille.

e Région ii : So < b,K > b
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Pour trouver le delta dans la région i nous devons prendre la dérivée partielle de
C, (So : T, K, b) par rapport au Sy dans la région ii. Rappelons que z,Cy, et C,
sont des fonctions de S;. Le résultat que nous obtenons est le suivant,

Ao oC, 1 ( b )5 /T (1 — e=PT=0) g=1(T-)
0

* 7 8S  aS \ S p\/2m(T — t)3

. [UC4@"’"tK<I>(d7) — (v + 0)Csb®(ds)
1 32
= O'C]_t_ib¢(d8)j| e 2T-9dt,
ol

Ge= (75 +9) G2 - v e = (72 40) 4D v o

Pour trouver le delta au temps ¢ € (0,7 nous devrons prendre la dérivée partielle

de (2.9) par rapport & S; et le résultat suit directement, c’est-a-dire,
AZ(Sut, K, b) = e " A=(S; T —t, K, b
p(t77 7)_8 p( ty b v)'
Voici une remarque sur la continuité du delta & la barriére.

Remarque. Si tu regardes la preuve du théoréme 2.1.1, tu vois que par le théoréme
1.1.2. nous avons que G, est continue en z, ce qui implique que A; est continue.

Plus précisément, nous savons que,
Gz 2 T) = / e TA(z,z; T)dT.
0
Ce qui implique que,

Gela. ;T = (%/0 & " Mg TV

A partir des équations (A.16) et (A.18) nous avons que A(z, z; T') est bornée en

et que A.(z,z;T) existe, donc nous pouvons appliquer le théoréme de convergence

dominée. Cela nous donne que,
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a o0

— e‘STA(z,x;T)de/ e ™ 7.z, e THT,
oz 0 0

Donc,

Ge(z,z;T) =/ & TR T T,
0

Maintenant si G.(z,z;T) est continue en x, alors,
(o o] o0

lim e = Aslo, 3 THIF = B e"STAz(z,x;T)def e A, (2, 0:TYdT.
0

z—0% Jq z=0~ Jo

A partir des équations (A.16) et (A.18) nous avons que A,(z,z;T) est bornée,
donc avec le théoréme de convergence dominée nous avons que,
(o o]

/ e~*T lim A, (z,z;T)dT = / e lim A (z,z;T)dT = / & N2, 0 THdT.
Jo z—0+ 0 0

z—0~

Par lunicité de la transformée de Laplace nous avons que,
i S BT = hil A e L =50 Th
z—0t z—0~

5 . i - oG 3
Done, A,(z,x;T) est continue en z et cela implique que Ar = 5. est continue

4 la barriére car z = 0 implique que Sy = b, voir (2.2).

Remarque. (concernant la figure 2.3) Nous pouvons voir que, contrairement &
Poption barriére, Uoption escalier a un delta qui est continu & la barriére. Cela
facilitera la couverture de ces options lorsque le priz du sous-jacent se rapproche de
la barriére. De plus, tout comme avec les priz de ces options, si nous augmentons
p, le delta de U'option escalier converge vers le delta de l’option barriére. Aussi,
quand p tend vers zéro le delta de ’option escalier converge vers le delta de 'option
vanille. Cela nous permet d’approcher le delta des options barriére a la barriére
en trouvant d’abord le delta de l'option escalier a la barriére, puis en augmentant

p jusqu’a la précision voulue.
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Figure 2.3 Le delta initial d’'une option vanille, escalier vers le bas, et barriére
vers le bas contre le prix initial de I'actif sous-jacent pour différentes valeurs de p

(K=95b=90,T=1,r =004, 0 = 0.4)
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Le gamma d’une option d’achat escalier exponentielle vers le bas

Pour trouver le gamma nous devons prendre la dérivée partielle de C;(So; T, K. b
deux fois par rapport au So. Méme si le delta est continu & la barriére il a un pic
a la barriére. Cela implique que le gamma va avoir un saut fini & la barriére. La
grandeur de ce saut est proportionnelle & p, c’est-a-dire,

2
lim T (So;T, K,b) — Jim T; (ST, K, b) = e W o (E R

So—b+ sy Sl a2b2 P

Pour plus d’information voir Linetsky (1999) p.73 et p.92-93.

Remarque. Quand p — oo la grandeur de ce saut & la barriére tend vers oo,
comme le gamma d’une option barriére "knock-out" a la barriére; et quand p — 0

le gamma devient continu & la barriére, comme une option d’achat vanille.

212 Les options parisiennes cumulatives

Les options parisiennes cumulatives sont des options vanilles ol le paiement &
I’échéance est multiplié par ]I( ABED SﬂT),ﬂ € (0,1). Autrement dit, cette option
vanille est annulée si le prix de l'actif sous-jacent reste au-dessus ou en dessous
d’une barriére prédéterminée pendant trop longtemps. Dans cette section, nous
allons calculer le prix d'une option d’achat parisienne cumulative vers le bas.
Linetsky (1999) a montré que cela peut &tre fait facilement en appliquant les

résultats de la section précédente.

Définition 2.2.1. Une option d’achat parisienne cumulative vers le bas est une

option avec paiement a l'échéance, T > 0,

]I(Ai":"SﬂT)(ST ~ XK'

ou B € (0,1).
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Avant que nous trouvions le prix de cette option, nous allons tout d’abord intro-

duire un résultat.

Proposition 2.2.1. (?) Soit Cg(So; T, K,b) le priz d’une option d’achat pari-
sienne cumulative vers le bas. Le priz de cette option peut étre représenté de la

maniére suivante,

i
0

ot B € (0,1).

Démonstration. En partant du c6té gauche nous avons que, pour 3 € (0, 1),

Cﬂ(So;T, K, b) = C_TT]ESD []I(Ag:_'bsﬂT) (ST = K)+]
A 00
= / ]I(tSET)/ C_TT(S = K)+]P (ST € dS, A;;’_’b € dt) .
0 —00
Pour le moment, afin de simplifier la notation, nous allons définir

[2. e (s — K),P (ST €ds, A" ¢ dt) comme f(t)dt. Avec cette définition

nous avons que,

T 00
/ Tesom) / e (s — K).P (ST €ds, A7 e dt)
0 —00

i

- [ Sesomstar
0
T

= [ eemtR i, 0N
T i

:/ ]I(tgﬂr)ﬂp__l,t {/ e_”tf(t)dt} dt
0 0
T v i oo

= / Tu<sr) L7 { / e / e T(s— K),P (ST €ds, A3 " ¢ dt)}
0 0 —00

Fubini T 00 i

=20 / Te<oryL;he {e—’T / / e~ (s — K), P (Af:‘”’ e, S e ds)}
0 —o0 J0

& /OT Le<sr L35 {eQTTESo [e_pA?_,b(ST v, K)+] }

T
¥ / Te<pr) L5 {C; (So; T, K, b)}
0
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donc,

T
CalSiT D) = [ usamC53{C; (ST K D)}
0

221 Le prix d’une option d’achat parisienne cumulative vers le bas

En utilisant la proposition précédente et le théoréme 2.1.1, nous pouvons facile-
ment calculer le prix d’une option d’achat parisienne cumulative vers le bas. De
la proposition précédente, nous pouvons voir que le prix d’une option parisienne
cumulative est une fonction du prix d’une option escalier. Par conséquent, nous

allons une fois de plus avoir quatre régions différentes.

e Régioni: So > b, K >0
75
Cs(So; T, K, b) = / ]I(tsﬂT)ﬁ;_l,t {C;(So;T, K, b)} dt
0

| T
| =/ ]I(tgﬁT)[:;_ln{SOq)(dZ) - KC_TTCI)(dl)
0

" (Sio) P [(g—z) o(d,) — Ke"%(d;,)}
@) [
; {(u +0) (g—2> ®(ds) — ve"TK@(ds)] du}dt

0

T
= / ]I(tSﬂT){So@(dZ) = KC_TT@(dl)
0

()78 -]

. 6,(0)dt

T - b\% [T (1—e?T-9) 1Ty
+ / Te<pr) L5t (g) / e
0 0 0 o\ 2m(T — u)




2
. [(1/ +0) (g—) ®(ds) — VC_TTK(D(d5):| du}dt.
0
Avec l'identité,

s {; /0 i (1 —e=@-w) h(u)du} = /0 - h(u)du

qui sera bien expliquée dans la section 2.3, nous avons que,

Cﬂ (So; T, K, b) = H(OS/ST) {S()(I)(dz) e Ke"T<I)(d1)

- (3)°[(8) 2w -rea])
[ 10E) [ v
: [(,, +0) (ZZ) ®(dg) — ve ’TK<I>(d5)] dudt
T . {Sotb(dz) — KeT®(d,)

-(é’o) [(Z)W e}

[(u +0) ( So) O(ds) — ve TTK<I>(d5)] du.

e Région i :Sy < b, K > b

En suivant la méme logique que dans la région ¢ nous avons que,

T
Ci(So; T, K, b) = / Le<pr)£7h {C; (So; T, K, b) } dt
0

T—u 7(T—
I dt
<So) / / e T — V2r(T —1)3

[(V + O')Cgbq)( ) - l/Cle TTK‘I)(d7)

22
— oxt™3 b¢>(d8)J e -9 du.
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Le prix dans les régions ¢ : So > bet K < b, et iv: Sy <bet K <b, peut étre

calculé de la méme maniére.
2.3 La loi conjointe de (B%, Ag:,—,o)

Cette loi a été dérivée avec = = 0 dans Billingsley (1968) et beaucoup d’autres
endroits. Pour z € R, la loi est plus difficile 4 dériver mais Linetsky a montré que
la loi de (BT, A ’_’0) suit facilement des résultats de la section 2.1 en utilisant

les méthodes de Feynman-Kac. Rappelons la notation,
i ¥ B,—0
Az,2;T)=E, [e"’AT 5BT(2)] =/ e PP, (A7 € dt, By € dz). (2.15)
0

En observant ’équation (2.15), nous pouvons voir que, pour trouver la loi conjointe
de (B%, A;?”""), nous devons trouver la transformée de Laplace inverse de A,(z, z; T)

par rapport & p, c’est-a-dire,

P,(A7° € dt, Br € d2) = £, {A,(2,2;T)}dzdt
= Qi 2, £ T )dzdt.

Nous allons commencer avec le cas ou ¢ € (0,7).

e Régioni:z2>0,2>0,2+2z>0

(2, T)
{A1 BT}

p—)t
®19) ., 1 (e—@c 2 —<z+z>2) 6, / T = e“”(T‘t))(z+:r)e-gz;z22 o
P2 VorT o 20m/(T - t)33
. 1 —(2—2)2 —(a:+z)2
:[’P—ln{\/_a—? <€ BN = >}
1 & (Z —+ x) —(a+2)2
1+ _/ —————¢ 22 (t
a3 {p o 2m/(T — )33
Gt l /-T e—p(T—t)(z e .’II) e_gzz_:z)z "
Y pJo 2m/(T — t)383




63

—gz+z)2
1 —(z—2 2 —{xt=z 2 T t
5 (eJ—LW _ St )atm) + / imase T,
0

2T 2m/(T — £)383

T s 7(§+2)2
_/:;—ln l/ e—p(T—t)(_“lLﬂLdt
P Jo 2w/ (T — t)3t3

Pour le moment, nous allons nous concentrer sur la partie orange de I’équation.

Avec le changement de variable w = T — ¢ nous avons que,
T —!z+zz2
L*tlfeﬂpﬂﬁﬁﬁﬁ—ﬁ
| g 21/ (T — t)3t3

— (T2 2
e / o (2 )TN
pJo 2m/t3(T — u)3

—(TTz 2
—pr1 )1 (2 + z)e R

= =l
Sl T 3(T — u)®

) z+z22
(B.15) / ' (z+ z)eT
0

u
o /B(T — u)?
—!:c+z)2

(v=T—u) /'T (z+z)e 2

17—t 27/ (T — v)3¢3

Donc,
2
, 1 o= —(ats)? =g ej%)_(z + )
T = e~ T —e T 0:(0 +/ du
2% ) v2rT < ) +(0) o 27y/(T —u)du?

car sit € (0,T), alors §,(0) = 0.
e Région ii: 2 < 0,2 >0
Bt T) =L KT

p—t

|
1
T (1 — e=P(T-1) [z (1 ¥ i) tz (1 2t i)
(B.20) »C;—lnt / ( ) T—t £ }e_'é’(;_:)_édt :

2mp\/(T — t)3t3
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Figure 2.4 P, (A?"’O cdt,Br e dz) =P, (A?—’O el =18 e d(—z)) ,
ouz>0etz2<0

B g™

78

En suivant la méme logique que dans la région i, nous avons que, pour ¢ € (0,7),

2 2
: rufs (1) +2(1-2)] s g
q;j(z,t;T)-:/ e T-v) udy,
0

2npy/ " — u)P

e Région 7ii: x > 0,2 <0
En utilisant la symétrie du mouvement brownien (voir la figure 2.1) nous avons
que, ‘
B ERT =T =5T)
e Régioniv: £ <0,2<0,z+2<0
En utilisant la symétrie du mouvement brownien, de maniére similaire au cas de

la région iii, nous avons que,

qi”(z, b T= qu(—z,T = ral
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Finalement, pour z = 2 =0 et ¢ € (0,7) nous avons que,

90(0,¢;T) := p_,t{Ap(O 0;7)}

(B.23) 1—e T 1 5
= [’—l e R L:_l W 1
i pV 2nT3 £t pV2nT3 = oV oV/2rT3

1 H(t-T)
T3 V2nT3
1
V2orT3

Nous allons maintenant faire les casou t =0out="1T.
et=0,2>0,2>0

Avec la remarque B.1.1. nous avons directement que,

—!2—1!2 —!2 222
P, (A?’_’():O,BTed(z)):\/;ﬁ—(e T — e 5T >

ot=T 2<0,2<0

En utilisant la symétrie du mouvement brownien nous avons que,

a A I
IPm (Ag’ ’0=T,BT€d(Z)) = m(e‘%’r) —e (:;Jt) )

La forme fermée de la fonction de densité mentionnée ci-dessus est présentée dans

le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.1. (?) La forme fermée de la fonction de densité conjointe de

A?’*”O et Br est, pourt € (0,T),

P (A?""’ Edi, By e dz)

A ez: \/:62T . L dtd
S a2\ T R ]

pour z < 0, e,

P (A?""’ € dt, By € dz)

z T—t 22 2 apT=— P —z [T —t
— T-1) —er Q| —1/—— |dtd
T2 o = V7° v T (\/T t ) o

pour z > 0.
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24 Le prix d’une option avec paiement général g (ST, AIS:_’b)

Pour cette section, nous supposons que g est une fonction assez réguliére. Un
exemple de g, que nous n’avons pas traité dans ce mémoire, est I’option escalier

simple, ou g(s,t) = max(1 — pt,0)(s — K)™.

Proposition 2.4.1. (?) Soit ©,(Sy; T, b) le priz initial d’une option avec paiement

g (ST, Ai’_’b) a léchéance T > 0. La fonction ©,(So; T, b) est donnée par :
e Région i {So > b}
0,(So; T,b) = &7 —"{ / g (be™,0) P, (AP~ =0, Br € d2)
0
r 00 )
+/ / g (be”®,t) e"*q;(2,t; T)dzdt
o Jo
T w s
+/ / g (be”*,t) e”* g (2, t; T)dzdt 3.
o Jo
e Région ii {So < b}
0
0,(So; T, b) = e~ T—+= / g (be’*, T) e*P, (A?""’ =P B dz)

T poo
-l-/ / g (be?*,t) €% g% (2, t; T)dzdt
o Jo

T poo
+ / / g (be%,t) e g% (2, t; T)dzdt}.
o Jo

Démonstration.

@g(SO; ;7 b) — eATTESo [g (ST’ A’.ZS"’_,b)]
Girsanov e—rT]ESO [eu(BT—z)*"—zng (beaBT, Ag’_’o)]

— eI, [e"BTg (be"BT, Aﬁ"’o)] , (2.16)

et le résultat souhaité découle directement de (2.16). O
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2.5 Les options corridor

Dans cette section, nous allons examiner briévement les options corridor de Fusai.
Ces optioné paient un montant & 1’échéance qui dépend de la quantité de temps
que le prix de ’actif sous-jacent reste dans un certain intervalle. Ces options sont
un bon investissement pour les investisseurs qui cherchent & miser sur la stabilité
globale du marché. Quel que soit le prix initial de I’actif sous-jacent, ces options
seront profitables tant que le prix de l’actif sous-jacent ne bouge pas trop loin
de sa valeur initiale. Nous allons décrire la procédure pour dériver le prix de
ces types d’options, mais nous n’allons pas calculer les prix. La raison pour ceci
est que le calcul du prix de ce type d’options nécessite l'inversion numérique de
la transformée de Laplace, un sujet qui déborde le cadre de ce mémoire. Pour
plus d’informations sur I'inversion numérique des transformées de Laplace et plus
encore, il suffit de consulter ’excellente thése de doctorat, 7. Il existe deux types
d’options corridor qui sont moins générales, les options 4 un swap et 4 deux swaps,
ol nous pouvons trouver une solution fermée pour le prix. Ces prix ont été dérivés

dans ? et nous présenterons les résultats dans la section 2.5.1.

Rappel. Le temps d’occupation d’un intervalle (I,u) pour W est défini par,

t
A:V’l,u ::/ ]I(l(Ws<u)dS,
0
ounl,ueR,l<uett>0.

Définition 2.5.1. Soit S = (S;);>0 un mouvement brownien géométrique avec
pw € R et So,0 > 0. Une option corridor est une option avec un paiement d

l’échéance T > 0,

(hagt - K)+ ,

ot A>0et0< K < AT.
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Le prix initial de cette option est donné par,

g5 T =
e TR [(AA%”“ = K) } =~ TE ()\ / Tyt — K)
0
T =
= e—"‘T]E l()\/(; ]I(L<W,BSM<U)dt_ K) :] .

ob WM i Byt ut,vi=1 (r— ), Li=tin (&), et U= 1in(2),

o
et le prix initial de cette option en termes de la densité de AQVY'L'U est,

e~'T ( / T_()\t — K)P (A;V’L’U c dt) + (AT — K)P (A;Y’L’U = T)) .

K

Remarque. Nous avons un point de masse ¢ t = T car il est possible que le

processus W reste dans Uintervalle (L,U) pour toute la trajectoire.

Remarque. Nous pouvons facilement généraliser cette option & une option ot les
barriéres augmentent de fagon erponentielle a un tauz v ; c’est-a-dire, au lieu de

l(i<s,<u) nous aurons,

e <sicu) =U(s1a(g)<mirs (a2 )octin(i) = Mosmetmictr

-4
. o] o2
ol vy 1= = (r—*y—;).
Remarque. Si le priz d’ezercice est égal & zéro (K = 0), nous avons ce qui

est appelé une obligation corridor. Le priz d’une obligation corridor au début du

contrat est donné par,
i
e_rT]Eso [A;,l,u] =e"TE |:/ H(L<W¢<U)dt]
0

sz Y
F“:”””/ P(L < W,<U)dt
0
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ol Z suit une loi normale(0,1).

Remarque. Pour généraliser une option corridor, nous pouvons ajouter un autre
corridor. Une option & double corridor est une option avec un paiement a I’échéance
T'>0

(Magt = (T - 48) - o),

ou C > 0 est le priz d’exercice, M,y € R, l,u € R, et | < u. En mots, cette
option paie Ay pour le temps que lactif sous-jacent est dans le couloir (I,u) et
codie )y pour le temps que Vactif sous-jacent est en dehors du couloir, moins un

certain priz d’ezercice, C. Evidemment le paiement minimum est 0.

Comme nous I'avons dit précédemment, le calcul du prix des options corridor
est principalement un probléme de méthodes numériques et ne sera pas fait ici.
Toutefois en utilisant la représentation explicite de Pechtl de la fonction de ré-
partition du temps d’occupation d’un mouvement brownien arithmétique (voir
section 1.2.1) nous pouvons trouver le prix de deux versions d’options corridor
moins générales : les options & un swap et & deux swaps. Cela sera fait dans la

prochaine section.

2.5.1 Les options & un swap et & deux swaps

Dans cette section, nous allons présenter la dérivation de Pechtl des prix des

options & un swap et & deux swaps.

Les options a deux swap

Définition 2.5.2. Une option & deur swaps est une option avec paiement d

l’échéance, T > 0,

+
g()\l, )\Z,T, K; S) p— <A1A§:+,K £ /\2/1?1,_’1{) :
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0’&/\1,)\2€R et K >0.

Remarque. Une options & deur swaps est une option & double corridor avec

C=0etu—o0.

Avant de trouver le prix de cette option, notons que nous pouvons réécrire ce

paiement de la maniére suivante,

Ceci implique que si A; + Xy = 0 et Ay > 0 alors g(A;, 2, T, K;S) = 0 et si
A1+ A2 =0 et A2 < 0 alors g(A1, A2, T, K; S) = —A.T. Pour ne pas avoir & faire

face & ces situations triviales, nous supposerons A; + A # 0.

Si A1 + Az > 0 alors,

+
g(/\l, )\2, T, K, S) = ((/\1 + /\2)A€IS}+'K A /\2T)

A +
== S+.K 2
= ((Al ) (AT e A27*))

= ()\1 + )\2) (A;’-*-’K . T,\) I(A;,+,K>TA),
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Si A; + A2 < 0 alors,

+
G0\, 0, T, K; §) = ((,\1 $ A AEHE AzT)

Y +
s A S+K _ 2
(( v (AT o AzT) )

= (/\1 + /\2) (A’.ZSZ,+,K . T)\) ]I(Ai'Jr'KST,\)’

N 28 350
ouT) = —ZMT.

Avant que nous trouvions le prix de cette option, nous allons définir WBSM —

. i ¥ ]
(W#5M)>) comme un mouvement brownien avec dérive v = % (r - "7) b Ko —

(XPM);59 comme un mouvement brownien avec dérive (—v).

Rappel 2.5.1. De la section 1.2.1., nous avons que, pour k € R,

P Al 2 t) = Fi(6T, K, W).

Afin de simplifier la notation nous allons définir Fj (t) comme F} (t; T, k, W).

Maintenant, le prix d’une option & deux swaps, notée m(\;, Ay, T, K; S ), est donnée

par :
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e Pour \; + X\ > 0,
71'(/\1, /\2, T, K; S)
~e"TEg, [(Al 465 (Af:*’K 3 T,\) H(A;,+,K>TA)]

BSM 1 n
=e (A + \)E [(A;V (%) —TA> .

T
=e T+ X)) | (t—TNdFL(t)
Tx

T ot
= e_rT(/\l + /\2) / / deFX(t)
Ty JT

T pT
= e T\ + M) / / dFF(t)ds
T\ Js

T
= C_TT(/\l + /\2)/ FX(T) = Fj(s)ds
A

(A;VBSM e l"(r)>n>]

— e T + o) /T (- Fi) ds

T
=e T+ Ag) (1 ~Ff ( ln ( ) WBSM)) dsllk<sy)
T

T
+e T+ X) / F <T — 5T, ——ln ( ) XBSM> dsIix>s,)

T

T
= e (A + Ag) (1 ~Ff (s;T ~In ( > W SM)) dsl(k<so)

T

T-T)
L& 00+ 5 / B (u;T ln( ) XBM ) dull i)
0

Remarque. La forme fermée de l’intégrale,

9
/ Fi(T, k,W)dt,

-0

pour k < 0 a été dérivé dans ? & la page 67.
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e Pour \; + ) <0,

7T(A1, Az, T, K, S)
=e"TE [(Al + Az) (A;’-'-’K = T,\) ]I(A;’+’KST,\)]
o ()

=T (M + M)E [(AT TA)H( e i) )}
Ay 0/<Ty

T
s ) / (t = TNAFE ()
0
5% T
=—Tu+) [ [ dsarty
t
OTA 8
Z—C_TT(/\1+/\2)/ / dF:(t)dS
OTX 0
=—e0u42a) [ Fi(s)ds

0

T = 1, (K BSM
= —e " (/\1 + Az)A F: (S; T, ;ln (S—O) W ) ]I(Kgso)ds

T: & 1 K BSM
—e 7 (/\1 + AZ)A (1 =5 FX (T = S;T, —;ln (?0) ,X )) ]I(K>So)d8

T o 1. (& BSM
=—e" (A + )\2)/0 F% (S;Ta Sin (‘STO> W Lk <s0)ds

T
—e T\ 4 Xg) /T : <1 - F} (u; T, —%ln (-é,—i) ,XBSM>) L x> 50)du
—4iA

Les options & un swap

Avec les résultats de la section précédente nous pouvons facilement trouver le prix

d’une option & un swap.

Définition 2.5.3. Une option d un swap est une option avec paiement a l’échéance
it i F

9T, K; ) = (Aag+E) o3
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ou A\, K > 0.

En appliquant les résultats de la section précédente nous avons que le prix d’une

option & un swap, noté 7(\, T, K; S), est donné par w(\,0,T, K; S); c’est-a-dire :

e Pour K < S,

oA T, K 5) = i) 0, T, K3 8)

T 1 K
=5”A/ O—fj(&n—m(—);wmw))@.
0 o So

e Pour K < S,

(AT, K; S) = ()0, T, K; S)

T A 1 K BSM
=e A Iy | dy==t = §3X du.
0 g S()




CHAPITRE III

LES o-QUANTILES POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN
ARITHMETIQUE

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion d’a-quantile pour le mouve-
ment brownien. Un a-quantile pour un mouvement brownien peut étre considéré
intuitivement comme la valeur telle que le mouvement brownien passe «100% du
temps en dessous de cette valeur. La motivation pour I’étude des a-quantiles est
leurs applications en finance, principalement les options a-lookback, qui seront
présentées dans le chapitre suivant. Le résultat principal de la premiére section
sera l'identité de Dassios. Ce résultat, qui est intéressant et surprenant, montre
une égalité en loi entre I’a-quantile et la somme du supremum et infimum de deux
mouvements browniens indépendants. Une explication intuitive pour l'identité de
Dassios n’a pas encore été découverte. Ce résultat a été dérivé premiérement dans
Dassios (1995), cependant, un résultat similaire a été obtenu pour le cas discret
dans Wendel (1960) et Port (1963). La preuve originale de Dassios applique les
méthodes de Feynman-Kac, toutefois, deux autres preuves ont été présentées dans
7. Ces deux preuves ont évité d’utiliser les méthodes de Feynman-Kac, mais plu-
tot, elles ont utilisé les propriétés stochastiques du mouvement brownien. Dans
ce chapitre, nous allons présenter la preuve de ?. Dans la derniére section nous
discuterons du premier et dernier temps de passage des a-quantiles de Dassios

(1995). Le premier temps de passage d'un a-quantile est le premier instant ol un
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processus atteint un o-quantile prédéterminé dans l'intervalle [0, 7. Ces résultats
sont moins applicables aux mathématiques financiéres, cependant, un nouveau
type d’option barriére a été introduit dans Dassios (2005) qui nécessite la loi de
ces temps d’arrét. Ces types d’options barriére seront briévement discutés dans le

chapitre suivant.

3.1 L’identité de Dassios

Nous allons commencer par présenter la définition de 1’ a-quantile, une définition

intuitive, et une illustration afin de clarifier la définition.

Définition 3.1.1. Soit Y = (Y})i>0 un processus stochastique. L’a-quantile de Y
est défini par,
Q¥(T) := inf {x =R Al i ozT} .

ot 0<a<letT>0.

En mots, Q¥ (T) est le niveau minimal tel que le processus reste au-dessous de
ce niveau pour plus que 1000% du temps dans intervalle [0, 7]. Voir figure 3.1
pour un exemple d’'un a-quantile pour une trajectoire trés simple (et irréaliste)
d’un processus stochastique. Dans ce mémoire Y sera toujours un mouvement
brownien. Quand Y est un mouvement brownien, nous pouvons définir Q¥ (T)

comme {x ER: A" = aT} car,
inf {x eR: AP = aT} 22 inf {x ER: A "> aT} :

En mots, si Y est un mouvement brownien, QY (T') est la valeur telle que le proces-
sus reste au-dessous de ce niveau pour 100a% du temps dans l'intervalle [0, 7). Le
concept s’apparente aux fonctions quantiles des variables aléatoires. La fonction p-
quantile d’une variable aléatoire est définie comme Q(p) :=inf {z € R : F(z) > p}
o p € (0,1). Toutefois, si F(z) est continue alors @(p) = F~'(p). En mots, si
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Figure 3.1 L’alpha quantile de ¥ avec T =4 et o = 0.75, c.-a-d. Q¥ ;5(4).

W,

Q(‘;‘.{IS(4)=3 /\

.5

0 oyszu//a.s«; s

AP =15+15=3=0.7504)

F(z) est continue, Q(p) est la valeur telle que la probabilité d’étre inférieure &
cette valeur est p. De plus, afin de simplifier la notation, nous définissons QY

comme QY (1).
Remarque. Si nous prenons la limite en o nous avons que,
A (T — Y

et,
lim Q;(T) = M (T),
a—l
ce qui est facile & voir & partir de la définition. De plus, il faut noter que lorsque

nous disons que o = 1, Q¥(T) := lim,,; QY (T) et lorsque nous disons que o = 0

G = By Q T

y

Maintenant, nous présentons une égalité bien connue entre la loi de la quantité de
temps qu’un mouvement brownien est positif sur un intervalle fini et le moment

ol le mouvement brownien atteint son maximum. Ce résultat est non trivial et
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joue un réle important dans la preuve de l'identité de Dassios. Nous allons ensuite

présenter 'identité de Dassios et la preuve de ?.

Avant de présenter le premier résultat de cette section nous définissons 6}” comme
la derniére fois qu’'un mouvement brownien arithmétique atteint son maximum

dans lintervalle [0, ¢], c’est-a-dire, pour un ¢ > 0 fixé,

0 =sup{s<t:W,=M)}.

3 d ol : e
Nous avons vu dans le chapitre 1 que 62 = Af ’+’0, la proposition suivante généralise

ce résultat au cas o y # 0.

Proposition 3.1.1. (?) Pour un t > 0 fizé,

d
o S,

En d’autres mots, la proposition 3.1.1. nous dit que la derniére fois que le processus
W atteint sa valeur maximale dans l'intervalle [0, t] posséde la méme distribution

que la quantité de temps que le processus W est positif sur I'intervalle [0, ¢].

Remarque. Nous avons défini 0} comme la derniére fois que W atteint sa valeur
mazimale dans Uintervalle [0,t]. Toutefois, étant donné que le mazimum d’un
mouvement brownien est presque sdrement unique, 0}” sera également la premiére

fois que W atteint sa valeur mazimale dans Uintervalle [0,t], c.-d-d.,

sup{sSt:Ws:MsW}p'=8'inf{s§t:Ws=M8W}.

Avant que nous commencions la preuve de la proposition 3.1.1., nous avons besoin

de deux des théorémes d’équivalence de Lévy, qui seront présentés dans le prochain

lemme.
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Lemme 3.1.1. (?) Pour un t fizé,
d
MtB = |Bt|a
et,
MP — B, 2B,
Nous aurons également besoin du lemme suivant qui est prouvé dans I’annexe
C.1.1.

Lemme 3.1.2. §i C est une variable aléatoire qui suit une loi de Cauchy(0,1),

alors H-% suit une loi de l’arc-sinus c.-a-d., pour 0 <u < 1,

1 2
< = — ] ;
P (1 2 S u) - arcsin(+/u)

Nous sommes maintenant préts a présenter la démonstration de la proposition

3.1.1.

Démonstration de la proposition 3.1.1. Nous allons commencer avec la démons-
tration du cas ol = 0, ensuite nous allons présenter la démonstration du cas ot

© # 0 en omettant les calculs, car ils sont trés longs et fastidieux.
(1) Si =0, alors B = W et évidement 4} = §Z.
Maintenant, pour u € [0, ], nous avons que,

lP’(OtBSu)=P(sup B, > susz>,

0<s<u u<s<t

car,

{0;9 Z u} -~ { sup By > sup Bs}. (3.1)

0<s<u u<Ls<t

Voir la figure 3.2 pour une illustration de (3.1) pour une trajectoire fixée.

En ajoutant et en soustrayant B,, nous avons que,
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Figure 3.2 L’équation (3.1) pour une trajectoire fixée.

sup B

0<s<u

sup Bg
u<s<t

9B ’l:l, \/t S

P(sup Bs; > susz>=IP’<suszz sup(Bs—Bu)—f—Bu).

0<s<u uls<t 0<s<u u<Ls<t

En appliquant la propriété de Markov, nous avons que,

IP" sup B, > sup (B, — B,) + B, ) Mg ( sup B, > sup B: +Bu) )
0<s<u u<s<t 0<s<u 0<s<t—u
ou (B;)i>o est un mouvement brownien standard qui est indépendant de F2 :=

a{By 1 8 < U}
Par définition, cette derniére probabilité est égale a,
P(MZ>ME,+B,)=P(MZ-B,>ME).

Maintenant avec le lemme 3.1.1., nous avons que,

P(ME - B, > ME,) =P (|B.| > |B..|)

P

P/ 2 V)

* (12 )
(325

e

IV

P

IV
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En utilisant le résultat classique suivant : si Z et Z* sont deux variables aléatoires

normales réduites et centrées indépendantes alors,

% ~ Cauchy(0, 1),

nous pouvons réécrire cette derniére probabilité de la maniére suivante :

B2 t-u s t—u g o1 u
P(Bf“ u ) P<C T ) P(HCZ‘t)’

ot C ~ Cauchy(0,1).

Finalement, en utilisant le lemme 3.1.2., le résultat suit directement :

1 U\ Lem3.2. 2 U\ Thm.l.L1
B - e 1.1 B,+,0
PO <u)=P (m < ?) = arcsin <\/;) = IP’. (At < u) :

(44) Pour démontrer ce résultat dans le cas o u # 0, nous allons utiliser les

théorémes de Girsanov et de Fubini. En effet,
P (6} <u) =B [lgp),
et en appliquant le théoréme de Girsanov nous avons que,
E [Ioycy) =E [e”B“p"’_ztﬂ(o,BSu)] -

Maintenant en appliquant (i) et le lemme 2.1.1. avec F = 67 et G = AP nous

avons que,

—

i)

2 2
i [e”BtJ’_ H(03<u)] TTE [CM&H(Af**"Su)]

2 U poo
= [ / eHPp (Bt € dz, AP0 € dy)
3 g
2 2(t-»
e > / / ey
v [s(t—s)]3

+e” Lt/ / M27T/ty[s(t—s)]2dsdtdy'
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Pour la derniére étape en bleu, nous avons utilisé P (AB 0 edy B, € da:), qui a
été dérivé dans la section 2.3, avec le fait que A2 "°2'T — A2~ pour trouver

P (Af”*’o €dy,B, € da:).

Maintenant en appliquant le théoréme de Fubini, nous avons que,

2

P(ostu)=/{ “—'// e zﬂ ji;] dzds

“—t
+e” [ ‘“" drds}d‘ :
l . o [s - 8)12 .

Les détails concernant la résolution de cette intégrale seront omis car ils sont longs

et fastidieux. Tous ces détails peuvent &tre trouvés dans Pechtl (1999) a la page
56. Le résultat final est,

P(6) <u)= /up (AI“*"’ € dy> —P (AZV’*'O 2 u) .
0
O

Remarque. La forme ezplicite de P (Afv""’0 € dy) peut étre trouvée dans le théo-

reme 1.2.1.

L’identité de Dassios, qui suit, est une égalité en distribution non triviale entre
les a-quantiles et la somme du maximum et du minimum de deux mouvements
browniens indépendants. Cette égalité a été obtenue par Dassios (1995) en utilisant
les méthodes de Feynman-Kac. La preuve qui sera présentée dans cette section
est une deuxiéme preuve qui a été présentée par 7. Cette preuve utilise plutot les

propriétés du mouvement brownien.

Avant de présenter le théoréme, nous allons présenter deux lemmes qui seront

utilisés dans la démonstration du théoréme.

Lemme 3.1.3. Soit p € R, W = (W;);>0 un mouvement brownien avec dérive p
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et X = (X¢)e>0 un mouvement brownien avec dérive (—u). Pour 0 < o < 1,

w d X
Qa = Ql—a

Démonstration. En partant du c6té droit nous avons, par définition, que,

1 1
X =—inf {a: > / Lix,<z3ds > 1~ a} = sup {—a: § / Iix,<apds > 1 — a}
0 0
1 1
= sup{ v L —/ Iix,<zpds < a} rg'sup{—x : / I x,>z3ds < a}
0

1 ey 1
{ & lI{_Xs< gpds < a} v sup{ / I-x,<ypds < a}
0
§ d
{y / ]I{ Bs+us<y}ds < a} = sup {y : / ]I{Ba+us<y}ds < a}
0 0

1
inf {y ]I{W <y}ds > a} = QW

Il

sup

O

Lemme 3.1.4. (La propriété de retournement temporel du mouvement brownien)

Pour pcR, T >0, ettel0,T],
Wr_s — Wr £ X,.

Ce qui implique que,

B~ Br 2 B,

Noter que, avec un mouvement brownien arithmétique, quand on inverse le temps
la dérive va de p & —p.
Nous sommes maintenant préts i présenter le résultat principal de cette section.

Théoréme 3.1.1. (L’identité de Dassios) Pour 0 < o<1 et T > 0,

QZV(T)i sup Wy+ inf W},

0<s<aT 0<s<(1-a)T

ot W* = (W;)i>0 est une copie indépendante de W = (We)eo-
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Avant de présenter la preuve de I'identité de Dassios nous allons discuter d’un lien
important entre QW (T)) et A% ™. Sans perte de généralité (SPDG) nous fixons
T =1, pour z € R,

{QF <z} = {AXV’"”‘ > a}. (3.2)

L’équation (3.2) est plus facile & comprendre avec une illustration, elle est donc
présentée dans la figure 3.3. Par souci de simplicité, nous avons utiliser une tra-

jectoire "irréaliste" avec a = 0.5 et z = 3.

Remarque. Cette relation n'est pas trés surprenante car QY est la fonction in-

VV,—,Z
1

verse de A , c’est-a-dire,

wW.— w
i R Q;VW,_,z =5 7
1

Pour T > 0 nous avons presque la méme relation sauf que nous devons diviser
A7 par T, clest-a-dire {Q¥(T) <z} = {%A;Y’_’” > a} et QW (T) est lin-

1 VV,—,:Z:
verse de TAT ;

L’équation (3.2) nous donne un moyen facile de faire la transition entre les fonc-
tions de répartition de Q¥ (T) et A} . Nous allons maintenant utiliser (3.2)

pour prouver l'identité de Dassios.

Démonstration du Théoréme 3.1.1. Nous allons démontrer que,

QV(T)E sup W,+ inf W2

0<s<aT 0<s<(1-a)T

en montrant que leurs fonctions de répartition sont égales. Nous allons présenter
cette démonstration en trois parties. Dans la partie (%), nous allons démontrer le
cas ol z = 0. Méme si ce cas est simple, nous I'utiliserons pour illustrer clairement
des outils qui seront réutilisés dans les parties (i¢) et (i3i), o z < 0 et z > 0,

respectivement.
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’zZa} avecz=3eta=.5

<a}= {4

w
o

a=025+025=.5

= (0

W,—,
" i

Wi

Figure 3.3 {Q
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() Le cas o z = 0.
Pour commencer, nous allons appliquer (3.2) avec z = 0 pour obtenir,
P(QF <0) =P (4P 24).

Maintenant avec le fait que Arl”’o =1 AXV""‘O, nous avons que,

P (A?V”"’ & a) =P (AP <1- a) :
D’aprés la proposition 3.1.1. nous avons que,

IP’(A}'V""’OSl—a) =P{EF < 1—aj.
En utilisant (3.1), nous pouvons réécrire cette derniére probabilité comme suit,

P(6y <1-a) =IP’( sup W, > sup Ws).
0<s<]l—~a 1-a<s<1
En soustrayant W;_, des deux cotés nous obtenons,
P{ sup W,> sup Ws> =P{ sup Wy—-Wj_o> sup W,— W1-a> :
0<s<1—-& 1-a<s<1 0<s<1l-a 1-a<s<1
et en appliquant la propriété de Markov nous avons que,
P ( sup Wy—Wi_o> sup W, - Wl_a) =P ( sup W, —-Wi_, > sup W;‘) ;
0<s<l—ax 1-a<s<1 0<s<l~ 0<s<a

ol W* = (W);>0 est un mouvement brownien avec dérive u qui est indépendant
de Fi¥ o

Maintenant avec la propriété de retournement temporel du mouvement brownien
nous avons que,

P ( sup Ws—W;_o > sup Ws“)

0<s<1l— 0<s<a

=k ( sup W(1-a)-s = Wi-o > sup Wy )

0<s<]l—« 0<s<

=IP’( sup X, > sup W:),

0<s<l-x 0<s<a
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oit X = (X;)¢>0 est un mouvement brownien avec dérive (—u) pour t < 1 — o

Par définition, nous avons que,

!
]P’( sup X, > supwg>=P(Mf‘_azM§V'). ' ‘
0<s<1—« 0<s<a
Finalement, avec le fait que M¥ < — m! _ nous avons que,
P(ME, 2 MY") =P (MY 4 mi¥ < 0).
et donc,
P(Qy <0) =P(MY +m, <),

qui est le résultat souhaité.

(it) Pour z < 0 nous avons que,

PlQ, =u)
(Siz)]P’ (A;’V’_’z > a)

1
=P (/ Iiw,<z)ds > a)
0
1
=P</ Tw,<z)ds 2 a,TZV < 1) , carz <0,

dl

TV = u) hu; z, W)du

b~

1
/ ]I(Ws—:cso)ds _>_ a, T:V < 1
W

1
/ Iw,-w.<0ds > a

1 1-u
Hgkor / P < / Tws<oydr > a) h{u; 2, W)du
0 0

= /01 P (AK:;_’O > a) h(u; z, W)du,

ot W* = (W}*)s>0 est un mouvement brownien avec dérive 4 qui est indépendant
de FY%.
x




88

Si u > 1— o, ce qui implique que 1 — u < «, alors P (AK;’"’O > a) = 0. Ce qui

nous donne que,

/01 P (A?:;"’O = a) h(u;z, W)du = ‘/OI—GIP (AX‘:;—’O > a) h{u;z, W)du

l1—-a
2 / P((1-w - AL > o) bz, W)du,
0

car A2t — A% pour tout ¢ > 0 fixe.

Donc,
l1-a
P e = / P ((1 —u) = AV > a) h(u; z,W)du.
0

Maintenant en utilisant la proposition 3.1.1. nous avons que,

FlC & 8 = /q—&IF’ ((1 — )= T a) h(u; z,W)du
Jo

l—-a
g / P((1-u)—06;", >a)h(u;z,W)du
0

7))

P (91_’;3., <1—7¥ —a,7" <1~ a) . (3-3)

l-a
=/ P (07, <1—u—a)h(y;z, W)du
0

IE[IF’(Ol_‘T:VSl—TZV—a,T:VSl—a

Pour la prochaine étape nous allons utiliser (3.3), avec le fait que,

{6, <1-u—-0a}= { sup W*;> sup W*s} : (3.4)

0<s<1—u—a l1—u—a<s<l-u

voir la figure 3.2 pour une illustration de cette égalité pour une trajectoire fixée.
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De plus, nous allons utiliser la propriété de Markov, ce qui nous donne que,

P(Q <o) =P(0w <1-7¥ —o,7¥ <1-a)

@p ( sup W > sup o a)

s)'g
0<8<1-7WV —a 17V —a<Ls<1-1¥

M“k"éFme]P( sup Wr> sup WHt¥ <1- a)

{ ¥ R
TV <r<l-a l-asgr<l

a 'z
W <r<l—a 1-a<r<l

=]P’< sup Wr-W_,> sup W)-W; ngl—a)

MIop [ sup Wr—Wr,> sup W1 <1-al,
TV <r<l-o 0<r<a
ot W** = (W/*)i>0 est un mouvement brownien standard avec dérive u qui est
indépendant de 7}V, = o{W; : ¢t <1—a} et F%,. Par définition, cette derniére
1-a t Ty
probabilité est égale a,
]P’( sup Wr—Wp , >MV" V<1 —a) :

7V <r<l-a

Nous allons maintenant définir X} comme Wp;_,, , — W7_, alors, par la pro-

b 04
priété de retournement temporel du mouvement brownien, X* est un mouvement
brownien avec dérive (—u) pour r < 1 — a. Avec cela, nous avons que,

P@2 <o) -2 WMo MY <1-a)

TV <rl—-a

P ( sup (W(*I:l—a)—r - l*—a) 2 Mt:V"’T:V = Ol)

0<r<(1—0) -V

0<r<(l—a)—r¥

E]P( sup X:ZMB/",T:VS].—O[>

Mark"éFme]P’( sup X7 — XJw > L ol a) "

TV <s<l—a

P(Q?S@:]E[]P( sup X:—X;;WZMZV",T;VSI—a

TV <s<1—a
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. s . w d
Maintenant en utilisant le fait que 7% TX nous avons que,

PlQL €3, =FE ]P( sup X;—X:K.ZMZV",Tf;Sl—a
L

X <s<1—a

)

=P sup X;—(—x)ZMZV',T_)_('Sl—a>

X <s<1-a

X <s<l~ax

=P sup X:ZM;’V"—x,Tf('Sl—a>

=1p( sup X;ZMXV"‘—x,rX' Sl—a), car (—z) > 0,

0<s<l—-a

(T(MW.. <1—a7‘ R s )

T(MW.. < 1-— ) , car (M:V —a:) > (—z) p.s.,

P
P
P (M ZM;”"—:r)
P

(
(

MY - M¥, <z).

2 . d
Finalement, avec le fait que M;< »= —mi’, nous avons que,

P (M, - Mi", <z) =P (M +m), <),
ce qui nous donne le résultat souhaité.

(44i) Pour le cas ot x > 0, nous allons utiliser le lemme 3.1.3. et la partie (i)

comme Suit :

P (@Y <)% p(-Q¥, <
ZI_P( i{—as—z‘)
(i)l_]}D(MX +m¥ < —z), car (-z) <0,

=P(-M¥,-m¥ <z).

Avec Paide des identités,

[ls
s

~ME L m et —mXLiM

=]
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nous avons finalement que,
P(Qy <z) =P(m{’,+ MY <)

Ceci achéve la démonstration de ’identité de Dassios. O

Puisque Q¥ (T') peut étre représenté comme la somme de deux variables aléatoires
indépendantes il est possible de trouver la fonction de densité de QY (T') par une
convolution des densités de MYV et m{"" c.-a-d.,
i~
u%Qyujem)=/'P(Myedu—u»P@%Qwed@dw
—o0
Pour ¢ = 0, nous pouvons obtenir la fonction de densité explicite de QZ(T) avec

la convolution suivante,

P (Q2(T) € dx) = / P(MEZ €d(z— )P (MG —ayr € du) du,
ot,
26%, 23>0
P(MEcdr)=4 Vm© ™0 75
0, z <0,
et,
0, >0,
P (mf € dr) = ‘

3
.
,/%e 27, x<0.

0 fecuf?
f V 7rTo:e = 1rT(l a)e 2T(1 )du z 20,

f v TrI‘a T(l ) "t 'a) du’ z <0.

Remarque. Siz > 0 alors u € (—0,0] car siu > 0 alors P (mﬁ_a)T € du) =4

Cela nous donne que,

P (Q2(T) € dx)

Siz <0 alors u € (—o0,x] car si u > z alors P (M5, € d(z — u)) = 0.

La solution de cette convolution est présentée dans le prochain corollaire.
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Corollaire 3.1.1. (?) Pour T >0, p =0, et 0 < o < 1, la fonction de densité
de QB(T) est donnée par,

P(QE(T) e dz) = 2\/%6"% (1 - (w lgTa)) dz,

pour x > 0, et,

P (QB(T) € dz) = 2\/%(5%@ (:v ﬁ) dz,

pour z < 0.

Voir les figures 3.4 et 3.5 pour une illustration de cette densité par rapport aux
densités de MV et m}"". Comme prévu, cette densité converge vers la densité de

M} quand o — 1 et cette densité converge vers la densité de m}” quand o — 0.

3.2 Temps de passage des c-quantiles

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de Dassios (2005) sur les
temps d’atteinte des a-quantiles du mouvement brownien. Nous allons commencer
par définir la premiére et derniére fois que le mouvement brownien atteint un o-
quantile. Ensuite, nous allons présenter la dérivation de la loi de la premiére fois
que le mouvement brownien atteint un a-quantile. Cette loi est, étonnamment,
trés proche d’une loi de ’arc-sinus. Enfin, nous présenterons la dérivation de la loi
conjointe de la premiére et derniére fois que le mouvement brownien atteint un
a-quantile, la valeur de 1’a-quantile et la valeur finale du mouvement brownien

dans Dintervalle [0, T).

Définition 3.2.1. Soit Y = (Y;):>0 un processus stochastique. La premiére fois

que Y atteint Ua-quantile QY (T), pour 0 < o < 1 et T > 0, est définie comme,

n (T) := inf {s€[0,T]:Y,= Qz(T)} Y
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Figure 3.4 Les fonction de densité de M7 et Q2 pour différents o
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fonctions de densité

Figure 3.5 Les fonction de densité de m? et QF pour différents o
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Figure 3.6 1 (T) et £7(T) avec o = .75 et T = 4

W,

Q%s(4)=3 /\

] 05 1,15 2 28 8 35 4 S
w / \ w
7).75(4):1-5 75 (4)=2.5

et la derniére fois que Y atteint l’a-quantile Q,(T) est définie comme,

&(T) :=sup{s €[0,T]: Y, = Q¥(T)}.

Ces deux temps de passage sont illustrés dans la figure 3.6. Pour la simplicité,

nous avons utilisé une trajectoire "irréaliste".

321 Les lois de n2(T) et ¢2(T)

Dans cette section, nous allons commencer par trouver la loi conjointe de

(Q2(T),nE(T)) .

Ensuite, nous allons utiliser cette loi conjointe pour trouver la loi de nZ(T). Pour
simplifier la notation, sans perte de généralité, pour tous ies résultats de cette sec-
tion, nous allons fixer T' = 1 avec 72 := nB(1), €8 := ¢B(1) et QF := QZ(1). Avant
de présenter le premier théoréme de cette section nous allons présenter quelques

lemmes et propositions qui seront utilisés dans la démonstration du théoréme.
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Lemme 3.2.1. (?) Pour 0 < o<1,

_Bps. B
Qa —a Ql—a'

Démonstration. Nous allons commencer avec la définition de —QF .

1 1
£ f_a := —inf {:L‘ : / I(B,<s)ds > 1 — a} =sup {—:L‘ - / I(B,<z)ds > 1 — Ot}
0 0
' 1 1
= sup {—x 11— / L(B,<z)ds < a} = sup {—x - / I(B,>z)ds < a}
0 0
! (y=-2) : .
= sup {—x : / I(—B,<—z)ds < a} ="' sup {y 2 / I(_B,<y)ds < a}
0 0

1
= inf {y 2 / I(—B,<y)ds > a} = Q;B
0

Avec le Lemme 3.2.1. nous pouvons démontrer le prochain lemme.

Lemme 3.2.2. (?) Pour 0 < o < 1,

—-BPS. B
na =M-a>

et,

—BD-5 .B
ga = gl—a'

Démonstration. (i) Nous allons commencer avec 7, 2.

i = {t : =By = Q;B}
Lemé.zl. \sif {t ; Bt _ f_a}

—— |
=MN—o
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(#) Nous allons commencer avec &, 2.

§;B i= giip {t :—B; = Q;B}
Lem_;_.'i.Z.l. sup {t ; Bt = QlB_a}

— =B
= El—a'

Lemme 3.2.3. (?) Pourc>0et0<u<a<]l,

1-u '
P (/ I(B,<pds < a — u) = IP’( sup B> sup B, sup B, > c> ;
0 0<s<a—u a—uls<l-u 0<s<a—u

Démonstration. Nous allons commencer en conditionnant sur 7, := inf{s > 0 :
By= 1t}

1-u
P (/ ]I(BsSc)dS == u)
? l1-u
=K l:]P (/ ]I(B.,Sc)ds <a—u Tc>]
0
oo 1-u .
— / P (/ I(B,<c)ds < o — u) P (7. € dr)
0 0
oa—u l1-u
= / P </ IB,<)ds < o — u) P (7. € dr),
0 0

1-u

car sir > o — u, alors P (fo IiB,<e)ds < o — u) =0.
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Maintenant nous avons que :

1-u
P (/ I(B,<ds < o — u>
0
a—u 1—u
= / P (/ I(g,<q)ds < a — u) P(r, € dr)
0 0
a—u ' i 1—u
= / P (/ I(B,<c)ds +/ I(B,<ds < a — u) P(r. €dr)
0 0 T
o—-u 1-u
:/ ]P’(r+/ ]I(BsSc)ds<a—u)]P’(Tc€dr),cacmO
0 r
a—u 1-u
= / P (/ Iig,-B.<o)ds <@ —u— r) P(r. €dr)
0 r
K a—u 1—u—r
arkov / P (/ Iig:<)ds < @ —u— r) P (7. € dr)
0 0

/()a—uP(A?_';‘_’E < cy—u—r)IP’('rc € dr),

4

ou B* = (B});>0 est un mouvement brownien standard qui est indépendant de
t /2

Fo eI
Maintenant avec la proposition 3.1.1. nous avons que :
1-u
P (/ Iig,<pds < a — u)
0
a—u "
=/ ]P(Af_;—_’g<a—u—r)]P’('rc€dr)
0
ax—Uu 2
=/ P(Af_;f_‘?<a—u—r)]P’(Tc€dr)
0
op3.11. O .
G s / P07, . <a—u—r1)P(r. €dr)
0

0<sla—u~-r a—u~r<s<l-u—r

a—u
=/ ]P’( sup B> sup B:) P(r. €dr).
0

Voir la figure 3.2 pour une illustration de ’égalité des ensembles dans la derniére

étape pour une trajectoire fixée.

1-u
P (/ ]I(Bssc)ds = u)
0

Donc,
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:/ IF’( sup B> sup B:)P(Tcedr).
0

0<s<a—u—r a—u—r<s<l-u—r

Maintenant avec la propriété de Markov nous avons que :

/ P ( sup B> sup B:) P (7. € dr)
0

0<s<a—u—r a—u—r<s<l-u—r

Maé‘“"/ ]P’( sup B;— B, > sup Bs_Br)]P(TcedT)
0

r<s<a—u a—u<s<l-u

—/ IP’( sup Bs>  sup Bs)]P’(Tcedr)

r<s<a-—u a—u<s<l-u

sup Bs;> sup Bs,Tc<a—u>

Te<s<a—u a—u<s<l-u

0<s<a—u a—uls<l—u

]P’( sup B,> sup Bs,Tc<a—u),carc20,
=

sup sup B;, sup By > c),

0<s<a—u a—uls<l—u 0<s<a—u

Donc,

1-u
P (/ Iig,<q)ds < a — u> =P ( sup B,> sup B, sup B,> c) .
0 0<s<a-u a—u<s<l-u 0<s<a—u

O

Proposition 3.2.1. (?7) PourO<u<a<1letb>0,

P(QS>MEZ,M?>b)=P(u<8 <o, ME>b).

Démonstration. En utilisant (3.2) nous avons que,

(32

P(QE > ME,MZ >b) =P (AB ME < o, MB > b)

1
=P (/ ]I(B,ng)ds < q, Mf > b) g
0

et puisque,

il u 1
/ Iip,<mp)ds = / Iip,<mp)yds + / g, <mp)ds,
0 0 u
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nous avons que,

1l U 1
{/ ]I(Bsst)dS < a} = / H(Bsst)ds+/ H(BSSM,?)dS <«
0 0 u
e —

:{ 7

1
/ ]I(BESMf)dS (0 U} i
u
Ce qui nous donne que :

i
B2 s M2, M2 >4 =P (/ Iip,<mpyds < a —u, MZ > b)
u
],
=P (/ I[(Bs—BuSM,?—Bu)ds <O — Uy MuB > b)
u

I-u
Maéko"lp (/ H(B;SMf—Bu)ds = MuB > b) 5
0

ot B* = (B;)¢>0 est un mouvement brownien standard qui est indépendant de

F2 :=o{B; : t < u}. En conditionnant sur F2 et en définissant C, := M? -B, >

ffﬂ .

(3.5)

0 nous avons que,

1-u
P(QE > MZ, M2 > b) =]E[]P’(/ Ip:<cnds < o ~u,ME > b
0

Maintenant, en appliquant le lemme 3.2.3. avec ¢ = C, nous avons que,

]-‘f)] .

Avec la définition de c et la propriété de Markov cette derniére espérance est égale

P(QE > MZ, ME > b)

=E[]P’( sup B> sup B, sup B>c,MEZ>b

0<s<a—u a—u<s<l-u 0<s<a—u

a,
IP’( sup B; > sup B, sup B, > M2, M? >b) =Pla<tif €aM >h,
u<s<a a<s<l w<s<a
car

{ sup B, > sup B,, sup B, > Mf} ={u<0f <a}. (3.6)

u<ls<a a<s<l u<ls<a
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Figure 3.7 L’équation (3.6) pour une trajectoire fixée.

Une illustration de (3.6) pour une trajectoire fixé est donné dans la figure 3.7.

Donc,

P(Qs >b, M. >b) =P(u< 8 <a MF>b)

Proposition 3.2.2. (?) PourO<u<a<1eth>0,

]P’(Qf>b,b>Mf)=]P’<u<9{3<a, sup Bs>b,b>Mf).

u<s<a
La preuve de la proposition 3.2.2. peu étre trouvée dans I’annexe C.1.2.

Nous sommes maintenant préts a présenter le théoréme principal de cette section.

Théoréme 3.2.1. (7) Soit 0 < a <1,
(3) pour b >0,

P (QF € db,nf € du) =P (MP € db, 6 € du)  Tjo<u<a),
(it) pour b < 0,

P(QF € db,nf € du) =P (ME € djb], 67 € du) - Ipcuca_a)-
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Figure 3.8 {12 > u} = {QF > MP} avecu=25et a = .75

B,
A
Q% =3 ;
M2 =g {sases :
11 o
0 25375 5 62575 1 6
%

TN

Avant de commencer la démonstration nous devons présenter la relation impor-

tante suivante,

{nf sul=00 = M7, (3.7)

Cette relation est illustrée avec une trajectoire fixée dans la figure 3.6. Pour sim-

plifier, nous avons utilisé une trajectoire "irréaliste".

Démonstration. (i) Avec I’équation (3.7) nous avons que,

P(Q > b,n% > u) L P (QF > ,QE > MP)
=P(Q2 > MEZ,MEZ >b) +P(QE > b,b> MZ). (3.8)
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Avec les propositions 3.2.1. et 3.2.2. nous avons que,
P(QE>bn8>u)=P(u<bf <a MP > b)

+P<u<613<a, sup Bs>b,b>Mf>

u<s<a
=]P’(u<9{9<a, sup Bs>b)
u<s<a
=P(u<6f <a,MZ >1).
Donc,

P(QF € db,n} € du) =P (6 € du, MP € db) [p<uca), (3.9)

ce qui achéve la démonstration de ().

(#) Avec les lemmes 3.2.1. et 3.2.2. nous avons que,

P(Q: <l su)=P@5° < biz?>n)
Lem.=3.2.1]P, (_ 1B_a < b, 77;3 > u)

end2ip (@B, > —b,nk, > u)
=P (Qia > b, 1q > u),
et avec (%) ceci implique que,
P(Q2 <bnf >u) =P (ME > bu<df <1-a),
qui méne au résultat souhaité,

P (QF € db,nf € du) =P (M € djb), 87 € du) Tjpcyes_a)-

O

La raison pour laquelle nous voulions exprimer la loi de (Q2,7Z) en termes de

o

la loi de (M£,6%) est parce que la loi de (MB,0B) est bien connue et elle est

présentée A la proposition 3.2.3. :
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Proposition 3.2.3. (?) Pourb>0et0<u<1,

b —b?
P (M{ € db,0F € du) = —————e7v dbdu.
(M, > ) m/ud(l — u)
Maintenant, avec le théoréme 3.2.1. nous pouvons facilement trouver la forme

explicite de PP (QZ € db,nZ € du) qui sera présentée dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.1. (?) Pour0<a<letO<u<]l,

6]

2
P(QB e db,n® € du) = ———— ¢ % - [[y50u<a) + Lpcoucioo]dbde.
(Q n ) ﬂ_\/m [ (b>0,u<a) {b<0,u<l )]

Ce résultat peut étre facilement démontré en utilisant le théoréme 3.2.1. et la
proposition 3.3.3. Avec le théoréme 3.2.1. il est aussi possible d’obtenir une autre

représentation de la loi de Q2(T).

Corollaire 3.2.2. (?) Pour 0 < a <1,

P(Q2 € db) =P (M € db,0 < 02 < o) Ipso)+P (M € dJb|,0 < 68 <1 - a) Ijpeq).

En intégrant la fonction de densité dans le corollaire 3.2.1. nous pouvons trouver
la densité de nZ. Comme nous le verrons dans le prochain corollaire, cette densité

est trés proche d’une loi de 1’arc-sinus, ce qui est assez étonnant.

Rappel 3.2.1. §i X suit une loi de l'arc-sinus alors, pour 0 < u < 1,

P(Eeddm— gy

Corollaire 3.2.3. (?) Pour0<a<letO<u<]l,

Totag STt
P € dy) = L) @ o) g

T/ u(l — u)

Nous savions déja que la premiére (ou derniére) fois qu'un mouvement brownien

atteint son maximum (ME ou QP(T)) suit une loi de I’arc-sinus. Nous savons
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maintenant que la premiére (ou derniére) fois qu’un mouvement brownien atteint

n’importe quel a-quantile suit une loi de ’arc-sinus qui est légérement modifiée.

En appliquant le théoréme 1.1.1., nous avons que le corollaire 3.2.3. est équivalent
a,

P(ng € du) =P (Af’“) = du) Muca) + Luci-a] -
et, en appliquant la proposition 3.2.1., nous avons que le corollaire 3.2.3. est aussi
équivalent a,

]P(T'g € du) =ik (913 € du) []I(u.<a) + ]I(u<1—a)] :

Avec la densité de 77 nous pouvons facilement dériver la densité de £2 avec le

lemme suivant.

Lemme 3.2.4. (.;) Pour0<ac< ].,
d
5_— 775

La démonstration peut é&tre trouvée dans ’annexe C.1.3.

Remarque. (concernant la figure 8.7) On voit bien que lorsque o. = 1 la fonction
de densité de nZ est la méme que la fonction de densité d’une loi de I'arc-sinus
c’est-a-dire pour o = 1 la figure 8.7 est la méme que la figure 1.2. Cela ne devrait
pas étre surprenant car lorsque o = 1, M = Qy et donc nZ = 6F. Lorsque u
est plus grand que a, la fonction de densité de n° est toujours égale & zéro. Cela
ressort clairement de la définition de nZ. Disons que o = 0.5, la premiere fois que
le processus atteint la valeur d laquelle il sera inférieur 50% du temps ne peut pas

étre apres 0.5.

{038

892 La loi de (n2,¢2,QE, B))

Dans cette section nous allons présenter la dérivation de la loi conjointe de

(T'f, §5a QaBa Bl) )




106

Hu)

Il TR S &% .
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0.0

Figure 3.9 La densité de n2 c.-a-d. f(u) =

H!u(a) +1 u<l—a)

my/u(l-u)
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telle qu’obtenue par Dassios (2005). Nous allons commencer par présenter une
définition afin de simplifier la notation. Ensuite nous allons présenter quelques
lemmes et deux propositions qui sont essentielles pour démontrer le théoréme

principal de la section, la loi conjointe de (nZ,¢2,QZ, B,).

Définition 3.2.2. Pour 0 <v <t eto= =

9(b, a; v, t)dbda = P (ng(t) edb, B, € da) .

Maintenant, notre objectif est de calculer g(0,0; v, t), qui est la densité conjointe de
(Q?(t), Bt) évaluée en (0, 0), parce que g(0, 0; v, t) est ce dont nous aurons besoin

pour la dérivation de la loi conjointe de (n2,£Z,QZ, B,). Nous allons commencer

en calculant g(b, a, v, t) et pour cela nous aurons besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 3.2.5. (?) Pour0<v<teta=2,

9(b,a;v,1) est la fonction de densité de (M2Z + mg:a)t, Bt % Bl ois) s
o BY = Bops— Bus
Ce lemme peut &tre facilement démontré en appliquant le théoréme 3.1.1 (I’identité
de Dassios).

Lemme 3.2.6. (?) Pour z,y > 0,

2 T 2
P(M? € dy,ME — B, € g} = M exp (— y+2) ) dydz.
2mrt3 2t

Démonstration. En utilisant le résultat bien connu suivant, voir ?,

2(2b — 2b — a)?
P (MP € db, B € da) = i) exp (—M> L(6>0,6>0)dbda,
273 2t =

avec le changement de variable b = y et a = y — z nous obtenons le résultat

souhaité. O
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Nous sommes maintenant préts a calculer g(0,0,v,t).

Lemme 3.2.7. (?) Pour 0 <v <t eta=7%,

44/v(t — v)

0,0;v,t) =
9(0,0;v,1) 2

Démonstration. Pour commencer, nous allons utiliser le lemme 3.2.5. et le fait
que,

B* P (—-B* 4 B*
'fll(lia)t = — A/[(l~0c)f, = — A‘[(l—a)t’

ce qui nous donne que,
9(0,0;v,t) 2% p (Mgmﬁ*_% o € d(0), By + Bji_sy, € d(@))
P <M ~ M5, € d(0), By + Bfy_sy, € d(o))

—P (Mft—Mg:%), € d(0), By: — By_gy € d(0))

= ]/0:’ /4; P (M, € db, By € da) P (ME. . € db, By € da).

Avec le changement de variable y = b, z = b — a et le lemme 3.2.6. nous avons

que,

9(0,0; v,t)

/ / £, € dy, MJ, ~ By, € do)

fe <] 2 2
lem336/ / 2 y+x) (_(y+x) ) 2y +z) s (_(y—i—x) )dydz.
\/27rv3 2v 27 (t — v)3 2(t —v)

En résolvant cette intégrale, ce qui est long et fastidieux mais facile, nous obtenons

le résultat souhaité :
4y/v(t —v)
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Figure 3.10 {77 €du,TP edv, MPcdz,Bicduw},0<z<z,w<y<zet
>y

[ ISR
o B L T
v}

Maintenant que nous avons calculé g(0, 0; v, t), nous devons présenter deux autres

propositions avant de présenter le théoréme principal de cette section.

Définition 3.2.3. La derniére fois que B atteint y € R dans lintervalle [0,t] est

définie comme,
Tf(t) = sup{s £1: 8, =y}.
Proposition 3.2.4. (?) Pour0<z <z, w<y<zetu,v<t, out>0 estfire,
P(rf € du, T2 (t) € dv, ME € dz, B; € dw)
= h(u; , B)h(t — v;y — w, B)P (M2, € d(z — y), By—u € d(z — y)).
Une illustration de I'événement {77 € du, T} (t) € dv, M? € dz, B, € dw} pour

une trajectoire fixée est présentée dans la figure 3.8.

Remarque. Toutes les illustrations sont faites pour le cas ot z > y. Le cas ou

z < y peut étre fait d’une maniére similaire.
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Démonstration. Pour 0 < z < 2z, w < y < 2, et un ¢t > 0 fixé,
P (12 € du, Tf(t) edv,ME €dz, B, € dw)

=P (Tf € du,sup{s <t:B; =y} € dv,’sup Bs € dz, B, € dw)

0<s<t

i
=/]P’<sup{s§t:Bs=y}€dv, sup B; € dz, B; € dw
0

0<s<t

7= Edu) P (17 € du)
4

=/ ]P’(sup{sgt:Bs—:r=y—x}€dv, sup B, —z € d(z —z),
0 0<s<t

B, —z edw—xz)

72 e du) -IP’(Tf Edu)
¢

=/]P’(sup{sgt:Bs—B,,:y—x}edv, sup (Bs — B,) € d(z — z),
0 0<s<t

Bt—BuEd(w—:r)

Be du) P (] € du)

i
Maékov/]P’(sup{s_{t—’u,IB:Zy—I}ed'U, sup B;Gd(z_x)7
0

0<s<t—u

B} , € dw—z)

Tfedu>~IP’(Tf€du),

ol B* = (B})i>0 est un mouvement brownien standard qui est indépendant de

FEB. Maintenant, par définition, cette derniére intégrale est égale 3,
P (T2 ,(t — u) € d(v —u), MZ, € d(z — z), B;_, € d(w — z),72 € du),
et avec 'indépendance de B et B* nous avons que cette probabilité est égale 4,
P(T7,(t—u) € dlv—u),MZ, € d(z—z),B;_, € d(w —z)) P (72 € du).
donc,
P (72 € du, T, (t) € dv, M € dz, B, € dw)
=P(TF,(t—u) €dlv—u),MZ, ed(z—=z),B}_, €dlw—1z)) P (r7 € du) .

(3.10)

Une illustration de I’événement

TE (t —v) € d(v—u), M2, € d(z — ), B_,, € d(w — z)
Y
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pour une trajectoire fixée est présentée dans la figure 3.9. Notons que la figure 3.9

est la figure 3.8 "coupée" & = = u avec la propriété de Markov.
Maintenant, par définition, (3.10) peut étre écrite comme,

P (77 € du, T} (t) € dv, M? € dz, B; € dw)

=]P’(sup{s§t~u:B:=y—x}€dv, sup B:ed(z—x),B{_ued(w—x))

0<s<t—u

-P (Tf € du) .
Avec la renversement de temps B - B;_,_, — B;_, nous avons que :
P (77 € du, T2(t) € dv, ME € dz, B, € dw)

= ]P’(sup{s St=wil 4 =80 s =§—~u}Edlu-]

0<s<t—u

sup (B{.,_,— Bi_,) €d(z—z),-B; , € dw— x))]P’ (12 € du).

Nous savons que —B; ,, € d(w — z) alors nous pouvons réécrire cette derniére

probabilité comme,
IP’(sup{s <t—wu:B, ,=y—w}edv—u),

sup By , ,€d(z—w),-B; , €dw- x))]P’ (12 € du)

0<s<t—u

=IP’<inf{s20:B:=y—w}€d(t—v),

sup B; €d(z—w),B}_, €d(z— w))]P> (12 € du)

0<s<t—u

==P(r,), €dt—v),MZ, €d(z—w),B;_, €dz—w))P(rf € du).
Donc,
P (17 € du, T} () € dv, M? € dz, B; € dw)

=P(r2, €d(t—v),MZ, €d(z—w),B}, € d(z —w))P(rf € du).
(3.11)
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Figure 3.11 {T2 e dv—u),ME, ed(2—2),Bf,€dlw—1)},0<z <2,

y—z

w<<y<zetr>y

*
+B;
F Rk 1 SRl
s
Y=L fm-mmmmmmmmmm o e oo
(R A e L LT

Une illustration de 'événement {72, € d(t —v), MZ, € d(z —w), B}, € d(z — w)}

pour une trajectoire fixée est présentée dans la figure 3.10. Notons que la figure

3.10 est la figure 3.9 en partant du point (t — u,w — z) avec le temps inversé.

Pour terminer la preuve, nous allons suivre la méme logique que nous venons tout
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t—u

Figure 3.12 {77, e d(t —v),ME, € d(z—w), B}, €d(z —w)},0 < z < 2,

w<y<zetzr>y

*
,Bs
Z—Wh-mmmmmmm e
T—Wh----=—mmmmmm a2 2D )
]
]
:
1
ik il . I
] 1
1 [}
] ]
] ]
] ]
1
t—wv t—u S

juste d’utiliser. Avec I'équation (3.11) et la propriété de Markov nous avons que,

P (77 € du, T2(t) € dv, M7 € dz, B; € dw)
=P (1), €dt—v),MP, €d(z—w),B}_, €d(z—w))P (7B e du)

y—w

t—u
=/ ]P’( sup B; €d(z—-w),B;_, € d(z —w)
0

0<s<t—u

Ty € d(t — v)) P (2, € d(t —v))
~P ('rf € du)

t—u
= [ B( s B - B €dle-w- -w), By~ BL, € do - we (y-w)
0

0<s<t—u

y-w y

o€ dt—) P, € di-v) P € )

t—u
M / IP( sup B;*e€d(z—vy),B)*,ed(z—y)
0

0<s<v—u

Tf_'w € d(t—v))]P’(Tf_'w € d(t — v))
P (1 € du),

ol B** = (B{*)¢>0 est un mouvement brownien standard qui est indépendant de

FE, et FB. Maintenant, par définition, cette derniére intégrale est égale a,

P(r2, €d(t —v),MZ, € d(z—y), B, € d(z — y))P(rF € du),

y—
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et avec 'indépendance de B* et B** nous avons que cette probabilité est égale &,
P(MZ,€dz—y),B)r,€dlz—y))P (Tﬁ'w edt—v))P(r2 € du),

ce qui nous donne le résultat souhaité. O

Proposition 3.2.5. (?) Soit (B})i>0 := (Btra — Ba)tzo, 08 0 < a < 1,

(nga = aBaBl)é(VozB?UaB’DS?Ba-i_Bl‘—a)’

o

Ve i=inf{s 20: By = D} Ipgso) +inf {s 2 0: By = DF} Ipg <oy, et
UB .= (1 — a + sup {s ERiB=ly = Bi"-a}) Lipz>B.+B;_,)
+ (@+sup{s <1-a: B} = DE - B,}) Lps<pa+n:_)-

Nous sommes maintenant préts & présenter le résultat principal de cette section
c’est-a-dire la loi conjointe de (nZ, &2, QB By).

Théoréme 3.2.2. (?) Pour0<a<1l,0<u<letO<v<]l,

P(n2 € du, &8 € dv,QE € db, B, € da) =

21b||b — a| ( b? (b—a)z)
B e dudvdbda x
2 (v — u)?4/ud(1l — v)3 P\ 2 2(1 —v)

.
Viv—u—(1-a))(1-a) Iyta-o<o<y, b>0,b>a,
Vie—u)(v—a)- liocucacv<i), b>0,b<a,
v (v —u— a)a - Iniacu<), b<0,b>a,

\ \/(1 — o u)[v e (1 = Ot)] ’ ]I(0<u<1—a<v<1)a b<0,b<a.

Démonstration. Nous allons séparer cette preuve en quatre parties, une pour

chaque région de la fonction.
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(@) 6>0,b>a)

Pour commencer nous allons appliquer la proposition 3.2.5. qui nous donne que,

P (ng € du, & € dv,QE € db, B, € da)
=P (V2 € du, U € dv, D8 € db, B, + B}_, € da) . (3.12)

Par la définition de V.2 et UZ nous avons que,

b > 0 implique que V,? = inf {s > 0: B, = D5}, (3.13)

et
b > a implique que U2 = (1 — o + sup {eLe:B, =D = B{_a}) . (3.14)
En insérant (3.13) et (3.14) dans (3.12) nous avons que,

P (nZ € du,&2 € dv, Q5 € db, B, € da)

=]P’<inf{sZO:BS=Df} € du, [1—a+sup{s§a:Bssz—B{‘_a}] € dv,
DBecdb,B,+B}_ € da>

:]P’(inf{s20:Bs=b}Edu,sup{sga:Bszb—Bl‘_a} € d(v— (1-a)),
DB € db, B, € d{a - B{_a))

=P( € du,To-sy (@) € dlv — (1~ o)), M2 € dlb— ), B € dla - Bi..))

Pour terminer la preuve de (i) nous allons utiliser la proposition 3.2.4. avec z = b,

u=u,y=b-B ,t=a,v=v—(1-a),z=b-m& ,etw=a—-B!__, ce

-
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qui nous donne le résultat souhaité :

P (n2 € du, &2 € dv, Q% € db, B, € da)
=P (1P € du) P (12, € d(1 —v))

il (M(g—u)—(l—a) € d(Bf—a i mlB:a)v B(v—u)—(l—a) € d(Bf—a))
=P (70 € du) P (12, € d(1 —v))

P ( sup Byt il - (By =By ) e d0) Byw-p-dj= Bl 55 d(O)) :

0<s<(v—u)—(1—0) 0<s<l-a
Avec le fait que B* 2 _ B* cette derniére probabilité est égale &,
=P (1 € du) P (12, € d(1 —v))
P su B,+ inf (Bj_,— B})€d(0),Bu-w-(1-a) + Bi_4 € d(0
(OSss(v—uI))—(l—a) s Sl—a( 1 ) € d(0), Blo—u)—(1-0) 1 ( ))
=P(rf € du) P (18, € d(1 —v))
sup By +—inf By € 4(0), Bp—wj—(1—aj + Bi_a < d(0)
0<s<(v—u)—(1-a) 0<s<]l-a
=P (rf € du) P (12, € d(1 —v))

P (MG _sy—(1-a) T Miva € 4(0), Bu—w)—(1-a) + Bi_, € d(0)) .
Maintenant avec le lemme 3.2.5. nous avons que,

P (n2 € du, &8 € dv,QE € db, B, € da)

= h(u;b, B)h(1 —v;b—a, B)9(0,0; (v —u) — (1 — @), (v — ) w001 1—a<v<l)s

ou les fonctions A et g sont données dans la proposition 1.2.1. et le lemme 3.2.7.

respectivement.

(@) (b>0,b< a)

Pour commencer nous allons encore une fois utiliser la proposition 3.2.5., ce qui
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nous donne que,

P (ng € du,&Z € dv, Q5 € db, B, € da)
=P (V2 edu,UP €dv,DE € db, B, + B}_, € da). {3:15)

Par la définition de V.2 et UZ nous avons que,
b > 0 implique que V? =inf {s > 0: B, = DB}, (3.16)

et

b < a implique que UZ = (a+sup{s<1-a:B; =D? - B,}).

Maintenant nous allons introduire le movement brownien avec temps inversé B, =

Bi_o_s — Bi_,. Cela nous donne que,

U? =(a+sup{s<1-a:B;=DF-B,})

= (a + sup {s <l-—a:B!= sup B, +05§§£_QBS - Ba}> (3.17)

0<s<a

=1—inf{320:§s= sup B; + inf BS—BQ}. (3.18)

0<s<a 0<s<1—a

Voir la figure 3.11 pour une illustration de la transition de (3.17) & (3.18).
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Figure 3.13 La transition de (3.17) & (3.18).

(:y / 1_20[ '\ 1 K

sup{s <1—a: B} =Cy}+a=UB

Cy = sup By+ inf B!- B,

0<s<a 0<s<1l~ax

En insérant (3.18) et (3.16) dans (3.15) nous avons que,
P (n? € du, &8 € dv,QE € db, B, € da)

=]P’(inf{320:Bs:Df} € du,

inf{sZO:Bs= sup B, + inf Bs—Ba}Ed(l—v),

0<s<a 0<s<1l—a

0<s<x

sup B; + Osggf_aBs €db,By+ Bj_, € da),
=P(inf{sZO:Bs=D5} € du,

inf{sZO:Bs= sup B, + inf és—Ba}ed(l—v),

0<s<a 0<s<l-a

gy B+ inf [By=Bi-p)€ thBs—Bi ot da)
0<s<l—a

0<s<a

:P(Tfedu,inf{SZO:és:b—a}Ed(l—v),

sup B, + inf (Bs — Bl_a) € db, By — Bl—a c da)
0<s<a 0<s<1l—a

—Pp (Tf edu,nf, edl—v),ME+mf _—Bi_o€db,By— Bigc da)
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Pour terminer la preuve nous allons utiliser la propriété de Markov forte comme

dans la preuve de la proposition 3.2.5.,

P (nf € du,&8 € dv,QE € db, B, € da)
—P (T,,B €du, 2, €d(l—v),ME+mP __ B, ,edbBy— By, c da)
=P ('rlfB € du)

P (T,f L €d(1—v),ME  +mB  — Bi_, €d(0), Bacu — Biq € d(a — b))
= Pl Edu)]P’(7’£a Ed(l—v))

P (ME,+mE, ~ By € d(0), Bacu — B € d(0))
=P(n Edu)IP’<7'bB_a€d(1—v))

P (Mf_u + 0<§1<1£_QBS ~By_o€d(0),By_y— B, € d(0)>
=P (1} €du) P ('rfia €d(l- v))

P (Mf_u + o<§’<‘£_a(]§"*“ — B,) €d(0), By + By_q € d(O))

=P (rf edu)n»(fﬁaedu—v))

P (Mf_u &

58 Byer € d0) Bou+ Bura € 40))
=P (r? € du) P (T,,B_ M= 'u)) P (Mf_u +mE € d(0), Bacy + Byo € d(O))

= h(u; b, B)h(1 — v;b — a, B)g(0,0; &« — u, v — w).

(#it) (b < 0,b > a)

Pour cette région de la fonction, nous allons appliquer les lemmes 3.2.2. et 3.2.3.
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En commencant avec le mouvement brownien — B nous avons que,

P (15" € du, &° € dv, Q;” € db,—B, € da)
=P (0o € du, &, € dv,—QL, € db, By € da)
=1P’(n5 €du, &l € dv,Qf €db, By € da),

olb=-ba=—-aetd =1-aq.

Puisque b < 0 et b > a, ce qui nous donne que b > 0 et b < a, la troisiéme région
est la méme que la premiére région avec @ au lieu de a, b au lieu de b, et o au

lieu de o.
() (b<0,b<a)

En suivant la méme logique que dans (ii7), le résultat souhaité est facilement

obtenu.




CHAPITRE IV

APPLICATIONS DES o-QUANTILES

Dans ce chapitre, nous discuterons de certaines applications des a-quantiles. Nous
allons commencer par une généralisation des options lookback. Une option look-
~ back est une option avec un paiement & ’échéance qui est une fonction de la valeur
maximale (ou minimale) du prix de P’action au cours de la durée du contrat. Il
existe deux versions typiques d’options lookback, une avec un prix d’exercice fixé
et 'autre avec un prix d’exercice flottant. Les options lookback avec prix d’exer-
cice flottant paient, & I’échéance, la différence entre le prix maximal de l'actif
sous-jacent pendant la durée du contrat et le prix final de I’actif sous-jacent. Les
options lookback avec prix d’exercice fixé paient, & ’échéance, la différence entre
le prix maximal (ou minimal) de I’actif sous-jacent pendant la durée du contrat
et une valeur fixée prédéterminée, appelée le prix d’exercice, si la différence est
positive. Dans cette section, nous allons nous concentrer sur les options lookback
avec prix d’exercice fixé. Une des raisons d’acheter une option lookback avec prix
d’exercice fixé est de parier sur une volatilité forte. Le prix final de I’action n’est
pas important, tant que l'actif sous-jacent atteint une valeur au-dessus du prix
d’exercice & n’importe quel moment, un paiement sera effectué. Le probléme est
que ce type d’option peut &tre trés colteux. Il y a eu beaucoup de généralisations
des options lookback avec prix d’exercice fixé afin d’essayer de réduire le prix

de celles-ci afin qu’elles soient plus attrayantes pour les investisseurs. Quelques
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exemples d’options lookback qu’on retrouve dans la littérature, sont les suivantes :

1. Les options look-barriére de (?) qui divisent le temps de la maturité en deux
intervalles [Tp, 71| & [T3,7%] et introduisent une barriére dans le premier

intervalle.

2. Les options lookback partielles de (?) qui utilise le prix de I'actif sous-jacent

maximal sur un ou plusieurs sous-intervalles de la durée jusqu’a 1’échéance.

3. Les options lookback proportionnelles de (?) qui utilisent une proportion du

prix maximum de l’actif sous-jacent pendant toute la durée du contrat.

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de Dassios (1995) et ? qui
montrent une autre facon de généraliser les options lookback avec un prix d’exer-
cice fixé. Cette généralisation consistera a utiliser un a-quantile plutét que le
maximum du prix de 'action sur la durée du contrat. Comme plusieurs générali-

sations cela va aussi baisser le prix de I'option.

Dans la deuxiéme section, nous allons discuter de la simulation des options a-
lookback. Avec l'identité de Dassios nous pouvons simuler les a-quantiles assez
facilement puisque les fonctions de répartition de M}¥ et m!¥ sont bien connues.
Nous allons utiliser la technique d’inversion de la fonction de répartition par op-
position & la simulation des trajectoires entiéres, qui peuvent causer des résultats
erronés ou du moins prendre beaucoup de temps de calcul. Nous allons également
aborder une autre application intéressante des options a-lookback : le fait qu’elles
peuvent &tre utilisées pour approximer des options asiatiques. Cela peut &tre trés
utile, car trouver le prix des options asiatiques est trés difficile d’un point de vue
calculatoire. Nous allons montrer que les options médianes (une option a-lookback

avec o = 0.5) peuvent &tre utilisées pour se rapprocher des options asiatiques.
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4.1 Les options a-lookback

Dans cette section, nous allons travailler dans le modéle de Black-Scholes-Merton.

Nous allons présenter deux définitions et ensuite calculer le prix d’une option

o-lookback.

Définition 4.1.1. Une option lookback avec priz d’ezercice fizé est une option

avec paiement a l’échéance, T > 0, donnée par,
(SoeM'? = K)+,
ou Zi=ut+oB; avecoc >0 et u € R, et K,S; > 0.

Définition 4.1.2. Une option a-lookback est une option avec paiement d I’échéance,
T > 0, donnée par,
(Spe@a — k)t

)

ouZi=pt+oB,aveco >0etpeR,0<a<l, et K,S>0.

La seule différence dans la deuxiéme définition est qu’on remplace le maximum

par I’a-quantile.

Remarque. Il est facile de vérifier qu’une option a-lookback est toujours moins
chére quune option lookback avec priz d’ezercice fizé car QZ(T) < MZ p.s. et

clairement lim,_,; (Spea ™) — K)* = (SeeMf — K ¥

Avant de présenter le calcul du prix d’une option a-lookback voici un rappel dont

nous aurons besoin dans le calcul.

Rappel 4.1.1. Soit W un mouvement brownien. Pour 0 < a <0 et x € R,

[@F ) so)= {AZE”—'z < aT}.
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Le prix d’une option a-lookback

Pour trouver le prix d’une option a-lookback nous utiliserons la technique stan-
dard, de trouver I’espérance actualisée du paiement & I’échéance sous la mesure

martingale équivalente. Le prix au temps ¢ € [0, T est donné par,

ﬂ'a(st, t,T, K) ] e-T(T—t)E [(SerngSM(T) o K)+ ]_.thSM} .

Afin de simplifier la notation, nous allons définir W = (W,);>o comme WEM —
S . & s 2
(WP5M) 50 ot WPSM est un mouvement brownien avec dérive v = 1 (r - "7),

o > 0 et r > 0. Cela nous donne que,

Ta(Spt; T, K) =e"TDE [(5’03 o K)*

e
- e—T(T—t)/ P ((SerZW(T) —K)*>u
0

o0 =
(=t K) r(r—1) / P (SoeczzW(T) o
JK

_ o—r(T-1) ¥ oW f__
o t/K P(Qa (T)>ln<so>

Pour simplifier la notation, encore une fois, nous allons définir i—ln (Sio) comme

}-tW> du

.EW) dz

.EW> dz.

lo(z). Maintenant avec rappel 4.1.1 nous avons que,

o0

Tk o T, K= e"T(T‘t)/
K

T - ’ W,—lo(2)
= 6—1‘( —t)/I{ IP (/t\ ]I(nglo(z))ds < aT = At g

P <A§V Wi 2 o

.FfV) dz

fﬁ’) dz.
(4.1)

Pour l'instant nous allons nous concentrer uniquement sur l'intégrand. Avec la

ffV)
ff’v) ,

propriété de Markov nous avons que,

T 5
W,—,lo(z
4 </t I <t opas < @T = 4 7%

T-t )
=P (/ ]I(W;Slz(o)—wt)ds < aoT — A:’Vv_alo(z)
0




ol W* = (W;)s50 est un mouvement brownien avec dérive v = % r—Z ) qui
est indépendante de .7-'W Maintenant avec le fait que W, = 1 lln (i et lo(2) =

1 Z
~In ( So) nous avons que,

T—t )
P (/ I[(W'<lo(z)—W:)ds <ol — AZV’—JO(Z))
— AWh(2)

fﬁ’)
%)

. En laissant tomber le ]-'tW, nous avons que cette derniére

W*ggln(si))ds sl

p ( AV ) ¢ o AW o)

ou lt( =1 ].I]. (
probabilité est égale &,

W*,— le(2) e W,-,to(z)) )
P(AT‘t = ATy ]I(o<aT—Af" "”0(')<T—t>

e (T—tsaT—Af" "”0(‘)> ' 3.2}

Maintenant en insérant (4.2) dans (4.1) nous avons que,
Talbe B T E )=

e—r(T—) / P ( AV o Af""""(“)) 1 di
K

(0<aT—A:v *"‘0(')5T-t)

—r(T—t) - = :
+e /K ]I(T—t<aT—A:V""°(’)) dz.

Pour ¢t < min{aT, (1 — @)T'} nous avons que,

Tal0g 8 T, K = e"(T_t)/

P (AXY_';"‘“" g @l =AY "”°<Z>) dz,  (43)
K

et pour ¢ = 0 nous avons que,

el 80: 0; T, K) = e""T/

P (A;V T 2 o, (4.4)
K

Dans Dassios (1995) ce prix est exprimé en termes de la densité de Q" (7). Nous
avons laissé le prix en termes de AT‘Y "=k parce que, avec les formules fermées de
?, nous pouvons exprimer le prix intial d’une option a-lookback sans intégrale.

Cela sera fait dans la sous-section suivante.
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La forme fermée du prix initial d’une option a-lookback

En appliquant les résultats de la section 1.2.1 nous avons que,

e Région i {S, > K}

7 (S0,0; T, K) = e~'T / P (A;V ") o aT) dz
K

=T /oo P (Aqvfp’—,%ln(sz_") < aT) dz
K

So
7 it 2 5
—e T/K 1—F;(T(1—a),T,;1n(S—O),W)dz
R 1 a .
+e By el Ty ——lm =] 25 |z
So () SO

0
= e"rt(So =] K) = SOO'e—rT/ ( ) FX (T(l - a)’T7 Y, W*) eyady
: (5

0
4 Soae"T/ Ff(aT,T,y,X*)e ¥ dy
—0Q0

0
=e (S — K) — Soae_’T/ Fi(T(1-a),T,y,W*)e¥dy

-0

—T .‘];ln(sio) e N *
+ Syoe Fi(T(1-0),T,y,W*)e¥dy

s ¢}

0
+ Spoe™T / Ff (aT, T,y, X*) e ¥ dy.

-0

ol X* est un MBA avec dérive —% (r - ";)

La forme fermée de I'intégrale,

C
/ Fi(t,T,y, W")e¥dy, c<0,
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est donnée dans 7 i la page 54.

Donc, la forme fermée du prix initial d’une option o-quantile dans la région 7 est,

0
7 (80, 0; T, K)=eS5 - K)— Soae"’T/ FI(T(1-0),T,y,W*)e¥dy

()

+ Soae_’T/ FI(T(1-0),T,y,W*) e dy

0
+ Soae_’T/ F} (o, T,y, X*) e ¥dy. (4.5)

—00

e Région 4i {S; < K}

75(50,0; T, K) = e_’T/ P (AW"_’I"(z) < aT) dz

= _’T/ ]P’( T‘_% (°)<aT>dz
K

o0 1
’T/ ]P’(T Ay “l#) o aT> dz

K

TT/ < ]P’( A7 n(%) <T—aT>dz
K

o= & ( ——ln( ) X*)dz
-/K So

K
2m(&)
= Soae_’T/ Fi (o, T.n, X*) € ey,

ol X* est un MBA avec dérive —2 (r )

Donc, la forme fermée du prix initial d’une option o-quantile dans la région ii est,

) ~31(&)
(500 T, K] = Soae"T/ (% Ff (o, T,y, X*) e ¥dy. (4.6)

o0

Remarque. La raison pour laquelle nous avons besoin de diviser 7,(Sp,0,T, K)
en deuz régions c’est parce que P (AW""’k < t) est une fonction différente pour
k>0 etk <0. Pour m,(5,0; T, K), si z < Sy alors lln( ) <0, etsiz>8
alors —ln( ) > 0.
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Avec la formule explicite nous pouvons facilement calculer le prix initial mais si
t > 0 nous aurons encore des difficultés de calcul, car nous devons avoir tous
les temps d’occupation, {A?/’_’%m(s_"’) 1z 2> K, jusqu'au temps ¢ > 0. Pour
contourner ces difficultés de calcul, il est possible d’utiliser des méthodes de Monte

Carlo, ceci sera discuté dans la section suivante.

4.2 Simulation des options a-lookback

Etant donné la complexité du calcul de 7,(Sp,t, T, K) et le fait que I'identité de
Dassios nous permet de simuler des a-quantiles pour les mouvements browniens
avec peu d’effort, il peut &tre utile d’appliquer des méthodes numériques Monte
Carlo pour estimer 7,(Sg, ¢, T, K). Dans cette section, nous allons commencer par
décrire la procédure de Ballotta et Kyprianou (2001) pour simuler des a-lookback
en utilisant I'identité de Dassios. Nous allons ensuite discuter briévement une
technique de réduction de variance et les options a-lookback comme un rappro-
chement des options asiatiques. Avec 'identité de Dassios, voir chapitre 3, puisque
les fonctions de répartition de M}” et m!"" sont bien connues, nous pouvons si-
muler des a-quantiles sans simuler toute une trajectoire, ce qui peut mener 4 des

résultats erronés ou du moins prendre beaucoup plus de temps de calcul.

Les fonctions de répartition de M}¥ et m}" sont les suivantes :

Proposition 4.2.1. (?) La fonction de répartition de M}" est donnée par,

P(MY <y)=2 <yl\_/£“t> _ g (—_y\/—E_#t) |

oty > 0.

La fonction de répartition de m}’ est donnée par,

]P’(m};v _<_y) =& (y_;u't> + 2P (y+ﬂ't> ,

Vi Vit

oty <0.
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Maintenant nous avons tout ce qu’il faut pour simuler le prix des options a-

quantiles. Voici la procédure :
Etape 1 :

Générer un échantillon de 7 observations indépendantes de M7 et m{}” . en

inversant les fonctions de distribution.
Etape 2 :

Définir Q;,7 = 1,...,n comme la somme de la ;j®™¢ observation de la distribution

de m}¥ et MY,
Etape 3 :

Définir P; comme (Spe% — K )+ pour j = 1,...,n comme étant le j**™ pajement

simulé.

Etape 4 :

n

AR & =F1
Définir # comme e~ > 5%,

Remarque. (concernant la figure 4.1) Nous avons simulé 100 priz initiauz d’op-
tions a-lookback en utilisant l'identité de Dassios (les étapes ci-dessus) et 100 priz
avec une simulation naive de toute la trajectoire. Nous pouvons voir de la figure
4.1 que Uapproche naive donne des résultats qui sont similaires & ceuz obtenus
en utilisant 'identité de Dassios. Cependant ’approche naive prend beaucoup plus
de temps (heures) par opposition auz secondes lors de l'utilisation de 'identité de

Dassios.

Remarque. (concernant les figures 4.2 et 4.8) Nous pouvons voir de la figure
4-2 que lorsque o augmente le priz initial de Uoption a-lookback converge vers le

priz de l'option lookback. Nous pouvons également visualiser ce qui a été affirmé

P; et 7 est I'approximation numérique de m,(Sy, 0; T, K).
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Figure 4.1 La différence entre les prix simulés des options a-lookback en utilisant
I'identité de Dassios et une approche naive (¢ = .8, ¢ = 2, r = .01, T = 1,

Sp =10, K = 11).
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Figure 4.2 Le prix initial d’une option lookback comparé avec les prix simulés
des options a-lookback avec plusieurs o en utilisant 1’identité de Dassios (z=.2

r=0,T=1,K=11).
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Figure 4.3 Le prix d’une option lookback comparé a le prix d’une option «-
lookback simulées & ’aide de I'identité de Dassios. La ligne rouge est la moyenne

des prix des o-lookback (v =.9999, 0 = .2,r=.01, T =1, S, =10, K = 11).
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dans la section précédente que le priz de l'option o-lookback est toujours inférieur
& celui de l'option lookback. Dans la figure 4.3 o a été élevé a .9999 et comme
prévu, le priz initial moyen de l'options a-lookback est trés proche du priz initial
de l'option lookback, mais est un peu plus bas. Avec le fait que le priz d’une option
o — lookback est proche du priz d’une option lookback quand o est proche de 1, il
est possible de réduire la variance de notre simulation en utilisant la technique de
variable de contréle. Quand alpha est proche de 1, nous pouvons utiliser l’option
lookback comme la variable de contréle. Pour les grandes lignes de la technique de

variable de contréle voir Ballotta et Kyprianou (2001).

Approximation des options asiatiques

Un aspect intéressant des options a-lookback est qu’elles peuvent &tre utilisées
pour se rapprocher des options asiatiques. Comme les options asiatiques présentent
de nombreuses difficultés de calcul on peut les approximer en utilisant une option

médiane c’est-a-dire une option a-lookback avec o = 0.5. Nous allons commencer

par un rappel de la définition d’une option asiatique.

Définition 4.2.1. Une option asiatique est une option avec un paiement & l’échéance,

T > 0, donné par,

1y .

ot K > 0.

En mots, ce paiement est la moyenne arithmétique de tous les prix d’actions
jusqu’ad un certain temps fixé, moins le prix d’exercice, et le paiement s’effectue
uniquement si elle est positive. Comme nous ’avons dit, il est trés difficile de
trouver le prix de ces options d’un point de vue numérique. Comme il est beaucoup
plus facile de trouver le prix d’une a-lookback d’un point de vue numérique, nous

pouvons les utiliser pour approximer des options asiatiques. Dans la figure 4.4
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Figure 4.4 Prix simulés d’options asiatiques et options médianes. Les lignes rouge
et bleu représentent les prix moyens. (a« = .5, 0 = .2, 7r = .01, T =1, Sy = 10,

K =11)
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nous avons tracé les prix simulés d’options médianes en utilisant ’identité de
Dassios et les prix simulés d’options asiatiques en utilisant une simulation naive.

Les moyennes des deux prix des options sont similaires,

X pediane = 0.1611604,

Xasiatique = 0- 1535501 ‘

Cependant I’écart-type pour 'option médiane est beaucoup plus élevé (prés de 4
fois plus élevé),

Smédiane — 004212023,
Sasiatique = 0.01207609.

Les intervalles de confiance 4 95% sont,
(0.1529048,0.169416),
pour 'option médiane, et,
(0.1511832,0.155917),
pour l'option asiatique.

Il existe de nombreuses applications des a-quantiles que nous n’avons pas discutées

ici. Nous discuterons briévement de quelques-uns d’entre eux dans la conclusion.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté une introduction aux temps d’occupation
ainsi que leurs applications en mathématiques financiéres. Nous avons aussi pré-
senté des preuves qui sont plus détaillées que ce qui est actuellement dans la
littérature. Pour ceux qui sont intéressés par d’autres lectures, il y a beaucoup

d’idées intéressantes et connexes que nous n’avons pas présentées ici.

En 2002, Dmitry Davydov et Vadim Linetsky ont écrit un article (?) sur la tarifi-
cation et la couverture des options d’achat escalier exponentiel 4 deux barriéres.

Ces options ont le paiement 4 ’échéance suivant :

bl

6,_,p1AS.+,u__p2AS,-,l (ST . K)+

oll p1,p2>0and u > 1.

En 1992, Miura (?) a introduit une option d’échange o3-quantile, qui, selon lui, est
importante quand on veut mesurer la capacité d’investissement des gestionnaires.

Le paiement & 1’échéance de ces options est,
+
(Qa(T) - Q5(T))™.

A ma connaissance, le prix de ces options ne peut étre trouvé analytiquement
puisque la forme fermée de la fonction de répartition de (QY(T), Q¥ (T)) est

actuellement inconnue. Voir Fujita (2000) pour plus d’informations.

En 2002, Laura Ballotta a écrit un article intéressant (?) sur les options a-lookback

dans une économie de diffusion & saut ou le prix de ’action au temps ¢ > 0 est
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donnée par,

L
St = Soe t,

ot Sp > 0 et L; est un processus de Lévy. La dynamique du prix de ’action est
donnée par,
dS; = [r — AE*(2)]S;_dt + 0S;—dBf + S;— / zN(dt,dz),
R
ol P* est une mesure de probabilité neutre au risque, N(dt,dz) est une mesure
de Poisson de comptage homogéne sur R x [0, 00), qui est indépendant de W*,
avec un taux A, et compensateur v(dz)dt sur R x [0,00) et Z =X — 1, o1t X est

indépendant de NV et W* et représente la somme des sauts de L.

En 2005, Dassios (?) a introduit 1'idée d’une option a-barriére. Une option a-

barriére est une option avec un paiement & ’échéance donné par,

f(St,t < T)ins(1y>v,e8(T)<u}

En mots, c’est une option ol le paiement & 1’échéance est annulé si un certain a-
quantile est atteint trop t6t ou trop tard. La fonction de densité de (nZ,¢2,Q2, B,)

pe'ut étre trouvée dans la section 3.2.2.

En 2006, Dassios a montré que I'identité de Dassios fonctionne pour les processus

Lévy.

Proposition 4.2.2. (?) Soit X = (X,)i>0 un processus de Lévy et soit X() =
(Xt(l))tzo et X2 = (Xt(z))tzo deuz copies indépendantes de X. Alors,
X = 2 i 2
Qa(T) e X+ Jof X7
Cela peut étre utilisé pour faciliter la simulation des a-quantiles dans un modéle

de Lévy ainsi que pour aider & se rapprocher des options asiatiques dans un modéle

de Lévy.
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A la fin des années 2000, dans un document non publié (?), Olivier Vergote a in-
troduit I'idée intéressante de I’estimation de la volatilité basée sur des a-quantiles.
Dans cet article, Vergote commence avec un mouvement brownien standard avec
un paramétre de diffusion constant c’est-a-dire un processus Z = (Z;);>o qui ré-

sout 1’équation différentielle stochastique suivante,
dZt =0 dBt

Il utilise alors des a-quantiles de Z pour construire des estimateurs sans biais et

efficaces pour o et o2.
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APPENDICE A

CHAPITRE 1

Al Preuves détaillées du chapitre 1

All Lemme 1.2.1.

Soit 1 € R, alors

do + p.

= V2 +2s _/°° e:%‘if’
S t V2r03

Démonstration. Pour commencer, nous allons utiliser 'égalité suivante

Vi 2+2s

?

,u

o B i

ce qui implique que

S e )

B {;/0 md}} +

Maintenant, si nous définissons

Fis) = /
ViZ+2x
nous avons que
2 (sF(s) = —=
ds VI +2s
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et avec le résultat bien connu,

L{L£0)} = —= (sF(s)),

Nous avons que
|

L{tf'(t)}= E¥ =)

Ce qui nous donne que,

ERw e B
tf(t) = L { —m}

-1 1
s _L~1
V2 Eis
Il
—e 2

Donc,
_e_ th

Vorts

Maintenant avec le théoréme fondamental du calcul nous avons que,

00 —LZO
f(t) = / AL
: 2né3

fty=

et le résultat souhaité suit directement,

2 o =tlp
1] VB +2s =/ AT
s t Vorgs

A2 Les deux autres lois de I’arc-sinus de Lévy

Le théoréme suivant est un résultat contre-intuitif généralement appelé la deuxiéme

loi de I’arc-sinus de Lévy.
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Théoréme A.2.1. (?) Soit 72(T) le dernier moment o la particule brownienne
retourne a lorigine dans l’intervalle [0, T c¢’est-a-dire 7£(T) :=sup{s > 0: B, =

0}. Alors 78(T) suit une loi de l’arc-sinus c’est-a-dire,

P(rf(T) <u) = %arcsin (ﬁ) :

Afin de voir pourquoi il s’agit d’un résultat contre-intuitif, nous allons présenter
un exemple de tirage de piéces de monnaie de Feller (1968). Puisque le mouvement
brownien est un cas limite d’une marche aléatoire, ce résultat donne une bonne
approximation pour un jeu de tirage de piéces de monnaie. Disons que vous jouez
4 un jeu oil vous tirez une piéce de monnaie a chaque seconde pendant un an.
Vous gagnez un dollar (+1) si le résultat est face et vous perdez un dollar (-1)
si c’est pile (vous pouvez étre en dette (négatif)). A la fin de ’année vous avez
réalisé qu’il n’y a pas eu de changement de signe de la valeur de votre compte
bancaire dans les 23,587,200 derniers lancers de la piéce de monnaie. Y a-t-il un
probléme avec la piéce de monnaie ? Les derniers 23,587,200 lancers représentent
les derniers 75% des lancers et la probabilité de ne pas avoir de changement de

signe dans les derniers 75% des lancers ou plus est environ,
B 2 ) 1
P (TL (T) < \/.25) = — arcsin (\/.25) =3
7r

Par conséquent, sur cette base, il n’est pas possible de dire qu’il existe un probléme
avec une piéce de monnaie. La plupart des gens supposent que le dernier change-
ment de signe aurait lieu vers la fin du jeu. Cependant en raison de la symétrie de
la loi de I’arc-sinus, le dernier changement de signe a autant de chances d’étre au
début du jeu que d’8tre 4 la fin. En fait, il y a une probabilité de 50% qu’il n’y aura
pas de changement de signe dans la derniére moitié des lancers indépendamment

du nombre de lancers qu’il y a.

Le théoréme suivant est généralement appelé la troisiéme loi de I’arc-sinus de Lévy.
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Figure A.1 Les trois lois de I’arc-sinus de Lévy

M2

Théoréme A.2.2. (?) Soit 62 le dernier moment ot la particule brownienne
atteint sa valeur mazimale dans Vintervalle [0, T} c’est-a-dire 02 := sup{s > 0 :

B, = ME}. Alors 08 suit une loi de ’arc-sinus c’est-a-dire,

Voir la figure A.1 pour une illustration des trois lois de I’arc-sinus de Lévy.




APPENDICE B

CHAPITRE 2

B.1 Preuves détaillées du chapitre 2

B.1.1 Théoréme 2.1.1.

Dans cette section, nous allons fournir tous les détails des calculs correspondant
aux quatre étapes de la démonstration du théoréme 2.1.1 décrit dans le chapitre
2

Etape 1

Pour commencer nous allons definir E, [e"’Ag'_'o ) BT._Z(O)] dz comme A, (2, z; T)dz.
Ensuite nous allons définir G (2, 7; s) comme la transformée de Laplace de A (2, z; T)
par rapport & 7. Nous allons trouver G,(z, z; s) avec le théoréme 1.1.2. Donc, pour

commencer,
Galz @ 8) = /000 e*TA,(z,z; T)dT
= /0 " g, [e”BT_"Ag'_'O(SBT_z(O)] dT
P s e

[ i ]
0
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Donc,
Go(z,z;8) =E, {/ e —"”H(Bt@)dtdgT_z(O)dT:l ¢ (B.1)
0
Avec _le théoréme 1.1.2. nous savons que G,(z,z; s) est la solution bornée a 'équa-
tion différentielle ordinaire (EDO),
1
§Gza: > (3 + p]I(a:<0))G = _J(zhz)~

Pour résoudre cette EDO nous allons utiliser la méthode de variation des para-

métres. Nous allons résoudre cette équation dans quatre régions différentes :
o Région i, {z > 0,2 > 0} : LG,y — G = —6(5—)

La solution de ’équation homogéne, notée Gn(z), peut étre facilement trouvée
comme,

Glz) = AFVE | Be=VE,

Si nous prenons y; (z) = V28 et y2(z) = e~®v2s potre solution particuliére est,

T e—a:\/2_s - dt —z\% T gt\/2_.9
1 ( a(t—z)) +e 1
0 EWyhyz (t) 0 '2'Wy1,1/2 (t)

oit Wy, 4,(z) est le wronskien de y; et y,, c’est-a-dire W, ,,(z) = —2v/2s, ce qui

(—0(t—z))dt,

nous donne que,

G ( ) e(z_z)‘/z_sH( e(z_x)\/%H
= ——— — + — — 5
A T z—2z) o (z—2)

ou H est la fonction de Heavyside.

Maintenant, avec G(z) et G,(z), nous avons la solution générale suivante,

(s-2)V3s e(-o)VEs
G(z) = Ae™V®E + B>V _ S H(z—, + ——H(z - 2),
(@ Bz =2+ Rz~ 2)

Finalement la solution générale, bornée, est donnée par :

Be™®V2s 1 ‘/%e(z‘”)‘/z_", siz > 2,
G(z) = i (B.2)
Ae®V2s + Be=aV2s siz<z.
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Pour trouver la constante A nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme B.1.1. Si y(z) est une solution & I’équation,
ay’ + by + cy = §t_1)(0),

alors y(z) est continue et y’(z) a un saut & to de grandeur 1 ; c.-a-d. y'(to+) —

¥ (to—) = 2.

Maintenant avec le lemme B.1.1. nous avons que A = %, et avec A (B.2)
devient, e

G(z) = Be™™V% ¢ %—s. (B.3)
Pour trouver la constante B il faut d’abord la solution pour la région .
e Région z'z',. {£<0,2>0}:4G —(s+p)G=0
Dans cette région, la solution générale est donnée par ’équation suivante,

Ga) = CemVetn) 4 De'”m,
avec la solution générale, bornée,
G(z) = CerVHs+o), (B.4)

Pour trouver les constantes B et C, nous allons encore une fois utiliser le théoréme

1.1.2. qui nous dit que G et G’ doivent étre continues & zéro, c’est-a-dire,
G(0+) = G(0-) et G'(0+) = G'(0-).

En comparant les régions i et 4i, le fait que G(0+) = G(0-) et G'(0+) = G'(0-)

nous donne le systéme d’équations suivant,

—zvV2s
B+e\/2—5 =C

e=*V% _ B\/2s = C\/2(s + p).
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En résolvant ce systéme nous avons que,

A VStp—+fs
-t (%) (B5)
et
C:e_zm<1—vs+p_‘/§>=e_zm 2vs (B.6)
V2s VsFp+/s V2 /(s+p)+ /5 :

En substituant (B.5) et (B.6) dans (B.3) et (B.4) respectivement, nous avons que,

el _ VEHA-VE e~ (z+2)V2s
(e T \/_ .

ez\/2(5+p)—2\/_3, r<0,z2>0.

o
o

Gz, 2;8) = (B.7)

Ao el
V2s | [(s+p)+V/3
e Régions 4ii {x > 0,2 <0} et v {r < 0,2 <0}:

En suivant la méme démarche que nous avons faite dans les régions 7 et i, nous

avons que,
1. —|z—z|\/2(s4p) _ V\STP)"V3E (s+p)—V/3 (z+m)\/2(s+p <0 2<0
o i) = \/2(s+p) Iy P W ¥
AEX . JA- .
e, s 2 z\/2(s+p) > <0.
‘/2_3\/(s+p)+fe 720,220
(B.8)

Remarque B.1.1. Les quatre régions qui sont nécessaires pour résoudre cette
EDO correspondent auz quatre régions du priz initial de l'option. Ceci peut étre

démontré en utilisant (2.1) et (2.2), c¢’est-a-dire,
z2>0,

implique, par définition, que

ce qui nous donne que




Nous verrons plus tard que

implique que

Par définition, cela implique que

ce qui nous donne que
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Etape 2

Maintenant que nous avons trouvé la forme explicite de G,(z, z; s), nous pouvons
I'utiliser pour trouver A,(z,z;T). Il ne faut pas oublier que nous avons défini
G,(z,z; s) comme la transformée de Laplace de A,(z,z;T) par rapport & T. Nous
allons donc trouver A,(z,z;T) en prenant la transformée de Laplace inverse de

G,(2,; s). Nous allons utiliser les transformées de Laplace inverses suivantes,

L5r{1} = 02(0), (B.9)
1 1 a2
1 = —ays =¥ —an >
b { \/Ee } \/ﬁe T, ag>0, (B.10)
R {e"“‘/;} R e_§, =1, (B.11)
i am e
_a‘/_ — w _i >
£ { Vo) ware 42D (B.12)
E;_,T{ ; } = H(T - a), (B.13)
F il " \/s+a—\/§} 1—eT
B — =L} = , a>0. (B.1l4
s—»T{ /——'S_*_a_*_\/a} s—)T{ a o /—7TT3 az ( )
De plus, nous allons utiliser la propriété de convolution suivante,
T
te{etoretot ) = [ s -oaoa (B.15

e Région 7 {z > 0,z > 0} :

A(zzT 1{G’(zxs)}

{L (e—lm—ZI\/2_s V(st+p) —+s —(m)f)}
V50 +5

'C s—T

V2s
L:_ L e—]:c—zh/ﬁ st g 2\/§ e*(z+z)\/2_s
=T Vs V(s+p)++/5

o L —|e—z|v2s _ L —(z+z)V2s V2 —(z+2z)V2s
= L7 & e I €
g V2s V2s Vst p+a/s
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(A.10 et A.15) < 1 = r — )
VorT

/ Lot { \/F+ NG

(=)
27r
}% ()

(A14 et A11) ( 1 e—(z;) ) ( e_ga;;z) )
VorT V2rT
T — o—P(T-t) e
+/ l-—e ((Z+x)e g;}z)dt
o \pV2r(T—1t)}) \ v2rt3
]. ( —!:c——z!z —!z+z!2)
= e aT — T
V2rT
T — o—P(T—t) A 2
1 p Ttz
+/ (L e i s el (B.16)
0 o/ (T — t)3¢3

Remarque. En regardant la solution de cette transformée de Laplace inverse,
nous pouvons voir que la partie orange de l’équation est un point de masse a

t = 0. La raison pour laquelle ce point de masse eziste est la suivante,
Ayfz,3;T) = E, [e04 65, ,(0)]

=E, [e—pA?’ ,OéBT(z)]

T o0
= / / e P4, (2)P, (BT edy, Ap ¢ dt)
0 —00

T
s / P, (Br € dz, AZ™" dt)
g oT
m /0 [1 P, (BT € dz, AB70 = 0) +e 7P, (BT €dz,A2™" ¢ dt)]

=1-P, (Bredzs, AZ™" = o) P /0 " enp, (Breds a2 ¢ dt) ,

car dans la région i, si x (le point de départ de B) et z (le point terminal de B)
sont tous les deux supérieurs & zéro, alors il y a une probabilité positive que B
n‘aille jamais en dessous de zéro, c’est-a-dire P (A?"’O = 0) > 0. De plus, si x
ou z est égal & zéro le point de ﬁasse disparaitra, car si le mouvement brownien

commence ou se termine & 0 c’est "impossible” qu’il n'aille jamais en dessous de

zéro, c’est-a-dire IP (A?"’O = 0) =0.
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e Région it {x <0,z > 0} :

e ER A (B.17)
= E;_,T {Gﬁf(z, i s)}
-1 { 1 2\/— e:c\/2(s+p)—z\/2_8}

T\ Ves s+ p) + 5
= \/pi =/ {\/ﬂ——p VAN E _ [f5. o~V Eg x"z(”p}
(A15) \/—/ ‘Cs—bT t \/m &=V 2(s+p) }ﬁ— { —z\/_}

e e e B

(A12 et A1) ﬁ/ —P(T—) (222 — 2(T - t)) e‘ﬂ’;%) z e_ﬁ
44/7(T — t)® 273

- 2—t) g
_e—p(T—t)—_( z) = t)( e %dt, z>0, B.18
V2r(T —t) 2/t e
_ | @ = T =) + 2T - 1) —t)] a2 : it
: 207 /(T — 0565 :

z>0.

(B.19)

Linetsky a manipulé cette équation pour faciliter les calculs numériques que nous
n’aborderons pas ici. La seule raison pour laquelle j’ai suivi cette manipulation est
que je voulais arriver & la méme réponse que Linetsky (1999). Nous allons d’abord
prendre la transformée de Laplace inverse comme nous I’avons fait pour obtenir

(B.17), de chaque coté de 1’équation suivante,

() () () ()
ce qui nous donne I’équation suivante,

/ [2t(z? — (T — t)) + =(T — t)(2% — ¢t)] e‘z’(%ﬁ"édt =i (B.20)

0,

2p7r1/ (T —¢t)5td

Maintenant si on prend (B.18) et nous soustrayons (B.19), nous arrivons au ré-
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sultat de Linetsky (1999),

MemT)= [ (1 -9 [o(1 - £ 421 - )]

0 2mp/ (T — )33

Pour trouver la fonction A,(z,z;T) dans les régions i {z > 0,2 < 0,2 < 0} et

12 12
e X0 3, (B.21)

w {z < 0,2 <0,z+ 2 < 0} nous avons besoin du lemme suivant, qui démontre

une propriété de symétrie de A,(z,z; T).
Lemme B.1.2. Pour z,z € R et p > 0,

Nla ) = e A (=5, =5 T).

Démonstration. .
Az Tyde =E, [e"’A?'_’oéBT_Z(O)] dz

=E, [e“”Ag'_’OJBT(z)] dz

i [e-ﬂA5"'+'°6_BT(—z)] e

- [e—p(T—A;B‘"“’)a_ g z)] dz

=8 ey [e”AEB’_'OJ_ BT(—z)] dz

— e_"TA_,,(-z, —-z;T)dz,
car Br & Br. O
Maintenant avec le lemme B.1.2. nous avons que :
¢ Région iii, {z > 0,2 <0,z < 0},

N (z,2;T) = e P A% (-2, —z;T) (B.22)

e Région iv, {z < 0,2 <0,z + 2 < 0},

iv i _ =pTpt "
AJ(z,z;T) = e ™A (—2z,-z;T), (B.23)
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et finalement pour z = z = 0, nous avons que,

1 2\/s 1 —e*T
A0 T L = . B.24
ol ) {\/%(\/(s+p)+\/§>} pV2rT3 B
Remarque. Nous pouvons montrer que A est continue a Uorigine (x =0,z = 0),
c.-a-d. li%1+Ap(0,z;T) = li%1 Ay(0,2;,T) = Ay(0,0;T), en utilisant le résultat
z— z—0~
suivant de Linetsky (1999),

e DT i o e i e Ll P

I h@UTI= I | nm—geat TS
avec le fait que,

im A,(z,0;T) ™ 2% lim e*TA_,(—2, —z;T) = Lo i

z—0~ Ll z—0~ 4 p\/27T—T§’

et
231 —e T
A(0,0;1) B2 —2

oV2rT?

Nous sommes maintenant préts a calculer la fonction ¥,(v; k, z, T) et donc le prix

initial d’une option escalier exponentielle vers le bas, C; (S; T, K, b).
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Etape 3

Dans cette étape, nous allons utiliser la fonction A,(z, z; T') que nous avons trouvée
dans l’étape 2 pour calculer ¥,(v;k,z,T). Pour ce faire, nous devons calculer

I'intégrale dans (2.6), c’est-a-dire nous devons calculer,

oo

U ek 2. T) = / e”’E, [e"’Ag'_'o&z_BT(O)] ty = / o WER g
k k
Avant de commencer voici un rappel de la notation.

Rappel B.1.1. Pour 0,5y, K,b,r,T > 0,

y=§<r—%2>, fy=r+5;, (B.25)
55 éln <%) , k= gln (%) , (B.26)
dlszTf”T, dy = dy + oVT,
d3=_k—_f#, dy = dy+ oVT,
d5=*—k_—\;+y—t, ds = ds + oVt
i ‘kft_ -4 ds = dy + oV,

Ci=1-# —vz, Cp=t"iCi—t"izk, C3=C, —oz.

Etant donné que le calcul de ces intégrales est long et fastidieux, Linestsky (1999)

nous a fourni le lemme suivant afin de faciliter les calculs.

Lemme B.1.3. Soit o, 3,4, a,b,c € R. Alors,

o [ (oa"+ pat ) = ¥ [A0(d) ~ Bo(d)]
5.l
ol

I G Z; A=oc(ch®+ 1)+ Bcb+7, B = ac(2bv/c+d) + /.

7




156

Avec ce lemme nous sommes maintenant préts & calculer la fonction ¥,(v;k,z,T)
pour chacune des quatre régions.

e Région 4, {z > 0,k > 0} :

\Ilﬁ,(u;k,x,T) =/k e”"Aﬁ,(z,x;T)dz

s = e’ = dz — . o e~ - dz
™ VorT Jk VorT Jk

T (1 — e=p(T-1) 9 ik
+/ (1 e ) ( 1 / (Z i x)euz—%)—dz) dt
p/2m(T V2rtd

En utilisant le lemme B.1.3. avec un peu d’algébre simple et quelques calculs

simples, I’équation suivante peut étre facilement déduite.

\I/;(V; ke, T) (B.27)
2T 27
= 6"z+T Cb(dl) = C_WH—T @(dg,)
7h (1 _e—p(T—t)) 2y
+"””/————T ®(ds) +t72¢(d, B.28
B M or il G CO R O B (8.28)

e Région i1, {x <0,k > 0} :

Vi (v; k, z,T)

Il

/ e’*N(z, 2; T)dz
k

oy i ”L,U(;ilg”ﬂ(l 3 JEE S

A
- ‘e T2(T-t
/0 p\/27r(T—t

(«/W : [z (1—ijt) +:v<1—272>] "z“_dz) dt.

Maintenant en appliquant le lemme B.1.3. nous avons I’équation suivante,

e T (1 — e p(T t)) S w3
Vv, k,z,T) = ——=—"e? 209 01 P(d7) + Co¢(d7)]dt. (B.29
Skt = [ e 0 + Cogtanl . (B29)
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Pour les deux prochaines régions nous allons utiliser la symétrie de A,(z,z;T),
voir lemme B.1.2., pour trouver la fonction ¥,(v; k, z, T') dans ces régions.

e Région i1, {z > 0,k <0} :

V) (v;k, 2, T)
:/ e 8 (5,0, T )ds
k
0 .ee 3 -
=/k e"’A:)"(z,x;T)dz+/0 e (22 T dy
k

0

lem.A.2.2. T aid —oT A

= / e%e ”TA’_',,(—z, —x;T)dz—/ e’’e PTA'_'p(—z, —z;T)dz
-0

—_—0

+/ e"Af,(z, z; T)dz
0
et [\Ili_ip(—l/,O, —z;T) — \Ili_ip(—y, —k,—z; T)]

+ W (v, 0,2; 7).

Donc,

U (v;k,2,T)
= C_pT [\I/ﬁp(—l/, O’ —Z, T) = ‘Ili—iﬂ(_y’ _k’ e T)]
+ \Il:,(l/) 0) x; T)'
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¢ Région iv, {z <0,k <0} :
v, (v;k,2,T)
=/ e % T
k
0 . 22 ..
i / €A (2, 7, T)dz + / e N (2, z; T)dz
k 0

0

lem.A.2.2. L

em. A / z PTA"_p(—Z, —a:;T)dz—/
—00

-—0C

k
e"’e"’TA;(—z, —z; T)dz

+ / e A3 (5, 7; T)dz
0

WA gl [O8,(—=4,0,—2;T) — ¥ _(—v,—k,—z;T)]
+ U, 0,2; 7).

Donc,
\Dﬁ}’(u; k,x,T) =e*T [\Ili_p(—u, 0,—z;T) — \Ili_p(—u, —k, —a:;T)]
e S 0, o T (B.30)

Remarque. Le fait que A est continue Vz,z € R implique que ¥ est continue

Vz, k € R.
Remarque. Pour k = 0 la fonction U} (v, 0,0;T) est définie comme IlciII(l]\If;(V, &, 0;T)
—

et la fonction U (v,0,z;T) est définie comme ’lcirr(l)\Ilff(V, ks T),
—

Nous sommes maintenant préts a calculer le prix initial d’une option escalier

exponentielle vers le bas.
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Etape 4

o Région ¢, {z > 0,k > 0} = {Sp > b, K > b} : En insérant (B.26) dans (2.5)

nous obtenons le prix au début du contrat suivant,

C, (So; T, K, b) = e 77 [bUi (v + 03k, 2, T) — KVi(v;k,2,T)]

—wa [b{ e o TE RS CL R o YOR

| 1y o —p(T—t) v4o)2t
‘ _*_e—(u+cr):s/D ’S#T_t))se%)_ [(y + U)CI)(de) + t_%fﬁ(ds)] dt}

— ux+"zTTq> d - —pz+“'2—T(I) d
e (dy) —e 7 ®(ds)

te [o g f—;i;(i—_;)ae— [ve(ds) +Ho(as)] dt}] .

En utilisant les équations (B.24) et (B.25), avec l'identité ¢(ds) = ﬂ‘gj—;{ﬂ et

quelques manipulations algébriques simples nous obtenons le prix au début du

contrat suivant,

C,(So; T, K, b) = Sp®(dz) — Ke"T®(d;) — (Sio)L [(Z—Z) ®(dy) — Ke-'%(ds)]

b\ [T (1 e—p(T-t))e—“/(T—t)
i (EO) /n p\/2n(T — 1)
. [(z/+ o) ('IS),*Z) O(dg) — ue""TK@(d5)} dt. (B.31)
Remarque. La partie vert de (B.30) est le priz d’une option barriére d’achat
vers le bas. De plus, il est facile de voir que lorsque p — oo, C,(S;T,K,b)
| converge vers le priz d’une option d’achat vers le bas standard, qui est ce que

nous attendions. i p — oo alors le priz de Uoption est nul au moment ou l'actif

sous-jacent touche la barriére, exactement comme une option barriére standard.

Remarque. Nous pouvons vérifier (avec une intégration longue, mais facile) que

lorsque p — 0, C; (S;T, K,b) converge vers le priz d’une option d’achat standard,
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So®(dy) — Ke™™'®(d,), qui est ce que nous attendions; quand p — 0 la barriére

n’a aucun effet sur le priz de Uoption.

e Région i1, {z < 0,k > 0} = {Sp < b, K > b} : En insérant (B.27) dans (2.5)

nous obtenons le prix au début du contrat,

C, (5T, K,b) = e '[b\Ilff(u +o;k,x,T) — K\Ilff(u; k. 2, T)J

T (1 — e PT=t)) (ia)2
— g~ T-vz I:b{/ (1 =g ) e%—z(fz_n
o p/2n(T —t)3

(v +0)C1®(ds) + Cagp(ds)] dt}

K all T i W o oo
&) —_—p 2 2(T-1) /
{/o o/ 27 (T — 25)36 [vC1®(dr) + Co(dr)] H

En utilisant les équations (B.24) et (B.25) avec lidentité ¢(d;) = M;})‘ﬂ et
quelques manipulations algébriques simples nous obtenons le prix au début du

contrat,

L AT (] _ o=p(T—1))g=y(T—t)
C; (So; T, K,b) = (ﬁ) / (1—e )e
0

3 o ar T~ O

: [(V + 0)C3b®(dg) — vCre" ™ K®(dy)

1 12
- axt—ibgb(dg)] e MT-0dt (B.32)
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o Région i, {z > 0,k <0} = {So > b, K < b} :

C, (So; T, K, b) (B.33)
= g [b\Il?i(l/ +o;k,2,T) — K\Ifzii(y; ki 8T
(Qig) e—'y'p_w; [b{e—p,lv[\lli_ip(—(z/ 4+ o'), O, - T) _ \I/i_ip(—(y n o'), —k, il T)]
+\I';(V - U,O,x;T)}
- K{e’”Y‘[W”ﬂ(—u, 0, —2;T) — WE (=, ~k, ~2, T)]
+¥(v,0,z; T)H (B.34)

e Région 1, {2 <0,k <0} = {Sp < b, K < b}:

C; (S0 T, K, b) (B.32)
= T bU¥ (v + 03k, T) — KU (v; k,2,T)]

@20 g=rr—va [b{e-ﬂT[qfi,,(—(u +0),0,~2;T) = U (~(v + o), —k, —7;T)]
—HI’?(u + 0,0, z; T)}
- K{e*PT[xpfp(—u, 0,—z;T) — U (-v,—k,—z;T)]
+q/jj(u,o,x;T)H (B.36)
Remarque. Le fait que ¥ est continue Vz,z € R implique que C, (S; T, K, b)

est continue VSy, b > 0.

Ceci termine la démonstration du théoréme 2.1.1.
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APPENDICE C

CHAPITRE 3

C.1 Preuves détaillées de chapitre 3
C.1.1 Lemme 3.1.2.

Si C est une variable aléatoire qui suit une loi de Cauchy(0,1), alors 1_'_—102‘ suit une

loi de I’arc-sinus c’est-a-dire, pour 0 < u < 1,

P ( 2 & u) = %arcsin(\/ﬂ).

Démonstration. Nous allons utiliser les deux identités suivantes :

er— — arctan(z) = arctan (%) (C.1)

arctan(z) = arcsin (

\/5%) , (C.2)
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= E aresin (\/1_;) 3

il

C.1.2 Proposition 3.2.2.

PourO<u<a<letb>0,

P(Qf>b,b>Mf)=IP(u<«913<a, sup Bs>b,b>Mf).

u<s<a
Démonstration. En utilisant (3.2) nous avons que,

P(QF>b,b>ME) LP(AP " <ab> Mf)

1
P (/ ]I(B,<b)ds < a,b> MuB)
0

T,}B 1
</ H(Bs<b)d8 -I-/ ]I(Bs<b)d3 < q, TbB < l,b > Mf)
0 B

b

Il
~

1
=P <T};9 +/B I(g,<p)ds < a,Tf’ < 1,7';B > u) , car b > 0.
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Maintenant, en conditionnant sur 72, nous avons que,

1
P <TbB +/B ]I(B,<b)ds < a,'rbB & 1,'rbB > u)

b

il 1

=f ]P’(/ H(Bs<b)ds<a—r)]P('rbBedr)
o 1

:/ ]P’(/ ]I(Bs<b)ds<a—r)]P’('rbB€dr),

parce ce que si 7 > o alors P (frl I(B,<pds < o — r) =0.

Avec la propriété de Markov, nous avons que

@ 1
/ P (/ LB,<pyds < a — r) P (Tf € dr)
o 1
= / P (/ I(B,-B,<0)ds < a — r> P (T,,B € dr)

o l-r
Py / P (/ I(B:<0)ds < a — r) P (T,,B € dr)
u 0
o

= / P (Af_';_’o 20— r) P(rZ edr),
ol B* = (B{)i>o est un mouvement brownien standard qui est indépendant de
.

b

Donc,

P(Q5 > b,b > MP) :/ ]P(Af:;_’0<a—r>]P(Tfedr).

U

Maintenant en utilisant la proposition 3.1.1. nous avons que

P (QZ > b,b> MP) =/ ]P(Af:;_’°<a—r>IP’(Tfedr)

2 / P(AZH <a—r)P(rf € dr)

TR / P02, <a—r)P(rf edr)

{2
:/ IP’( sup BX> sup B:)P(‘TbBEdT).
u

0<s<a—r a—r<s<l-r
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Voir la figure 3.2 pour urne illustration de I’égalité des ensembles dans la derniére

étape pour une trajectoire fixée.

Encore une fois en utilisant la propriété de Markov, nous avons que,

P(Qf>b,b>Mf):/ IP( sup B> sup B:)]P’(T,,Bedr)

0<s<a—r a—r<s<l-r
a
Mark
o / P < sup B, > sup Bs) P (ry € dr)
u r<s<a a<s<l

=P{ sup B, > sup Bs,u<7'bB<a
TP <s<a a<s<1

=P sup B, > susz,u<7'b <a>, car b > 0,

u<ls<a a<s<l

]P’(supB > sup B,, sup B, >bb>MB)

u<s<a a<s<l u<s<la

Plu<8? <a, sup B, >bb>MB)

‘uls<a

car

{ sup B; > sup Bs, sup By > b,b > Mf}

u<s<a a<s<l  u<s<a
={u<0f<a, sup Bs>b,b>Mf}, (C.3)
(voir la figure C.1 pour une illustratiOI_l c_le (C.3) pour une trajectoire fixée)
donc,
P(QS>bb>M75) =P (u <ir & a,uZI:EQBs > b,b> Mf) . (C.4)

O

C.1.3 Lemme 3.2.4.

Pour 0 < a < 1,

d
€B 1_7’a
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Figure C.1 L’équation (C.3) avec une trajectoire fixée.

sup B, |

uls<a

MNEB [ertitrsiy

e " S e st ey b

IS
D

Démonstration. Pour commencer, nous devons d’abord démontrer 1’égalité sui-

vante,
Q2LQE - B,. (C.5)

En partant de la gauche, nous avons, par définition, que

1
QE‘ = inf {.’L‘ : / ]I(B;<I)d5 > a} 5
0

ol B* = (B;);>o est un mouvement brownien avec temps inversé c.-a-d. B} =

Bi_; — B; pour t € [0, 1]. Cela nous donne que,

B*
Qo

1 1
= inf {x : / I(Br<z)ds > a} = inf {x 3 / g B <ayds > a}
0 0

1 1
= inf {x : / I, <z+B;)ds > a} R g {y — 0 / I, _.<y)ds > a}
0 0

1 1
L inf {y - B / I(B,<y)ds > a} = Iy {y - / IB,<y)ds > a} - B
0 0

=Q£—Bl
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et, en suivant la méme logique, nous avons que,

Qa - B

1 1
= inf {:z : / I(Bs<z)ds > a} — Bli inf {:z b / I(Bs<z)ds > a} + B;
0 0

1 1
= inf {a: + By : / [(B:<z)ds > a} = inf {:z + By : / I(B,_.<z+B)ds > a}
0 0

(y=z+B) : .
==Y inf {y : / I(B,_,<y)ds > a} = ik {y/ I(B,<yyds > a}
0 0

— B
o

Donc,

QELQE - B,

i y d 1
Maintenant pour démontrer que £ =1 — 12| nous allons commencer par le coté

gauche. Nous avons, par définition, que

B*
o

=sup{s€[0,1]: B; =QF } =sup{s€[0,1]: Bi_y —~ B; = Q%"}

‘D sup{s€0,1]: Bioy— By= @ ~ Bi} =sup {s € [0,1]: Bi_, = QF}
et sup{l-re€(0,1]: B, =Q7} =1—inf{re0,1]: B, =Q7}
=1~ g)

et, en suivant la méme logique, nous avons que,

l—nf'

=1-inf{s€[0,1]: B;=QF } =1-inf{s€[0,1]: Bi_,— B, = QF"}

‘D 1—inf{s€(0,1]: Bi,— Bi=QE— B} =1-inf{s€[0,1]: By, = Q%)

=sup{l—s€(0,1]: Bi_, =Q2} e sup {r € [0,1] : B, = @2}

B
zga,
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1-n2.

B d
&4

et donc,
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