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RESUME

Ce travail est inspiré en partie par un théoréme de M. Haiman (M. Haiman 2002, voir
[17]). Ce théoréme affirme que le plus petit sous-espace vectoriel de Clzy,. .., z,], fermé
par dérivations —a%, et fermé par des opérateurs de « polarisation », E, = Z?=1 yj%;;, et
qui contient le déterminant de Vandermonde An(z1,...,%n) = [1;s;(#i — z;), coincide
avec le G,-module D, des polynémes harmoniques diagonaux du groupe symétrique &,,.
Dans cette these, on étend cette construction de deux fagons. D’abord en considérant des
modules de « polarisation généralisés » en faisant intervenir des polynémes & ¢ ensembles
de n variables, c’est-a-dire, des polyndémes en les variables Z11,...,Z1ny -, Tp1,y .-« Ttn-
Puis en considérant d’autres « genres » pour ces espaces que le déterminant de Van-
dermonde. Dans tous les cas, on s’intéresse a la décomposition en somme directe de
modules irréductibles des modules considérés.

Plus précisément, nos modules de polarisation généralisés sont engendrés par des fa-
milles &,,-stables de polynomes homogenes. Il s’avére alors que ces modules sont en fait
des représentations du produit direct &, x GLy(C), avec I'action de GLy(C) apparais-
sant & cause de la polarisation. Leur décomposition en irréductibles se décrit via leur
caractéristique de Frobenius graduée. Celle-ci s’exprime comme une somme de produits
de polynémes/fonctions de Schur s,(q)sx(w), ol s,(q) est un polyndéme de Schur en
les variables q = (qi,...,q¢) et A est un partage de n.

Pour les modules considérés, notre objectif est de calculer explicitement la caractéris-
tique de Frobenius graduée de ces modules :

DD bagsu(@sa(w), (1)

An p ‘

en donnant des formules précises pour les entiers by ,. Ces coefficients by , sont les
multiplicités des sous-modules irréductibles sous ’action de &, x GLy(C). On peut
donc aussi, interpréter la formule (1) comme une description du caractére gradué comme
Gy, X GLy(C)-module. Un théoréme de F. Bergeron (voir [4]) montre que les coefficients
by, sont indépendants de £. Autrement dit, £ n’intervient dans ’expression (1) que dans
le nombre de variables apparaissant dans s,(q). De plus, il est montré dans [4] que y a
au plus n parts. Ceci nous permettra d’obtenir une expression pour (1) qui est valable
pour tout £ si on sait la calculer pour £ < n.

On donne des résultats explicites dans le cas ot la famille génératrice &,-stable (&
laquelle est appliqué le processus de polarisation) est constituée :




xvi

. D’un seul polynéme &,-invariant, en particulier les polynémes symétriques ho-

mogenes pd, py et eq, pour tout d > 1 ( voir théoréme 2.2.1).

2. du polynéme symétrique monomial m g 42y (voir la conjecture 2.4.5).
3. du polyndéme symétrique hg (voir la table 2.4).

4. d’un seul polynéme symétrique homogene de degré 2 ou 3 (voir théoréme 2.2.2

et théoréme 2.2.3),

. d’un seul polynéme symétrique homogene de degré 4 ou 5 (voir les tables 2.2 et

2.3),

. d’une seule des familles homogeénes et &,-stables suivantes :

A;—_—{x‘fj| 1§j§n},B::{x‘fi—a:‘fjl 1<i<j<n}et
C:= {HJ.GA x| AC[n], |4] = d} (voir la section 2.4).

. d’une seule des familles homogenes et &,,-stables suivantes :

7= {al)---ofp a1+ +an = 2), T i= (o8} ol | a4+ an = 3}. (voir
les problémes ouverts 2.4.9 et 2.4.10).

On s’intéresse aussi & une classification compléte des modules de polarisation engendrés
par une famille constituée d’un seul polynéme symétrique homogeéne & n variables, en
termes de la caractéristique de Frobenius graduée de ces modules. Notre classification
est complétement déterminée lorsque le degré est plus petit ou égal & 3 (théorémes 2.2.2
et 2.2.3), et nécessite de considérer une notion de n-exception (voir la section 2.2).
Pour les degrés 4 et 5, on propose des formules qui semblent indépendantes de ¢, et qui
semblent donner une classification compléte (voir les tables 2.2 et 2.3).

Mots clés : Combinatoire algébrique, représentations des groupes, les polynémes symé-
triques, les polynémes diagonalement symétriques, caractéristique de Frobenius graduée,
opérateurs de polarisation, série de Hilbert.




INTRODUCTION

Ce travail s’inscrit dans la lignée des travaux de M. Haiman (voir [14]) sur la conjecture
de 'opérateur (devenue théoréme depuis) (voir [17]). Celle-ci affirme que le plus petit es-
pace vectoriel fermé par dérivations, et fermé par ’action des opérateurs de polarisation
E, = ;;1 yj%?, et contenant le déterminant de Vandermonde A, (x), coincide avec
I’espace Dy, des polynémes harmoniques diagonaux. Autrement dit, I'espace D,, est en-

gendré par le déterminant de Vandermonde comme module sur 1’algébre des opérateurs

C [%, : 525 %, B s s En_l]. L’espace D, est formé par tous les polynémes f, en les
variables x1,...,Zpn,y1,...,Yn, qui sont annulés par les opérateurs différentiels somme
ah ak

de puissances ppx = 2;;1 B2k BgF En 2002, M. Haiman a démontré ce théoréme en
AR

utilisant des techniques de géométrie algébrique (voir [17]).

On généralise d’abord le contexte du théoreme de I’opérateur au contexte des polynémes
4 £ ensembles de n variables, c’est-a-dire des polynomes en les variables X = (zi7), avec
1<i< letl < j < n. Laction diagonale du groupe &, sur les polyndémes & ¢
ensembles de n variables est définie par permutation des colonnes (on remplace chaque
variable zi; par Zi(;) ). On dit qu’une famille F de polyndmes est G,-stable si elle .est
fermée par cette action diagonale du groupe &,,. Etant donnée une famille &,,-stable
F de polyndémes homogenes, on définit le module de polarisation engendré par la
famille F' comme le plus petit espace vectoriel fermé par dérivations Bg_ﬁ’ fermé par des
opérateurs de polarisation Ei(f,’c) = ;’=1 zija—a,;;—', et qui contient la famille F'. Cet espace
est dénoté Mp. L’action du groupe symétriq:ue G, sur les polynémes fait de Mp un

Gp-module.

En particulier, on considere le cas ou F est réduit & l'orbite d’un seul polyndéme f et
on dénote par M; le module obtenu en posant F = {o- f | 0 € G}, 00 o- f est le

;;olynéme obtenu en appliquant I’action diagonale du groupe &,,.




Des cas particuliers de cette construction correspondent & certains espaces importants
en combinatoire (voir [8])et géométrie algébrique (voir [14, 13, 17]). Par exemple, lorsque
£ =1 (1 ensemble de n variables x := z1,...,2y,) et f est le déterminant de Vander-
monde A (x) = [[;5 ;(zi—z;), on obtient I'espace classique des polynémes harmoniques
du groupe symétrique H,. En effet, on peut démontrer que 1’ensemble des polynémes
annulés par tous les opérateurs différentiels E;;l 3:1:;?, pour 1 < k < n, ((’5:13;c dénote
la k-iéme dérivée partielle par rapport & z;) coincide avec 1’espace engendré par le po-
lyndéme A, (x) et toutes ses dérivées partielles, autrement dit, Ma, = H, pour £ =1
(voir [8, 3]). Il est remarquable que la dimension de cet espace est n! (voir [18]). Lorsque
£ = 2, toujours avec f = Ap(x), on obtient 1'espace Dy, des polynémes harmoniques
diagonau.x.' La dimension de cet espace est (n + 1)"~!. On peut montrer (mais cela
est beaucoup plus délicat (voir [17])) que cet espace est formé de tous les polyndmes
en les variables x = z1,...,Zn €t Y = y1,...,¥Yn, qui sont annulés par tous les opéra-
teurs différentiels ;-‘21 6$£‘3y§°, avec 1 < h+ k < n. L’espace des polyndémes harmo-
niques diagonaux trivariés DT(,S) est ’espace vectoriel des polynémes en les variables :
X =12Z,...,%n, Y = Y1,...,Yn € 2 = 21,...,2n, qui sont annulés par les opérateurs

71 0270y302%, avec 1 <+ s+t < n (voir [8]). M. Haiman a conjecturé que DY
coincide avec Ma,, pour ¢ = 3 (voir [14]). Il a aussi conjecturée que la dimension de
cet espace est 2"(n + 1)"~2, (voir [14] p.36.). Pour n’importe quel £ > 1 F. Bergeron
a étendu cette conjecture au cas des espaces des polynémes harmoniques diagonaux
trivariés « supérieurs » 7-[1({), dont la dimension est (r + 1)*(rn 4+ 1)*2 (voir [8]). Il a
aussi étendu la conjecture de Haiman concernant l'identification de ’espace D,(LZ) des

polynémes harmoniques diagonaux multivariés avec le module de polarisation engendré

par Ap(x) au cas £ > 3.

La fermeture par des opérateurs de polarisation généralisés Ez(’}c) des modules Mg im-
plique, en particulier, la fermeture par les opérateurs E;; = E?zl xijb‘:?T; (lorsque
p = 1). Ceci est équivalent au fait que Mg est un GLy(C)-module (voir [24] p.83). L'ac-
tion du groupe linéaire GLy(C) commute avec I’action diagonale du groupe symétrique

G, (en tant que des actions sur Mp) et ceci implique qu’on peut considérer les espaces




MF comme étant des représentations du produit direct &, x GLy(C).

L’objectif principal de ce travail est d’étudier la décomposition en modules irréductibles
sous ’action du groupe &, x GLy(C) des modules de polarisation M g. Pour ce faire,
on décrit la caractéristique de Frobenius graduée des espaces Mg (voir 2.1). Celle-ci

prend la forme :

Mp(q,w) = Z Z b)\,p. Sy (q)s)\(w)7 (2)

Abn p
ol by, € N,‘q = qi,...,q¢, W = w1, Wa..., les partages u sont tels que £(u) < n
(voir F. Bergeron [4]). Les fonctions de Schur s,(q) correspondent aux caractéres des
représentations irréductibles du groupe GL,(K), tandis que, les fonctions de Schur sy (w)
codent les caractéres de représentations irréductibles du groupe symétrique &,. Les
nombres naturels by ;, sont donc les multiplicités des modules irréductibles pour I’action

de &, x GLy(K) (voir les formules 1.42 et 1.43).

Un deuxieme objectif de cette these est d’étudier les modules de polarisation My qui
sont engendrés par un polyndme symétrique homogene f donné. Pour ce faire, on utilise
la caractéristique de Frobenius graduée pour classifier ces modules selon leur décom-
positions en irréductibles. On démontre des formules pour cette caractéristique d’une
facon globale et uniforme, c’est-a-dire, ces formules sont toutes valides pour n’importe

quel £ > 1 et sont décrites en fonction de n (n est le nombre de variables du polynéme

£)-

Le chapitre 1 peut étre sauté par le lecteur qui s’y connait, sauf peut étre pour ce qui est
des notations, pour passer directement au chapitre 2 (voir la section 1.9). Ce chapitre

est divisé en trois parties :

1. Notions d’algébre et combinatoire, notre contexte ’R,ﬁf).

2. Rappel sur les polyndmes symétriques, pléthysme et polynémes diagonalement

symétriques.

3. Rappel sur les représentations irréductibles du groupe &, et les représentations

polynomiales irréductibles de GLy(C), caractéres, la caractéristique de Frobenius




d'un &,-module et la caractéristique de Frobenius graduée et son expression

comme une somme des produits des fonctions de Schur.

Dans la premiere partie de ce chapitre, on présente des notions de base de combinatoire
et d’algeébre concernant les parties 2 et 3. Parmi ces notions considérées on retrouve
celles de : partages, partages restreints, partages vectoriels, I’espace Ry, des polynémes
a n variables (gradué dans N par le degré total), I’espace Ry des polyndmes & £ variables
(gradué dans N¢), ’espace ’R’,Sf) des polynémes & £ ensembles de n variables : z;1, . . ., T,
1 < i < ¢, gradué par le multidegré dans N¢, le groupe symétrique &,. L’espace 7?4({”') est
le contexte (ensemble référentiel) des modules de polarisation généralisés. On fini cette

partie en calculant la série de Hilbert de 7?4(5) en tant qu’espace vectoriel gradué avec le

multidegré.

La deuxiéme partie du chapitre 1, contient un rappel bref de la théorie classique des
fonctions symétriques (voir [26, 11, 24]) et diagonalement symétriques (voir [23, 25]).
Le but de cette partie est de préparer les outils nécessaires pour décrire, & les caracteres
de représentations irréductibles du groupe symétrique &, et de représentations polyné-
miales irréductibles du groupe linéaire général GLy(C) (par exemple, les fonctions de
Schur, les fonctions complétes homogenes, le pléthysme, ’etc.) et rappeler les polynémes
diagonalement symétriques qui serviront pour expliquer la construction des bases ho-
mogenes des modules de polarisation engendrés par un polynéme symétrique homogene
donné. On rappelle les bases classiques pour les fonctions symétriques et diagonalement
symétriques. En particulier, on souligne que ces fonctions diagonalement symétriques
sont obtenues par polarisations & partir des fonctions symétriques usuelles (voir 2.1).
Le pléthysme de fonctions symmétriques est rappelé en détail (voir [28]). Cette notion
du pléthysme est tres efficace pour expliquer la forme de la caractéristique de Frobenius

graduée des sous-modules (en tant que &, x GLy(C)-module) de l'espace RY.

La troisieme partie du chapitre 1 présente une synthese de résultats connus autour de la
théorie de la représentation du groupe &, et des représentations polynomiales du groupe

GL(V), ainsi que des liens entre ces deux théories (voir [26, 11, 24]). Cette synthése est

nécessaire 3 la mise en place des nouveaux résultats, et conjectures sur la caractéristique




de Frobenius graduée des modules de polarisation au deuxiéme chapitre. Notre premier
exemple fondamental est 1’action diagonale du groupe symétrique &,, sur ’espace 'R,Sf ).

Q)
n

Le second est P’action du groupe linéaire GLy(K) sur Ry,’. Ces deux actions commutent

et font de 'espace ’Rg) un 8, x GLy(K)-module. On décrit les modules irréductibles pour
G X GLy(K) et on rappelle que ses caractéres irréductibles sont de la forme s, (q)sx(w).
Le but de cette partie est de rappeler que la caractéristique graduée de Frobenius d’un

sous-espace homogene V de 'R,Sf) prend la forme de la formule (2).

On démontre le résultat classique (voir [28] p.442) qui affirme que la série de Hilbert de
V est égal au GLy(K)-caractére de V. On rappelle qu’a partir de la caractéristique de

Frobenius graduée de V on obtient la série de Hilbert de V.

Le chapitre deux contient l’essentiel de nos contributions. On commence par rappe-
ler le processus de polarisation introduit par H. Weyl et Von Herrn S. Aronhold (voir
[29, 24]). On introduit ensuite, les notions de fermeture par dérivation D(V) et
fermeture par polarisation £(V) d’un sous-espace homogene V de $f). On dé-
montre que les opérations de fermeture par polarisation et dérivation commutent, c.-a-d.
DE(V)) = 8(’D(V)) Pour chaque ensemble F' de polyndomes homogenes Gy-stable on
note par K[F] le sous-espace engendré par F. On introduit I'objet d’étude de ce tra-
vail : les modules de polarisation engendrés par un ensemble de polynémes homogenes
F comme étant 'espace Mp := E(D(K[F])). Le fait que F' est G,-stable implique
que My est un G,-module. La fermeture par des opérateurs de polarisation généralisés
implique que My est GLy(C)-stable. Le but de ce chapitre est d’amorcer I’étude de la
classification compléte des modules de polarisation engendrés par des polynémes symé-
triques homogenes, selon leur décomposition en somme directe de modules irréductibles
pour l'action du produit direct &,, x GLy(C). Tel qu’on explique au chapitre 1, on peut
calculer cette caractéristique sous la forme (2). Bien entendu, les coefficients by, € N
expriment les multiplicités des modules irréductibles du groupe &, x GLy(C). On ob-

tient des formules explicites pour (2) lorsque f est un des polynémes symétriques p‘f, Dd




et eq. Plus précisément, on a les théorémes principaux suivants (voir théoréme 2.2.1) :

ed q, E SJ Sn w .

d—1

My, (q, w ZS] sn(W) + Zsj(q) 8$n~1,1(W)
=1

ld/2) [ d—i
Med(q, = Z ZSJ Sn—i,i (w).
1=0 j=t

On donne une classification compléte des modules de polarisation engendrés par poly-
némes symétriques homogenes de degré deux et trois. En particulier, si f = a-ma+b-mq;

& n variables, on montre que

(14 s1(q) + 52(@)) - sn(w) si b= 2a,
(1 +s1(q) + Sz(Q)) - Sp(W) + 51(q) - sp—1,1(W)  sinon.

Pour le degré est 3, on introduit la notion de n-exception. Plusexplicitement, notons
par R %‘T’ e %‘;, Z?_l T; g—iﬂ le sous-espace réel engendré par les n premiéres déri-

2f de f et le polynéme ZJ 1 z]—{; On dit qu’un polynéme

vées partielles, a%L 3 o

symétrique homogene de degré 3 & n > 2 variables z,, 7o, . ..,z est une n-exception si
of f <~ f
dm|[R |—,...,=—— Ti—>= =n
3:171 L f 3:12-,,, : ]2=: ¥

Pour le cas, deg(f) = 3, on démontre que si f n’est pas un multiple scalaire de p3 alors

la dimension minimale de ce sous-espace est exactement n (voir théoréme 2.2.4) :

2| | 2™

; of of <~ 9F
dim | R Er "’an’zxj

Ainsi, donc, la dimension pertinente ne peut prendre que les valeurs n ou n + 1.

Supposons que f =a-m3+b-mg1 +c-my1,, alors fest n-exception, si et seulement

si on a soit :




1. 3a(2b+ (n — 2)c) = 2(n — 1)b%, pour n > 3, ou,
2. b=0ou b= 3a, pour n = 2.

Les n-exceptions apparaissent aussi lorsque le degré est supérieur a trois. En fait, on
croit que, en général le polynome pop? 2 de degré d > 3 est une (d+ 1)-exception. Cette

affirmation a été vérifiée jusqu’a d = 10.
Pour degré 3 la classification est donc divisée en trois cas possibles :
1. Si f =k-p? (pour certain k € R) alors,
Mg(aq,w) = (1+s1(q) + s2(a) + s3(a) ) - sn(w)
'2. Si f est une n-exception alors,
Mi(a,w) = (1+ s1(q) + s2(a) + 53() ) - sa(w) + (s1(a) + 52(a) ) + $n-1,1(W)
3. Sinon

Mgs(q,w) = (1+ é‘;1(0.1) +252(q) +53(q) ) - s (W) + (s1(Q) + 52(q) ) - Sr—1,1(W).




[Cette page a été laissée intentionnellement blanche]




CHAPITRE I

RAPPELS, NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

On va d’abord rappeler rapidement les notations et certaines formules classiques sur les
partages qui serviront pour rappeler la forme de la caractéristique de Frobenius graduée
de R (souvent ce sont celles de [4, 26]). On établit notre espace référentiel ’anneau

$f ) des polynémes & £ ensemble de n variables et on calcule sa série de Hilbert. On
fait un bref rappel sur ’espace gradué A des polynémes symétriques en décrivant les
bases classiques de A, de méme pour le cas d’un nombre fini de variables, I’espace A,. On
calcule la série de Hilbert de ces espaces. La notion de pléthysme est expliquée en détail.
Ensuite, on rappel breviément, ’espace multi-gradué A des polyndémes diagonalement
symétriques et on donne les bases classiques de A9, le cas de 'espace Ag) des polynémes
diagonalement symétriques a n colonnes. On rappelle la description des représentations
irréductibles de &y, les représentations polynomiales irréductibles de GL;(C) ainsi que

ses caractéres (rappelez que celles-ci indexées par des partages). Ceci nous permet de

rappeler la forme des caracteres irréductibles d’'un &,, x GL(C)-module.

Le but de ce chapitre est de rappeler les notions et résultats classiques nécessaires ainsi
que des notations, pour décrire en détail la caractéristique de Frobenius d’'un &,-module

$f) sur lequel

gradué V. Plus précisément, étant donné un sous-espace homogene V de K.
on considére deux actions de groupe, la premiere, I’action diagonale du groupe &,, et
la deuxiéme l’action du groupe GLy(C). Ces deux actions commutent et font de V une
représentation du groupe &, x GLy(C). Ceci nous donne tous les éléments nécessaires

pour comprendre que la caractéristique de Frobenius prend la forme de la formule (2).
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Pour le lecteur on rappelle que cette forme est la suivante :

W)=Y bausu(@)sa(w),

AFn p@
dont les coefficients by ,, donnent les multiplicités des &, x G Lg(C)-modules irréductibles
de la décomposition de V. En particulier, on rappelle comme obtenir la série de Hilbert

de V (GLg-caractere) & partir de la caractéristique graduée de Frobenius.

1.1 Partages

On commence avec la notion de partage d’un entier positif pour passer en suite aux par-
tages vectoriels. Un partage A est une suite finie (A1, Ag,..., Ag) d’entiers strictement
positifs ordonnés de fagon décroissante, c’est-a-dire, Ay > Ao > -+ > A\ > 1. Chacun
de termes A; d’'un partage A est une part du partage. La longueur £()) d’un partage
A est le nombre de parts de A. Le poids |A| d’un partage A est la somme des parts de
A, c’est-d-dire, |A| = A\; + A2+ -+ + Aget on écrit A - n. Si le poids d’un partage A est
n, on dit que A est un partage de n, en d’autres mots, un partage d’un entier positif
n > 1 est une représentation de n comme une somme d’entiers strictement positifs ou

Pordre des termes de la somme n’est pas pris en considération.

Par exemple, pu = (4,2,2,2,1) est un partage de longueur 4(u) =5, de poids |u| =11,
on écrit u - 11.

Pour chaque entier positif n, Par(n) dénote I’ensemble de tous les partages de boids

n, et donc :
ar(0) = {2},
Par(1) = {1},
Paxi2)=4{2,11},"
Par(8) ={3,21,111};
Par(4) = {4, 31,22, 211, 1111},
ar(5) = {5,41, 32,311,221,2111, 11111},
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Par(6) = {6,51,42,411, 33,321, 3111, 222, 2211, 21111, 111111},

Par(7) = {7,61,52, 511,43, 421,4111, 331,322, 3211, 31111, 2221, 22111, 211111, 1111111}.

Souvent, on écrit aussi un partage A = (A1, Ag, ..., Ag) sous la forme :
A =100 s s,
ol ¢g:=|{j: = z}| Pour chaque partage A de n on utilise la notation suivante :
n
Z = Hzc' cl=1% . ¢! 22 . ¢cpl- .- nn . g, L.

=1

Par exemple, pour A = (5,4,4,3,3,3,2,1,1), on écrit aussi A = 1221334251 et :
z=12.20.2'.11.3%.31.42.21.51 . 1=2.2.27.6-16 - 2. 5 = 103680.

Soit n un entier positif, on note par p(n) le nombre de partages de n , c'est-a-dire, la
cardinalité de I’ensemble Par(n). Donc, p(0) = 1, p(1) = 1, p(2) = 2, p(5) = 7, p(6) = 11,
p(7) = 15. Pour plus de détails sur ’énumération de partages, voir ([1, 9]). Ici on se
concentre en rappeler une certaine formule pour énumérer les partages restreints, car

on aura besoin de sa généralisation au cas vectoriel.

Partages restreints

Tout au cours de cette thése on utilise la notation : Z pour ’ensemble des entiers,
Ni={z€Z:2>0},Nt:=={z€Z:z>0},et.Soit n € Nt et uj,po,...,u une
suite d’entiers strictement positifs. Le nombre de solutions b1, bs, ..., b, de ’équation
bip1+ -+ bgpk = n dans NT est donné par le coefficient de g™ dans la série génératrice

suivante (voir [6]) :

k
1
Z grptthu — H 1—ghi (1.1)
(b1,...,bx ) ENF i=1

En suivant I'approche de [9] p.127, on considére les formules suivantes : Soit R un anneau

commutatif.

Lemme 1.1.1. Soient A et B deux ensembles finis. Si f : A x B — R une application
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et R : A — B une relation binaire. Alors :

II > sew= > IlfFe) (1.2)

A F:A—B A
e {yeB:(m,y)em} (z, F(z_))}em =

oll la somme porte sur toutes les applications F' de I’ensemble A vers ’ensemble B telles

que (z, F(z)) € % pour tout z € A.

Pour n € N, on note N" ’ensemble des vecteurs & n coordonnées dans N. Les
matrices de format ¢ x n & coefficients naturels sont dénotées comme N**™. Aussi,
est usuelle la notation [n] := {1,2,...,n}. On utilise le lemme 1.1.1 pour démontrer la

formule du lemme suivant qui sera utile au chapitre 3. (voir [9]) :

Lemme 1.1.2. Soit n € Nt et u = (p1, u2,...,ur) une suite d’entiers strictement
positifs. Le nombre de matrices B = (b;;) € N®* qui satisfont 1'équation Buf = d,

c’est-a-dire, les équations suivantes :
bi1 p1 + big pio + - - - + bix ik = di, pour tout i avec 1 < ¢ <Y,

est donné par le coefficient de q¥ = q‘li1 q‘zi"’ qg‘ dans la série génératrice suivante :

Z qu.1u1+ Hbikpx _ HH : (1_3)

BeNgxk i=1 2—1_1—‘1

Démonstration. En utilisant la formule (1.2) on obtient :

ﬁﬁr}Tf 11 ](Zq"”)— Y [

i=1j=1" % (pelx[k] \s=0 B:[f]x [k]—N (i,5)e[f)x[k]
¢
= > [
BeNexk i=1
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Les coefficients des multiensembles

On rappelle ici que les coefficients de multiensemble ((m)) sont définis comme suit :
1

(Widess s

Ils comptent le nombre de sous-multiensembles de cardinalité r d’un multiensemble & n

éléments. Le nombre de monémes z3* - -- z%~ dans Clz1,...,zp] de degré d est donné
n
ar )
1.2 Polynémes & n variables
Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro, et x = (z1,z2,...,Z,) une suite

de variables commutatives et indépendantes. Il est usuel de dénoter par K[x] I’anneau des
polyndmes & n variables x = 1, T, . .., Tn et & coefficients dans K, mais nous le dénotons
aussi Ry,. Sia = (ai1,as,...,an) € N, on écrit x® pour le monéme x® := z{'z5? ... 2%,
Le degré deg (x®) de x® est la somme, |a| := aj4-ag+: - +an, x° := 1, et x2xP := xtP,
Un polynéme f(x) dans R, est une somme de support fini :
f(X) = Z fa xaa
acNnr

avec les fa € K.

Par définition, l'ensemble des mondmes xP, ol b € N®, est une base linéaire de R,
comme espace vectoriel sur K. Pour chaque entier positif d la composante homogeéne
de degré d de R, est le sous-espace vectoriel Ry 4 de R, engendré par les mondmes

de degré d :
Rnd = ]K[xa : |a] = d].

L’ensemble By, 4 := {x* : |a| = d} forme donc une base linéaire de Ry, 4. Il s’ensuit
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facilement que la dimension de Ry, 4 est

dimK (Rn,d) = I Bn,d

- (&)

Un polynéme f(x) € R, est dit homogeéne de degré k si f(tx) = t* f(x). Autrement
dit, f(x) est homogene de degré d si et seulement si (voir [18] p.54.) :

(z ai) (6)) = d- ).
i=1 *
Clairement, on a

Rn = P Rna, (1.4)

deN
On résume ceci en disant que R, est gradué par le degré total.

Remarque 1.2.1. On dénote par Ry ’anneau des polyndémes en les variables z1, ..., xp
a coeflicients dans K, mais on a la convention que R, est multi-gradué (gradué dans

N¢), c’est-3-dire, le degré d’un monéme est donné par :
d d
deg (8" - =ty ) =81 v~ 1 )

Dans ce cas on a :

Re= P Rea

deNt
ot la composante homogene de multi-degré d est définie comme

Rl,d = {k:zflille\d: (dla"')de)a kEK}

Evidemment dim ('R,g,d) = 1, pour tout vecteur d € N¢.
1.3 Polynémes a £ ensembles de n variables

Soit £ > 0 un entier. On rappelle qu’un K-espace vectoriel V est dit Nf-gradué (multi-

gradué) si on a une décomposition en somme directe :

V=P Va. (1.5)
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ou dim(Vq4) < oo pour tout d € N¢. Les sous-espaces Vq sont les composantes homogenes

de degré d de V. La série de Hilbert associée a V est :

V(q) = Z dim(V4) 9.
dent

ol 9= q‘lilqu -+ - g% pour chaque vecteur d = (dy,dy, . ..,d,) € N{. Autrement dit, si

B est une base homogene de V, c’est-a-dire que

B= | ) By

deN"

avec Bq une base de Vg, on a que la série de Hilbert s’exprime aussi comme :

V) = a6,

geB
ou on écrit deg(g) = d si g € Vq.
_ . )
Description de ’anneau R,
Considérons une matrice de variables indépendantes et commutatives X := (z;;) de

format £ x n. Pour chaque entier positif ¢ tel que 1 < ¢ < £ (une ligne de la matrice X),

on dit que les variables x;1, Zig, . . ., Z;n, forment le i-iéme ensemble de variables. On
écrit :
11 Z12 ... Tin
21 Z22 ... Ton
X = ,
Tyy Ty ... Ton

On note par X; la j-iéme colonne de la matrice X, pour 1 < j < n. On note par i
I’ensemble des matrices de de format £ x n. Nous utilisons la méme convention pour
toute matrice A € N, On pose RY = K[X] = K[zsj], c’est-a-dire, RY) cest ’anneau

de polyndmes a coefficients dans K en la matrice des variables X. On peut, donc définir
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les mondmes dans R, comme suit :
4 {
X; = H:c?;", ainsi que X4 := Ha:f;’
i=1 ij
Alors, on écrira les polynémes f(X) € 7?,5,‘) comme une expression de la forme :
A
fX)= Y faX

AGNZXTL

& support fini, c’est-a-dire, la cardinalité de ’ensemble de matrices {A € NX"|f4 # 0}

B

est finie. Autrement dit, ’ensemble des mondmes xZ olt B € N¥X™ est une base linéaire

de 7?,5,"’) comme espace vectoriel sur K. 7?,5,‘) est un K-espace vectoriel gradué sur N¢

n

par le vecteur multi-degré. Pour un mondéme de Rg), on a:
n n n
deg(XA) = ZAj: Zalj,Zazj,...,Zagj
j=1 j=1 j=1 j=1
Pour un polynéme quelconque f(X) = Z faX? dans 7@2‘") son multi-degré est

AeNExn
donné par la fonction deg : RY —s N¢ définié comme suit :

deg (f(X)) := maxgriex {deg (XA) i Jau O} g

oll maxXglex est ’ordre lexicographique gradué. Le multi-degré a aussi les propriétés

suivantes :

deg (f(X)+9(X)) < MaXgrlex {deg(f(X)),deg(g(X))} )
deg (f(X)g(X)) = deg(f(X)) + deg(g(X)).

Soit @) la matrice diagonale suivante :

q1 0 s 0
0 g 0
Q=] . . :
0 0 ... q

Un polynéme f(X) € 7?,%) est dit homogéne de multi-degré d s’il satisfait la condi-
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tion suivante :
F(QX) = q¥f(X).

i = [ess) 4= (e de) s 9% = q‘l’l1 ...qg‘. On remarque qu’un polynéme
f(X)e Rg) est homogene de multi-degré d = (di, ds, .. ., ds) si et seulement si I'identité

suivante est satisfaite :

n
inj%(X) =d; - f(X), pour tout 7 tel que 1 <¢ < ¢,
= T

En d’autres mots, si f(X) € Rg) est un polyndéme homogeéne de multi-degré d =
(d1,d2...,dg). Pour chaque 4, avec 1 < 4 < £, on note par E;; l'opérateur linéaire

Ei;: ’R,gf) — ’R,%) satisfait I'identité suivante :

= o
(; wik@) (f(X)> =d; - f(X).
c’est-a-dire, on a :
Eig(f(X)) = di - £(X).

Pour chaque vecteur d € N¢ on définit composante homogéne de multi-degré d

@

’R,iﬁ )d comme le sous-espace de Ry’ engendré par tous les monoémes dans n(f) de degré

d. Pour chaque vecteur d € N on considére la projection mq : Rg) — Rg )d donnée

par :

X4 sideg(X4)=d
A\ . g ’
) = { 0 sinon.
Tout polynéme f(X) € Rg) de multi-degré d € N’ s’écrit de maniére unique comme
une somme finie de polyndmes homogenes comme suit :
fX)= ) galX),

{a€eNt: axd}

ol ga(X) = ma (f(X)) c’est la partie homogéne de multi-degré a du polynéme f(X).

On a donc, la décomposition en somme directe :

? 4
RO - @Y,
delNé
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Pour chaque vecteur d € N¢, la composante homogéne ’R( ) de multi-degré d admet

comme base linéaire le sous-ensemble :
BY, = {X4: deg(X4) =d
ha (= { X7 deg (X4) =d}.

Supposons que d = (di,dy, ..., de), on sait que la condition deg (X A) =d implique que
pour chaque 7 telque 1 <i<Zon a E;‘zl a;; = d;. On sait que le nombre de solutions

n
dans N de I’équation Z;;l a;; = d; est <<

d )> et donc, le nombre de mondmes dans ’Rg )
i

de multi-degré d est donné par :

ot sty =0 = (G) (&) - (@)

(k ) de multi-degré d est :

o (7) = (@) (&) - (@)

La dimension du sous-espace de 7@‘5’ de polynomes de degré total plus petit ou égal &

Ainsi, la dimension de la composante homogene R,

k est :

am () = X om (22 = 3 (&) (&) - (@) = ()

Alors, la série de Hilbert de I'espace vectoriel Nf-gradué 724(5) est donnée par :

R (q,t) == Z dim (Rﬁf)d) ldlgd

B L)) )t
() (2 ) (zt

T 0=t (- gt
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Donc, on obtient (voir [14] p.22.)

L
RO (q,) = [ f——rz- (1.6)
Le groupe symétrique G,

Comme c’est souvent le cas, on note par &, le groupe symétrique de degré n,
c’est-a-dire, le groupe des bijections o : [n] — [n], avec la composition de fonctions.
Un élément de &, est appelé une permutation de n. Le type cyclique de 0 € &, est
le partage de n

Ao) = 19(0)202(0) .. pen(o), (1.7)

ot ¢;(0) := nombre de cycles de taille i dans la décomposition en cycles disjoints de o.
Rappelons que deux permutations sont conjugées, i.e. 30 € &, tel que o~ = 7, si et
seulement si elles ont le méme type cyclique, A(c) = A(7). Le signe d’une permutation

o € Gy, est défini par sign(o) := (—1)HE): i<h o()>e(OH,

1.4 Rappel sur les polynémes symétriques et le pléthysme

Soit f un polynéme dans R,, et o une permutation de &,. On dit que f est symétrique

si et seulement si :
(0 HE) = (Zo(1)s - - -1 Ton)) = F(X).

pour toute permutation ¢ € &,. Comme dans [22] on désigne par A, 'anneau des
polynémes symétriques a n variables. Un argument de limite inductive (voir [22])
montre qu’on peut travailler avec un nombre dénombrable de variables. En fait cela
simplifie beaucoup les manipulations et calculs. On écrit plutét A pour I’anneau des
« polyndmes » symétriques (fonctions symétriques) en cet infinité de variables w =

w1, We, W, - .. . L’anneau A est gradué par le degré :

A= P A@),

deN
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et une base de A(d) la composante homogeéne de degré d est donnée par les polynémes

symétriques monomiaux my(w) avec A variant dans les partages de d. Pour récu-

pérer le cas & n variables, il suffit de spécialiser en x = z3,29,...,2,,0,0,0,...

. Alors,

on obtient la fonction symétrique monomiale my(w) correspondante au partage

A = (A1,...,A) est définie comme suit :
i AL, A2 A
ma(w) = Z w S sk
11,1250k

ol la somme porte sur tous les choix possibles de k indices distincts (41, %2, . . -

écrira

2 A
mAli)‘Zv"v Z w w

11,82,.-,0k

Exemple 1.4.1.

mo (W) = Zw Wy,
i#j

maz(w) = Z wiws

1<j

mii(w) = ) wiwjwy,

i<j<k
mg,l,l(w) = Z wizijk.
1], ik, j<k
me,74(W) = Z w9w7wk
|(i.gk}|=3

,ik). On

Remarque 1.4.1. Soit x = (z1,%2,...,Z,). Si p est un partage, dont le nombre de

termes £(u) > n alors, my(x) = 0.

A partir des fonctions symétriques monomiales, on peut définir les fonctions symétriques

suivantes :

La fonction symétrique somme de puissances k-iémes pg(w) est donnée par :

pr(w) := m(k)(w) = wa

izl
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La fonction symétrique élémentaire ey (w) est donnée par :

ex(W) = mxy (W) = Z Wiy - Wiy -

11 <<l

La fonction symétrique complete homogéne hy(w) est donnée par :

hi(w) = my(w) = D> wyewg,

urk 11 <SS

Plus généralement, pour A = (A1,...,Ax) un partageon a :
pA(W) :=pa (W) ...ox, (W),  ha(w) :=hy (W) ...hy (W) et

ex(w) := ey, (W)...ex (w).

Pour chaque d € N, les ensembles suivants sont des bases linéaires de ’espace vectoriel

A(d) :
{ma(w): Abd}, {pa(w): AFd}, {ha(w): AFd} et {ex(w): AFd}.

Autrement dit, les polynémes symétriques élémentaires e;(w) générent comme K-

algebre a ’espace A
A= K[el, €9,y .. ] = K[hl, hg, o ] = K[pl,pg, o ] (18)
Pour plus de détails, voir [28].

Rappelez que le conjugé X' d’un partage A est le partage X' := (A[,A},...) ot A} est
le nombre de parts de A dont la valeur est au moins i, c’est-a-dire, A} = |{j : \j > i}].

Observons que si A = (A1, Ag, ..., Ar) alors (X)) = A et r = £(A) = Al

Les bases dans le cas d’un nombre fini de variables

Si on spécialise & n variables x = (1, z9,...,Z,); on obtient le sous-anneau A, de R,

défini par la formule :

An = @ Ang

d>0
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ol Apg:=K[my(x): Ak d, £(A) < n]. Chacun des ensembles suivants est une base de

V’espace vectoriel Ay, 4,
fosle): Abd, L) £n}, Jalx): dkd, £(X)<n}, {Bix): Abd, £X)<n}.
Observons que par Théoréme de Newton on sait que pour tout n :

Ap = K[el,ez, 3 ,en] = K[pl,m, s ,pn] = K[hl,hz, - .,hn]. (1.9)

pour plus de détails, voir [3, 28].

Notation pléthystique

Soit z = z1,22,23,... une suite infinie (dénombrable) de variables. Le pléthysme
consiste & interpréter les fonctions symétriques comme opérateurs sur le corps K(z)
(le corps de fonctions rationnelles dans les variables z = 21, 29, 23, . . .) avec les régles de

calcul suivantes (voir [28]) :

Pour f,g dans A, a,b€ K et A, B € K(z) on a:

. pe[A(2)] == pi[A(z1, 22, 73, . ..)] = A(2h, 2K, 25, ...
2. (af+bg)[A(2)] = a f[A(z)] + bg[A(2)].

3. (f9)lA(2)] = f[A(2)]glA(2)].

4. pi[A(z) + B(2)] = pu[A(2)] + pi[B(2)].

5. pi[A(2)B(2)] = pil[A(2)lpk[B(2)].

6. plz] = zF.

[y

Si R(z,w) € K(z,w) alors, on utilise la régle suivante :
Dk [R(z,w)] i= pi, [R(21, 22,23, - . . , w1, W, w3, ...)] = R(z%, 2k, 25, ... wb wh wk, . ).

Observons que la composition de fonctions symétriques f [g(w)] comme opérateurs cor-

respond au pléthysme suivant :

Di [Pn(w)] = Prn(W).
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En effet, on peut vérifier 'identité ci-haut comme suit :
pi[Pn(2)] = i [ + 28 + 25 4] = ()" + ()" + ()" + - -
= zllcn & zé:n +z§n ey =pkn(z)-
De méme, on a
Pn [Pe(2)] = Pri(2) = Pin(2) = Dk [P0 (2)],

ceci implique
Pn[pr(2)] = pi[pn(2)]. (1.10)

En général, pour n’importe quelle fonction symétrique f(w) telle que f(w) =}, axpa(w)

on définit la substitution pléthystique comme suit :

f[R(z)] =) _axpA[R(z)]-
X

En utilisant la définition ci-haut on peut vérifier une importante propriété du pléthysme :

pr. [R(2)] = Rlpr(2)],

c’est-a-dire,

R[zf+z§+z§-~] =Rzt 2825, ...]. (1.11)

Vérifions I'identité (1.11), pour ce faire, on remarque d’abord que pour tout partage A

on a que
pA[pe(2)] = pi[Pa(2)]- (1.12)

En effet, si A = (A1,...,Ar) alors I'identité (1.10) nous donne :

oA [Pe(2)] = o, [Pr(2)] - - Pa, [Pr(2)] = Pr[PA, (2)] - - - pic [P, (2)] = Pr[PAs(2) - - A, (2)]
= pk [pa(2)] -

maintenant, supposons que R(z) = ), capa(2), alors I'identité 1.12 nous donne

Rlpe(2)] =D exnx [pe()] = D expk [pa(2)] = i [Z CA:D,\(Z)] = pr [R(2)] .
) X X
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Remarque 1.4.2. On utilisera les pléthysmes suivants :
Pk |z) = p[p1(2)] = pi(2),
pr[zw] = px [p1(z)p1(W)] = Z ZiWj Z ziwy = pr(2)pr(w).

i,j>1 ij>1
piullil] L.l gl - koki _ ( )
pe |7 | = (W)= = | D, wd|= ) wig 1_
q q i>1,720 i>1,7>0 0
Le pléthysme h, |- 1
p Yy n 1—g
1] est bien connu la formule suivante :
1
ho(wW) = —Z—p)\(w) (1.13)
M “A

nous donne :

=] = Zanlel

AbFn
A
Sachant que py(w) = Hp)‘i (w), alors on a :
i=1

£(0) £

m (i) =l [ 23] - i

e(,\)

> o e A,
[ ] Al—n =1 1
Pour tout entier n > 1 on a I’identité suivante :
;) '
Z H - )\; H —, (1.14)
)\I-n =1 1 q 1 qJ

Pour tout n € Nt on a l'identité suivante :

A ) (115
"l1-q _J'=11_qj' 4 .




En effet,

1
hn[ :|:hn[1+q+q2+q3+]:hn(laqaq27q3))= Z ql)‘|
q Abn: £(A)<n

_ Al 1
DIt v e e

An: A1 <n
Donc, avec la notation pléthystique on peut écrire :

An(q) = hn [—1—} ;

1—4g

Le pléthysme hy, L_V—VZ}

Aussi, en utilisant la formule 1.13 on obtient :

[l -E i)

e T R
o)
comme py(w H Py, (W), alors on peut écrire :
20 2N
w L 17 (W) 1 1
hn[ }ZZ e i Mo St e
i—gl ey l-af = =

Le pléthysme h, {w H : }
1 — W

i=

Similairement, on a les pléthysmes suivants :

Bl O gt il 1_‘1

25

hn{fll_%] > = ﬁﬁ (1.16)

¢y €N ¢
B [WH—:} = Z—p,\ (1.17)

Abn k=1i=1
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Fonctions de Schur

On utilise ici la formule de Jacobi-Trudi (voir [3] p.76.) pour définir les fonctions de

Schur :
sa(w) == dét (h'\i+j—"(w))1§i,jgn'

ou hr = 0si k < 0. Les fonctions de Schur ont les propriétés suivantes :
1. Les fonctions de Schur sy(w) sont symétriques.

2. Pour chaque d > 0, 'ensemble {s)(w) : A\ d} est une base de la composante

homogene A(d).

3. Soit x = z1,Z9,...,%,,0,0,..., en particulier, pour chaque d > 0 ’ensemble
{s,\(x) A d, ) < n} est une base de la composante homogene A, 4.
Donc, l’ensemble {s(x) : £(X) < n} est une base de I'espace A, de polynomes

symétriques en au plus n variables.

Pour plus de détails, voir [3, 28, 26].

Exemple 1.4.2. Pourn=3 et A=(2,1)ona:
__ 2 8 . .0 5 el 2
s9.1(x1, T2, 23) = T1T2 + 125 + 523 + ToT3 + 723 + T125 + 22120 3.
De méme, on peut vérifier :

2.2 2. .2 2.9
82.2.1(21,x2, ¥3) = T1THL3 + TTT2X3 + 12523,
—) 2 2
89,1,1(%1, T2, T3) = T1Tox3 + T1T5T3 + T1Z273,
2.2, .22, .29, .2 2 2
82,2(%1, T2, £3) = Z1T5 + THT5 + TIXF + T3 + T1T5T3 + T1T223,

2,.2 2. 2 2 2 2.2 2. .2 2. 2
82,2,1,1(T1, T2, T3, T4) = TITZT3T4 + TIT2T3T4 + TITITITE + T1 T334 + T1TFT3TY + T1T2T3TY.

Exemple 1.4.3. Pour tout k > 0 on a que, spy(x) = he(x), s(1x)(x) = ex(x).
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Formules de Cauchy

Comme conséquence de la correspondance de Robinson-Schensted-Knuth (Voir [3]) on
a les formules de Cauchy suivantes :

S a@amr= Y =n@ne = [ (1.18)
A A

1 =
ij>1 - il

En d’autres mots, soient x = x1,22,23,... et ¥ = ¥1,¥2,¥3, - .. deux suites infinies de
variables. Alors,
1
ha Bxy) = > —palx =) saix (1.19)
Al—n AFn
Si A et i sont deux partages tels que p C X le partage gauche A/ est un diagramme
obtenu comme différence d’ensembles des diagrammes de Ferrer D(X)\D(xu). Pour plus

de détails, voir [3]. La régle de Pieri est la formule suivante :
hi(x) su(x Z sa(x (1.20)

ol la somme a lieu sur I’ensemble des partages A qui contient y, tels que A/u ne contient

pas deux cases dans la méme colonne, et A\/u contient k cases. Si 0 < k < |_%J on a

comme corollaire de la régle de Pieri la formule suivante :

$n(W) + 8n—1,1(W) + sn—22(W) + - + 85 k(W) = hp_g 1 (W). (1.21)
Schur positivité et h-positivité
On dit qu’une fonction symétrique f(w) est Schur-positive si elle s’écrit comme une

combinaison linéaire & coefficients dans N de fonctions de Schur sy(w). En symboles,

f(w) est dite Schur-positive si elle s’écrit sous la forme :

fw) = ZTL,\ sx(w), avec ny € N, pour tout A.
A

Aussi, on dit qu’une fonction symétrique f(w) est h~positive, si elle s’écrit comme une
) q Yy

combinaison linéaire & coefficients dans N de fonctions symétriques homogenes sy (w).
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Le pléthysme des fonctions symétriques qui sont Schur-positives est aussi Schur posi-
tive (voir, [28] p.448]), c’est-a-dire, si f et g sont des combinaisons linéaires, avec de

coefficients dans N, de fonctions de Schur sy(w), en symboles,
f(W) = Za)\ S)\(W)7 et g(W) == Zbﬂ SA(W)v ou a, b)\ & N,
A ©

alors, le pléthysme f [g(w)] est aussi une combinaison linéaire avec de coefficients dans

N de fonctions de Schur. En d’autres mots, il existe des entiers naturels n) tels que :

f[q(w)] = Zn)\ sx(w), ot ny € N. (1.22)
A
1.5 Rappel sur les polynémes diagonalement symétriques

En suivant [25], on définit les polynémes symétriques de MacMahon ou diagona-
lement symétriques . Soient f(X) un polynéme dans Rg) et 0 € 6,. La matrice de

variables X = (z;;) est considérée comme la suite de ses colonnes X, c¢’est-a-dire :
K =X b vaq K

On écrira le polynéme f(X) comme un polynéme dans les colonnes de X, f(X) =

f(X1,...,X,). On considére le polyndéme o - f en posant :

(e FIlXa, ... . Xp)=Ff (Xa(1)> . ,Xo(n)) :

Le polynéme f(X) € R est dit diagonalement symétrique si (e HX) = f(X),
c’est-a-dire, f (Xo(l), s )Xo(n)) = P Xig 009 Ku)e

Exemple 1.5.1. Pour £ =n = 3 on a le polynéme diagonalement symétrique :
9(X) = T11222733 + T11723%32 + T12721Z33 + T12T23T31 + T13T22231 + T13T21 232

Exemple 1.5.2. Pour £ = 2 et n = 3 le polyndme, p(X) := 21,23 + 23,73, + z};323s,

est diagonalement symétrique.
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Polynémes diagonalement symétriques de base

Soit W une matrice de variables & £ lignes.

w11 w12 w13
w1 W2 W3

W =
Wy We2  We3
Soit t = (¢1,%2,...,1s) un vecteur de variables et Wj la colonne j de la matrice W. Pour
chaque vecteur d = (ds, ..., dy) € N¢ on écrira td = t‘fl tgz - -t?‘. On définit les fonctions

diagonalement symétriques suivantes (voir [25]) :

La somme de puissances diagonalement symétrique p,(W) est donnée par :
s d d d
pa(W) =Y Wi =Y wil. w
521 i1
La fonction diagonalement symétrique élémentaire eq(W) par la série génératrice

suivante :

£
Z eqa (W) td = H <1 + th’wij) i
=1

denN? izl

Nous utilisons la deuxieme version des fonctions diagonalement symétriques com-
plétes homogenes de MacMahon, & savoir, la fonction hq(W) est donnée par la série

génératrice suivante :

> ra(W)td =] -

. :
dene 321 (1 ~ 2=l tjwij)

Soit £k € NT. Pour une matrice A de taille £ x k & coefficients dans N. La fonction

diagonalement symétrique monomial est donnée par :

mA(W)I Z mt?l.”WAk

ik
U 550000

ot la somme porte sur tous les choix possibles de & indices différents. Soit 4 € N¢xk

une matrice, dont les colonnes, sont Ay, ..., Ax. On définit les polynémes diagonalement
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symétriques suivants :

PASS DAL “* Pty B4 TG4 T E4L, hy:= hA{"'hAfc°

Cas d’'un nombre fini de variables

On a les séries génératrices suivantes

¢4 7 1

pa (X) = log Se— S (1.23)
deNtZ—{O} di|d| ,1;‘[1 1 =3 5
) el Xt = H (1 + thazu> (1.24)
deN? _7—1

1

Y BafXjtt = H ] (1.25)
deNt j=1 (1 > tj“’ij)

On utilisera au chapitre 4, la notation des sommes de puissances diagonalement symé-

triques & n colonnes, pour chaque vecteur d € N¢ on écrit :

2, X) 5 ZXd Zx aveJ

Les polynémes somme de puissances dlagonales (pour £ = 2 lignes et n colonnes)

sont définies i)our chaque couple d’entiers (h, k) comme suit :

Pr (%, ¥) Zw v

De méme, pour 3 ensembles de n variables x = (21,...,2,), ¥ = (¥1,.--,Yn) et
z = (21,...,2,) on a pour chaque triple (a,b,c) € N® les sommes de puissances

diagonales trivariées :

n
Pab (XY, 2) = Z“’?yf z5.
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Les polyndmes ef(X)

Pour chaque entier i tel que 1 < ¢ < £on pose e1(x;) := €1(Zi1, - .-, Tin) = T+ +Tin.

Soit d = (dj, . ..,ds) € N¢ on définit le polynéme rq(X) € 724(5) par la formule :
ef (X) == e1(x1)® - - ex(x0)™. (1.26)

Le résultat suivant n’est pas difficile & vérifier :

Lemme 1.5.1. Pour chaque d € Nf le polynéme e‘li(X ) est homogéne de multi-degré

d et diagonalement symétrique pour tout vecteur d € N¢,
Les polynomes e;(Y)

Pour tout sous-ensemble Y C {1,2,...,n} on définit le polynéme ex(Y) € R, par la

formule suivante :

ity T ( n)

{BCY, |B|=k} \ beB

En particulier, si |[Y| = k£ on a que e(Y)= H Zq. Pour k un entier positif, on
s acY
a ex({1,2,...,n}) = ex(x) la fonction symétrique élémentaire 3 n variables x =

(.’111,2122, " i .,.'I}n).

Les polynémes eq(Y")

Pour chaque sous-ensemble Y de {1,2,...,n}, on définit le polynéme eq(Y) € RY par

la formule suivante :

ed(Y) = Z Z H mf(b),b' (127)

{Bcy| IBI=ldl} {1:B-18| 17-1(5)=ds, Viclg } P€B

En particulier, si Y = [n] := {1, 2,...,n}, on utilise ’abus de notation

ea({1,2,...,n}) = ea(X),

ol X est la matrice de variables z;; avec 1 <i<fet1<j<n.
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1.6 Rappel sur les représentations irréductibles du groupe symétrique

Rappelons la notion générale de représentation d’un groupe G. Etant donné un groupe
G, dont la loi de composition est notée multiplicativement et dont I’élément neutre est
noté 1g et un ensemble Y, on peut définir une action de G sur Y par une application
GxY —Y, (g,z) — g z vérifiant les propriétés suivantes :

(i) g:-(h-z)=(gh) -z, pour tout g,h€e G,z €Y,

(ii) Soit 1 1’élément identité de G, 1g -z = z, pour tout z € Y.
Pour tout ensemble Y, on note par Sy le groupe des fonctions bijectives de Y vers Y, avec
la composition de fonctions comme loi de composition interne. On dit autrement que, le

groupe G agit sur I’ensemble Y s’il existe un homomorphisme de groupes ¢ : G — Sy.

L’exemple suivant est utile pour expliquer la définition de 1’action diagonale du groupe
G, sur les polynémes. Le groupe symétrique &, agit (& gauche) sur les suites finies &

n-coordonnées (ai,ag, ...,a,) par :

(o O (al,ag, saza ,aw) = (aa-l(i), ao_lﬁ), cae ,ao_l(n)) .

L’action du groupe symétrique sur R, est définie sur les monémes en utilisant ’action

ci-haut, c’est-a-dire,

ai n . a,—1 a_—1 _ .o a
O-zy Tt =20 W e (n)_"ra(l)'”ma?n),

voir ’exemple 1.6.1.

Représentation de groupes

Soit K un corps. Le groupe général linéaire de degré n sur le corps K est noté par
GL,(K) est 'ensemble de toutes les matrices de taille n x n inversibles par rapport
au produit matriciel. Une représentation matricielle d’'un groupe G est un homo-
morphisme de groupes X : G — GL,(K). Chaque groupe G a une représentation
triviale qui envoie tout élément g dans G vers la matrice (1). Par exemple, pour le

groupe symétrique G, on a une représentation de degré 1 qui est appelée représenta-
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tion signe sign : G,, — K donné par la formule :

sign(o) = (—1){@0: i<d, a@>a(DH

Une représentation matricielle du groupe symétrique &, est donnée par A(c) = (ai j)nxn,

S

ou :

[A(0)];; = { (1) B Usgflzm ¥
Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K. On note par GL(V) le
groupe des transformations linéaires inversibles de V vers V', qui est appelé le
groupe linéaire de V' . Si dimg (V) = n alors, GL,(K) est isomorphe & GL(V) comme

groupes.

On dit qu’un espace vectoriel V est un G-module §’il existe un homomorphisme de
groupes p : G — GL(V). Le couple (V,p) est aussi appelé une représentation li-

néaire du groupe G.

Exemple 1.6.1. Le groupe symétrique G, agit (& gauche) sur ’espace vectoriel R,

des polyndmes & n variables; par permutation des variables :

(2 JHBianni B i=F (%(1),~~~:$a(n))-

Sige 'R,,(f) et 0 € G, on définit ’action diagonale du groupe symétrique G,, sur

I’espace 'R/sf), comme suit :

(U ’ g)(X) =g (Xo'(l)7Xa(2)7 A gy Xa(n)) :

En particulier, on a I’action du groupe G Ly(K) sur espace vectoriel R des polynémes

a £ variables :
4 Z
(g " M)(:I?l, ey :I?g) =g (Z mi1Tiy..., Zmim,) ) VM € GL@(K)
=1 i=1

Exemple 1.6.2. On considere souvent ’action du groupe GL,(K) sur RE donnge
par :

(f - M)(X) == f(MX), VM € GLy(K),Vf € R®, (1.28)
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£
c’est-4-dire, on applique la transformation z;; —» Zmikxkj.
k=1

Une construction des représentations irréductibles du groupe symétrique &,

En suivant [3], on présente ici une construction explicite des représentations irréductibles
du groupe symétrique &,,. Soit D un diagramme & n cases (voir [3] p.10.). On rappelle
qu’un tableau injectif 7 : D — [n] est appelé un tableau bijectif (voir [3] p.98.). On
consideére 1'action linéaire du groupe symétrique &,, sur ’ensemble de tous les tableaux
bijectifs 7 : D — [n] par la composition & gauche, c’est-a-dire, (o - 7)(2,5) = o(7(3,5)),
pour tout (%,7) € D. On écrit ¢ <, j si ¢ apparait dans la méme ligne que j dans le
diagramme D du tableau 7 mais plus bas. Pour un partage p de n on considére les

polyndémes suivants :

Ar(x) = ] (@ — =),
i<rj

indexées par de tableaux bijectifs 7 de forme p. On a aussi que :
o - Ar(x) = Agr(x),
alors, on introduit le &,-module S* suivant :
S = K[A;(x)| 7 de forme Al

c’est-a-dire, S* c’est le G,-module engendré par les polynémes A,(x) oll T parcourt

I’ensemble des tableaux bijectifs de forme A.

Exemple 1.6.3. En suivant la définition, on trouve :

s =,
S(n_l’l) — C[xl — X2, T — T3y..09L1 — xn],

S0 =Clo-Ap(x) : 0 €6y
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Propriétés des modules S*

Soient X et u deux partages de n. Les &,-modules S* ont les propriétés suivantes (voir

[3] p.100 et p.101.) :
1. L’ensemble {Ar(x) | 7 tableau standard de forme A} est une base de S*.
2. Les G,-modules S* sont tous irréductibles;
3. S est isomorphe & S* si et seulement si A = y;

4. {S)‘} \n, €St un systeme complet de représentations irréductibles inéquivalentes

du groupe G,,.
Formule des équerres

Pour A = (\1,..., ;) un partage de n, on utilise f* pour dénoter le nombre de

tableaux standard de forme A qui est donnée par la formule dite des équerres :

[Lic;(hi = Aj —i+7)
Hi()“i —i+ k)

fA=n!

Soit A un partage de n. Alors, dim (S*) = f* (voir [26]).

1.7 Rappel sur les représentations polynomiales irréductibles de GL(V)

Une représentation polynomiale du groupe GL,(K) est un homomorphisme de
groupes p : GLy(K) — GLN(K) tel que les entrées de la matrice p(M) sont de poly-
némes dans les entrées de la matrice M. Aussi, comme la composition de polyndémes
est un polynéme (& une seule variable ou & plusieurs variables), alors il est clair que
la composition de deux représentations polynomiales est une représentation polyno-
miale, c’est-a-dire, si ¢ : GL(V) — GL(W) et ¢ : GL(W) — GL(Y) sont deux
représentations polynomiales alors sa composition % o ¢ : GL(V) — GL(Y) est une

représentation polynomiale du groupe GL(V).

Le lemme suivant nous servira pour décrire le lien entre la série de Hilbert d’un GL,(K)-

module gradué coincide avec son caractére comme GLg(K)-module.
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Exemple 1.7.1. L’action linéaire (& droite) du groupe GLy(K) sur ’espace vecto-
riel Rff) donnée par f(X) — f(MX), pour toute matrice M € GLy(K), est une
représentation polynomiale du groupe GL,(K). En effet, soit p la représentation p :
GLy(C) — GL (Rff)) associe & chaque matrice M € GLy(C) la transformation linéaire
p(M) : RE — RO définie par :

p(M)(f(X)) = f(MX).

Les mondémes X4 forment une base de Rg ), 11 suffit donc de considérer le mondome

L n
XA = H H a:?;j. Ensuite, on calcule le polynéme suivant (voir [9] p.127.) :
i=1j=1

£ n £ @ij L n N
000! =TT (Somann) =T[5 iyt o

i=1j=1 \k=1 i=1j=1 \ reN¢:|r|=a;;

_ Z H aij!mfi(i’j)-~mf§(i’j)zﬂ?("’j)-n zeFjl(i,j)
F(i, 5)!
F:[f]x[n]»NE \(i,5)€[€]x[n] (4,7)

|F(s,t)|=ast
ott F(i,7) = (Fy(i,7), ..., Fs3,7)). Donc, on voit que les coefficients 75 du polynéme

MX)A= D" X5,
BeNéxn

sont tous de polynémes dans les entrées m,; de M. Donc, les entrées de la matrice

associée & la transformation linéaire p(M) sont des polynémes dans les entrées de M.
Description élémentaire des représentations irréductibles du groupe GL,(K)

En général si W est un &,-module on considére le module W(V) suivant :
W(V) = V® ®¢s,) W,

on peut bien considérer ce produit tensoriel sur ’'anneau C[G,] car W et V®" sont &,,-
modules et donc C[6y]-modules. Le module W(V') est une représentation du groupe
général linéaire GL(V) avec I'action & gauche sur le facteur V®" du produit tensoriel

yer ®c(s,) W. En particulier, si on prend W = S* on obtient une représentation du
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groupe GL(V) donné par 'isomorphisme de GL(V)-modules suivant :
S’\(V) = ®C[6n] 8%,

cette description est due & Schur et Weyl (voir [11]). On utilise la notation suivante pour
le module de Weyl :
Sa(V) i= V" &¢e,) S™

Ces modules de Weyl sont tous des représentations polynomiales irréductibles du groupe
GL(V) (voir [24, 11]). Comme on trouve, par exemple dans [6], il existe une description
en termes d’anneaux de polyndémes des représentations Sy (K?). Soit A = (A1, Mg, ..., Ak)
un partage de n. Pour chaque tableau 7 : D(A) — [¢] de forme A on définit le polynéme
D, (X) € RY par la formule :

A1—1

DX} = H dét (xT(‘i,j),k) s
i=0

ot 0<L:<h;—1,0<k<hj, et h;est ’hauteur de la colonne j. En d’autres mots,

pour chaque colonne du tableau 7 on forme le déterminant suivant :

xilyl xi1)2 o xil’s
dét mi'z,l w‘i.z,2 o Digys
Lis,1 Tig,2 " Lig,s

ot s=h; et i =7(k—1,7). On a donc, que le sous-espace DA de Rg) engendré par
tous les polynémes D, (X), pour T un tableau de forme ), est isomorphe & Sy (K?) en tant
que GLp(K)-module. L’ensemble des polynémes D., pour 7 un tableau semi-standard

de forme ‘A est une base de D*. Pour plus de détails, voir [6].

Les modules de Weyl ont les deux propriétés suivantes (voir [11, 24, 27]) :
1. Chaque S)(V) est une représentation polynomiale irréductible du groupe GL(V').

2. Si X et u sont de partages de n dont le nombre de parts est au plus £ alors les re-

présentations polynomiales irréductibles Sy(V') et S,(V') ne sont pas isomorphes.

En résumé, soit V' un C-espace vectoriel de dimension ¢, si A est un partage de n en
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au plus £ parts, alors le module de Weyl Sy(V) est une représentation polynomiale
irréductible de GLy(C). Par ailleurs, toute représentation polynomiale irréductible de

GLy(C) est isomorphe & un unique Sy (V) (voir [11] p.232 ).

Caractéres

Soit V un K-espace vectoriel. Soient w1, us, - . ., ux de vecteurs dans V. Supposons que

w € V est une combinaison linéaire de ces vecteurs :
w=Aur+Aug+---+ Apgug, ou A € K, pour tout i,

On utilisera la notation suivante :

c’est-d-dire, le symbole w| représente le coefficient A; du vecteur u; lorsqu’on écrit w

.ui
comme combinaison linéaire de vecteurs ui, ug, ..., Uk.

On rappelle ici que si T:V — V est un opérateur linéaire, c’est-a-dire, une transfor-

mation linéaire de V vers V alors, la trace de T est définie par la formule suivante :

Trace(T) = ZT(’U)

vEB

v

Soit p : G — GL(V) une représentation du groupe G. Soit B une base de V. Alors on

définit le caractére Xy, de p par la fonction Xy, : G — C définie par :

Xy(9) = Trace(p(g)) = > _ p(g)(v)

vEB

v
Pour plus de détails, sur les caractéres des représentations voir [26, 24, 11].

Exemple 1.7.2. Soit G un groupe fini qui agit sur ’ensemble fini S. La valeur du
caractére de la représentation par permutation ]K[S] de G, & l’élément g € G, est le

nombre de points fixes de I’action de g sur S, c’est-a-dire,

Xxis)(9)=[{z €8 : g-z=z}|. (1.29)
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Pour plus de détails, voir [26] & la page 49.
Série de Hilbert comme GL,(K)-caractére

Le lemme suivant nous permet de voir que la série de Hilbert d’un sous-espace homogéne
de ’R,gf ) coincide avec son caractre comme GLy(K)-module (vofr la proposition A2.3 et
théoreme A2.4, R. Stanley [28] & l’appendice 2 du chapitre 7, p.442). Voir aussi W.
Fulton [10] pp.120 au chapitre 8.

Lemme 1.7.1. Soit ¥V C 7'\’,55) un sous-espace homogene de ’R,gf). Le GLy(K)-caractere

gradué de V coincide avec la série de Hilbert de V, c’est-a-dire :

Xv(M) =V(q), (1.30)

ot q=(q1,92,.--,qe) sont les valeurs propres de la matrice M.

Démonstration. Comme V est un sous-espace homogene de 'R,Ef), alors on a la décom-

position en somme directe :

V= @Vd.

deN¢

ou Vg:=VnN RE). . Ceci implique qu’il existe une base B de V telle que :
n,d -

B= | ) &a.

deN¢

ot est une base de la composante homogene Vqy. Soit Xy, : GLy(C) — C le caractére

de la représentation V alors pour toute matrice inversible M de format £ x £ on a. :
Xv(M) := Trace(o(M)),
ol p: GLy(K) — GL(V) est ’'homomorphisme correspondant & V qui est définie par :
p(M)(f(X)) :== f(MX), VfeV, VM € GL,y(C).

Cette derniére représentation de GLy(C) est polynomiale comme on a démontré &

I'exemple 1.7.1. Les matrices diagonalisables sont denses dans GL,(K) (voir [2] aux
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pages 65 et 310). Alors, considérons d’abord une matrice diagonale @ de format £ x £
dont les éléments de la diagonale principale sont ¢, qo, - - . , g¢, donc, pour tout polynéme

homogéne f(X) de multi-degré d on a :

p(Q)(F(X)) = £(QX) = q¥f(X),

alors, tout polynéme homogeéne f(X) de multi-degré d est un vecteur propre de la
transformation linéaire p(Q) : ¥V — V associé & la valeur propre q9. Alors, pour toute

matrice diagonale ) on a :

5 ) )

9X)  g(Xx)eB

Xv(Q) = Trace(p(@) = Y 9(QX)

g(X)eB

car B est une base homogéne de V alors pour tout polynéme g(X) € B est homogene,
Clest-3-dire, g(QX) = q° (900) g(X). On a donc, X(Q) = V(q). Maintenant, soit M
une matrice inversible. Il est bien connu qu’il existe une suite de matrices inversibles et
diagonalisablés Ay, telles que M = nlgrg() Ay, (voir [2]). La représentation polynomiale
p : GLy(K) — V est continue, car toutes les entrées de p(M) sont des polynémes
dans les entrées de M. Par certains résultats classiques discutés en [2], on sait que
la trace est continue et donc, le caractére est continu aussi. Chaque matrice A, est
diagonalisable et donc pour chaque n > 1 il existe une suite de matrices diagonales
Dy, telle que A, = P 1D, P,. On peut définir D,, comme la matrice carrée d’ordre ¢
dont les éléments de la diagonale principale sont les suites ¢1(n), g2(n), . .., ge(n). Posons
q(n) = (q1(n), ¢2(n), ..., q(n)), ou qi(n),q2(n),...,q(n) sont les valeurs propres de
Aj,. Alors :

Xv(M) = Xy (lim 4n)
= nll{go Xv(An)
= lim V(q(n))

=V (lim an)) = V().

On sait que, I'Lm q(n) = q, car la suite de matrices Ay est construite de sorte que si
n—o0

q1,92- - .,qe sont les valeurs propres de M et si q1(n), g2(n),...,q/(n) sont les valeurs
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propres de la matrice A, alors ILrn gi(n) = ¢ (voir [2]). O
n—roo

On a donc, que les caracteres irréductibles de la représentation polynémiale de GL,(K)

donnée par :
p(M)(f(X)) = f(MX),

sont les fonctions de Schur s5(q) indexées par des partages A dont le nombre de parts,
est au plus £. Soit V une représentation du groupe GL,(K) gradué dans N¥. La, série de
Hilbert de V est une fonction symétrique des variables q = (q1,¢2, - .., ). Soit V C Rg).
Alors la série de Hilbert de V est Schur-positive :

V(q) = Za,‘ su(q), ay €N,
I

Caractéristique de Frobenius

Soit V un &,-module. La caractéristique de Frobenius de V est définie comme suit :

Z Xv pA(o’) (1.31)

aeGn

ou A(o) est le type cyclique de o. Soit V un &,-module. Aussi, on peut écrire sa carac-
téristique de Frobenius V(w) sous la forme suivante (voir [26] p.167.) :

V(w) —ZXV )

ukn
ot Xy(n) = Xy(0) si No) =

Remarque 1.7.1. Soit A un partage de n, on utilise la méme notation qu’on trouve

dans [26], on dénote par X = X s» le caractére du G,-module irréductible S*.

Exemple 1.7.3 (voir [26] p.167). La caractéristique de Frobenius du &,-module irré-
ductible S* est la fonction de Schur sy(w), ¢’est-a-dire, S*(w) = 55(w). Autrement dit,
pour tout partage A de non a :

S =2 T X = DXL — o). 2

0€B, ukn
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On écrit X (p) = X (o) si Ao) = p

Rappelons certaines formules classiques qui seront utiles dans notre chapitre 2. Pour

toute permutation o € Gy, on a (voir [26] p.87.) :

X" (o) =1, (1.33)
X" (o) = [Fix(o)| - 1, (1.34)

Donc, on peut écrire
X (o) + X" (o) = [Fix(o)|. (1.35)

Plus généralement, comme corollaire de la régle de Pieri (voir formule 1.20) on a que la

valeur du caractére (nombre de points fixes) correspondant & ’action par permutations

de G, sur les sous-ensembles & s éléments d’un ensemble & n éléments, c’est-
| a~dire,sic € G,et se Ntelquel <5< % On a l'identité suivante :

8

Zx(n—j,j)(g) =[{AC[n]: o(4) =4, |A|= S}l- (1.36)

J=0

Pour tout entier n > 2, on a les identités (voir [26]) :

7_17 2 P (W) = sa(w), (1.37)
" 0€G,
% > [Fix(0)] pyoy (W) = hn-1,1(W) = $n-1,1(W) + sa(W). (1.38)
c€G,
(1.39)

Multiplicités des irréductibles et caractéristique de Frobenius

La caractéristique de Frobenius d’un &,-module V est Schur-positive, c’est-a-dire, elle

s’écrit comme une somme & coefficients dans N de fonctions de Schur :

V(w) = nysa(w), (1.40)

AFn
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ol ny € N pour tout partage A de n. Par le théoréme de Maschke (voir [26]) le G-

module V se décompose en somme directe de &,-sous-modules irréductibles :

= @n,\S’\, avec ny € N, (1.41)
AFn

et donc, en prenant la caractéristique de Frobenius des deux c6tés de 1.41 on obtient la
formule 1.40. Donc, pour chaque partage A de n les coeflicients n) donnent la multiplicité
de la représentation irréductible S* dans la décomposition comme somme directe de V,
en d’autres mots, si {S)‘} A-n Un systéme complet de représentations irréductibles de &,

alors, on a I’équivalence suivante :

V= EBn,\ &4 si et seulement si  V(w) = Zm\ sx(w),
AFn AFn

ot NS =8*@S5 P &S, (ny-fois).

1.8 Caractéristique de Frobenius multi-gradué

Soit V un &,-module multi-gradué dans N¢. Supposons que :

comme avant on définit la caractéristique de Frobenius de V par les formules

suivantes :
V(g,w) = Va(w)q?,
deN¢
ol
Z Xva (@) Py (W),
. G'Een

En résumé, on peut écrire comme une seule formule :

V(Q: W) = Z (;Ll_' Z de(a)p/\(a)(W)) qd'

dent ; oeG,
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La structure de &, x GLy(K)-module

Soit V un sous-espace homogene de Rg). Sur V on a deux actions de groupe :

1. L’action diagonale (& gauche) de &,,

A __ an aij .. .On
a- X = 1:10_(1) o 'xio(j) (L‘eo(n), VU c Gn,

2. L’action (& droite) de GLy(C), X4 M := (MX)4, VM € GLy(C), c’est-a-dire,

L5 —> Zi=1 Mk Tk, pour toute matrice M = (my;) € GLy(C).

Ces deux actions sur ¥V commutent, et on peut donc affirmer que le sous-espace homogéne
V est une représentation du produit direct &, x GLy(K) avec I’action linéaire (& gauche)

suivante :

(o, M) -X*:=0 - (M1X)4

Forme de la caractéristique de Frobenius graduée

Soit ¥V un &, x GL¢(K)-module. Il est bien connu qu’on peut écrire sa décomposition
en somme directe de &, x GLy(K)-modules irréductibles comme suit (voir [24] p.159,

[26] p.43-44,[27] ) :

V= @ GBC,\,” Su (Ke) ®S*, avecey, €N, (1.42)
An u
on peut écrire donc,
V(a,w) =Y ) eausu(@)sa(w). (1.43)
AFn p

ol les fonctions de Schur S)(w) correspondent & des représentations irréductibles du

groupe symétrique G, et les fonctions de Schur s,(q) correspondent aux caractéres de

représentations polynomiales irréductibles du groupe GLy(K).
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Multiplicités des &,-modules irréductibles dans les composantes homogeénes

4

Soit V un sous-espace homogene de T\’,sf) alors, on a la décomposition en somme directe

de G,-composantes isotypiques :

v=@Pw,

Abn
Chaque composante homogene Vg4 de V est un &,-module et on peut la décomposer

comme une somme directe de représentations irréductibles du groupe &,, comme suit :
Va = @ ba(d) 8*
Abn
on peut écrire sa caractéristique de Frobenius comme suit :
Va(w) = _ba(d) sa(w),
AFn

alors,

dim (Va) = D ba(d)f*,

AFn

comme V = @ V4 on a donc,
deN¢

Vi) =), (Z ba(d) fA) o

deNt \Abn

et la caractéristique de Frobenius est comme suit :
V(g,w)= > (Z ba(d) S,\(W)) =) | D bta@)q? | sa(w),
deNt \Akn AFn \ deN¢

Plus généralement, pour n’importe quel sous-espace homogene V de 7?4(5), on a la dé-

composition en somme directe de composantes isotypiques comme &,-module :

V'f@V)\

AFn
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Dans ce cas, la caractéristique de Frobenius prend la forme suivante :

V(q,w) =) Fx(@)sa(w),

AFn

ot F\(q) est une série & coefficients by(d) dans N.

Chaque coefficient by(d) nous donne la multiplicité de la représentation irréductible Sy
du groupe &, dans la composante homogene V4 multi-degré d. Plus précisément, la

série F)\(q) est

Fy(q)= Y ba(d)q?,

deNt
En plus, si on considére la série suivante :

fAF@ =) Fbda

deN¢

on obtient que la série de Hilbert de la composante isotypique V) est

(@) = - Fa(a),

(&)
n

et on peut donc affirmer que, si ¥V C Ry’ un sous-espace homogene, dont la décompo-

sition isotypique, comme &,,-module est
VP
AFn
alors, la caractéristique de Frobenius de V s’exprime comme suit :
1
V(qw)=)_ FVA(Q) sx(w).
AFn
ot Vx(q) est la série de Hilbert de V). En plus, la caractéristique de Frobenius du
S,-module V), est :

Wa(a, w) = Fx(a) sx(w).
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Décomposition en &, x GLy(C)-modules irréductibles pour m‘f’)

Soit V est un sous-espace homogeéne de 7?4(9, c’est-a-dire, on a la décomposition en

somme directe de &,-modules suivante :

V=@ Va

deN¢

ol Va:=VNRYY, pour tout d € N. Pour chaque vecteur d = (di, ..., d¢) € N, soit
B4 une base de la composante homogéne V4 de multi-degré d. Le caractére multi-gradué

de la représentation V4 évaluée & une permutation o est donnée par :

Xvs(@) = > (0-p)(X)

p(X)eBy p(X)

ol (o -p)(X) c’est le coefficient du polynéme p(X) dans la combinaison linéaire du
p(X)
polynéme (o -p)(X) par rapport & la base homogeéne Bq4. Rappelez que la caractéristique

de Frobenius du module V4 est :
1
Va(w) = el Z XVd (o) p,\(g)(w)'
" oe6,

Par définition on a :

V(q,w) == Z Vda W)q

deN¢
En résumé, la caractéristique de Frobenius est :

1 d

V(q7 W) ='Z (g Z XVd(U> p,\(,)(“’)) q
deN¢ €6y

En particulier, on veut calculer :

Rg)(q, W) = Z ( Z XRU?) 0) p,\(g)(w))

deN¢ T 0e6y,

=2 T Z X, @0t | pyy (.

0e6, \deNt
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alors, dans la discussion suivante on va en déduire le caractére multi-gradué :

Xro(©@) =Y Xg ®, (o) a®

deN¢
Chaque composante homogéene 'R,ff)d de l’espace ’R,Sf) est un &, sous-module de ’R,Sf),
c’est-a-dire :

f(X) e 'Rg}i implique que (o f)(X) € 'R,nd, pour tout o € G,

en d’autres mots, l’action diagonale du groupe symétrique &, ne change pas le multi-
degré. Pour chaque vecteur d € N’ la caractéristique de Frobenius de la composante

homogeéne Ry g (de multi-degré d) est donnée par :

Z XRn d pA(o-) )

UEGn

En suivant [5], on peut montrer que le caractére multi-gradué du &,-module Rg) ala

série génératrice suivante :

¢
> X @ @ =TT [] 7= (1.44)

deNg x i=1 k=1 q’
pour toute permutation o de type wu.

En effet, pour chaque vecteur d € N¢, une base de la composante homogene 'R,ff)d est

donnée par I’ensemble de tous les mondémes de multi-degré d et donc :

XR,(,%(U) = Z o X

deg (XA) =d

XA
Pour chaque monéme on a :

o-X4

XA

1 gig-X4=X4,
0 sinon.

v a; .o . .
Disons que X o H Hx ¥ alors (comme o est bijective et les variables Z;; sont
i=1j=1
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commutatives) on a :
=112t = [T 4 = T
i=1 j=1 i=1j=1 i=1 =1

on trouve que o - X4 = X4 si et seulement si a;; = a; ,o(j) pour tous les couples (4, ),

c’est-a-dire, pour chaque ¢ tel que 1 <7< £ on a que:
Gij = Gio(j) = Gi,02(j) = Fio®(G) = 777

alors les colonnes de la matrice A sont constantes dans les cycles de la permutation o,
supposons que ¢ est de type cyclique pu = pipg - - - ug alors pour toute permutation oy

de type pon aque o, X A = X4 sjet seulement si pour tout i tel que 1 <3 < Zlona:

@i == aiy, (=bi1),

Aipy+1 = = Qi s (= bi2),

Qipr g+l = *°* = Qi dpgpy (= 0i3),
iy oo = 0 = iy sy, (= Dik)-

ensuite, par les résultats discutés au chapitre 1 'identité :

Z quult1+ “+bikpr _ H H

BeNgxk i=1 s=14= 1

et finalement pour o telle que A(c) =pona:
Xﬂff?d(a) =|{AeN>": deg(X4)=d, o-X*=X4}| = |{BeN>": Byt =d},

il s’ensuit que :

> Xgo,(@)d’ =3 [{BeN>": By =d}| = HH

deNt¢ deN¢ i=1 3—1

Soit XRff)d (u) la valeur du caractére du G,-module R )d dans une permutation de type
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p. Calculons la caractéristique de Frobenius multigraduée de ’espace R% )

Rg)(qa W) = Z ( Z X'R(l) (U px(a)(w)>

deN¢ nt ceC,
= % Z :D,\(a)(W Z XR(z) (0)a
c€G, deN¢
=3 —Pu(W >, XR(I)
u}—n deN¢
u) ¢
=2, —pu NI ==
u}—n k=1i=1
& 9
=3, _Pu [H T_—q}
p,}—n i=1

Alors, on peut affirmer que la caractéristique de Frobenius multi-graduée de Rg) est

donnée par la formule suivante :

on- i et ]

o= e L
= ZS/\I:H 1_1 } sx(w).
AFn = L
En d’autres mots,
RP(q,w) = sa [Re(Q)} sx(w). (1.45)
AFn
-
ou Ry(q) = H 1 ;
=i

Série de Hilbert

11 est bien connu que la caractéristique de Frobenius détermine la série de Hilbert. Pour
décrire comme on obtient la série de Hilbert a partir de la série de Frobenius on a besoin

de rappeler la définition de produit scalaire de fonctions symétriques, & savoir :

Zy Sl A=y,
(px,p,u> = 0 sinon




51

Soit V un sous-espace homogene de ’R,g) Alors, la série de Hilbert de V satisfait I’identité

suivante :
= (V(q,w),p?).

De fagon équivalente, si on écrit la série de Frobenius de V sous la forme :

w) = Z Z crusu(a)sa(w),

Abn u

on obtient la série de Hilbert en appliquant la transformation : sy(w) +—> f2, clest-
a-~dire, pour chaque partage A - n on remplace la fonction de Schur sy(w) (dont les
coefficients compte la multiplicité de la représentation irréductible S* dans V) par la

longueur d’équerre f*. Alors, on obtient :

V(q) = Z (Z #* CA,u) su(a).

w: A(u)<t \Arn

Exemple 1.8.1. Avec la méthode ci-haut, on peut vérifier les spécialisations suivantes

(voir [14]). La formule 1.45 nous donne

RO (q Zs,\ ['Re ] = ht [RI(Q)] = (Re(q@))" = ﬁ m

An i=1

En résumé, si on écrit ’R,,(f) = EB V(g) ou V(g) est la composante isotypique de type
Abn
A de ’R/g) comme &,-module on trouve que :

4

VO (q,w) = sy {H : ] sa(w).

g 1_%

en particulier, ceci implique que la série de Hilbert est

Vi(a) = fA-SA{ﬁ 1 ]
sl
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Le GLy(K)-caractére de la composition de deux représentations polynomiales

Le caractére de la composition de deux représentations polynomiales est donné par le
pléthysme de ses caractéres (voir [28], p.448), c’est-a-dire, étant données deux repré-
sentations polynomiales ¢ : GL(V) — GL(W) et ¢ : GL(W) — GL(Y) alors, sa
composition ¥ o ¢ : GL(V) — GL(Y) est une représentation polynomiale du groupe

GL(V) dont le caractere est le pléthysme suivant :

XW = Xw [Xw] :

ou d’une fagon équivalente, la série de Hilbert de la représentation Y de GL(V) est
donnée par le pléthysme :

Y(q)=Y [W(q)].

Rappelons que 'espace R, de polynémes & £ variables est un GLy(K)-module & droite

avec ’action linéaire :
4 L
flz1,22,...,zg) — f (mewk,---,zml,ka%) , VM € GLy(K),
k=1 k=1
on note cette représentation polynomiale de GL¢(K) par ¢. On veut montrer ici que

Sy (’R,g) est un GLy(K)-module. En effet, on construit I’homomorphisme ¢ qui donne

Paction de GLy(K) sur Sy(R¢), dans le diagramme commutatif suivant :

GLy(K) —— GL(Ry)

-

GL (Sx(Re))

Soit M une matrice carrée d’ordre £ avec valeurs propres q = (q1,42,...,¢¢). On sait

que le caractére de la représentation ¢ est :

1
1—%’

i=1

aussi, si r1,79,...,7, sont les valeurs propres de T € GL(V), alors le caractere du
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GL(V)-module S(V) est la fonction de Schur (voir [24] p.269., [11])

Xson)(T) = sa(r1,72,. .., 78),

alors on a que le caractére du GLy(K)-module
Sx (Re) = (Re)®" ®cs,, S

est le pléthysme suivant

Sx (Re) (@) = sa [Re(q)] = sa

i)

=1

Tout sous-espace homogene V de Rg) est un GLy(K)-module et on a la décomposition

en somme directe de &, X GLy(K)-modules irréductibles suivants :

V= @ @ Cau S Kﬁ ®S’\ ol cyy €N,
A 2(u

alors, on peut affirmer que :

Pour n’importe quel sous-espace homogene V de 7?4(5) la caractéristique de Frobenius

s’écrit sous la forme suivante :
V(q,w) =) _ Fa(@)sx(w)
AFn

ol pour chaque partage A de n on a que la fonction symétrique Fy(q) = Z eapusSu(a)
Lu)<e
est la série de Hilbert du GL,(K)-module @ Cap Sy (Ke). Pour plus de détails voir

£(u)<e
aussi [17] & la page 387 aux formules (63) et (64).

Observons que en particulier on a :

RO(q,w ZV

} Z dx.5u(q), est la série de Hilbert de la représen-
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tation irréductible Sy (R;) du groupe GL,(K) alors,
0< Can < d/\,u-

Plus généralement, si V et W sont des sous-modules de RY ) (en tant que &, x GLy(C)-
modules) telsque VC W,V =575, 52 bausu(@)sa(w), et W =375, 37 eausu(@)sa(w)
alors

0 <bau < crp

1.9 L’essentiel : synthése du chapitre

En conclusion, les points saillants de ce chapitre sont les suivants :

1. Notre contexte, I’espace Rg) qui est gradué par le multi-degré sur N¢.

2. Les polynémes diagonalement symétriques e‘lj, Pd, €t eq qui serviront pour construire
des bases homogenes des modules de polarisation engendrés par un polynéme sy-
métrique homogeéne au chapitre 2.

3. Les représentations irréductibles S* du groupe symétrique &, qui sont naturel-
lement indexés par des partages A de n, dont la caractéristique de Frobenius est
la fonction de Schur sy (w).

4. Soit V un C-espace vectoriel de dimension £. Les représentations polynomiales
irréductibles de GL¢(C) sont les modules de Weyl S, (V') dont le caractere est le
polyndme de Schur s,(q).

5. La série de Hilbert V(q) d’un sous-espace homogene V de RE est le GLy(C)-
caractére, c’est-a-dire, V(q) :=Xy (M), ot M € GLy(C) est une matrice dont
les valeurs propres sont ¢, g, - - ., ge.

6. La caractéristique de Frobenius graduée de V s’écrit comme une somme des
produits de fonctions de Schur :

V(q,w) =Y > bausu(@)sa(w).
An p

dont les coefficients naturels by, donnent les multiplicités des sous-modules irré-

ductibles comme représentation du produit direct &, x GL,(C).
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7. La série de Hilbert s’obtient & partir de la caractéristique de Frobenius en rempla-

cant chaque fonction de Schur sy(w) par la longueur d’équerre f*, et on obtient

Vi@ =), (Z b,\,uf’\> su(q).

u AFn

. Chaque composante homogene de V est un &,-module et donc on a une décom-

position V = @,., a)S?. La caractéristique de Frobenius graduée nous donne
les multiplicités des modules irréductibles dans chaque composante homogene Vg4

de V. Plus précisément, si on a la décomposition

V=@ V4

deN?
et chaque composante homogene V4 on décompose comme une somme directe de

S,,-modules

Vd e @ b/\(d)S,\)
AFn

et la caractéristique de Frobenius est exprimée sous la forme
V(a,w) =Y _ F(@)sx(w),
AFn

alors,

Fa(@)= ) ba(d)a? = > bausu(a).

deN¢

De plus, si on considére la décomposition isotypique

V=W

AFn

ol Vy, 1= a)S? alors, on a que

Va(q) = £ FNa).



[Cette page a été laissée intentionnellement blanche]




CHAPITRE II

LES MODULES DE POLARISATION GENERALISES

Dans ce chapitre, on étudie certains &, x GLp(K)-modules Mp engendrés par une
famille G,-stable F' de polyndémes homogeénes. Le module Mg est appelé le module de
polarisation engendré par F. Par construction, ces modules de polarisation Mp sont
fermés par dérivation et polarisation (voir 3 pour la définition précise). Pour ce faire, on
commence par décrire la propriété de fermeture par dérivation, puis celles du processus

de polarisation utilisé par H. Weyl (voir [29, 14, 19, 24, 20]). Notre objectif est de

calculer la caractéristique graduée de Frobenius de ces représentations, en décrivant une

base homogene de celles-ci (voir la section 2.2). Rappelons que, dans ce travail, tous les

sous-espaces V de R;") sont supposés G,,-stables (fermé par 'action de &,,).

On réussit & calculer pour n’importe quel degré d > 1 une base homogéne générale des
modules de polarisation engendrés par les polynémes p‘f, pq et eq. Ceci nous donne la
caractéristique graduée de ces modules et puis la série de Hilbert de fagon indépen-
dante de £. Pour le polyndéme symétrique monomial Myg,14-2) OI Propose un probléme
ouvert sur la forme générale de sa caractéristique graduée pour n’importe quel degré
d. On commence une classification compléte des modules de polarisation engendrés par
n'importe quel polynéme symétrique homogene donnée. Ce probléme est résolu complé-
tement pour polynémes de degré 2 et 3. Pour ce faire, on démontre une régle générale
pour construire une base homogene de ces modules. Dans le cas de degré 3 la notion de
n-exception est introduite pour déterminer la classification. Cette notion apparait aussi

en degré supérieur. Pour degré 4 et 5, des tables nous donnent la classification qu’on
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conjecture compléte.

251 Les modules de polarisation

Soit F' C 73,55) un ensemble des polynémes homogenes. Le module de polarisation en-

gendré par F est le plus petit C-espace vectoriel Mr tel que :
1. 0-g € Mp, pour tout g € F, et pour toute o € G,
2. Mp contient l’ensemble F,

3. Mp est clos par dérivées partielles %ﬁ,

4. Mr est clos par ’action des opérateurs de polarisation Ez(’;c) 1= ;-Lzl mija—zg—.
) ) kj

Dans le but d’expliquer la construction des modules de polarisation généralisés, on
commence par décrire les espaces fermés par dérivation, en considérant, les exemples
classiques de polynémes harmoniques du groupe symétrique et les modules de Garsia-
Haiman (voir [12]). Ensuite on décrit les espaces fermés par polarisation. On rappelle des
exemples bien connus des espaces fermés par dérivation et polarisation, comme les po-
lynémes harmoniques diagonaux, harmoniques trivariés et harmoniques multivariés. En
calculant de bases homogeénes, on étudie la structure des espaces fermés par dérivation
et polarisation, engendrés par des polyndmes diagonalement symétriques homogénes.
On considére aussi certains modules fermés par dérivation et polarisation engendres par

des familles G,-stables de polyndmes homogenes.

L’objectif principal de ce travail

Le but principal de cette thése est d’étudier la décomposition en &,, x GLy(K)-modules
irréductibles des modules de polarisation My lorsque f est un polynéme symétrique
homogeéne. Pour ce faire, on calcule la caractéristique graduée de Frobenius des modules
M sous la forme d’une somme de deux types de fonctions de Schur s,(q) et sx(w),

plus précisément :

M¢(q,w) = ZZbA,# su(a)sa(w), avec by, €N
Abn @



59

ou la somme porte sur les partages u tels que |u| < d et dont la longueur satisfait
£(1) < n. Ceci est un théoréme de F. Bergeron voir [4]. Les fonctions de Schur s,(q)
dans 'alphabet q := (qi, . .., q¢) codent les GLy(K)-modules irréductibles (comptent les
multiplicités graduées) et les fonctions de Schur (dénote par sy(w)) dans ’alphabet w =
(w1, ws,...) codent les &,-modules irréductibles. Un objectif secondaire de ce travail est
de trouver des contraintes pour les coefficients de la caractéristique de Frobenius graduée

des modules de polarisation engendrés par une famille F' de polyndémes homogenes.

Fermeture par dérivation et polarisation

On dit que le sous-espace V de Rg) est fermé par dérivation si pour tout g € V,
on a que 5%% € V, pour tout couple (7,5). Comme l'intersection d’espaces fermés par
dérivation est fermée par dérivation, on peut considérer la fermeture par dérivations
D(V) de V, comme étant le plus petit sous-espace vectoriel de 'R,gf) contenant V, qui
est fermé par dérivation. L’opérateur de dérivation partielle par rapport 4 la variable z;

est ici dénoté par 0; = Oy,. Pour un vecteur a € N, on écrit
a ,_ Qa1 G,
ax” =0 -0,

Si p(x) = Z PaX® € Ry, on écrit p(0x) pour Popérateur obtenu comme suit :
aeNm?

p(0x) = Z Pa - Ox2.

acNn

Les exemples suivants permettent de clarifier cette notion.

Polynémes harmoniques du groupe symétrique : H,

Un polynéme f(x) € Ry, est dit harmonique si et seulement si

9(0x)(f(x)) =0,
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pour tout polyndéme symétrique homogene g(x) de degré > 1. L’espace vectoriel H,, des

polynémes harmoniques pour le groupe symétrique G, est donc

Hn = {p(x) € Rn : ¢(0x)p(x) =0, ¥q(x) € An},

un théoréme classique (voir [18] & la section 3.6, p.57) affirme que® dim(#,) = n!. Soit
K- f={c- fleceK} leK-espace vectoriel engendré par un polyndéme f. Poursuivant
avec les rappels de théorémes classiques, on montre facilement que le déterminant de
Vandermonde A, (x) est harmonique, c.-a-d. A,(x) € Hyp, en observant que pour tout
polynéme g(x) symétrique et homogene de degré supérieur ou égal & 1, le polynéme
q(0x)An(x) est clairement antisymétrique, de degré inférieur au degré de A,(x). Le
polynéme A, (x) est le polynéme antisymétrique non nul de degré minimal (voir [6]),
ce qui permet de conclure que p(9x)Apn(x) = 0. On observe aussi facilement (& partir
de la définition) que H, est fermé par dérivation donc D(K - An(x)) C Hy,. En fait
(voir [18]), on peut montrer que l’espace de polyndmes harmoniques H,, coincide avec
D(K- Ap(x)). De plus, il est bien connu que la carzllctéristique de Frobenius de ’espace

H,, est
W

Hn(g, W) = ﬁ(l ~ ') hn [—] :

j=1 Sl
Modules de Garsia-Haiman : H,

Dans la veine de ’exemple précédent, A. Garsia et M. Haiman ont introduit les modules
suivants pour expliquer la Schur-positivité des polynémes de Macdonald (voir [22]). On
généralise la construction H, comme suit : soit u est un partage de n, on considere le
polynéme A,(x,y) défini comme suit :

Au(xa y) = dét (mfyg) 1<k<n

(p.)ED (1)

1. En fait, ce théoréme classique s’applique & n’importe quel groupe engendré par des réflexions.
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ou D(u) est le diagramme de Ferrer de u. Rappelez que si p = (p1, po, . - ., g ), alors
D(p) est défini par :

D(p):={(z,y) e NxN: 0<y<k-1,0<z<p,—1}.

Autrement dit, on prend le déterminant de la matrice dont les lignes sont indexées
par lentier k allant de 1 & n et dont les colonnes sont indexées par les casses (p,q)
du diagramme de Ferrer D(p) du partage p. Aux fins de calcul , on ordonne celles-ci
lexiéographiquement. L’espace vectoriel H,, des polynémes p-harmoniques est défini
comme

H, = {p(0x,8y)Au(x,y) | p(x,¥) € RP} = D(K- Au(x, ).

Le théoréme n! de M. Haiman (voir [15]) affirme que :
dim (H,) = nl. (2.1)

Haiman a ainsi démontré la conjecture n! qui avait été proposée par A. Garsia et M.
Haiman (voir [12]) au début des années 90. Déja & I’époque, ils avaient démontré que la
formule 2.1 implique que la caractéristique de Frobenius #, (g, t, w) donne le polyndéme

de Macdonald (voir [6, 7]).

Espaces fermés par polarisation

Soit V un sous-espace de ’R,sf). La polarisation est un processus qui permet de fermer
un sous-espace V par action du groupe GLy(K) (voir Lemme 2.1.3). Tout au cours
de ce chapitre, il est intéressant de considérer que T\’,gf) = K[x1,X2,...,X] est 'anneau

des polyndémes en les variables z;; ol les variables sont regroupées selon les lignes

x; = (Zi1, Ti2, . - -, Tin) de la matrice de variables X. Avec ce point de vue, pour noter
les lignes de la matrice d’exposants A, on écrira a; := (a1, @42, . . ., Gin). On peut alors
utiliser,

8 _ 041,052 | .0in
X; =Ty Ty Tin
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a2.cn

et on a donc, X4 = x31x3?---x}*. Le multi-degré du mondme X“ est :

deg (XA) = (lall) |a2l7 SEioh) |ael)-

Un polynéme f(X) € RY s'écrit donc aussi sous la forme FLXT = Joa %005 %0)

On peut alors définir, pour chaque pair (i,k) tel que 1 <

i,k < £, Popérateur de

polarisation Ej : 'Rg ) — Rg) par I’équation suivante :
Ezk:(f(X)) == if(Xl,X2 cooy Xp —|—txi, b i ,XK) = zn::zha_f(x

Autrement dit,

; Kijlye o 5 X A TKGy, e 90Xg) — Ji(K15 XDy 5 005 X
ey sy L i B o) = o e i)

L’opérateur de polarisation E; x(f) correspond donc & la dérivée selon la k-iéme ligne, du
polynéme £, dans la direction x;. En conséquence, les opérateurs E; . sont des opérateurs
de dérivation, c’est-&-dire, E;x(f-g) = Eix(f) g+ f- Eir(g)- On note par E, Vitérée

r fois de 'opérateur E;  pour la composition :

Ejy=EyEy --- Eg=Ejpo---0E,

r—fois r—Tois
et alors
dt,,.f( 1, X2, - xk+tXi,-'-7xZ) = ‘L",.k(f(X))
=0
d’ou par la formule de Taylor :
di o
F(x1,X0, ..o, Xg + X4y ...,Xp) = ZE{k(f(X))ﬁ- (2.2)
r=0 :
Aussi, on peut écrire 'équation (4.1) comme suit :
t :
£ (56151 0 -5 X - 105, . Z H(f(X)) 5 =€ (F(X)).  (23)

r=0
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Pour chaque vecteur d € N¢, on définit I’opérateur de d-polarisation par (voir [19)]) :

dq!
d._ 1 de ... da
E — (d1+...+de)! Ez’lo OE2,17

On définit aussi ’opérateur de d-restitution qui est donné par :

1 d
E Z=—Ed20"'OEl.
d d2'de' 1,2 1,8

Propriétés fondamentales des opérateurs de polarisation

Etudier Deffet de plusieurs opérateurs de polarisation via I’approche des fonctions gé-
nératrices (voir [19, 24| et aussi, appendice A), est particulierement efficace. Exploitant

une notation vectorielle avec t¥ := t’fl cee t’;‘ ,Kli=kyl-- kgl et

£ £ £
t-X = Ztixi = (Z iyl Ztizin> ’
=1 i=1

=1
On peut considérer la formule 2.2 d’une fagon plus générale. En effet, soit f(x;) un

polynéme homogene de degré total d, en les variables x; := (211, ...,Z1n), alors :

: L "
flta)= > Rl on el Bglfee) (24)
i=1 ) ’

k1+ko+--+ke=d

tk
f(6-X) = > E*(f(x) diyg- (2.5)
k|=d
ou la somme porte sur tous les vecteurs k = (ky,...,k¢) tels que k1 + -+ + kg = d.

Posons e1(x;) := z;1 + + -+ + Zin, €t rappelons la notation du chapitre 1 (formule 1.26)

du polynome e$(X) défini comme
ef (X) = e1(x1)™ -+ - e1(x0) ™.

Exemple 2.1.1. Pour f(x;) =e1(x1)™ = (211 + - - + Z1n)™. Si on prend les polarisa-

tions de f(x;) on obtient :

m!

Ef f(xi) = sl gt e (P




64

En particulier, si s = deg(f) =m, on a:
E[flL fx) =mte1(x)™ = (zia + - + @)™,

De méme, on obtient :

m! ph= b
ElE} f(xi) = " e1(x;)"er(x;) er (x1)™ ",
En général, si k = (ki,...,k)) € N¢ est tel que |k| = m, on peut démontrer par
Pinduction sur m que
m! m!
Byt - B33 f(x1) = 7 - ex(x1)er (x0)"2 - - e (x0) ¥t = 7= ek (X), (2.6)

k1! ky!

puis, on utilise le théoréme du multindme comme suit :

(t X (Z ti%i1, . . Z tzibm) tlel(xl) + et tpeg (Xe))
- Z (kl, m ; k£> (tlel(xl))k1 e (teel(xg))k‘Z
ke
L

ki+kat---+kp=m

k1 4k2
'ty
= Z 5 |k2 k! m'el(xl) "'el(xé)kl
k+ko+thg=m 1 2!
k1 4ko ke
trty - by k k
= X S E Bae)
kitka+--+kp=m

thigkr .. tht gyl
= ) mlp i Pe e B (e a)™)
k1t+ko+--+ke=m e ¢!
d td
Z E (el(xl )m'(—i—'
|dl=m

Exemple 2.1.2. g(x;) = pg(x1) = 2§ + -+ - + z¢,,,

d
X = Z(Ztﬂ:”>
j=1

thigke ... ghe
|

_ sk A k
_Z Z dmml;”’mef

=1 ky4tkp=d
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= - gaied Zx ot
B k1lko! - t

k1+ko++ko=d

t’flt tfg k k
= Z [ Eéel ’ °E2,21(pd(x1))
kythotthe=d 2 %

thigka .. e
i ¢ ki k
= Y., d’kl'kz i d E -+ Ey% (pa(x1))
k1 +ko+-+kg=d

= Z Ed(pd(xl)) d';

Idl:d
Polynémes diagonalement symétriques engendrés par polarisation

Soit d € N¢ tel que |d| = m. Soit g(X) € RY homogene de multi-degré d et f(x1) €
Rn homogene de degré m, on dit que g(X) est la polarisation complete de f(x;) si
9(X) = E4(f(x1)). On dit que f(x;) est engendré par restitution compléte de g(X)
si f(x1) = Eq(g(X)). (voir [19] p.149). Le lemme suivant est un cas particulier du
théoréme de la section 2.2, & la page 42, C. Procesi [24].

Lemme 2.1.1. Soit £ n’importe quel entier £ > 2. Pour tout vecteur d € N¢ tel que
|d| = m. Les polynémes diagonalement symétriques e(X),pa(X), ea(X) et hq(X) sont
engendrés respectivement comme polarisations des polynémes eT*(x), pm(x), em(x) et
hm(x). Aussi, les polynomes e]*(x), pm(x), em(x) et hm(x) sont engendrés respective-

ment par restitution des polyndmes e$(X), pa(X), 1‘32', ea(X) et Lihqg(X).

Démonstration. Pour vérifier que E9(e1(x1)™) = e§(X) on utilise la formule 2.6.

Pour les autres affirmations, on applique la transformation x; — t - X, c’est-a-dire,
l

&15 —+ E tiz;; avec 1 < j < n aux séries génératrices suivantes
i=1

Sl =t (
pr(x1) — = log i 2.7)

D hi(xi) tF = H _t (2.8)
IL'1_7

k>0
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) erl(x)tk = ﬁ (14 tz1;). (2.9)

k>0 j=1

on obtient les séries génératrices 1.23, 1.24, et 1.25

> (X) ldl'td L 1 ﬁ L > pm(t-X) 2 (2.10)
pd i e = A0 =) mm(t-X)— (2

deNt—{0} ) =11- t2f=1 tiZig m>1 " mn

n I
> ea(x)tded =] (1 +tZtixij> =3 - X} (2.11)
deN? =i = m>0

n
Y ha ()t = T - =3 bt X) 7 (2.12)
den? Jj=1 (1 -t Zi=1 tizij) m>0

puis on utilise la formule 2.5 et les derniéres formules, par exemple utilisons 2.5 dans

Péquation 2.12

Y ha ()t =D "R (- X) =D | Y B (ha(x)) k!%j! &

denNt k>0 k>0 |d|:,c
on a, donc
d d! )
FE (hm(xl)) = th(X), si |d| = m.

avec un raisonnement similaire, on obtient les formules suivantes

B (em(x1)) = S ea(X), si |d] =m,

B4 (pm(x1)) = pa(X), si [d| =m.

Pour vérifier les formules de restitution

Eq4(pa(X)) = pm(x1),

m!

Eq4(ea(X)) = 57 em(x1),
m!
Eq(ha(X)) = mhm(xl),

sinon on utilise 'induction sur m. ]
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Le lemme suivant nous permettra d’établir & la section 2.3 une régle pour trouver une
base homogene des modules de polarisation engendrés par polynémes symétriques ho-

mogenes de degré 2 et 3.

Lemme 2.1.2 (voir C. Procesi [24], p.43). Soit g(x1) un polynéme homogene de degré
d dans les variables x1 = z11,...,Z1,. Les opérateurs de polarisation particuliers E; ;
et Fy; satisfont l'identité FEj;F;1(g(x1)) = d-g(x1) si ¢ > 1. De plus, E;1(g) est un

polynéme multi-homogene.

Démonstration. On commence par appliquer 'opérateur E;; au polynéme g(x1). En

effet,
L n
0 dg
Zzii_. g(x1) = inj__(xl)a
on applique de deux c6tés 'opérateur F;; et comme ¢ >1on a :
n n n n
0 9y 0g
(Z Z1r 3%) ; Tij 31‘1]' (Xl) ; Tir Jz=:l r _3:1:1j (xl)

=1
Z 0
= lerax‘(ir (x1) = d- g(x1).

r=1
- d
L’identité Zmlr g (x1) = d - g(x1) est vraie, car g est homogene. O
r=1 awlr

Les opérateurs de polarisation généralisés

Pour tout triple (¢, k, p) des entiers positifs tels que 1 < i,k < £et p > 1, les opérateurs
de polarisation généralisés Efgg : 'R,Sf i Rg) comme les opérateurs linéaires

suivants :
n a P

(p)
E. N = Tij 3
% 7 1 am’k):]

Chaque opérateur de polarisation est une dérivation sur 1’algebre des polyndmes RSZZ).

Pour plus de détails, voir [19].
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La fermeture par polarisation

Soit V un sous-espace de Rgf). On dit que V est fermé par polarisation si pour tout
g € YV on aque Ez(,pk) (g9) € V, pour tous les triplets (7, k, p). On observe que lintersection
d’ensembles fermés par polarisation est fermée par polarisation. On peut donc définir
la fermeture par polarisations £(V) de V comme étant le plus petit sous-espace
vectoriel de RY) fermé par polarisation qui contient V. On note parfois par £¢(V) la

£-polarisation, pour souligner ainsi qu’on polarise pour £ ensembles de n variables.

Dérivations et polarisations

Observons que les opérateurs de polarisation commutent avec I’action diagonale du

groupe symétrique S, c’est-a-dire :
o-EE(f(X)) = EE (o (X)), Vf(X)eRY, Vo6&, (2.13)

de méme, la dérivation satisfait clairement 'identité :

_BfX) 8 o I

axh] B az",a(])

X)), Vf(X)eRY (2.14)

La polarisation et la dérivation sont donc compatibles avec la décomposition en &~

module irréductibles. Ainsi donc, pour ¥V un &,-sous-module de R,, qui se décompose

comme
W= EBa,\S’\, ay €N,
' AFn
on a
EZ) (V) =P ar EF (8%).
AFn

On démontre dans le lemme suivant (voir [17], p. 396), si a # ¢ les opérateurs 9, €t

Ez(i) commutent.

Lemme 2.1.3. Si V est un sous-espace homogéne de 'R,%), on a
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Démonstration. Pour vérifier 'affirmation ci-haut, on exploite 'identité suivante (elle

se découle de la régle du produit pour les dérivées) :
OapEE) = 00805+ EE) 05 5. (2.15)

ol 0q,; est le symbole de Kronecker. Comme V est un sous-espace homogene de 7?,55)
alors tout élément de V est une somme de polynémes homogenes qui appartiennent & V.
Donc, il suffit de considérer un polynéme homogene g € V ( avec deg(g) = (ds,...,dp)
)- On a deux cas, si @ # ¢ alors §,,; = 0 et donc, Ba,ﬂEi(i) = Ez(,’}c) Oq,p- Alors, pour tout

g € V on voit que

B0, B (9) = B 0a,5(g) € E(D(V)), sia#i.
Dans le cas que o = %, on obtient :

B,pEX)(9) = 8 5(9) + EX) 0, 5(g) € £ (D(V)).
car & 4(9) € D(V) C € (D(V)). Ceci implique que D (E(V)) C € (D(V)).
11 nous reste voir que £ (D(V)) C D (E(V)). La formule 2.15 implique

EZ)80p = 0a,0ES) — 600k 5 (2.16)

Finalement, on doit vérifier que D(V) C D (£(V)). En effet, par définition on a que

VCEWV)CDEWV)),

alors, D (E(V)) est un sous-espace fermé par dérivations qui contiennent V et comme
D(V) est le plus petit avec cette propriété alors D(V) C D (E(V)). Donc, par la formule
2.16 on a que B a5 € D(E(V)). O

Les modules de polarisation

Soit V un sous-espace homogene de RE . Notons par P(V) lespace vectoriel suivant :
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Définition 1. Un sous-ensemble F' de 'ngf) est dit une famille homogeéne, si tous ses

éléments sont des polynémes homogenes.

Pour chaque o € G, on note par o(F) ’ensemble suivant :
o (F):= {o-g(X) | 9(X) € F}, pour tout 0 € G,

autrement dit, o (F’) est la réunion des orbites de tous les polynémes dans F' (par rapport

a l’action diagonale de &,,).

Définition 2. On dit qu’une famille homogene F' de polynémes dans 724(5) est ©,-stable

si o(F) C F, pour toute permutation o dans Gy.

Définition 3. Soit F' de Rﬁf) une famille homogeéne et S,-stable. Le module de

polarisation engendré par F est l’espace vectoriel suivant :
Mp = P(K[F]),

ol K[F) est le sous-espace de Rgf) engendré par la famille F.

En d’autres mots, le module de polarisation M est le plus petit espace vectoriel fermé

par polarisation et dérivation qui contient la famille F'.

Soit f(X) un polyndme homogene donné, le sous-ensemble stable correspondant &
f(X) est la famille homogéne et G,-stable F(f) := {0 f(X) | 0 € &,} ('orbite de
f(X) sous l'action diagonale du groupe &,).

En particulier, si f(X) est homogéne et diagonalement symétrique alors la famille
F(f) a un seul élément f(X) et dans ce cas, le module de polarisation Mgy est tout
simplement dénoté comme M;. On appelle aussi My le module de polarisation

engendré par f.

Remarque 2.1.1. Lorsque f est homogene et antisymétrique on dénote aussi par

M le module de polarisation engendré par la famille homogene et G,-stable {f,~f}.
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Remarque 2.1.2. Lorsqu’on veut spécifier la quantité d’ensembles de n variables uti-

lisées, c’est-a-dire, on fixe la valeur du paramétre £, on utilise la notation suivante :

MY = g,(DV)).

Parfois, pour simplifier ’écriture, on a effacé les variables q = (qi1,...,q¢) dans les

fonctions de Schur, c.-&-d., s := sx(q).

Exemples simples

1. Pour £ > 3 et n = 3. Soit f = x11222233 alors la série de Frobenius de 1'espace

My est
My(q, w) = (1+s1+52+53)53(W)+(s1+82+51,1+52,1)82,1(W)+(s1,1+851,1,1)51,1,1(W),
et immédiatement, on obtient que la série de Hilbert est

Mf(q) =14+ 331(q) + 332(q) + 331,1(q) + Sg(q) + 232,1(q) + 81’1,1(q).

les deux formules ci-haut sont valides pour tout £.

2. Soit g la symétrisation du polynéme f,
g ‘= T11%22%33 + T11T23T32 + T12T21T33 + 12T23T31 + T13T22T31 + T13221232
dans ce cas la série de Frobenius prend la forme suivante :
Mi(a,w) = (1+ 51(a) + s2(a) + s3(@)) - 85(w) + (51(a) + 52(@) - s2,1(w),
tandis que la série de Hilbert nous donne simplement :

Mi(q) = 1+ 3s1(q) + 3s2(q) + s3(q).

ceci sera expliqué en détail au théoréme 2.2.3.

3. Prenons I'ensemble F = {h1,1(x), ha(x)}, alors on trouve que la caractéristique




72

de Frobenius graduée est :
Mp(q, w) = (1+ s1(q) + 252(q)) - sn(W) + 51(Q) - Sp—1,1(W).

4. Pour l'ensemble de polyndmes F' = {e,(x),m,, (x), 5,,(x)} on a que la caracté-

ristique de Frobenius est :

Mp(q, w) = (1+51(q) +252(q) +253(q)) - sn (W) + (s1(q) +252(q)) - 8n—1,1(W).

5. Pour I'ensemble de polynémes F' = {p,(x),p,,(x),p,,.(x)} on a que la caracté-

ristique de Frobenius est :

Mr(q,w) = (1+s1(q) +2s2(q) + 353(q)) - sn(w) + (s1() +252(a)) - sn-1,1(W).

6. Considérons ’ensemble stable formé par deux polyndmes symétriques homogeénes

du méme degré total 4,
F = {mzz (%), Pay (X)},

dans ce cas, la série de Frobenius graduée est la suivante;
(1451+252+253+52,14+254) -5 (W) +(51+252+81,1+253) 81,1 (W)+82:5n—2,2(W).

Exemple détaillé : Mem

On considere le polynéme symétrique f(x1) := e1(x1)™ = (z11 + z12 + - -+ + T10)™.

Comme on va le voir ci-dessous, on a une base de ’espace D(K - f) qui prend la forme

Bf = {1,61()(1),61(}(1)2,...,el(xl)m}. (217)

on en conclut, apres calcul (voir le théoréme 2.2.1 et corollaire 2.3), que :
Men(q,w) = Z si(q) | sn(w), (2.18)

i
en particulier, on en déduit donc que dim (MeT) = < _:nm)

Pour obtenir la formule 2.18 on calcule une base homogene explicite de Mem. On com-
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mence en voyant qu’a partir de 9; (e1(x1)) = 1, il se découle facilement que

)m—k

m!
( (xl)) (m k)' ( X1

la fermeture par dérivation est donc claire. Pour la polarisation on observe que

.;xﬂé}g—j e1(x))™) = Z-’Elj ), e1(x1)™ pz(mL_p)!.el(xl) p+1

En particulier, on en conclut donc que le K-espace vectoriel engendré par f(x;) =
e1(x1)™ et ses dérivées partielles Bik( f(x1)) est isomorphe au sous-espace de K[el(xl)]
des polynémes & une seule variable e;(x) de degré total plus petit ou égal & m.

Puisqu’on considere £ > 1, on écrira :
e1(x;) ;=i + Tig + -+ + Zin, pour i tel que 1 <7 <,

On sait déja que

ml!
(m—k)!

En général, si k = (ki,...,ks) € N¢ est tel que |k| = m on a vu déja (voir formule 2.6)

e1(x;))™ %, Vitel que 1 < i<,

B (f(x:)) =

que

m)!
EgllEgzl (x1) = T ceq(x1)Frer (x2)k2 - - €1 (x0)",

Aussi, avec les opérateurs de polarisation Ez(”}c) on obtient :
ER (f(x1)) = ex(xs) - ex(x1)* 7.
Par exemple,sik > p+qona:
EY B (f()) = ex(06)? - ea(ca) 777

Eﬁ,ql)Eng (f(xl)) = e1(xr) - e1(xs) - e1(x1)F P,

En résumé, on a démontré que

{e8(X) : aeN, 0< Ja < d} S Mg
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En fait, au lemme (2.3.1) on va demontrer que ’ensemble ci-haut est une base homogene

de Meil'

On peut démontrer en général que si ax > p alors,

ak!

BR(&{X)) = ——eB(X),
z,k(l( )) (ak_p)‘ 1( )
ou b= (b1,...,by) tel que
a; sij#ketj#i,
bj= a; +1 j=1, 5
ar—p j=k.

si ax < p alors Ez(i) (e?(X )) = (. Alors, on en conclut aprés calcul que
Me71'n =Py (K . eT(xl)) = Kem [el(xl), e1(x2),..., 61(Xg)], Vi>1

Car, on va montrer au chapitre 4 que pour chaqué vecteur d € N¢ tel que 0 < |ld| <m

P’ensemble By suivant :

Ba = {e1(x1)% -+ e1(x0)%} C Mem.

est une base linéaire de la composante homogéne Vg := Mem N R,(f)d, on voit, donc,

directement, comme annoncé que :

m

: ¢ £+ m
dim (Me’{‘) = Z (()) = ( o ), pour tout £> 1.

i=1
Finalement, pour vérifier la formule 2.18 on doit seulement observer que pour tout
vecteur d € N, le G,-caractere de la composante homogene V4 est égal & 1, pour toute
permutation o € &,. Toutes les affirmations faites ci-haut seront démontrées plus tard

dans ce chapitre (voir la section 2.3). B




Polynémes harmoniques diagonaux : M(Azl(x)

ph,k(axa 6}’) = Z 63’?3?};0,

j=1
L’espace vectoriel D, des polynémes harmoniques diagonaux est défini comme

suit :

Les opérateurs différentiels associés aux polynémes somme de puissances diagonales sont
Do = {f(x,y) € RD | pos(0%,0y)(x,y) = 0, ¥(h, k) : h+k >0},
I

A P’année 1994, M. Haiman a démontré (voir [14]), que ’espace Dy, est fermé par 1’action
des opérateurs de polarisation Ej := ?:1 yja%. Aussi, en [14] il a conjecturé que
espace My, pour f(x) = Ap(x) et £ = 2, coTncine avec Dy. Plus tard, en 2002, il a
démontré cette conjecture (voir [17], théoréme 4.1, p.396). Ce théoréme affirme que le

déterminant de Vandermonde A, (x) engendre ’espace D, comme module sur I’algébre
el

5 mn,El,...,En_l]. De plus, M. Haiman a montré que la

des opérateurs C [6—27, s

caractéristique de Frobenius de D,, est donnée par (voir [17] p.392.).
Dn(g,t,w) = V(en(w)).

ol V est 'opérateur nabla de la théorie de polynémes de Macdonald (pour plus
de détails sur les polynoémes de Macdonald, voir [3]). En particulier, il est remarquable
que |

dim (Dy,) = (n+1)" 1.

Polyn6émes harmoniques trivariés : Mfl(x)

M. Haiman a conjecturé (voir [16]) que ’espace Mgl (x) coincide avec I'espace de poly-

némes harmoniques diagonaux trivariés (voir [14]) :

DY = {f(%,5,2) € R | papc(8%,0y,02)f(x,y,2) = 0, ¥(a,b,c) : a+b+c>0},



i

et que sa dimension est

dim (D,(f)) =P (n+ "2

®

Polynémes harmoniques multivariés : M~ (x)

Plus généralement, F. Bergeron (voir [4]) considére ’espace DY de polynémes harmo-

niques multivariés avec £ quelconque, pour lequel il conjecture que :
¢ (¢
D1('l) = MAL (x)°

il conjecture de plus une forme universelle pour la caractéristique de Frobenius gra-

duée 'Dg) (q,w), & savoir :

DO (q,w) = Z Zb'\’l‘ su(q)sa(w), avec by, € N.
Mn opo

ou par théoréme de F. Bergeron les multiplicités by , ne dépendent pas de £, et le nombre

de parts dans p est au plus n (pour plus de détails voir [4]).

La structure algébrique des modules de polarisation

Les résultats exposés dans cette partie sont classiques, et on peut consulter[24, 20])
pour plus de détails. Le but est de décrire la structure des espaces vectoriels My pour
n’importe quel polynéme homogene f(X) € Rg ) en expliquant le lien entre le pro-
cessus de polarisation et I’action droite du groupe GL,(K) (voir 1.28). Une propriété

caractéristique des opérateurs de polarisation (lorsque p = 1) est la suivante :
Remarque 2.1.3 (voir [24], p. 83). Soit V un sous-espace homogeéne de R ). Les
affirmations suivantes sont équivalentes :
1. V est fermé par des opérateurs de polarisation E;; = Z;;l Zi;0kj,
2. V est fermé par l'action (& droite) du groupe GL;(K), c’est-a-dire, ’action
f(X) — f(MX), pour toute M € GLy(K).

Pour plus de détails sur la propriété 2.1.3 voir le livre de Claudio Procesi [24], a la page

83. Aussi, on peut démontrer cette équivalence 2.1.3 (voir la proposition 7.4 dans [20]
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a la page 78.) en utilisant les matrices u;;(t) € GLy(K) (qui sont des générateurs du

groupe GL,(K)) définies comme suit :

uii(t) = I,

£xe

+t-ey, (avect# —1sii=j),

ol e;j; est la matrice ayant 1 dans la position (7, 5) et zéro ailleurs. Finalement il nous
reste & considérer I’équation suivante (voir la formule 2.2 ) : :

d; "
f(uij(t)X) = f(xl,x2,4.. -y X4 i 7, < .,Xg) = ZEX? (f(X))t_. e Mf;

r=0
et donc comme les matrices u;;(t) engendrent le groupe GLy(K) alérs f(IMX) € My,
pour toute matrice M € GLy(K). Donc, pour n’importe quelle famille homogene F 1’es-
pace vectoriel Mg est un GLy(C)-module. Aussi, les identités 2.14 et 2.13 impliquent
que : Por tout ensemble F' des polyndmes homogenes &,-stable le module de polarisa-

tion MFp est un &,-module avec I'action diagonale du groupe &, sur ¢ m

Les modules de polarisation Mp sont &, x GL,(K)-modules

On sait que ’action de &, commute avec 'action de GLy(K) et on a donc,

Proposition 2.1.1. Les modules de polarisation Mg sont des &, x GLy(K)-modules

avec ’action linéaire & gauche :

(0, M) f(X):= (0 f)(M'X), Vo € &y, VM € GL,(K).

La proposition 2.1.1 implique (voir la formule 1.42) qu'’il existe des nombres by, € N

tels que :

Mp(q,w) = Z Z by su(q)sa(w), avec by, € N. (2.19)
Abn |u| <deg(F)

olt deg(F) := max{deg(f)|f € F} . De plus, £(u) <n (voir‘ [4]).
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Exemples

Ici on donne des exemples spécifiques d’espaces engendrés par polynémes symétriques
homogenes. En calculant explicitement une base linéaire, on trouve que?, la forme uni-
verselle (c.-a-d., indépendante de £) de la caractéristique de Frobenius des espaces sui-

vants :

Exemple 2.1.3. Prenons f(x) = mg;(x) avec £ > 1 quelconque. Alors, pour chaque

n > 2 on a la formule :

My (q,w,n) = (14 s1(q) + 252(q) + 53(Q)) - $a(W) + (s1(q) + 52(q)) - 8n-1,1(W).

Exemple 2.1.4. Pour ¢ = 2 et n = 2 on consideére le polynéme symétrique homogene
F(@11, 12) = pa1(11, 712) = 23 + 231212 + Toz11 + 7y,

et il s’avere qu’une base homogene de I'espace My est ’ensemble formé par les poly-

némes suivants :

Bg-:={1};
B o) == {65 f, 0120111},

B,y = { End%, f, Endi20nf},
B(a,0) := {011 ], O12f, Eﬁ)f},
By, = {E2n1011f, Endiaf, E21Eg)f},
By = {E5011f, B 012, bo Wil B
B = {f},

B,y = {Eaf}

B,z = {E%f}

- By = {E3 f},

2. On a construit pour ceci un ensemble d’outils en Maple pour effectuer ces calculs automatiquement.
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Observons que ES)( f) € My, n’est pas combinaison linéaire des dérivées H1(f),

d12(f). On a donc, pour £ =2 et n = 2 que

Mp,, (q,w) = (1+ s1(q) + 2 sa(a) + s3(q)) - s2(w) + (s1(q) + s2(q)) - s1,1(W).

Exemple 2.1.5. On considére £ = 1 et n = 4 pour f = p21(x1). Une base de I’espace

Mp,, est I’ensemble suivant

Bo = {1},
By := {811012(f), 011013(f), 811014(f), O12013(f) },
By = {011(f), 812(f), 813(f), ua(£) },
Bs = {f},

dans ce cas, on trouve que le polyndome Ef‘l))( f) est combinaison linéaire de la base Ba

(en général, ce phénomeéne arrive pour tout £ > 1.) car
ED(f) = 8uf + 8iaf + Biaf + Buf,

on remarque que, dim (R{c’)uf, O1af, 013 f, O14f, E@(f)}) =4, et on a donc, pour{ =1

et n =4 que

Mp,, (g, W) = (1 + s1(q) + 1 52(q) + 53(q)) - 54(W) + (51(q) + 52(9)) - 53,1(W).

Plus tard, on démontrera (voir théoréme 2.2.3) que la derniére formule est valide pour
tout £ > 1 avec n = 4. Plus précisément, on verra que le polynéme f(x;1) = po1(x1) avec

n > 1 quelconque et £ > 1 quelconque

1. Sin # 1,4 la caractéristique de Frobenius gradué de M,,, est :

Mpy (@, w,n) = (1+51(q) +2-52(a) +53(a)) - (W) + (s1(a) +52(q)) - 5n—1,1(W),

2. Lorsque n = 4 et £ > 1 quelconque, le résultat est différent, on obtient en effet

Mp,i (@, w,4) = (14 51(Q) + 1 52(q) + 53(q)) - 54(W) + (s1(q) + s2(a)) - s3,1(W),
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la différence est donc de ”1” dans la composante s2(q)sa(w).

3. Ce phénomene se produit aussi dans le cas f = pg1,1,...,1. Par exemple, prenons

'espace Mp,,,. Dans ce cas, si n # 1,5 alors, la série de Frobenius est

My (9, w,n) = (1451428942534 591 +54) -5n (W) +(51+52+511453)80-1,1(W),
par contre lorsque n = 5, on a la formule : |
Mo, (a4, w,5) = (145142824 1534521 +54) - 55(W) + (514 52+ 511+ 53) - 54,1(W).
ce phénomeéne est appelé une 5-exception.

2.2 Théorémes principaux

Dans cette section, on décrit certains résultats de ce travail (les preuves viendront & la
section suivante). On rappel que e$(X) := ey (x1)% - - - e1(xg)%, pa(X) := i1 w‘f; :I:Z‘J,

€a(X) = 2o st 1Bt} 2{1:810] 1£-10)1=ai, vielg } [Loe (o) Un premier résul-

tat important est :

Théoréme 2.2.1. Soit d > 1 un entier. La caractéristique de Frobenius graduée des
modules de polarisation engendrés par chacun de polynémes e‘li, pq et eq sont les formules

(indépendantes de £) suivantes :

q,w) Zs, q) | sn(w)..

d—1
Mpd q, W) Z 3_7 q) Sn W) = 8j (q) Sn—1,1 (W) (220)
j=1
d/2] [d—i
Me,(q,w) = Z Zs, Sp—ii(W).
=0 j=i

on peut aussi étendre ce résultat aux polynémes diagonalement symétri.ques e‘li(X s

pd(X), et eq(X) obtenus par polarisation des polynémes symétriques e‘li, P4 €t eq. Aussi,

en utilisant la regle de Pieri on peut vérifier que les formules du théoréme 2.2.1 s’écrivent
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comme une somme & coefficients naturels des produits des fonctions complétes homo-

geénes hy(q)hy(w).

Corollaire 2.2.1. Soient m € Nt et d € N’ tel que |d| = d. Alors, pour les polyndmes
diagonalement symétriques e$(X), pa(X), et eq(X) on a

Mea(q,w) = (Zh q)) b (W). (2.21)

m m—1
Mpd (q, W) = Z hj (q)) Sn(W) + Z h](q)) Sn_]_,l(W) (2.22)
=0

j=1

fl

d—1
(14 ha(q) ) hn(w) + (Z h; (fD) hn—-1,1(W). (2.23)

j=1

lm/2] [m—i
Mey(q,w) = Y (Z 8:‘(Q)> Sn—i,i(W) (2.29)

=0 j=i
L=

= Z hn—z i W) h Q) g Z b d+i, d—z(w) hi ( (2'25)
=0 i=[2]+1

(2.26)

Pour n’importe quel polynéme symétrique homogene de degré 2 on a le théoréme général

suivant :

Théoréme 2.2.2. Soit f(x;1) un polynéme symétrique homogene de degré 2 & n va-

riables X1 = Z11, %12, ..., Z1n. Supposons que f(x;) est de la forme suivante :
f(x1) = a-ma(x1) +b-my,1(x1),

la caractéristique de Frobenius de My est donnée par :
(14 h1(q) + h2(a)) « hn(w) si [a:b] =[1:2],

My(q,w) {
(1+ h2(q) ) ha(w) + ha(a) ha—12(W) sinon.
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Corollaire 2.2.2. Si f est un polynéme diagonalement symétrique homogéne de degré
total 2, on a que le module associé My, est isomorphe au module associé & un de deux

polynomes suivants p?, po.
Pour les modules de polarisation engendrés par des polynémes homogénes de degré 3
on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2.3. Soit f(x;) un polynéme symétrique homogéne de degré 3 4 n > 3

variables. Supposons que f s’écrit dans la base monomial comme
f(x1) = a-ma(x1) + b ma1(x1) + ¢- man(x1),
alors, caractéristique de Frobenius de I'espace M est donnée par la régle suivante :

Mg(q,w)
(14 hi(a) + ha{a) + hs(q) ) - hn(w), si [a:b:c] = [1:3:6],

(1+ hs(q) ) - hn(w) + (ha(a) + h2(q) ) hn—1,1(W), si [a: b: ¢ satisfait
léquation 6a(2b+ (n — 2)c) = 4(n — 1)?,

| (14 ha(@) + hs(@) ) an(w) + (ha(a) + ha(a) Yhn-1,1(w), si [a: b: ] sinon,
Corollaire 2.2.3. Si f est un polyndéme diagonalement symétrique homogene de degré
total 3, on a que le module associé My, est isomorphe au module associé & un de trois

polyndmes suivants p3, p3 ou hs.

Les résultats ci-haut nous donnent le début pour trouver une classification compléte des
modules M associés & n’importe quel polyndéme symétrique et homogene f selon son

degré.

Exceptions

Dans cette partie on introduit la notion de n-exception (voir la définition 4) qui nous

permet de préciser complétement la classification des modules de polarisation engendrés
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par un polyndéme symétrique homogene de degré 3. Le théoréeme 2.2.4 nous aidera &
comprendre que la multiplicité du module irréductible correspondant & sa(q)sn(q) dans
la décomposition de My ne peut prendre que les valeurs 0,1 ou 2, pour n’importe quel

polynéme symétrique homogene f de degré 3.

On note par [a : b] un point dans la droite réelle projective RP' et pour un point dans
le plan projectif RP? on écrit [a :b: c]. Les polynomes symétriques homogenes de degré
d, sont identifiés avec des points de I’espace réel projectif RPP (d)'l, dont les coordonnées

homogenes sont les coefficients du polynéme dans la base monomial {my(x;) : A+ n}.

Par exemple, lorsque d = 2, le polynéme symétrique homogene f de degré 2 s’écrit sous
la forme f(x1) = a-ma(x1)+b-my1(x1) il est donc identifié avec le point [a : b] € RP!.
Lorsque d = 3, le polyn6éme f(x1) = a - mg(x1) + b ma1(x1) + ¢ - my11(x1) est identifié
avec le point [a:b:c| € RP2. Si f(x1) est symétrique et homogéne de degré 4 on peut

’écrire sous la forme :
f(xl) =ai-m, (xl) taz-mg, (xl) tas- mz,z(xl) tag-m,,, (xl) +tas My 11, (xl);
et on lidentifie avec le point [f] € RP* défini comme :
[f] :==la1:a2:a3:a4: as).
Notez qu’on 'a ordonné les fonctions monomials selon la longueur du partage associé.

En général, si le polynéme symétrique homogene f de degré d s’écrit dans la base

monomiale comme

: = Zaxmx

A-d

P’on l’associe le point [f] € RPP)~1 donné par :

[f] = [a’d POy g P8y 90t Qg g et al,l,l,---.l]'

Avant donner la définition de n-exception pour degré 3 on doit regarder les deux

exemples suivants pour motiver la définition.
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Les n-exceptions pour degré 3

On rappelle que R [81 qihet sy Bl s E&) (f )] dénote 'espace vectoriel réel engendré par
les polynémes 11 f, . .., O (f), Eg’zl) (f)- Pour comprendre la définition de n-exception
de degré 3 on doit tenir en compte le théoréme 2.2.4 suivant qu’on démontrera a la

section 2.3.

Théoréme 2.2.4. Soit f un polynéme symétrique homogene de degré 3 4 n > 3
variables z11,...,Z1,. Supposons que f n’est pas un multiple scalaire du polyndéme

p3(x1). Alors,
din (R[11,..,01n(f), BXL(F)]) 2

autrement dit, la dimension du sous-espace de R[zi1,...,Z1,] engendré par les poly-

némes O11(f),. .., 81n(f),E§?1)(f) est au moins n.

Définition 4. On dit qu'un polynéme symétrique homogene f est une n-exception si

la dimension du sous-espace engendré par 911(f), ..., O (f), Eﬁ) (f) est n, c’est-a-dire,

dim (R[au(f),...,am( e (2’(f)])

Définition 5. On dit le point [a : b : ¢] € RP? est une n-exception (de degré 3) si le

polyndéme symétrique homogene correspondant est une n-exception.

Observons que :

1. [a sbe c} = [1 i3 :‘6} si et seulement si f est un multiple scalaire du polynoéme
symétrique p? et dans ce cas on sait que 811(f) = = Bl i = Eﬁ)( 2l =
d-p%1, on a donc, dim (R [011(f), - > Bun( ), Efl)(f)]) =

2. Si [a o b c] £ [1 =3l 6] n’est pas une n-exception alors le théoreme 2.2.4
implique :

im (R[Ou(f), - Bun(F), B ) =n+1.
Exemples de n-exceptions de degré 3

1. [o:0: 1] est une 2-exception si o # 0.




10.
11.
12;
13.
14.

15.

fa: &:
@:b:

[1:—1:2] est une 4-exception.

: 8] est une 2-exception pour tout s € R.
:¢]=1[0:0:1] (f = kes), est une n-exception pour tout n > 2.
:¢]=[1:0:0] (f = kps), est une n-exception pour tout n > 3.

:¢] =[2:—3:12] est une 3-exception.

c| = [3:3: —2] est une 3-exception.

c]=[1:1:0] (f = pa1), est une 4-exception.

[16 : —12 : 21] est une 4-exception.

[9: 21 : 28] est une 4-exception.
las b
a2 B
o B
b
laz B

c] = [4:—3: 4], est une 5-exception.

c] =[5:—3:3], est une 6-exception.

c] =[10: —5 : 4], est un 7-exception.

¢]=1[0:1:0], (f =m,,) n’est pas une n-exception pour aucun n > 3.

c]=[1:1:1], (f = hg) n’est pas une n-exception pour aucun n > 3.

Remarque 2.2.1. On va démontrer 3 la section 2.3 que

1. Les 2-exceptions de degré 3 sont tous les points [a : b: ¢] € RP? tels que b= 0 et

2. Pour n > 3 le point [a : b: ¢] € RP? est une n-exception si et seulement si

Dans ’appendice B on trouve la table B.7 avec les équations des n-exceptions ou n est

compris entre 3 et 42. Avec J. E. Blazek on a trouvé une formule générale pour les

ac # 0.

[a:b:c]#[1:3:6] et 6a-(2b+(n—2)c) =4(n—1) b

Tableau 2.1: n-exceptions lorsque 3 <n <7

3a(2b+ c) = 4b°

a(b+c) =b*

3a(2b + 3¢) = 8b°

3a(b + 2c) = 5b°

n=3

=4
n=>5
n==~6
n="7T

a(2b + 5c) = 4b°




86

coeflicients (apres simplification) des équations dans cette table, pour n’importe quelle

valeur de n :

Proposition 2.2.1. Soient a, b et ¢ trois nombres réels. Alors, le point [a : b : ¢c|] € RP?
est une n-exception si et seulement si n, a(n,b+n,c) = n,b? ot les entiers n, (dépendant

de n) sont donnés par les formules suivantes :

g (1) = m, n,(n) =g.cd.(n+1,n—1),
n—2 sin est impair, W_—ll,ﬁ) si n est pair,
O B
sl n est pair. =g si n est impair.

Exemples de n-exceptions en degré > 4

1. Le polyndme po;11 est une 5-exception.
2. Le polynoéme 5my + 14m31 + 21 mag + 28 ma11 + 35m1111 est une 11-exception.

3. Plus généralement, on croit que, pour tout d > 3 le polynéme pgp‘li_2 est une

(d 4 1)-exception. Cette affirmation a été vérifiée jusqu’a d = 6.

La condition précise pour qu’un point [a: b: c] € RP? soit une n-exception est donnée

dans le théoréme ci-bas :

Théoréme 2.2.5. Soient a, b et ¢ trois nombres réels et n > 2 un entier. Alors, sin > 3

le point [a:b:c| € RP? est une n-exception si et seulement si
[a:b:c]#[1:3:6] et 6a(2b+ (n— 2)c) = 4(n — 1)b%

Sin=2,lepoint [a:b: c| est une 2-exception si et seulement si b =0 ou b = 3a.
2.3 Démonstrations des théorémes principaux

On présente ici toutes les preuves des résultats (théorémes obtenus) dans ce travail.
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Preuve du théoréme 2.2.1

Posons f(x1) = e1(x1)™. On écrit le module Mem comme suit :

Mep = P Va

deN¢

ou Vq:= Mefln N ’Rfﬁi. Pour chaque d € N¢ on note par By une base de la compo-
sante homogene Vy. Les lemmes suivants nous serviront pour démontrer que Mep est
isomorphes a l’espace des polyndémes & ¢ variables de degré plus petit ou égal & m, en
symbole :

Mer = Kem[er(x1), e1(x2), ..., e1(xe)], V&> 1.

Lemme 2.3.1. Soient £,n,m € N. Une base homogene de I'espace vectoriel Merm est

I’ensemble B donné par :

B:={ei(x1)® -+ ex(xg)® | 0 <dy+---+dp <m}.

Démonstration. Par le lemme 2.1.1 on montre que B C M car
er(x1)® -+ e1(x0)% = e}(X) = E¢ (el(xl)m),
pour tout vecteur d € N¢ tel que |d| = m.
B:= {el(xl)dl cer(x)®[0< dp+-o-+dp < m} = {e2(X) : ae N, 0 < |a| < m}.

Donc, B C My et aussi K [B] € M. Car M; est fermé par dérivations on a que :

{1,e1(x1), ..., e2(x1)™F, ea(x1)™} S My.

Ensuite on prend les d-polarisations E9 de ’ensemble {1, e1(x1), .. .,e1(x1)™"L, e1(x1)™}
et on obtient

B:= {e‘f(X) :a€N£,0§|a|§m} € M.

On peut montrer que K [B] satisfait les axiomes de la définition des modules de polari-

sation :
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1. f(x1) € K[B],

2. K [B] est fermé par symétrisation, car tous ses éléments sont de polynémes dia-

gonalement symétriques.

3. L’espace K [B] est fermé par dérivations et polarisation (voir I’exemple 2.1). Alors,
M est contenue dans K[B] car My est le plus petit espace qui satisfait les
axiomes (1)-(4) de la définition de M. Donc, B est un ensemble de générateurs

de Mjy.

Dans B, il n’existe pas un couple de polynémes ayant le méme multidegrée et ceci
implique qui B est linéairement indépendant, parce qu’on considére les projections sur

chaque composante homogene (par rapport au multidegré dans N¢ ). O

En utilisant le lemme 2.3.1 on peut immédiatement démontrer le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.1. Pour tout vecteur d € N* tel que 0 < |d| < m, une base de la
composante homogéne Vg de multidegré d := (dy,...,ds) de 'espace Mem est donnée
par ’ensemble suivant :

Bd = {el(xl)dl Liap el(Xg)d!}.

si |[d| > m alors Bg = @.

On a donc, que pour chaque vecteur d € N on écrit la composante homogene de

multidegré d de I’espace M¢m comme suit :

e MepNRY, si0<|d<m,
4 1%} sinon.

par le lemme 2.3.1 pour chaque d € N tel que 0 < |d| <m D’ensemble
Ba := {e1(x1)® -+ e1(xg)%}

est une base de Vg4 formée seulement par polynémes diagonalement symétriques et ceci

implique :
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Lemme 2.3.2. La valeur du caractere gradué de la composante homogeéne V4 de I’espace

Mem est donné par :

1 si 0<|d|<m,
XVd(O')—: , VUEGn,

0 sinon.
alors, le caractere gradué du Gp-module Mem est :
m
XM,,,ln(ff,M) = Zhj((]), Yo € G,.
j=0

ol M est une matrice £ x £ avec valeurs propres q = (g1, .. .,qs)-

Démonstration. Comme chaque élément dans la base homogene est diagonalement sy-

métrique, on a que pour tout o € &, le caractére vaut :

= Y g9X)

9(X)  g(X)€Ba

Xy,(0):= D (o-9)(X)

9(X)€eBy

= Y. l=|By=1

9(X) 9(X)eBq4

Aussi,

Kmp@)= Y Xn@a'= ) a'=) k), Yoe6n

0<|d|<m 0<|d[<m j=0

Calcul de Mer(q,w)

Soit f(x1) = e1(x1)™. On veut montrer que la caractéristique de Frobenius de I’espace

Mg (& n variables) est donnée par :

Mep(a,w) = (1+51(q) + - - + 5m(q) ) sn(W).

En effet, par définition la caractéristique de Frobenius graduée est :

Me’l"(q7w) = Z (% Z XVd(G) Dy (W)) qd

denNt " o€,
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par Lemme 2.3.2 on a que :

1 si 0<|d| <m,
XVd(o'): 3 VUGGn,

0 sinon.
on peut écrire alors,

Mer(q, w) = Z (% Z XVd(U) p,\(u)(w)> q¢ = Z (% Z p,\(a)(w)> q¢

0<|d|<m \' 0€Gn 0<ldi<m \ T o€,

=1 2. (%Z pm,)(w))z > 5i(@) | sa(w). ®
j=0

0<|d|<m geBy

En particulier, ceci implique que la série de Hilbert de Mem est donnée pa.r ;

Men(q,n) =1+ s1(a) + s2(q) + -+ + sm(a)-

Comme conséquence du lemme 2.1.1 on obtient que pour tout £ > 2 et tout vecteur

d € Nt tel que |d| = m on a I'égalité :

.Mein == M e?-
Le module engendré par le polyndome pp,(x)

Soit f(x1) = pm(x1) := 27} + - -+ 2T5,. On écrit 'espace My comme somme directe de

ses composantes homogenes Vy

Mym = P Va,
deN¢

ou Vg :i=M,p, N R,(ﬁ )d' On veut montrer que la caractéristique de Frobenius graduée

de I'espace My est :

m m—1
My (@ w) = [ si(@) | sn(w) + | D 5i(@) | sn1,1(w).
=0 3=1

Lemme 2.3.3. Soit pm(x1) := 2} + -+ + z{4. Une base homogéne pour M,,, est
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donnée par I’ensemble :

B={p,(X):beN, |b|=m}| J{X? :1<j<n,aeN,0<]|a| <m},

Démonstration. On utilise le lemme 2.1.1. Voyons que si b € N est tel que |b| = m
n

alors, pp(X) = Zx? i'L‘eJ € My, car po(X) = EP(pm(x1)) = EP(f), c’est-a-dire,

Zm zbt = (ngl -0 B (f).

Pour les mon6émes de la deuxiéme partie de la base, on sait que f = zT} + --- + 2T},
appartient & M et donc, n'importe quel monéme w’f j € My pour tout 0 < k <m (on
utilise axiome (iii) ), et donc tout monéme de la forme z77 .. zej tel que a1+ +ap <

m sera dans M, parce que si on appelle k = a1 + - - - + ay, alors (voir, [19] p.149) :
X3 =afh...ap =k (E o B3) (af) € My,

ceci implique

B={pp(X) :beN, b|=m}| J{X?:1<j<naeN,0<|a|<m-1}C M.

On voit que My C K[B], car K[B] est fermé par dérivation et polarisation et contient
le polynéme f = pm,(x1). Tous les polynémes dans B ont multi-degré différent, donc B

est linéairement independant. O

Corollaire 2.3.2. Une base pour chaque composante homogene Vg de ’espace vectoriel

M est donnée par la regle suivante :

{pa(X)} si |d|=
Bg =
{x§ :1<j<n} s 0<|d<m.

Lemme 2.3.4. Pour f(x1) = pm(x1). Soit V = M/ alors, pour chaque entier positif
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m, on a que le caractére multigradué de V est donné par :
1 si d=0 ou |d|=m

|Fix(0)] si 0< |d| < m.

Démonstration. Soit d € N¢. On a trois cas :

1. Si ‘d‘ = m alors la base By est formée par un seul polynéme diagonalement
symétrique et comme dans la preuve du lemme 2.3.1 on obtient de(a) =1

pour tout ¢ € G,,.

2. 8i 0<|d|<m alors X ,
0 sinon.

B {1 si o(j) = j,
X

= [Fix(e)] = X"(0) + X" (o)

d
X;

XVd (o) = Z o)

Calcul de My, (q,w)

Soit f(x1) = pm(x1) == 2% + - + 2T}, et n > 2. Alors, la série de Frobenius de I’espace

M,,,, est donnée par :

m ’ m—1
My, (9, w) = Z si(Q) | sn(w) + Z 5i(q) | sn-1,1(w), n>2.
Jj=0 j=1

En effet, par le Lemme 2.3.3 une base de l'espace M est donnée par la régle suivante :

{pa(X)} si [d]=m
Biy=
{x3 :1<j<n} s 0<|dl<m.

on a, donc que la série de Hilbert est :

m—1

My(q) = Z qd + Z n-qd + 1= hp( )+n-Zhj(q)+1
j=1

|d|=m 0<|d|<m
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et pour la série de Frobenius, on utilise Lemme 2.3.3 et le Lemme 2.3.4 comme suit :

My, w):= ) (% 3, de(U)P,\(a)(W)) q¢

deNnt T 0EGR

={1+ ) o (% 5. P,\(a)(W)> + Y (% 3 |Fix(0)|P,\(a)(W)>

'd|=m [ 0€Bn 0<‘d|<m €6y
m m—1
= hi(@) | - sn(wW)+ | D Bi(@) | - spo1,1(w). B
7=0 Jj=1

Comme conséquence du lemme 2.1.1 on obtient que pour tout vecteur d € N¢ tel que
’d| =m on a Pégalité :

Mpm = Mpd'

Ceci implique le résultat suivant :
Corollaire 2.3.3. Soit d € N¢ tel que |[d| = m. On a que

Mpa(@) =1+n-hi(q) +n-ha(a)+: - +n-hm-(a) + hm(a),
pour n’importe quel £ > 1.

Le module engendré par polynoéme e (x)

Le but de cette partie est de démontrer que la série de Frobenius de ’espace associé

au polynéme symétrique élémentaire en,(x1) et ses ¢-polarisations (£ quelconque) nous

donne
lm/2] [m—i
M., (q,w) = Z Z sj(q) | Sn—ii(w), pour tout m > 1.
=0 \ j=i

Par lemme 2.1.1 on a, pour tout d € N¥ tel que [d| = m, I’égalité :
Med = Mem .
Lemme 2.3.5. Pour toute permutation ¢ € &, les polyndmes e;(Y") satisfont I'identité :

o -e(Y) =elo(Y)).
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Le lemme 2.3.5 est un cas particulier du prochain lemme 2.3.6, on donne donc seulement

la preuve de celui.

Lemme 2.3.6. Pour chaque o € &, les polynémes eq(Y) satisfont I’identité suivante :

o-eq(Y) =eqa(o(Y)). (2.27)

Démonstration. Comme o est injective on a que o : B — ¢(B) est bijective et donc,

|B| = |o(B)|

coea¥)= Y > I zm.00

{Bey| 1BI=ld} { £:B-10)] 152 ()1=as, vielg } °P

- Z Z H Tie=He)he

{o®)Co)| l0(®)\=IBI=ld} { :B-{a| 15-1()|=d:, Viclq } ¢ (B)

= Z Z H Lg(c)e = ed(o(Y)).

{o(B)Co™)| 10(B)I=IBI=ld|} {g:0(B)1| lo2(5)|=ds, vie[g } «€7(B)
la derniere égalité est vraie, car on fait le changement de variables g = foo ™! et on a

que d; = |f71(5)| = lo(f (@) = g7} (). O

Lemme 2.3.7. Soient m et n deux entiers positifs tels que n > m. Soit X = {1,2,...,n}.
Pour chaque entier 7 tel que 0 < i < m, on définit, le sous-espace vectoriel V; de R,
par :

Vi =K[e; (X\T)| TC X, |T|+i=m),
c’est-a-dire, V; c’est K-espace vectoriel engendré par les polynoémes e; (X\T) tels que
T C X et |T| + % = m. Alors, pour chaque entier ¢ une base linéaire B; pour l’espace

vectoriel V; est donnée par la régle suivante :

1. Si 0<i< EJ,alors:
Bi={ei(X\S)| SCX, |S|+i=n},
2. Si [%J<i§m,alors:

B = {e(X\T)| T C X, [T| +i=m},

T T I T I ST - T TSPV o T B P
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en particulier,

(’;) si 0<i <[],
dim(V;) =

<mn_ Z) si |2]<i<m.

on a aussi, dim(V;) = dim(Vp,—;) pour tout entier 7 tel que 0 < i < m

Démonstration. Premier cas : On remarque d’abord que ’ensemble suivant
{ei(X\S) |SCX, |S|+i= n},

est linéairement indépendant, car il est formé par des mondmes distincts. Il reste &

montrer deux propriétés :
(P1) Si 0<i<|%] alors {e(X\S)|SCX, |S|+i=n}CV,
(P2) {e(X\S)| SC X, |S|+i=n} est un ensemble de générateurs pour V;.
Alors, pour chaque entier positif 7 tel que 0 < 27 < m et tout sous-ensemble T" tel que

T|=m—iona:

e;(X\T) := . ei(B) = > ei(X\9),
{B: Bcx\T, |B|=i} {s: TC5, IS|=n—i}
on a montré donc la condition (P2) puisque :
ei(X\T) = Z ei(X\S).
{s: TcS8, |S|=n—i}

Pour montrer la condition (P1) on écrit : Soit T tel que |T| =m —1i

ez(X\T) = Z :BX\T,X\S : e‘l(X\S)

{8CX :|8]=n—i}
ot [ est la matrice de format (m z) e (z) définie par :

_J 1 siTCTE, - 1.1 g XWEXNE,
Brvr.s = 0 sinon. |0 sinon. = %x\sxar

et indexée par sous-ensembles de X de cardinalité n — m + ¢ pour les lignes et par
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sous-ensembles de X de cardinalité n — 4 pour les colonnes. Ici |T|=m—1, |S| =n—1,

|T'| < |S]. Comme on a les conditions suivantes :
| X\T|+|X\S| = n—(m—i)+(n—(n—¢)) = n—m+i+i =n—m+2i < n, car 0 < 2 < m,

| X\S| < |X\T| car i <n—m+1i carm <,

on a donc (voir [26] p.222.) :

(i) La matrice ap,

:{1 PEG,

“re 0 sinon.

indexée par des sous-ensembles P de X de cardinalité 7 pour les lignes et par des
sous-ensembles @) de X de cardinalité n — m + ¢ pour les colonnes est de plein
rang.

c’est-a-dire :

1 P2Q,
ﬂp,Q:{O =

(ii) La matrice B, , = o, .,

sinon.

est de rang plein (voir [26] p.222.).

Alors, comme f3, , est de rang plein et par 'unimodalité des coefficients binomiaux on

rang(8) = (7) < (")

n
alors, on sait qu’il existe une matrice de format (2> X (mn ) telle que :
—1

a

=1

c’est-3~dire, pour chaque sous-ensemble S de cardinalité n — 4 on a que :

ei(X\S) = Z Yavsoone * GXNT).
{r: \Tj=m—i}

alors, on a montré la condition (P1).

Deuxiéme cas : Supposons que | 2| < i < m. Il faut montrer seulement que I’ensemble
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suivant :

{e(X\T)| T C X, |T|+i=m)

est linéairement indépendant si m < 2{ car par définition celui-ci est un ensemble de
générateurs de V;. En effet, supposons que m < 2i¢ alors, on va montrer la condition

suivante :

Z Ar - ei(X\T) = 0(x), implique Ar =0, pour tout T tel que |T|+i=m,
{r: |T|1=m—i}

En effet, par définition, €;(X\T) = Z H b, alors,
{B: Bcx\T, |B|=i} b€B

0x)= > I > [IE

{7: |T|=m—i} {B: Bcx\T, |B|=i} b€B

> > el

{r: \T}=m~i} {B: BCX\T, |B]=i}  b€B

- Y T D

{B: BI=i} {T:Tcx\B, |T|=m—i} €B
S 2 M| ]]e
{B: 1B|=i} \{T:Tcx\B, [T|=m—i} beB
on voit que pour tout B C X le produit H b est un monoéme dans R, alors, comme

beB
tout ensemble de mondmes distincts est linéairement indépendant on a que pour tout

sous-ensemble B de X :

> A =0, VBCX,
{r:Tcx\B, |T|=m—i}

; n n
Soit €, la matrice de format (z) X (m z) telle que :

g | S = 4
PR 71 0 sinon. '’
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indexée par des sous-ensembles P de X de cardinalité n — 7 pour les lignes et par des

sous-ensembles @@ de X de cardinalité m — ¢ pour les colonnes. Alors, on a que :

¥ o B A =0, NB L X,
{r: |T}=m~i}

La matrice €, est de rang plein, car elle est la transposée de la matrice de rang plein

)

.p indexée par des sous-ensembles P de X de cardinalité n — i pour les lignes et par

des sous-ensembles @ de X de cardinalité m — ¢ pour les colonnes et telle que :

5 1L AgLCF
QP =10 sinon.

La matrice §, , est de rang plein puisque (voir [26] p.222.) :

(i) |Q|<|P| car m—i<n—i car m<n,
(i) |Q|+|P|<n car (n—3)+(m—i)<n car m < 2i.

Alors, comme la matrice €, , de format ( > X <m ) est de rang plein et m < 2i on
: i —1

= (1))

car on a utilisé I'unimodalité des coeflicients binomiaux. On voit donc que Ay = 0,

a que :

pour tout sous-ensemble T de X tel que |T| = m — 4. Alors, '’ensemble des polynémes
e;(X\T') avec T un sous-ensemble de X dont |T'| = m —1 est linéairement indépendant.
On peut montrer que si ¢ +j = m alors dim(V;) = dim(V}) soit directement ou soit avec

I’isomorphisme suivant :

@ Vi — V;
ei(S) +— €;(X\5)

il faut noter que ¢(V;) = Vi, pour tout <. O

comme conséquence du lemme 2.1.1 on a les deux lemmes suivants

Lemme 2.3.8. Soit A C {1,2,...,n}. Pour chaque vecteur d € N’ tel que ld‘ =m on
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a:
m!
eaY) = Ed(em(Y)).
Soit Col(X) := {X1,...,Xn} 'ensemble de toutes les colonnes de la matrice des in-

déterminés X = (z;;) de taille £ x n. Pour T C Col(X) on note par X\T la matrice

obtenue en supprimant les colonnes de X qui appartient a 7.

Lemme 2.3.9. Soit d € Né et S C {z11,212,.. ., Zin} tel que |S} + |d| = m. Alors,

ed (X\T) = %" EdaS (em(xl)))

o T ={X;: z1; € S} C Col(X), et Os est 'opérateur différentiel obtenu en prenant
itérativement les dérivées partielles (une fois) du polyndme e, (x1) par rapport & chaque

variable dans I’ensemble S (voir la formule 1.27).

Pour chaque vecteur d € N’ tel que 0 < |d| < m, on définit le sous-espace vectoriel de

'R,ﬁf) donné par :
Va :=K[eq (X\T) | T C Col(X), |T|+ |d] =m], (2.28)

ce sous-espace est la composante homogene du module de polarisaiton M., . A partir
de la définition donnée par la formule (2.28) on peut démontrer (comme conséquence

des lemmes 2.1.1 et 2.1.2) le propriétés suivantes :
Lemme 2.3.10. Soient m € N*, a € N, b € N® et d € N avec |[d| = m. On a les
propriétés suivantes :

1. Va = EY (Vimo,..0)»

2. Vim,,..0) = Eda (Va).

3. dim (Vy) = dim (V(m,O,...,O))-

4. Si |a|] = |b| alors, dim (Va) = dim (V).

5. Si |a] + |b| = m alors, dim (V) = dim (V).

ol Visop,.) =Vi=K[e;(X\T)| T C X, |T|+%=m)].
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Remarque 2.3.1. La démonstration du lemme 2.3.11 suivant est trés similaire & celle
du Lemme 2.3.7 car la base de chaque composante homogene V3 dépend seulement sur
la valeur de |d| = d; + - -+ + dp. Aussi, si on tient en compte le lemme 2.3.10 on peut

vérifier que la demonstration du lemme 2.3.7 implique le lemme 2.3.11.

Ceci implique les résultat suivant :

Lemme 2.3.11. Soit m > 0 un entier. Soit f(x) = e (x). Alors, ’espace vectoriel M s

se décompose en somme directe de sous-espaces homogenes comme suit :

Me,= P Va

0<|dl<m

ou la composante homogéne Vy est definie dans la formule (2.28). De plus, pour chaque
vecteur d € N¢ tel que 0 < |d| < m une base homogéne By de la composante homogéne

Va est donnée par la régle suivante :

L S 0<|d| < |%), alors :
Ba = {ea(X\T) | T C Col(X), |T|+|d| = n},
2. Si |B] < |d| <m,alors:

Ba = {ea(X\T) | T C Col(X), [T]+d| =m},

Alors, on a que :

()  soslaisigl
dim(Vy) =

<m . |d|) si 3] <ld| <m.

en particulier, on voit que dim(V,) = dim(V3) si |a| + |b| = m.

Calcul de M, (q,w)

Lemme 2.3.12. Pour chaque vecteur d € N¢ tel que 0 < |d| < m la valeur, du caractére

de de la composante homogeéne V3 est donné par la regle suivante :
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1. Si 0<|d| <[], alors :

4] -
Xvy(0) =3 X3,
=0
2. Si |%] < |d] <m, alors
m—ld N
Xy (o) = 3 XO99)(g).
=0

Démonstration. Par le Lemme 2.3.6 on sait que :
o - ea(X\T) = ea(0(X\T)) = ea (X\o(T)).

car o est bijective on a [o(T)| = |T| et o(4) = A <= 0(A°) = A°. Il s'ensuit que

pour tout vecteur d € N¢ 1a base du lemme 2.3.11 satisfait la condition suivante :
ed(X\T) EBg = o- ed(X\T) € Ba
Ceci implique :

cea\D)| = ea(o(X\D))
ea(X\T)

3 {1 si o (T*) = T¢,
ca(X\T) 0 sinon. .
En prenant la somme sur tous les vecteurs de la base Bq (vrai dans les deux cas) on

obtient par la formule 1.36 :

1. Si 0<|d| < [%], alors :

Xv(0)= Y o -eaX\T)

|T|+|d|=n

- 5 {1 si o(T¢) = T,

0 sinon.
ed(X\T) |7 =|d

d
=[{Tc: |79 =d|, o(7%) =T} = Y X" %)),
i=0
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2. Si |Z] < |d| < m, alors

Xvy(0)= ) o-ea(X\T)

L {1 si o(T°) = T,

0 sinon.

|7 |+|d|=m «X\T) 7| +|d|=m
1 sio(T)=T,
. Z {0 SiIIOEl ) =|{T§[n] : |T|=m—|d|, U(T)ZT}l
|7|=m—|q| '
m—\di
= Z X(n—m)( o)
j=

Donc, la caractéristique de Frobenius est donnée par la regle suivante :

(4]
Y snojilw)  si0<|d| < |2,
Va(w) = {70
R
LZ sn—gg(w) s 3] <[d| <m.
j=0

En utilisant le Lemme 2.3.12 on montre la troisiéme partie de la proposition 2.2.1, c’est-
a-dire, si d € N¢ est tel que |d| = m alors, la série caractéristique de Frobenius de

I’espace M,, est donnée par :

LL;'J i m m—i
Mey(aw) =YY snjiw) | si@+ D> | D snji(w) | si(@)
i=0 \j=0 =2 ]+1 \ =0
m lm/2) [m—i
= zsj(q) sn(W) + Z Z 5i(q) | sn—ii(w), Vm >1
Jj=0 i=l \ j=i

La formule ci-haut est universelle, c’est-a-dire, valide pour tout £ > 1.

Remarque 2.3.2. Pour ]a| =1, on a Mg, = (14 hi1(q)) - sp(w). Si on fait 'abus de

notation Sy ¢ = Sy, alors, nous pouvons écrire :

lm/2] [m—i
M¢(q,w) = Z Z 5j(q) | sn—i,i(w), pour tout m > 1.

i=0 j=i
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En utilisant la régle de Pieri (voir la formule 1.4), on montre la propriété suivante :

Remarque 2.3.3. La série de Frobenius de 1’espace M, est h-positive pour q et w
car :
1]

sngi(W) | si@+ D | D snji(w) | si(@)
=0

=0 i=|Z]+41 \ j=0
(%) m

=D hniiW (@ + Y Pnemyim—i(W) hi(q).
i=0 =2 +1

Corollaire 2.3.4. Soit d € N¢ tel que |d| = m et f = eq(X). Alors, la série de Hilbert

de ’espace M., est donnée par :

Mg(q) = i:: C) hj(q) + m_f:_l (?) hm—5(a),
- : ()@ +J_=L§;H ()0

Aussi on peut écrire,

L%J m—1

Me(@) =) | D ki) <nfl>%-

. = 7 n+1
=0 \ j=i

Les matrices Tp,(z, y, 2, w, t)

Soient z,y, 2, w,t trois variables commutatives. Pour chaque entier n > 2 on définit les

matrices T (z, y, z,w,t) d’ordre n x n comme la matrice, dont 'entrée (i, j) est donnée
par :

z sii=j et i<netj<n,

¥y 8 i£7 et i<neti<mn,

z sii=ne j<n,

w sl i<n et j=mn,

(t sii=net j=n
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Exemple 2.3.1. Lorsque n = 4 on a la matrice

B =

T Yy Yy w
y z y w
Tal o, % 07, 8 =
Yy Yy r w
L 2% 2 2 & |

Lemme 2.3.13. Le déterminant de la matrice T, (z, y, 2, w, t) est donné par la formule

suivante :

dét (Tn(x, 7. %, w,t)) = (z — 7l (t (z+(n—2)y)— (n— l)wz).

Aussi, on considere les matrices H,(z,y,2) d’ordre n X (n — 1) dont ’entrée (Z,7) est
(] ’J

donnée par :
x i=j et i<n et j<n,
Hy(i,j) =<y i#j et i<n et j<n,
z 1=n et j<n.

Observons que

Hfz(-'”) Y, 2)Hu(z,y,2) = Tn—l(ana Br, Brs Bn, an)~
oll an(z,y,2) =2+ (n—2)y2 + 22, Bu(z,y,2) :=2zy+ (n— 3)y2+ 22. et alors on a

le lemme suivant :

Lemme 2.3.14. Le déterminant de la matrice H: H,, est donné par :
dét(HEHp) = dét (Tr—1(Cns By Bray Py ) ) = (& — y)2(n=2) ((z+(n—2)y)*+(n—1)22).

Preuve du théoréme 2.2.2

Cette preuve se fait en calculant une base homogene explicite du module de polarisation
M. Soit f(x1) un polynéme symétrique homogene de degré 2 alors, on écrit f dans la

base monomiale

f(x1) == a -ma(x1) +b-my1(x1), aveca € R, b€ R,
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c’est-a-dire :

n
f(:l:ll,...,.’lfln) = G'Z.’L‘%jﬁ‘b' Z Z1pZT1q,

Jj=1 1<p<q<n

Donc, les vecteurs dans M sont de la forme :

A;(f) = —fJ =2az; +b Z.’L’lr =(2a—-b)z1;+b ler
r#j r=1

=2a Z T1sZis + b Z Z1pTig

p#q
= (22— b) Z Z1sTis + b Z Z1pTig,
s=1 D,q

Z 161,.7 (f) (20' s ):L'z] + b Z Zir

r=1

E;1F1(f) =2a szjxtj +b- Z Espyy = (20— szjxtj +b szpwtq,

Jj=1 p#q

En particulier, nous avons :

Epi(f)=2f, Ea1Bai(f)=2(%at, Tan)y B (2>(f>—2azxaj— B,
j=1

Remarque 2.3.4. On note par e; € N¢ le vecteur qui a 1 & la position % et 0 dans
toutes les autres. Pour chaque couple d’entiers positifs (s,t) tels que 1 < s <t <Zon

écrit es; pour noter le vecteur e;; = e; + €. Aussi, on écrit e, . =€+ €, + €.

Les composantes homogenes de ’espace M sont Vp = R,

Ve =R [{Bi1drsf - 125 <} J{ED(1)}]

et Ve,, := R[Es,lEt,l f]. Plus explicitement, on a

Ve; =R {(20, —b)Tij +b. Y Tir

r=1

n .
ISan}U 2aZwij , pour toutitel quel <i</¢
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n
Ve,. =R [Za. Zzsjwtj + b. zzspthl , pour tout (s,t) telque 1 < s <t < ¥
j=1 P#q

Lemme 2.3.15. Soit n > 2. Si a # 0 et b # 2a alors, pour chaque entier 7 tel que

1 <4 </ ’ensemble

{Ei,lalj(f)‘ lESjEsm~ 1}U{E1:(,21)(f)}

est linéairement indépendant.

Démonstration. Pour la premiére affirmation, soit M(a,b,n) la matrice de format n x n
du systéme linéaire suivant (on note par A; les inconnues) :

n—1 n—1 n n

> X Ei101i(f) + An - Ei(,zl)(f) =Y % ((20 —b)zij +b Eﬂ%) + 20 ) g,
5= j=1 r=1 Jj=1

4 savoir :

M(a,b,n) := T,,(2a, b, b, 2a, 2a),

on peut démontrer que
dét (M(a,b,n)) = dét (T (2a, b, b, 2a,2a)) = 2a (2a — b)" 1,

Pour la deuxi®me affirmation, on calcule le déterminant de la matrice N(a, b, n):N(a,b, n)

olt N(a,b,n) est la matrice d’ordre n x (n — 1) suivante
N(a,b,n) := Hp(2a,b,b),

est de rang plein lorsque b # 2a. En effet, si I’on considére la matrice N'N on trouve
que

dét (N (a,b, n)*N(a,b, n)) = dét (Hn(2a, b,b)*H,(2a, b, b))

= (2a = 6™ D ((2a + (n — 2)b) + (n — 1)b?).

Finalement, on remarque que (2a — b)2("‘2)((2a + (n—2)b)2 + (n— 1)b?) = 0 si et

seulement si b = 2a. 0O
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Dans le lemme ci-bas on décrit la construction d’una base du module de polarisation

associe & n’importe quel polynéme symétrique homogeéne de degré 2.

Lemme 2.3.16. Si f(x;) est un polyndéme symétrique homogene de degré 2 & n variables
Z11,...,T1n. Alors, une base homogéne du module M est décrite ci-bas :

(i) Supposons que a # 0

n
1. Cas 1:51b=2a,alors 8y(f) = Ei(,zl)(f) — 2 - inr et donc on a les bases -
r=1
de chacune composantes homogenes :

Bo := {1}’

n
By = {Ew,—r}, Vitelquel <i</¥,
r=1

B i=d Baa Bt} = {szpxtq}, V(s,t)telsque 1<s<¢ 1<t<L
P

2. Cas 2 : Si a # 0 et b # 2a, alors ’ensemble suivant

{Ei,lalj(f) \ 1<j<n- 1} U {E§12)(f)}

est linéairement indépendant, donc la base homogeéne est décrite comme suit
Bp = {1},
B, := {Ei,lalj(f) ’ 1<j<n- 1} U {Ei(IZ)(f)}
n n
= {(Za—b)-xij+b.zxi,- 1 San—l}U{Za-inr}, Vi, 1<i<¢,
r=1

r=1
aussi, on a peut choisir une autre base de la composante Ve,, & savoir :

Be,' :={x‘£j : 1535”},

Be,.. = {Es1E1(f)}, V(s,t)telsque1<s<8 1<t< Y,
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n
=< (2a — b) Z TsjTej +b szp:vtq

(i) Sia=0alorsb#0 (doncb7#0)et f=>b-my1(x1)=>b-ea(x1). Dans ce cas
la base homogene est

BO = {1},

n
Bei:={E,~,161j(f){15j5n}= Yomp|1<i<ny, Vi 1€i<4,

T#j
Be,. = {BsiBLilP}y = szpl“tq V(s t)telsque1 <s<¥, 1<t <Y,
pFq -
Démonstration. Immédiate en utilisant le lemme 2.3.15. O

Lemme 2.3.17. Soit f(x;) un polynéme symétrique homogene de degré 2 & n variables

X = 11,212, . - -, T1n. Le caractére gradué du module My est donné par :
1) Xyolo) =1,
‘ Fix(o)| sib# 2a,
@) Xy, (0) = {‘1 | £ 7,
i sinon.
3) Xvea’t (o) =1

Démonstration. L’affirmation (1) est évidente. L’affirmation (3) est directe puisque la

base Be,, a un seul polynéme diagonalement symétrique, alors

Xves,t (o) =1.

Pour l'affirmation (2) on a deux cas :

(i) Si b = 2a la base Be, a seulement un polynéme diagonalement symétrique et

donc,

Xve‘ ) = 1, 8l b= 2g,
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(ii) Sib # 2a alors la base B, est

By = {Ez-,lalj(f) } 1<j<n- 1} U{EP}

cette base a n polynémes et dans ce cas on obtient :

1 o()=j et olj) <n,

Xy, (@)= D (o9)(X)| = 1+2 0 o)) #34 et a(j) <n, =|Fix(0)).

geBez et | U(J) =n.
]
Calcul de M¢(q, w) pour f de degré 2
Soit f(x1) un polyndme symétrique homogene de degré 2 & n variables x = z11, 719, ..., T1n.

Supposons que f(x;) est de la forme f(x1) = a-mg(x1) +b-my 1(x1) alors, la caracté-

ristique de Frobenius de M est donnée par :

(1+ 51(0) + 52(0)) - 5n(w) i b =2,
My(q,w) =
(14 s1(q) + s2(q)) - sn(W) + 51(q) - Sn—1,1(W)  sinon.

En effet, le cas b = 2a est un cas particulier du Corollaire 2.3. Alors, on peut supposer

que b # 2a. Par le Lemme 2.3.16 on sait que la base homogéne est

B, = {20, Zm”‘} U {(20, — b)zi; +b. En::z:ir
k=1

r=1

1SJSn_1}a

Xy, (@) = |Fix(@)| = X (@) + X" V(o).

Aussi, pour chaque couple d’entiers (r, s) avec 1 < r, s < £ une base pour la composante

homogene de degré e, ; est donnée par :

er = 2(1 Z xr]msj + b Z xrpxsq.

1<p<g<n

pour la composante homogene de degré e, ; on a :

Xy, (@) =1=X"(0).
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Alors, on trouve la série de Frobenius comme suit :

Mp@w) == 3 | 3 Xoul)a | paoy(w)

T 0€6, \deN¢

Le caractére gradué est
Z Xyy(o)at =1+ Z Xvy(0)a + Z Xv,(0)q
deN* - |d|=1 |d|=2

=1+ Z (X(n)(a) -I-X(n_l’l)(a)) qd + Z X(n)(a) q?

|d]=1 |a|=2

et donc

My(a, W) = sn(W) + 51(q) - (sn(W) + 8n—-1,1(W)) + 52(q) - $a(W)
= (14 s1(q) + 52(qQ)) - 5a(W) + 51(Q) - 5n—1,1(W).
Corollaire 2.3.5. Si f est un polynéme symétrique homogene. La série de Hilbert du
module de polarization M est donnée par :
1+ s1(q) +s2(q), sib=2q,

Mj(q) =
1+n-s1(q)+s2(q), sinon.

on a donc, que la dimension de My est donnée par la formule :

2
1+€—|—<€_{2_1> = <€—|2- ) si b = 2a,

1+n€+<e_|2_1> si b # 2a.

dim (My) =

Les polynémes Py, Q. et R,

On introduit les polynémes auxiliaires suivants qui dépendent du nombre de variables

n dans le vecteur x; := (z11,...,%15). Les polynémes P, @, et R, & trois variables
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a, b, c sont définies par :
P(a,b,c) :=12-ab+6(n—2) -ac—4(n — 1) - b,

Qnla,b,c):=9-a®> —6-ab+ (4n—T7)-® —4(n—2) -be+ (n — 2) - &,

Bn(a,b,¢) := 9-a"+6(n—1)-ab+(n—1)(n+7)-b*+4(n—1)(n—2)-be+(n—2) (n; 1) 2.

An(a,b,c) :==81-a* —54-0°b + (18n® + 18n — 63) - a%* + 18 (n — 2) (N2 —2n — 1) - a%bc
+g-n(n—2) (n2—4n+5)~a2c2—12(n—1)(n2—2n+2)‘ab3—12(n—1)2 (n;l) -ab’c
+2(n—-1)(n®-3n2+7n—-8)-b*—8(n—2)(n—1)-c+2(n—2)(n—1) b%>

on explique des propriétés importantes de ces polynémes dans le but de démontrer le

théoréme 2.2.4
Lemme 2.3.18. Soit n > 3. Le seul point [a : b : ¢] € RP? qui satisfait Qn(a,b,c) =0

est[a:b:c]=[1:3:6].

Démonstration. On utilise la complétion des carrés pour vérifier que :
b\ 2
9a®>—6ab+(4n—7) b2+ (—4n+8)be+(n—2) ¢ = (n — 2) (—2b+ ¢)*+9 (a - §> ,

2
Donc, Qn(a,b,c) = (n—2)(-2b+¢)>+9 (a— g) = 0 si et seulement si ¢ = 2b

et b = 3a (car n > 3 et on travaille dans R). Alors, b = 3a et ¢ = 6a, c’est-a-dire,

@b =g dauBa] =1 i Bs8), O

Remarque 2.3.5. On remarque que pour tout n >3 le point [a:b:c] =[1:3: 6] est

aussi une racine de Py(a,b,c).

Lemme 2.3.19. Les racines du polynéme R,(a, b, c) sont données par le point [a : b :

c] € RP? tel que :

a=k-(n—1)<n;1), b=k-(—3)<n;1>, c=k-6(n—1),

pour tout k € R — {0}.
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Démonstration. On procede par complétion de carrés :

Rn(a,b,¢) |
:9'a2+6(n_1)'ab+(n—1)("+7)'52+4(n—1)(n—2)'bc+(n—2)(n—1> -c?

2
“a-n (") (2 0) vo (- 052)’

—(n—-1 2(n—1
alors, a = (n_g)_b’ Ci= ——("(7;1_—1))1), pour tout b # 0. On peut écrire b sous la forme
2
b=-3 (n ; 1) - k et on obtient immédiatement le résultat. W]

Lemme 2.3.20. Soit n > 3. Les racines du polynéme R, (a, b, c) ne sont pas de racines

du polynéme A,(a,b, c).

Démonstration. Par le lemme 2.3.19 on sait qu’il faut juste calculer la valeur du poly-

ndme A, au point. En effet, ’expression suivante est positive pour k #0et n > 2 :
p p

A(k(n—l)(n_1),—3k<n;1>,6k(n—1)) _81nki (n+2) (n+)(n—2)° (- 1)°

2 16

O

Les matrices F;,

Pour n > 3, soit F;, la matrice de format (Z) x n dont les lignes sont les permutations

distinctes du vecteur (2b,2b, ¢, ...,c) € R™. Par exemple,

[2b 2b ¢ ¢ ]
2b ¢ 2b ¢
2b 2b ¢
2b ¢ ¢ 2b
F3:= 2b ¢ 2b y F4:=
c 2b 2b ¢
¢ 2b 2b
¢c 2b ¢ 2b
| ¢ ¢ 2b 2bJ
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Pour n > 2, soit B, la matrice de format (";‘1) X (n+ 1) dont les entrées sont définies

par la fonction suivante :

(3a
b

E.(i,j) = { 6a
4b

i=jetl1<¢<n,
i#tjetl<i<netl<j<n+l1,
1<i<netj=n+1,
n<ietj=n+1,

L Fni—n,J) n<ietlLj<m

3a b b 6a]
b 3a b 6a
b b 3a 6a
2b 2b ¢ 4b
2b ¢ 2b 4b
c 2b 2b 4b

Dans les prochaines lignes on va démontrer que si [a : b : ¢] € RP? est tel que

[w:bse £[1:8:8

alors, la matrice E, le rang minimal de la matrice E, est n. Ceci est équivalent au

théoréme 2.2.4.

Les matrices D,

On définit les matrices D,, comme la matrice obtenue en effagant la derniére colonne

de la matrice E,. Donc, pour chaque n le format de la matrice Dy est ("3') x n. Par

exemple,
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3a b b b ]

b S8g B b

[8¢ -2 -} W b b 3a b

b 3a b b b b da

s b b 3a B b 28 v B
20 2b ¢ 20 & 2B ¢

200 ¢ 2b 2b ¢ ¢ 2b

| ¢ 2b 2b | c 2b 2b ¢

c 2b ¢ 2b
| ¢ ¢ 2b 2b

Les deux lemmes suivants sont conséquence de la formule du Lemme 2.3.13 puisque les

matrices Et E,, et D D, sont de la forme Tj,.

Lemme 2.3.21. Soient a,b,c trois nombres réels pas tous nuls. Pour chaque entier

n > 3, le déterminant de la matrice E%En est donné par :

dét(EflEn) = <727') Pyl b,6)°Qy(a, bya)™ .
Lemme 2.3.22. Soient a,b,c trois nombres réels pas tous nuls. Pour chaque entier

n > 3, le déterminant de la matrice D! D,, est donné par :
dét(DLDy) = Ra(a, b,¢)Q@n(a,b,c)™L.

Les matrices G,

Les matrices G,, sont definiés comme la matrice de format ("'2”) X n obtenue en rem-

plagant la derniere colonne de la matrice D,, par la derniere colonne de la matrice E,.

Le lemme suivant nous permettra de donner une base du sous-espace engendré par les
premieres dérivées partielles de f et le polynéme Efl) (f) lorsque f est une n-exception
(pour f homogene de degré 3). Pour le démontrer on voit que la matrice Gt,Gy, est de

la forme T}, et on a donc,
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‘Lemme 2.3.23. Le déterminant de la matrice G%,G, est
dét (G4Gr) = An(a,b,c)Qn(a,b,c)" !

Démonstration du théoréme 2.2.4

Soit f un polynéme symétrique, homogene de degré 3, & n variables z11,...,21, €t tel
que [f] # [1 : 3 : 6]. Alors, on doit vérifier que la dimension du sous-espace vectoriel
engendré par I’ensemble {d11 f,.. ., dn(f), E{?l) (f)} est au moins n. Supposons que [f] =
[@a:b:c]

On a deux cas :

1. Si Dy(a,b,c) est de rang plein alors 'ensemble {011 f, ..., 81n( f)} est un sous-
ensemble linéairement indépendant de {011 f, ..., 01n(f), Eﬁ (f)} donc la dimen-

sion de R [Bllf, T an E%) (f)] est au moins n.

2. Sinon, on utilise le lemme 2.3.22. La matrice Dy(a, b, ¢) n’est pas de rang plein
si et seulement si

R.(a,b,¢) Qn(a,b,c)" 1 =0.

Le lemme 2.3.18 implique que Qn(a,b,c) # 0 car [f] # [1 : 3 : 6]. Alors,
Ry (a,b,c) = 0. Dans ce cas, on va démontrer qu'une base de I’espace vectoriel en-

gendré par 'ensemble {011(f), ..., 81 (f), Eizl) (f)} est Pensemble (& n éléments)

suivant :
{810(P), -, 8101 () BN ()}
n—1
En effet, la matrice du systéme Z v O,5(f) + B E ( f) = 0 est équivalente par
j=1

lignes & la matrice Gp(a, b, ¢). Finalement, le lemme 2.3.20 nous dit que :
Rpla, be) =0 = A,(a,b,¢)#£0.
Alors, le déterminant de Gt G, est non nul car le lemme 2.3.23 nous dit que

dét(GLGR) = An(a,b, c) Qula,b,c)® 1 # 0.
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Donc, la dimension de 'espace engendré par l’ensemble suivant

{811(f), -, 81 (), ER (5}

est exactement n. Ceci implique

dim (R [011(£), -, Bun1(F), Bun(£), BEN(A)]) 2

Comme P,(a,b, c) = 0 on sait que a = 0 implique b = 0, pour tout n > 3 alors, le
cas d’un point [a : b: c] tel que a = 0 est donc réduit aucas [a:b:¢]=[0:0:1].

Dans ce cas, on utilise la base {z1, z2,...,2n}. |

Démonstration du théoréme 2.2.5

Soit n > 3. Tout d’abord, observons que la matrice du systéme linéaire suivant
MO(F)+- 4 dnOin(f) + EF) =0,

dont les inconnus sont A1, ..., An, 4 est équivalente par lignes & la matrice En(a,b,c).
Supposons que le point [a : b : ¢] est une n-exception alors la dimension du sous-espace
réel engendré par les polynémes 81,1(f),.-.,01a( f),Efl) (f) est n (ceci implique que
[@a:b:c]#[1:3:6]). Alors, la matrice Ep(a,b,c) n’est pas de rang plein (elle a n + 1
colonnes) et donc dét(EfL(a,b,c)En(a,b,¢c)) = Pn(a,b,c)Qn(a,b,¢)"t = 0. On rappel

que [a:b:c]#[1:3:6] entraine Qn(a,b,c) # 0. Alors, P,(a,b,c) =0.

Réciproquement, si Py(a,b,c) = 0 alors dét(EE (a,b,c)En(a,b, c)) = 0. Ceci implique
que E, n’est pas de rang plein et alors le théoréme 2.2.4 nous dit que la dimension
(sur R) du sous-espace engendré par 01,1(f),...,01.n(f), Efl)( f) est au moins n. Donc,

la dimension maximale est n + 1 mais la matrice E, n’est pas de rang plein et alors

dim (R [811(£), ., 1), BR(N)]) = . O
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Preuve du théoréme 2.2.3

Comme avant la preuve se fait en calculant une base homogeéne du module de polarisation
M. On commence avec un polynéme f(x;) symétrique homogéne de degré 3 alors on

peut Pécrire dans la base (sur le corps R) des fonctions monomiales
f(x1) = ams(x1) + bmaa(x1) + ema,1,1(x1),

on commence pour écrire explicitement les éléments de 1'espace M ¢, en effet

n
3 2
f(x11,...,T1) = a Z$1j +b Z$1p$1q e Z T1iT15T1k,
j=1 p#q 1<i<j<k<n

81j(f) = 3a x%j +b Z .’E%p +2b Z1;5 Z:L‘lq +c Z Z1aZ18

p#j 975 a<B, a#j, B#j
n n
= (3a — b) x%j +b Zx?s + 2b x5 Z Eip ¢ Z T1aZ18
s=1 r=1 a<B, a#j, B#j
n n
= (3a - b) x%j +b Z 3, + (2b — ¢) z1; th 8 Z Z1aZ18,
s=1 r=1 a<p, a#j, P#£]

n
8%(f) = 2(Ba—b)z1; + 2b- Y _ 71,

s=1

B B1s(f) = 2 (e1r +210) e D Ty
Ji g#r, j#s

n
= (2b—¢) (z1r + z15) + € lej, avec T # s,
j=1

n
Eff(f) =6a Zx%t +4b Z 15T
t=1

a<f

Pour tout 2 > 1 on a

n
Ei1(f) =3a Z @2 w5 + 2b Z T1pT1gTip + b Z T2,Tig + C Z T1aT18Tiy,
J=1 p#g p7#g a<p, r#a, 7#B
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n
E1,(,21) (f) =6a Z z1;Ti5 + 2b Z T10ZiB,
j=1 a#f

n
ESD (=62 i,

s=1

n
Ea,lEﬂ’lalj(f) =] 2(3a—b) Z Z‘ajxﬁj+2b zgj Z Zra + Zaj Z zgt | +C€ Z ZopZBgs
j=1 ot] t#j P#q, pE), g7

n
Ei18};(f) = 2(3a—b)zi5+2b Y iz,
) t=1

Ei101,015(f) = 2b(zir + x35) + ¢ Z Bips
p: p#T, p#s

n
Es,lEt,lEf,zl) (fl =54 szjxtj +2b Z Tsalts, AVEC T F 8,
i=1 7B

n
Ep1Eg1Er1(f) =6a prjmqjx,.j + 2b prsxqsx,-t +c Z Cpitgd Tty
=1 st i<j<k

Dans ce qui suit, on explique les cas qui donnent les bases de chaque composante ho-
mogene de M;. Les lemmes suivants nos font comprendre comme trouver une base de
chaque composante homogene. On commence pour décrire les composantes homogénes

de l'espace My, & savoir

pour chaque i tel que 1 <i<Zon a
Ve, =R [{Eynd,(1) : 15 <n} | (Buadupdro(f): 1<r <s<npJ{EDT}],
pour chaque couple (s,t) telque 1 <s<¢t</ona
Voo =R [{Es1Beadi(f) - 1< 5 <o {BeaBaBR (DY,
pour chaque triplet (p,q,7) telque 1 <p<g<r</{ én a

Vepar = R[{Ep,1Eq1Er1(f)}]-
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Construction d’une base homogene de My lorsque le degré de f est 3

Le lemme suivant nous servira pour donner une régle pour trouver une base homogene du
module de polarisation M lorsque f est n’importe quel polynéme symétrique homogéne

de degré 3.

Lemme 2.3.24. Soit n > 3 et f = a-ma(x1) + b ma1(x1) + ¢ m111(x1). On a les
propriétés suivantes :
1. Si b # 3a alors, pour chaque i tel que 1 < i < ¢ I’ensemble de dérivées suivant
{Ein0};f : 1<j<n—1}
est linéairement indépendant.
2. Sia# 0 et b # 3a alors, pour chaque 7 tel que 1 < 4 < ¢, ’ensemble suivant
’ 3
{Bind2,f - 1< i <n— 1} J{ED (N}
est linéairement indépendant.

3. Sia#0, b= 3a et ¢ # 6a alors, pour chaque i tel que 1 <17 < ¢, ’ensemble
{Ei1015011f : 1<j<n}

est linéairement indépendant.

4. Si a =0 et b # 0 alors, pour chaque ¢ tel que 1 < ¢ < 4, ’ensemble suivant
{Ei10%f :1<j<n}

est linéairement indépendant.

5. Si ¢ # 2b alors, pour chaque 7 tel que 1 < i </, ’ensemble
{Ei01,j611f : 2<j <n},

est linéairement indépendant si 4% + ¢% > 0.
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6. Si b= 0 et ¢ # 2b alors, pour chaque i tel que 1 < i < £, ’ensemble
{Ei181,;611f : 1< j<n},

est linéairement indépendant.

7. Si [a tb: c] # [1:3: 6] n’est pas une n-exception alors, I’ensemble suivant
{EapnEpp81;f : 1<j<n}u {Ea,lEﬁ,1E§,21)(f)}

est linéairement indépendant pour tout couple (o, ) tel que 1 < o, 8 < 4.
8. Si [a:b: c] est une n-exception alors on a deux cas :

(a) Si Rp(a,b,c)# 0 alors ’ensemble suivant :
{Ea1Ep1015f : 1<j<n}

est linéairement indépendant.

(b) Si Rp(a,b,c) =0 alors I’ensemble suivant :
{BapBpa01;f : 1<j <n—1} U{Ba1Ep1E3 ()}

est linéairement indépendant.

Démonstration. On considére seulement les deux derniéres affirmations 7 et 8, car la
preuve des autres est similaire & la démonstration du théoréme 2.2.4 et lemme 2.3.15 en
prenant la matrice associée au systéme linéaire donné par chaque combinaison linéaire.
Chacune de ces matrices est la forme 7;,. Pour démontrer 'affirmation 7, on remarque
que les dérivées partielles d’un polynéme homogeéne de degré d sont des polynémes
homogenes de degré d — 1. Aussi, I'image par 'opérateur Efl) d’un polyn6éme homogeéne
est homogeéne. Alors, on peut utiliser le lemme 2.1.2 pour voir que la combinaison linéaire

suivante a seulement la solution triviale. En effet,

i
> AiBa1Eg181;(f) + Ea,lEB,1E§,21) (f)=0
j=1
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on applique de deux cotés I'opérateur de polarisation E7 gE1 o et on obtient :
- 2
4 Ndu;(f) +4- #Eil)(f) =0,

j=1

car on a que

E1pE1a (Eo,1Ep1015(f)) =4- f,
ErpBra (Ea,lEﬂ,lEfl) () =4-EQ.

comme [a : b : c] n'est pas une n-exception alors, le théoréme 2.2.4 implique que ’en-

semble suivant :
{81(f), ., O (F), BT (£)}

est linéairement indépendant. Alors, u = 0 et A; = 0 pour tout j. Donc, aussi 'ensemble
{Ea,lEg,lal,j feleg g n} U {Ea,lEﬁ,lEﬁ) (f)} est linéairement indépendant. Pour
démontrer 8 on utilise encore le lemme 2.1.2 et la derniére partie de la preuve du

théoréme 2.2.4. O

Lemme 2.3.25. Soit f(x;) un polynéme symétrique homogene de degré 3 & n variables.

Une base homogene du module M est décrite par la régle suivante :
Bo := {1},

Cas1: Sifa:b:c|=[1:3:6] on utilise le lemme 2.3.1.
Cas 2: Si [a Sl c] # [1 : 3 : 6] on a les deux possibilités suivantes pour avoir une

base Be, de la composante homogene de degré e;

1. Sia = b = 0 alors, ¢ # 0 et on utilise le lemme 2.3.7 pour trouver la base

{0 Bl e s s By}
2. Sia=0etb#0, on utilise la base suivante :
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3. Si a # 0 et b # 3a, on utilise la base suivante :
{Badt;() - 125 <n-1JU{ED (0},
4. Sia # 0, b= 3a et ¢ # 6a, on utilise la base
{Fi 163011 f : 1 <4< n}.

Pour avoir une base Be,, de la composante homogene de degré es; on a les deux cas
suivants :

1. Si [a 1 bz c] est une n-exception on deux cas :

(a) Si Rp(a,b,c) # 0 alors on a la base :
{Es1Et101,5(f) : 1<j<n},
(b) Si Rp(a,b,c) =0 alors on a la base :
{BonBusdrg(f) : 1< <n—130{BE()},
2. Si [a:b: c] n’est pas une n-exception on a la base :

{BorBu1duy(f) + 1< 5 <nj{EerBaBA(N)},

Les deux derniéres affirmations ci-haut sont justifiées par la partie (5) du lemme 2.3.24.

Finalement, une base Be

.0 d€ la composante homogene de degré ep g r

Be?:q,r = {EpilE ’1E7»’1(f)} -
Calcul de M¢(q, w) pour f de degré 3

Lemme 2.3.26. Soit f un polynéme symétrique homogene de degré 3 a n variables.

Le caractére gradué du module My est donné par :
1. XVQ(U) = ]., VU & Gn,
Fizle)| sl (g:bre| s [1:3:8],
2 X o) = {' Nl

. , Vo€ G,
1 sinon.
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1 si[a:b:c]=[1:3:6],
3 XVes t(a) = |Fix(0)| sifa:b: ¢| est une n-exception, Voe 6,
1+ |Fix(0)| si [a:b:c] n'est pas une n-exception.

4. Xvép,q,r (U) = 1, VU S Gn.

Démonstration. On fait seulement les affirmations (2) et (3), car les autres sont directes
4 partir de la définition. Pour vérifier (2) on remarque que le cas [a: b: ] = [1:856]
est clair par la proposition 2.2.1. On commence donc, par le cas [a 1b: c] # [1 23 6].
On a trois possibilités :

(i) Sia# 0 et b # 3a et puis, on utilise la base de Ve; du Lemme 2.3.25, & savoir

n n
Beoy = {2(3a—b)xij +2b int slEdi<m— 1}U{6a inr}
=l

t=1
alors, comme dans la preuve du lemme 2.3.17, on a que
1 o) =4, et o(j)
J

n—1
=1+Y 4 0 o()#5 et o(j)
g =1 | -1 o(j) =n

<n,
Xy, (0) =Y (0:9)(X) <n, =|Fix(c)|.

g€Be,

(ii) Sia =b =0 alors ¢ # 0 et on utilise donc la base du lemme 2.3.1, c’est-a-dire, la

base de Ve, est {z1,22,...,Zn}, on a donc

Xvei (¢) = Zxa(j) = |Fix(a)|.
j=1

zj
(iii) Sia =0 et b+ 0 alors, la base Be, du lemme 2.3.25 est formée par les polynémes
Be, = {Ei10;f |1 < j < n}

on montre d’abord que o - 8, f = af,a(j)(o cf) = ai o(;)f car f est symétrique.
Ensuite, comme les opérateurs de polarisation sont symétriques (commutent avec

’action diagoanle de G,) alors on a que les polynémes dans B, satisfont
g Ei:]- (6%Jf) = ELQ(O' ' a%]f) = Ei’l (8%,0(_7)-70) e Bei7

donc, la valeur du caractére est Xve, (g = ‘Fix(a)[, (aussi, on peut utiliser la

formule 1.29)
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(iv) Sia # 0 et ¢ # 6a alors, la base Be, du lemme 2.3.25 est formée par les polynémes
Be, =={Ey:8110;f : LLj £ n),

par le lemme 1.29, on sait que la valeur du caractére est Xy, (o) = |Fix(0)|.

Pour vérifier (3) on utilise la base B, , de la composante Ve, , (voir Lemme 2.3.25), &

savoir :

Be,, = {Es,lEt,lal,j(f) f LEg9= n}U{Es,lEt,lEﬁ)(f)} ,

on doit seulement remarquer deux affirmations qui se découlent des formules 2.14 et

2.13 et le fait que f est symétrique :
(A1) Le polynéme Es,lEt,lEﬁ) (f) est diagonalement symétrique,
(A2) Pour toute permutation o € &, on a que

ag- EsalEtalalﬂ(f) . Es)lEtalal,O'(j) (f) e Bes,t? car o - f = f’

alors, les deux affirmations ci-haut impliquent

Fix(o si la :b:c| est une n-exception
Xon, ()= { PO silasdid Bion, e,
. 1+ |F1x(a)l si [a:b:c|] n’est pas une n-exception.
aussi, la derniére identité est conséquence du lemme 1.29. a

Résumé des résultats généraux pour degré 3

En résumé, on a montré que si f(x;) un polyndme symétrique homogeéne de degré 3
a n variables. Supposons que f(x1) = a-m3s(x1) + b - ma1(x1) + ¢ - m111(x1), alors, la

caractéristique de Frobenius de I'espace M nous donnée un de trois cas suivants :

(1) Sifa:b:¢]=[1:3:6] alors,

My(q, w,n) = (1+ s1(q) + s2(q) + s3(q) ) - sn(W)

= Mps(q,w,n).
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(2) Si [a:b: c] est une n-exception alors

My(q,w,n) = (1 +s1(q) + sa(a) + 53(a) ) - sa(W) + (s1(a) + 52(q) ) - $n-1,1(W)

= Mp,(q,w,n).
(3) Si [a :b: c] n’est pas une n-exception, on obtient

Mg(q,w) = (14 s1(q) + 2 52(q) + s3(a) ) - sa(W) + (s1(q) + 52(q) ) - Sp—1,1(W)

=Mh3 (qa w, n)‘

Corollaire 2.3.6. La série de Hilbert de l’espace M/ est donnée par un de trois cas

suivants

(1) 8ilesbze) =[1:3:86)alors,
Mg(a,n) =1+ hi(q) + ha(q) + hs(q) = Ma(q,n).
(2) Si [a:b: c] est une n-exception alors,
Ms(a,n) =1+ n-hi(q) +n-ha(a) + hs(q) = Mpy(q, n).
(3) Si[a:b:c|n’est pas une n-exception alors,

Ms(q) =1+n-hi(q)+ (n+1) - ha(q) + h3(q) = Mp,(q,n).

Finalement, si on écrit chacune des derniéres séries en termes de fonctions hy(w) on
trouve que ses coefficients sont tous h(q)-positives, on a montré donc, les formules du

théoréme 2.2.3 :

(1) Sifa:b:cj=[1:3:86] alors,
My(q,w,n) = (1+ ha(q) + ha(q) + h3(q)) - ha(w).
(2) Si[a:b: c] est une n-exception alors,

Mg(q,w,n) = (1+ h3(q)) - ha(w) + (h1(qQ) + h2(qQ)) - ha—1,1(W).
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(3) Si[a:b:c| n’est pas une n-exception alors,

Mg (a,w,n) = (1+ ha(a) + h3(q)) - hn(w) + (h1(q) + h2(q)) - hn-1,1(W).

Ceci implique que les dimensions en degré 3 sont données par :

(1+e+(“2_1)+(e§2) =(“3_3> ifla:b:c]=[1:3:6],

dim (My) = §1 +n£+n<£-|2- 1) -+ (£§2) if [a: b: ¢] is a n-exception.

{42
1+n£+(n+1)(£;1)+( -:; ) if [a: b: c] is not n-exception

\

2.4 Autres résultats et problémes ouverts

Dans cette section, on décrit un possible chemin vers une classification compléte des mo-
dules de polarisation engendrés par des polynémes symétriques et homogénes de degré
4 et 5. Basés sur des données expérimentales obtenues avec le logiciel de calcul formel
Maple, on énonce plusieurs problémes ouverts sur la description de la caractéristique
de Frobenius gradué de ces modules. Les trois premieres lignes de chacune des tables
de la section 2.4 ont été démontrées dans les sections précédentes. Les autres formules
semblent &tre universelles avec £ < 3 et n < 6. Les corollaires 2.2.2 et 2.2.3 nous aménent

a établir les problémes ouverts suivants :

Probléme 2.4.1. La classification donnée par les tables 2.2 et .2.3 est compléte, c’est-
a-dire, si f est n’importe quel polynéme symétrique et homogene de degré 4 alors, sa
caractéristique de Frobenius est une des formules de la table 2.2, et si f est n’importe
quel polynéme symétrique et homogene de degré 5 alors, sa caractéristique de Frobenius

est une des formules de la table 2.3.

En examinant les tables 2.2 et 2.3 et les résultats obtenus en dree 2 et 3, on est amené

& proposer les problémes suivants :
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Probleme 2.4.2. Si f est un polynéme diagonalement symétrique et homogene de
degré d, tel que ,|d| = m alors, I’espace M est un &, x GLy(K) est isomorphe & un
sous-module de I’espace associé a la fonction symétrique homogene h,,, c’est-a-dire, il

existe un monomorphisme ¢ : My — My,,..

Le fait que hy, contient tous les monémes de degré m (par définition), suggere qu'il est
raisonnable de croire que la fermeture par dérivation (aussi, par les opérateurs EE’ 1) )
et polarisation associée au polynéme h,, est la plus riche, parmi ceux obtenus & partir
d’une fonction symétrique homogene. Ceci donne indirectement un appui 4 la conjecture
2.4.2. Les résultats obtenus des tables B.1, B.4 et B.6 de 'appendice B nous permettent

de donner les problémes ouverts suivants :

Probléme 2.4.3. Soit f un polynéme symétrique et homogene. La série de Hilbert de

I'espace M est h-positive.

Probléme 2.4.4. Soit f un polynéme symétrique homogene de degré d > 4 a n variables

Z11,.-.,Z1n- Supposons que f n’est pas un multiple scalaire du polynéme e‘f(xl). Alors,

dim (R[Buf, 01 (), E§?1’f]) > n.

autrement dit, la dimension du sous-espace de R|z11,...,z1,] engendre par les poly-

némes O11(f), .. .,81n(f),E§,21)(f) est au moins n.

Probléme 2.4.5. Soit M, 1a-2) la fonction symétrique monomiale indexée par le par-

-2

tage p = (2,192). Sin>dona

d-1
Mm(z,ld-z) (qw)=|1+s1(a)+2- 2; 33(q) + sa(a@) | sn(w)
]:
l§1-1 d=i—1
+ si(a) +2- Z 35(q) + sq—i(a) | sn—ii(W)
i=1 j=i+1
a1$)

+ Zsj(CI) Sn—LgJ,LgJ(W)'
=l
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En particulier, la derniére affirmation implique que la série de Hilbert du module de

polarisation engendré par le polynéme symétrique monomial Mm(y,1d-2) €st :

(4]

Mm, 142y (@) =1 +§ (n;l_ 1) sa—j(A@)+ D (n +j: & 1) sj(q)-

=1
Probléme 2.4.6. Le module de polarisation engendré par la fonction symétrique mo-
niale m, j4-2) est isomorphe (en tant que &, X GLy(C)-module) au module de polari-

sation engendré par la fonction symétrique eg_; 1), pour tout degré d > 5.
Autres résultats et problemes ouverts pour des familles particulieres

On considére d’abord les familles &,-stables de polynémes A := {x‘fjl 1 <j<n},
Bi o= {x‘f,i —z‘f’jl 1L <€ gy = n} et C = {HaeA-Tl,a| A C [n], lA|=d}. Les
démonstrations des propositions ci-bas sont trés semblables & celle de la formule 2.20

du théoréme 2.2.1. On établit les résultats et problémes ouverts suivants :

Proposition 2.4.1. Une base homogéne pour le module de polarisation M 4 est ’en-
semble suivant :

By={Xxf:0<|d|<d,1<j<n}.
Pour chaque d € N tel que |d| < d, une base pour la composante homogene de multi-

drgré d est donné par Bgq = {XJ : 1 <j<n}.

Proposition 2.4.2. Une base homogene du module de polarisation Mg est 1’ensemble

suivant :
Bg:={X{- X : |d|=d,2<5<n}|J{X} : 0<|bj<d, 1<j<n}.

Dans ce cas, pour chaque d € N¢ tel que |d| < d, une base pour la composante homogéne

de multidegré d est donnée par la régle suivante :

xd - X3 sildl =4,
Bpgq = 5 ]
X; si0<|d| <d.

Proposition 2.4.3. La caractéristique de Frobenius graduée des modules de polarisa-
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tion engendrés par A, B et C sont :

d

M (q,w) = (Z Sj(q)) sn(W) +
=0
s

1
J=0 J

Corollaire 2.4.1. Les séries de Hilbert des modules de polarisation engendrés par les

ON

Il
e

J

8 (Q)> Sn—1,1(W).

Ma.

1
=

Sj(Q)) 8n-1,1(W)-

familles A, B sont i
m
My@)=1+n- Zsk(Q)a
k=1

d—1

Mg(@ =1+n-> sp(q)+ (n—1) - sa(q).
k=1

Probléme 2.4.7. La caractéristique de Frobenius graduée du module M¢ est
/2] (min(d,n—i)

d
M, (q,w) = (Zsj(q)) ss(W)+ > | > s,-(q)) Snii(W).
j=0 =1

j=i
En particulier, la série de Hilbert du module M¢ est
A
M@ =3 (7)sito

= Nl

j=0
Probléme 2.4.8. Une base homogeéne pour le module Mg est '’ensemble suivant :

Be:i=q > []zss:1Sr<6ACq] |A<d}.
F:A—r] jeA :

Pour chaque vecteur d € N¢, une base pour la composante homogéne de multidegré

d=(di,...,dg) est:

Bea :={ > [z s 1sr<6 A, |A|5d}-
{F:alr]: 2 (0)|=ds } €A
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Problémes ouverts sur les bornes supérieures pour les multiplicités en degré 2 et 3

Soit T3 la famille des tous les mondmes en degré d (fixe) en les variables z11, ..., Z1p.
Alors, pour n’importe quelle famille F' des polynémes homogenes, de degré au plus d,

(en les variables z11,...,Z1,) On & que :
Mp C Mg, (2.29)

En effet, I C Moy, et par définition de module de polarisation, on a que Mr C Mry,.
Supposons que, Mp =3 55 22, arusu(Q)sa(w), et My =3 5, 32, bausu(a)sa(w),
alors I'inclusion 2.29 implique 0 < ay, < byy, VA, p. Lorsque d = 2 ou 3, des explo-
rations avec Maple n’ont permis de vérifié les conjectures suivantes jsuqu’a n = 6 et

— ol

Probléme 2.4.9. La caractéristique de Frobenius graduée du module de polarisation

M, est

14 81+ s2)s1(w) . sla=1
14 51+ 22)s2(W) + (81 + 82)51,1(W) gl = 2,
1+ 81+ 252)s3(W) + (81 + 2 82)82,1(W) B f= 3,

(
MTz(q) W, TL) = E
(14 81+ 282) sp(W) + (51 + 2 82) Sp—1,1(W) + S28p—22(W) Vn > 4.

De plus, en degré 3 on a la conjecture suivante qui a été vérifiée jusquan=6et £ =3 :
Probléme 2.4.10. Soit 73 la famille de tous les monémes de degré 3 en les variables

x3. La caractéristique de Frobenius graduée du module de polarisation Mr; est donée

par la table suivante :
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(1+ 51+ s2+ s3)s1(W) n=1

(14 s1+ 282+ 253)s2(W) + (81 + 52+ s1,1+2 83)81,1(W) n=2

(1 +s51+2s9+3 Sg)Sg(W) + (81 +2s,+381+ 3 83)82,1(W)

n=3
+(s1,1 + 83)81,1,1(W)
(14 s1+2s2+3s3) S4(W) +(s1+2s0+ $11+ 4s3) 83,1(W) g m
+(s2 + 53)s2,2(W) + (51,1 + 83)52,1,1(W)
(14 514+ 252+ 3s3) s5(W) + (51 + 252 + 81,1 + 453) 54,1(W) —_—

+(s2 + 2 53)s32(W) + (51,1 + 53)83,1,1(W)

(14 514252+ 353) sn(W) + (51 + 252+ 51,1 + 453) 5p—1,1(W)
+(s2 + 253)sp—-2,2(W) + (51,1 + 83)Sn—2,1,1(W) + 53 5,-33(W) | Vn>6.
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Tables pour degré 4 et 5

Tableau 2.2: Caractéristiques de Frobenius pour degré 4

(1 + 81+ 82+ 83+ S4)Sn(w) p‘%
(14 81+ 52+ 83+ 54)8n(W) + (51 + 52 + 83)sn—1,1(W) P4
(14 81+ 52 + 83+ 84)sn(W) + (51 + 52 + 53)8p—1,1(W) + S25n—2,2(W) e4
(1 + 51+ 282+ 283 + 84)8n(W) + (81 + 252 + 83)8n-1,1(W) &
8211
(1 + 51+ 282 + 253 + 54)3p(W) + (51 + 282 + 83)Sn—1,1(W) + s25n—2,2(W) Figs
m211
lel
(1+ 81+ 252 + 253 + 521 + S4)5n(W) + (51 + s2 + S11 + 83)8n—1,1(W) €511
h211
hy
(14 81+ 252 + 253 + 891 + 84)8n(W) + (51 + 282 + 511 + 53)50-1,1(W) My,
Ps
(14 s1+ 282 + $3 + 521 + 84)sn(W) + (51 + 282 + s11 + 53)Sp—1,1(W) + S25n—22(W) | my
84
831
(14 81+ 250 + 253 + 591 + 54)5n(W) + (51 + 282 + 511 + 83)5n—1,1(W) + 5250—22(W) | s,
622




Tableau 2.3: Caractéristiques de Frobenius pour degré 5
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(14814 824 83+ 54 + 55)5n (W)

(1481 + 32+ 83+ 54+ 35)8, (W) + (51 + 52 + 53 + 84)8n—1,1(W)

Ds

(14 51+ 52+ 53+ 54+ 85)8n (W) + (51 + 52+ 53 + 54)8n—1,1(W) + (82 + 83)8n—2,2(W)

€s

(14 81+ 252 + 253 + 284 + 55)8a (W) + (51 + 282 + 283 + 84)8n—1,1(W) + (52 + 83)8n_2,2(W)

Moy

82111
€41

(14 814 282 + 253 + 821 + 284 + 531 + 55)8n (W) + (51 + 252 + 811 + 253 + 521 + 84)9n—1,1(W)
+(82 + Ss)sn_zyz(w)

8221

(14 51+ 282 + 253 + s21 + 284 + 531 + 55)80 (W) + (81 + 282 + 511 + 253 + 821 + 84)8n—1,1(W)

+(s2 + 33)8n—2,2(W)

hao1
D221
841
832
8311
€221
ma3i1

(1481 + 252+ 253 + s21 + 254 + 531 + 55)8n (W) + (51 + 282 + 811 + 853 + 521 + 84)8n—1,1(W)

(14514252 + 353 + 521 + 254 + $31 + 55)8n(W) + (51 + 282 + 811 + 353 + 821 + 84)8n—1,1(W)
| +(s2 + 83)8n—2,2(W)
|

P32
€32

ma21

(14 51+ 252 + 253 + 521 + 284 + 831 + 85)8n(W) + (81 + 52 + 911 + 83 + 821 + 84)8n—1,1(W)

P2111
ha111
€e2111

(14 81 + 252 + 353 + 521 + 254 + 931 + S5)8n(W) + (81 + 282 + s11 + 253 + 521 + 84)3n—1,1(W)

€311
han
J2:38!
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Tableau 2.4: Caractéristiques de Frobenius pour I’espace My, ,

ha

(1+s1)sn(w), ¥ >1

ha

(1+ 81+ s2)s1(w), n=1,

(14 514 52)8n(W) + $18n-1,1(W), Vn > 2

hs

(1+s1+s2+83)51(w), n=1,

(L4 81+ 282+ 53) s (W) + (51 + 82)sn—12(W), VR >2

ha

(14+s1+s2+53+s4)81(w), n=1,
(14 81+ 252 + 253 + 521 + 84) 52(W) + (51 + 282 + s11 + 53)81,1(W), n=2,

(1+ 51+ 252 + 253 + 521 + 84) Sn(W) + (51 + 282 + 511 + 83)Sn—1,1(W)
+828n—22(W), Vn>2

hs

(1+s1+52+ 83+ 84+ 85)51(W), n=1,
(1+ 81+ 282 + 252 + 821 + 284 + 531 + 55)52(W) + (51 + 252 + 811 + 283 + 521 + 84)51,1(W), n =2
(1+ s1+ 282 + 353 + 521 + 254 + 831 + 55)83(W) + (81 + 252 + 511 + 855 + s21 + s4)s2,1(W), n =3

(1 + s1+ 282 + 353 + 521 + 284 + 931 + 35)5n(W) + (81 + 282 + 511 + 383 + s21 + 84)9n—1,1(W)
+(82 + 83)8n-2,2(W), Yn >4

he

(1+s1+s2+83+ 384+ 5+ 386)81(w), ifn=1,

(14 51+ 252 + 253 + 521 + 384 + 531 + S22 + 285 + 541 + 56)52(W) =B
+(s1 4+ 82 + 811 + 253 + 521 + 84 + 831 + 55) 811(W) !

(14 51+ 282 + 353 + 521 + 454 + 2531 + S22 + 255 + 541 + 56) 93 (W) S
+(s1+ 252 + 511 + 353 + 8521 + 354 + 531 + 85)52,1 (W) + (511 + 53)81,1,1(W) ’

(14 51+ 252 + 353 + 521 + 454 + 2531 + 822 + 255 + 541 + 36) 50 (W)
+(s1 4+ 282 + 811 + 453 + 3821 + 384 + 831 + 55)8n—1,1(W)
+(s2+ 83 + 521 + 84)sn—2,2(W)
+(s11 + 83)Sn—2,1,1(W).

Vn > 4.




CONCLUSION

Pour n’importe quel degré d > 1 on établit une regle pour trouver une base homo-
gene des modules de polarisation engendrés par les polynémes p‘li, pg €t eq. On calcule
la caractéristique de Frobenius graduée de ces modules de fagon globale, et ce indé-
pendamment de ¢. Cette these amorce aussi 1'étude d’une classification compléte des
modules de polarisation engendrés par des polynémes symétriques homogenes selon la
décomposition en &, x GLy(K)-modules irréductibles. Encore 13, cette classification
est faite selon la caractéristique de Frobenius graduée de fagon globale, et ce indépen-
damment de £. Le probléme est complétement résolu pour les cas de degré 2 et 3. Les
résultats obtenus suggerent la forme d’une classification générale. De plus, ces formules
s’averent étre des sommes de produits des fonctions completes homogenes hy(q)hy(w)
3 coefficients naturels. Reste le probléme de prouver une formule que nous proposons
pour la caractéristique de Frobenius graduée du module de polarisation engendré par le
polyndéme symétrique monomial mq 14-2), pour d > 4. Via l'expérimentation par calcul
formel nous suggérons une classification pour les degrés est 4 et 5. Des formules pour la
caractéristique de Frobenius graduée on déduit directement celle pour les séries de Hil-
bert comme polyndmes symétriques en les variables g;. Nos résultats et résultats partiels

suggerent que les expressions résultantes sont h(q)-positives.

Tous nos observations, nos résultats, et expérimentation, suggerent que le module de
polarisation associée au polynéme h,, contient une copie des modules de polarisation
engendrée par n’importe quelle fonction symétrique homogene de degré m. Il semble
donc y avoir une hiérarchie naturelle entre les modules de polarisation associé & diverses
fonctions symétriques oli on poserait My < M, si et seulement si la série de Frobenius
M¢(q,w) — Mg(q,w) est Schur positive. Pour cette hiérarchie My, jouerait le réle

d’élément maximal et Mpm celui d’élément minimal. On aimerait donc une description
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claire de celle-ci.

Une question intrigante serait de développer une étude analogue pour les fonctions
quasi-symétriques. Une autre serait de développer tout ceci dans le contexte ou &, est
remplacé par une autre groupe de Coxeter fini. Les opérateurs de polarisation sont plus

subtils.




APPENDICE I

UNE APPROCHE EQUIVALENTE DE LA POLARISATION

Le but de cet appendice est de clarifier la différence entre les opérateurs de polarisation
particuliers, E; ; = Z;Ll zijOkj, et les opérateurs de polarisation, Pz = Z;-;l Tij ?:,-’
(on trouve les deux approches dans la littérature, par exemple [24, 19]). Il y a certains
avantages lorsqu’on utilise les opérateurs de polarisation P; x au lieu, des opérateurs de

polarisation E; ) par exemple la formule du théoreme A.0.2.

Les opérateurs de polarisation F; ;

On sait déja (voir la formule 2.5) que les opérateurs E; ; satisfont la formule :

¢ shigka | ke

f (Z tixi) -y G s (r)
i=1 k1+ko+--+ke=d

ou f(xi) est un polynéme homogeéne de degré d, en les variables X1 = Gty e Bine

Rappelez que' x = (z1,%2,...,%p)- Si on prend f en les variables x, souvent ses pola-

risations sont décrites d’une fagon équivalente avec les opérateurs P;; définis comme

suit :
n
0
P.,;’x = inj%.
=1 ¥
Ces opérateurs P ; satisfont une formule similaire qui est donnée ci-bas :

Théoréme A.0.1 (voir [24], p. 42.). Si f(x) € R, est un polynéme homogene de degré

total d alors, on peut obtenir toutes ses polarisations (du type P;;) en considérant la
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somme(voir [29, 24]) :

t’fl t’2°2 - tf‘ A e
e L D pil ol Fest Paa Pia{f(x)-
ki+ka++ko=d 1:12- A

(A1)
Avec la notation du chapitre, 2 on écrit simplement :
K t
f6-X) = Y PRGOS
k|=d

~ pk ._ pke ka2 pk1
Oqu '_Pe,z'..PZ,IP].,Z

Remarque A.0.1. Soit d € N¢. On rappel que le nombre de matrices A de format

¢ x n, & coefficients naturels, et telles que deg(X 4) = d, est donné par :

o w-a- () e

Plus général qu’une seule ligne x = (z1, %2, ..., Zn), on considére la matrice de variables

X = (z; ;) de format £ x n (voir [20, 21, 24]) et on a donc

Théoréme A.0.2 (Classique). Soit f(X) € RY est un polynéme homogéne de
multi-degré d = (dy,...,dg) alors, pour toute matrice carrée M = (my;) de taille
£xfona:

L ¢
FMX) = ¥ HH b

{Kenexe. |K\—d}

ouY = (y;;) est une matrice de variables de format £xn, K! := H H ki, M¥ H H mk”
=i 5=1 i=1 j=1

0 .
et Pg:= z;; ——, La notation |K | d représente ’ensemble de toutes les matrices

n
carrés K d’ordre £ telles que z ki; = d;, pour tout 7 tel que 1 <4 < £. Autrement dit :
J=1

£ /4 L ¢
f<zm1,ixi"")zmé,ix‘i>= z HH f(Y
i=1 i=1 =1j=1

{Kenexe: |k|= d}
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Exemple A.0.1. Soit f(y1,¥2) = ¥11¥s + Y12z, Le polynome f(y1,y2) € Rgz) (Y) est

homogene de multi-degré (1,1) dans la matrice de variables Y suivante :
e el < Yu Yo )
Yo Yo
on écrit les lignes de X comme x; = (z,,,%,,) et Xa = (Z,,,Z,,). Prenons la matrice de

M = ( my My, )
My My

notons que f(X) = f(x1,X2) = f(Z11, T15) Ta11 T33) = T11 Ty + 1,75, 5 €t 0n a donc :

parameétres M suivante :

f(MX) =f << M M ) < ey )) = f(m11x1+m12x2; Moy X1 +m22x2)

My My, X2

= f(muxu M T01 s My Tyg T My Loy 5 My Ty + Mgp Ty, My Ty + mzzxzz)
= (muxu i m12$21) (m21$11 + m22$21) T (muxm S m12x22) (m21$12 + mzzxzz)
. 2 2
=My Mg T+ My Mgy T, + My Mgy Ty Ty + My Mgy Ty, Ty + MMy, Ty Ty
+ + 2+ .
My Mg Loy T MMy Ty T My My Ty -
2

2 2 2
= m21m12 ($11$21 + $12$22) s m11m22 ($11$21 + $12$22) . m11m21 (xu + xlz) =ty m12m22 (le + $22)

= My, My, PLaPa1(F(Y)) + myymy, PuPoa(£(Y)) —myymy, PaPu(f(Y)) + mypmy, Py Poa(£(Y)).
Exemple A.0.2. Soit p(X) € ’R,:(f) le polynéme homogene de multi-degré (2, 1) suivant :

p(x1,%xg) = :zflxza + zfzxm,
En termes des opérateurs E;; on obtient :

p(MX) = Exa(p) - mi;ma1 +p - miymas + (E12Ba1(p) — 2p) - muimiama

1 1
+ E21(p) - mi1meamia + 3 (E12E21(p) — 2E21(p)) - miymar + §E221 (p) - m3;maa.

Les opérateurs E; i et E,; ne commutent pas toujours comme on peut voir dans

I’exemple suivant :
2 2
E21E15(p) = 71223 + 221121222 + 2T11713%21 + T1aT21,

2 2
E19E (p) = 221123 4 2211212222 + 221113221 + 2275221,
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n
4 0 ; ¢
Par contre, les opérateurs P ; = E xijg— sont toujours commutatifs, comme on peut
; Ykj
Jj=1
vérifier dans I’exemple ci-bas :

Py Py (p(Y)) = 2z11222y12 + 2Z13221911 = Pi2Po; (p(Y)) .

ol p(Y) :=p(y1,¥2) = Y2 ¥as + V%, U1

Remarque A.0.2. Les opérateurs de polarisation E;; et Ej j satisfont la relation de

commutation suivante (voir [24], p.53) :

[Eigs Bng] = 0ip ik — Oip Eng-

1 r=s,

ol la fonction d est le symbole de Kronecker 6,5 := {

0 sinon.




APPENDICE 1I

SERIES DE HILBERT

Ici on donne les séries de Hilbert des modules de polarisation M lorsque le degré de f

est 4 et 5. On rappelle que pour degré 3 on a démontré (sauf n-exceptions) que :

Tableau B.1: Séries de Hilbert pour degré 3

e
—co
Il
o~
—oo

1+ hi(q) + ha(q) + ha(q) e

Il
3

1+n. hl(CI) < 1 hQ(CI) + h3(q) P3 =m3, €3 = 815, = Myy;-

83 = h3,h21,
1+n-h(q)+ (n+1)-ha(q) +hs(q) 821, P21, €21,
mai.

Tableau B.2: Caractéristique de Frobenius pour degré 3

(14 h1(q) + h2(q) + ha(q)) - ka(w) e} = p} = h}
(1 F h3(q)) ' hn(w) W (hl(q) + hz(q))~ hn—l,l(w) D3 = Mg, €3 = 8;y3 = My,
83 = h3a h‘21a
(1 + ho(a) + h3(q)) - (W) + (h1(q) + ha(q)) - An—1,1(W) 521, P21, €21,
ma1.
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Séries de Hilbert pour degré 4

En degré 4, les séries de Hilbert des modules de polarisation M sont (sauf n-exceptions)

les suivantes :

Tableau B.3: Séries de Hilbert pour degré 4

1+ 81+ 82+ 83+ 84 et =pl=hi
1+n-s1+n-s9+n-83+ 54 P4 =My
1+n-s1+(3) -s2+n-s3+s4 €4 =My = Sun
l14n-s1+2n-s0+(n+1)-s3+s4 e31
1+n-s1+ (") - s2+(n+1) 53+ 54 8211, b2, man

1+n-s1+(n+1)-s2+(n—1)-s1+(n+1)-s3+s21+54| p2i1,€211, hon

l4+n-s1+2n-s2+(n—1)-s11+(n+1)-s3+ 521+ 34 hs1, m31, P31

1+n-s14+ (") so+(n—1)-s11+n-53+ 5021+ 84 mag

1+n-s1+ (") -sa+(m—1)-s11+(n+1)-s3+ 821 +84 | 4,531, 8522,€2,D2
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Séries de Hilbert pour degré 4 (en termes de fonctions h)

Les séries de Hilbert des modules de polarisation M sont h(q)-positives. En fait, on a

les formules suivantes (sauf n-exceptions) :

Tableau B.4: Séries de Hilbert pour degré 4 en termes de h

1+hy+he+hs+hy el =pi=hi
l1+n-hy4+n-ho+n-hs+hy Pg =My
1+n-hi+(5) ha+n-hs+hy €4 ="My = Spipy
14n-hi+2n-ho+ (n+1)-hg+ hy e31
1+n-h1+ ("'{1) cha+(n+1)-hz+ hg 8211, ha2, mon1
l+n-hi+(n—1)-h2+2-hy+hor+n-hg+hy P11, €211, ha11
l14n-hi+(n+1)-hy+(n—1)h2+ hoy +n- ks + hy h31,m31, P31
1+n-hi+(n-1)-h2+((5)+1) -ha+(n—1)-hs+hy ma2
1+n-hi+(n—-1)-A2+((3) +1)he+n-hs+hy 84583135221 €22 Py
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Séries de Hilbert pour degré 5

En degré 5, les séries de Hilbert des modules de polarisation M ¢ sont les suivantes (sauf

n-exceptions) :

Tableau B.5: Séries de Hilbert pour degré 5

1+8+82+83+84+ 35

€15 = P15
== h15

14n-s1+n-s5+n-83+n-84+ 8y

Ps
— m5

1+n-s1+(5) s24+(3)-s3+n-s4+ss

€5
=mys
= 815

14n-si+ ("5 sa+ ("5 - ss+ (n+1) - s4+ 55

77221111

Sa1110
€41

1+mns1+ ("51)s2+ (n—1)s1 + ("3 )53+ nsa + (n+ 1)ss + s5

5921,

1+n-s1+2n-s2+(n—1)-s;1+2n-s3+n-8s21+ (n+1) -84+ 831 + 85

m41,
P11

1+ns+ (" 82+(n-1)811+n(n;3) s3+nsa+ (n+1)ss+ 531+ 85

h5>
hai,
h32a
haa1,
D221,
S41,
832,
3311,
€221,
m3i11

1+nsl+("'2"1)32+(n—1)511+(@—1>S3+n321+(n+1)34+831+35

D32,
€32,
ms2,

m221

1+nsi+(n+1)se+(n—1)s11+(n+1)s3+nsa+ (n+ 1)sa+ 831 + 85

D2111,
ha111,
€2111

1+nsl+2ns2+(n—1)311+(2n+1)33+n321+(n+1)34+331+35

€311,
h311,
P311




Séries de Hilbert pour degré 5 (en termes des fonctions h)
En degré 5, les séries de Hilbert des modules My sont h(q)-positives :

Tableau B.6: Séries de Hilbert pour degré 5 en termes de h
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1+hy+hy+hz+hs+hs

l+n-hi+n-ho+n-hs+n-hs+hs

1+n-hi+(3) -ha+ (3) -ha+n-hy+hs

14n-hi4+ (" ha+ ("T)) -hs+ (n+1) - ha+ ks

1+ nhi+ (1+(5)) ho+ (n — 1)h? + (3)hs + nho1 + nhg + hihg + hs

5221

1+nh1+(n+1)h2+(n—1)hf+nh2h1+nh3+h1h3+nh4+h5

$221,
m41,

P41

1+nh; +(n— 1)h%+ (1+ (72")) ho +nhghi + (";1)h3+nh4+h1h3+h5

h5’
ha,
hss,
haa,
P221,
841,
532,
8311,
€221,
m3i1

14+nhi+ (-1 ki + (1+ (3)) he +nhohi + (("3') +1) hs + nha + hihs + hs

D32,
€32,
mgz,

mo21

1+nh1+(n—1)h%+2h2+nh2h1+h3+nh4+h1h3+h5

D2111,
ha111,
€2111

1+nh1+(n—1)h%+2h2 +nh2h1+(n+1)h3+nh4+h1h3+h5

€311,
hai1,
P311
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Tableau B.7: n-exceptions lorsque 3 < n < 42

N=3 3a(2b + c) = 4b?
n=4 a(b+c)=b*
n="5 | 3a(2b+3c) = 8b*
T ="5 3a(b+ 2c) = 5b?
n=7 | a(2b+ 5c)=4b*
n=8 | 3a(b+3c)="Tb
n=9 | 3a(2b+ Tc) = 16b°
/=10 a(b+ 4c) = 3b°

n =11 3a(2b+ 9c) = 205
n=12 3a(b+5c) = 115
n=13| a(2b+ 1lc) = 8b°
n=14| 3a(b+ 6c)= 13b?
n =15 | 3a(2b+ 13c) = 28b°
n=16| a(b+7c)=5b°

n =17 [ 3a(2b+ 15¢) = 3252
n=18| 3a(b+ 8c)=17b*
n=19 | a(2b+ 17c) = 12b°
n=20] 3a(b+9c)= 195
n =21 | 3a(2b+ 19c) = 405
n=22| a(b+ 10c)=7b*
n =23 | 3a(2b+ 21c) = 44°
n=24| 3a(b+ 1llc) = 23b*
n=25 a(2b+ 23c) = 16b*
n=26| 3a(b+ 12¢c) = 25b
n =27 | 3a(2b+ 25c) = 52b*
n=28] a(2b+ 13c) = 9*
n =29 | 3a(2b+ 27c) = 56b°
n=230| 3a(b+ ldc) = 29v*
n=31] a(2b+ 29c) = 20b*
n=232| 3a(b+ 15¢c) = 3157
n =33 | 3a(2b+ 31c) = 64b°
n=34] a(b+16c) =11
n =35 | 3a(2b+ 33c) = 68b°
n=236| 3a(b+ 17c)= 35b°
n=237| a(2b+ 35c) = 24b°
n =238 | 3a(b+ 18c) = 37b*
n =239 | 3a(2b+ 37c) = 76b*
n=40| a(b+ 19c) = 13b?
n =41 | 3a(2b+ 39c) = 80b°
n=42 | 3a(b+ 20c) = 41°
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