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RESUME

Dans un article (Labelle et Lamathe, 2007) qu’ils présenteront sous peu & Tain-
jin (Chine) dans le cadre de la conférence mathématique Formal Power Series and
Algebraic Combinatorics, Tianjin, China 2007, les auteurs Gilbert Labelle et Cédric
Lamathe ont développé une théorie d’opérateurs combinatoires différentiels de la forme
UX, D), o (X, T) est une espéce de structures arbitraire construite sur deux sortes,
X et T, d’éléments sous-jacents. Ces opérateurs agissent sur des espéces, F(X), plutot
que sur des fonctions. L’objectif de ce travail est donc d’expliciter et de concrétiser
cette théorie. Pour ce faire, nous détaillons les preuves apparaissant dans le dit article,
démontrons des résultats qui y sont uniquement énoncés, donnons plusieurs exemples
non triviaux, construisons plusieurs tables (tables des opérateurs moléculaires, de sim-
plification pour la ®-substitution, etc.) et développons une méthode de calcul simplifié
pour la ®-substitution.

Mots clés : opérateurs combinatoires différentiels, opérateurs moléculaires, espéces
de structures.
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INTRODUCTION

Depuis son introduction par A. Joyal au début des années 1980 (Joyal, 1981), la théorie
des espéces a fait 'objet de nombreux développements et un ouvrage de références en
la matiere est le livre publié en 1998 par F. Bergeron, G. Labelle et P. Leroux (Berge-
ron, Labelle et Leroux, 1998). L’importance combinatoire de cette théorie tient entre
autre au fait qu’elle permet d’analyser des structures combinatoires étiquetées et non

étiquetées.

Dans l'article (Labelle et Lamathe, 2007) qu’ils présenteront sous peu & Tianjin (Chine)
dans le cadre de la conférence mathématique Formal Power Series and Algebraic Com-
binatorics, Tianjin, Chine 2007, les auteurs G. Labelle et C. Lamathe ont introduit
une généralisation de 'opérateur différentiel classique % en développant une théorie
d’opérateurs combinatoires différentiels de la forme (X, D), ou (X, T) est une espéce
de structures arbitraire construite sur deux sortes, X et T, d’éléments sous-jacents.
Ces opérateurs agissent sur des espéces F(X) plutdét que sur des fonctions. Les au-
teurs montrent comment composer ces opérateurs, comment calculer leurs adjoints et
les opérateurs qui leur correspondent dans le contexte des fonctions symétriques et des
séries génératrices. Ils analysent aussi le comportement de ces opérateurs lorsqu'ils sont

appliqués au produit d’espéces ainsi qu’a d’autres opérations combinatoires.
ppiq

L’objectif de ce travail est d’abord de bien comprendre les résultats introduits par G.
Labelle et C. Lamathe, puis d’expliciter les preuves succintes apparaissant dans leur
article en donnant les détails nécessaires a la bonne compréhension des résultats donnés
et de démontrer ceux qui ne sont qu’énoncés. Par la suite, nous donnerons une série

d’exemples et d’applications, concrétisant ainsi la théorie introduite tout au long de cet




ouvrage.

Ce travail est divisé en trois chapitres. Le premier, basé sur I'ouvrage de F. Bergeron,
G. Labelle et P. Leroux (Bergeron, Labelle et Leroux, 1998)., introduit les notions de
base de la théorie des espéces : définition des concepts d’espéce de structures et des
principales séries que 1’on peut leur associer, d’égalités combinatoires, d’opérations sur

les espéces, d’espéces multisortes et moléculaires.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons en premier lieu des notions plus spécifiques
a notre étude (produit cartésien d’especes de structures, formes combinatoires bilinéaires
et concept de dérivation d’espéces) qui seront, ainsi que leurs généralisations ultérieures,
utilisées par la suite pour définir des concepts clés de ce travail. En deuxieme lieu, nous
présentons une récente catégorie d’opérateurs combinatoires différentiels due & A. Joyal
(Joyal, 1981) : les opérateurs combinatoires différentiels purs. Ces opérateurs sont en
quelque sorte une prémisse & ceux du chapitre suivant, qui portera sur une généralisation

de ces opérateurs combinatoires différentiels purs.

Finalement, le troisidme et dernier chapitre est consacré a 1'étude de la théorie des
opérateurs combinatoires différentiels généraux introduite dans (Labelle et Lamathe,
2007). Nous présentons donc dans un premier temps les notions relatives & Q(X, D).
Dans un deuxiéme temps, nous élaborons une série d’exemples et d’applications qui

explicitent la théorie des opérateurs combinatoires différentiels généraux.

En annexe, nous présentons les tables génératrices et la liste exhaustive des opérateurs
moléculaires i’;—;’:, pour n + k < 4 (Appendice D), une table de simplification pour la
©-substitution (Appendice E), une méthode de calcul simplifié (pour certaines espéces
moléculaires de degrés totaux < 4 en X et en T') pour la ®-substitution (Appendice F),

ainsi que diverses tables (définitions et notations des especes de structures rencontrées




dans ce travail (Appendice A), quelques séries génératrices et indicatrices d’espéces

(Appendice B) et les espéces moléculaires et leurs dérivées, pour n < 4 (Appendice C).







CHAPITRE I

ESPECES DE STRUCTURES

1.1 Notion d’espéce de structures et d’égalité combinatoire

Dans cette premiére section, nous débutons par introduire formellement le concept
d’espece de structures (1.1.1) et nous précisons par la suite le sens que prendra le

concept d’égalité entre especes de structures dans le présent ouvrage (1.1.2).

1.1.1 Espéce de structures

Informellement, on peut définir une structure s comme étant la donnée d’un couple
s = (v,U), ol «y correspond & une < construction >> sur les éléments d’un ensemble
donné U. On dit alors que U est I’ensemble sous-jacent & la structure s, ou encore que

s est une structure étiquetée par ’ensemble U.

Par exemple7 pour U = {ai b7 c’ d’ e’ f} et 7 = {(a7 b)? (a’ d)’ (b’ c)’ (b’ f), (C, f)’ (e’ d)’ (e, f)}’
alors s = (7, U) décrit un graphe orienté (voir Figure 1.1) ou chaque élément de ~ cor-

respond & un arc de s.

Notons que s’il ne cause pas d’ambiguité quant & la nature de I’ensemble U sous-jacent,
'abus de notation s = ~ consistant & identifier une structure s = (-, U) & la construction

v pourra étre utilisé.

Cette définition informelle du concept de structure n’est cependant pas compléte. Afin

de pouvoir le définir de fagon rigoureuse, nous utiliserons une approche fonctorielle. Pour




Q
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.7
d e f

§ _J

Figure 1.1 Un graphe orienté sur {a,b,c,d,e, f}.
ce faire, nous allons introduire la notion de transport de structures le long de bijections.

Considérons le graphe simple s = (-, U) dont I’ensemble sous-jacent est U = {a,b, ¢, d, €}

(voir figure 1.2).

Figure 1.2 Un graphe simple sur U = {a,b,¢,d,¢, f}.

En substituant les éléments de U par ceux d’un autre ensemble V = {1,2,3,z,y} viala
bijection 8 : U — V décrite par la Figure 1.3, il apparait clairement que 8 permet de

transporter le graphe simple s sur un graphe simple correspondant ¢ = (7, V).

Il s’agit donc en fait de remplacer chacun des sommets « € U dans v par le sommet
correspondant B(u) € V dans I’expression de . Nous dirons alors que le graphe simple
t a été obtenu par le transport du graphe simple s le long de la bijection 3, ce que nous
noterons par t = - 8, et que s et ¢ sont isomorphes (nous reviendrons sur le concept

d’isomorphisme ultérieurement).

Définition 1.1.1. Une espéce de structures est une régle F' qui associe :
i) & chaque ensemble fini U, un ensemble fini F[U];
i) & chaque bijection o : U — V, une fonction Flo] : F[U] — F[V], ot chaque fonction

F[o] doit satisfaire auz propriétés de fonctorialité suivantes :



U={a,b,c .d,e}

EEEE
[ N |
EEEE L )
L R R |
N
EEEE f —
EEEN
VY VY
={1,2,3,x.}
\ J

Figure 1.3 Transport d’un graphe simple le long d’une bijection.
a) pour toutes bijections o : U -V et7:V > W, ona
F[roo] = F[r] o F|o],
b) pour la bijection identité Idy : U — U, on a
F(ldy] = Idpy)-
La. terminologie utilisée sera la suivante :
- un élément s de F[U] est appelé une F-structure sur U (ou encore une structure

d’espéce F sur U);

— la fonction F[o] est appelée le transport des F-structures le long de o.

Exemple 1.1.1. Définissons l’espéce S des permutations (Figure 1.4) ot pour tout en-
semble fini U, la notation S[U] désigne l’ensemble de toutes les permutations sur U,

c’est-a-dire : S[U)={ n:U — U, 7 bijective }.

Il est clair que la condition i) est respectée. Vérifions la seconde : Pour une bijection



s N

0 0
Q0 .

L 2 )

Figure 1.4 Une permutation sur 9 éléments.

o:USV, on a Slo](n) = o omo o™ tel que S[o] vérifie les conditions de fonctorialité
vues précédemment, c’est-a-dire :
Soient 0 : USV et 7 : VSW deuz bijections et m € S[U], alors

a)

(rog)om-(roo)™!

S[r o o](m)

= 7o(comoo Y)or™?

= r1o(S[o)(n)) o7}
= (S[r]o Slo])(n)

b)

S[Idy)(r) Idy oo Idy!

1l

= 7
= Ildspy.

Remarque 1.1.1. Pour tout ensemble fini U, le nombre de F-structures sur U ne
dépend que de la cardinalité de U et non de la nature des éléments de U, c’est-d-dire :
|F[U}| ne dépend que de |U|. De plus, si le cardinal de Uensemble sous-jacent sur lequel

F est construite est n, nous dirons alors que F est de degré n.

La représentation générale d’'une F-structure est donnée par la Figufe 1.5 : les cercles

noirs représentant les éléments de ’ensemble sous-jacent non structuré et la F-structure



sur ces élélements étant représentée par un arc de cercle. Une liste des espéces de struc-

tures rencontrées dans le présent travail est fournie en annexe.

\_ J

Figure 1.5 Représentation générale d’une F-structure.

1.1.2 Egalité combinatoire

A priori, deux espéces de structures F' et G sont dites égales si elles sont identiques,
c’est-a-dire si pour tout ensemble fini U, F[U] = G[U] et pour toute bijection o : U — V,
Flo] = G[o]. Mais cette interprétation de ’égalité est beaucoup trop restrictive dans le

présent contexte. Le bon sens du concept d’égalité entre espéces de structures que nous

\

\
utiliserons sera celui d’isomorphisme d’espéces.
Définition 1.1.2. Soient F et G deuzx espéces de structures. On dit que F et G sont
isomorphes, et on écrit F = G si pour chaque ensemble fini U, il existe une bijection
oy : FIU|SG(U] tel que oy satisfasse la condition de naturalité suivante : pour toute

bijection o : U — V entre ensembles finis, le diagramme suivant est commutatif :

| FlU1 GIUI

|

1 Flol Glol
FIV] GV

En d’autres termes, deux espéces de structures F' et G sont isomorphes s’il y a le méme

nombre de F-structures que de G-structures sur un ensemble fini U et que pour toute
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F-structures s sur U, la G-structure correspondante oy (s) sur U peut étre décrite sans

faire appel a la nature des éléments de U.

Nous ne nous attarderons pas ici & démontrer que deux espéces isomorphes possedent es-
sentiellement les mémes propriétés combinatoires (cette vérification étant faite & maintes
reprises dans (Bergeron, Labelle et Leroux, 1998), mais nous le prendrons pour acquis.
Ainsi, pour la suite des choses, si F' et G sont deux espéces isomorphes, elles seront
considérées comme étant égales dans 1’algébre combinatoire qui suivra et nous écrirons

souvent F' = G au lieu de F = G.

1.2 Principales séries associées aux espéces

Dans cette section, nous présentons dans un premier temps trois séries formelles impor-
tantes associées aux espéces de structures, soient les séries :

- génératrice (exponentielle) de ’espéce F, notée F(z) (1.2.1);

- génératrice des types d'isomorphies de F, notée F(z) (1.2.2);

- indicatrice de cycles de F, notée Zp(z1,22,...) (1.2.3).

Dans un deuxiéme temps, nous introduirons une notion d’égalité restreinte & un cardinal

donné, appelé le contact d’ordre n (1.2.4).

Briévement, la donnée des trois séries introduites ici permet la déduction d’une foule
d’informations sur une espéce de structures donnée en ce qui a trait au dénombrement
des F-structures. Plus précisément, la série exponentielle permet de dénombrer toutes
les F-structures possibles sur les ensembles [n], n > 0. La série génératrice des types
d’isomorphie permet quant & elle de dénombrer toutes les F-structures sur [n}, n > 0, &
isomorphismes pres, c’est-a-dire en ne tenant pas compte de la nature des éléments de
I’ensemble sous-jacent des structures. Pour ce qui est de la série indicatrice des cycles ( &
une infinité de variables z,, z2, z3,...), les variables z; sont vues comme des compteurs

de cycles des permutations de ’ensemble sous-jacent aux structures.
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Notons que pour la suite de ce travail, nous prendrons la convention de désigner par [n]

I'ensemble {1,2,...,n} et par F[n] I'ensemble F[{1,2,...,n}].
1.2.1 Série génératrice exponentielle : F(z)

Définition 1.2.1. Pour une espéce de structures F, on définit la série génératrice

exponentielle de F' (ou simplement la série génératrice de F') par
Iﬂ
F(z)=)_ fa,
n>0

ou le terme f, = |F[n]| est le nombre de F-structures possibles sur un ensemble com-

portant n éléments.

Puisqu’il s’agit ici d’une série formelle de type exponentiel, nous pouvons extraire le

coefficient f,, de la fagon suivante :
fn = nl[z"|F(x)

ou [z"]|F(z) désigne le coefficient de =" dans la série F(x).

Exemples 1.2.1. Pour les espéces L des ordres linéaires, E des ensembles et P des

parties, on a les séries suivantes :

1) L(z) = 2050 Ln%'!‘- = n>02" = 2=, car L, = nombre de listes sur n éléments =
n!;

2) E(z) = 3,50 "”‘n—’: = €%, car E, = 1, c’est-da-dire qu’il y a une seule structure d’en-
semble possible sur un ensemble de n éléments;

3) P(z) = 21120 2"%’;— = €22, car il y a bien 2™ parties (sous-ensembles) possibles sur

[n].
Remarque 1.2.1. Une liste des principales séries génératrices est incluse en anneze.

Proposition 1.2.1. Pour deux espéces des structures F' et G, on a




F=~G= F(z) = Glz).

Preuve En effet, si F = G, alors il est clair que pour F(z) =) fn%';' et
G(z) = Zgn%, on a que fp = gn, puisque fn = |F[n]| et gn = |G[n]| et que F[n] et

G|[n] sont en bijection. D’ou la conclusion. ]

1.2.2 Série génératrice des types d’isomorphie : f’(z)

Préalablement & la définition de cette série, nous devons définir ce que nous entendons
par types d’isomorphie. Pour ce faire, considérons deux F-structures s; et s2 éléments
de F[U] et F[V] respectivement. Une bijection ¢ : U — V est appelée un isomorphisme
de ) vers s si s3 = F[o](s1). Posons s1 ~ s si et seulement s’il existe une telle bijection
entre s, et so. On définit alors le type d’isomorphisme de s € F[n] comme étant la classe

d’équivalence de s sous ~.

Définition 1.2.2. La série génératrice des types d’isomorphie d’une espéce de

structures F est la série formelle

F(z) =Y faz",

n>0

ot 3’: est le nombre de types d’isomorphie de F-structures d’ordre n.

Notons que pour les séries génératrices des types d’isomorphie, il s’agit en fait de séries
formelles ordinaires, ot I’exposant de la variable z correspond & I'ordre des types de

F-structures dénombrées.

Exemples 1.2.2. 1) L’espéce des ordres linéaires L n’ayant qu’un seul type d’isomor-

phie sur n sommets nous donne que fn =1 et donc,

fz)=Y 2" = —

=0 l1—-z

2) Pour Uespéce Scru des scrutins (c’est-d-dire les listes d’ensembles non vides), on a

Scru(z) = 2.
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Comme dans le cas de la série génératrice exponentielle, une liste des principales séries

génératrices des types d’isomorphie des espéces de structures est présentée en annexe.

Nous avons le résultat suivant, analogue au cas de la série génératrice exponentielle :

Proposition 1.2.2. Pour deux espéces de structures F et G, on a
F =G = F(z) = G(z).

Preuve En effet, il est clair que pour F(z) = Z}:z” et 5’(:1:) =Y gnz", si F =G,

on a que f, = gn, et donc que f‘(x)=(~?(z) ]

1.2.3 Série indicatrice de cycles : Zp

Nous allons maintenant introduire une série formelle contenant cette fois une infinité de
variables z1, T3, T3,...et ayant la particularité de contenir beaucoup plus d’informations
énumératives que les deux séries précédentes : elle généralise, comme nous le verrons
au théoréme 1.2.1, les séries F(z) et F(z). Mais préalablement, définissons ce que I'on

entend par type cyclique d’une permutation.

Définition 1.2.3. Soit un ensemble fini U et o une permutation de U. Le type cyclique
de o est la suite (01,09,...), ou pour k > 1, oy est le nombre de cycles de longueur k

de la décomposition de o en cycles disjoints.

Par exemple, pour o = (137)(2)(46)(5), une permutation de U = [7], le type cyclique
de o est (2,1,1,0,...).

Remarque 1.2.2. i) o) =nombre de points fires d’une permutation o ;

4) Pour |U| =n, si k > n, alors o = 0.

Avec les notations Fix 0 ={u € Ulo(u) = u} (c’est-a-dire 1'ensemble des points laissés
fixes par o) et fix o = [Fix o] (c’est-a-dire le nombre de points laissés fixes par o), nous

allons maintenant définir en quoi consiste la série indicatrice de cycles Zp :
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Définition 1.2.4. La série indicatrice de cycles d’une espéce F est la série formelle

(@ une infinité de variables x1,T2,T3,...)

. .
Zp(z1,T2,23,...) = Z 5 (Z fix Flo]z{'z5%z3® .. ) ,

n>0 0€Sn

ot S,, désigne le groupe des permutations de [n] et fix Flo] est le nombre de F-structures
sur [n)] laissées fizes par Flo] : c’est-a-dire le nombre de F-structures sur [n] dont o est

un automorphisme.

Exemples 1.2.3. 1) Z (z1,22,23,...) = ano,-h(n!):r%xgzg... =Y >0l = 1—_171-
C’est-a-dire que le seul moyen de laisser fize une liste est de faire agir lidentité
et lidentité laisse fize n! listes possibles sur n. Evidemment, le type cyclique de la

permutation identité de n éléments est (n,0,0,...).

2) Zs(z1,22,%3,-..) = (1—:1)(1—31:2)(1—13)--.’ ot S désigne l'espéce des permutations.

Remarque 1.2.3. i) |Fiz Flo]| ne dépend que du type cyclique de 0. De plus, le nombre

, . 3! § .
de permutations de Sy, de type cyclique (s1,52, 53, . -.) est T TzgmmsT » OU S isi =
s. Donc, de maniére équivalente, nous avons que pour une espéce F,

81 ,..92,.93
.'L'l .'1'52 .'1'53

ZF(iL'l,l'm 1‘3,-..) = E E fsl,sz,sa,... 13131!23232!33353!“.
n>0381+2s2+383+...=38

31 ,.82

izPrd ...
= z : f311323831"

"1518,12525,135355) ...
81+282+383+...<00 1 2 3 3
z°
= § :fs— — -
- aut(s)

De plus, pour deuz espéces F' et G, nous avons que

F=2G=> ZF($1,$2,1'3, e ) = ZG(:E17121 I3,-. ')'
i) Une liste des séries indicatrices de cycles des principales espéces est présentée en

annezre.

Théoréme 1.2.3. Pour toute espéce F', on a
a) F(z) = Zp(z,0,0,...);
b) F(z) = Zp(z,2%,25,...).
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Preuve

a) Zr(x,0,0,...) =37, 59 3 2 oes, fix Flo]z{'072.07% ..., ot Vn > 0, z{*-092.0%-... =
0, sauf si 01 = n et o = 0 pour k > 2 (c’est-d-dire que seules les permutations

identités Id, contribuent & la somme). Donc,

1 ..
Zr(z,0,0,...) = ZafzzF[Idn]z"
n>0
1
= menzn
= F(x)
b)
Zp(z,z2,23,..) = Z% Z fix Flo)zo1 22924373 (1.1)
n>0 g€ESy
= Z% Z fix Fg|go1t202+30s+.. (1.2)
n>0 g€ESy
1
=Y ~ > fixFlo]a" (1.3)
n>0 g€ESy
= > faa" (1.4)
n>0
= F(), (1.5)

ou le passage de la ligne (1.3) & la ligne (1.4) est justifié par le lemme de Burnside

(Bergeron, Labelle et Leroux, 1998).

Exemple 1.2.1. Pour l’espéce E des ensembles, nous obtenons bien que

E(x) = Zg(z,0,0,...)
= exp(z)

= el’
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et

E(x) = Zg(z,z%1%,...)

= exp(log—)

l1—-2z

1-z

1.2.4 Contact d’ordre n

Soient a(z) = ano anz™ et b(z) = 3 5o bnz", deux séries formelles, et posons a<n () =
> o<k<n arz* et ben() = Y ock<n bez®. Alors on dit que a(z) et b(z) ont un contact

d’ordre n, noté a(z) =, b(z), si et seulement si a<n(z) = b<n(T).

En posant, pour des séries indicatrices & une infinité de variables de la forme

J— n n
h(zy,z9,23,...) = Z hnin,..z1 9% ...,
n1+2n2+3n3+...<co

que

hSn(m11m2am3~--) = Z hnlnz...m?lzgz ey

n;+2n2+3n3+...<n

on définit le contact d’ordre n pour deux séries indicatrices h(z1, 2, %3,...) €t

my ..ma

g(mly x2,Z3,.- -') = Z Imim,... T1 Tg
my+2ma2+3mz+...<oco

par h(zy,72,3...) =n g(T1,T2,Z3...) si pour tout my,mg,ms, ... tels que m; + 2mo +

3m3 +... S nona hml,mz,ma,... = 9m,,mz,ms,...

On peut donc, en utilisant le concept de contact d’ordre n, définir la notion de limite

d’une suite de séries indicatrices par

lim hSn(ml, o, I3.. ) = h(xl,xg,x;; .. )

n—oo
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siVN > 0,3k >0 tel que n > k = hen(z1,22,23...) =N h{z1, 22, 73...).
Par analogie, nous avons les définitions suivantes pour les espéces de structures.

Définition 1.2.5. Soient F et G, deuz espéces de structures et n € N. On dit que F
et G ont un contact d’ordre n, noté F =, G, si ’égalité combinatoire Fep = G4y
est respectée, ot F<, dénote la restriction de F auz ensembles de cardinal < n. Plus
précisément, si U et V sont des ensembles finis et o : U — V une bijection, on pose :

Fe,[U) = F[U] et Feplo] = Flo] si [U| < n, et F<,[U) =0 si |U| > n.

Remarque 1.2.4. Il est ici important de souligner que sans ambiguité, si deuz espéces
de structures F' et G ont un contact d’ordre n, alors il en va de méme pour leurs trois

séries associ€es. C’est-a-dire : si on a F =, G , alors

a) F(z) = G(z)
b) F(z) =, G(z)

C) ZF‘(Z'],Z'z,x:},- ) “n ZG(Z'],Z'Q,Z’:}, .. ')

Définition 1.2.6. On dit qu’une suite (Fy,)n>0 d’espéces de structures converge vers
une espéce F, notée

lim F, = F,

n—o0

siVN >0,3k > 0 tel queVn >k, F,, =n F.

Remarque 1.2.5. Ce concept de limite est compatible avec le passage aur séries as-

sociées.

Nous pouvons maintenant poser sans ambiguité le résultat suivant :

Proposition 1.2.4. Pour des espéces de structures (Fy)n>0 €t F, silim, o F, = F,
alors

a) limp oo Frn(z) = F(z);

b) limn_co Fr(z) = F(z);

¢) limp oo ZR, (1,22, 23, ...) = ZF(z1,22, Z3, - . .).
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1.3 Opérations sur les espéces

Dans cette section, nous introduirons les opérations combinatoires de base sur les especes
de structures qui nous seront utiles tout au long de ce présent mémoire, c’est-a-dire les
opérations d’addition (1.3.1), de multiplication (1.3.2), de substitution (1.3.3) et de

pointage (1.3.4).
1.3.1 Somme d’espéces de structures

Regardons premiérement un exemple qui servira d’introduction & ce concept d’addition

d’espéces de structure :

Considérons les espéces Epgir €t Eimp des ensembles ayant respectivement un nombre
pair et impair d’éléments. Puisque tout ensemble contient soit un nombre pair, soit un

nombre impair d’éléments, on a alors I’égalité suivante pour tout ensemble fini U :
E[U] = Epair[U] + Eimp[U]-

L’addition étant ici prise au sens d’une somme disjointe ensembliste.

Formellement, nous avons la définition suivante.

Définition 1.3.1. Pour deuz espéces de structures F et G, la somme de F et G est
Vespéce F + G définie comme suit : une (F + G)-structure sur U est une F-structure

sur U ou (exclusif) une G-structure sur U. C’est-d-dire :

(F 4+ G)[U] = F[U] + G[U] (somme disjointe ensembliste).
Sous cette opération, le transport le long d’une bijection o : U — V est défini par
(F + G)[o](s) = F[o](s) si s € F[U], Glo|(s) si s € G[U], ou s € (F + G)[U].

La représentation générale d’une (F + G)-structure peut étre vue comme dans la Figure

1.6
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F+G F G

\_ J \_ J \_ J

Figure 1.6 Représentation générale d’une (F + G)-structure.

Remarque 1.3.1. La définition suivante pour la somme d’espéces de structures est

aussi valable et a l'avantage de traiter le cas ou FU|NG[U] #0 :

(F+G)[U] = (F[U] x {1}) U (G[U] x {2}).

L’associativité et la commutativité (& isomorphisme prés) de I’addition d’espéces peuvent

étre facilement vérifiées. De plus, ’élément neutre pour 1'addition est I’espéce nulle 0 :

(F+0)=(0+F)=F

Nous terminons cette section par ’énoncé d’une proposition justifiant en quelque sorte

la définition précédente :

Proposition 1.3.1. Soient F' et G deux espéces de structures. Les séries associées a

Uespéce F' + G satisfont les égalités suivantes :

a) (F + G)(z) = F(z) + G(z) ;
b) (F+ G)(z) = F(z) + G(z) ;

¢) Zrig(x1, T2, 73, ) = Zp(x1, 22,23, ) + Zg(T1, T2, T3, ).

Preuve Montrons a).

Soient deux especes de structures F' et G ayant respectivement les séries exponentielles

F(z) =350 fn%"r et G(z) = anogn%','r-
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Alors nous avons bien que

Z(fn + gn)%

n>0

= Y5+ D)oy

n>0 Yon>0

= F(z)+ G(z).

(F+G)(z)

1.3.2 Produit d’espéces de structures

Considérons I’espéce Par,[U] des partitions partielles sur U, c’est-a-dire une partition
sur une partie V de U (voir Figure 1.7). On remarque qu’il se dégage deux structures
disjointes :

i) un ensemble V de U sur lequel est appliquée une partition ;

ii) un ensemble U/V d’éléments non considérés par la partition.

s ™)
]
]
] ]
®
(. —_—

Figure 1.7 Une partition partielle sur 11 éléments

On constate alors que 1'espéce Par, est le produit des espéces E des ensembles et Par

des partitions notées Par, = E - Par.

En toute généralité, le produit d’especes de structure est défini de la fagon suivante :

Définition 1.3.2. Soient F et G deuz espéces de structures. L’espéce F - G, que l'on
nomme le produit de F et G, est définie comme suit : une (F - G)-structure sur U est

un couple s = (f,g) ot :
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i) f est une F-structure sur une partie Uy C U ;

it) g est une G-structure sur une partie Uy C U ;

iii) UyUU; =U et U1 NUz = 0.

Autrement dit, pour tout ensemble fini U, (F-G)[U] = 2y FlU1]X GV, la somme

disjointe étant étendue a tous les couples (U1, Us) formant une décomposition de U.

Sous cette opération, le transport le long d’une bijection o : U — V est donné en
posant, pour toute (F - G)-structure s = (f, g) sur U, F-G[o|(s) = (Flo1](f), Glo2](9)),

ol 0; = oy, est la restriction de o A U;, i = 1, 2.

La représentation générale d’une (F - G)-structure peut étre vue comme dans la Figure

1.8.

'd N\ { ) 4 R

=

G

- J \. J \. J

Figure 1.8 Représentation générale d’une (F - G)-structure.

Il est aisé de vérifier que la multiplication d’espéces est, & isomorphisme prés, associative
et commutative. Aussi, elle admet comme élément neutre I’espece 1 et ’espece nulle 0

comme élément absorbant, c’est-a-dire :

(1.F)=(F-1)=F,(0-F) = (F-0) =0.

De plus, la multiplication d’especes est distributive sur I’addition. Et dans la méme

optique que pour 'opération d’addition, nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.3.2. Pour deuz espéces de structure F et G, nous avons
o) (F-G)(z) = F(z) - G(z);
b) (F-G)(z) = F(z)- G(z);

¢) Zr.g(z1, T2, 23,...) = Zp(z1,T2,73,...) - Zg(z1,x2,x3,...).
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Preuve Montrons a)

Pour deux espéces F' et G telles que

F(z)=) fn%l et G(z) = Zgn%,

n>0 n>0

nous avons bien que

(F-G)(z) = (Z Tj!figj T
n>0 \i+j=n

n>0 \i=0
z" "
n>0 n>0
= F(z) G(z)

1.3.3 Substitution d’espéces de structures

Avant de la définir formellement, nous allons, comme pour les deux opérations précédentes,

regarder un exemple nous donnant l'intuition informelle de ce qu'est la substitution.

Considérons I’espéce H des haies, une haie étant, par définition, une succession d’ar-
borescences. Plus particuliérement, examinons la haie sur un ensemble U de la Figure
1.9 a). On voit alors que la Figure 1.9 b) illustre clairement le fait que toute haie peut
étre exprimée comme étant une liste d’arborescences disjointes. On peut ainsi dire que
toute H-structure s'identifie naturellement & une L-structure placée sur un ensemble
de A-structures disjointes. En d’autres termes, on dit que toute H-structure est une

L-assemblée de A-structures, que I’on note de I'une des fagons suivantes :
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b)

Figure 1.9 a) Une haie sur U. b) Une liste d’arborescences disjointes sur U.

a)

H=LoA,ouH=L(A).

Formellement, nous avons la définition suivante :

Définition 1.3.3. Soient F' et G deux espéces de structures telles que G[0] = 0. L’espéce
FoQG, aussi notée F(G), que l'on appelle la composée de G dans F, est définie comme
suit : une (F o G)-structure sur U est un couple A = (¢,7), ot :

1. ¢ est une F-structure sur l’ensemble des classes d’'une partition arbitraire w de U.

2. v = (Yp)per o, pour chaque classe p de m, vp est une G-structure sur p.

Autrement dit, pour tout ensemble fini U, on a
(FoQUl= > Flnx ]G,
m partition de U pET

la somme disjointe étant prise sur I’ensemble des partitions m de U.

Sous cette opération, le transport le long d’une bijection ¢ : U — V s’effectue en posant,

pour toute (F' o G)-structure s = (¢, (1p)per) sur U,

(F 0 G)[o](s) = (B, F)per),

ol

1- 7 est la partition de V obtenue par transport de « le long de o,

2- pour chaque p = o(p) € T, la structure 5 est obtenue de la structure -y, par G-
transport le long de o|p,

3- la structure ¢ est obtenue de la structure ¢ par F-transport le long de la bijection &

induite sur 7 par o.
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La fagon générale de voir une (FoG)-structure peut étre 'une ou I’autre des représentations

illustrées & la Figure 1.10.

FoG F

. _J . _J N\

Figure 1.10 Représentation générale d’une (F o G)-structure.

On ne peut cependant pas prétendre ici que, comme pour les deux autres opérations vues
précédemment, les égalités naturelles relatives aux séries indicatrices sont préservées par
les substitutions : le lien entre 1’espece F o G et ses séries génératrices et indicatrices est

donné par la proposition qui suit :

Proposition 1.3.3. Soient F et G deuz espéces de structure telles que G[0] = 0. Alors
on a

a) (FoG)(z) = F(G(z));

b) (FoG)(@) = Zr(G(a),G(a?), G(=),..);

¢) Zrog(z1,T2,T3,...) = Zp(Zg(Z1, %2, T3, - - -), Ze(T2, T4, ey 2)y--+)-

O

Remarque 1.3.2. La série indicatrice donnée par la troisiéme éqgalité est appelée la
substitution pléthystique de Zg dans Zp, notée (Zr o Zg) et est définie par (ZrpoZg) =
(fog) = flg1,92,...), ot gi = g(zi, T2i, T3i - - -)-

Notons en terminant que la proposition précédente nous permet de déduire le nombre

de (F o G)-structures sur un ensemble & k éléments. En effet, pour des especes F et G

ayant respectivement les séries génératrices

F@) =Y et G@) = Y gaZ,

n>0 n>0
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nous obtenons par la proposition 1.3.3 a) que

(FoG)@) = F(G(z) (16)
G n
- yeor

n
n>0

En développant (G(z))", nous obtenons alors

x n
(G@)" = (ng%)

k>0
= (ngﬁ Doy | |
k>0 k>0 k>0

> R
Tkt k! Tk KR!

k>0 \ ki+ko+...+kn=k

k

k! = T

k>0 \ki+ko+...+kn=k

k n ok
= Z ( Z <k17k2,-..,kn) ggki) F (17)

k>0 \k1+ka+...+kn=k

En substituant (1.7) dans (1.6) nous obtenons alors que

n ' k - zk
(FoG)(x) = an—.(z( > (kl,kz,...,kn> 1:[1%) g)

n>0  \k>0 \ki+ka+..+kn=k

2 (B4 et i) S

k>0 \n=0 " \ki+ko+..+kn=

D’oli I'on tire que le nombre de (F' o G)-structures sur un ensemble & k éléments est

k fn k n
n;ﬁ 2 <k1,k2,...,kn) ggk*

kit+ke+...+kn=k,ki21

1.3.4 Pointage dans une espéce de structures

Nous présentons ici une quatriéme et derniére opération de base dans cette section : le

pointage d’especes de stuctures. Bien que simple & priori, cette opération s’avérera plus
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riche lorsque nous aurons introduit la notion de dérivée d’especes & la section 2.2. Car
la motivation pour définir cette opération est en fait de relever au niveau combinatoire
lopérateur différentiel z% dont 'effet sur les séries formelles est
d " z"

Tiz nzz:ofn n! nzz:onfn n!’
Définition 1.3.4. Soit F une espéce de structures sur un ensemble fini U. Une F°-
structure sur U, appelée F-structure pointée sur U, est un couple s = (f, u) ol
i) f est une F-structure sur U ;
i) ue U est un élément distingué de U.
En d’autres mots, on a

F*[U] = F[U] x U,

le produit cartésien ensembliste.

On définit le transport d'une F*-structure le long d’une bijection o : U — V en posant

F*[o](s) = (Flol(f),o(w))
pour toute F*-structure s = (f,u) sur U.

Graphiquement, une F*-structure peut se représenter comme dans la Figure 1.11

F* F

\. J \ J

Figure 1.11 Représentation générale d’une F**-structure.

Un exemple typique de pointage d’espéce de structures consiste a pointer I'espéce a des

arbres. On obtient alors I’équation combinatoire
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qui signifie simplement que les arbres pointés sont les arborescences. Il est évidemment

possible de répéter I'opération plus d’une fois. Par exemple, nous avons
a®® = A = V,
ou V désigne l’espéce des vertébrés.

Remarque 1.3.3. On peut facilement montrer que pour deux espéces de structures F
et G, nous avons les régles de calcul suivantes :

I-(F+G)*=F*+G*;

2-(F-G)Y*=F*-G+F-G°

De plus, le dénombrement des F®-structures satisfait a la formule
|[F*[n]| = nlF[n]], n>0.
et le passage aux séries respecte la proposition suivante.

Proposition 1.3.4. Pour une espéce de structures F nous avons
a) F*(z) = s £ F(z);
b) F*(z) = 2(;2- Zr)(z,22,23,...);

C) Zpo (211,:1:2,:133, .. ) = Il(%ZF)(.’El,:L‘g,l‘;;, .- )

1.4 Especes multisortes

Dans cette section, nous généralisons dans un premier temps la notion d’espéce de
structures en considérant des structures définies sur des ensembles composés de plus
d’une sorte d’éléments (1.4.1). Et donc, par le fait méme, il sera nécessaire dans un
deuxiéme temps de généraliser les opérations sur les espéces que nous avons vues dans
le contexte & une sorte ainsi que les diverses séries rattachées & ces espéces multisortes
(1.4.2). Finalement, pour clore cette section, nous introduirons le concept de passage
aux types d’isomorphies selon une seule sorte (1.4.3). Il est & noter que pour les besoins
du présent mémoire, les concepts introduits aux sections 1.4.2 et 1.4.3 seront définis
dans le cas des especes & deux sortes uniquement. Il est cependant aisé de les généraliser

pour les especes 4 plus de deux sortes.
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1.4.1 Notion d’espéce multisorte

Pour un entier k > 1 fixé quelconque, nous avons les définitions suivantes.

Définition 1.4.1. Un multiensemble (@ k sortes d’éléments) est un k-uple d’en-

sembles U = (U1,...,Uk), ot un élément u € U; est appelé un élément de sorte 1.

Le multicardinal de U est défini par
IUI = (|U1|s L) |Uk|)’

et son cardinal total, noté ||U]|| , par

k

Wil = uil.

i=1
Définition 1.4.2. Une multifonction o : U — V (ou U et V sont des multiensembles

a k sortes) est définie par 0 = (01,02,...,0%), tel que 0 : Ui = V;, i = 1,...,k.

Remarque 1.4.1. i) Une multifonction o est dite bijective si chacune des fonctions o;
est bijective.
i) Pour deur multifonctionsT:U -V eto:V — W, entre multiensembles a k sortes,

on définit la composition de o et T par
ogoT=(01071,--.,0k© Tk)-

Définition 1.4.3. Une espéce sur k sortes est une régle F' qui permet de

i) produire, pour chaque multiensemble fini U = (U, ...,Ux), un ensemble fini
F[Uy,..., Uk,

ii) produire, pour chaque multifonction bijective
g = (0’1,...,0'k) . (Ul,...,Uk) — (Vl,...,Vk),
une fonction

Flo] = Floy,...,0k) : F[U1,...,Ux] = F[W,..., Vi].
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De plus, les fonctions Fo] doivent satisfaire auzx propriétés de fonctorialité, c’est-a-dire
que pour o : U =V et 7: V — W, des multifonctions bijectives, et pour Idy : U — U,
la multifonction identité, on doit avoir

a) Firoo] = F[r]o Flo];
b) FlIldy] = e

Flo] = Floy,...,0k] est appelée transport des F-structures le long de (o1, ...,0%).

Pour représenter une F-structure sur k sortes en toute généralité, il est de convenance
d’affecter a chaque élément de ’ensemble sous-jacent un trait distinctif (numéro, cou- ;
leur, forme, ...) pour distinguer la nature des éléments. La Figure 1.12 donne un exemple

d’une représentation générale d’'une F-structure & 5 sortes étiquetées par des chiffres.

Ul-h-buN-—-—-J

. J

Figure 1.12 Une F-structure & 4 sortes.

Remarque 1.4.2. Pour le reste du présent travail, nous prendrons pour convention de

représenter des éléments de sorte X par @ et ceuz de sorte T par B.

Un élément s de F[Uy,...,Uy] est appelé une F-structure sur (Ui,...,Uy). La fonction
‘ Exemple 1.4.1. Considérons ’espéce a¥c des arbres bicolorés, c’est-a-dire Uespéce des
| arbres dans lesquels les éléments adjacents alternent entre deuz couleurs : noir (@) et
; blanc ( O ). Soient les ensembles U, = [5], Uz = {a,b,c,d, e}, V; = {6,7,8,9,10} et
: Vo = {v,w,x,y, 2} tels que les éléments de U, et V) sont des éléments de sorte "noirs”
et ceuz de Uy et V2 de sorte "blancs”. Considérons l'arbre bicoloré s € a%e[U, Y Us) tel

qu’illustré a la Figure 1.13 et la bijection 3 telle que t = a¥°[B]. On voit alors que 3 doit
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nécessairement envoyer chaque élément de Uy (resp. Ua) sur un élément de V1 (resp.

Va).

Figure 1.13 Une bijection entre deux arbres bicolorés.

1l est possible d'associer une sorte de singletons a chaque sorte en définissant I’espece

X; des singletons de sorte ¢, par

U} si |U;| =1et U; =0 pour tout j # i,
w2 | Y10 = 1t Uy =0 pour tout 5 #

( sinon,

de sorte que U = {u;} est 'unique X;-structuresur U = (9, ..., {u;},...,0), c’est-a-dire

qu’il n’existe de X;-structure sur (Ui, ...,Uk) que si U est un singleton de sorte 1.

Notons au passage qu'il est parfois utile de représenter un multiensemble U = (Uy, ..., U, k)
comme étant ’ensemble U; + Us+. . .+ Ui ol I’addition correspond a I'union disjointe en-
sembliste. Bien entendu, il n’est aucunement essentiel qu’il y ait au moins un élément de
chaque sorte dans une F-structure. Ainsi, toute espéce multisorte peut étre vue comme

une espéce multisorte sur un multiensemble composé d'un plus grand nombre de sortes.
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Pour deux espéces a k sortes F' et G et un multiensemble U = (U, ..., Uy), on définit
les opérations d’addition, de multiplication comme suit :

- (F+G)[U) = F[U]+ G[U]

- (F-G)U] = Z(V,W)GA[U] FV] x GIW]

ol A[U] désigne I’ensemble des dissections de U, c’est-a-dire ’ensemble des couples de

multiensembles & k sortes (V,W) telsque U; = V;UW; et V,NW; =0, i = 1..k.

La généralisation de la composition pour les espéces & plusieurs sortes est quant a elle

définie de la maniére suivante.

Définition 1.4.4. Soit F = F(Y1,...,Yn), une espéce & m sortes, et (Gj)j=1..m une
famille d’espéces d k sortes. La composée partitionnelle F(Gy,...,Gp,) (substitution
des Gj dans F) est une espéce d k sortes définie en posant, pour U = (Uy,...,Uy),

F(Gi,-..,Gn)[U] = > Fx1x JI Gl

7€ Par|U], x:m—[m] j€lm], Cex—1(j)

ot pour chaque fonction x : m — [m], x ™! désigne le multiensemble & m sortes
(X(_I;, . x(_"i)) associé a x, et ot Par|U] désigne l'ensemble des partitions de l’ensemble

U+...+ U

Exemple 1.4.2. Soit Cuy(X,T) = €(X - T), espéce des cycles orientés alternant sur
deuz sortes d’éléments. La Figure 1.14 représente une F-structure définie par F(X,T) =

Cat(S(X +T),A(X)), ou G désigne l’espéce des graphes.
1.4.2 Séries associées aux especes multisortes

Définition 1.4.5. Pour une espéce d deuz sortes F(X,Y), les séries génératrices

F(z,y), génératrices des types d’isomorphies F (z,y) et indicatrices des cycles

ZF sont définies par :

- F(z,y) = X k>0 |F[n,k]|%§ ou |Fn, k]| = nombre de F-structures construites sur
(Inl, K] ;

- F(z,y) = 2 nk>0lFln, K]/ ~ |2y, ot |F[n,k]/ ~ | = nombre de types d’isomorphie

de F-structures sur un multiensemble de multicardinalité (n, k).
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Y

A—O

7

\. J

Figure 1.14 Une Cu;(S(X + T), A(X))-structure.

- Zr(Z1, %2, YLY2 - -) = Don k>0 —a Y ses, res, |Fiz Flo, )|z x3? ...y yg? ... ol
|Fiz Flo,7]| est le nombre de F-structures étiquetées sur ([n], [k]) laissées fizes par le
transport de structures le long de la bijection [0, 7] et ot o; (resp. T;) est le nombre

de cycles de longueurs i dans o (resp. 7).

La proposition suivante est une généralisation du théoréme 1.2.1 des espeéces & une sorte.

Proposition 1.4.1. Soit F = F(X,Y) une espéce & deuz sortes.Alors on a les égalités
suivantes :

a) F(z,y) = Zr(,0,0,...;%,0,0,...),

b) F(z,y) = Zr(z, 2%, 2%, .. ;9,05 05, .. )

Le passage aux séries génératrices et indicatrices est toujours compatible avec les opérations
combinatoires d’addition, de multiplication, de composition partitionnelle et de poin-
tage selon une sorte. En particulier, la proposition suivante décrit explicitement le cas

de la substitution.

Proposition 1.4.2. Soient F = F(X,Y), G=G(X,Y) et H = H(X,Y) trois espéces
a deuz sortes telles que G(0,0) = H(0,0) = 0. Alors
a) F(G,H)(z,y) = F(G(z,y), H(z,v))
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b) F(G,H)(z,y) = Zr(G(z,y),G(z%, y?),...; H(z,y), H(2%, 4?),...)
¢) Zr,Hy = Zr(Z6,Zh) = Zr((Ze)h,(ZG)2, .- -5 (Zu)1,(ZH)2, - . ), ot pour k > 1,
(ZG)k(xla 2,23, . ) = ZG'(xk’ Toky T3k « )

0O

Remarque 1.4.3. La derniére substitution est la substitution pléthystique des séries
indicatrices en les variables z1,z2,...;y1,Y2, ..., définie de facon analogue a la substi-

tution pléthystique pour les espéces a une sorte.

1.4.3 Passage aux types selon une sorte

Nous introduisons dans cette section la notion de passage aux types d’isomorphie selon
une seule sorte, communément appelée passage aux types selon une sorte. Il est & noter
que méme si nous le définissons pour les espéces & deux sortes, ce concept peut étre

généralisé & un contexte multisorte quelconque.

Définition 1.4.6. Soit F = F(X,Y') une espéce a deuz sortes. Considérons s € F[U, V]
ett € F[U',V']. On dit que s et t ont méme type d’isomorphie selon la sorte Y,
noté s ~y t si ‘

i) U=U';

i) t="Flo](s) ot o =1d4+0: U+ V U+ V' et 0t § : VSV’ est une bijection.

En d’autres mots, s ~y t si et seulement si s et ¢ deviennent égales lorsque 1’on rend
indistinguables les éléments de sorte Y dans leurs ensembles sous-jacents.

Remarque 1.4.4. ~y est une relation d’équivalence : le type d’isomorphie de s selon ~

Y est la classe d’équivalence de s sous la relation ~y, que l’'on note Tys.

Exemple 1.4.3. Pour X := sommet et Y :=arétes, la Figure 1.15 montre deuz struc-

tures ayant le méme type d’isomorphie selon le type Y.

Remarque 1.4.5. Ici, 0 : {a,b} — {w,z} est telle que a — w,b — z, et la classe

d’équivalence correspondante peut étre représentée par la figure 1.16 ou les étiquettes
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Figure 1.15 Deux structures ayant méme type d’isomorphie selon le type Y.

des arétes ont été enlevées.

2 3
-~

Figure 1.16 Classe d’équivalence de ~y correspondant a 6.

Définition 1.4.7. Soit F = F(X,Y), une espéce d deux sortes dont la décomposition

canonique est

F=)" Fu

n,k>0

. FlU,V]silU =net|V|=k , .
ot Fpx[U,V] = . On dit que F est polynomiale en
O sinon.

Y siVvn>0,IN >0 tel quek > N = F,, ., = 0.

Donc si F est polynomiale en Y, on a que Ty F[U] = {Tys|3V,s € F[U,V]} (c’est-a-
dire I’ensemble des types d’isomorphies selon Y dont 1’ensemble sous-jacent est U) est

un ensemble fini comme union d’ensembles finis de la forme F[X,Y]/ ~y. On écrit alors
F(X,1) = F(X,Y)|y:=1,

ou Y :=1 correspond & désétiqueter les points de la sorte Y.
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Remarque 1.4.6. On représente graphiquement un désétiquetage en mettant des formes
vides (points, carrés, triangles, ...) au lieu de formes pleines. Par exemple, pour représenter
graphiquement que des points de sorte X ont été désétiquetés, on mettra des points vides

O au lieu des habituels points noirs @.

Exemple 1.4.4. Considérons l’espéce d deuz sortes I'(X,Y) des graphes étiquetés auz
sommets X et auz arétes Y. On a alors que I est polynomiale en Y carV|{U| =n,Tpx =0
dés que k > (3). La Figure 1.17 a) illustre une [-structure T'[U, V] dont I’ensemble des
sommets est U = [5] et l'ensemble des arétes est V = {a,b,c,d}. La Figure 1.17 b)

montre quant d elle la Ty T -structure lui correspondant.

1 4 1 4
% L 2 A/ 2
™ ™
2 b 3 2 3
a) b)

Figure 1.17 Une I'[U, V]-structure sur U = [5] et V = {a,b,c,d} (a)) et la Ty T-

structure lui correspondant (b)).

Pour le passage aux séries génératrices et indicatrices relatives aux types par rapport &

une sorte ( c’est-a-dire les espéces de la forme Ty F), nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.4.3. Soit F = F(X,Y), une espéce d deuz sortes polynomiale en Y.

On a les égalités suivantes :

a’) TYF(:B) = ZF(anaOP";yvy27y3,"')
b) TyF(z) = Zp(z,2%,23%,...; 9,52, 4%, .. .)

¢) Zryr(z1,22,...) = Zp(x1, T2, Z3,.. .34, Y%, 45, . . J)

Par exemple, pour I'espéce I'myir = Tyt (X, Y) des multigraphes (sur des sommets de



36

sorte X et des aréte de sorte Y), on a
1\ gn
TYqult(-’C) = z (—1 — > F
n>0 y )

Remarque 1.4.7. On peut montrer que si F(X,Y)|y.=1 = F(X,1) eziste, alors

ZF(X.I)(zla I2,Z3,.. ‘) = ZF(X‘Y)((L'l,fL‘Q,fL‘;;, - Y1, Y2, Y3, - ')|y¢:=1

= Zp(x'y)(l‘l,.’EQ,l‘a, ey 1, 1, 1, .. )

1.5 Espéces moléculaires

Cette section est consacrée au concept de décomposition moléculaire ainsi qu’aux pro-
priétés s’y rattachant. L’intérét d’introduire cette notion tient au fait qu’elle permet de

donner une décomposition standard pour toutes les especes.

Définition 1.5.1. Une espéce de structures M est dite moléculaire si elle ne posséde
qu'un seul type d’isomorphie, c’est-a-dire pour toutes structures m; € M[U] et ma €

M[V], on a m; = ma.

Exemple 1.5.1. L’espéce C, des cycles orientés est moléculaire (n > 1), car Ve, co €

Chn,c1 = co. La Figure 1.18 illustre la situation dans le cas de deuz 6 — cycles.

Figure 1.18 Deux 6-cycles isomorphes.

Exemple 1.5.2. L’espéce A, des arborescences sur n points, pour n > 3, n’est pas

moléculaire. En effet, il existe par exemple quatre A4-structures non isomorphes sur 4
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points (voir Figure 1.19).

AAD

Figure 1.19 Quatre A4-structures non isomorphes.

Proposition 1.5.1. Une espéce de structures M est moléculaire si et seulement si pour

toutes espéces F et G,
M=F+G=F=00uG=0.
C’est-a-dire : les espéces moléculaires sont des espéces indécomposables sous la somme.

Preuve Considérons une espéce de structures M de degré n telle que M = F + G,
avec F,G # 0. Si nous regardons les séries génératrices des types d’isomorphies des

especes M et F + G, nous obtenons alors 1’égalité suivante :
z" = M(z) = F(z) + G(z).

Mais puisqu’il y a au moins un monéme de degré n & coefficient entier strictement positif
dans chaque terme du membre de droite, il est donc absolument nécessaire que F ou G

soit nulle.

Montrons maintenant la contraposée de 1’équivalence. Pour ce faire, supposons que
M est non-moléculaire. Soient m; et my deux telles M-structures non-isomorphes.
Considérons 1'espece F' # 0 engendrée par s; (c’est-a-dire toutes les structures obtenues
par réétiquetage de la M-structure) et G, l'espéce formée de toutes les M-structures
non isomorphes & s;. Alors puisque s est une G-structure, nous avons forcément que

G#0etdonc,que M =F+G,o0 F#0et G#0. [
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Remarque 1.5.1. Pour deux espéces moléculaires M et N, onaque M- N et Mo N

sont moléculaires.

Nous savons que, dans la théorie des actions de groupes ensemblistes, pour un groupe
G et un ensemble Y, 'action GxY — Y est transitive si Y # 0 et pour tout z,y € Y, il
existe g € G tel que g-z = y. Cette notion de transitivité d’action de groupe trouve son
équivalent dans la théorie des espéces via les espéces moléculaires. En effet, il est facile
de voir que M est moléculaire si et seulement si M # 0, M =0+0+...+ M, +0+...40
pour un entier n, et 'action S[n| x M[n] — M|[n] induite par le transport de structures

est transitive.

Si on considére une espece FF = Fg + F1 + ...+ F, + ... quelconque, on obtient en
décomposant chacune des actions S, X F[n] — F([n},n > 0, en somme d’actions transi-

tives, le résultat fondamental suivant :

Proposition 1.5.2. Toute espéce de structures F est la somme de ses sous-espéces

moléculaires :

F = > M. (1.8)
MCF,Mmoléculaire

Preuve Soit une espéce de structures F'. Décomposons chacune des actions o, :
S[n] x F[n] — F[n] en sommes finies disjointes Y, 0;, d’actions transitives. Puisque

chacune des o0; , représente une espece moléculaire My, », nous avons alors que

F = > Moy n

n,04 n:action transitive de S(n]x Fln]—Fin]

= > M.

M C F,Mmoléculaire

Remarque 1.5.2. La famille des espéces moléculaires, notée M, est dénombrable et
infinie 4 isomorphisme d’espéces prés. De plus, il est possible d’expliciter la somme

(1.8), car toute sous-espéce Fy de F = Fo+ F1 + ...+ F, + ... s’exprime de maniére
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unique comme somme de sous-espéces moléculaires de F', c’est-d-dire :

>F

n>0

2. 2 M

n20 MCF.MeMn

F

ou M, désigne l’ensemble (fini) des espéces moléculaires sur les ensembles de cardinalité

égale @ n.

Exemple 1.5.3. Les premiers termes de la décomposition moléculaire de l'espéce G des

graphes simples sont donnés par
G=1+4+X+2E2+2E3+2XEy+2E4 +2X?Ey + 2X E3 + Eo(X?) + 2Eo(Ey) + 2E3 +....

La Figure 1.20 montre la correspondance entre les structures de G et les espéces moléculaires

pour n < 4,

° °
° °
E, E, E, XE, XE,
o o *—eo

E, E XE, | E(E) | Ex» | xE

E, XE, | XE, | E(E) | E E,

. J

Figure 1.20 Correspondance entre les structures de G et les espéces moléculaires pour

n < 4.

Définition 1.5.2. Soit H < S,. On définit l’espéce %par %[U] = Bij([n],U)/ ~u,

ot Bij([n],U) = {7 : [n] — U | est bijective } et 7 ~g 7' si et seulement si I h € H
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tel que 7' = 7 o h, c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif :

[n]
[n] /

De plus, les transports de structures sont définis par o - |7] = |00 7T] (voir Figure 1.21)

ot |T] désigne la classe de la bijection T.

. ) S D, Sid
Figure 1.21 Transport de structures de I’espece .

Exemple 1.5.4. Considérons le sous-groupe cyclique H = < (1,2,3,4) > de degré 4.
On obtient alors que XF“ = C4. La Figure 1.22 montre l’isomorphisme naturel entre ces

deur espéces.

g™ g4 *—eo—0o o
-_ 2 3 a4 1
o—o—0o—o

2 3 3 4 1 2
o —o—0—0
4 3 2 1

Figure 1.22 Isomorphisme naturel entre les especes Hy et ’)§{—4 = Cy4.

Comme nous venons de le mentionner dans les lignes précédentes, la classification des
especes moléculaires est équivalente & la classification des actions transitives des groupes

symétriques. Mais cette derniére classification est ellee-méme équivalente a la classifica-



41

tion des classes de conjugaison des sous-groupes des groupes symétriques. Mais pour

établir ce résultat, il est nécessaire d’établir le lemme suivant.

Lemme 1.5.3. Soit m : FF — G, un isomorphisme naturel entre les espéces F et G.
Supposons que s € F[U] ett = my(s) € G[U]. Alors Aut(s) = Aut(t), ou Aut(a) désigne

le groupe des automorphismes de a.

Preuve Nous avons par hypothése que pour chaque ensemble fini U, les 7wy sont des
bijections F[U] =,G[U]. Considérons, pour s € F[U], un automorphisme ¢ : U — U

de s. Nous avons alors, par la naturalité de 7, que le diagramme suivant est commutatif :

Fll —— Gl
Flo] l l Glo]
FI —~ GIUI

v

Montrons que Aut(s) < Aut(t). En effet, si nous partons de s € F[U], nous trouvons
que, d'un c6té, on a Glo)(my(s)) = Flo]|(t) = o - 7. De l'autre, on a my(Flo](s)) =
my(o - s) = my(s) = t, puisque o € Aut(s). Donc, nous avons o -t = t, c’est-a-dire
Aut(s) < Aut(t). Et en interchangeant les roles de s et ¢, nous obtenons Aut(¢) < Aut(s).

Dot la conclusion. .

Théoréme 1.5.4. Toute espéce moléculaire M = M(X) peut s’écrire sous la forme
M = %, ou n est la cardinalité (unique) des M-structures et H = stab(s) est le
stabilisateur d’une M-structure s € M[n] quelconque. C’est un sous-groupe de S,. De

plus, % = XT’" & n=m et H est conjugué & K dans Sy,.

Preuve Considérons une espéce moléculaire M de degré n et s € M|n]. Posons
H = stab(s) et définissons I'isomorphisme d’espéce my : M[n] — XT"[U], ou pour

t e M[U],my(t) = BH tel que B : [n] = U et B-s = t. Notons que 7y ainsi défini ne

dépend pas du choix de 3 : en effet, si on considére 3’ : [n] = U tel que §'-s = t, alors on



42

a (8- 1of)-s = B1-(8'+s) = B(B-5) = (B~ 0B)-s = s. Ainsi, B0’ € Stab(s) = H
et de plus, ' € BH. Donc 'H = 8H et my est alors bien défini.

Montrons dans un premier temps que, pour le transport, le diagramme suivant est com-

mutatif, onw : U =V :

MIU] X ()
MW l X'm
MIV] Jg tv]

Soit t € M[U]. Sans perte de généralité, posons ¢t = - 3, pour une certaine bijection
B :[n] = U. Alors d’une part, nous avons que my(t) = BH € 32 (U] et X7 [w](BH) =
w(BH). D’autre part, M[w|(t) = w-t =w-(8-5) = (wof)-s,car w-(B-5) =
M[w](M[B](s)) = M[wop](s). Et par associativité, nous avons donc 7y (w-t) = 7y ((wo
B)-(s)) = (wo B)H = w(BH).

Montrons maintenant que my est bijectif. Soit SH € %[U ]ou B :[n] = U. Alors, en
prenant t = 3-s (car M est moléculaire), on a évidemment que 7y (Bos) = BH et donc
que 7y est surjective. Considérons maintenant deux M-structures ¢t et ¢’ sur U telles
que 7my(t) = my(t’) et posonst = B3-sett' = -s. On a alors que ny(B-s) = fH =
B'H = my(B - s). Donc f~ 1o f'H = H, c’est-a-dire que f~1 o ' € H = stab(s). Et
donc, ! =3 -s=p3-s=1t.

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme, supposons premiérement que % =

%. On a alors directement que m = n (sinon 1'égalité est impossible). Suphosons
’isomorphisme naturel suivant :
Xt _Xn
T — = —.
H K
En particulier, on a une bijection % [n] = g X% [n]. Considérons la structure s = H €

X7 [n]. Posons t = wK = T[n}(8) = 7n)(H). Par le lemme précédent, nous avons alors
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que Aut(s) = Aut(t). Or, Aut(s) = Aut(H) = {c € S, |cH = H} et

Aut(t) = Aut(wkK)

{o € Sp|owK = wK}

= {o€Sp|wlowK = K}

= {o€S,|wtowe K}

{o € Sp|o € wKw™!}.

Donc H = wKw™!, c'est-a-dire que H et K sont conjugués.

Inversement, supposons que H et K sont conjugués dans S, avec H = wKw™!. On

. . . X" ~ Xn
veut construire un isomorphisme naturel 4 = 4.

Pour ce faire, définissons, pour chaque ensemble fini U, XH:[U ] —=ny %[K ,oumy(BH) =
BwK. Nous avons alors que les 7y sont ainsi bien définies, c’est-a-dire qu’elles sont
indépendantes du choix de 3. En effet, pour 5’ tel que 8'H = 8H, nous avons bien que
BwK = pwK, car fwKw™! = fpwKw™!. La bijectivité des 7y se vérifie en montrant

que ;" est définie par 7 (BK) = pw™'H :
my o (BK) = ny(Bw™ H) = fw'wK = BK

et

w5t o my(BH) = ' (BwK) = fww™'H = H.

Exemple 1.5.5. 1) E, = %(T"’ ou E, est l'espéce moléculaire des ensembles de cardi-
nalité n, car le stabilisateur d’une E,-structure s quelconque est le groupe symétrique
Sh.

2) SiH=<p>, otp=(1,2,...,n) ( c’est-a-dire le groupe cyclique d’ordre n), alors

X" _
<p> — n

Remarque 1.5.3. Il est possible d’étendre la notion d’espéces moléculaires auz espéces

multisortes. Dans le cas des espéces a deut sortes, ot les deuz sortes sont notées par X




44

et T, on peut montrer que toute espéce moléculaire M = M(X,T) peut étre exprimée

sous la forme M(X,T) = X"Tk , ot H < SX x ST est le stabilisateur d’une M -structure
(arbitraire) sur (fn],[k]) et ou SX désigne le groupe symétrique d’ordre n agissant sur
les points de sortes X. Les exposants n et k sont alors appelés degré de M en X et T

respectivement. La série indicatrice de cycle d’une espéce moléculaire M (X, T) = X’},Tm

est donnée par

Zy(xy, T, 3 t1,t0,...) = chl (k) CZ(h) . t'li‘(h)th(h)...,

‘M | he
ot ci(h) (resp. di(h)), pour i > 1, désigne le nombre de cycles de longueur i de la
permutation sur les points de sorte X (resp. T ) induite par h € H, et ou |H| désigne la

cardinalité de H.



CHAPITRE II

OPERATEURS COMBINATOIRES DIFFERENTIELS

2.1 Produit cartésien et formes combinatoires bilinéaires

Dans cette section, nous introduisons les concepts de produit cartésien d’espéces de
structures (2.1.1) et de formes combinatoires bilinéaires (2.1.2). Ces deux opérations,
ainsi que leurs généralisations qui seront introduites dans les sections subséquentes,

seront utilisées pour définir différents concepts & venir dans ce chapitre et le suivant.

2.1.1 Produit cartésien d’espéces de structures

Définition 2.1.1. Pour deuz espéces de structures F et G, le produit cartésien de
F et G est une espéce, notée F x G, telle que pour tout ensemble fini U, une (F x G)-

structure sur U est un couple s = (f, g) ou
1- f est une F-structure sur U ;

2- g est une G-structure sur U.

En d’autres termes, on superpose une G-structure sur une F-structure, c’est-a-dire :
(F x G)[U] = F[U] x G[U] (produit cartésien).

Le transport le long d’une bijection o : U — V s’effectue en posant, pour s = (f,g) €

(F x G){[U],
(F x G)[o](s) = (Flo](f), Glol(g))-
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La représentation générale d’une (F x G)-structure peut étre vue comme dans la Figure

2.1.

Figure 2.1 Représentation générale d’une (F x G)-structure.

Remarque 2.1.1. i} L’élément neutre pour le produit cartésien est l'espéce E des en-
sembles, c’est-a-dire

ExF=FxFE=F.

1) Le dénombrement étiqueté des F' x G-structures satisfait
|(F x G)[n]| = |F[n]| - |G[n]l, n 2 0.

iti) L’ensemble sous-jacent de chacune des structures f et g d’une (F x G)-structure
sur U est U en totalité, contrairement a une (f - g)-structure sur U, ou f et g sont
alors des structures ayant comme ensembles sous-jacents les sous-ensembles Uy et Us

respectivement tels que Uy et Us sont complémentaires dans U.

Exemple 2.1.1. Montrons que pour PH[U] = {V |V CU,|V|=k}, k>0, ona
min (m,n)

Pplm] o pln] _— Z Ep Eyx-Eny-E
k=0

min (m,n)

= Z Ep—i - En_y - P
k=0

En effet, on remarque premiérement que P™ [U) = E,, - E. Si on superpose une Pln]_
structure ¢ une (Ey, - E)-structure, on obtient alors que le nombre d’éléments communs
de la PI™ -structure et de la P™-structure (c’est-a-dire les points a Vintérieur du pointillé

de la figure 2.2) varie entre 0 et k, ot k = min(m,n).
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Ainsi, pour un certain k € 0...min(m, n), nous avons que la représentation de PI™ x Pl

peut étre vue comme a la Figure 2.2.

Figure 2.2 Une (PI™ x Pl?l)-structure.

On voit alors bien que l’on a 'égalité

min(m,n)

plm] o plnl _— Z Em—i-Ex-Epn_y-E
k=0

min(m,n)

= Z Ep_k+ En_g - P,
k=0

Et donc, en toute généralité, on obtient l’égalité recherchée, qui traite tous les cas pos-

sibles. n

Les produits << coefficient & coefficient >> de deux séries génératrices et indicatrices,

appelés produits de Hadamard de deux telles séries, sont définis de la fagon suivante.

Définition 2.1.2. i) Le produit de Hadamard f x g de deux séries génératrices

xﬂ :L.n
f(x)Zanm et 9(33):29115
n>0 n>0
est défini par

Ux9@ = [T 2Z | x [ Toalr | =3 fusnly

n>0 n>0 ' n>0
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it) Le produit de Hadamard f x g de deux séries indicatrices

n

160 = 3 fouirmy © 909 = Zgnﬁ(n) :

ot x = (x1,72,23,...), n = (n1,ng,n3,...), x® = (z?,25%,23%,...) , aut(n) =

1™Mm12"2n,13™n3! ..., fa = fnl,nz,ng,... et gn = Gny.na,n3,... » €St défini par

X .
Ces derniéres définitions nous permettent maintenant de décrire la compatibilité du
produit cartésien avec le passage aux séries :

Proposition 2.1.1. Soient F et G deuzx espéces de structures. On a les égalités sui-

vantes :

a) (FxG)(z)=F(z) x G(z);
b) (F x G)(z) = (ZF x Zg)(z,x2,25,...);

¢) Zrxc(x1,22,23,...) = Zrp(z1.29, 23, . ..) X Zg(Z1,T9, T3, --.)-

Preuve Montrons c). Par définition, nous avons que

ZFXG(xlaI2,I3> . Z Z ﬁX(F X G [0'].’1,“1’12?;2

n>0 G'ESn

Pour voir que
Zrxc(z1, %9, 23,-..) = Zr(z1, 22,23, - --) X Zg(x1,T2,X3,--.),
il suffit de montrer que nous avons
fix (F x G)[o] = fix Flo] - fix G[o].

C’est-a-dire
Fix (F x G)[o] = Fix FJo] x Fix GJo].
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Fix (F x G)log] = {(s,t)| (F x G)[o](s,t) = (s,t)}
= {(s,9)] (Flol(s), Glo]()) = (s,1)}
= {(s,)] Flo](s) = s et Glo](t) = ¢t}
= {(s,t)| s € Fix F[o] et t € Fix Go]}
= Fix F[o] x Fix G[o].

Donc, nous avons que

1
Zryc(T1, T2,T3,...) = Z = Z (fix Flo]) - (fix Glo])z]'z32x3° ..
n>0 v o€Sn
= Zr(z1,Z2,23,...) X Zg(z1,Z2,Z3, .. .).

Remarque 2.1.2. Par un raisonnement analogue & celui des espéces & une sorte, on
peut montrer que pour deur espéces F(X,T) et G(X,T), leur produit cartésien satisfait,

en posant H = H(X,T) = F(X,T) x G(X,T), ’équation

ZH(:El,:EQ,...;tl,tQ,...)
= Zpxr)(T1,%2,.. it te, . ) X Zgx,1)(T1, T2y .. 580,22, .)
1
= Z— Z fix Flo,7]fix Glo, r]z]' 252 .. . t]'t3 . ..

min!
0ESm,TESH

Le produit cartésien d’espéces est de plus associatif, commutatif et distributif sur la
somme, c'est-a-dire

Fx(G+H)=FxG+F x H.

De plus, il est aisé de démontrer que nous avons

(FxG)*=F*xG=FxG".
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2.1.2 Formes combinatoires bilinéaires

Définition 2.1.3. Pour deuz espéces de structures F = F(X) et G = G(X), on définit

la forme combinatoire bilinéaire de F et G, notée < F,G >, par
< F,G > = F(X) x G(X)|x:=1,
c’est-d-dire U'ensemble des types de F x G-structures.

Exemple 2.1.2. La Figure 2.8 montre la différence entre une F x G-structure (Figure
2.3 a)) et une < F,G >-structure ( Figure 2.3 b)), la < F,G >-structure étant une

F x G-structure désétiquetée (que l’on représente en mettant des points blancs).

a) b)

Figure 2.3 Différence entre une F x G-structure (a)) et une < F, G >-structure (b)).

Remarque 2.1.3. i) Cette définition n’a de sens que si l’ensemble des types d’isomor-
phie des F x G-structures est un ensemble fini. Par exemple, < E,E > n’est pas un

ensemble fini car
(E X E)|X2=1 = {ma o, {oa o}a {0, o, o}s .. }

it) Si F ou G est polynomiale, alors F x G le sera aussi, et donc F(X) x G(X)|x.=1

sera fini.

Exemple 2.1.3. Pour F = Epgi; et G = Ejmp, nous avons que ces deux espéces ne sont

pas polynomiales. Cependant, F x G = 0 est polynomiale. Plus généralement, pour

F=ZFm‘., M={mo,m1,m2,...} QN

i>0
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et
G= ZG,,'., N = {ng,n1,n2,...} CN,

i>0
tel que M N N est fini, nous avons que F x G est polynomiale et donc que < F,G >

eriste.

Remarque 2.1.4. Le terme bilinéarité est di au fait que pour des espéces F,G et H
et a € N, nous avons les propriétés suivantes :

e) <F+G H>=<FH>+<G,H>;

b) < FFG+H>=<F,G>+<F,H>;

c) <aF,G>=a< F,G>=< F,aG >;

d) < F,G>=<G,F>.

Pour des espéces & deux sortes F/(X,T) et G(X,T), on peut définir les formes bilinéaires

combinatoires << partielles >> suivantes :
< F(X,T),G(X,T) >x=F(X,T) x G(X,T)|r.=1,
< F(X,T),G(X,T) >r= F(X,T) x G(X,T)|x:=1,
<F(X,T),G(X,T) >=F(X,T) x G(X,T)|x:=1,1:=1-

La Figure 2.4 illustre les différentes structures associées & ces formes bilinéaires, ou

X=@etT=NL

2.2 Opérateur combinatoire différentiel % et propriétés

Etant donné une espéce de structures F, on aimerait que D’égalité F'(x) = ;f;F(z)
soit respectée, o F'(x) et F(z) seraient les séries génératrices des espéces F' et F
respectivement. C’est-a-dire que I’on voudrait que le nombre de F’-structures sur un
ensemble fini soit égal au nombre de F-structures sur I’ensemble U augmenté d’un
sommet :

|F'[n]| = |F[n + 1],

Nous avons donc la définition suivante :
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A

v

Une <F(X,T),(X,T)>,—structure

.

0

y

Une <F(X,T),&(X, T)>,—structure

Ve

\.

~

J

Une <F(X,T),(X,T)>-structure

Figure 2.4 Trois formes bilinéaires combinatoires << partielles >> .

Définition 2.2.1. Soit F, une espéce de structures sur un ensemble fini U. L’espéce
F', aussi notée %F(X) (ou encore DF'), que l’on appelle la dérivée de F, est définie
comme suit : une F'-structure sur U est une F-structure sur Ut = U U {}, ot x = »y

est un point choisi a Uextérieur de U : c’est-d-dire F'[U] = F[U*).

Le transport le long d’une bijection o : U — V s’effectue en posant pour s € DF[U]
DFlo}(s) = Flo*(s),

ot ot : U+ {*} = V + {} est 'extension canonique de F obtenue en posant
ot(u)=o(u)siuel,

a+(*) = *. \

La représentation générale d'une F’-structure peut étre vue comme & la Figure 2.5.
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| — J

Figure 2.5 Représentation générale d’une F’-structure.

Exemple 2.2.1. Considérons une A-structure sur un ensemble fini U quelconque. La

Figure 2.6 montre alors que %A =3F, ot F désigne l'espéce des foréts d’arborescences.

I~ v -
~ -
~ -
~ -
~ -
~ ’
~ -
~ -

- J - J

Figure 2.6 %A =7.

Il est possible d’appliquer successivement I'opérateur différentiel %. Pour ce faire, on

pose, comme pour le calcul différentiel classique,

d
0 — ® - pk-1y >
FO = F et F® = —(F&), k21,

ou F(*) désigne la k-itme dérivée de F. Il suffit pour cela d’ajouter successivement k
points supplémentaires *1, *2, ..., ¥, distincts & I’ensemble sous-jacent. Par exemple, la

Figure 2.7 montre que €’ = D(€') = L2

Proposition 2.2.1. Soient F et G deux espéces de structures. On a alors les égalités
suivantes :
a) %(nF) = n%F, neN;

b)) H(F+G)=&F+ £G;
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W 2 J . J

Figure 2.7 €" = L2

¢) &% (F-G) = (&%F) G+ F - (%G);
d) %(FoG)=((%F)oG)- %G, ou Uespéce G est telle que G[0] = 0.

Preuve Montrons (d). Il suffit d’examiner la Figure 2.8. [

'R

D(F°G)

Figure 2.8 Preuve de la Proposition 2.2.1 d).

Exemple 2.2.2. Soient F' et H deuz espéces de structures telles que H[0] = 0. On a

alors que

E(H)-(F' + H'-F) = D(E(H) - F),

ot E désigne Uespéce des ensembles. En effet, la Figure 2.9 montre que l’égalité est bien
respectée (Noter que DE = E) .
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DE(H)-F) E(H)
D(E(H)'F E(H)-DF
~- -k % E %E ---- E ’ *
= = + =2
E(H)
(DE)oH-DH-F E(H)-DF

Figure 2.9 E(H) - (F' + H'- F) = D(E(H) - F).

Remarque 2.2.1. Les espéces (F x G)', F' x G et F x G' ne sont pas, en général,

isomorphes.

Le lien entre les opérations de pointage et de dérivation est décrit par 1’équation com-

binatoire de la proposition suivante.
Proposition 2.2.2. Soit F une espéce de structure. On a alors que
F*=X.F,

ou X désigne l’espéce des singletons.

Preuve On peut s’en convaincre facilement en regardant la Figure 2.10. n

Figure 2.10 F* = X . F'.

De cette derniére proposition, nous pouvons déduire la propriété de pointage en chaine :

(FoG)®=(F'oG)-G".
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Définition 2.2.2. Si F = F(X1,Xs,..., X)) est une espéce de structures a k sortes,

alors on définit la dérivée partielle de F' par rapport a la sorte i par

oF
( ) [U] = F[U11U27- . -1Ui—1an + {*i},Ui-f-la .. '7Uk]y

aX;
et le pointage de F par rapport d la sorte X; (ou la i*™° sorte) par
0
% =X;,—F.
F e F.

Proposition 2.2.3. Pour F = F(X),Xs,..., X)) et G = G(X1,Xa,...,Xk), nous
avons
0) % (F+G)=8F + 8¢
a aF G \ .
b) 3x;(F-G) = (57(‘) G+ F- (57(—),

C) 3F  _ _9%F
6X.~6Xj - 3Xjaxi'

Preuve Montrons c)
Le cas i = j étant trivial, regardons le cas 7 # j. Nous avons alors successivement, pour

[U] = [Uh, Uy, ..., Uy,

O°F 9 (OF

axox; V) = ax, (a—X]) U]
3

= aXiF[U17U2a-.-7Uj—lan+{*1},Uj+1".-,Uk]

= F[Uy,...,Ui1,Ui + {*2}, Uiy1, ... Uj=1, Uj + {=1}, Ujsa, ..., Uk]
o

= a—XjF[U17-.-,Ui—17Ui+{*2},Ui+1,...,Uk]

- 7 (o) ¥

*F
T 0X;0X; vl

La proposition suivante est une généralisation de la loi de dérivation en chaine des

espéces unisortes (proposition 2.2.1).
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Proposition 2.2.4. Soient les espéces F = F(Y1,...,Yn) et G; = Gj(Xy,...,Xy),

j=1,...,m. Alors

0 " OF 0
—F eorysG) = —(G1,Go,. .., -—G;.
aXi (Gl,GZv ) m) P a)/]( 1 G2 Gm) a.X; G]
Preuve En effet, lorsque I'on dérive F(Gy,Gy,...,Gn,) par rapport a X;, on ajoute

un sommet virtuel de sorte 7 & 'une des Gj-structures, 1 < j < m (voir Figure 2.11).
Puisque j est arbitraire, la Figure 2.12 nous montre alors qu’il suffit de sommer sur j

pour établir le résultat. [

\ J . J

Figure 2.11 Représentation d’une a'F(Gl,Gz, ..., Gm)-structure.
3X;

Revenons aux espéces a une sorte. Les séries associées aux espéces F(X) et F/(X) sont

reliées de la fagon suivante :

Proposition 2.2.5. Soit F(X) une espéce de structures. On a alors :
o) F'(z) = £F(z);

b) Fi(z) = (bg—lzp) (z,22,23,...) ;
¢) Zp/(zy,29,23,...) = (bg—lZp) (1,22, 23,...).

Preuve Montrons c)

On a par définition que Zpr(z1,22,...) = Y50 a1 Looes, ixF'[o)z]zd? ...




3% F(G1,Ga, ...

aL;IJ,F(Gl,G29---me)' %F(G11G2s"'7GM)'ai,“Gm

Figure 2.12 5% F(G1,Gs,...,Gm) = 5L, §5-(G1,G2, ..., Gm) - 5%, G-

Or,

fixF'lo] = |{s € F'[n]| F'lo](s) = s}|
= |{s € F[n+ #||Flo + 1.](s) = s}|
= ﬁxF[a+ lt]

= f.9_1+1,82,83,...

ou (s1, 82, $3,...) est le type cyclique de la permutation o.
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On obtient donc que

31 .82
'ry?, ...

ZF'($1,$2, . ) = E fsl+1,82.83,...m

81,82,...
0 'z, ...
s axl E f31y32y33y-~

T1s1g12825,!
81,82,.-.

0
= a—xl'ZF(:L‘l,:L‘Q, . )

La proposition suivante est fondamentale : elle relie la dérivation combinatoire au pro-

duit cartésien a deux sortes ainsi qu’au passage au type selon une sorte.

Proposition 2.2.6. La dérivée d’une espéce de structures F(X) peut étre erprimée
comme
d

HF(){) =(E(X)-T) x F(X + T)|r.=1,

ot E désigne Uespéce des ensembles.

Preuve En effet nous pouvons, avec la convention habituelle X = @ et 7 = M, illus-

trer une (E(X) - T) x F(X + T)-structure comme & la figure 2.13.

i L 4 I
EX)T $ F(X+T)

\ J

Figure 2.13 Une (E(X) - T) x F(X + T)-structure.

En désétiquetant les éléments de sorte T'(voir Figure 2.14), la Figure 2.15 montre alors
I'isomorphisme entre une %F (X)-structure et une (E(X)-T)x F(X +T)|.=;-structure.
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ’égalité est aussi valable au niveau des

transports de structures. [
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i L ]
EX)'T :||: F(X+T)

N J

Figure 2.14 Une (E(X) - T) x F(X + T)|r.=1-structure.

) R
F
-«

Figure 2.15 & F(X) ~ (E(X) - T) x F(X + T)|7:=1.

Voici maintenant un résultat reliant & la fois la dérivation combinatoire et la multipli-

cation par X.

Théoréme 2.2.7. Pour deuz espéces de structures F' et G, nous avons

<DF,G>=<F,X-G>.

Preuve En effet, pour X = @ et T = M, nous avons que
< DF,G > = DF x G|x.=1(Figure 2.16)

et

<F, X -G>=Fx(X-G)|x.=1(Figure 2.17),
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oli, comme on peut le constater, nous avons

DF x G|x.=1 =~ F x (X - G)|x.=1

I
4 GX:=IM

Figure 2.17< F,X -G>=F x (X -G)|x.=1.

Remarque 2.2.2. En algébre linéaire, si T est un opérateur linéaire et si on a pour tout
vecteurs T et § que < TZ,§ > = < Z,T*y >, alors l'opérateur T* est appelé adjoint d
droite de T. On peut donc dire, par analogie, que [’opérateur de dérivation combinatoire
D est adjoint a gauche de ’opérateur de multiplication par X ( ou que l'opérateur de

multiplication par X est adjoint & droite de D).

2.3 Opérateurs combinatoires différentiels purs G(%) et propriétés

Nous présentons dans cette section une nouvelle catégorie d’opérateurs combinatoires
différentiels; les opérateurs combinatoires différentiels purs. Ces opérateurs sont en
quelque sorte un prémisse a ceux du chapitre suivant, qui portera sur une généralisation

de ces opérateurs combinatoires différentiels purs.
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Définition 2.3.1. Soient F(X,T) et G(X,T), deuz espéces de structures a deuz sortes.
Le produit cartésien partiel F(X,T) x7 G(X,T) par rapport é la sorte T est défini
comme suit : Une F(X,T) x7 G(X,T)-structure s sur un multiensemble [U, V] est de la
forme s = (s1,82,U1,U2, V), 0a U1NU; = @ et U1 WU, = U, et ou s; est une F-structure

sur [Uy, V] et sq est une G-structure sur [Us, V).

Pour U = U WUz et U’ = Uj U U3, le transport de structures se fait le long de bijections

de la forme

g:[U, V)= ULV,

ou B = (B1,B2,03) est telle que By : Uy S Uj, B2 : Ua S Uy, B3 : V= V' et
B (s1,82,U1,Us, V) = (s}, 85, U{,U3, V') avec 8] = F[B1,33)(s1) et s5 = G[B2, B3)(s2).

La forme générale d’une telle F(X,T) x7 G(X, T)-structure s peut étre vue comme dans

la Figure 2.18.

. ~

Figure 2.18 Forme générale d’'une F(X,T) x1 G(X, T)-structure.

Remarque 2.3.1. Le produit cartésien partiel généralise a la fois le produit standard
et le produit cartésien d’espéces de structures :

1) Si F(X,T) = F(T) et G(X,T) = G(T), alors

F(X,T) xr G(X,T) = F(T) x G(T),



63

c’est-a-dire le produit cartésien d’espéces a une seule sorte. Pour le voir, il suffit
d’éliminer les points de sorte X dans la Figure 2.18 .

9) Si F(X,T) = F(X) et G(X,T) = G(X), alors

c’est-a-dire le produit standard d’espéces a une seule sorte. Pour le voir, il suffit

d’éliminer les points de sorte T dans la Figure 2.18 .

En s'inspirant de la proposition 2.2.6 reliant la dérivation combinatoire au produit

cartésien et au passage au type selon une sorte, on pose la définition suivante.

Définition 2.3.2. On définit ’opérateur différentiel pur G(ady) (aussi appelé la

G-dérivation) en posant, pour tout espéce F,
d
G(ox)F(X) = (E(X) - G(T)) x F(X + T)lr=1,
ot de maniére équivalente,
d
G(ox)F(X) = G(T) xr F(X + T)l|r=1-

Remarque 2.3.2. 1) {Vous devons cependant noter que pour que cette définition ait du
sens, il faut supposer que pour chaque ensemble fini U, G(T) X1 F(X + T)|1.=1[U]
est fini.

2) Le qualificatif <pur> est choisi pour distinger ces opérateurs des opérateurs plus

générauz G(X, 3%(—) gut seront définis au chapitre 3.
La Figure 2.19 explicite ’équivalence des deux définitions de la G-dérivée de F.

En particulier, nous pouvons illustrer une (‘,’5(%)F (X)-structure sur {a,b,c,d} comme

a la Figure 2.20.




G

| J/

Une E(X) - G(T)x F(X+T)-structure

( A G

Une G(£)F(X)-structure

FX+T)

G

\ J

Une ((T)x; F(X+T)-structure

Figure 2.19 Equiva.lence entre les deux définitions de la G-dérivation de F.

Exemples 2.3.1. 1) Opérateur de translation. On a E(a‘j—()F(X) =F(X+1).
En effet,

E(Z)F(X) = B(X)E(T) x F(X + Tl
= E(X+T) x F(X + T)jrms
= F(X+T)jpes

= F(X+1).

Plus généralement, nous avons
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- ~
a
b
F c
d
\ J

Figure 2.20 Une Gs(a%)F(X)-structure sur {a,b,c,d}.

car

E"(x )F(X) E(X)E™(T) x F(X + T)|z:=1,
ou E"(T)=E(T)-... .E(T)=E(T+T+...+T)= E(nT). Donc nous obtenons

E"( ~ ) F(X)

E(X)E(nT) x F(X + T)lr.a;

E(X +nT) x F(X + T)|r.=1
= F(X +n).

On remarque ici que pour n # 0, F doit étre polynomiale.
2) Ex(F%)(F - G) = (BE2(4%)F)G + F'G' + FEy(4%)G (voir Figure 2.21).
3) Ex(%)NE o F)) = (EoF) (Ex(f%)F + Ey(F")) (voir Figure 2.22). En particulier,
EA(5)(S) = Ba(ax)(Eo€)
2 - 2 dx )

(Eo e)(Ez(i)e + Ex(L)),

S- (Eg( )(3 + E3(L)) (voirFigure 2.23).

4) Dérivée Catalan. Soit B = B(T), l'espéce des arborescences binaires. Il est bien
connu que cette espéce satisfait I’équation fonctionnelle B = 1+ T B2. En résolvant
cette équation quadratique, on peut alors déduire facilement que

1-v1-4X

B(X) =—3%
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Pour B(D)F(X) = G(X), on obtient alors que

1-+v1-4D

o F(X) = G(X),

et on en déduit successivement que

FX) = o=t
201 + v1—4D)D
12D gx)
= 2260 = a(D)G(x),

ou ®(T) = HVI=AT | cor 1 - §(T) = 1=VJ=1T = TB(T) et 5lpy = 1-TB(T). Donc,
B(D)F(X) = G(X) <= F(X)=(1- DB(D))G(X).

Il est important de noter qu’ici, ’espéce 1 — TB(T) est virtuelle (7).

5) On peut généraliser l’exemple précédent en considérant cette fois n’importe quelle
espéce B = B(T) ayant un terme constant égal @ 1, car de telles espéces sont inver-
sibles sous la multiplication (dans le contexte des espéces virtuelles, voir [2,7]). On a
alors

B(D)F(X) = G(X) = F(X) = ﬁcm,
ou 1 ) 1
B(T) 1+ B4(T)

=3 (-1)*(BL(T)*.
k>0

Remarque 2.3.3. i) Si G est polynomiale, alors G(ﬁ)F(X ) existe pour toute espéce
F.

i1) L’espéce Eg(ﬁ)e qui apparait dans Uezemple 2.3.1 précédent peut se décomposer
sous la forme

By(5)8 = 3" Ba(X™) + L(X*)L4(X).

n=0

En effet, comme le montre la Figure 2.24, il y a deur cas & considérer. Le premier
est le cas ot les points supplémentaires sont auz extrémités d’un diamétre ; la Figure

2.24 a) illustre une Ea(X3)-structure, on obtient alors Y °° ) Eo(X™).Le second cas

n=0
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Figure 2.21 E(%)(F - G) = (Ex(Fx)F)G + F'G' + FEy(%)G.

obtient alors 3 oc;; X X7 = L(X?) Ly (X).

Proposition 2.3.1. Pour des espéces de structures F,G,H et a € N, nous avons :

o) (aG)(Fx)F(X) = o (G(F%)F(X)) = G(FK)(eF)(X) ;
b) (G+ H)(F%)F(X) = G(Z%)F(X) + H(F%)F(X) ;

¢) G(F%)(F + H)(X) = G(g%F)F(X) + G(FZ)H(X) ;

d) G(FH)H(F%)F(X)) = (G- H)(FZ%)F(X);

e) < G(&Z)F(X),H(X) > = < F(X),G(X)H(X) >.

Preuve Pour voir d) et e), il suffit de regarder les Figures 2.25 et 2.26
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est le cas ou ils ne sont pas aur extrémités d’un diamétre (voir Figure 2.24 b)) : on

Dans le but de calculer Zp(x 7)x,¢(x,T), remarquons d’abord que, pour toute espéce &

deux sortes F(X,T), la série indicatrice

Zpx1)(T1, T, ... 5t1,t2,...) =
1
oo Y fx Flo e agt . R
n,k>0 OES,, TES)

(2.1)
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Figure 2.22 Ey(f%)(E o F)) = (Eo F) - (Ey(3%)F + Ex(F")).

1 4 )

OO R
i3t g R "

| S . J/

Figure 2.23 Ey(4%)(S) = Ex(7%)(E0C) = 5 - (E2(3%)€ + Ea(L)).
peut étre exprimée sous la forme

ZF(X,T)(I11I21" tlat2a' )_Z Z fT(Ilax21'

k>0 k! TES)

En effet, il suffit de sommer d’abord selon l'indice k dans (2.1) pour obtenir

Zrx1)(T1, T2, - -3 b1, b2, - ) Z Z Z Z fix Flo, 7]z x5 .. .t ...
k>20T€S, n>0

aES,.

et de poser ensuite

fT($1’$21- Z Z ﬁxF[a,T]a:‘” o2 ..

n>0 O'GSn

Il est & noter que les séries fr(z1,x9,...) ne dépendent pas des variables ¢;, 5, ...
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a) b)

\. J

Figure 2.24 E3(£%)(C) = 2 E3(X™) + Ly(X) - L(X).

{ ) (" )

N\ J N

Figure 2.25 G(7%)(H(3%) - F(X)) = (G- H)(%)F(X).
Théoréme 2.3.2. Si H(X,T) = F(X,T) xr G(X,T), et si

1
Zp(x,T)(:El,Iz,...;tl,tz,...) = ZF Z f.,-(:vl,:vz,...)t?t?...

k>0 .TESk
et
1
ZG(X,T)(-TI,IZa gt t, ) = Z 7 Z gr(z1, 2, .. .)t?t? ceny
k>0 " TeSy
alors

1
ZH(X‘T)(.'El,.'IIz,...;tl,tz,...) = ZF Z f,(zl,zz,...)g,-(zl,:vz,...)t’l"t?...
k>0 " T€SK

Preuve Une H-structure quelconque sur le multiensemble ([n], [k]) peut étre représentée

par la Figure 2.27, 00 U; C [n], U2 C [n], U1 UUz = [n], U1 NU2 =0, V = [k].
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F G H

Une G(%)F(X)-structure Une H(X)-structure

- &y -

Une <G(%)F(X), X )>—structure

- B~

Une <F(X), G(X)-F(X)>-structure

F )

Une F(X)-structure Une G(X)-FX) —structure

\ J

Figure 2.26 < G({%)F(X), H(X) > = < F(X),G(X)H(X) >.

Ainsi,
1
Zyxa) = Z — i Z fix Ho, 7)z{'z3? ...t ..., (2.2)
n,k>0 " 0€Sn,TESK
ol
fixH[o,7] = Z Z fix H[o' + 0", 7], (2.3)

Ur+Ua=|n], t"’E-‘.’?u1 ,d”GSu2 ,TESK,0'+0'"=0

et ol ¢/ + 0" = o signifie que les cycles de o sont obtenus comme réunions disjointes

des cycles ¢’ et o”.
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Figure 2.27 Une H-structure sur le multiensemble ([n], [k]).
De plus, nous avons successivement

fix Hjo' +o”,7] = |Fix H[o' + ", 7]|
= |{(s1,82)| s1 € F[Uy, [K]], 52 € G[Ug, [K]],
Flo',7](s1) = 81, Flo”, 7](s2) = s2}|
= |Fix Flo’, ] x Fix G[o", 7]|
= fix Flo’, 7] - fix Glo”, 7).

Ce qui entraine

fix Ho,7] = Z z fix Flo’, 7] - fix G[o”, 7]
Ur+Uz=([n] cr’ESU1 ,a”eSuz,TGS[k],a’+a”=a
|
= Z :—| z fix Flo',7] - fix G[o”,7], (2.4)
i+j=n J: a’ES.-,U”GSj,TES[kl,a’+a”=a

en ayant pris soin de sommer sur les (U;, Uz) selon les cardinalités |U;| = i, |Us| = 7,

t+j=mn.
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Substituant (2.4) dans (2.2) et tenant compte de (2.3), nous obtenons alors que, pour

w= {0” € Si,O'" € Sj,'r € [k],a' + 0" = 0-},

Znxm = 2 nlkl > uZﬁx Flo',7] - fix Glo", ] - a7 " agt*d e
n,k>0 i+j=n v
= Zk' Z (Z Z ( Z ﬁxF[a',r]zT‘z?...) .
k>0 TESK n>01+_7—n o'€S;
7 ( Z fix Glo", 7']:::1 1‘2 ))t?t;’
* ”GS

= Yo (5 S fx Pl et

k>0 T€S, \i>0  o'eS;

Z Z fix G[o”, 7']:1:1 1‘2 R I 1L 2

J>0 ' o"€S;

= Z Z fr(z1, 22, .. )97 (71, T2, .. I T

k>0 TGSk

Remarque 2.3.4. Le théoréme précédent peut s’énoncer simplement comme suit,

Zrx,T)xrG(X,T) = ZF(X,T) Xt ZG(X,T),

ouit = (t1,t2,...) et ou le produit X entre séries indicatrices a deuz infinités de variables

x = (z1,22,...) et t = (t1,t2,...) est défini comme suit :

Définition 2.3.3. Le produit cartésien partiel f %, g de deux séries indicatrices

f=f(I1,I2,...;t1,t2,. Z Z f‘r(zl,x% )t‘{ltn

k>0 TGS’,
et
g=g(z1,72,...;t1,1t2,... Z Z gT(zl,zz, 1 343 S
k>0 TGS’,
est la série indicatrice
fxeg=(f %t g)(x1,22,...5t1,12,... Z Z fr(z1,22,...)g- (21, 22, .. NI ...

lc>0 " reSk
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Théoréme 2.3.3. Pour deur espéces F et G, on a

6 d
ZG(#‘)?)F(X)("L‘I"'L‘%"') ZG( a.'lt 36—' ..)ZF(.'L‘I,.’L‘g,...).

Preuve Par définition, on a que :

264y rx)(E1:825 ) = Za@)xr FX4+T) (T1, T2r -5ty )=

De plus,
Zoq = Z > fixGlrle] a2
k>0 .TES“
thez
= Z gil,ig,..‘lil_.l'z#
e 21 22:...
et
Zrx+T) = ZPX)lx=X+T

= ZF(.’L‘I +t1,x92 + tg,.. )

Pour poursuivre, on a besoin du lemme 2.3.4 suivant, qui découle (par itération) du

Théoréme de Taylor & une variable :

Lemme 2.3.4. Si & = ®(x;,x,,...), alors

. (Ba_)il(aa_)lz B
O(z) + 1,220+ t2,...) = Z 71 il'i2'22 q)(xl,xg,...)t'llt;z
11,i2,...20 ol...

8 8
t +t
= 613’_1 23’_2+ (I)(:ltl,:ltg,...).

En appliquant le lemme 2.3.4, on obtient donc que

_ Z (tl‘ag—l)i‘ (t'zz;g—,)i2

Zrx+T) = A - Zp(z1, T2, . ..)

11,i2,...20

= > (1(% )’1(23_,5 )2 (35— )’3 Zp(z1,22,73,..)

i1,12,...20

1] 412
¢y ty
14141282451, |,
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Par le Théoréme 2.3.2 et la Définition 2.3.3, on a alors que

(152)r(25&)z... o
T 4 11 41
Za(Tyxp F(X+T) = E gun,... 1,-112.1!2,-22.22!.“ Zp(z1, T2, .. S .

i1,i2,.

(t1 o )i1(2t2 o )‘i2
= ( Z 9i1 iz,... CETE R et Zp(z1,22,...)...

18141282451, |,
i1,i2,.20 1247752

0 0
o2, 3t363

o
ZG(tl 2t2 ) Zp(z1, T2, - - -)-

On obtient finalement le résultat en posant

ZG(%)F(X)(IIH,M,---) = ZgmMxrF(X+T)(T1, T2, -3 t1,t2, .. )g:=1
o 0 0

= 26222 3% ) Zp(a, 30 ).

G(axl 8:52 31‘3 ) F‘(-'El 2 )

Exemple 2.3.1. Pour G = Gy, l'espéce des cycles de longueur k, on a

1
Zek(l'l, I2,.. ) = E Z¢(d)$§/da

" dlk

ot ¢ est la fonction d’Euler. On obtient alors que

Zek(d_'i.)p(x)(xlyx%"' k' Z¢(d k/dZF(xlvxZ’ )
dlk

En particulier, pour k=2 et F=A, ona
Zey(forax) (@122, ) = (¢(1)( )2/l +¢(2)(2—)2/2)ZA($1,$2, .-)

o
= 5((3—1:1) + 26—2:2')ZA($1,-’L'2, cel)

La Figure 2.28 illustre une eg(a:i?).A(X )-structure.

Remarque 2.3.5. Dans le cas particulier ot G(X) = X, on a Zg(z1,22,...) =71 et
donc,
Z _9 7z
4rx)(Z1 22, ) = B2 r(z1,22,...),

c’est-a-dire la formule usuelle de la Proposition 2.2.5.
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Figure 2.28 Une Cz(%)A(X )-structure.

7
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CHAPITRE III

OPERATEURS COMBINATOIRES DIFFERENTIELS GENERAUX

Dans le présent chapitre, nous introduisons des opérateurs différentiels plus généraux
que ceux du chapitre précédent : au lieu de considérer des opérateurs différentiels de
la forme G(g%) = G(D), ot G = G(T) est une espéce & une sorte, nous considérons
des opérateurs différentiels de la forme Q(X, D), ou Q(X,T) est une espéce & deux
sortes. Ce chapitre sera donc séparé en deux sections. La premiére (3.1) consistera en
la présentation des définitions et des propriétés relatives & (X, D). La seconde (3.2)
consistera quant a elle a expliciter, en une série d’exemples et d’applications, la théorie

introduite a la premiére section et dans les chapitres précédents.

3.1 Opérateurs combinatoires différentiels généraux (X, D) et pro-

priétés

Introduisons premiérement, pour cette section et le reste du présent chapitre, la conven-
tion d’illustrer une structure appartenant & une espece a deux sortes 2 = Q(X,T) par

une figure du genre de celles illustrées a la Figure 3.1.

Remarque 3.1.1. Rappelons au passage qu’au chapitre précédent, nous avons introduit

les conventions suivantes :

1) Les éléments de sorte X sont représentés par des cercles noirs (@) et ceuz de sorte

T par des carrés noirs (B).
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s

Figure 3.1 Deux représentations d’une (X, T)-structure.

2) On représente un désétiquetage des points d’une sorte donnée par la forme vide

(carré (O), cercle (), etc.) correspondante.

Définition 3.1.1. On dit qu’une espéce a deuzx sortes (X, T) est finitaire en T si,
pour tout ensemble fini U de points de sorte X, il n’y a pas de Q-structure possible sur
la paire d’ensembles (U, V') pour tout ensemble fini V de points de sorte T suffisamment

grand.
Exemple 3.1.1. L’espéce G(X,T) des graphes simples sur des sommets de sorte X et
n

des arétes de sorte T est finitaire en T. En effet, il y a au mazimum (2) arétes possibles

pour un graphe comportant n sommets.

Définition 3.1.2. Soit Q(X,T) et F(X) des espéces ¢ deut sortes et une sorte res-
pectivement. Si Q(X,T) est finitaire en T, ou si F(X) est polynomiale en X, alors
QX,D)F(X) est l’espéce définie par

Q(X,D)F(X) := X, T) xg F(X + T)|r=1.

La Figure 3.2 illustre la forme générale d’une (X, D)F(X)-structure sur un ensemble

a 9 points.

Exemples 3.1.1. 1) En prenant Q(X,T) = A(X,T), ot A(X,T) est l’espéce (non
finitaire en T') des arborescences sur les points internes de sorte X et des feuilles de

sorte T (voir Figure 3.3), on obtient 'opérateur A(X, D). Et lorsqu’il est appliqué a
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.

Figure 3.2 Une Q(X, D)F(X)-structure sur 9 points.

F(X) = Cyo(X), Uespéce des cycles orientés sur 10 éléments, on obtient des structures

du type illustrées d la Figure 3.4.

4 )

| N J/

Figure 3.3 Une A(X, T)-structure.

2) Considérons cette fois Uespéce finitaire en T, Q(X,T) = E(L>3(X)T), ot Lx;
est lespéce des listes d’au moins deuz éléments (voir Figure 3.5). On obtient alors
Vopérateur E(L>2(X)D) et ce dernier s’applique d toute espéce F(X). En particulier,

la Figure 3.6 montre que l'on a l'identité
Pieu(X) = E(L»2(X)D)C(X),

ot Pieu désigne l’espéce des pieuvres.
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Figure 3.4 Une A(X, D)C;o(X)-structure.

o—o1n

o—eo——o—o1h
o—eo—o 1

Figure 3.5 Une E(L>2(X)T)-structure.

Remarque 3.1.2. i) Dans l’ezemple 1), si on considére plutdt l’espéce C(X), alors
A(X, D)C(X) n’est pas une espéce car A(X, D) n’est pas finitaire en T et €(X) n'est
pas polynomiale en X. En effet, il existe un nombre infini de C(X + T')-structures sur
tout ensemble fini U car pour tout nombre fini de points de sorte X, on peut ajouter
un nombre arbitrairement grand de points de sorte T'.

i) Pour la suite, nous assumerons que les restrictions de la définition 2 sont satisfaites.

Proposition 3.1.1. Pour toute espéce de structures F(X) et G(X), on a

G(X + XD)F(X) = F(X + XD)G(X).

Preuve Voir Figure 3.7. .

Du fait que toute espéce & deux sortes (2(X,T) peut étre exprimée comme combinai-
son linéaire Zwkx% d’espéces moléculaires, nous pouvons exprimer tout opérateur

différentiel (X, D) comme combinaison linéaire d’opérateurs moléculaires de la forme

X" Dk

y K < Sn,k-
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Figure 3.6 Pieu(X) = E(L>2(X)D)C(X).

- — r 2 e \
R | | Pl S o
. . \_ J \_ J
G(X+XD)F(X) F(X+XD)YG(X)

Figure 3.7 G(X + XD)F(X) = F(X + XD)G(X).

Nous prendrons dés lors la convention d’écriture suivante pour exprimer I'action d’un

tel opérateur sur une espece de structures F(X) :

(Xf;{pk) FUX) = E%,

qui est en conformité avec la notation classique
X"DFF(X) = X"F®(X),
correspondant au cas dégénéré K = {id}.

Avec ces notations, nous avons le théoréme suivant, qui généralise la formule classique
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de Leibniz pour le calcul différentiel, c’est-a-dire
d* k! .
@) = Y 72/9@)e9 @)
ik I
Théoréme 3.1.2. Soient F(X) et G(X), deuz espéces de structures. On a alors que

XDk 3 K\ X"FO(xX)GY)(X)
= FOGX) = H]Z;MSZW (L) 3 (3.1)

ot L : Sn;; signifie que L parcourt un systéme complet de représentants des classes
de conjugaison des sous-groupes de Sy j, et ou les coefficients (I[f) sont définis par la
formule d’addition :
X™Ty +To)* Y ¥ (K) X"TiT}
K i+j=k L:Sn i,; L L ’

introduite dans (Auger, Labelle et Lerouz, 2002)].

Preuve Sans le démontrer rigoureusement, on peut se convaincre du précédent résultat

s o . . N5
en regardant un cas spécifique : pour n = 7,k = 5, la Figure 3.8 illustre une X KD F(X)G(X)-

structure (ol ¢ = 2 et j = 3 dans (3.1)).

- N\
()
F
vV
Xp*
K
*~ °
_ J

Figure 3.8 Une X7KD5 F(X)G(X)-structure.

Or, la décomposition moléculaire de

Xn(Tl + Tg)’c
K
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classifie toutes les possibilités de placer & gauche la X "KTk -structure et de désétiqueter

ensuite. -

Exemple 3.1.2. Pour n = 0 et K = {id}, nous retrouvons la forme classique de la

formule de Leibniz, c’est-a-dire

D*(F(X)G(X))

> (’;) FOX)GY (X).

i+j=k

Exemple 3.1.3. Pour l’espéce des ensembles a deux éléments Es, la Figure 3.9 montre
une E3(XT)-structure. On obtient alors l'opérateur Eo(XD) (voir Figure 3.10). En
particulier, si H = F - G, alors une Ey(XD)(F - G)-structure sera de l’une des trois

formes illustrées a la Figure 3.11 et on obtient l’identité suivante :
Ey(XD)(F -G)=(E2(XD)F) -G+ F*-G* + F - (Ey(XD)G),

ou F*-G*=XF - XG = X?F'. ¢,

Figure 3.9 Une Ey(XT)-structure.

|

Figure 3.10 Une E3(X D)H(X)-structure.

La proposition suivante généralise le Théoréme 2.3.3 en montrant comment calculer la

série indicatrice de cycles Zqg(x pyr(x) & partir des séries Za(x,D) et Zr(x)-
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Figure 3.11 Une E3(XD)(F - G)-structure.

Proposition 3.1.3. Soit Q(X,T) et F(X), deuz espéces ¢ deux sortes et une sorte

respectivement. On a alors

0 0 0

ZQ(X'D)F(X)(:El,:L‘z,...;tl,tg,...) =ZQ($1,.'E2,...;6—$1, 3_.7:2’ a—m,...)ZF(:I:l,:I:g,:I:g,...).

Preuve Par définition, on a que

Zax, DyF(x)(T1, T2, - - i t1, e, - ) = Zaux T)yxp F(X+T) (T1, T2, - - 51, t2, - )=

De plus, posons

1
ZQ(X,T)(:II],.'Eg,... ;t1,ta,. ) = ZF Z (.u.)-,-(.’l,‘l,.’l,‘g,...)t?t;2 cee
k>0 .TGS)C

On a évidemment
ZF(X+T)($17 Z9,...;t1,te,...) = Zp(x1 + t1, T2 + to,...).

Le Lemme 2.3.4 entraine que

0 viye 0 ...
= — " —)%2 “en e ) ——————,
Par le Théoréme 2.3.2 et la définition 2.3.3, on a alors que
(152,)1(255;)" .
ZQ(X T)xr F(X+T) = | Z Wiy ig,...(Z1, T2, . . .) lz"!lz'l!Z"zz'?! —
11,32,...

(1152, )" (2t250,) -

. -Zp(xl,xg, .. .)tiltg" ces

= Z wil,iz,...(xlax21'-') 1i1i1!2i2i2!... ZF($1,$2,---)

11,82,...

0 0
= ZQ(:L‘I,:L‘Q, ooy ltla—xl,2t28—$2, ‘e .)ZF(.’L'l, T2y .. )
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Faisant t; := 1, on obtient finalement

ZQ(X'D)p(x)(:L‘l,JIIQ,...;tl,tg,...) = ZQ(X,T)xTF(X+T)(1'1,1'2a--~;tlyt2,---)|ti =1
d d d

= Za(r1,22,...; 5¥—,24—,3—,...)ZF(z1, 22, 3, - -

'Oz’ Oz’ Ox3

Remarque 3.1.3. Dans la proposition précédente, la convention d’écrire tous les t; a
la droite de tous les z; dans Zq(x1,z9,...;t1,t,...) doit étre respectée. Par exemple,

st on considére Q(X, D) = E(XD), on obtient
E(XD)F(X) = F(2X) (voirFigure 3.12),
et dans ce cas, on doit écrire

. a - — nl 'n2 niy na2
ZQ(:L‘l,l‘z,.. ’8 311:2 an'nz 1 (a:l:l) (al‘z)

et non pas

1 0 \n, 0 \n,
an!ngl...(xlaxl) (”axg)

\. J \. ./ . /

E(XXD)F(X) F2X)=F(X+X)

Figure 3.12 E(XD)F(X) = F(2X).

A ce stade-ci, une question fondamentale se pose : étant donné trois especes (X, T),

Q(X,T) et F(X), existe-t-il une espece Q3(X,T) telle que

Q(X, D)[u (X, DF(X)] = Q3(X, D)F(X)?

).
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Nous allons voir , aprés la définition qui suit, que Q3(X, T') existe, mais que Q3(X,T) #
Q(X, T)(X,T), c’est-a-dire que 3 n’est pas le produit des especes €25 et €.

Définition 3.1.3. Soient Q(X,T) et Q2(X,T), deuzx espéces d deux sortes. On définit
la ® — composition de Q;(X, D) et Qy(X, D) par

Q2(X7D) G)Ql(Xa D) = Q3(X’ D)7

ol

Q3(X, T) = QQ(X,T+ To) X Ty Q](X + TO,T)|T0:=1

et ou Ty est une sorte auziliaire accessoire.

La Figure 3.13 illustre une 23(X, T)-structure ou les points de sorte Ty désétiquetés

sont représentés par des triangles vides (4).

Figure 3.13 Une Q3(X, T')-structure.

Comme nous le verrons a la Proposition 3.1.3 suivante, la composition définie par
Q2(X, D)o (X, D) correspond en fait & ’application successive des opérateurs §2; (X, D)
suivi de Q9(X, D).

Remarque 3.1.4. Il est important de noter que l'opération © n’est pas commutative.

En effet, on a par exemple que

(XD)® (X%D) =2X2D + X3D?,
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alors que

(X?D) @ (XD) = X?D + X3D2.

Proposition 3.1.4. Soient Q3(X,T) = Q(X,T) © (X, T). On a alors, pour toute
espéce F = F(X),

Q3(X, D)F(X) = Qa(X, D)[ (X, D)F(X)].

Preuve Nous avons que

Q2(X’D) [QI(X! D)F(X)]
= Q(X, D) [u(X,T1) x1, F(X + T1)|1y:=1]

- {Qg(X,Tz) T, [[QI(X,TI) x7, F(X +T1)|T1:=1] ” } :
X:=X4+T, Ty:=1
La preuve de la proposition est établie par la figure 3.14. [
Ql Q, 92 Q,
F F

a) b)

Figure 3.14 a) (X, D) (X, D)F(X)] et (X, D) ® (X, D)|F(X).

Théoréme 3.1.5. Pour toutes espéces d deuz sortes Qa(X,T) et Q1 (X, T), on a que

(G e - Za.) ()" (o). Zo)
11272050

20,00 = Z

ni,na,...

(3.2)
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Preuve Nous avons par définition que

ZQzOQl

ZQQ(X.T+T0) XTOQI (X+To,T)|To:=1

( > (to1 22:)™ (2to2 70

.

1n1nq12r2n,! . ..

1M, 1272n5! ...
nm1,n2,... ni,n2,...

(Bregm... Za,) (&)™ @)™ - Za)
- Z 1mip 12r2n,) . .

ni,n2,...

toi:=1,1=1,23,....

. (to1 2= )™ (2toa 52 )" . . .
ZQQ xto Z Bz_l 31_2 ZQI

toii=1

Exemple 3.1.4. Considérons les espéces Qa(X,T) = Eo(XT) et Qi (X,T) = XC3(T).

On a que

1
Za, = Zg,0 ZxT = 5((1:11h)2 + zat2)

et

t3 4+ 2t
Za, = ZxeyuT) = ZxZeyT) = T1 ( 1 3 3) .

La formule (3.2) se calcule alors en considérant les cas suivants :

Pour :

3

] 9 t3 + 2t
1=n1,0=n2=n3=.,,b—> (—)ZQ2 (—)ZQ1 =z¥tl. 1—9. R
ot oz 3

1 o o
2em0=m=n=...m 1 ()20, ) ()20, ) = F-0=0,

1 3+ 2t
0=n1=n2=n3="""'zﬂz'zﬂx=§($¥t%+1?2t2)11(1 3)’

0=n1,1=n2=n3=...»—vl (2—6—-)292 (21)291 =1xz9-0=0,
2 81:2

Puisqu’il n’y a que les deuz premiers sous-cas qui sont non tous-nuls, on obtient donc

que Za,00, = (—ti—?i) (2(z42 + zats)z1 + z3t1) . Nous pouvons aussi calculer Zg,on,
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de la maniére suivante, histoire de vérifier nos calculs précédents :

Q200 = EX - (T+T0)) x1p (X + T0)C3(T)|15:=15
= EyX - (T +To)) x1, XC3(T)|1p:=1 + E2(X - (T + To)) x1, ToC3(T)|15:=1,
= Ey(XT)- XC3(T) + (E2(XT) + XT - XTo + Eo(XTp)) X1, ToCs(T)|1p:=1
= Ey(XT)- XC3(T) + (X°TToC3(T))Imp:=1,
= Eo(XT)- XC3(T) + X*TC3(T).

Ainsi, on obtient bien que

3+ 2t 1
2,00, = ( 1 3 3) (§(mftf + zot2)z) + :vftl) .

Remarque 3.1.5. La formule (3.2) est, en général, plus facile & appliquer car elle fait
appel & des opérations entre séries et nous ne sommes pas dans l’obligation de calculer
d’abord Uespéce 2 ® (X, T).

Dans la section 2.1.2, nous avons introduit, pour deux espéces & une sorte F = F(X)

et G = G(X), la forme combinatoire bilinéaire de F et G, notée <, >, par
< F(X),G(X) > = F(X) xx G(X)|x:=1-

De plus, nous avons démontré a la section 2.3 que nous avions l'identité suivante, pour

toute espece H(X) :
< HD)F(X),G(X) > =< F(X),HX)G(X) > .

La proposition suivante généralise ce dernier résultat pour les espéces & deux sortes

QX,T).
Proposition 3.1.6. Pour toute espéce a deux sortes Q(X,T), on a

< Q(X,D)F(X),G(X) > = < F(X),Q(D, X)G(X) > .

Preuve Voir Figure 3.15. [
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Q G = Q G
F F

\

Figure 3.15 < Q(X, D)F(X),G(X) > = < F(X), D, X)G(X) > .

Remarque 3.1.6. Pour la suite, nous noterons par (U X, D))* = Q*(X, D) l'opérateur
adjoint de (X, D). C’est-a-dire

(X, D))" = (D, X).

La proposition suivante montre comment se comporte I’opérateur adjoint sous la

(®-composition.

Proposition 3.1.7. SiQ;(X, D) et Q(X, D) sont des opérateurs combinatoires différentiels,

alors

Q1(D, X) © Q(D, X).

Preuve D’une part,on a

X, T)onu(X,T))* = QX,T+To) xn, U(X +To,T)|1y:=1.x:=T
= Q2(T,X +T0) XTy Q (T-l- To,X)|T0;=1.

Et d’autre part,

I(X7 T) O] Q;(Xi T) = I(Xi T + TO) xTo Q;(X + TOy T)|T0:=l
= QT+ To, X) x Q2(T, X + Tp)|1p:=1
= QQ(T, X+ T()) XT, Ql(T + T(), X)ng::l-
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Corollaire 3.1.8. Soient Q1(X,T) et Q2(X,T), deuz espéces a deuz sortes, et Fy(X), Fa(X),

deux espéces unisortes. On a alors

< (X, D)F(X),%(X,D)G(X) >

< F(X), (u(X, D))* ©Q2(X, D)G(X) >
= < F(X),%(D,X)0 Q% (X,D)G(X) > .
0O

Théoréme 3.1.9. Pour des espéces de structures ¢ deuz sortes (X, T) et Qp(X,T),

on a la formule générale suivante pour la @-composition :

Qz(X,T)@Ql(X,T) = Z <En(T0 )Q2(X T) E (To 9 ) 1(X T > |X,T

n>0

= 0X,T) (X, T)+ (692 (X, T)) (6QI(X T))

+ Z < En(TO )92(X1 T), En(TOﬁ)Ql(X) T) > |X,T‘
n>2

Preuve Ona

(X, T+Ty) = E <TO%) Q(X, T)
= Y E, (To )Qg(X, T)
n>0
et
N (X +To, T) = E(T 9 Q1 (X, T)
1 0 - aX 1
= ) En{Ton: 9 Q1(X,T).
"\ToaX
n>0
Donc, si on pose Q3(X,T) = Qz(X, T+To) X1 (X +To, T)|1:=1, On obtient bien que
)
OBX,T) = D < En(TO )02(X,T), En(Tozy)0(X,T) > |y
n>0
= X, T)- (X,T) + (3“2<x T)) (3“‘(X T))
)

+ ) <E, (TO—)Qg(X T), En(Togz
n>2

) I(X,T) > |X,T'

Remarque 3.1.7. Une table de simplification pour Q; ® Qs est jointe en anneze.



92

3.2 Exemples, applications et tables diverses.
3.2.1 Opérateurs auto-adjoints et A-pointage

A la fin de la section 3.1, nous avons défini, pour une espéce de structures & deux sortes
Q(X,T), 'adjoint de l'opérateur associé & Q(X, D) par Q*(X, D) = Q(D, X). Dans la
méme optique, on dit qu'un opérateur Q(X, D) est auto-adjoint si Q*(X, D) = Q(X, D).
C’est le cas si ’espéce (X, T) est symétrique : Q(X,T) = Q(T, X).

Exemples 3.2.1. 1) L’opérateur XBKDS, oi K =< (1,2,3),(4,5,6) >< S3.3, est auto-

adjoint.

2) Pour toute espéce ®(X), ®(X + D) est auto-adjoint.

Une importante classe d’opérateurs auto-adjoints est celle des A-pointages :

Définition 3.2.1. Pour toute espéce unisorte A(T'), on définit l’opérateur de A — pointage

par A(X D). C’est-a-dire : A(X D) est l'opérateur associé a Uespéce A(XT).

La Figure 3.16 illustre en toute généralité une A(X D)F(X)-structure.

p

?

Figure 3.16 Une A(X D)F(X)-structure.

Remarque 3.2.1. L’opérateur de pointage correspondant ¢ A(T) = T s’identifie au
pointage classique X D introduit au chapitre 1.

Proposition 3.2.1. Pour deuz espéces A1(T) et A(T), on a

A2(X D) © My(XD) = (X, D),
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ot UX, T) = Ay(XT + XTp) x1, (XT + ToT)|1:=1.

Preuve Il suffit d’appliquer la définition 3.1.3 au cas Qa2(X,T) = Aa(XT) et (X, T) =
A(XT). On obtient alors

Q2(X,T+T0) = A2(X(T+T()))
= A(XT + XTp)
et
(X +To,T) = M(X+Tp),T)
= M(XT +TpT)
D’ou la conclusion. ]

Remarque 3.2.2. Sous la ©-composition, le A-pointage n'est pas commutatif.

Dans le cas particulier ou A(T) = T2, on obtient 'opérateur (X D)2, qui correspond au
pointage ordonné d’une paire d’éléments distincts d’'une F-structure quelconque (voir

Figure 3.17). De plus, notons que
(XD)®(XD) = XD+ X%D? # (XD)? = X*D?,

cette derniére identité provenant du fait que I'on peut pointer le méme élément deux

fois lors de deux pointages successifs (voir Figure 3.18).

Considérant A(T') = C, on obtient alors 'opérateur C(X D), appelé pointage cyclique.

Une sous-espece intéressante de (X D)F(X), notée G@)F(X ), introduite récemment
par Bodirsky, Fusy, Kang et Vigerske (Gessel, 1987) est définie comme suit :

e ——

Définition 3.2.2. Une C(XD)F(X)-structure sur un ensemble fini U est un couple
(7, f), ou v est un cycle orienté sur une partie V de U tel que v est l'un des cycles

d’un automorphisme o de la F-structure f. Une C(X D)F(X)-structure est appelée F-

structure pointée cycliquement de fagcon non biaisée.
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Figure 3.17 Une (X D)2F(X)-structure.

= S e

ou e

F _ F

Figure 3.18 Une ((XD) ® (XD))F(X)-structure.

En d’autres termes, une G(/E)F(X )-structure sur U est une €(XD)F(X)-structure
telle que le cycle pointé fait partie d’un automorphisme de la F-structure ambiante (voir

Figure 3.19).

L’opérateur de pointage cyclique non biaisé GE(\D) a été appliqué par Bodirsky, Fusy,
Kang et Vigerske (Gessel, 1987) & la génération aléatoire uniforme de classes de struc-

tures combinatoires.

3.2.2 Opérateurs de petits degrés

Définition 3.2.3. Pour K < Spk, on définit le degré d’un opérateur différentiel

moléculaire £ ';(D : par deg(%D—k) = k. Plus généralement, si on considére un opérateur



\. J

e—

Figure 3.19 Une C(X D)F(X)-structure.
différentiel quelconque Q(X, D), on pose
deg(Q(X, D)) = sup{klwk # 0} < oo,
k

ot )k wKX';\,D £ estla décomposition moléculaire de l'opérateur Q(X, D). De plus, si

tous les k présents dans ), wk X’;\,D * sont égauz, on dit que (X, D) est homogéne

de degré k.

Il est aisé de constater que les opérateurs homogenes de degré 1 sont facilement clas-
sifiables : ils sont de la forme H(X)D. En effet, toute espéce Q(X,T) homogene de
degré 1 en T est de la forme H(X)T. Par contre, les opérateurs homogene de degré 2
sont sensiblement plus délicats & classifier. La Figure 3.20 illustre en toute généralité la

représentation d’un tel opérateur.

On peut partitionner les opérateurs moléculaires homogenes de degré 2, c’est- a-dire de

2
la forme X ;\,D , en deux classes :

a) les opérateurs moléculaires homogénes de degré 2 orientés, c’est-a-dire que la projec-
tion mo(K) est triviale,
b) les opérateurs moléculaires homogenes de degré 2 non-orientés, c’est-a-dire que la

projection mo(K) ~ Ss.

Remarque 3.2.3. Les opérateurs de degré 0 correspondent simplement auz opérateurs

de multiplication par H(X).



t

Figure 3.20 Représentation générale d’un opérateur différentiel de degré 2.

Exemples 3.2.2. 1) C3(X)D? est un opérateur moléculaire homogéne de degré 2 orienté
(voir Figure 3.21).
2) Ey(X D) est un opérateur moléculaire homogéne de degré 2 non-orienté (voir Figure

3.22).

Figure 3.21 Une C3(X)D?F(X)-structure.

3.2.3 Opérateurs de différences finies

Nous avons vu au chapitre précédent (Exemple 2.3.1-1)) que l'opérateur E(D), appelé
opérateur de translation, était défini par E(D)F(X) = F(X + 1). De ce résultat, on
peut définir 'opérateur de différence finie A par

A= E+(D),
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Figure 3.22 Une E(X D)F(X)-structure.
ol E; = E — 1 est I'espéce des ensembles non vides. On a alors évidemment que
AF(X) = F(X+1)-F(X). (3.3)

Remarque 3.2.4. Il est a noter que dans (3.8), F(X + 1) — F(X) n'est pas une espéce
virtuelle (Bergeron, Labelle et Leroux, 1998), car F(X) est toujours une sous-espéce de
F(X +1).
Réciproquement, on a

D = E{7'>(4),
ot ES™!> est I'inverse de I'espéce E, pour la substitution : c’est une espece virtuelle

satisfaisant ES™!> 0 Ey = E, 0 EX™1> = X. Elle est définie par la série sommable
E{™"” = X—(E4—X)+(E40E4—2E, +X)—(E;0E40E, —3E,0E,+3E, - X)+. ..

(Voir (Bergeron, Labelle et Leroux, 1998) et (Joyal, 1986) pour plus de détails sur cette

espéce virtuelle).

3.2.4 Opérateurs séparables

Définition 3.2.4. On dit qu'un opérateur moléculaire et séparable si on peut le
décomposer sous la forme d’un produit

XDk  xn Dk
K K Ky
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ot K1 < S, et K < Si. Plus généralement, on dit que toute combinaison linéaire

d’opérateurs séparables est séparable.

Exemples 3.2.3. 1) X3D? et C(X)E2(D) + E(D) sont des opérateurs séparables.
2) E(XD) et X3D3/K, ot K =< (123)(456) >< S3 3, ne sont pas séparables.

Notons que les opérateurs séparables ne sont pas fermés sous la ®-composition. Par
exemple, si on considére C4(D) et C4(X), qui sont des opérateurs séparables, on obtient

en appliquant la ®-substitution que
Ca(D) ® C4(X) = C4(X)Cy(D) + X3D3 + 4X2D? + Eo(XD) +6XD + 3,

qui n’est pas séparable puisque

X2Dp?

B = e >

ne l'est pas.

Remarque 3.2.5. Les détails du calcul de C4(D)®C4(X) sont donnés dans I’Appendice
F.

Cependant, dans le cas ou Ky ={id}, on a que cette sous-classe d’opérateurs séparables

est close sous la ®-composition et forme une algébre :

(A(X)D¥) @ (B(X)DY) = i (’:) A(X)BD (X) D+,
i=0

De tels opérateurs ont été utilisés par Mishna pour définir la notion d’espéce holonome
[10]. De plus, lorsque les deux sous-groupes K et K3 sont triviaux, les opérateurs cor-
respondants sont dits classiques et ils forment une algebre (en utilisant des coefficients
complexes dans leurs développements moléculaires) sous les opérations d’addition et de
®-composition. Cette dernidre algdbre est isomorphe (en utilisant des coefficients com-
plexes dans les développements moléculaires) & la C-algebre de Weyl classique engendrée
par X et D.



CONCLUSION

Le but de ce travail était d’expliciter et d’élaborer la théorie des opérateurs combi-
natoires différentiels généraux introduite par G. Labelle et C. Lamathe (Labelle et
Lamathe, 2007). Pour ce faire, nous devions préalablement définir différents concepts
relatifs & la théorie des espéces de structures. Nous avons donc défini et généralisé des
notions de base de la théorie des espéces (Chapitres 1 et 2) et par la suite, nous avons
introduit une récente catégorie d’opérateurs combinatoires différentiels due & A. Joyal
(Joyal, 1981) : les opérateurs combinatoires différentiels purs (Chapitre 2). Nous avons
ensuite explicité dans le dernier chapitre les concepts relatifs aux opérateurs combi-
natoires différentiels généraux en détaillant davantage les démonstrations des résultats
énoncés par les auteurs et en démontrant ceux dont la preuve était absente. Finalement,
nous avons donné une série d’exemples et d’applications permettant de concrétiser la

théorie introduite dans ce travail.

Dans ce mémoire, nous avons construit les tables génératrices des opérateurs moléculaires

%Dk, pour n + k < 4, ce qui nous a permis de produire la liste exhaustive de ces

mémes opérateurs moléculaires. De plus, nous avons construit une table de simplifica-
tion pour la ®-substitution introduite au Chapitre 3 (pour les opérateurs moléculaires

X ';{D k,n + k < 4) et nous avons élaboré une méthode de calcul simplifiée pour les cas

qui n’étaient pas inclus dans la dite table de simplification.

La théorie des opérateurs combinatoires différentiels (X, D) n’en est qu’a ses débuts.

Plusieurs applications futures sont & prévoir.
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APPENDICE A

DEFINITIONS ET NOTATIONS DES ESPECES DE STRUCTURES

RENCONTREES DANS CE MEMOIRE

Espece Notation | L’ensemble des structures sur un ensemble fini U
Permutations S S[U] ={o : U - U, o bijective}
Ordres linéaires L L[U] ={l : | est un ordre total sur U}
Ensembles E E[U) ={U}
Ens. & n élém. E, E,[Ul=Usi|U| =n, 0sinon
Ens. pairs Epair | EpairU] = U si |U| paire, 0 sinon
Ens. impairs Eimp Eimp[U] = U si |U| impaire, 0 sinon
Parties P PU={A:ACU}
Scrutins Scru Scru[U]={ [ : | est une liste d’ensembles non vides}
Graphes simples S S[U] ={g : g est un graphe simple sur U}
Gra. s. connexes g¢ G°[U] ={g : g est un graphe s. connexe sur U}
Gra. s. disconn. g4 G[U] ={ g: g est un graphe s. disconnexe sur U}
Graphes orientés %o So[U] ={g : g est un graphe orienté sur U}
Partitions Par Par[U]={~ : m est une partition de U}
Part. partielles Par, Par,[U]={ 7 : m est une partition d’une partie V de U}
1 1 1[U] ={U} si |U| = 0, 0 sinon.
Vide 0 0[U] = 0, pour tout U.
Singletons X X[U]={U}si |U| =1, 0 sinon.
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Espéce Notation | L’ensemble des structures sur un ensemble fini U
Arbres a a[U] ={ g : g est un graphe s. conn. sans cycles sur U}
Arborescences A A[U] ={a : a est un arbre pointé sur U}
Haies H H[U] ={h : h est une liste d’arbores. disjointes sur U}
Vertébrés v VU] ={v : v est une arborescence pointée sur U}
Cycles e C[U] ={ o € S[U] : o est une perm. circulaire sur U}
Parties a k élém. |  Px | Pk[U]={ACU:|A| =k}
Arbores. binaires B B[U] ={b: b est une arborescence binaire sur U}
Cycles de long. n Cn Cr[U] ={c € C[U] : ¢ est un cycle de longueur n}
Pieuvres Pieu Pieu[U]={p : p est un cycle de listes non vides sur U}




APPENDICE B

QUELQUES SERIES GENERATRICES ET INDICATRICES

Espéce de structures || Série génératrice exponentielle

0 0(z) =0

1 1(z) =1

X X(x)==z
L L(z) = 15
s S(z) = 5
E E(z) =€
P P(x) = e**

E* E*(z) =2¢*—(1+ 1)
Epqir Epair(z) = cosh(z)
Eimp Eimp(z) = sinh(x)

e C(z) = —log(1l — z)

Par Par(z)= exp(e® — 1)

B B(z) = 1=vl=&

Tableau B.1 Séries génératrices exponentielles : F(x)
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Espéce de structures || Série génératrice exponentielle
S 5() = Luze 295
S, So(®) = TCnz02" 57
A A(z) = T 0" 5
a a(z) = Yo V"2

Tableau B.2 Séries génératrices exponentielles : F(x)

Espéce de structures

Série génératrice des types d’isomorphies

Lz)=(1-z)"

L
s §(z) = Moz (1 - 24!
E E(z)=(1-2)!

P P(z) = (1 - z)2
Epair Epair(z) = (1 — 22)~!
Eimp Eimp(z) = 2(1 — 22)!

e C(z) =z(1 —z)!

Par Par(z) = [1,»,(1 - =%)~*

Tableau B.3 Séries génératrices des types d’isomorphies : f(x)




Espéce de structures

Série indicatrices de cycles

L Zi(z1,x2,...) = (1 —x)7}

S Zs(z1,22,...) = [go1 (1 — z6) 7!

E Zg(z1,T2,...) =exp(D_i>1 )

P Zp(z1, T2, ...) = Z%

e Ze(z1,@3,...) = — 252, ¥ellog(1 — )

Tableau B.4 Séries indicatrices de cycles : Zp(z,z2,...)
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APPENDICE C

ESPECES MOLECULAIRES ET LEURS DERIVEES, (N < 4)

Espeéce moléculaire | Dérivée Espéce moléculaire Dérivée
1 0 E;o0 E, XE,
X 1 XE; Es+ XE;
E, X E? 2XE,
X2 2X Pjic X3
Es E, Cs X3
€3 X? XC3 €3+ X3
XE, E; + X? X?E, 2XE, + X3
X3 3x? Ey(X?) 2x3
E4 E; X4 4X3
Ef Cs

Tableau C.1 Espéces moléculaires et leurs dérivées, (n < 4)




APPENDICE D

TABLES GENERATRICES ET LISTE EXHAUSTIVE DES
OPERATEURS

MOLECULAIRES X2 POUR N + K <4

Les tables qui suivent sont contruites selon le schéma
.
Graphe
de
I’espéce
moléculaire

Espéce
moléculaire
Opératepr
moléculaire
correspondant
|

Remarque D.0.6. Les opérateurs différentiels moléculaires associés aur casn+k =0

etn+k=1sontl, X et D.
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Tableau D.1 Tables génératrices des opérateurs moléculaires X ';_ID i ,pour n+k <4

r 1\
o [ ) [ | I I I
() [ | [ |

EyX) XT Ex(T) Xx? XT T2
Ez(X) XD Ey(D) X% XD D? )

ro o | o o | m o | m = Q
[ ) [ | [ ] [ ]

E3(X) | Ex(X)T | XEx(T) E3(T) C3(X) X2T
L E3(X) Ey(X)D XEy(D) E3(D) C3(X) X2D }
XT? C3(T) XEyX)| X°T Ex(X)T | XEy(T)
| XD? €3(D) XE)X)| X?D Ey(X)D | XEy(D)
\ ' '\. ' V V V V
XT? TE(T) X3 X?T XT? T3

| XD? | DEy(D) X3 X2D X D? D3




® ® ] o | | [ | | | [ | v
® o o L ® ® [ | @ | [ | A
EfX) | E3(X)T |Ea(X)ER(T) XE3(T) Ey(T) Ef(X)
| Eu(X) | Es(X)D [Ex(X)Ex(D) XE3(D) | E«D) Ef(X)J
NIV 1717 g
S RVASS RV RS
Ca(X)T | Ex(XT) | XC3(T) | EE(T) |Ez0Ey(X)| XEo(X)T
| €(X)D | Ex(XD) | XC4(D) Ef(D) |E;o0Ey(X) XE3(X)D|
*—eo —e | m—e | = I ) I ]
Eo(X)Eo(T)| EaXT) |XEoT)T |E20Ex(T) | XE3(X) | Es(X)T
LE2(X)E2(D E2(XD) XE2(D)D E2 o EQ(D) XEa(X) E3(X)Dg
I ° I n I ° I m I ° =
XEy(X)T | Eo(X)T? | X2Ex(T) | XEo(T)T | XE3(T) | TEs(T)
| XE2(X)D | Ex(X)D? | X?Ex(D) | XE2(D)D | XE3(D) | DE3(D) |
9 B9 | &—9 B = | BT | B9 |
® ® o @ ] @ @ ® | ® ] ]
E3(X) | XEy(X)T | XEy(X)T |Eo(X)Ex(T) XTE2(T) | XTEy(T)
E}(X) | XExy(X)D| XEx(X)D |Es(X)E2(D) XDE»(D) | XDEy(D) |
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i ¢ e ol e e
: | | | : : | | | ‘

E3(T) PYe(X) x3T Ey(XT) | Ex(XT) |Ea(X)E2(T)
| E3(D) Phie(X) X3D Ey(XD) | Ex(XD) [E2(X)Ex(D)
] | ' 1
: | | :

XT3 PJie(T) C4(X) x3T X2 Ey(XT)
| XD3 Pjic(D) C4(X) X3D X2p? Ey(XD) |
Sl PIXe/ X wlr e
XT3 C4(T) XC3(X) C3(X)T X3T X272
§ XD? C4(D) XC3(X) C3(X)D X3D X2D? )

[ [

QP Q!RQ L]

[ [

X272 XT3 XT3 TC3(T) | X2Ey(X) |XEy(X)T
| X°D? XD? XD3 D€3(D) | X2Ex(X) |XEx(X)D |
ol olal ol

n [ o [ | [ n

X3T E)(X)T? | X°T? X2E,(T) | XT3 XTE,(T)

. X°D E)(X)D? | X2D? X?Ey(D)| XD® | XDEy(D)




DDA AR AR
=

T2Ey(T) | Ea(X?) X3T X2T? | Ey(XT) XT3
| D2Ey(D) | E5(X?) X3D | X®D® | EyXD) | XD?
Eo(T?) X4 X3T X272 XT3 T4
| E3(D?) X4 X3D X2D? XD? D4
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n + k || Opérateurs moléculaires

0 1

1 X,D

2 E2(X),XD,E2(D),X2,D2

3 E3(X), E2(X)D, XE,(D), E5(D), eg(X),X2D, XD?, C3(D), X E2(X),
E2(X)D> XE2(D)1 DE2(D)1 X3a D3

4 || Eo(X), E3(X)D, Ey(X)E2(D), X E3(D), E4(D), E¥ (X), C3(X)D, E3(X),
E3(X D), X€3(D), Ef'(D), Ez 0 Ex(X), X E2(X)D, X E2(D)D, E3(D),
E; o E3(D), X E3(X), E3(X)D, E2(X)D?, X2 Ey(D), X E3(D), DE3(D),
PYie(X), X3D, X D3, Pfi¢(D), C4(X), X2D?, X C3(X), DC3(D), X2 E5(X),
D2E,(D), E3(X?),C4(D), Ez(D?), X*, D*

Tableau D.2 Liste des opérateurs moléculaires x—';,D—k, pourn+k <4



APPENDICE E

TABLE DE SIMPLIFICATION POUR LA e&-SUBSTITUTION

La table de simplification suivante est déduite de la formule générale pour la ®-substitution

(Théoreme 3.1.9) :

(X, T) © (X, T) Q3(X, T)
A(X) ® B(X) A(X) - B(X)
A(X) ® B(T) A(X) - B(T)
A(X) 0 Q(X,T) A(X)-Q(X,T)
A(T) ® B(X) A(T)-B(X) + A/(T) - B'(X) +...
+ 3050 < En(Togp) A(T), En(Tog%)B(X) > | 1
A(T) ® B(T) A(T) - B(T)
AT)oUX,T) A(T + Tp) x1, UX + To, T)|T0:=1
Q(X,T) © B(T) Q(X,T) - B(T)

QUX,T)® B(X)

X, T +To) X1, B(X +To)|,._,

(AX)-B(T)) 0 C(X

A(X) - (B(T) © C(X))

A(X) - B(T)-C(T)

)
(A(X) - B(T)) © C(T)
A(X) o (B(X)-C(T))

A(X) - B(X) - C(T)

A(T) o (B(X) - C(T))

(A(T) © B(X)) - C(T)

(A2(X) - B2(T)) © (Ai(X) - Bi(T))

A(X) - (B2(T) © Ai1(X)) - B1(T)

Tableau E.1 Table de simplification pour la ®-substitution




APPENDICE F

METHODE DE CALCUL SIMPLIFIE POUR LA
©-SUBSTITUTION POUR LES ESPECES MOLECULAIRES X°2%
N+K<4

En regardant la liste des opérateurs moléculaires du Tableau D.1, on remarque que les

opérateurs X ;,D k, ol n+k < 4, sont tous séparables & I’exception de E3(X D). Le calcul

de

anDkl anDkz
H, © Hy

peut donc étre simplifié en utilisant la formule

vni+ki <4,i= ]-a27

(A2(X) - Ba(T)) © (Ar(X) - By(T)) = Az(X) - (B2(T) @ A1(X)) - Bi(T)

introduite dans I’Appendice E, & 1’exception du cas E2(XT) qui doit étre traité & part.

On se réduit donc au calcul de B(T) ® A(X), qui peut se faire comme suit :

B(T)© A(X) = B(T)-A(X)+B'(T) 4(X)

d d
+ 3 < EnlTogm) BT, EnTogg)AX) > |y

Pour le terme B/(T) ® A’(X), on peut alors utiliser le Tableau C.1, qui donne la liste des

especes moléculaires et de leur dérivée. Pour ce qui est du calcul des formes bilinéaires
T d d
< Eﬂ-( OE)B(T)v En(Toa)A(X) > |X,T’

on peut utiliser les formules d’addition pour B(T'+Tp) et A(X +Ty), car En(To ) B(T)
correspond & la somme des termes de degré n en Ty dans B(T + Tp) et En(Todix)A(X )
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correspond & la somme des termes de degré n en Ty dans A(X +Tp). Les Tableaux F.1 et
F.2 qui suivent donnent les formules d’addition pour toutes les espéces moléculaires B(T)
de degrés < 4 en T et les espéces moléculaires A(X) de degrés < 4 en X. Le Tableau
F.3 donne, quant & lui, les formules d’addition pour Eo(X - (T'+Tp)) et Eo((X +Tp)-T).

B(T) B(T + To)
1 1
T T+ T
Ex(T) E5(T) + TTo + Ex(To)
T? T? 4+ 2TTo + T¢
E3(T) E3(T) + Eo(T)To + TE(Ty) + E3(To)
C3(T) C3(T) + T?To + TTE + C3(To)
TEy(T) | TEx(T)+ T?Ty + Eo(T)Ty + TE2(To) + TTE + ToE2(To)
T3 T3 + 37Ty + 3TTE + T
E4(T) E4(T) + E3(T)To + E2(T) E2(To) + TE3(To) + E4s(To)
EE(T) || EX(T) + C3(T)To + E2(TTo) + TC3(To) + EE (To)
Ey 0 E5(T) || Bz 0 Ex(T) + TE(T)To + E2(T)E2(To) + E2(TTo) + TToE2(To)
+E5 0 Ex(Th)
TE3(T) | TEs(T)+ TEy(T)To 4 E3(T)To + T?Ea(To) + Eo(T)T} + TE3(To)
+TEy(To)To + ToE3(Tp)
EX(T) || E3(T)+ 2TEy(T)Ty + 2E2(T) Ex(To) + T?T} + 2T Eo(To)To + E3(To)
PP(T) || PFS(T) + T3Ty + 3E»(TTh) + TT§ + PYe(To)
C4(T) Cy(T) + T3Tp + T?T2 + Ea(TTo) + TTS + Cy(To)
TC3(T) || TC3(T) + T3Tp + C3(T)To + 2T%T§¢ + TC3(Tp) + TT§ + ToCs3(To)
T?Ey(T) || T*Ea(T) + T°To + 2TE2(T)To + T?Ex(To) + 2T%T3 + Eo(T)T3
+2TTHEy(Ty) + TTS + TEEa(To)
Ey(T?) || Ex(T?) 4 2T3Tp 4 2T?T¢ + 2E5(TTo) + 2TTS + E»(T})
T4 T4 + 4T3Ty + 6T%T3 + ATT + T

Tableau F.1 Formules d’addition pour les espéces moléculaires B(T') de degrés < 4
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A(X) A(X + Tp)
1 1
X X +Tp
Eq(X) Ey(X) + XTo + E3(To)
X2 X2 +2XTy + T}
E3(X) E5(X) + Eo(X)To + X E5(Ty) + E3(To)
C3(X) C3(X) + X2Ty + XTE + C3(To)
XEy(X) || XEoX)+ X?To + E2(X)To + X Eo(To) + XT3 + ToE»(To)
X3 X3+3X°Ty +3XTE¢+ T3
Eq(X) E4(X) + E3(X)To + Eo(X) Eo(To) + X E3(To) + Ea(To)
Ef(X) EE(X) + C3(X)To + E2(XTo) + XC3(To) + EE (To)
Ey 0 Eo(X) || Ez0 Ey(X) + X Eo(X)To + Ea X)E2(To) + Eo( XTo) + XToEa(To)
+E, 0 Ex(To)
XE3(X) || XE3(X) + XEo(X)To + E3(X)To + X2Ea(To) + Eo( X)TE + X E3(Tp)
+ X E3(Ty)To + To E5(To)
E2(X) E2(X) + 2X Eo(X)To + 2E2(X)Eo(Tp) + X2TE + 2X Ex(To)To + E3(To)
PYic(X) || P¥e(X) + X3Tp + 3E2(XTo) + XT3 + PPe(Ty)
Ca(X) Ca(X) + X3Tp + X2TE + Eo(XTo) + XT3 + C4(To)
XC3(X) | XC3(X)+ X3Tp + C3(X)Tp + 2X2T2 + XC3(To) + XT3 + ToC3(Th)
X2Ey(X) || X2Ea(X) + X3Tp + 2X Eo(X)Tp + X2Ex(To) + 2X2TE + Ex(X)T?
+2XToEy(To) + XT3 + TEE2(To)
Ex(X?) || Eo(X?) 4+ 2X3To + 2X2T2 + 2E2(XTo) + 2X T3 + Ex(TE)
x4 X4 +4X3T) + 6 X°TE +4XT3 + T§

Tableau F.2 Formules d’addition pour les espéces moléculaires A(X) de degrés < 4

Ex(X - (T +To)) || Eo(XT) + XZTTO + Eo(XTo)
Ex((X+Ty)-T) || Eo XT) + XT2T0 + E(TT)

Tableau F.3 Formules d’addition pour E3(X - (T + Tp)) et Eo((X + To) - T)
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Voici un exemple de calcul & l'aide des Tableaux précédents :

Pour B(T) = C4(T) et A(X) = C4(X), on a que

Ca(T + To) = C4(T) + T3Ty + T*TE + Ex(TTy) + TTE + Cu(Th)

et
Ca(X + Tp) = Ca(X) + X3Tp + X2T¢ + Ex(XTo) + XT§ + Ca(To),

et que C4(T) = T3 et C)(X) = X3.

De plus, on obtient

Bx(To 22)C(T) = TT§ + Ex(TT),
d
By(To3)C(T) = TT3,
d d
Ey(To)Ca(T) = Ca(To) = Ea(To 75)Ca(X),
BaTo)Ca(X) = X°T} + Eo(XTh),

d

Donc,
d d
E2(Tod—T)e4(T) XTp Ez(Tod—X)(‘34(X) = (T?T} + Ex(TTh)) xm, (X°Tg + Ex(XTp))
= (T*T? x, X*TE) + (T*T¢ x1, E2(XTp))
+ (By(TTo) x1, X°T3) + (E2(TTh) x1 E2(XT)),

T2T2 x 7, X*T2 = 2T?TEX?,
T2T2 xq, BEy(XTy) = T*TEX?,

Ey(TTh) x1, X°TE = T?TEX?,



Ey(TTh) x1, E2(XTo) = Eo(XT,oT),

d d
E3(T0ﬁ)€4(T) XTo Eg(Toﬁ)&;(X) = TT(? XTo XTS

= 6TXTg,

et

(‘34(T0) X Ty (‘34(T0) = 2(‘34(T0) + T(;i.

En posant T := 1 et en sommant, on obtient finalement que

C4(D) ®C4(X) = C4(X)C4(D)+ X3D®+4X2D? + E»(XD) +6XD +3.
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