UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

ARITHMETIQUE ET SYSTEMES DE REECRITURE

MEMOIRE
PRESENTE
COMME EXIGENCE PARTIELLE

DE LA MAITRISE EN MATHEMATIQUES

PAR

PATRICK ST-AMANT

MAI 2007



UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL
Service des bibliotheques

Avertissement

La diffusion de ce mémoire se fait dans le respect des droits de son auteur, qui a signé
le formulaire Autorisation de reproduire et de diffuser un travail de recherche de cycles
supérieurs (SDU-522 — Rév.01-2006). Cette autorisation stipule que «conformément a
larticle 11 du Reglement no 8 des études de cycles supérieurs, [I'auteur] concéde &
I'Universit¢ du Québec & Montréal une licence non exclusive d'utilisation et de
publication de la totalité ou d’une partie importante de [son] travail de recherche pour
des fins pédagogiques et non commerciales. Plus précisément, [lauteur] autorise
I'Université du Québec a Montréal & reproduire, diffuser, préter, distribuer ou vendre des
copies de [son] travail de recherche & des fins non commerciales sur quelque support
que ce soit, y compris I'Internet. Cette licence et cette autorisation n’entrainent pas une
renonciation de [la] part [de l'auteur] & [ses] droits moraux ni & [ses] droits de propriété
intellectuelle. Sauf entente contraire, [I'auteur] conserve la liberté de diffuser et de
commercialiser ou non ce travail dont [il] posséde un exemplaire.»






REMERCIEMENTS

J’aimerais remercier Luc Bélair pour sa précieuse aide, ses conseils judicieux,
son temps et sa patience, en somme pour sa direction exemplaire. Je remercie Srecko
Brlek pour son support-conseil et pour m’avoir orienté vers la théorie des systémes de
réécriture. Merci & Giséle Legault pour son soutien technique et & Manon Gauthier pour

son agile travail administratif.

Je remercie mon frére Dominic et mes parents Pierre et Pierrette pour leur soutien
infaillible et tous les encouragements. Par-dessus tout, merci d’avoir accepté toutes les
décisions, bonnes ou mauvaises, que j’ai prises au cours des années. Merci & Gabriel
Chevrefils sur qui je peux toujours compter et & Eric Dubreuil pour m’écouter et faire
semblant de comprendre mes monologues mathématiques. Finalement, je remercie ma
compagne Johanna Okker pour son soutien inconditionnel et pour toute la confiance

qu’elle me porte.







TABLE DES MATIERES

REMERGIENTIREISE . .- 5 o4 o0 aail ¥, 0 ot LI 1 REs R e iii
(RABI TN RICINRIS [ The BATEE b s e | M i e o % vii
RIESUINTE o SR i ¢ Ak, [, T A Wt o A e gl 5t e ix
DR GBI AT CIRES S (e 0V e B Tl oW P i, i s b age e 1
CHAPITRE 1
BRIEETINITINATR B S e e T el o BT ST o T if
151 SEheeretdas ensermblag . ke @ A i st S e e s e ARy e it
T2 e O T1EXAESESTADIES &, 1 fom i R & o g e i o 8
13 Combimatoireldes mots -yl L. L e e 9
CHAPITRE 1II *
SYSTEMBES-DEREBCRITURE 0o ovar o otlah G s o b S0 ook 11
2.1 Systemes abstraits de réécritures . . . . . . .. ... ... oL, 11
2.2 Systemes de réécrituredetermes . . . . . . ... e e e e e e, 12
25 Eon e mee s I I e e B i N AT e e 14
2oty AU s T 0N I(0) MU i = ST M 1 e 2 i R SR R 15 T ) e e o e SRR R 17
CHAPITRE III p g
L’ARITHMETIQUE PAR DES SYSTEMES DE REECRITURE ... .. ... 19
Bl AR O DI S i e P s | N ol s it o e e R et % o e 19
Silsl S Proprietes;generales; Was Sl i L S TR TR N LR DL e 19
3.1.2 Basesdereprésentation . . ... ........... .. .. ..., 20
3.1.3 Mesure de ’augmentation du nombre derégles . . . ... ... ... 21
3928 "Systemestconnugs wauit S AT I R Rl e e 22
2N SR e BT O A ERROr A ) S oA R T s R A 22
3:2 0 (Hoh e nieBWatsoN ISR SR S R e S e 24
e A oo il ovoq B8l gt M Ry IS e S YA 24
32T S ennawayE Nt el P e SRR T 0 L R WO 26

BN AW AL A M o T A BT S T e o o 27



vi

DG Ele VAR @n DRI 0 skl 0 o e o o G o d obeb G b 566 o 8 Gl 29
3.2.7 Contejean, Marché et Rabehasaina . . . .. ... ... ........ 29
CHAPITRE IV S ;
DEUX SYSTEMES DE REECRITURE POUR L’ARITHMETIQUE . .. ... 31
4.1 Termes et quelques ensembles utiles . . . . .. .. .. .. ... .00 31

4.2 Systeéme de réécriture de termes incluant la division pour les nombres rationnels 32

AL U IBARENEE o vilo & 6 @ 60 0ol 0 b6 O 4 o o 03l e B oo 0o gue b ol ot 32
L2 AR HENES IR EbbISs b b o Gl ol 0 B G o6 0 b b0 A0io B 0 g G b oo e 33
43" L6 SYREMEA S wonen ) 5 0 o s Lol St RGERE L TD L it e e . 35
424 Confluence et Terminaison . .. .................... 45

4.3 Systéme de réécriture de termes orthogonal sans la division pour les entiers

T a1 T e TRy o (RIS TR R TR RN e 46
AT i 11 .6 B e e R e i e el (e 46
A BRI I BB G J e |0 B0 040 0 0 C: 10 ae D040 O 0011004 Ol o B G g 46
433 Lesysttmeconfluent Sgaspm . . - . - o0 oo o oo 47
44 Basesetnombrederégles . . . . .. .. .. e 49
4.5 La division et un théoréme de Hardy et Wright . . . . ... ... ... ... 50
CHAPITRE V
TATRINEIONES . ' o Sl b 5 0 =3 e e v s 5wt e o B S 53
5.1 Systéme de numération mixte pour la mesure du temps . ........ .. 53
5.2 Systéme de numération exotique . . . . ... oo 57
5.3 Systémes qui encodent des sommes d’unités . . . . ... .. ... 59
5.3.1 Encodage apparaissant irrégulier . . .. ... ... .......... 59
Fidi2" (ENCOtARE DOYRCONIIEIT & i o obnt & o Bal  tatis uime i a o L 60
3 A O YT T a0 DAL (T g, S S et ot S S oot s Y S s TS oIt e e A B 60
EONGEIRIEHNG = (o8- Tl o PR, 5 S OlE | e e ek 63
RERERENCRESR 7 o . % 425 0ol B0 Bl Tt s St nes il ol . 435 o o 65



TABLE DES FIGURES

0.1 Alemerdmaboena oatentlioe . 'L, SVt - oAt e TLEN i Ll







RESUME

Nous présentons un apergu de la théorie des systémes de réécriture et un survol de
la littérature concernant la modélisation de I’arithmétique par des systémes de réécriture
de termes. Nous proposons deux nouveaux systémes de réécriture pour l’arithmétique.
Le premier systeme permet 1’addition, la soustraction, la multiplication et la division
de nombres rationnels pour une base arbitraire. Le deuxiéme systéme est un systéme
orthogonal qui permet ’addition, la soustraction et la multiplication de nombres ra-
tionnels pour une base arbitraire. De plus, nous présentons un systéme de réécriture qui
modélise un systéme de numération mixte,






INTRODUCTION

La théorie de la réécriture est & la frontiére entre les mathématiques et ’informa-
tique et s’oriente pour ’instant surtout vers des applications calculatoires. Les systémes
de réécriture remontent & Axel Thue qui publia une série d’articles sur la combinatoire
des mots. Dans les articles (Thue, 1914) et (Thue, 1910) que ’on retrouve dans (Thue,
1977) Thue étudie le probléme du mot. Prenons ’ensemble £* de tous les mots qui
peuvent étre construit griaces & I’ensemble de symboles ¥ = {a;,as,...,a,}. Dans sa
forme originale, le probléeme du mot est le suivant. Soit £ un ensemble de relations de
la forme w; = wy oU wy,ws € &*, est-il possible de décider si deux mots arbitraires
de T* sont égaux ou pas en tenant compte des relations données 7 En d’autres termes,
existe-t-il un algorithme de décision qui nous informe en un nombre fini d’étapes (ou en
un temps fini) si deux mots sont égaux ou pas. Un probléme survient si nous utilisons
des équations de la forme w; = ws, un algorithme pourrait remplacer w; par we dans un
mot et ensuit'e remplacer wsg par w; dans le mot et cela indéfiniment. Thue introduisit
une orientation dans les équations afin d’éviter ce probléme de boucles infinies. Dans
son systéme, une régle de réécriture w; — wsq signifie que w; peut étre remplacé par
ws. En choisissant adéquatement 'orientation des équations, il est possible d’avoir pour
certains systémes que si deux mots se réduisent & un méme mot alors les deux mots sont

égaux. Ainsi, Thue put résoudre le probleme du mot pour certains cas particuliers.

Un systéme de réécriture de mots consiste a se doter de lois de substitution et de
les appliquer 4 des mots. Par exemple, les deux lois R; : AA — B et Ry : BB — A qui
signifient que dans un mot une occurrence AA est remplacée par B et qu'une occurence
BB est remplacée par A. En appliquant successivement les deux lois de substitution &

partir du mot BABAA nous obtenons une suite de réductions qui se terminent en A

BABAA —p, BABB —p, BAA —p, BB —p, A.



Depuis Thue, plusieurs types de systémes de réécriture ont vu le jour et ont
été appliqués dans plusieurs domaines. Un exemple d’application est la hiérarchie de

Chomsky qui classifie les grammaires formelles (Chomsky, 1956).

Un autre exemple est les systémes de Lindenmayer nommé L-systémes. Ce sont
des systémes qui se rapprochent de prés des systémes de réécriture et qui sont utilisés
pour modéliser les végétaux (Prusinkiewicz et Lindenmayer, 1991). En particulier Lin-
demayer (Lindenmayer, 1968) décrit la croissance des algues Anabaena catenula (voir
la figure 0.1) en utilisant un L-systéme. Sachant que A et B sont des types de cellules
et que les indices g et d indiquent la polarité? de la cellule, le développement de 1'algue

Anabaena catenula est régi par le systéme de reégles suivant :

Ay — A By
Ay 5 B Ay
By — A4
By — 4

A chaque étape, chaque symbole Aq, Ay, By et By est remplacé respectivement
par AgBy, BgA4, Ag et Ag. En partant d’un terme initial Ag, on trouve la suite suivante

d’étapes décrivant la croissance de l'algue :

Ay

AgBy

B, A4Aq
AgAgBaAgBy
ByAyByA4A4ByAdA

!Photographie provenant de http://cage.rug.ac.be/ bh/L-systemen/sigma_xi_3.himl

?La polarité est une caractéristique fondamentale des cellules, qui régit de trés nombreuses
fonctions biologiques. Par exemple, la mise en place rapide de 'axe antéro-postérieur de 'oeuf fécondé

permet l'orientation du futur embryon.



Fig. 0.1 Algue Anabaena catenula

La théorie de réécriture de termes posséde aussi beaucoup d’applications dans
la théorie de la démonstra,tioq qui cherche a automatiser la construction des preuves.
Un sous-domaine de la théorie de la réécriture qui posséde des applications dans la
théorie de la démonstration se nomme réécriture équationnelle. Ce domaine est un peu
I’extension des travaux de Thue sur le probléme du mot. La théorie de la démonstration
revient souvent & manipuler des équations. Puisque des équations peuvent engendrer des
boucles infinies, la théorie de la réécriture équationnelle permet d’éviter ceci en orientant
les équations. De plus, en transformant des équations telles que = + 0 = z en régles de
réécriture x + 0 — z, cela permet d’éviter des expression comme ((z + 0) + 0) + 0 et
ainsi d’utiliser moins d’espace mémoire de 1’ordinateur. Pour une introduction détaillée
au sujet de la réécriture équationnelle se référer & (Plaisted, 1993) et au chapitre 7 de

(TeReSe, 2003).

Déja en 1929, on retrouve dans la theése de doctorat de Herbrand (Herbrand, 1930)
un systéme de réécriture qui posséde la propriété qu’une formule propositionnelle est
une tautologie si et seulement si la formule peut étre réduite & 1 (vrai) en utilisant les
regles du systéme modulo ’associativité et la commutativité. Modulo associativité et
commutativité signifie que I'ordre des produits et les parenthéses peut étre réarrangg.

Voici le systéme de réécriture de Herbrand :



=y
zVYy
-z
z+0
TR
z-0
z-1
a0

z-(y+2)

—

—

ey Nt
z-y+z+y

YTz

Dans (TeReSe, 2003) il est montré que p = (¢ = p) se réduit & 1. Ici, nous allons

présenter un autre exemple.

Exemple 1. La tautologie p V —p se réduit & 1 en appliquant les régles du systeme de

Herbrand.

DN S0

p
p
p
p

p
p
p

st Dt =

(p+1)+p+-»
-(p+1)+p+p+1
-p+p-ltptp+1
‘ptp+p+p+l
+p+p+p+l=p+p+(p+p)+1
+p4+0+1=p+(p+0)+1

p+p+1=(p+p)+1

0
1

+1=140

Le but de ce mémoire est de montrer qu'il est possible d’utiliser la théorie des

systémes de réécriture afin de modéliser 1'arithmétique et les systémes de numération.

L’arithmétique élémentaire qui inclut les opérations d’addition, de soustraction, de mul-

tiplication et de division est normalement étudiée grace & la théorie des anneaux. Dans

ce contexte, I’arithmétique est comprise comme étant un anneau commutatif qui est



défini par quelques axiomes (Dummit et Foote, 1999). Les systémes de numération sont

une partie inhérente aux mathématiques, par exemple la base binaire, la base décimale

sont les bases les plus fréquemment utilisées. En plus des systémes de numération stan-

dards, il existe plusieurs systémes non-standards. Un exemple de base non-standard est

la mesure du temps.

Nous effectuons un bref survol de la littérature et nous présentons plusieurs
systemes permettant de modéliser I’arithmétique et les systémes de numération. Ainsi,

nous aurons un nouveau regard sur une théorie qui est souvent traitée avec ’aide de

’algébre abstraite et nous pourrons définir de nouveaux types de systémes de numération.

Pour l'instant, la théorie des systémes de réécriture appliquée a l’arithmétique ne semble

pas donner des algorithmes plus puissants que les algorithmes utilisant la virgule flot-
tante que nous retrouvons au coeur de l'architecture des ordinateurs modernes. La
théorie de la réécriture permet néanmoins de voir ’arithmétique d’une maniére différente

et probablement plus naturelle.

Le chapitre 2 est un survol des définitions de base de la théorie des systémes de
réécriture. Nous présentons au chapitre 3 les propriétés que nous pouvons attribuer aux
systémes de réécriture modélisant I’arithmétique ainsi qu’un survol des systémes déja
connus. Au chapitre 4 nous présentons un nouveau systéme de réécriture qui permet
l’addition, la soustraction, la multiplication et la division de nombres rationnels pour
une b'ase arbitraire et nous présentons un autre systéme qui permet 1'addition, la sous-
traction, la multiplication d’entiers pour une base arbitraire. Ensuite, nous étudions les
propriétés de ces systémes. Dans le chapitre 5 nous verrons que les systémes de réécriture

nous permettent aussi de modéliser un systéme du numération mixte.






CHAPITRE I

PRELIMINAIRES

Pour consultation, nous donnons dans ce qui suit une série de définitions qui sont

utiles pour la lecture de ce mémoire.

1.1 Théorie des ensembles

Voici quelques définitions concernant les relations. Pour plus de détails se référer
par exemple & l'appendice A de (TeReSe, 2003). Le symbole N désigne 1’ensemble des

nombres naturels.

Définition 2. §5i R C A x B pour A et B des ensembles, alors nous appelons R une

relation et nous écrivons aRb pour signifier que (a,b) € R.

Définition 3. Soit S un ensemble et R C S x S une relation sur S.

1. Une suite dans S est une fonction s : N — §.

2. Une suite s est R-descendante si s(i + 1)Rs(i) pour tout i € N.

3. Une suite finie de longueur n dans S est une fonction s: {0,1,...,n—1} = S,
oun € N.

4. R est une relation bien-fondée s’il n’existe pas de suites R-descendantes infinies
dans S.

5. R est irréflexive si pour tout x € S ce n’est jamais le cas que T Rz.

6. R est transitive si pour tout z,y,z € S nous avons que xRy et yRz implique
zRz.

7. R est une relation d’ordre partiel strict si R est irréflezive et transitive.



8. R est une relation d’érdre bien-fondée si R est une relation d’ordre partiel
strict bien-fondée.

9. La fermeture transitive Rt de R est la relation \{R' C S x SR C R’ et R’
est transitive}. En d’autres mots, c’est la plus petite relation transitive sur S
qui contient R.

10. La fermeture réflexive R= de R est la relation N{R' C S x S|R C R’ et R

est réflezive}.

1.2 Théorie des graphes

Voici quelques définitions de la théorie des graphes qui nous seront utiles a la

section 3.2.4. Pour plus de détails se référer & (Labelle, 1980).

Définition 4. Un graphe simple, noté G(X, A), est formé de deuz ensembles : un
ensemble fini non-vide X, appelé lensemble des sommets de G, et un ensemble A de
paires de sommets, appelé l'ensemble des arétes de G, ou A C {{u,v}|u # v et u,v €

X}.

Définition 5. Dans un graphe simple, une chaine est une séquence finie de sommets,
20, Z1, - T, telle que pour tout 0 < i < m on a que {zi,zit1} est une aréte. L’entier
m s’appelle la longueur de la chaine. Si zo = zm, alors on appelle cette chaine un cycle.
Une chaine de longueur plus grande que 1 dont toutes les arétes {zi, Tit+1 } sont distinctes

est dite simple.

Définition 6. Un graphe simple est connexe si pour tout = et y, il existe une chaine

dez ay.
Définition 7. Une forét est un graphe simple sans cycle simple.
Définition 8. Un arbre est une forét conneze.

Définition 9. Une arborescence est un arbre dont un sommet, appelé racine, a €été

distingué.



Définition 10. Soit z € X un sommet d’un graphe simple. Le degré de x est la cardi-

nalité de l’ensemble {y € X|{z,y} est une aréte}.
Définition 11. Une sommet de degré 1 est appelé une feuille.

Définition 12. Le parent d’un sommet dans une arborescence est le premier sommet

de la chaine qui va du sommet d la racine.

Définition 13. Les descendants d’un sommet dans une arborescence sont tous les som-

mets atleignables par une chaine qui ne passe pas par le sommet parent.

Définition 14. On dit que H(Y, B) est un sous-graphe de G(X,A) siY C X et B C A.

1.3 Combinatoire des mots

Voici quelques définitions concernant la combinatoire des mots qui nous seront

utiles au chapitre 4.

Définition 15. Un alphabet est un ensemble fini de symboles.

Définition 16. Un mot sur l’alphabet & est une suite finie de symboles de 3.
Définition 17. La longueur d’un mot est le nombre de symboles composant le mot.
Définition 18. Le mot vide, noté €, est l'unique mot de longueur 0.

Définition 19. Soit = un alphabet et k € N, alors T* est l’ensemble de tous les mots

de longueur k sur X.

Définition 20. Soit ¥ un alphabet, alors la fermeture de Kleene de X, notée ©*, est

Uensemble de tous les mots sur & de toutes les longueurs. En fonction de =F, on écrit

2* = ?:0 21.






CHAPITRE II

SYSTEMES DE REECRITURE

Pour une introduction plus compléte aux systémes de réécriture, on peut se référer

a (Klop, 1992), (Dershowitz et Plaisted, 2001) et (Cirstea, 2000).

2.1 Systémes abstraits de réécritures

Définition 21. Un systéme abstrait de réécriture est défini comme étant une structure
A= (A, {—a |a € I}) ot A est un ensemble d’objets, I est un ensemble d’indices et

—, est une relation binaire sur A.

Si (a,b) €— alors on écrit a —4 b. En identifiant les objets de A par des sommets,
il est aussi possible de représenter un systéme abstrait de réécriture sous forme de graphe

orienté. Notons que la définition formelle d’une relation est donnée & la définition 2.

Exemple 22. Si nous prenons ’exemple de ’Introduction, avec les indices R; et Rg,

nous avons

(BABAA,BABB),(BAA,BB) €—p,
(BABB,BAA),(BB,A) €—p, .
Nous pouvons aussi définir la relation binaire —:=—pg, U —pr, et nous aurons que

(BABAA, BABB),(BAA,BB),(BABB, BAA),(BB, A) €— .

Cette remarque est trés utile si nous voulons considérer des systémes contenant plusieurs

regles.
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D’autres exemples de systéme abstrait de réécriture sont le calcul lambda (voir le
chapitre 10 de (TeReSe, 2003)) et les systémes de réécriture de termes que nous allons

aborder dans les définitions suivantes.

2.2 Systémes de réécriture de termes

Définition 23. V est un ensemble dénombrable de variables notées z,y, 2,1, %2, ...

Définition 24. Une signature F est un ensemble non-vide de symboles de fonction

chacune possédant une certaine arité.

Notons qu’une autre notation que la notation plagant le symboie de fonction devant
I'expression peut étre utilisée, par exermnple I’addition peut étre dénotée par le symbole

+ et étre positionnée & I'intérieur de I'expression.
Définition 25. On définit I’ensemble des termes T(F,V) comme suit :

LYCT(FV);

2. sity,...tn €T(F,V) et si f € F est d’arité n avec n > 0 alors f(t1,...,tn) €
T(F,V). Par cette notation nous considérons que les constuntes (cas o n = 0)

sont dans T(F,V).

Définition 26. Une régle de réécriture est un couple, noté | — r, avec l,r € T(F,V)

qui respecte les deux conditions sutvantes :
1. Le membre de gauche | n’est pas une variable ;

2. Les variables du membre de droite apparaissent dans le membre de gauche.

Une régle de réécriture peut étre nommée. Par exemple si nous voulons nommer

la régle de réécriture p nous écrivons p:l — 7.

Définition 27. Une substitution o est une fonction de T(F,V) dans T(F,V) telle
que o(F(t1,...,tn)) = F(o(t1), ...,0(tn)) pour tout symbole de fonction F' d’arité n > 0.

Nous dirons que o(t) est une o-instance de t.
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Ainsi nous voyons qu’une substitution affecte seulement les variables.

Définition 28. Un contexte est un terme sur une signature étendue F U {0}. En
d’autres mot, c’est un terme contenant zéro, un ou plusieurs symboles ¢ qui dénote des

trous.

Si C est un contexte contenant n trous, et t1,ts,...,¢, sont des termes, alors
Clt1, ..., tn] dénote le résultat du remplacement des trous de C' de gauche & droite par

Ll

Définition 29. Nous appelons redex la partie gauche d’une régle de réécriture o l’on
a appliqgué une substitution. Si nous avons la régle p : | — r et une substitution o nous

dirons que o(l) est un p-redez.

Voici un exemple illustrant ce qu’est un redex.

Exemple 30. Soit une régle p: az — ¢ avec z une variable et a,b,c € F des symboles
de fonction d’arité 0, soit la substitution o(z) = b alors nous disons que ab est un

p-redex.

Définition 31. Un systéme de réécriture de termes est une structure (F,R), ot F est

une signature et R est un ensemble de régles de réécriture.

Un systeme de réécriture de termes sera dans la plupart des cas spécifié par son
ensemble de régles en considérant la signature et ’ensemble des variables comme étant

uniquement composé des symboles utilisés dans R.

Définition 32. On dit que s — t est une étape de réécriture s’il y a une régle de
réécriture u : | — r € R, une substitution o et un contezte C[] tel que s = Clo(l)] et

t = Clo(r)]. Si nous voulons étre précis, nous écrivons s —, t.

Exemple 33. Par exemple, soit ¢ une substitution définie par o(z) = b, o(a) = a et
o(c) = ¢, u: ax — c une régle du systeéme et ccOb un contexte, alors nous aurons que
ccabb — cccb est une étape de réécriture, puisque s = cco(az)b = cco(a)o(x)b = ccabb

et t = cco(c)b = cecb.
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Définition 34. Nous dirons que a1 —,, Gz —p, G3 —p; -.- €5t une suite d’étapes de
réécriture indexées si pour tout i € NT, nous avons que a; —,; ai+1 est une étape
de réécriture, avec p; € R et a; des termes du systéme. Nous pouvons écrire a —g b
lorsque pour une régle de réécriture p € R nous avons a —, b . En pratique, lorsque la

situation est claire, les indices seront omis.

Exemple 35. Afin de fixer les idées prenons un autre exemple tiré de (Baader et

Nipkow, 1998). Soient les trois régles suivantes :

Rl : f(:z,f(y,z)) e f(f(way)az)
Ry : f(e,z) >z
Ry : f(i(z),z) = e

Alors, partant du terme f(i(e), f(e, €)), voici un exemple d’une suite d’étapes de

réécriture indexées :

f(i(e): f(e, e)) =*Rj f(f(i(e)’e): e) —R3 f(e’e) —R3 €.

2.3 Confluence

Deux notions importantes des systémes de réécriture sont celles de forme normale
et de confluence. Voici un exemple informel de I'arithmétique usuelle qui illustre ces

deux concepts.

Exemple 36. Il y plusieurs maniéres de “réduire” 1’expression (3 +4) - (7 +9) & son

résultat 112. Par exemple
3+4)-(7T+9)—>T7-T+7:-9—>7-7+63 —49+63 — 112

B4y (750) — 7 (T+09) > 7 16112

De maniére informelle la confluence assure que partant d’une méme expression, toutes
les maniéres de calculer arriveront au méme résultat final. Ici, puisque 112 ne peut pas

étre “réduit” davantage, il serait donc considéré comme une forme normale.

Voici les définitions formelles.
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Définition 37. Soit A = (A, (—q)aer) un systéme abstrait de réécriture, a € A est

une forme normale si il n’existe aucun b € A tel que a — b.

La propriété qui assure que n’importe laquelle des suites d’étapes de réécriture entraine
la méme forme normale est appelée 1'unicité des formes normales. La confluence assure
'unicité des formes normales. Ainsi, deux suites de réduction étant appliquées & un

meéme terme initial se termineront & une méme forme normale.

Nous écrirons a — b lorsqu’il y a une suite finie telle que a — ¢; — ¢cg — ... = b.

Définition 38. Soit A = (A, —) un systéme abstrait de réécriture.

(i) a € A est confluent si pour tous b,c € A il eziste un d € A tel que a — ¢ et
a —» b entrainent ¢ » d et b — d.

(i1) La relation — posséde la propriété Church-Rosser si tout a € A est confluent.

(iii) a € A est faiblement confluent si pour tous b,c € A il eziste un d € A tel
quea — ¢ et a — b entrainent ¢ » d et b —» d.

(tv) La relation — posséde la propriété faiblement Church-Rosser si tout a € A

est faiblement confluent.

Définition 39. Sit € T(F,V) peut étre écrit sous la forme C|[s] alors nous disons que

s est un sous-terme de t.

La définition suivante raffine la notion de sous-terme en permettant sa multipli-

cité.

Définition 40. Une occurrence d’un sous-terme s dans un terme t se définit comme

un couple ordonné (s | C[]) tel que C[s] = t.

Par exemple, si nous avons un terme A(M (S(0), 0), S(0)), nous voyons que le sous-terme
S(0) apparait deux fois. Nous avons donc les occurrences (S(0) | A(M(0,0),5(0))) et
(S(0) | A(M(5(0),0),9))-
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Définition 41. Le patron d’une régle de réécriture p : | — r est défini comme un
contexte I¢, ot € est la substitution e(z) = O pour toute variable, c’est-a-dire que nous

remplacons les variables par des trous.

Définition 42. Deuz occurrences de redex dans un terme t se chevauchent si leurs

patrons partagent au moins une occurrence d’un symbole.

Définition 43. Deuz régles de réécriture py, pa se chevauchent si pour un terme t iy

a des occurrences de p1-redex s1 et pa-redezx s telles que s et 52 se chevauchent.

Exemple 44. Soit le systéme de réécriture de termes avec les regles

F(G(z,5(0)),y,H(2)) = =
G(H(z),5()) =y

Dans le terme F(G(H(0), S(0)),y, H(G(z,z))) nous avons un pi-redex qui est le terme
au complet et un po-redex qui est le terme G(H(0), S(0)). Puisque le patron du p1-redex
partage au moins une occurrence de symbole avec le patron du pz-redex, nous avons

que les deux régles se chevauchent.

Nous remarquons dans ’exemple précédent que non seulement il y a un chevauchement
entre les deux redex, mais aussi que le pj-redex contient le ps-redex. Il est possible
de démontrer que si deux redex se chevauchent alors un des redex contient l'autre. La

notion précise de “contient” est donnée par la définition suivante.

Définition 45. Nous disons que (s' | C'[]) est contenu dans (s | C[]), noté (s' | C'[}) <
(s| C[1), si pour un contezte D[] nous avons C'[] = C[D[]].

Définition 46. Une régle est dite linéaire-gauche si aucune variable n’apparait deus

fois dans la partie gauche de la régle de réécriture.

Maintenant, il est possible de définir ce qu’est un systéme orthogonal.

Définition 47. Soit un systéme de réécriture de termes S.
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(i) S est non-chevauchant s’il n’y a pas de chevauchement entre chaque régle de
réduction.
1) S est linéaire-gauche si toutes les régles sont linéaire-gauches.
g

(i1i) S est orthogonale si il est non-chevauchant et linéaire gauche.

Nous trouvons dans (TeReSe, 2003) plusieurs preuves du théoréme suivant initia-

lement démontré par Rosen en 1973.

Théoréeme 48. Tout systéme de réécriture orthogonal est confluent.

Nous nous servirons de ce théoréme dans le deuxiéme systéme de réécriture de terme

présenté au chapitre 4.

2.4 Terminaison

Définition 49. Soit A = (A, —) un systéme abstrait de réécriture. Nous dirons que
a € A est fortement normalisant si toute suite de réduction commengant par a est
une suite finie. La relation — est fortement normalisante ou posséde la propriété de

terminaison si tout a est fortement normalisant.

La proposition suivante permet de voir la propriété de terminaison comme une

relation d’ordre bien-fondée.

Proposition 50. Un systéme de réécriture de termes (F,R) posséde la propriété de
terminaison si et seulement si il existe une relation d’ordre bien-fondée sur T(F,V),

notée >, qui est telle que t > u pour tous t,u € T(F,V) satisfaisant t —g u.

Démonstration. Si (F,R) posséde la propriété de terminaison alors nous choisissons
comme relation d’ordre bien-fondée > la relation «——;'i qui est la fermeture transitive de
+—x. Inversement, si > satisfait les conditions alors, puisque la relation est bien-fondée,

nous avons que (F,R) posséde la propriété de terminaison. O
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Puisque la plupart des systémes de réécriture de termes poséédent une infinité d’éléments,
la proposition ci-dessus est rarement utilisée. La proposition que ’on retrouve ci-dessous
est plus utile, car normalement, un systéme de réécriture de termes posséde un nombre
fini de régles. Notons que la preuve de cette proposition se trouve & la section 6.1 de

(TeReSe, 2003).

Définition 51. Un ordre de réduction sur 7(F,V) est une relation d’ordre < bien-

fondé sur T(F,V) qui satisfait les deuz conditions suivantes pour tous t,u € T (F,V) :

(i) sit <u et o est une substitution arbitraire alors t7 < u’.

(ii) sit < u et C est un contexte arbitraire alors C[t] < C[u].

Définition 52. Un ordre de réduction < sur T(F,V) est compatible avec un systéme

de réécriture de termes (F,R) si r < | pour toute régle de réécriture | — r dans R

Proposition 53. Un systéme de réécriture de termes (F,R) posséde la propriété de

terminaison si et seulement si il admet un ordre de réduction compatible sur 7 (F,V).

La difficulté lorsque nous voulons prouver la propriété de terminaison d’un systéme
de réécriture de termes est qu'il n’est pas toujours évident de trouver une relation d’ordre

partielle. Nous trouvons dans (TeReSe, 2003) plusieurs techniques.



CHAPITRE III

L’ARITHMETIQUE PAR DES SYSTEMES DE REECRITURE

Les systémes de réécriture procurent une autre approche de I’arithmétique, par-
ticuliérement une approche différente de 'algébre abstraite. Dans ce qui suit, nous dis-
cutons des propriétés des systemes de réécriture de termes modélisant 1’arithmétique et
introduisons & la section 3.1.3 des outils qui nous permettront d’évaluer les systémes
présentés au chapitre 4. De plus, nous faisons un survol des systémes de la littérature. 11
faut noter qu’a part I'article de Contejean, Marché et Rabehasaina (Contejean, Marché
et Rabehasaina, 1997), tous les systémes de la littérature ont pour but principal de

représenter ’arithmétique sous la forme de systemes de réécriture de termes.
3.1 Propriétés

Chaque systéme de réécriture posséde ses avantages et inconvénients. Il est bien-

fondé d’évaluer un systéme par les propriétés qu'’il possede.
3.1.1 Propriétés générales

Les propriétés habituellement recherchées pour un systéme de réécriture modélisant
I’arithmétique sont la confluence et la propriété de terminaison. Il y a aussi la pro-
priété d’adéquation, qui signifie que le systéme de réécriture de termes représente bien
P’arithmétique. Une propriété parfois mentionnée est le nombre de régles définissant le

systéme. Une mesure de complexité proposée dans (Walters et Zantema, 1995) est le
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nombre d'étapes de réduction entre un terme et sa forme normale. Un systéme pouvant
étre lu aisément par une personne est une propriété souvent recherchée, car un systéme
ayant cette propriété représente plus fidélement I’arithmétique usuelle. Une propriété
provenant de I'informatique est la quantité d’espace requis pour effectuer les opérations.
L’espace devient un facteur important surtout dans le systéme que nous construisons
au chapitre 4. Une propriété qui serait intéressante & introduire serait la moyenne du
nombre de réductions entre un terme initial et un terme final (terme sous forme normale)

pour les termes ayant n symboles.

Le nombre d’opérations (addition, soustraction, multiplication et division) qu'un
systéme représente est une propriété importante. Il faut mentionner qu’un systéme qui
inclut 1'addition de nombres négatifs et n’inclut pas la soustraction est différent d’un
systéme qui inclut I’addition de nombres négatifs et inclut la soustraction. Il en est de
méme pour les nombres rationnels et la division, car il peut y avoir des systémes oui I’on

peut manipuler des fractions p/q sans pouvoir diviser un entier p par un entier g.

3.1.2 Bases de représentation

Les bases pouvant étre utilisées dans le systéme de réécriture de termes constituent
une autre propriété. L’arithmétique de Peano que nous verrons dans ce qui suit sous
forme de systéme de réécriture de termes procure une arithmétique en base 1. Pour
d’autres bases, la notation positionnelle permet d’écrire les nombres en base b sous la
forme

n )
(anan-1...a1a0,C1C2...)p = Z akb" + chb—k
k=0 k=1

11 existe aussi des bases mixtes ol la base peut changer & chaque position. Un
exemple est la mesure du temps qui est mesuré en semaines, jours, heures, minutes et

secondes. Ainsi, 828225 secondes en base dix s’écrit dans la base mixte donnée comme

1 semaine 2 jours 14 heures 3 minutes 45 secondes



21

3.1.3 Mesure de ’augmentation du nombre de régles

Nous introduisons une nouvelle propriété qui est intéressante & considérer et qui
est a la base du systéme du chapitre 4. Nous définissons ce que nous appellerons suite
r-imbriquée et fonction de progression. Ces deux notions nous aideront & mesurer ’aug-
mentation du nombre de régles. Il ne suffit pas de calculer le nombre de régles entre

deux systemes puisqu'il faut tenir compte de la similitude entre les deux systémes.

Définition 54. Soit une suite d’ensembles {A1, Ag, ..., An, Ant1,...}. Nous dirons que
la suite est une suite r-imbriquée si A7 C A;41 ot lezposant r signifie que r éléments

ont étés retirés a Uensemble A;, avec r ne pouvant dépasser le cardinal de A;.

Le r est une sorte de mesure de proximité pour les ensembles de la suite.

Définition 55. Soit une suite d’ensembles {Bi, B, ..., Bn, Bny1,...}. La fonction de
progression f d’une suite est la fonction définie par f(i) = |Biy1| pour tout i, avec | |

la notation usuelle du cardinal d’un ensemble.

Soit Ay = (Fp, Rp) un systeme de réécriture de termes représentant 1’arithmétique
pour la base de représentation b € N*. Prenons la suite {R1, Ra, ..., Rp, Rp+1, ...} des en-
sembles de régles décrivant les systémes de réécriture de termes. Une propriété intéressante
serait d’avoir une suite r-imbriquée de régles ou r est minimal et d’avoir une fonction
telle que la dérivée de f par rapport & 7 est minimale. Ces concepts nous informent des

changements apportés afin de passer d'un ensemble de régles & un autre.

Nous verrons au chapitre 4 un systéme incluant la division ou la suite des en-
sembles de régles ordonnées selon la base est une suite 1-imbriquée et telle que la fonc-
tion de progression de la suite est donnée par f(i) = 2i + k pour k un entier positif, ce

qui donne f/(3) = 2.
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3.2 Systémes connus

3.2.1 Peano

Gréce aux axiomes de Peano il est possible de formaliser I’arithmétique. En iden-
tifiant le successeur de zéro par s(0) et le successeur de s(0) par s(s(0)) et ainsi de
suite nous avons une représentation pour tous les entiers positifs. Pour plus de détails

& propos des axiomes de Peano se référer au chapitre 6 de (Cori et Lascar, 2003).

Soit £ le langage du premier ordre comportant le symbole de constante 0, le
symbole de fonction unaire S, le symbole de fonction binaire + et le symbole de fonc-
tion binaire x. Dans ce qui suit, F[vg,v1, %2, ..., Vn] désigne une formule du langage £
ne comportant aucune variable libre autre que vg,v1, ..., Vn, c’est-a-dire une expression
construite de la facon habituelle & 1'aide des connecteurs propositionnels, des quantifi-

cateurs “pour tout”, “il existe”, des symboles 0, S, +, x et des variables vg, U1, .y Un,s -

Définition 56. Les aziomes de Peano sont les sept aziomes Ay a A7 ci-dessous, ainsi
qu'une infinité d’aziomes que ’on appellera le schéma d’induction et que l'on notera

S

Al. Pour tout vg, Svg # 0.

A2. Pour tout vy il existe vy tel que vy # 0 implique Sv, = vp.

A3. Pour tout vg,v1, Svg = Sv1 implique vo = V1.

A4. Pour tout vg,vo + 0 = vg.

A5. Pour tout vg,v1, vo + Svy = S(vp + v1).

A6. Pour tout vg,vg X 0 =0.

A7. Pour tout vg,v1, vg X Sv; = (vo X v1) + vg.

SI. Pour chaque formule F[vg,v1,...,Un] de L on a l'aziome suivant :
Pour tout vy,vs, ..., Un, Si pour tout vo, F[0,v1,v2,...,Vn] et

(Flvo,v1, ..., vn) implique F[Svo,v1, ..., vs)), alors pour tout vy, Flvo,v1,...0n].

L’axiome A1l nous dit que 0 n’est pas un successeur. L’axiome A2 indique que
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tout élément différent de O est le successeur d’un autre €lément. L’axiome A3 dit que la
fonction successeur S est injective. Les axiomes A4 et A6 déterminent I’addition et la
multiplication par 1'élément 0. L’axiome A5 correspond & la définition de 1’addition par
récurrence. Pour I'arithmétique usuelle cela signifie que vo + (v; + 1) = (vo + 1) + 1.
Similairement, ’axiome A7 correspond & la définition de la multiplication par récurrence
a 'aide de 'addition. Finalement, le schéma d’induction SI nous assure que 'on peut
démontrer & partir des axiomes de Peano des formules qui nécessitent 'induction. Pour
illustrer ceci, dans 'arithmétique usuelle 'induction permet de déduire qu'une formule
f(n) pour tout n € N est vrai si la formule est vraie pour n = 0 et si “f(k) implique

f(k+1)” est vrai pour tout k. Un exemple de formule qui est démontrable par induction

est 3,1 = ﬂ%ﬂ

Voici un exemple, provenant de (Walters, 1991), d’un systéme de réécriture pour

I'arithmétique se basant sur les axiomes de Peano.

RIE 0O4+z — =z
P2. s(z)+y — s(z+y)
P3. 0.z — O
P4, s(z)-y — z-y+y
Notons que ce systéme de réécriture de termes pour l’arithmétique inclut I'addi-

tion et la multiplication d’entiers positifs et est seulement valide pour la base 1.

Exemple 57. Voici comment s’applique les régles au terme s(s(0)) - s(0) qui représente

dans ce systéme l’expression de ’arithmétique usuelle 2 - 1 :

s(s(0)) - s(0) —p, s(0)-s(0)+ s(0)
—p, 0-35(0)+ s(0) + s(0)
—p, s(0)+ s(0)
—p, s(0+ s(0))
—p 5(s(0))
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3.2.2 Cohen et Watson

Le systéme décrit dans (Cohen et Watson, 1991) pour 'addition et la multipli-
cation de Iarithmétique est pour des enticrs en base 4. 11 est démontré que le systeme
est faiblement confluent. La question de savoir si le systéme possede la propriété de
terminaison est un probléme toujours ouvert qui fait partie d’une liste de plusieurs
problémes qui a été présentée a la conférence “Rewriting Techniques and Applications

1993” (Dershowitz, Jouannaud et Klop, 1993).

Le systéme a été construit de maniére & avoir une bonne efficacité en vitesse et
en espace. Par un exemple, il est montré que le systéme peut étre considéré comme un
module dans un systéme plus grand. Afin de calculer 10! (dix factorielle) le systeme
nécessite aux alentours de 330 étapes de réécriture, ce qui est beaucoup moins que le

systéme basé sur les axiomes de Peano.

3.2.3 Walters

Dans (Walters, 1994) on nous présente un systéme de réécriture de termes pour
la base 10 avee I’addition et la soustraction de nombres enticrs. Le systéme est confluent

et posséde la propriété de terminaison.

Le but de Particle est de présenter un systéme ot les entiers sont représentés dans
un systéme de numération décimale qui posséde une complexité plus basse que celle du

systéme de réécriture basé sur les axiomes de Peano. Voici le systeme :
WO. 0z — =z
W1,1. z(yz) — (z+y)z
W12. z(-(yz)) — -((y—=z)2)



Ww2,1,1.

Ww2,9,9.
W3,0,1.

W3,9,9.

1(-1) — 9

9(-9) — 81

z0(-1) — z(-1)9

z9(—9) — z81

Wi (-a)y — —(e(-y))

Ws. — =) = @

W6. -0 — 0

w7l 04z — =z

W72. z+0 — =z

W8,1,1. ILaRik s =

w899. 9+9 — 18

Ww9,1. z+yz — ylz+2)
W9,2. =zy+z — z(y+2)
W10,1. z+-y — z-—y
W10,2. —z+4+y — y—=x
Wi11,1. 00—z — -—=z
wi1,2. zz-0 — =z
Wi, s S
W12,9,9. 9-9 — 0
W13,1. zy—2 — z(y-—=2)
W13.2. z—yz — —(y(z—2x))
W14,1. rT——-y — z+Yy
W42, -—-z-y — —(z+vy)
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Exemple 58. Voici un exemple d’une suite de réductions du terme 21 — 6 :

21 — 6 _"W13,1 2(1 == 7)
—wiz17  2(—6)

—wzz6 14

3.2.4 Kennaway

Dans (Kennaway, 1995) on présente un systéme orthogonal pour la base dix conte-
nant 1’addition, la soustraction et la multiplication. Les termes qui sont des formes
normales ne contenant pas de variables (termes clos) ne sont pas en bijection avec les
nombres entiers, c'est-a-dire que des réductions peuvent aboutir & des termes qui ne

correspondent pas & des nombres entiers.

Des théorémes sont présentés qui permettent de vérifier la propriété de terminai-
son d’'un systéme de réécriture. Ces théorémes permettent de vérifier que le systeme
de Kennaway posséde la propriété de terminaison. Dans la deuxiéme partie de 1’ar-
ticle, il est démontré qu’en utilisant les mémes méthodes il est possible de construire
pour toute fonction totale récursive sur les entiers positifs un systéme de réécriture de
termes représentant cette fonction et possédant la propriété de terminaison. Dans ce
qui suit, nous donnons un des théorémes principaux de ’article utilisé pour montrer la
terminaison, et qui concerne les arborescences. Il est connu qu’un terme peut étre écrit
comme une arborescence étiquetée et vice versa. Pour cette raison le théoréme suivant
s’applique & des systéme de réécritures de termes. Pour plus de détails & propos de la

correspondance entre termes et arborescences se référer 3 la page 28 de (TeReSe, 2003).

Voici ce qui est exposé dans I'article de Kennaway.

Définition 59. Une forét paramétrée est une forét ot chaque sommet est étiqueté par
un symbole d’un alphabet ou par une variable, ou seulement les feuilles peuvent étre

étiquetées par une variable et ot chaque arbre de la forét est une arborescence.

Définition 60. Une forét sur s, s3..., s, est une forét paramétrée ot chaque variable

a été remplacée par une arborescence si,Ssg,... ou 8y tel que chaque occurrence d’une
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méme variable est toujours remplacée par la méme arborescence.

Théoréme 61. Supposons qu’il y a une relation d’ordre bien-fondée sur un ensemble
P. Prenons l'ensemble de foréts d’arborescences finies ou les sommets sont étiquetés par
des éléments de P. Pour deuz foréts t; et to on définit t; > tg si ty peut étre obtenu
de t; par l'opération suivante : prenons un sommet de t, étiqueté par un symbole p et
désignons par s1, 82, ..., Sn. les sous-arborescences de t, ayant comme sommets seulement
des descendants de p; remplagons alors p par n’importe quelle forét sur si, 83, ..., Sn O
les nouveauz sommets sont tous plus petits que p de maniére @ ce que les racines de la
forét soient des descendants du parent de p. Alors la fermeture réflexive transitive de >

est bien-fondée.

3.2.5 Walters et Zantema

Dans (Walters et Zantema, 1995) trois systémes sont présentés. Le premier est
en base 1 et couvre ’addition, la soustraction et la multiplication. Il est confluent et
fortement normalisant. Ii utilise une fonction prédécesseur qui est inspirée de la fonction
successeur des axiomes de Peano. Le deuxieme systeme couvre ’addition et la multipli-
cation pour une base arbitraire et est confluent et fortement normalisant. Le troisiéme
couvre 1’addition et la multiplication pour une base arbitraire, n’est pas confluent et il
est ’extension pour une base arbitraire de ce qui a été présenté dans (Walters, 1994)
vu ci-haut. Notons que le deuxiéme et troisiéme systéme posseéde la propriété d’étre
“facilement lisible par une personne”, c’est-a-dire que les systémes se rapprochent de

I’arithmétique usuelle.

Les propriétés que les auteurs cherchent a avoir pour un systéme de réécriture
pour l'arithmétique sont la confluence, la propriété de terminaison, une complexité
logarithmique de temps et d’espace, une correspondance biunivoque entre les termes
qui sont des formes normales et les nombres entiers, une lecture facile du systéme par
une personne, un nombre minimal de régles et s’appliquant & une base arbitraire. La

complexité de temps signifie le nombre d’étapes requises pour réduire 1'addition, la
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soustraction et la multiplication de deux nombres & une forme normale. La complexité
d’espace signifie ’espace requis pour emmagasiner un nombre. Etant donné que ces
propriétés n’ont pu étre regroupées dans un méme systéme, les auteurs présentent les
trois systémes mentionnés ci-dessus. De maniére informelle, une complexité logarith-
mique signifie qu’en fonction de la grandeur de ’expression le nombre d’étapes requises
pour réduire 1'expression ou bien l'espace requis pour emmagasiner ’expression suit la

fonction logarithmique, et ce, lorsque les expressions sont trés grandes.

Les auteurs introduisent la notion de schémata de régles qui est un ensemble
de régles qui doivent étre générées pour chacune des bases. Nous avons un exemple
de schémata de régles dans la description du systéme de Walter ol les regles W2,1,1
a W2,9,9, les régles W3,1,1 & W3,9,9 et les régles W8,1,1 & W8,9,9 représentent des
groupes de régles. Les schématas de regles sont similaires & des tables de multiplication.
Ils permettent d’indiquer qu’il y a des régles du type 506 — 30 et 9© 9 — 81. Il n’est
pas nécessaire d'inclure des régles telles que 95© 96 dans les schématas de regles puisque

dans ce systéme on utilise les retenues.

Dans I'article, ces schématas de regles doivent étre construits pour ensuite étre
introduits dans les systémes. Trois méthodes pour le faire sont brievement discutées.
Premiérement, la construction des schématas de régles pourrait étre faite & la main.
Cette méthode est utile pour une base n ou n est petit. Pour la base dix, le schémata
de regles nécessite déja 414 régles. Deuxiémement, selon les auteurs, il serait possible
d’étendre le troisiéme systéme en introduisant des fonctions successeur et prédécesseur
dans le systéme. Cela réduirait ’efficacité du systéme et la facilité de lecture. La
troisieme méthode serait d’utiliser des fonctions externes telles que celles déja incor-
porées dans ’architecture des ordinateurs. Nous verrons que les systémes présentés au
chapitre 4 constituent une autre méthode qui permet d’automatiser la construction des

schématas de régles.
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3.2.6 de Vries et Yamada

Dans (de Vries et Yamada, 1994) un systéme pour I’addition, la multiplication
des nombres rationnels est présentée en base 3. Afin de généraliser & une base arbitraire
il faut aussi avoir recourt & une table de régles. 1l est démontré que les termes n’ayant
pas de variable sont confluents. Il n’est pas démontré que le systéme est confluent. La

propriété de terminaison du systéme est prouvée.

Le but de cet article était d’étendre les systémes de réécriture de ’arithmétique a
un systéme ol les nombres rationnels sont représentés avec un développement décimal.
Le systéme a été construit afin d’avoir une lecture facile des termes. Par exemple,
—321, 6789 s’écrit dans ce systéme comme —((3 : 2) : 1); (6; (7; (8 : 9))). Dans ’appendice
de l’article, les auteurs présentent dans leur notation le systéme de Cohen et Watson

qui a été discuté a la section 3.2.2.

3.2.7 Contejean, Marché et Rabehasaina

Le systéme présenté dans (Contejean, Marché et Rabehasaina, 1997) représente
I’arithmétique pour ’addition et la multiplication en base 3 pour les nombres ration-
nels. Le systéme est faiblement confluent et qu’il soit fortement normalisant est une

conjecture.

L’objectif de cet article est différent des autres. L’algorithme de complétion de
Knuth-Bendix permet de transformer un ensemble d'équations en un systéme de réécriture
confluent (TeReSe, 2003). 1l a été remarqué que ’algorithme de Buchberger posséde de
grandes ressemblances avec ’algorithme de complétion de Knuth-Bendix (Buchberger
et Loos, 1982). Les auteurs sont intéressés a calculer la base de Grébner d’idéaux de
polyndmes sur le corps des nombres rationnels. L’algorithme de complétion S-normalisé
présenté dans (Marché, 1996) est une généralisation des deux algorithmes mentionnés
ci-dessus. Afin de retrouver l'algorithme de Buchberger & partir de 1’algorithme de S-

complétion normalisé il est nécessaire d’avoir un systéme de réécriture S faiblement
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confluent pour les anneaux commutatifs. C’est pourquoi I'article présente un systeme
de réécriture efficace et faiblement confluent pour les nombres rationnels (écrit sous la
forme de fractions). Un exemple de calcul de bases de Grobner est présenté a la fin de

Darticle.



CHAPITRE IV

DEUX SYSTEMES DE REECRITURE POUR L’ARITHMETIQUE

Dans ce chapitre nous présentons deux systémes de réécriture pour ’arithmétique.
Le premier systeme de réécriture, Sasyp, permet 1’addition, la soustraction, la multi-
plication et la division de nombres rationnels pour une base arbitraire. En enlevant les
régles pour la division au premier systéme et en ajustant quelques régles, nous avons

un deuxieéme systéme, Sasar, qui est orthogonal.

Les deux systémes ont été construits afin d’avoir, en passant d’une base b a
une base b + 1, une faible augmentation du nombre de régles. En contrepartie, ces
systémes nécessiteraient 4 un programme informatique un grand espace de travail,
car ils reviennent & tout calculer avec des unités. Ils réduisent des expressions com-
posées avec des additions, soustractions, multiplications, divisions et des nombres ra-
tionnels et produisent des formes normales qui sont des nombres rationnels du type
QApQn—1...0100,C1C2...C,y. Un des avantages de ces systémes est que les termes initiaux
et les termes sous forme normale sont facilement lisibles, puisqu’ils suivent de prés la

notation usuelle de I'arithmétique.

4.1 Termes et quelques ensembles utiles

Avant de présenter les systémes de réécriture suivant décrivant 1’arithmétique
nous allons définir ’ensemble des termes. Notons que 1’ensemble des termes sera plutot

accessoire. L’ensemble de termes T sera |’ensemble ambiant dans lequel les ensembles des
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terme Tasmp et Tasn, définis respectivement & la section 4.2.3 et 4.3.3, apparaissent

comme des sous-ensembles.

Donnons quelques définitions d’ensembles, incluant les ensembles Compteur Div

et PrecisionInit qui nous serviront & la section 4.2.3.
Définition 62.

1. L’ensemble des variables V est {z,y, #,t, u, v, w,a,b, c}.

2. L’ensemble compteur de division CompteurDiv est {x}*.

8. L’ensemble de précision initial PrecisionInit est ’ensemble de tous les mots
de la forme MK oz § € {e,00}*.

4. L’ensemble des symboles B pour une base b est {1, s2, ..., 8p-1,0}.

" 5. L’ensemble R des symboles apparaissant dans les reégles est

{+’_7.’+’ [’]’{’}’ (’)’A’Q’e’.’oo’o/o’;’(}U{7}'

Maintenant donnons I’ensemble des termes ambiants 7' dans lequel les termes des

systemes de réécriture de termes Saspp et Sasy sont inclus.
Définition 63. Soit Zr = {e}UVUBURU {+%} U {+3}

ot a € CompteurDiv et § € {{J,M,K}*. L’ensemble des termes ambiants T' est LT..

4.2 Systéme de réécriture de termes incluant la division pour les

nombres rationnels

Le systéme de réécriture Sasp p permet 'addition, la soustraction, la multiplica-

tion et la division de nombres rationnels pour une base arbitraire.

4.2.1 Principe

Lorsque nous avons une expression avec des additions, des soustractions, des mul-
tiplications et des divisions de nombres entiers représentés dans une base b alors le

systéme que nous présentons consiste en six étapes principales.
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1. Les nombres représentés en base d sont transformés en sommes d’unités.

2. Si ces nombres sont négatifs, alors le signe négatif se propage & toutes les unités
de la somme.

3. Nous appliquons la multiplication en distribuant le facteur aux unités de la
somme et nous appliquons les régles combinant la division avec les autres
opérateurs afin de nous retrouver avec une expression ayant une somme d’unités
au numérateur et une somme d’unités au dénominateur.

4. Ace point nous avons une somme d’unités positives ou négatives au numérateur
et au dénominateur. Avec I’aide des symboles @ et © nous opérons les annula-
tions des unités positives avec les négatives.

5. Nous effectuons la division finale des unités, ce qui donne un terme du type
+14+...4+1, 41+ +1;4+14 0415

6. Nous construisons un nombre en effectuant la collection des unités et en écrivant

le nombre dans la base requise.

4.2.2 Termes initiaux

Dans les expressions arithmétiques usuelles ciui contiennent des additions, sous-
tractions, multiplications et divisions, il faut prendre soin d’indiquer ’ordre des opérations
par des parenthéses pour éviter les ambiguités. Pour le systéeme de réécriture de ’arithmétique
que nous allons donner, nous n’avons pas a nous soucier de 'ordre des opérations puis-
qu'il est inclus implicitement dans les régles de réécriture. Afin d’avoir des termes qui
ont du sens et qui représentent adéquatement les expressions arithmétiques usuelles
nous nous dotons d’un ensemble de termes initiaux. Cet ensemble de termes initiaux
est un sous-ensemble de ’ensembles des termes T'. Les différences majeures entre les
expressions arithmétiques usuelles et les termes initiaux est que dans les termes initiaux
nous n’utilisons pas de parenthéses pour encadrer I’addition, tous les termes initiaux
possédent un symbole de division (nous divisons par +1 pour représenter les entiers)
et tous les termes initiaux sont encadrés par deux triangles noirs qui servent lors de

I’application des régles de.réécriture.
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Nous identifierons toujours I'unité de la base par 1 et le zéro par 0. Notons que
notre systéme est construit afin de modéliser la notation usuelle de I'arithmétique. il
serait éventuellement intéressant de voir s’il est possible de modéliser 1'arithmétique
écrite sous la forme de notation préfixée sans parenthéses (notation polonaise), ou 'on

écrit (z - y) comme -zy.

Les termes initiaur de Sagup sont donnés grace aux deux définitions suivantes.

Définition 64. Soit B = {1,s2, ..., 85-1,0} un ensemble de symboles pour une base b,

on définit les ensembles de termes suivants :

0. Ty :
0.1. 1,89,...80—1,0 € Ty
0.2. ceTp\ {0} et d € Ty alors cd € Ty
iy I8y 3
1.1. si f€To\ {0} alors [fl e Th
2. Ty :
2.1. sir €Ty alorsrT €Ty
22 siscTrett €Ty alorss+teT:
2.3 simeTy etn €Ty alors (m-n) €Ty
2.4. sil € Ty alors —{l} € T
2.5 sipeTy etq€ Ty alors (p+*q) €T
Fadlinh:
8.1. si u€Ty et u ne contient pas le symbole +* alors (u +* +1) €T3

* alors v € T

3.2. siv €Ty et v contient le symbole +
e Il s

4.1. si w € T3 alors Awa €Ty

Définition 65. Un élément de Ty est appelé un terme initial de Sasmp.

A

En appliquant successivement les régles du systéme de réécriture & un terme
initial, nous obtiendrons un résultat qui sera une forme normale qui prendra la forme

d’un nombre représenté dans une base choisie.
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Des exemples de termes initiaux sont :
A([1011100101] +* 4+1)A pour une base binaire donnée par B = {1, 0}.
A ([34240010] +* +1)A pour une base décimale donné par B = {1,2,...,9,0}.
A([3AD44F]+*+1)A pour la base hexadécimale B = {1,2,...,9, A, B, ..., F, 0}.
A(([54] - [345]) - [4000])[400] A pour la base décimale.
A(([54] - [345]) - ([4000] +* [4]))[400]A pour la base décimale.

Nous voyons qu'’il y a dans T des termes du type
A[100] + ([3] =™ [10]) + ([2] =™ [100]) + ([1] =™ [1000]) A

Cela nous indique que, d’une certaine fagon, les nombres rationnels font partie de I’en-

semble initial de termes, et ce, indépendamment de la base choisie.

4.2.3 Le Systéeme Sssup

Le systeme de réécriture Sqspp est donné par les regles suivantes identifiées par
R et un nombre. L’ensemble des termes T4sasp sera spécifié par ’ensemble des régles et
par ’ensemble initial T7. Notons que cet ensemble est un sous-ensemble de I’ensemble

des termes T'.

Définition 66. L’ensemble des termes du systéme Tasyp est composé de l’ensemble
des termes initiauz Ty et de tous les termes découlant de T par l’application successive
des régles ot les variables qui ne sont pas en indice et qui apparaissent dans les régles
de réécriture prennent comme valeurs que des termes de Ty, T2 ou des termes découlant

de T par Uapplication successive des régles.

Notons que dans un terme de T3 nous avons que si la parenthése “(” apparait
alors il y a une parenthése “)” qui lui correspond et qui apparait & un endroit & sa
droite. Nous discuterons de ceci immédiatement aprés avoir présenté les régles R20 &

R28.

Le premier sous-ensemble de reégles est composé des régles qui permettent de

transformer les nombres représentés dans une certaine base en une somme d’unités. Ce
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sous-ensemble de régles de déconstruction dépend de la base choisie. Ici nous présentons
les régles pour la base décimale. Dans ce qui suit nous avons que la variable z prendra

toujours comme valeur un élément de Tp.

Ri, 3o
R2. 92 — O0]+1+1

RS. 8 — O+1+4+1+14+14+1+1+1+1

RO. 9 — O]+1+1+1+1+1+1+14+1+1

R10. [z0] — [z]+ [z] + [z] + [z] + [z] + [z] + [=] + [2] + [2] + [=]
RII. [0] — ¢

R12. +4+ — +

In LR ot

Notons que le mot vide ne peut étre valeur d’une variable puisque le mot vide n’est pas
dans Ty ou Ty . Par exemple, puisque z ne peut pas prendre le mot vide comme valeur

la régle [0] — [] + [] + ...[] n’est pas valide. Voici un exemple de déconstruction :

Exemple 67.

A[l4a —p, A[0]+1+1+1+1A
—pro AL+ +Q+[A+A+A+A]+A+R)+ [ +1+1+1+14A
—gr, AL +O)+1++)+ [+ +A]+ A+ 2] +1+14+1+ 1A
—p, AL+ +1+[+0+1+[1+ ]+ + A+ +[]+1+1+1+1A
—~p, AL+ +1+[1)++1+[1]+ ] +[1]+0]+[1]+[1}+1+1+1+14
—rs A[L+O+1+[)]+1+[1)+1]+ 1]+ +[1]+[1]+1+1+1+1A

— A+1+1+4+14+14+14+14+14+14+14+14+14+1+1+1A

Un nombre négatif est un nombre qui est une série d’unités négatives. Voici les
régles qui permettent de changer le signe. Notons que le changement de signe s’exécute

seulement aux unités.
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I i A
3L e S L
R16. —{} — ¢

Etant donné que nous considérons dans notre systéme les nombres négatifs, nous
devons avoir deux regles pour la multiplication, une s’appliquant & 'unité positive et

I’autre s’appliquant & ’unité négative.

R17. (z-4+1 — z+ (=
R18. (z--1 — —{z}+ (=
R19. (z) — €

Un exemple avec la multiplication de nombres négatifs est donné dans ce qui suit.
Il est important de noter que lors de la construction des termes initiaux, les termes du
type s+t ne sont pas encadrées par des parenthéses, cela nous permet d’avoir une nota-
tion plus simple. Puisque nous n’utilisons pas de parenthéses pour encadrer 1’addition,
les termes qui sont multipliés ensemble sont ce qui est inclus entre la parenthése gauche

“(” et le symbole de multiplication “-”

et ce qui est inclus entre le symbole de multi-
plication “” et la parenthése droite “)”. Le terme (([3] - [5]) + [7] - [2]) sera donc réduit
au terme 44 et non au terme 29. Pour cette raison, nous avons que ’exemple suivant
est interprété dans I’arithmétique usuelle comme 3 multiplié par —1 ce qui donne —3 et

non comme 3 multiplié par —2 et ensuite augmenté de 1 ce qui donne —5.

Exemple 68.
(8] —{2}+1) —&, (8- —{0] +1+1}+1)

=gt (B =G+ 1)
“a  ([8] =0 ={F+1}+1)
—ris ([8]--1-1{}+1)
—ms ([8]-—1-14+1)
—Ro (—{BI}+(B]--1+1)
S Sl oS =1 )
—pp (—{BI}+—={0]+14+14+1}+([0] +1+1+1-+1)
—prp  ({B}+—{0]+ 1+ 1+1} + (+1+1+1-+1)
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—re (—{B}+-{0]+1+1+1}+1+14+14(+1+1+1)

—

e R e i

Maintenant nous donnons les régles impliquant la division permettant de trans-
former un terme initial en un terme de la forme A(z +™ y)A. Nous devons manuel-
lement compter le nombre de symboles de division apparaissant dans le terme ini-
tial. Un systéme de réécriture paralléle & notre systéme pour l'arithmétique pour-
rait obtenir ce nombre. Nous ne construirons pas ce systéeme. Le nombre de symboles
de division est représenté par une suite de symboles *. Dans la régle de transition
A(z+"y)A — (©20) + (®yO) nous remplagons m par le nombre adéquat de symboles
*. Par exemple si nous avons un terme initial ((¢ +* u)+*) + (v +* w) nous aurons que
™m = % % *. Ainsi, la régle de transition A(z +™ y)A s’appliquera seulement s’il n'y a
plus de symboles de division apparaissant dans z et y du c6té gauche de la régle. Cette

construction s’apparente & la notion informatique des boucles conditionnelles.

R20. (z+2y) bz - z+%(y-2)

R21. zib(z2%y) — (2-y)+%z
R22. z-(y+22) — (z-2)+%y

R23. (e SR R e

e @=ty)+z — (z+(y-2)+°y)
e 2+ (z+%y) - ((z-y)+z+%Y)
R26. (z+%y)+b(u+v) — (z-v) =% (y-u)
R27. Alz+™y)a — (8z0)+ (8yO)
R28. ={le=at. = Glzt="y

Il est important de noter que lorsque nous appliquons les régles R20 4 R28 les
parenthéses sont bien respectées. Une valeur adéquate de = serait par exemple ([3] -
[5]) + [7]. Puisque l'ensemble des termes du systéme est composé de ’ensemble initial
et de tous les termes découlant de I'application successive des régles ot les variables

apparaissant dans les régles de réécriture prennent seulement comme valeurs des termes
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de T3 ou des termes découlant de T par 1’application successive des régles, on a qu’une
valeur de z ne pourrait pas étre 4(3]-[5]) +[7]. Cela empéche de mauvaises interprétations

des termes.
Puisque dans le terme initial de ’exemple qui suit il y a quatre symboles de
division, nous aurons que =™ = +****,

Exemple 69.
AR+ ((z-(z+*y) +* (v+*w))) + ua

—Ry AL (((z-2) +7y) + (v w))) +ua

—Re A (((z:2) w) =" (y-v))) +ua

—Ra At (y-0)) 7 (2 2) - w)) +uA

—rRy Al (y-9)) +(((z-2) - w) - u) +* (2 2) - w))A
—Ry (B (y-v))+(((z-2) - w) - uw)6) + (&((2 - z) - w)©)

Pour la soustraction, il n’est pas assez d’avoir des régles d’annulation des unités
avec leur négatif. Il faut aussi transformer le terme de maniére & avoir au numérateur et
au dénominateur des sommes d’unités positives et le signe négatif s’il y a lieu & ’extréme

gauche du terme. Nous introduisons donc les symboles @ et ©.

R29. Eam 1l = SEIE
R30. =g = &=l
R31. +1-1 —
R32. -141 —

Ri3. +Hleée=1 = a5

Nous avons aussi besoin des regles suivantes. Pour I'instant nous dirons seulement
que p € PrecisionInit ou I'ensemble PrecisionInit est défini dans la définition 62. Nous

allons donner plus d’explications dans ce qui suit.

R34. (@oz)+(®@0Y) — 0(—{z})+)p(—{y})e
R35. (z@©)+(®0y) — —e0(z)+,(—{y})e
R36. (z@0)+(y@®0) — o0(z) <+, (y)e

R37. (@02z)+[y®d0) — —e0(—{z}) =+, (y)e
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Dans ’exemple suivant, nous voyons comment s’annulent les unités positives avec

les négatives et nous voyons une transition s’opérer a la premiére et derniére ligne. Dans

le cas de ce terme initial il y a une division, alors nous avons que m = *.

Exemple 70.

A(H1—-141-1-1—-1+1+*+1)A

—

—

—

@B+1-14+41-1-1-1+18)+ (& + 1)
(+lo-1+1-1-1-1+18)= (& +10)
(+lo-1+1-1-18)+ (& +106)
+lo-1+1-16-1)+ (& +18)
+leo-1+1e-1-1)=(®+16)
(+lee-1-1)+(®+10)
(@o-1)+(@®+16)

@o-1)+(+1@6)

o(+1) +5 (—{=1})e

L’action des symboles @ et © permet aussi d’avoir des résultats finaux tels que

0, oo, —0oc et 0/0.

R38. (®6)+(®ey) — O
R39. (@®e)+-(y®e) — O

R40. (z®6)+(®0)
R4l. (®@oz)+(@®8) — -—00
R42. (®8) + (®8)

— o0

— 0/0

Le sous-ensemble suivant de régles pour la division permet d’obtenir le résultat

sous forme de notation positionnelle. Avant d’appliquer les régles ol le symbole p ap-

parait, il faut déterminer la précision, c’est-a-dire identifier p & un unique élément de

'ensemble de précision initial PrecisionInit. Le nombre de carrés blancs apparaissant

dans p en indice au signe de division représente le nombre de décimales du résultat. Par

exemple, +, = +~mooooOx donnera un résultat du type dndp_1...d1dy,d—1d—2d_3d_4d_5

pour d; € B.
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Dans le cas ou la division arrive juste, c’est-a-dire que la période est zéro, les
zéros jusqu’a la précision voulue n’apparaitront pas. Il serait possible d’ajuster les régles
afin d’avoir les zéros jusqu’a la décimale voulue. Comparativement au m qui apparalt
dans les regles pour la division qui est dépendante du nombre de symboles de division

apparaissant dans le terme initial, la précision p est choisie arbitrairement.

Le principe sous-jacent aux régles pour la division énoncées ci-dessous est que le
systéme “calcule” combien de fois le dénominateur apparait dans le numérateur. Si le
dénominateur n’apparait aucune fois, alors nous changeons de position en insérant une
virgule ou un point-virgule devant le terme et nous multiplions le numérateur par dix.
Lorsque le dénominateur apparailt dans le numérateur alors nous insérons un +1 devant

le terme.

Notons que les symboles u, w, 2 apparaissant en indice de = sont des variables.
Di & la forme des termes initiaux et des régles de réécriture du systéme nous aurons

toujours des indices o u € {O}*, w € {§K |6 € {O}*} et z € {aMB R |, B € {e,0}}.

R43. +1) = (+1 — )+1+;4+1(
R44. +)z+,z(+1 — )+lz+,z+1(
R45. ow()z+:z() — e(v+1

R46. Oz +mow z(y

=, (([10] - 2)) +0mw (zy)
= 5 (([10] - 2)) +uom (zy)
— +1(y) +z (z)

o — o(ve

R47.  ()z +ummw z(y
R48. (Y)z +z2(
R49. ev()z tmxz

R50. ev()z + mxz(y)e — e(ve

Nous obtiendrons grace aux regles vues ci-dessus des termes du type

25l ST (R AL P e T e P

“ “»

Notons que le nombre d’unités encadré par les symboles “” et “” et les symboles ¢

et “” est inférieur ou égal a 9.

Les cinq régles suivantes sont les régles de collection qui rassemblent les unités.
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Pour des bases b standards, ces régles ne dépendent pas de la base choisie. L’exemple 72

illustre le fonctionnement de la réduction des sommes d’unités en un nombre rationnel.

R51. (== . Of
R52. G — 0
R53. ez(e — =z
R54. eo(+1 — el(
R55. (0 — 0O

Les régles suivantes sont les régles qui donnent les assignations des constantes en

fonction de la base choisie.

R56. O(+1 — 1{
Rove W=l S = 2y

R64. 8(+1 — 9
R65. 9(+1 — (+10

Voici un exemple simple illustrant une division d’un entier par l'unité.

Exemple 71.

o(+1+1) +mogox (+1)e
—Re  *(+1)+1-+mooom +1()e
—Rg;  ®+1(+1) +mooom (+1)e
—pRe *+10+1-+mooom +1()e
= o o(+1+ 1e

Voici quelques exemples clés de collection des unités afin de construire le résultat
en représentation décimale. Nous avons mis en évidence les transitions ajoutant une

nouvelle position au nombre.

Exemple 72.
O(+1+1+..4+1e — eol(+1+1+4+..+1e

—  02(+14+1+4+..+1e

—
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!

o9(+14+1+..+1e
o(+10+ 1+ ..+ Lo
o1(0+1+..+1e
010(+1+ ...+ le
o11(+1+ ..+ le

o19(+1+1..4 1e
01(+104 ...+ 1o
2(0+ ...+ 1le
020(+1+ ...+ 1e

099(+1+...+ Lo
9(+10+ ...+ le
*(+100 + ... + leo
©1(00 + ... + le
©10(0+ ... + le
©100(1 + ...+ 1e
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L’exemple suivant montre une réduction ou la division arrive juste. Afin de mi-

nimiser 1’espace utilisé par notre texte, nous utilisons une notation ol 1; signifie que

c’est la i-eme unité. Cette notation est seulement utilisée pour aider la présentation sur

papier des réductions, elle ne fait donc pas partie des termes du systéme. Voici donc

I’exemple pour 3 + 5.

Exemple 73.

o(l+1+4+1)+mom(+1+14+14+1+1)e

—

—

—

o(+1+ 1)+ 1w +1(+1+14+141)e

(1) + U 1wmeritd -5 1(+ 1+ L+

s (e Tl S e il et BT e

o, (([10) - +1+1+1)) +rmm (+1+1+ 1+ 14 1)e
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— o (l1+1la+13+ ...+ 13) ~rmom (+1+1+1+1+1)e

— o, (114 ...+ 1g5) + 1og + ... + 130 ~omom +11 + ... + 15()e
— o, +1(11+ ...+ 1log) +omom (+1+1+1+1+1)e

— o +1+1+1+14+10+1i+...+ 15 +omom+11+ ... + 15()e
— o0(,+1+1+14+1+1+41e
— 00,0(+1+1+1+1+1+1e

— 00,6<o
— 0,6

L’exemple qui suit est la division de 20 par 7, ce qui est un cas ot il y aura
une période. Il devient donc important d’avoir un compteur MOOX afin de limiter la
précision.

Exemple 74.
o(li+ 1o+ ... + 1) ~moowm (+11 + ... + 17)e
—  o(l3 + 12+ ..119) + 120 +moom +11(+12 + ... + 17)e
—
— o(lj+1lo+..153) +lia+ ... + oo ~moom +11 + 12 + ... + 17()e
— o+ 1(1; + 1o+ ..113) +moox (411 + 1o+ ... + 17)e

— e+1+10L1+1a+...+1lg+mox +11 + 12 + ...(+17)e
— eo4+1+41, (([10] 1+ 19+ ---16)) —OE0Ox (+11 + 14+ ...+ 17)0

— e+1+1,+1+..+1g(+1+1+14+1) +omom (+11 + 12+ ... + 17)e

— o141+ +...+1g() +1+1+1+1+nmom+Hi+ 1o+ 13+ 14 s+ 4 17)e
— e+ 141,411 +..+1g(([10]- 1+ 1+ 14 1)) +oomx (+11 + ... + 17)e
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— o141, 41+ +1gH 4+ 15 G+ 4 15) toomx G+ 17)e

- o+141,+L +...+1g+l 4.+ 150+ 11+ ... + ls3Ormx
+1; 4+ ... + 15(4+16 + 17)e
—  o0(+1+1,+11+ ...+ 1g;+1; + ... + 15e
—  ol(+1,+1; +...+ 1g;+1; + ... + 15e
—  02(,+1; + ...+ 1g;+1; + ... + 1ze
—  02,0(+11 + ... + 1g;+11 + ... + 15e

— 02,8(;+11+...+ 1lse
—  02,80(+1; + ... + lse

—  2,85(e
- 2,85

4.2.4 Confluence et Terminaison

Une différence entre ce systéme et les systémes généralement utilisés dans la
théorie des systémes de réécriture est que dans ce cas-ci nous construisons un systéme

pour représenter une structure déja connue.

Si nous voulions montrer la confluence de ce systéme par la propriété d’ortho-
gonalité, nous rencontrons un probléme avec la division, puisqu’il apparait des régles
non linéaire-gauches soit les régles R40 & R47 ou la variable = apparait deux fois dans
la partie gauche de chaque régle. Pour la preuve de confluence et terminaison, il fau-
drait donc utiliser d’autres techniques. Mentionons qu'’il existe des logiciels, tels que
AProVE (Giesl, Thiemann, Schneider-Kamp et Falke, 2004) et CoLoR (Blanqui, De-
lobel, Coupet-Grimal, Hinderer et Koprowski, 2006), qui permettent de montrer de tels

résultats.
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4.3 Systéme de réécriture de termes orthogonal sans la division pour

: les entiers relatifs

Basé sur le systéme Sagarp nous donnons le systéme Sasy incluant 'addition,
la soustraction et la multiplication et pour lequel il est aisé de prouver la propriété de

confluence puisque le systéme est orthogonal.

4.3.1 Principe

Lorsque nous avons une expression avec des additions, des soustractions et des
multiplications de nombres entiers représentés dans une base d alors le systeme que nous

présentons exécute cing principales étapes.

1. Les nombres représentés en base d sont transformés en sommes d’unités.

2. Si ces nombres sont négatifs, alors le signe négatif se propage a toutes les unités
de la somme.

3. Nous opérons la multiplication en distribuant les facteurs: aux unités de la
somme.

4. A ce point nous devrions avoir une somme d’unités positives et négatives et
nous opérons donc les annulations.

5. Nous reconstruisons un nombre en effectuant la collection des unités.

4.3.2 Termes initiaux

Les termes initiauz de Saspys sont donnés grice aux deux définitions suivantes.

Définition 75. Soit B = {1, s2, ..., 8p—1,0} un ensemble de symboles pour une base b,

on définit les ensembles de termes suivant :

0. Tp :
0.1. 1,892,...,8-1,0 € T}
| 0.2. ce T\ {0} et d € Ty alors cd € Tp
I RS
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1.1. si f € T\ {0} alors [fl € Th

2. T, :
2.1. sireTy alorsr € Ty
22 siseTyetteTy alorss+te Ty
2.8. simeTy etn €T alors (m-n) €Ty
2.4. sil €Ty alors —{l} €T,

Shl T8 S
3.1. siw €Ty alorsePweeecT;

Définition 76. Un élément de T; est appelé un terme initial de Saspm .

4.3.3 Le systéme confluent Sygp

Le systéme de réécriture S4sps est donné par les regles suivantes identifiées par
C et un nombre. Suite & 1’énoncé des régles de réécriture, nous démontrons que Sasu

est confluent.

Définition 77. L’ensemble des termes du systéme Tysps est composé de l’ensemble des
termes initiauz T; et de tous les termes découlant de T; par ’application successive des
régles ot les variables apparaissant dans les régles de réécriture prennent comme valeurs
que des termes de Ty, To ou des termes découlant de Ty par ’application successive des

régles.

Voici les régles du systéme de réécriture Sasas.
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C1.
C2.

Cs.
C9.

C10.
C11.
C12.
C13.

Cl4.
C1s.
C1s6.

C17.
C18.
C19.

C20.
C21.
C22.
C23.
C24.
C25.
C26.
C27.

C28.
C29.-
C30.

1)
2]

8]
9]
[20]

S 0+1
— 0+1+1

— 0+1+1+14+14+14+14+1+1
- 0+1+1+14141+14+1+1+1
—  [a] + [&] + [2] + [2] + [z] + [a] + [2] + [2] + [2] + [2]

=2 Y3

0 - e
(+1 = o+ (@)
(1~ —{a}+ (@)

O+1 — +1&
-l - e-1
R
—1+1 —

+leo-1 —

exHOCe — eofre

oD Ore — —o(—-{x}o

edPoe — 0

oz(e — <z

o(+1 — ol
(IR
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LR
@29 Tl S

C39. 8(+1 — 9(
C40. 9(+1 — (+10

Nous démontrons par le théoréme suivant que Sysp est confluent.

Théoréme 78. Le systeme Sagp est confluent.

Démonstration. Le systéme Sasy est linéaire-gauche puisque aucune variable n’ap-
parait deux fois dans la partie gauche de chaque régle. Par inspection le systéme est
non-chevauchant puisqu’il n’y a pas de chevauchement entre les régles. Le systéme Sagp
est donc orthogonal. Nous avons donc que le systéme Sasps est confluent puisque par

le théoreme 29 tout systeme de réécriture orthogonal est confluent. O

4.4 Bases et nombre de régles

Les systémes rencontrés au chapitre 3 qui permettent de représenter une base ar-
bitraire nécessitent l'introduction de plusieurs régles qui prennent la forme de schémata
de regles. L’avantage avec les deux systemes que nous venons de présenter est qu'ils ne
nécessitent pas l'introduction de schématas de régles. Si nous voulions passer de la base
b & la base b+ 1, nous n’avons qu’a modifier une regle et a rajouter deux régles qui sont
en fait les définitions associées au nouveau symbole. En pratique, nous retirerons une

régle et en ajouterons trois.

Exemple 79. Pour passer de la base 10 & la base 11 dans l'un des deux systémes
précédents nous devons ajouter un symbole A & l’ensemble des symboles de la base.

Nous ajoutons au sous-ensemble de regles de déconstruction la régle

Al -0 +1+1+14+1+14+14+14+14+1+4+1
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Nous retirons au sous-ensemble de régles de construction la régle
9(+1 — (+10
Nous ajoutons les deux régles suivantes au sous-ensemble de régles de construction
9(+1 — A{

A{+1 — (+10

Ainsi pour Sasmp ou Sasn, nous avons une suite 1-imbriquée sur I’ensemble des

régles ordonnées selon la base.

Pour i € Nt la base, nous avons pour Sasymp la fonction de progression fasmp qui

nous donne le nombre de régles :

fasmp(i) =2i+45

Pour i € Nt la base, nous avons pour Saspy la fonction de progression fasy qui nous
donne le nombre de régles :

fASM(i) =21+ 20

Nous trouvons donc dans les deux cas f/(i) = 2. Ce qui est fort probablement la valeur
la plus petite qu'’il est possible d’avoir puisque nous avons besoin d'une définition du

symbole pour la déconstruction et une pour la construction.

Il serait intéressant de trouver un systéme de réécriture ou les entiers positifs

apparaissant & la place de 45 et 20 soient des nombres minimaux.

4.5 La division et un théoréme de Hardy et Wright

En utilisant le théoréme suivant, il serait possible d’éviter d’avoir a choisir une
précision p pour un systéme de réécriture incluant la division. Ce théoréme apparait

dans (Hardy et Wright, 1979) a la section 9.2 page 111.
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Théoréme 80. Le développement décimal d’un nombre rationnelp/q entre 0 et 1 se ter-
mine ou est périodique, et tout développement décimal qui se termine ou est périodique
est égal a un nombre rationnel. Si pged(p,q) =1, g = 2°5° et maz(e, B) = p, alors le
. développement décimal se termine aprés u chiffres. Sipged(p,q) =1, ¢ = 2%58Q o Q >
1, pged(Q,10) = 1 et v est l’ordre multiplicatif de 10 modulo Q, alors le développement

décimal contient w chiffres non-périodiques suivis de v chiffres périodiques.

Pour pgcd(a,n) = 1, 'ordre multiplicatif de a modulo n est le plus petit entier positif &

tel que a* = 1mod n.

Afin d’appliquer ce théoréme, il faudrait s’assurer que nous arrivons & un terme
ayant la forme p/q ol (p,q) = 1. Trouver par un systéme de réécriture 1'ordre multipli-

catif est aussi un probleme intéressant.

Le théoréme ci-dessus est donné pour la base décimale. Un théoréme qui s’applique
pour toute autre base est aussi donné a la section 9.3 page 112 de (Hardy et Wright,

1979).






CHAPITRE V

VARIATIONS

En nous basant sur les systéemes développés au chapitre 4 nous présentons des
systemes de réécriture qui représentent différents types de systémes de numération et
d’arithmétiques. Nous allons présenter un systéme de numération mixte, un systéme
de numération que l'on qualifie d’ezotique, deux systémes qui encodent des sommes
d’unités et pour terminer nous présentons d’autres types de “multiplication” et évaluons

la propriété de commutativité.

5.1 Systéeme de numération mixte pour la mesure du temps

En nous inspirant des régles des deux systemes du chapitre 4, nous pouvons
représenter une somme d’unités dans une base positionnelle mixte, ou & chaque position
la base peut changer. Un exemple courant est la mesure temps qui peut s’exprimer en
semaines (s), jours (j), heures (h), minutes (m) et secondes (s). Nous donnons le systéme
de régles de construction pour cet exemple dans ce qui suit. Nous allons seulement

donner des regles pour la collection des unités. Nous qualifierons cette base de base

temporelle.
Un terme initial sera un terme ayant la forme suivante :
Odlsdzjdahd4md5 (S L]

ol S est une somme d’unité, par exemple +1+ 1+ 14141 et ou les d; sont des suites

de chiffres incluant le zéro.
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Puisque les.bases sont différentes 3 différentes positions et puisque les nombres qui
apparaissent avant un changement de position sont 59 secondes ou minutes, 23 heures
et 6 jours, il faut avoir des régles détaillées lorsqu’il y a un 9, un 3 et un 6 en derniere

position. Voici les régles que nous qualifions d’universelles qui sont indépendantes de la

position :
Tl B+l — 1
T2. 1{(+1 - 2(
T3. 2(+1 — 3(
T4. 4(+1 — 5
T5. 5(+1 — 6{
T6. 7(+1 — 8§
T7. 8(+1 — 9

Voici les régles générales de collection :

T8. © — 0
T9. m — m(
0. (h = BN
T G - 4
Aciio8 (s — &
Ti3. (0 — 0
T14. ex{e — =z

Sachant que y est une variable qui peut étre remplacée par des nombres, nous avons les

régles pour les termes ol apparalt le sous-terme “3(”. :



T15.
T16.
T17.
T18.
T19.
T20.
T21.
T22.
T23.
T24.

m3(+
my3(+
h3(+
hy3(
o3(
oy3(
s3(
13(+
J13(+
23(+

FFFF

L)

LY

1

1
1
1
1
1
1
1
1
1

—

—

mA(
myd(
h4(
hy4(
o4
oy4(
s4(

74
J14(
(+150
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Nous avons les régles pour les termes ol apparait le sous-terme “6(”. Notons que y est

une variable qui peut étre remplacée par des chiffres :

T25.
T26.
T27.
T28.
T29.
T30.
T31.
T32.
T33.

Nous avons les régles pour les termes o apparait le sous-terme “9(”.

m6(+
my6(+
h6(
hy6(
o6(
oy/6¢
36¢
6(+
s6(+

FTFTFFTF

J

—

1
1
1
1
1
1
it
1
il

—

mT(
my7(
h7(
hy7(
o7(
oyT(
37
317
(+1s0
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T34. m9{+1 —- ml0(

T35. my9{(+1 — my(+10
T36. m59(+1 — (+1m0
T37.  h9(+1 — h1O{
T38. hy9(+1 — hy(+10
T39. A59(+1 — (+1A0
T40.  §9(+1 — 10{
T4l.  j19(+1 — 520
T42.  o9(+1 — o10(
T43.  eyd(+1 — ey(+10

L’exemple suivant nous montre comment se propagent les unités de position a

position.

Exemple 81. ¢39s6523h59m59(+1 e s
—  03956723h59(+1m0 e s
—  03956523(+1h0m0 e s
— ©3956(+1j0R0MO e s
—  039(+1s050h0m0 e s
—  03(+10s070hR0mO0 ® s
—  04(0sj0R0MO e s
—  40(s0j0h0mO e s
—  04050(j0R0m0 e s

—  040s050h0mO0(es
—  40s050h0m0s

Ainsi, il est possible en utilisant les régles présentées pour l'arithmétique de
déconstruire un nombre donné sous n’importe quelle base et obtenir une somme d’unités

et ensuite de reconstruire un nombre dans une base standard ou mixte de notre choix,
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en s’assurant de commencer la collection des unités avec un terme de la forme

00s050R0MO(+1+ 1+ ...05

Nous pouvons aussi faire de l'arithmétique sur ces bases non-standards en utilisant
nos regles décrivant les opérations d’addition, de soustraction, de multiplication et de

division.
5.2 Systeme de numération exotique

Il est possible de se doter de systémes de numération totalement différents des
systémes normalement utilisés. Grace & un ensemble de régles il est possible d’avoir des
systémes de numérations irréguliers. Normalement dans un systéme de numération il est
possible de construire des nombres dans une certaine base et pour chacun de ces nombres
il est possible de le déconstruire afin de I’exprimer en somme d’unités. Le premier des
deux systeémes suivants posseéde des régles de construction et de déconstruction et le
deuxiéme systéme est composé de seulement de régles de construction. Une question
intéressante & considérer dans le futur sera de déterminer pour quels systémes de régles
de construction il existe un ensemble de régles de déconstruction qui fait que le systéme

est un systéme de numération.

Prenons un ensemble de régles de reconstruction donnée par :

Tk 17 SR
550 A R SR
E3: 2(+T "— 23
E4. 3(+1 — 4
E5L ARl e (110

E6. 0 — o

Ces régles définissent un nouveau type de systéme de numération. La suite en base

décimale {1,2,3,4, ...} qui peut étre écrite comme {+1,+1+1, +1+1+1,+1+1+1+1,...}
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sera représenté dans cette nouvelle base par :

{1,2,23,24, 230,231,232, 2323, 2324, 23230, 23231, 23232, 232323, ...}

Afin que le systéme soit un systéme de numération, pour chaque nombre de la

nouvelle base il faut pouvoir retrouver le nombre représenté par une somme d’unités a

partir duquel il a été construit. Voici les régles de déconstruction.

E7. (0]
E8. 1]
E9. 2
E10. 23]
Ell. 4]
E12. 30|

—

—

0] +1
0+1+1
0]+1+1+1
3]+1

4] +1

Voici un exemple de construction d’un nombre. Notons que nous introduisons

devant la somme d’unités les symboles “0(”.

Exemple 82.

O(+1+1+1+1+14+14+1414+141 — I(H14+1+1+414+14+14+14+1+41

= 2+1+14+1+1+1+414141
— WB(HI+1+14+1+14141
= nanl sl SR L
R S T
— 23(04+1+14+1+1+1

— NOHA e e

SN R

— 282(+1+1+1

— 2303040 41

—  2324(+1

—  232(+10

—  2323(0

—  23230(
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Voici la déconstruction du nombre obtenu a la derniere ligne de ’exemple ci-dessus

ol l'on retire le symbole “(”.

Exemple
[23230]

83.

— . [2324] +41

— [2323] +1+1

— [230)+14+1+1+1+1
- [R4+1+1+14+1+141
— [23]4+1+1+1+1+1+1+41

= [0 +14l i+l 414114 TH1 41
— +14+1+14+1+141+1+14+1+1

5.3 Systémes qui encodent des sommes d’unités

Voici deux systémes pour lesquels nous ne savons pas s'il y a un ensemble de

régles de déconstruction qui ajouté aux régles de construction donnerait un systeme de

numeération.

5.3.1 Encodage apparaissant irrégulier

Prenons I'ensemble de régles suivantes :

F1.
F2.
F3.
F4.
F5.
F6.
F'7.
F8.
F9.

0
1

+1
+1
.
it
¢
+1

(0

(3
o(+1

(o)

3

—

=
—

(
(
(
(
(
(

5

—

i
2
(+13
«

5¢
(+10
0(

3(
o0(+1

En partant avec un terme ¢0(+1+ 1+ ... +1, il est possible de trouver la suite en base



60

décimale {1,2,3,4, ...} qui sera représentée dans cette nouvelle base par :

{1,2,13, 14, 15,20, 21, 22, 133,134, 135, 140, 141, 142, 153, 154, 155, 200, ...}

5.3.2 Encodage non-confluent

Il est possible d’avoir un systéme qui encode les sommes d’unités de maniere

non-confluente. Voici un exemple :

N1. 0{+1
N2.  1(+1
N3. 2(+1
N4.  3(+1
N5.  3(+1
N6.  4(+1
N7.  5{(+1
N8. * 6{+1
N9. 7(+1
N10. 8(+1
N11. (0
N12. e(+1

—

1

W N

(
(
{
(
(
{

o0(+1

Les régles qui entrainent la non-confluence sont les régles 3(+1 — 34( et 3(+1 — 6(.

5.4 Commutativité

Dans le systéme de réécriture pour 'arithmétique nous avons défini la multipli-

cation par la régle (z - +1 — z + (z-, ce qui est communément appelé distributivité.

Pour des sommes d’unités nous remarquons qu'il y a la propriété de commutativité qui

apparait naturellement, par exemple +1+1-+14+1+1=+1+1+4+1:41+ 1. Nous

pourrions généraliser ’opération binaire de multiplication par la régle suivante avec k
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une somme finie d’unités :

(z-+l>z+k+ (2

Par exemple si £ = +1 + 1 nous avons :

(z-+l-z+1+1+ (z

Cette multiplication perd la propriété de commutativité pour tous les nombres sauf

lorsque nous avons le méme nombre d’unités de chaque c6tés de 1'opération.

Il est possible de définir une opération définie par deux régles ou nous avons la
propriété de commutativité si de chaque c6té de I'opération nous avons la méme parité,

c’est-a-dire pair-pair ou impair-impair :

(z14+l—-z4+ 14+ (zo
(z2+l—-z—14 (z4

Exemple 84. Dans le cas ou nous n’avons pas la méme parité de chaque c6té nous
voyons qu’il n'y a pas la commutativité. Notons que nous utiliserons en plus les deux

régles de disparition (z-1) — et (z-3) — :

1414194141 — 141414141 +14+13+1
- +14+14+14+14+14+141-14(1+1+414)
- +14+1+1+4+1+14141-1

i R e S e Bl LRl T O i S S
— 141414141 -14(141+1)
= 4141414141 -14+1+1+1(9)
- +141414+1+1-14+1+1+1






CONCLUSION

Pour conclure, nous allons énoncer dans ce qui suit quelques problémes & étudier,

possibles extensions et possibles applications.

Les deux systémes présentés au chapitre 4 transforment les nombres en unités.
Afin de limiter ’espace utilisé, il est possible d’avoir un systéme modifié qui reconstruit
les nombres immédiatement aprés une opération, cela limiterait ’espace requis, mais
augmenterait le nombre d’exécutions, ce qui nous donnera un systéme de calcul plus

lent.

Nous avons vu au chapitre 4 que l'introduction de la division dans notre systéme
enlevait la propriété d’orthogonalité du systéme. Une question serait de savoir s'il est
possible de définir une division dont toutes les régles sont linéaires-gauches. Il faudrait
dans de futurs travaux fournir des preuves que les systémes présentés au chapitre 4 sont

confluents et possedent la propriété de terminaison.

Dans (Walters et Zantema, 1995) le troisiéme systéme qui n’est pas confluent
est comparable aux algorithmes communément utilisés. Pour cela il faut générer le
schémata de régles. Trois possibilités sont discutées afin de construire le schémata de
regles. Le systéme que nous avons construit est idéal pour la construction de schémata
de regles puisqu'il est capable de réduire des termes du type 3 -5 et 9 -9 & leur forme
normale respective. Bien que notre systéme n’est pas économique en espace et posséde
un grand nombre de réductions il reste utile & la production de schémata de regles et
est intéressant du point de vu théorique en tant que systéme extréme. Dans ce systéme
extréme, il serait intéressant de voir quelles régles entraineraient une plus grande vitesse

de calcul.

Un probléme qui reste ouvert est de trouver un systeme de réécriture modélisant
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’arithmétique des nombres rationnels dans une base arbitraire qui inclut la division et
qui fournit un algorithme de calcul efficace. Nous espérons avoir fait quelques pas dans

cette direction.

Nous avons vu qu’en plus de modéliser ’arithmétique, certains systémes de réécriture
permettent de modéliser des concepts tels les systémes de numération. La théorie de la
réécriture pourrait donc fournir une approche alternative aux méthodes normalement
utilisées et pourrait fournir des moyens pour généraliser ’arithmétique et les systémes
de numération. Ces considérations ouvrent la porte & plusieurs nouvelles sortes de bases
et d’arithmétiques. La modélisation grice aux systémes de réécriture pourrait aussi
s’étendre & d’autres objets et domaines mathématiques. Cela permettrait de généraliser
d’autres structures mathématiques. Il sera intéressant d’étudier ces concepts dans de

futurs travaux.
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