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RESUME

L’objectif du présent travail est d’obtenir une obstruction topologique a I'existence d’unc
métrique d'Einstein sur une variété ricmanniennc de dimension quatre, ct dont le bord est
un cspace feuilleté.

Dans un premier temps, on définit les notions préliminaires et on expose les résultats de la
théoric de I'indice employés subséquemment, tels que la formule d’Atiyah-Patodi-Singer, la
limite adiabatique de I'invariant éta, 'invariant rho pour des revétements finis et la formule
de G-signaturc. Dans la scconde partic, on considére d’abord 'espace des opérateurs de
courbure associé¢ a un cspace Euclidien, ¢t on étudic sa décomposition en factcurs irréduc-
tibles sous ’action du groupe orthogonal. Dans le cadre d’une variété différentiable, ceci est
utilis¢ pour obtenir la forme normale du tenscur de Riemann, dont on se sert pour démontrer
I'inégalité de Hitchin-Thorpe pour une variété compacte sans bord.

Vicent alors la partic centrale du mémoire, celle concernant les variétés non-compactes munies
de structures de fibrés ou de feuilletages a I'infini. Dans ses deux premiéres sections, on
construit le Phi-fibré tangent tel que défini par Mazzeo et Melrose, ainsi que le F-fibré tangent
étudié par Rochon, ct unc fois munis de métriques ricmannicnnes adaptéces a leurs géométrics,
on prouve quc l'on peut construire des formes caractéristiques lisscs pour des variétés a
bords et a cusps fibrés ou feuilletés. Dans la derniére section, on utilise la décomposition
du tensceur de Riemann en dimension quatre cn conjonction avec les formules d’indice pour
redémontrer I'inégalité de Hitchin-Thorpe de Dai ¢t Wei (dans la Phi-géométric), ct ensuite
pour établir une inégalité du méme type qui soit adaptée a la F-géométric de Rochon. Pour
illustrer ces résultats, on présente enfin quelques exemples construits a partir des instantons
gravitationnels asymptotiquement localement plats.

MOTS CLES : Géométric ricmannicnne, métriques d’Einstein, théorie de 'indice, invariant
éta, Hitchin-Thorpe.







CHAPITRE 1

INTRODUCTION ET NOTATIONS

1.1 Introduction

Comme le titre de ce travail 'indique, le théme principal des chapitres qui suivent est celui
des inégalités de type Hitchin-Thorpe. Ce sujet fut initi¢ par Hitchin, Singer ct Thorpe au
travers des articles (Hit74) et (ST69), ou ils obtinrent une inégalité reliant des invariant
topologiques d’unc variété lissc de dimension quatre admettant une métrique d’Einstein.
Outre ces deux travaux fondateurs, cette inégalité fit 'objet de maintes extensions, telles
que cclles de Gromov (Gro82) ct de Kotschick (Kot12) pour le cas de variétés compactes ct
sans bord, et plus récemment cclle de Dai et Wei dans (DW07), concernant les variétés a bord
fibré, telles que considérées par Mazzeo et Melrose dans (MM99), c’est & dire des variétés
lisses M dont le bord est 'espace total d’une fibration d’espaces lisses FF — OM 4 N. La
finalité du présent mémoire est d'obtenir une telle inégalité pour des variétés a bord ou a
cusp feuilleté, telles que définies et étudiées par Rochon dans (Rocl2) et (GRR). Pour de
telles variétés, le bord est la base d’un revétement fini v : Y —» M , avee Y 'espace total

d’une fibration F > Y 3 N.

Soit (M, g) unc variété ricmannicnne de dimension quatre munie d’'un bord M # @, ct
notons x (M) sa caractéristique d'Euler, r(M) sa signaturc de Hirzebruch, ct 7(9M, g) 'in-
variant ¢ta de la signature. Si M admet unc métriquc d’Einstein, c’est 4 dire une solution des
¢quations éponymes (dans le vide), alors les invariants x (M), 7(M) ct 7(GM, g) sont rcliés

comme suit

X(M) > Sr(M) + 7(OM, )]

Ceci cst ce qu’on appelle une inégalité de Hitchin-Thorpe. La premiére scction du chapitre
IT rapelle les définitions des constituants de cette inégalité, présente les formules d’Atiyah-
Patodi-Singer donnant x(Af) et (M), et exposc des résultats permettant de calculer le

terme 7)(AM, g) pour des bords &M fibrés. Pour les bords feuilletés, linvariant éta est un



peu plus subtil & déterminer, raison pour laquelle on discute la formule de G-signature a

la section 2.2, ainsi que de I'invariant rho d’un revétement fini a la section 2.3. Enfin, on
termine le chapitre des préliminaires avee quelques rudiments sur les feuilletages. La grande
majorité des résultats présentés dans ce chapitre ne sont pas démontrés, ct seront utilisés

pour la plupart au chapitre IV.

Si on suppose que (A, g) est compactc et sans bord, 'inégalité ci dessus se réduit & x(M) >
3|7(A)|/2, qui cst la version démontrée par Hitchin et Thorpe. Une fagon de la démontrer
cst d'utiliser le fait qu'en dimension quatre, le teuscur de Ricmann associ¢ 4 g admet la

décomposition cn facteurs irréductibles suivante

W+ + E1d 9z
A IW- + $S1d

IR —

ol W = diag{?W*,9W ~} cst lc tenscur de Weyl, 95 est la courbure scalaire, ct on

0 97
VAN
cst la partic sans trace de la courbure de Ricei. Avee cette décomposition, on peut réexprimer

les formules de Gauss-Bonnet-Chern ct de Hirzebruch comme suit

X(M) = 5 / (W1 + 12w+ o — oz ) vl
871'2 M 24 ’

3 1 4112 =12

57(M) = 8?/[\I(ng+|| — 9%~ ||?)dVol.

Si g est une métrique d'Einstein, on a 97 = 0, et il suffit alors d’additionner et de sous-
traire les deux formules ci-dessus pour voir qu'effectivement x(Af) > 3|7(A)|/2. Ceci cst le
contenu du chapitre III. Pour un espace vectoricl cuclidien réel V', on étudic extensivement
dans la scction 3.1 les décompositions irréductibles de ’espace des opérateurs de 2-courbure
C2V = S?A?V sous l'action naturelle de O(V) et SO(V). Ceci permet de se concevoir le
tenscur de Riemann dans un contexte purcment algébrique, qui sc transposc de fagon im-
médiate au cas de variétés différentiables. En mettant en évidence quelques particularités de
la dimension quatre, on obtient la décomposition de 9 R annoncée. Dans la scction 3.2, on
utilise le formalisme développé pour démontrer que les intégrands de la formule de Gauss-
Bonnet-Chern et du théoréme Hirzebruch peuvent s’exprimer comme les traces d’opérateurs
de courbure appropriés, et en simplifiant ces expressions, on obtient les deux intégrales

ci-dessus.

Vient alors le dernicr chapitre, dont le point de départ cst le suivant : Si (A, g) est unc variété

ricmannienne quadridimensionnelle non compacte, et qu'a I'infini elle a une structure de bord




feuilleté ou fibré, comment démontre-t-on des inégalités de Hitchin-Thorpe dans ce contexte ?
On commence par compactifier M a I'infini pour obtenir une variété A dont le bord M a
I'une des géométries d'intérét. En se donnant ensuite une métrique ricmannienne g adaptée
a la structure de dM, on montre a l'aide des résultats du chapitre II1 que les formules

d’Atiyah-Patodi-Singer du chapitre II pcuvent s’exprimer comme suit en dimension quatre :

982
24

/ (W = W~ |2)dVol.
M

1
M= — gw+2 gw—2
X0 = gz [ (W e +
1
© 872

||92||2)(1Vol,

~(+(M) + (6, )

En comparant unc scconde fois ces deux intégrales dans le cas on 9Z = 0, on obticent
la premiére inégalité ci-dessus. Dans la partic 4.1, on étudic des métriques ricmannicnnes
adaptées au structures de bords fibrés ou feuilletés, qui sont les métriques de type ¢ ct
F. Le fait central étant que 'on peut composer des formes caractéristiques lisses & partir
des courbures de telles métriques. Au début de la section 4.2, on se consacre aux formules
d’indicc pour des variétés non compactes Al avec les comportements asymptotiques voulus,

avant d’obtenir nos inégalités, et de finalement présenter quelques exemples.
b
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1.3 Notations

Dans les chapitres qui suivent, on utilise la convention de sommation d’Einstein pour les
calculs. On énumére ici les notations les plus fréquemment utilisées de ce travail.

Notations générales :

aAl - Bord dc la variété M

F - E 3 M : Fibré¢ localenicnt trivial au-dessus de M, de projection ¢ et de fibre type F
['(M,E), C*(M,E) : Scctions lisscs sur M a valeurs dans le fibré¢ £

E*: Fibré dual au fibré vectoriel £

APE p®™* puissance extérieure du fibré vectoriel E

SPE, E®P . p®mc puissance tensorielle symétrisée du fibré vectoriel E

End(E) : Fibré¢ des endomorphisines associ¢ au fibré vectoriel E, isomorphc & E* @ E
so(F) : Fibré des endomorphismes anti-symétriques du fibré cuclidien £

TM, T*M : Fibrés tangent ct cotangent de A

X(M) Champs de vecteurs lisses sur M

QP(A) :  p-formes différentielles sur M

QP(M, V) : p-formes différentielles sur M a valeurs dans l'espace V'

{ei}, {¢'} : Repere local sur TAf et repére dual associé sur T~ A/

x(M) : Caractéristique d’Euler de M

(M) : Signaturc de Hirzebruch de A

z € C>=(M.R,) : Fonction de définition du bord, telle que M = {p € M/x(p) = 0}
c:[0,1]; x 8M — M : Voisinage tubulaire du bord

Objets associés & une métrique riemannienne :

g: Métrique ricmannicnne sur une variétéAf

v . Connexion de Levi-Civita de la métrique g
Yw : 1-forme dc connexion associée 4 IV

90 : 2-forme de courbure de 9V

IR, R: Tenscur de Ricmann associé & unc métrique g
98, S : Courbure scalaire d'unc métrique g

IW, 9W'E : Tenseur de Weyl associé a g, ct scs partics auto ct anti-auto duales

9Ric, 9Z : Tenscur de Ricci associé a g, et composante hors diagonale de sa partic sans

trace



*g Etoile de Hodge associce a g

9B : Opérateur de signaturc pair associé a g
94 : Opérateur de signaturc impair associé a g
n(9A) : Invariant éta de I'opérateur 2 A

alim._,on(?A:) : Limitc adiabatique de 'invariant éta

e(M,9V) : Forme d’Euler calculée avec la courbure 90

L(AL,9V) : L-polynéme de Hirzebruch calculé avee la courbure 99
Objets associés & des variétés a bord fibré ou feuilleté :

®TM, ®T*M, End(®*TM) : Fibrés associés 3 une structure de bord fibré

FTM,FT*M, End(*TM) : Fibrés associés a unc structurc de bord feuilleté

ger G0 Métriques a bord fibré. Respectivement, ¢-métrique cxacte ct ¢-métrique produit
gr, g5 :  Meétriques a bord fibré. Respectivement, F-métrique cxacte ct F-métrique pro-
duit

gda = z%g, : Métrique a cusp fibré
gr. = r2gF : Métriquc & cusp feuilleté

Xo(AM), Xx(M) : Respectivement, les sections lisses de ®TAf et F TM






CHAPITRE II

RESUME DES NOTIONS PRELIMINAIRES

2.1 Formules d’Atiyah-Patodi-Singer

Soit M unc variété ricmannicnne a bord M # @, qu’on supposcra compacte, connexc,
orientée ct de dimension 2!, avec des hypotheses similaires sur M de dimension (2/ —1). La
formule d’indice d’Atiyah-Patodi-Singer (théoréme (3.10) (APS75a)) établit un pont entre la
géometric, la topologic ct 'analysc, ¢t on cn présente dans cette scction deux cas particuliers :
la signature de Hirzebruch 7(M) ct de la caractéristique d’Euler x(M). Avant d’entrer dans
le vif du sujet, on rappelle quelques faits qu'on utiliscra a répétition dans le reste de ce

mémoire.
Métriques de type produit prés du bord :

Puisque dM cst unc sous-variété immergée de M, il existe un voisinage V O dM difféeomorphe
a Ry x OM (théoréme (11.1) de (MS74)), ainsi qu'unc fonction r € C=(M,R.) telle que
— r cst choisie de fagon a correspondre a la coordonnée R, sur V;
—r>0sur M\ IM ct OM = {r =0};
~ dr nc s’annule nulle part sur M, le champ dual 8, € X(M) cst normal au bord (cn tout
point de V) ct pointe vers lintéricur de M.
On dira que V est un voisinage tubulaire du bord, ct que r : M — R, cst une fonction de
définition du bord. Soit g € T'(M, S2T*M) unc métrique ricmannienne sur M. On dit que
g cst de type produit prés du bord (relativement & r, qu'on suppose fixée) si sur le voisinage
tubulaire V, cettc métrique admet une décomposition de la forme g = dr ® dr + h, avec
h € T(8M, S?T*9M) unc métrique ricmannicnne sur le bord (pouvant dépendre de r). On

notera 9V la connexion de Levi-Civita de g, et 9Q € Q2 (M, s0(TM)) sa 2-forme de courbure.

Formes caractéristiques :




Etant donné que I'on s’intéresse & des interactions entre la géométrie ct la topologic, on
utiliscra trés souvent la théoric de Chern-Weil, dont le résultat central stipule que si P €
S*(s03,) st un polynéme symétrique Ad-invariant sous SO(2l), alors la forme P(M,9V) :=
P(9Q) € Q*(M) cst un représentant d'une classe caractéristique dans la cohomologic de de
Rham. Mémc si [P(9§2)] € H*(M) nc dépend pas de la connexion 9V, on prendra toujours
le soin de spécifier par rapport & quelle métrique on calcule nos formes caractéristiques pour
les variétés a bord. Si f : C = C une fonction analytique autour de z = 0, on obticnt des

polynémes invariants cu prenant le déterminant ou la trace de formes différenticlles du type

e =>" %(m)“ € Q2" (M, so(TM))

Les formes caractéristiques dont on fera usage sont définies par de telles expressions (voir

scetion 1.5 de (BGV92) et appendice C de (MS74)).
Opérateurs différentiels elliptiques :

Dans les sous-sections qui suivent, on fait souvent référence a la notion d’opérateur différen-
ticl clliptique, qu'on rappelle ici, en prenant pour acquis les propri¢tés fondamentales des
espaces dc Sobolev et des opérateurs de Fredholm sur des fibrés vectoriels (sections I11.2
ct IIL5 de (LM89)). Soient E ct F des [fibrés vectoriels sur M. Un opérateur différentiel
elliptique d’ordre d > 0 cst un un opérateur R-lin¢aire P : T'(M, E) — T'(M, F) prenant la

forme suivante dans unc carte trivialisante (U, {z}™ ) de M :
i=1

glel

P = af . v
|,,|Z<dA (1)6(11)a|6(12)02 o) reld
ol pour tout a = (o, -, &) € N*, on a |a| = Yyc,<, 5 ¢t A% € T(M, Hom(E, F)).

Puisque P prend une telle forme indépendamment de la trivialisation locale (voir section I11.1
de (LM89)), les coefficients {i? A%} 4/=q4 représentent un élément bien défini de r(M,S‘TMeg
Homc(E, F)) qu’on note
a(P)y = i* Z A"(;r)( - [030’])1; Ya e (U, {r'})
laj=d j=1
ct qu'on appelle le symbole principal de P : T(E) — T'(F) (© désigne le produit tensoriel sy-
métrisé). Pour tout £ € Q'(M). le symbole principal définit un élément de I'(M. Homc(E, F))

donné par

oe(P): =i > A%x) [] (&)™

lol=d i=1
Pour rg(E) = rg(F), on dit que P : I'(E) = T'(F) est elliptique si pour tous £ € Q' (M)~ {0}
ct x € M, 0¢(P); : Ex — F; cst inversible. Notons H2(M,E) ct [I*(M, F) les cspaces de



Sobolev de degrés (2, s) des fibrés E et F (c.f. section I11.2 de (LM89)). Les propriétés d’un

opérateur clliptique P : I'(£) — I'(F) qui nous importent lc plus sont les suivantes :

1. Pour tous i« CM ouvert, se Ret u € H:(M, E),ona:
Puly € C*¥U,F) = uweC®U,E)

2. Pour tout s € R, P : I'(E) — I'(F) admet unc cxtension cn un opératcur P :

H2?(M,E) — H?_ (M, F) qui est de Fredholm, et d'indice
Ind(P) = dim(ker P) — dim(ker P*)
ot P*: HX(M,F) = H2_,(M, E) est I'adjoint formel dc P;

3. Pour F = E et P auto-adjoint, il existe unc basc orthonormée compléte de L?(M, E)

constituée de vecteurs propres de P: L2(E) — L?(E).

(Ref : résultats (5.2), (5.3), (5.5) ct (5.9) dans le chapitre III de (LM89)).

2.1.1 La signature d'une variété a bord
La cohomologic /I* (M) de M admet unc structure d’anncau quand on la munit du produit
cup :
HP(M)® HI(M) — HPYI(AI)
[o] ® [8] = [o] — [8] = [a A B]

pour des représentants o € §2P(M) et 3 € Q9(M) quelconques. Ce produit est bilinéaire, ot

hérite de la propriété fondamentale du produit extéricur :
[a] — [8] = (=1D)P[3] — [a]
Le produit cup induit en particulicr la forme quadratique suivante sur H'(M) (dim M = 21) :
Q: H'(M)® H' (M) —R
[e] & [8] — (la] — (8], [M])
Soit
P(M) = {a € OP(M) | ¥m € N,V{X;}, (i} C X(M)
(Xi0--0Xm) - oY+, Vy)ian = 0}

I'espace des p-formes s’annulant & tous les ordres sur Af. On définit la cohomologie relative

de M par rapport 4 M comme étant

IIP(M,OM) := (kerd n s'zP(M))/ds'zP—l(M) Vp=0,--,2
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Pour tout p = 0, - - - . n, I'espace HP(M, 8M) s’identifie au p™° groupe de cohomologic de de
Rham 4 supports compacts HP(M ~ 8M) (c.f. (Mcl93), sections 2.16 ct 6.4). Les complexes
H*(M), H*(OM) ct H*(M,dM) sont rcliés par la suite cxacte longuc suivante :

8 HP(AMLOM) S HP(M) 5 HP(OM) S HPYY (AL OM) S -

o i cst induite par 'application de restriction au bord QP (Af) — QP(JAI), et j par l'inclusion

canonique QP (M) — QP(M).
La signature de Hirzebruch 7(M) cst la signaturc de la forme quadratique induite par le

produit cup sur I'image de H4imAM/2(Af M) dans H4m M/2(Af), c'est-a-dire la signature

de
Q: j(H'(M,0M)) @ j(H'(M,0M)) — R
[a] ® [8] — (Ja A B].[M]) = /MQAB
Les propriétés qui nous intéressent le plus de 7(Af) sont qu’clle st un invariant par homo-
topic (oricntée), ct qu'clle est nulle si M cst un bord orienté ou que dim M # 4k (résultats

(19.3) et (19.4) dans (MS74)). Dc plus, si X ct YV sont des variétés conncxes de méme
dimension, on a (propositions (7.1) de (AS68) ct 5.1.1 dans l'cxposé I de (Bes81)) :

(X Ugx Y) = 7(X)+ 7(Y), si 0X = 9Y

T(X#Y) =7(X)+ 7(Y)

Soit dim A = 4k, ct ¢ unc métrique ricmannicnne de type produit prés du bord. On
définit maintenant les objets géométriques de 1’énoncé du théoréme d’indice. Soit *, :
QP(M) — Q¥*-P(AM) DPétoile de Hodge donnée par g (voir définitions et commentaires
de la scction 3.1.1). Si {e!} cst unc basc locale quelconque de Q!(Af), I'action de x4 sur

a=(p) oy, e A--- Ae'r cst donnée par
-1 iV dp . d1dp — otk ok
(*g0)j1- gy = (B 7 €y _pi ip @ 7P @I = g e gy
ol ¢g*/ sont les composantes de 'inverse g~ ! de la métrique, ct €y jn-pir-—ip €St le symbole
de Levi-Civita, tel que pour tout g € N, si (1,12, .iq) = 0(1,2,--- ,q) avec o € §,, alors
€iyig- i, = sgn{a). On définit ensuite I'involution
. 4k—
791 QP(M) — Q*F7P(M)
a— PP DR o

dont on notc Q3 (M) les sous-espaces propres associ¢s aux valeurs 1, et A3T*M les sous-

fibrés de A*T* M correspondants. L’opérateur de signature impair de (M, g) est I'opérateur
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différentiel elliptique de premier ordre suivant :
IB: QL (M) — QL(M)
a— (d+ d")a
ou d"est I'adjoint formel de la différenticlle extéricure d :
d*: P(M) — QP 1(M)
o — —(xgdxg)a

Notons 5 I'étoile de Hodge de (OM, gjaar). L'opérateur de signature impair sur M associé

4 g est 'opérateur clliptique auto-adjoint défini comme étant

IA: QP(OM) — QP(OM)

a— (1)1 agd —dxg)a

Dans un voisinage tubulairc de M, on effectue I'identification A} T*AM

ony = AT7OM,
pour avoir unc décomposition 7B = ¢(J, + 9A), ol o : A;T"M|6M - A‘_T'M|6M cst un
isomorphisme de fibrés vectoriels, et on a 7(AM) = Ind(9B)+dimker(9 A)/2 (c.f. scctions 4 de
(APS75a) ct 2.3 de (LP04)). La fonctionnelle éta associée a I'opérateur 9 A gz« : Q2% (M) —
22K (OM) est donnée par

ns,%4) = Y sign(AA™
AeSpec(s4) {0}
Cette application cst holomorphe pour Re(s) > 0, ct admet une extension méromorphe a C
qui est holomorphe en s = 0. Il est & noter que n(0,9A) représente la différence en nombre
entre les valeurs propres positives et négatives de 9A;2«. Clest un invariant de structure
différentiable de A appeclé [’invariant éta de 9A.

Le polynéme caractéristique dont on fait usage pour calculer 7(M) est le L-polynéme de

1/2
_ I0/2mi
L(M,?V) = det [(tanh(99/27ri)) ]

ot 90 € 9%(M,s0(TM)) est la forme de courbure de 9V. Avec ces éléments en main, on

Hirzebruch :

énonce le

Théoréme 2.1.1. Signature d’une variété ¢ bord ((APS75a) 4.14)
Soit M une variété riemannienne & bord M # 0 et de dimension 4k. Si g est une métrique

de type produit prés du bord, la signature de Hirzebruch de M est

(M) = /M L(M,5V) — %n(o,-"A)

De plus, 1(s,9A) est holomorphe pour Re(s) > —%.
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Quclques remarques sont a l'ordre ici :
- Dans le cas d’unc variété sans bord, cette formule se réduit a celle du théoréme de Hir-
zebruch (ou d’Atiyah-Singer). Il n’y a pas la correction 7(0,9 A)/2 provenant de JM, ct on
a

(M) = / L(M,9V)

M

7(MI) représente alors la signature de la forme quadratique Q : H¥* (M) 2 H?* (M) > R,
puisque l'on a H2*(M,0) ~ H3*(M) H¥*(AD.
- Dans (APS75a), n(0) n’cst pas multiplié par le facteur (1/2). Ceci vient du fait que dans

Poincaré
~

les notations de cet article, 77(0) n'cst pas l'invariant éta obtenu en calculant Uindice de 9B,
mais cn fait celui de la restriction aux formes de degré pair.

- La signature 7(Af) cst un invariant par homotopic oricntée (Corollaire (19.6) de (MS74)),
c'est-a-dire qu'clle est invariante sous homotopics préservant l'orientation.

- Concrétement, L(A,9V) s’exprime cn fonction des polynoémes de Pontrjagin en (9§2/27),
qui cux sont donnés par la formule

2j

90 , .
pj(ﬂ) =@m7 S Y o) Araft e ab(an
i).---.d2; a€Sy, r=1
Les quatre premiers termes du polynéme total L(py,- - ,pk) sont (c.f. (MS74), théoréme
(19.4)) :
1
Ly = 3P
L= - (7 2y
2= 15 P2 — P
1
Ly = %(627’3 — 13pip2 + 2p})
1
Ly = ——(381py — Tlpspy — 19p3 + 22p2p? — 3p}
4= 11078 (381ps — 71pap1 — 19p3 + 22p2py — 3py)
2.1.2 La caractéristique d’Euler d’une variété a bord

Soit M unc variét¢ a bord de dimension n, et g unc métrique ricmannienne de type produit
prés du bord. Dans ce contexte, on définit la caractéristique d’Euler comme étant ((Mel93),
lemme (9.2)) :
n
x(M) = (~1)" dim HP(M, M)
p=0
On considére dans la suite que dim M = 2/. Cet invariant topologique cst obtenu comme

'indice de 'opérateur clliptique suivant

d+d" (M) — (M)
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avee la graduation canonique de 'algébre extéricure. La forme caractéristique qu’on intégre

ici est la forme d’Euler :

e(M,9V) = Pf(g)

ou on définit le pfaflien d’une matrice A = [A;] € 50 comme suit ((Bes81) p.189)

{
1 a(2i-1)
Pf(A) = 21—[' Z G(Q) H Aa(2j)
=1

a€Sy

Ccla donne en particulier

0 _
Pf(A)? =det A;Va e R: Pf( a)=a
. a O

La différence notable par rapport a la formule de signature est qu'il n’y a pas de contribution

de @M/, ct on sc réduit dans les faits a la formule de Gauss-Bonnet-Chern.

Théoréme 2.1.2. Gauss-Bonnet-Chern ((APS75a), p.67)

La caractéristique d’Euler d’une variété compacte a bord de dimension paire est

x(M) = / e(M,9V)
M
La raison pour laquelle il n'y a pas d’invariant éta pour (d + d*) fait ’objet de la discussion

suivant le théoréme (4.14) dans (APS75a). L’idée cst de considérer des opérateurs elliptiques

IB, 1 (M) = Q¥ FY(M) et 9IB_ : Q2T (M) - O (M)

dont les indices sont

Ind(*By,) = = (r(M) + x(M)) = (L(M,%V) + e(M,9V)) — %n(o,u)

=~

Ind(®B_) = = (r(M) - x(M)) =

NI = NI

S

N = N

(L(M,%V) - e(M,9V)) — %n(o,ﬂA)

Quand on isole x(M), les corrections venant de M s’annulent.
Plus loin, on fera usage des identités suivantes, pour X ct Y des variétés de méme dimension

(théoréme (3.1.1) de l'exposé I dans (Bes81)) :

x(XUY)=x(X)+x(Y) - x(XNnY)

x(X) + x(Y) ; dimX =dimY =2m +1
X(X#Y) =
x(X)+x(Y)-2 ; dimX =dimY =2m
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2.1.3 La limite adiabatique de l'invariant éta

Dans ce qui suit, on suppose que le lecteur est familier avec les fibrés de Clifford ((BGV92),
Ch.3), les opérateurs de Dirac, et la formule d’indice générale d’ Atiyah-Patodi-Singer ((APS75a),
théoreme (3.10) ct formule 4.3). Soit M unc variété riemannienne & bord M, r telle que
précédemment, et g de type produit prés du bord. Si 9D : I'(M, E) — I'(M, F') cst un opé-
rateur de (type) Dirac entre fibrés vectoriels, on a toujours la décomposition suivante pres
de oM

9D = a((‘)r + -"A)
oit 0 : Ejgar = Fjgar est un isomorphisme de fibrés vectoricls, et 94 : T'(OM. Ejgar) —
I'(OM, Ejgas) un opératcur clliptique d’ordre 1 auto-adjoint. La fonctionnelle éta de 9A est
définiec comme précédemment

n(s,?A) = Z sign(A)|A|~°

reSpec(s4)~{0}
ct on note 1(9A4) = n(s,9A)|s=¢ son invariant ¢ta.
Le fait motivant cctte sous-scction cst le suivant : en toute généralité, l'invariant 7(9A) ne
peut pas étre obtenu comme l'intégrale sur M d’une expression locale, puisqu’il n’cst pas
possible d’obtenir explicitement les valeurs propres de 9 A. Moyennant quelques hypotheses

supplémentaires sur la géométrie de M, on peut surmonter cette difficulté technique.

Dans (BC89), Bismut ct Cheeger étudient la fonctionnelle éta pour (M, g) satisfaisant ce

qui suit :

— Le bord est une fibration F — JM 4N , avec F et NV des variétés spin compactes (sans
bord), ct dim @A est impair.

- La métrique g sur M prend la forme
dlom = ¢"gn + 9F

sur le bord, oll gy cst unc métrique riemannicnne sur la base N, ct ol I’annihilatcur

de gr € T(AM,S*T*dM) correspond au complément orthogonal par rapport a gjgas de

I'espace tangent aux fibres de 9AT.
- En tout point y € M, l'opérateur de Dirac DY sur ¢7!({y}) = F cst inversible.
Soit IV € 22(N,50(TN)) la 2-forme de courbure de la connexion de Levi-Civita de gn, ct
01F celle de la connexion obtenuc par la projection de la connexion de Levi-Civita de gjaar
sur VOM(= ker¢,) C TOM ; ct soit W — GM un fibré hermitien muni d’une connexion
unitaire VW dont la 2-courbure cst K. On considérc la métrique ricmannienne suivante
sur M

Gefosr =€ '¢"gN +gr; 0<e K1
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ainsi que l'opérateur de Dirac DF : I'(E) — I'(E) associ¢ a gejaar sur le fibré de Clifford

E =85®W. Le résultat principal de (BC89) cst le suivant

Théoréme 2.1.3. ((BC89), 4.35 et 4.95)

Dans le conterte décrit ci-dessus, a mesure que ¢ — 0, linvariant éta n(DE) admet une

%alim n(DEF) = (2m‘)—k/ AGEQN) A7
N

e—0

limite réelle finie qui est
1
ot 7 est une forme dont la différentielle est |

|

diy = (2ni)—’/p,i(«,:szp) Atr[exp (~ K™)]

et les entiers k et | sont les mémes pour les cas F(2) o gAf2(+D-1) 5 N(2k-1) o4

[,*(21—1)_)81”(2(‘:4'[)—1) —)N(Zk).

On rappelle que le .A’t\-gcnre cst donné par

E(gn)=det< _tap) )

sinh (992/2)
La quantité alim E_,gn(DEE ) est cc qu'on appelle la limite adiabatique de l'invariant éta. Il cst
important de noter a ce stade que si DF cst obtenu a partir de 'opérateur de signature de M,
I'hypothése d’invertibilité des opérateurs DF sur les fibres n’est pas vérifiée. La suppression
de cette hypothése cst la base de la thése de X. Dai ((Dai91)), dans laquelle il dérive les

formules obtenues dans ce cadre, et qui cssenticllement contiennent des corrections 4 celles

qui précédent.

Dans le dernier chapitre de cc mémoire, on s'intéresse A des variétés dont les bords sont
des fibrés en cercles au-dessus de surfaces de Riemann, et on aura besoin des invariants
¢ta dec l'opérateur de signature. Ce cas particulier cst traité dans (DZ95). On suppose que
dim M = 4k, et que I'on a un fibré S! - M 3 N@ -2 On considérc cnsuite E — N,
le fibré en droites complexes dont le sous-fibré en cercles S'(E) — M cst isomorphe a M.

Soit eg un représentant de la classe d’Euler de E et définissons la forme bilinéaire

B.: H*2(N)® H*"3(N) — R

aRbr— <a —b— [(’-E]v[ND

Le résultat de Dai et Zhang auquel on fera appel est le suivant :

Théoréme 2.1.4. ((DZ95) 3.2, (DWO07) 5.4)
Soit M une variété de dimension 4k dont le bord est un fibré en cercles au dessus d’une va-

riété compacte N. Soit A, I'opérateur de signature impair associé & une métrique e~ d*gn +
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gr telle quen (1.8), et VV la connezion de Levi-Civita de gn . La limite adiabatique de l'in-
variant éta est donnée par

Lo lim n(Ae) =/ L(N,V¥) A [(tanheg)™! - eg'] — sign(Be)
2 N

e—0

Dans le cas ot N est une surface d’Euler, cette formule se réduit &

1 . _Xx(E)
50213(1)71(%15) =3 - «(E)
ot x(F) est la caractéristigue d'Buler de £ — N, et
-1 ;x(E)<0

«(E)=40 ;x(E)=0

1 ;x(E)>0
2.2 La formule de G-signature

La formule de G-signature cst un cas particulicr de la formule d’Atiyah-Bott-Lefschetz pour
des complexes clliptiques. On considére dans cette section une variété ricmannicnne com-
pactc oricntée (X,g) abord W := 8X # 0, dont la dimension cst de 4k, et qu’clle est munic
d’une métrique g de type produit prés du bord. Soit T C Isom()?) un groupe fini d’isométries
préservant I'orientation de X, dont I'action sur cctte variété est proprement discontinue, ct
ayant tous ses points fixes isolés et dans l'intérieur X ~ W. On fera usage des notations
suivantes :

e 9B cst I'opérateur de signaturce (pair) sur X associé a la métrique g, et 94 cst l'opérateur
de signaturc (impair) sur W induit par la restriction g,

e Pour une valeur propre A € Specd A ~ {0} (95 est auto-adjoint et elliptique), on dénote
l'espace propre associ¢ E, C L2 (W, AT W)

ePour r =0, - ,m = 4k, H™ cst l'image du groupe de cohomologic relative H'()?, W;C)
dans la cohomologic absoluc H" ()~( ; C). On dénote H 2k les sous-cspaces de H?* sur lesquels
la forme bilinéaire non-dégénérée induite par le produit cup est définie positive ou négative.
o Pour un élément @ € [', a*| g, est le morphisme induit cn cohomologic; a} st le morphisme

induit sur E,, et a,|r : T,X - Ta(r))? est sa differenticlle en r € X.

Soit f: X — X unc isométric, ct dv la forme volume associée a la structurc ricmannicnne
sur X. La différentielle fp € Aut(Tp)?) enpeE X cst aussi unc isométrie, ct on a une dé-
composition en 2-plans deux-a deux orthogonaux Tp)? = @3';1 V. Pour tout j =1,---,2k,

on choisit unc basc orthogonale {e;, ¢} de Vj, telle que

(dv)p(er. e+ eak, eg) = 1
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Dans une tclle base, on a pour tout 5 =1,---,2k que
f.|p "€e; = COS [0}"]'([))](’,]‘ + sin [(}f'j(p)] Ff;-
fop-€; = —sin[05;(p)]e; + cos [05;(p)]e]

Les réels {65,;(p) filconstitucnt ce qu'on appeclle un systéme d’angles cohérents pour Fep

(voir p.473 dc (AB68)).

Pour unc isométric donnée a € T', on définit les quantités topologiques suivantes :

- La G-signaturc par rapport a a € I ¢st donnée par :
7(a, X) = Tr(a”|gae) — Tr(a®| gax)
- La G-éta fonction par rapport a a cst

Ta(s,94) = Y sgnA|A|7°Tr(a})
A€SpecA~ {0}

Cette fonction cst holomorphe pour Re(s) > 0 et admet unec extension méromorphe au
restc du plan complexe qui est holomorphe en s = 0 ((Don78)). Le G-8ta invariant cst
72(0, 92) = na(gg), ct pour a = Id, ceci est 'invariant éta discuté a la section précédente.
- On notera Fix(a) C X lensemble des points fixes de l'isométrie a € I'. On définit le défaut
de 'opérateur de signature cn z € Fix(a) comme étant

_ koL 2
def(a, 9 B)[z] = ]'[/\J_ — = TI (=) cot [6a,;(2)/2]
y) j=1

i=1

0t {fa,;(2) }7£  est un systéme d’angles cohérents pour a,|, € Aut(T,X), ct A; = exp [if, ;(2)]
est 'une des deux valeurs propres conjuguées de (a.).)v, (théoréme (4.5.2) dans (Gilg4),

formule 7.2 dans (AB68)).

Un cas particulier d’un résultat de Donnelly (théorémes (2.1) dans (Don78) et (4.5.8) dans
(Gil84)), est celui ot pour tout a € T' X {Id}, les cnsembles Fix(a) sont constitués de points

isolés. On a dans ce contexte la formule de G-signature suivante

Théoréme 2.2.1. Sous les hypothéses de cette section, la formule de G-signature pour
a€l'~ {Id} est
~ - 1 -~
X) = IB)[z] = =7,
f@X) = Y defla,2B)lz] - Lna(A)

z€ Fiz(a)

2.3 L’invariant rho d’un revétement fini

On utilisc les mémes notations que la scction précédente. On suppose ici que T' agit de

fagon proprement discontinue et librement sur (W, gIW)’ ct que v: W W= W/I‘ est le
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revétement fini obtenu. On note A, I'opérateur de signature impair sur W', et associ¢ a la

métrique induite par g € (X, ST X) (9A = vt Ag).

Atiyah. Patodi et Singer on étudié la signature avec coeflicients locaux dans (APS75b). Dans
lc cas d’un revétement fini W % W en particulicr, si o cst unc représentation unidimen-
sionnelle-unitaire associée au fibré vectoriel plat E, — W, ils ont démontré que :

D 7a(*A)xala)

ael

1

U(Ag.a) = ]FI

ol Ay, cst I'opérateur induit par A sur AT"W & F,,, ct Xal(a) cst le caractére de a € T'.
Si a st la représentation triviale, ceci se réduit a (1.6 (Don78))
n(Ag) = (1/I1) 3 na(#A)
acl
L’invariant topologique différentiel qui nous préoccupe dans cette section est {’invariant rho,
défini par :

oW, W) = L [1A) - ITin(4,)] = -5 - ma(*A)
' a#ld

L'invariant éta dépend de la métrique riemannienne choisie, et la différence fondamentale

par rapport a 'invariant rho est que ce n'cst pas le cas pour ce dernicr :

Proposition 2.3.1. Soient g;, i = 0,1 deuz métriques riemanniennes sur W, g =v"g; les

pullbacks associés sur W, et pi(W, W) les invariants tho correspondants. On a que

po(W. W) = pr (W, W)

Preuve. Posons M = W x I, M =WxI, v=vxId,. Pour s € I on a une métrique sur M
donnée par h = (1 — s)go + sg + ds?, dont on dénote h = p*h le pullback. Si A; ct A; sont
les opérateurs de signature associés & g; ct g; respectivement, on a cn vertu du théoréme

d’Atiyah-Patodi-Singer que leurs indices sont :

r(3) = /ﬁ LRT) = 3 [n(0. A2) ~ (0, Ao)]

1

(M) = L(M) - 5[7)(0. Ay — 1(0, Ap))
M

Par la définition donnée précédemment des p;, ces formules permettent d'écrire

o, w) = oo w) = | [ ity - ey [ (A1) | = (51) + (a1

Le premier terme du membre de droite de cette équation est nul puisque v est une isomé-
tric locale. Pour voir que T(ﬁ ) est nul, on considére la suitc exacte longue donnée par la

cohomologie relative

8 IR (ML 0N D 112 (M) S 12k (oM S 12 (ML aM) S -



19

Etant donné que M = W x I, on a &M = W U ~W, ainsi que les isomorphismes H2*(M) ~
2%(W) et II*(dM) ~ I?*(W) o II**(W). On montre que I'application i est injective. En
effet, i : H2k(j\7) - H2k(6ﬂ) cst induite par la restriction au bord, ct cc dernier conticnt
deux composantes connexes difféomorphes avec orientations inverses. Avec les isomorphismes

qu’on vient d’évoquer, 1 s'écrit
i=iy i IPFW) o IPX(W) 5 1R(W), [a] - ([0],[0])

ol 1¢ sont induites par les restrictions a +W des formes différenticlles. On cn conclut quce
imj = keri = {0}, cc qui revient & dirc que I'image de H2*(M,8M) dans H2k(AT) cst

triviale, d’ou T(H) = 0. Similairement, on a que 7(A/) = 0, ct ceci donne p) = pg. O

2.4 Notions sur les feuiletages

Soit une variété différentiable de dimension n = p+¢. La matiére présentée ici suit le chapitre
premier de (MMO3) ct les sections 2.4.3 et 4.7-4.9 de (Pau07). On commence par développer

le vocabulairec.

- Un atlas de cartes feuilletées sur M est un atlas F de cette variété tel que
) VU.o) e A: oUh) = VP x WO ot VCRP et WC RY.

i) VUi, i), U;,95) € Aavec i # j et Uy NU; # 0, il existe un diffeomorphisme h;; :
W; O W; = Wi N W; tel que la fonction de transition s’écrit

piogy (U NU) — iU NU;)
(2. y) — (¥i;(2. y) hi; (y))
- Unc plaque d'une carte feuilletée (U;, p;)} de M cst est une composante connexe d’unc

sous-variété ;' (VP x {y}) € M pour un point y € Wi(q) donné. Dec telles sous-variétés

partitionnent la carte UY;, et sont préservées par les diffeomorphismes de transition de cartes.

- Une feuille £ de F est unc sous-variété lisse injectivement immergée dans A, ct obtenuce
par union de plaques (£ = U;p; ' (VP x {y})).On dit que deux points x, y € M apparticnnent
a la méme feuille s'il existe une suite de cartes feuilletées {U;}i1] ¢ F, ainsi qu'une une
suitcde pointsx = p e Uy, --- ,pi €U, - ,y=pis1 €EUp telsque Vi =2.--- I+ 1 les
points p;, p; -1 apparticnnent a la méme plaque dans ;. Pour x € M, on dénote F, la feuille

dc F passant par ce point. Pour x € A, on dénote F, la feuille de F passant par cec point.

- Un feutlletage lisse de codimension g de Af est la donnée d’un atlas feuilleté F maximal
(pour l'inclusion), dont les feuilles sont de dimension dim A — ¢ = p. La donnée (M, F) est

cc qu'on nomme une variété feuilletée.
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La condition (ii) sur les ; © 9:;] ci-dessus cst de toute évidence locale, mais clle peut étre
réalisée globalement en raflinant I'atlas F {c.f. section 1.2 de (MMO03) ). L’appartcnance de
deux points 4 la méme feuille cst une relation d’équivalence, ce qui implique que les feuilles
dc F partitionnent Af, et qu’il existe un quotient M/JF non-dénombrable en général qu’on
appelle 'espace des feuilles, et qui peut ne pas étre une variété lisse. Pour micux comprendre
ce qu'est un feuilletage sur une variété, il est utile de disposer des deux définitions alternatives

qu’'on abordc maintcnant.

Cocycles de Haefliger :

Soit M unc variété, {U;}ies un recouvrement ouvert ct s; :u}"’ - Wi(q) C R? un cnscmble
dc submersions, telles que pour tous U, NU; # 0, il existe d'uniques difféomorphismes

Yyt si(Ui NU;) — s;(U; NU;) pour lesquels on a

¥ig @ (85lunw,) = (siluru,)

Le triplet (U4, si,7;) est ce qu'on appelle un cocycle de Haefliger, puisqu'en utilisant la
composition ci-dessus sur U; NU; DU, # O, on obticnt vix = vi; © ¥;%. Si on dispose d'un

enscmble de tels objets {(U;, s:, ;) } on considére un atlas F = {(Ok. v) }keN tel que

ijer
Or C Ui, et ¢r : Or — R™ présente s;, sous la forme normale d'unc submersion R” — RY.

On a alors que F cst un atlas feuilleté de Af. Pour le voir, on remarque que les s;, étant des

submersions, il existe des diffeomorphismes ¢y : s;, (Or) — W@ ¢ R? tels que

Or 085, = M09k (Mo : RP x R 5 RY, (x,y) = y)

ct donc, pour tous (r,y) € (O NO;) # B, et en définissant hyy = @p © 44,4, © ¢a[1, on a
m2 (e o #7 1@ 9)) = (k0 six 0 97 )(@0Y) = (@ © Vs 0 53 0 47 ) (@, 9)
= (66 0 i 0 07 )(¥) = hie(y) s car sy, ot = 9 oy
Réciproquement, si F = {(Ui, ¢;) }ier cst un atlas feuilleté de M, il suffit de prendre s; =
Ty ©;, AvVee ;; = hyj, ct on obtient que (U4, s;, hi;) est un cocycle de Hacfliger.
Distribution intégrable de TM de rang (n —q) :

Soit M unc variété lissc de dimension n = p + ¢. On rappelle ici qu'unc distribution lisse de
p-plans dc TM cst unc scction lissc £ € T(M,G,(TM)) de la fibration grassmannienne de

rang p de M. définie comme étant

gp(TAI) = UIEAlgp(TxA])
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ol pour tout x € M, G,(T: M) cst 'ensemble des sous-cspaces vectoricls (sur R) de T, M
de dimension p. Une distribution st dite involutive si (Al E) C X(M) cst fermée sous les

crochets de Lic.

Soit F un feuilletage de codimension ¢ de Af. Pour x € M, on note T, F(= T, F,) le plan
tangent a la feuille 77 en ce point, et 'union TF = UyearT:F cst le fibré tangent de F.
Unc distribution E C TM cst dite complétement intégrable s'il existe un feuilletage lisse
F de M tel que £ = TF. Notons que si un tel feuilletage existe, il cst nécessaircment
unique. Pour le voir, on considére un second feuilletage F' de M, ct deux cartes feuilletées

U.9) e F, U, ¢') € F', donnant unc transition de la forme :

¢ o™i (y.2) — (¥(v,2), h(y. 2)); (y.2) € UNU') CR? x RY

Le fait que T: F; = T F, implique que localement, I'application h : RP x R? — R? ne dépend
pas de y € RP, ce qui signific que pour des cartes feuilletées quelconques de F et F, les
transitions satisfont ¢’ o ¢ 7! : (y, z) — (¥(y, 2), h(2)), ce qui implique que (U, ') € F, ct

par conséquent que F = F'.

Un des résultats fondamentaux de la théorie des feuilletages permet de définir un feuille-
tage F sur unc variété M comme existence d'un sous-fibr¢ TF € TM tel que I'espace

(M, TF) C X(M) cst fermé sous les crochets de Lic.

Théoréme 2.4.1. (Frébenius)

Une distribution de p-plans E C TM est complétement intégrable si et seulement si elle est

involutive.

Eléments de preuve :

(=>) Si F cst un atlas feuilleté de M dont {(U;, s, hij)} sont les cocycles de Haefliger,

ijer
on définit pour tout ¢ € I les sous-cspaces suivants de TM

Ew, = Uzeu, ker(s;.z) = ker(s;.)

Les fibres sont de dimension ¢ constante, ct les fonctions de transition sous changement de
cartes sont clairement lisses, donc E = U;ey Ey,, ost bien une distribution de p-plans de T'M.
Il reste & montrer que I'(Af, E) C X(M) cst fermé sous les crochets de Lie. Soit x € U;, cn
interprétant ds; = s;, : T, M/ — R? comme un ¢lément de Q'(M,R7), le fait qu'clle soit

fermée implique que pour tous X,Y € X(M), on a
0 = d(ds;)(X,Y) = % [x cdsi(Y) - Y - dsi(X) — ds; ([X, y])]

<= s5.([X,Y]) =X - dsi(Y) - Y -dsi(X)
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Pour X,Y € I'(Al, E), la derniére équation permet de voir que

[X,Y]ju, € ker(sia) = Eyy,

puisque ;. (X, ) = six (Vi) = 0. Ceci étant vrai pour tous i € [, on obtient que [X.Y] e
I'(M,E),VYX.Y € [(M. E) (ici, on a bien entendu E = TF).

{(<=) Oun n’cntre bas dans les détails techniques de la preuve, qui sont détaillées par exeniple
a la scction 4.9 de (Pau07). Soit E C T'M unec distribution involutive de rang p, {U;}icr un
recouvrement ouvert de M. Le probléeme cst local, et on commence par utiliser I'hypothésc
d’involutivité pour montrer que si {"k}£=1 cst unc base locale de F(U,-, E|u.), alors on pecut

sc réduire au cas ou V1 < k # [ < p, on a [er, ex] = 0. On montre cnsuite par récurrence sur

p qu'il existe un difféomorphisme ¢£; : Uy =& RP x R?, r — (o a®) tel que
ad
ex=—:Vk=1,---,

(pour ce faire, on utilise le théoréme de redressement de chanps de vecteurs). Avee o : RP x
R? — R? la projection canonique, on définit s; = m30¢; qui permet d’écrire Ejy, = ker(ds;).
Ensuite, si (U}, ;) cst unc carte construite de la méme fagon avee U; NU; # B ct {If},'::l
les coordonnées obtenues sur Ij, on a pour tous k=1, -+ ,pque :
d morl 9 !
azF ) ot 57 € F(ker(ds;lu,ru)) = C* U, NU:) - [{0/‘9"'1 f=1]
1 [=l 1 2
, Pog.l o0
d az; ¢ 0r;
== ——ct —-=0,Vl=p+1,---.n
BaF = 2= 5k ol  ak !

i 1=1 i 7 i

dont on déduit que 15» = rg(rf“, -+, r!) pour tous l =p+1,---,n, et que les transitions

s’écrivent ; o gpj_l R (us(x}. - .1;-‘),hij(1§+l, ---,x7)) pour un certain
difféomorphisme h;; : R7 — R7. On obtient alors les cocycles de Haefliger {Ui, si, hij)}ijer
avec les conditions de compatibilité requises, et définissant un feuilletage F unique tel que

E=TF. 0

On a introduit ces définitions alternatives parce que les cocycles de Hacefliger accentuent
la rclation inhérente entre les feuilletages ct les submersions, alors que le point de vue des
distributions involutives ct complétement intégrables permet de les visualiser en tant que
fibrés vectoricls. Ou ¢lot ce chapitre avee quelques exemples classiques de feuilletages.
Exemple 1 : Feuilletages induits par des submersions

Soit M et N(@ deux variétés lisses et f : M — N unc submersion. On considére des atlas
{(U;, ) Yier de M ct {(W;,¥:)}ier de N donnant la représentation en coordonnées de f

sous la forme normale d’unc submersion :

Yiofopl=m: RExRP 2RI, (ry)—y
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f induit un feuilletage 5 de A, dont les cocycles de Haefliger {(U;, s:, hij;) }: jer sont obtenus
en posant s; = ¥; o fi et hyj; = ;0 ¥y ! De fagon équivalente, on définit F y comme étant
le feuilletage de Af dont le fibré tangent est TFy := Uzear ker(f..).

Exemple 2 : Feuilletage de Kronecker

Soit @ € R~ Q, ct définissons 'application f: R? —» R, (z,y) — 2 — ay. Celle-ci induit un
feuilletage G5 de R? cn droites de pente a~!, puisque c'est une submersion. On considére
cnsuite le revétement

7 R2 — T2, (2,y) — (£27%, e27)

On obticnt un feuillctage F sur T? cn posant TF = Uycge ., (ker fuz), et dans ce cas,
I'image par 7 de chaque droite {(x,e"'z + b) | £ € R} (avee b € R) donne une feuille de F
densc dans T2

Exemple 3 : Un feuilletage résoluble par un fibré

Les bords de variétés M qu’on étudic plus loin sont des exemples de feuilletages résolubles
par des fibrés, dans le sens que M est la base d’un revétement fini 7 : W dM , o1 I'espace
total est lui-méme un fibré localement trivial £ — W 3 N. A la lumiére des deux autres
cxemples, on a un feuilletage F sur OM tel que TF = U, ciw Teiz(ker @.).) et les feuilles sont
les images par 7 des fibres de W. Un parfait exemple d'une telle situation est la fibration

dc Hopf, o on décrit la 3-sphére comme étant la variété
$3 = {(zl.z2) € C? ‘ |22 + |2%% = 1}

On définit sur S® la relation d’équivalence : (2!, 22) ~ (w!,w?) <= I € S! t.q. (w!, w?) =
(Az!', Az?), et on note ¢ : S3 —» CP! = S? I'application quoticent qu'elle induit. Celle-ci donne
a 8% la structure d’un fibré en cercles au-dessus de 2. D’autre part, on fait agir Z; dc fagon’
libre et proprement discoutinue sur ce fibré, en prescrivant 'action du générateur comme
suit :

— Dans les fibres, 1 € Zj agit comme multiplication par F ;

— Sur la base, 1 € Z; agit par une rotation d’'un angle +ZT" autour d’'un axe fixe.

Cette action induit un revétement fini 7 : $® — $3/Z, dont la base cst feuilletée par les

images des cercles de S3 par «.






CHAPITRE III

HITCHIN-THORPE I - VARIETES COMPACTES

3.1 Formes normales du tenseur de courbure

Soit (V,{-,-)) un espacc vectoricl cuclidicn sur R de dimension n. Le sous-espace vectoricl
CPV := S2APV dc APV ® APV cst appelé cspace des structures de courbure d’ordre P
de V. Si par cxemple M cst unc variété ricmannicnne et r € M un point quelconque, le
tenscur de Ricmann cst un élément de C?T, M, et le tenscur de Ricci est un élément de
C!T: M. L'objcctif principal de cette section est d’obtenir la décomposition de ces cspaces
en facteurs O(V) et SO(V) irréductibles, pour les valeurs p = 1,2. Ceci méne ultimement a
la forme normale du tenseur de courbure sur une variété riemannicenne, ct en dimension 4,

4 la décomposition prenant la forme

W+ + S1d Z
R= _
Vi W-+ SId
ounZ =1} _ cst la partie sans trace de la courbure de Ricei, S la courbure scalaire,

zt o
ct W = diag{W™*, W~} cst le tenscur de Weyl.

3.1.1 Rudiments sur les structures de courbure

Soit V" un R -espace vectoricl de dimension n, muni d'une métrique cuclidienne g(-,-) = (-, ).

Définitions et commentaires
- L’algébre des structures de courbure cst la sous-algébre C*V = @,CPV = @,5?APV de

@pAPV @ APV, munie du produit de Kulkarni-Nomizu @, défini par
(1 ®B1) B (02 ® B2) = (a1 Aa2) @ (Br A B2); Yy, B; € A*V,i = 1,2

Le produit de Kulkarni-Nomizu cst la restriction a C*V du produit suivant sur @, ,APV ®

AV
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(a; ® B1) @ (a2 ® B2) = (01 Aag) ® (B A B2); o € APV, 3; € ATV

Si par exemple . 8 € S?V, et a,y,z,t € V, ceci donne
(@@ B)(z.y,2,t) = a(z, 2)B(y,t) + a(y, 1)B(z, 2) — a(z. t)B(y, 2) — aly. 2)B(z.1)

Etant donné quc les espaces CPV peuvent étre vus commic les endomorphismes symétriques

de APV, ils sont naturcllement munis du produit scalaire
(R.S)=tr(RoS); VR, S €C?V

- Contraction de p-formes : Soit {e;}1<i<n unc basc orthonormée de V. L'opératcur de
contraction de p-formes est I'application linéaire ¢ : APV & ATV — AP~V @ A7V définic
par

("(Fil/\"‘AP’P@"Jl/\"'/\(?]'q)=0
ct

cles, Ao Neiy Ao Aey, @i Ao Nei, Nej - Nej,)

((:,-1/\--4/\(‘2“/\‘--/\e,-k/\---/\(‘,-p)@(eilA---/\Eil/\---/\('ik/\(’jkﬂ---/\(’]—q)

k
=1

!
ou tous les ix et ji sont deux a deux distincts.
- Etoile de Hodge : On choisit une oricntation pour (V, g), ¢t on note w? la forme volume
canonique associée. Le tenscur g induit un produit scalaire sur APV pour tout p=0,--- ,n,
qu’on note (-, ~>g. L’é¢toilc dc Hodge associée & g € S?V est I'unique isomorphisme d’espaces

vectoricls #4 : APV — A" 7PV tel que pour tous «, B € APV, on a

aA(x8) = (a,B)gwg

Si {e:}1<i<n unc basc orthonormée de V, I'action de g sur un élément a = #a“'”i"eil A

- Aey, ost donnée par

. 1
(xga)?t Inor = 1

e R o gkik
VUEILTInp o0l @y iy = Gigky 0 Gigkp, O T

[

(ici €99% est le symbole de Levi-Civita généralis¢). Quand il n’y a pas d’ambiguit¢ sur la

métrique, on omettra l'indice g.

Proposition 3.1.1.

1) Pour o € APV & A7V, on a que c(gea) =gecla)+ (n—p—q)a.

2) Sip+q < n, Uapplication (ge-) : APV @AV — APHIY @ ATV est injective.
3) Sur S?V, (g® ) est injective dés que n > 2, et on a

(g ®a) = tr(a)g + (n — 2)a; Yo € SV
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Preuve.

1) Par linéarité, il sullit de vérifier la formule pour a € APV ® A9V qui soit un produit

d’¢léments d’une base de V. Sans perte de généralité, soit 1 < r < p< ¢ < n, {e;}1<i<n une
base orthonormée de V, et notons

er=¢e;, N---Ne;_;

e; = e, /\---/\ejp_r;

eK = €k, /\-~-/\ekq A

e = e, AN--Né, N - Ne_,pour l <I<r;

a=eNeyRerNeg

On peut alors noter nos contractions comme suit

r

(f((’):zel;/\f’.j\x)(‘f[‘//\(‘f}(
=1

Avee g = 37| e; @ e;, la définition du produit. e permet d’écrire
gea= z eiNerNey@e; NejNeg
g luJuK

puisque (p + ¢ — 7) termes s’annulent dans la sommation sur 1 < i < n. En contractant, on
obticnt

c(gea) z c(e,-/\ell\eJ@ei/\el/\eK)
igIuJUK

r

z [(CIA(iJ®ClA6K)+(Z(ii/\(tllf/\e‘]®fti/\€1;/\e;()

igluJUuK =1
= z a+ z (e; ®e;) o c(a)
igIUJUK iglUJUK
n
=(n-p-g+ra+t) (e&e)ocla)~ Y (e®e)ec(a)
i=1 i€ JUJUK

pour le tout dernier terme

-
z (e; ®ei)ecla) = z Z(ei Nep Ney) ®(ei ANep Aek)
icluJUK icJuJUK I=1
T

=) (e Aey Aes) ® (e, Neyr Aex)
=1

M-

(-1)2¢-D(e; Ney)® (ef Aek) = ra
l

1

ct puisque ge c(a) = -7 | (e; & €;) @ c(a), on a bicn

clgoa)=(n—-p-q+rja+gecla) ~ra=gecla)+ (n—-p-qla
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2) Si on contracte ¢(g ® a), on obticnt

*(gea) =c(gec(a)) +(n—p-q)c(a)
= gecd(a) + (n—p—gq+2)e(@) + (n—p - q)e(ar)
=gect(a)+2(n—p-q+1)c(a)
la deuxiéme ligne venant du fait qu'en général, on a que ¢"(a) € APV ® AT""V pour
a € APV ATV ¢t r < min{p. g}, d'ou I'annulation de (p+ g - 2r) termes dans la sommation

donnant g e ¢"(a). Maintenaut, en supposant que la formule générale
goea)=ge(a)+r(n—p—q+1-1)"" o) (*)
est vraic, on obticnt cn contractant une fois de plus que
c*tlgea)=gecH a)+(n-p—g+2r)c(a)+r(n-p—g+r-1)(a)
=gect(a)+(r+ 1) (n—p—g+r)c(a)
cc qui démontre la formule (x).
Maintenant, on supposc quc a € ker(g e -) ¢t que p + g < n. Par la définition de ¢ :

APV ® AV — AP~V @ A971V, on voit qu'il cxiste un k& > 0 tel que #(a) = 0, donc cn

utilisant (x) avec r = k, on a
Flgoa)=k(n—-p—q+k- e Ya)=0= &) =0

étant donné que k(n — p — g+ k — 1) # 0. En utilisant cnsuite a répétition I'équation (x)
avec r = k — j, il est facile de voir que pour tout 1 < j < A& -1, 0n a k=2 (a) = 0 qui
implique ¢*~U+V(a) = 0. On obticnt cn particulier a = 0, donc I'injectivité de (g -) quand
p+g<n

3) Sur S2V, la formule de I'énoncé découle directement de (1) avec p = ¢ = 1, ainsi que de
c(a) = tr(a), Va € S2V. En ce qui concerne l'injectivité de 1'application (¢&-) : SV — c?v,

on applique I'énoncé (2) avee p=g=1et n > 2. O

Proposition 3.1.2.

L’étoile de Hodgye associée au produit euclidien g sur V satisfait les propriétés suivantes :
1) Sur APV, on a +* = (~1)P"~P) [drpy, pour tout p=0,1,--- ,n.

2) Sur un élément d’une base de APV , et par rapport ¢ une base {e;}?_, orthonormée de
V:

1 .
- . JiIn-pg. )
Eiyoo e, N---Ne
(n—p)! i1 71 Jn p

3) Ona:+xl=e A Aeg;etx(eyA---Ney)=1¢€ AV,

x(eg, Ao Ne )=

Dans cet énoncé, on a écrit €;,..;,7* "7»-# au licu de €, .4,j,...j,_, pour étre cohérent avee

convention de sommation d'Einstcin.
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Preuve.
1) Pour démontrer 1'assertion, on aura besoin de la relation suivante cntre les symboles de

Levi-Civita ct de Kronecker généralisés (c.f. (Fec06), p.109) :

. o . 1llrklkq _ kl'“ka
Eigoripgro g€ = rlslé;

ol 6;‘;"_';* = 1., 6;". Il suffit alors d’appliquer la définition deux fois. On a pour tous
p=0,--- ,nct a € APV :

2 i 1

(* Q)‘lmlp — G__l)),(*a)ll--ln_pel“"l"-r"l“'ip
1 1 -
— (n—p)! 1—)'.(’-“.“]"5-7.1'”-7.”1“"" ,.:| gl —pir-ip
adtir N
= ———((-1)P"=P)pl(n - p)ls l‘p)
pl(n - p)! (( 1) pl(n p)")};w;,

— (—1)P(n=P) 4t1-ip
(-1) o

2) En suivant notre convention, sia =e;, A---Ae; ,onaalt i = p!6j‘,','_'7” qui donne
1 P iy
l]~--ln_,. — 1 |6]1]p k1~~~kpll~'~ln_p
(*a) = H P05,..i, irks " Gipky )€
= €ipg, I
On obticnt alors le résultat cn substituant dans
1 — .
*(eil A A eip) = (n — p)|(*a)-’l J"_Pejl A /\Jﬂ—p
3) Avcc la partic précédente :
1 . .
x]l = i€ Pitng, AecAe =€l A Aey
1=(-1)°1 =421 =x(e; A---Ae,)
a

3.1.2 Décompositions de C2V, C'V et APV

Ayant défini les structures de courbure en général, on s’intéresse a obtenir des décompositions
irréductibles sous les actions des groupes O(V) et SO(V) des espaces C!V, C?V et APV. Le
premier résultat important pour cette étude, est le théoréme des O(V)— invariants de Weyl,
dont on peut trouver la preuve compléte dans la section 13.7 de (Spi99) (pp-317-330), et qui

s’énonce comme suit :



30

Théoréme 3.1.3. Weyl
Il n’y a de formes linéaires O(V)— invariantes sur V®? que si p = 2l . Dans ce cas, ces

formes sont engendrées par les formes élémentaires
i
for i1 ® - Dva— [[ao.ve) i Vi= 12 v, €V
j=1

ou a7 : {1,---,1} = {1,---,21} sont des applications injectives d’images disjointes. De

plus, pour p =2, la seule forme invariante est la trace.

Le second résultat dont on aura besoin est le suivant :

Proposition 3.1.4.
Soit W C T(V) un sous-espace vectoriel O(V)-invariant. Si l'espace des formes quadratiques
O(V)-invariantes sur W est de dimension k, alors W admet une décomposition en au plus

k facteurs O(V)-irréductibles.

Preuve.

Supposons que W C T'(V) admet unc décomposition en r > 1 facteurs O(V)-irréductibles
(W= @;:l W;), et que I'espace des formes quadratiques O(V)— invariantes sur W est de
dimension & > | avec k < r. On considére les projecteurs g-orthogonaux { P, };=1 sur les
sous-cspaces ()(V)-irréductibles. Puisque ce sont des endomorphismes ()(V)-¢quivariants de
W, cn posant p;(z) = (Pw] (I),.’l‘>w, pour j = 1,--- ,ret z € W, on obtient des formes
quadratiques O(V)— invariantes sur W qui sont lin¢airenient indépendantes. Si k < r, soit

on a qu'au moins r — k factcurs W; sont triviaux, soit que 'espace des formes quadratiques

n'cst pas de dimension k, ct on cn conclut que k£ > r. O

Unc forme quadratique O(V)- invariante sur W C T(V) peut étre vue comme une forme
linéaire O(V)— invariante sur W®2. Le théoréme de Weyl permet donce de générer ces formes
a partir des invariants ¢lémentaires. Pour les décompositions sous I'action de SO(V) de nos

cspaccs, on fera usage du lemimne suivant

Lemme 3.1.5.

Soit W c T(V) un sous-espace vectoriel O(V)-irréductible, dont W = €

r

=1 W, est une

décomposition en facteurs SO(V )-irréductibles, et Wy les sous-espaces propres de Uendo-
morphisme induit sur W par 7o = diag(-1,1,---,1) € O(V). Dans ce cas :
1) La valeur maximale possible de r est 2.

i) Sir =2, alors dim W, = dim W, et dimW, =dimW_.
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Preuve.

Supposons que l'on ait la décomposition W = ®;=1 W;, ct notons les faits suivants :
Pour tout j = 1,--- ,r, 70(W;) est SO(V)— invariant
Pour tout j =1,--- .7, 10(W;) C WJ»J-

La premiére assertion vient du fait que pour tous a € SO(V) et x € W;, on a 7garg € SO(V)
ct 70 (aro(x)) € W;, et donc a(y) € To(W;) pour tout y € 7o(W;) puisque 74 = Idy . Pour
la scconde assertion, si on avait un 1 < j < r tel que 1o(W;)NW; # {0}, alors 7o (W;) = W,
a causc de la SO(V)— irréductibilité. En notant maintenant que les éléments de O(V) de
déterminant -1 peuvent étre exprimés comme produit d'un ¢élément de SO(V) avee 79, on
obticndrait que W est O(V)-invariant, contredisant I'hypothése d’irréductibilité de ¥ sous
'action de O(V).

On démontre le lemme :

i) Sir=20+1: Pour tout j = 1,---,l, on supposc quc 70(W;) = W;,;. Cela donne
10(Wai+1) = Warig, ce qui contredit le deuxiéme fait. Donc la scule valeur de r impaire
possible est 1, et r > 1 impose que r = 21,

Sir=2l: Dans cc cas on écrit W = @;:I[Wj ® 10(Wj)], et on voit que les facteurs
W; & 10 (Wj;) sont O(V)~— invariants pour tout j, contredisant encore lirréductibilité de W
sous O(V), a moins que r = 2.

ii) On supposc qﬁe W = W, & Wj,. Puisque 7o cst un isomorphisme, dim 7o (W;) = dim ¥},
ct on a claicement dim W = dim Wy puisque 79(W)) = W,. Pour montrer que dim W, =

dim W_, on notc A : W, = W, 'isomorphisme permettant d’exprimer 7o sous la forme

0 A . 9
T0 = (puisque 75 =1d )
A—l

par rapport a la décomposition W, & W;. On considére aussi ’endomorphisme

0 -A
X = .
A- 0
satisfaisant x o 7o = —7p o x. Celui-ci intervertit les sous-espaces propres W, et W_, et on
obticnt qu'ils sont de méme dimension puisque x cst un isomorphisme. (]

Proposition 3.1.6. Décompositions de C'V

1) C'V = S2V se décompose de maniére irréductible sous l'action de O(V) comme suit
S?v =R[g] ® SV

ou S2V dénote le sous-espace des éléments de S?V de trace nulle.
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2) Pour dim V' > 2, SV est irréductible sous l'action de SO(V'), et la décomposition en (1)

est aussi SO(V)— irréductible.

Preuve.
1) D'aprés le théoréme de Weyl, les formes linéaires O( V) — invariantes sur V®4 sont générées

par

ILi(n1 ® - & vg) = g(v1, v2)g(vs, va)
Io(vy ® - - & vg) = g(v1, v3)g(va, v4)

I3(1 @ - € vg) = g(v1, va)g(va, vs)
Pour a € S2V | cela donne les formes quadratiques

Zau -aj; = I)(a ® a), définie sur R[g]

ij

z:(oq])2 =Ty(a ® a) = I3(a 2 a). définie sur SZV.

ij
On obticnt alors que les espace des formes quadratiques O(V) - invariantes sur R et S2V
sont unidimensionnels, et donc irréductibles par la proposition (3.1.4).
2) On reprend 'endomorphisnie 7o de la preuve de (3.1.5), et on utilise la méme notation
pour I'endomorphisme qu’il induit sur S2V. Soit {¢i}1<i<n unec basc orthonormée de V, ct

considérons les ensembles de vecteurs suivants

B_ = {e; ®ej;j > 1}, (n — 1) vecteurs propres orthogonaux de 7o associés a la valeur

propre -1;

B, constituée des (n — 1)(n — 2)/2 vecteurs orthogonaux {e; G ¢;}1<ic; , ainsi que des
(n — 1) vecteurs orthogonaux de la forme e; ©e; —e; @ ey, § # i ct linéairement indépendants

de g = 3", e; G e;; tous des vecteurs propre de 7o associés & +1.

B, UB_ U {g} cst unc base de S?V constituéc de vecteurs propres de 7o, et d'aprés la
partic (1), on a que B, UB_ est unc basc de SZV. D’aprés le lemme (3.1.5), pour que S3V
admette unc décomposition SO(V)— irréductible, il faut que By aient le méme cardinal,
icquen—-1=n(n-1)/2ct donc n=1,2. Pour n =2, dimSgV = 1, donc nécessairement

irréductible, ct il en va de méme pour tout n > 3. O

Proposition 3.1.7. Décompositions de APV
1) Pour toutp=1,---,n—1, APV est O(V)— irréductible.
2) On ne peut avoir de décomposition SO(V)— irréductible de APV que sin =2l et p=1.
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Preuve.

1) Soit o € APV. Les formes quadratiques O(V)— invariantes sur APV sont obtenucs via les
différentes contractions possibles de @, i, ® ajy...j,, Mais puisque pour tout o € S, on a
que a;, ., i, = Sgn(o)oy, i, n'importe quelle forme élémentaire invariante sur APV sc
trouve étre un multiple de Ei1,~~ ,ip(ﬂi,~~i,,)2, ce qui montre que l'espace qu’clles générent
cst de dimension 1, d’ou lirréductibilité par (3.1.4).

2) Comme précédemnient, on considére les vecteurs propres de I'automorphisme induit par

n—1

To € O(V) sur APV. Dans cc contexte, on aura vecteurs associés a la valeur
P
n—1 .
propre +1 de 7o, et vecteurs associés & -1. Les deux nombres devant étre égaux
p—1
par (3.1.5), on doit avoir p = n/2, ct donc n = 2I. ]

On cn vient maintcnant a la décomposition de 'espace S2A2V .

Définition et notations

L’application de Bianchi est '¢lément de End(S2A?V) défini par
1
A(R)(z,y.2,t) = 3 [R(z,y,2,t) + R(y, 2,2,t) + R(z,2,y,1)]

pour tous R € S2A?V ct x,y,2,t € V*. On emploic dorénavant les notations suivantes :

B=Im§g
Z=go SV
U=Rlgo 4]

W=(ZoU) Nker g

L’application de¢ Bianchi est G'L(V)-invariante puisqu’elle ne fait intervenir que des permu-
tations. D’autre part, on notc quc B s'identifie & A*V. Pour montrer cette asscrtion, on

rcmarque qu'en termes de composantes dans unc base orthonormée :
4.
Qijkl = Qijl = Qjkil = Okliz, Yoo € AV et

Xjiet = Xijie = = Xijer = Xuejt, VX = B(R) € B

(les deux premiéres égalités venant du fait que R € S2A?V, et la derniére du fait que
Xikit = Xjiet = Xgjut). Donc en tant que sous-espaces de S2A2V, on voit que A*V et B sont
définis en imposant les mémes symeétries, et correspondent par conséquent au méme espace.

Avec ces définitions en main, on a le résultat suivant :
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Proposition 3.1.8. Décompositions de C*V

La décomposition de C*V en sous-espaces O(V)-irréductibles est donnée par

Cv=B3ZaUdW

Preuve.
Les formes quadratiques O(V)-invariantes sur V&4 qu’on obtient par le théoréme de Weyl,
ct non-identiquement nulles sur C2V sont engendrécs par

Z (Tiik)%5 Z Tijit - Tijar s Z Tiji; - Thtkt s Z Tijnt - Tinjt; VT € CPV

i3,k ik i,3.k.d ig.kd
donc €2V admet unc décomposition en au plus 4 facteurs O(V)-irréductibles, par la pro-
position (3.1.4). En utilisant I’application de Bianchi, on a que C?V = ker 8 & B. Commie
B =~ A1V, cct espace est O(V)-irréductible par la proposition (3.1.7). Pour cc qui est des
factcurs dc la décomposition ker 3 = Z & U ) W, on remarque que pour tous € S2V,a€
SO(V)et z,y,z,t €V,ona

la(g ® r)](2,y,2.t) = g(x, 2)r(aly). a(t)) + g(y. t)r(a(x), a(2))
- gla,Or(ay).a(2)) - g(y- 2)r(alz), a(t))
= (9o a(r))(z.y,2,1)

ct donc en tant qu'application, g @ - : S2V — C?V cst O(V)-équivariante, ct puisque SFV
est O(V)-irréductible, on obtient que Z = g ® SZV est O(V)-invariante ct irréductible.
U = R[g ® g] cst aussi O(V)-irréductible puisque de dimension 1, et enfin. W est O(V)-
invariante par orthogonalité, et nécessaircment O(V)-irréductible par la premicre remarque

de la démonstration. a

Si dim V < 3, la structure de C2V cst particuliérement simple :

Corollaire 3.1.9.
SidimV =3, alors C*V = ZaU. SidimV = 2, alors c’v=U.

Preuve.

On note tout d’abord que B = AV = {0} dans ces deux cas.

dim V = 3 Par (3.1.1-3), I'application (g @ -) cst injective, donc dim £ = dim SZV =5, tout
comme dimC2V = dim A?V (dim A2V +1)/2 = 6. Par la décomposition en (3.1.8), on conclut
que dimW = 0, d’ou le résultat.

dim V = 2 Dans cc cas on a dimC?V =1, et
Z=gBSIV=gOR[e,®er.01C e — €3 O eg] = {0}

donc on a nécessairement C2V = U. a
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3.1.3 Casdedim V =4

Dans cette partic on considére n = 4. L'étoile de Hodge * : APV — A%~PV cst un endomor-

phisme symétrique pour p = 2. On utilisera ce fait pour démontrer le résultat suivant :

Proposition 3.1.10.
Soit dimV = 4 . Sous Uidentification End(A%V) = (A2V)®2, on a les caractérisations

suivantes pour les éléments de C2V :

(i) B=R[s);
(il) ReEZ& Rox=—*oR;

(i) ReEW o Rox=x0oR, tr(xoR) =0 et tr(R) = 0.

Preuve.
i) On voit que '¢toile de Hodge sc décompose comme suit, par rapport a unc base ortho-

normée et orientée {e;}{_, de V :

*=[exNe) @(eaNes) +(e2Ne3)®(e1Aeg)+ (eaAer) @ (ex Aey)
+ [(el A 64) ® (eg A 83) + (62 A 84) ® (63 A el) + (e3 A 64) ® (eg A 62)]
= 2[(el ANeg)®(ezNeq)+(eaAeg) ©(eg Aeg) + (ea A e4) © (e3 A ey)]

=64((e1 A e2) O (e3 A ey))

ou la derniére égalité vient de

(Rijki + Riji + Rijki) ; R € S?A*V

W =

1
3 (Rijit + Rykit + Reijt) =

B(R)ijkt =
Ceci montre montre que * € B~ {0}, ct comme cct cspace cst de dimension 1 (isomorphe a
A*V), on a lc résultat. Notons aussi que si R € C2V cst tel que tr(* o R) = 0, cela signifie
par définition du produit scalaire utilisé que R € BL.
ii) Soicnt A**V les sous-cspaces propres de * associés aux valeurs propres +1. Avec nos
identifications, on a A2tV ® A2~V = {R € C?V|R o * = — s oR}. Cette condition d’anti-
commutativité implique que tr(x o R) = 0, ct aussi quc ir(R) = 0, donc modulo les identifi-
cations : A2tV 9 A"V C W& Z. On montre maintenant que, Z C A2tV © A2~ V.

Soit € SV, et {e;} unc basc de vecteurs propres de 7 avec valeurs propres {A;}. On a que
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les €; A e; sont des vecteurs propres de g @ r puisque

1
(g0 7)(ea Aeb) = = Y [gakTot + GoiTak — GatThk — GbkTal] - (€x A €1)
247

1 . . . .
= 52[.%1:/\:%1 + gt cOak — GatMeObk — bk MOat] - (ex A )
kil

1
= 52/\4 [(e,, A guje;) — (gniej A ea)] + X [(g,,jej Aep) — (ep A gajej)]
j

= (/\,, + /\b)(e,, A eb).

Si de plus r € S3V, on a que z‘;:l A; = 0, ct puisque I'¢toile de Hodge intervertit les
vecteurs propres de g ® r (c.g *(e1 A e2) = e3 A ey), on aura pour tout a € A%V que
[(g® 7)o *)(a) = —[* o (¢ ® )](a). Par conséquent : Z C A2V € A>~V.

Pour terminer la démonstration, on vérifie facilement que

dim (A2*V ©A*"V) =9 =dim (§jV) = dim Z

doit Z={ReC?V | Rox= —x0oR}.
iii) Les conditions tr(* o R) = tr(R) = 0 éliminent B et U, ct la condition Rox = xo R

¢élimine Z, donc on a nécessaircment que

W={ReC?*V|Rox==x0R, tr(xoR) =0, tr(R) = 0}

On définit maintenant deux sous-espaces de W dont on aura besoin pour la suite :
W+={REW|RO*=*0R=R}
W™ = {REW|R0*=*0R: _R}

ceux-ci sont respectivement les tenseurs de Weyl auto-duaux ct anti-auto-duaux. La décom-

position de (3.1.8) devient donc
C?V=BoUd ZaWr oW~

Si on considére maintenant un élément R € BL ¢ C?V, c’est-a-dire un opérateur de courbure
satisfaisant la premiére identité de Bianchi, alors la décomposition ci-dessus permet de le

représenter sous la forme donnée dans le préambule de la présente section.

3.14 Décompositions du tenseur de courbure sur une variété riemannienne

On illustre maintenant la théoric développée jusqu'ici dans le contexte de la géométric ric-

mannicnne. Soit (M, g) une variété différentiable munie d'une métrique ricmannienne, et
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notons V la connexion de Levi-Civita associéc 4 ¢g. Le tenscur de courbure de Riemann

(associé & g) cst I'élément R € I'(End(TM) 2 T* M%2?) dont I'action cst donnée par
R(X.Y)Z = [Vx,Vy]Z - Vixy)Z € X(M),VX.,Y,Z € X(M)

On notera que les symétries du tenscur de Riemann, ainsi que lidentification TM = T*M, en
font un ¢lément de T (S?A2TM). Soit ¢ : T(End(TM)®T* M®2) - T'(T* M®2) l'application
linéaire agissant sur les fibres de S?A2TM de la méme fagon que la contraction définie 4 la

sous-section 3.1.1, on définit alors la courbure de Rieci comme étant
Ric:=c¢(R)eT (T'M®2) sou Rie( X,Y)=tr{Z — R(X,Z)Y},VX,Y,Z € £(M)

Enfin, on définit la courbure scalaire S comme étant la trace de la courbure de Ricci, c’cst-
a-dire

S :=tr(Ric) € C=(M)
Avee ces définitions, et le résultat (3.1.8), on énonce :

Théoréme 3.1.11. Décompositions du tenseur de Riemann

1) Pour une variété riemannienne (M, g) telle que dimM =n, on a

S 1 S
= Ric— — w
k 2n(n—l)g®g+(n—2)< e ng)@g-l—

it) Si n =4, alors le tenseur de Riemann admet la décomposition

’ S ”
W+ 4+ 3Id VA
T+

S
zt W-+51d

0 z
ot = (1/2)[Ric - (5/4)g] © g.
A

1) Sin =3, alors R est complétement déterminé par la courbure de Ricci
S S
R=— Ric - -
12g@g+ ( ic 3g) By
iv) Sin =2, R est complétement déterminé par la courbure scalaire

S
R=—
4g®g

Pour ce résultat, on aura besoin du fait suivant :

Lemme 3.1.12. Soit (V,g) un espace euclidien, et ¢ : APV ® ATV — AP~V @ A1V

la contraction définie en 3.1.1. Avec les mémes notations que précédemment, on a W C

C%V Nkerc.
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Preuve.
1l suffit de vérifier que pour tous a € S?V ct £ € C2V, on a Ir(acc(f)) = ir((gB a) o §).
En cffet, si on considére une base g-orthonormée {e;} de V et qu'on écrit
£ = Z £ijkl(’.1 NejepNeps a = Zuijci Ae;
ikl ij

alors on a

(&) = Z (Z{kikj)(f,- e (9B a) = Z ke Nej e Aok
1.7 k

i.j.k

Ceci donne les cxpressions suivantes

(9B a)o Z anlfukr)P Ae; Qe Aey
3.kl r

aoc(f) = E E "”)ez‘(:ej
ij r.s

qu'on injecte dans les définitions des traces
tr(nor({)) = Zg([uoc({)](:,.(r,—) ((J@(Y Z([ 9B a)ofle; Aej, 6‘1/\(J>\2v
i i,

En cficctuant les simplifications nécessaires, on obtlient que

tr((,yoc(f) Z{ kaﬂ“ }—h (g @(r)o{)

Pour tout £ € W, cctte égalité ct la proposition 3.1.8 impliquent que pour tout o € SV,
on a {(a,c(€))say = (90 @),&) 2y, = 0, cest a dire que ¢(§) = 0 pour £ € W quelconque.
Il en découle alors que W C ker ¢ N C?V. O

On revient au théoréme :

Preuve. (3.1.11)
Il est clair que (ii)-(iv) découlent de (i), ainsi que des résultats (3.1.8) ct (3.1.9). Pour montrer
(i), il suffit de vérifier quavec I'expression donnée, on a bien ¢(R) = Ric. Avcc la formule de

la proposition (3.1.1-3), on a les expressions
(g g) =2(n—-1)g; c(Ric® g) = (n — 2)Ric+ Sg

Par le lemme (3.1.12), on a de plus que ¢(W) =0, d'on

-S 1 . .
¢(R) = (m) c(gBdg) + mc(ﬁzc@ g) = Ric
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Le tenscur de Weyl peut étre vu comme le "reste” de deux divisions successives de R par g,
mais il y a unc autre fagon de l'interpréter : le tenseur de Weyl est la composante du tenscur
de Riemann qui est invariante sous transformations conformes. En cffet, pour f € C*(M),

ct cn posant § = %/ ¢, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1.13.

Si W et W sont les tenseurs de Weyl associés a g et g = e?/ g respectivement, alors pour

tous X,Y,Z € (M) on a W(X,Y)Z = W(X,Y)Z.

Cette proposition se démontre a 1'aide du

Lemme 3.1.14.

Soient V et V les connerions de Levi-Civita assocides & g et § respectivement, et R et R les
tenseurs de Riemann. Alors :

1) Pour tous X,Y € X(M) et a € QY(M), on a que
K(X,Y):=VxY - VxY = X()Y + Y ()X - g(X,Y)G,

K(X,a) :=Vxa-Vxa=-X(fla—a(X)df + g (a,df)g(X, ")
ou Gy = g~1(df, ) est le gradient de f .

2) Sous une transformation conforine de la métrique le tenseur de Riemann est modifié

comme suit

R(X,Y)Z = R(X.Y)Z + [9(B(X).2)Y - g(Y,Z)B(X)] - [¢(B(Y),Z) X — g(X,Z)B(Y))
ot le tenseur B € I'(End(TM)) (dépendant de f) est défini par
1
B(X)=-X(f)Gy+VxGs+ §Gf(f)X
Les démonstrations de la proposition (3.1.13) et de la seconde partic du lemme ci-dessus sont

reportés & I'appendice des preuves complémentaires. On prouve uniquement le (3.1.14-1),

puisqu’on cn fera usage au chapitre suivant :

Preuve. (5.1.14-1)

Dans des coordonnées locales, les symboles de Christoffel de la dérivée covariante V sont

donnés par
~ M e
rf = 7( = 01Gij + 0igj1 + Ngu) = E_ZIT [ - 3 gi5) + Bi(e* gj1) + B5(e* gu)]
Kl
= 97( — Digi; + Digit + Augu) + g [ = (A f)gi; + (8 F) gt + (85 f) gui]
*

=I5+ 85(0.f) + 659, 1) — (Gp)r g,
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ol (Gp)k = g*78, f. Ceci donnc les composantes de K dans le systéme de coordonnées utilisé
Kb =Tl - Th = 85(8.) + 6£8,0) - (G1)' gy
qui permiet alors d'éerire

K(X,Y) = (KEX'Y?)0, = (X'8./)YI8, + (Y78, /) X' 0 — (9:5X'Y7)(Gp)* ok
=X()Y +Y(N)X - g(X,Y )Gy
Pour la scconde identité, puisque 631 da* = -T fjdﬂ, om a l;'fj = —A’fj. ct donc :

K(X, o)

~(X'8:f)(yda’) — (cx X*)(8; fdz?) + (9i; X dz?)(g" D1 f)

= -X(fla - o(X)df + g7 (e, df)g(X, ")

3.2 L’inégalité de Hitchin-Thorpe

On sc propose dans cette scction de démontrer I'inégalité x(A) > (3/2)|7(M)|, pour M unc
varié¢té d’Einstcin compacte, oricntée, sans bord ct de dimension 4. L'idée est d’exprimer
les intégrands de x(Af) et de 7(Af) en fonction des composantes du tenscur de Riemann R,

suivant la décomposition en termes de tenscur de Weyl, de Ricci et de la courbure scalaire.

3.2.1 Formes de Pontrjagin et d’Euler en fonction de R
3.21.1 Notations

Soit (M,g) unc variété ricmannicnne compacte, orientée ct sans bord. On notera 1 €
02(M,s0,) la 2-forme de courbure associée a la connexion de Levi-Civita de g, ct n la
dimension de M. De maniére générique, {e;}1<;j<n désignera un repére orthonormé local
sur TA. Localement, sclon le repére {e;}, le tenscur de Riemann se décompose comme suit

1 . 1 S
R= §Rzu’[el Ne'l@[e* ®ep] = iﬂz(ei,ej)[e' A3 [e® ® ey

Dans notre discussion, on fera implicitement usage de I'identification entre TM ct T™AL,
ce qui signifie qu’on confondra Rgij et Rqpij. D'autre part, on verra R comme opérateur de
courbure, c'cst a dirc comme un élément de T(S2A2TM), donc on écrira souvent R(e; A

€;,€q A ep) au licu de Rapij = Rijan. Avec ces identifications

1
R 1 Z Rijables A ej] @ [eq A ep]

a.b.i.j

I
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donc

R(e; ANej) = R(e; ANej,eq Aepleq Aep

Qg(pu-, ep)ea Aoy

N = N =
]
o

S

a

Q{(eﬂ, eb)eﬂ N ep
b

A

a

ce qui signifie qu’on fera I'identification R(e; Ae;) = Qf

Si I = (iy,--- ,%,) cst un ensemble d'indices tels que i) < - < i, et p € S, (pour un cnticr

donné r), alors on écrira

ef=¢e;; N---Ne;, ct ey =P (e,) = €, ARER /\e,'p(r)

Enfin, la forme volume associée & {e;} scra notéc : dv =€ A --- A ey,
3.2.1.2 Forme d’Euler

Dorénavant on considére que n = dim M = 4. En utilisant nos notations, le pfaffien est

donné par (c.f. (Bes81), p.189)
Q 4!
71 (5r) = (7o

) i Z ( )QP(I) AQP(3)
4\ 1
=l ) 3 E(P)R(epm A ep2)) A Rlepa) A epa))

p(2) p(4)

ou I = (4,7) avee 43 < ig, ct e(p) cst le signe de la permutation p. On peut maintenant

exprimer la forme d’Euler comme la trace d’un élément de I (S2A2TM).

Proposition 3.2.1.

En dimension 4, la caractéristique d’Euler est donnée par

x(M) = 812 / traarar((* o R) o (x o R))dv

Preuve.

Localcment, on a

t",\’TM( *oR * oR) = Z
1
I

AR

2
- T)2<Pf(%)’dy>m’rm

*Rx*R ez)w“’>,\znl = Z <( * R)(er), R(*e’)>,\2ml
1

( )
R(xer) A xx R(er), d">,\..TM - <¥ Rler A R(*el)'dl’>/\4ru

(
(

—_
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ou la scconde égalité vient du fait que x, R € T (52A2TI\I) . Par le théoréme de Chern-

Gauss-Bonnet, cetle [ormule signifie que

Q 1
\((/\l) —./I;I Pf (271_) = .8?_/1;1 lTAZTA,[(*H* H)dl/

3.21.3 Formes de Pontjagin

Pour unc variété de dimension 4k, la forme totale de Pontrjagin est définic comme ¢tant

2y 0y 2y, L IV DY et (1+ 2
p o) b1 2 b2 2 TPk 2r =de 2

ol pi(§2/27) € Q¥ (M), ct le terme de degré 4k est donné par (c.f. (Bes81), p.192)

90 ai
Pk (g) 211_ vy Z Z o /\Q )

I a€eSy

Dans le cas de la dimension 4, le L-polynéme de Hirzebruch (calculé avec la 2-forme de
courbure associée a la connexion de Levi-Civita 9V) est donné par la 4-forme L(M,V9) =

p1(7Q2/2m) /3, ct avee I'expression ci-dessus, cela donne

1 i i : i 1 i i
L(M,%V) = o= > (Qi: AQE - Q2 /\Qi;) =53 > araz

11<i2 11 <iz

1
= 127T2 D" R(ei, Aew) AR(es, Aey) = W;R(”) A Rlep)

13 <1z

Le théoréme de signature stipule alors que

=3 [ n (%) g DL I

I

En termes de la trace d’un élément de T (S2A2TM), on a le résultat suivant.

Proposition 3.2.2.

En dimension 4, la signature de Hirzebruch est donnée par

T(AJ) = ./[;I [‘"AZT]\I(RO * O R)(ll/

1
1272

Preuve.
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Localement, on a

<p1(1\l),du> R(er) A R(ey),dv >MTM

AATM

ATM

(A
<n ) Ax(+R)(e ),du>
(Reer

R )>A2TM

<R*R

L L L e
|»—t :i|n—l :iln—l :Q|»—t

72
):
72

= galrarm(RosoR)

oil la derni¢re égalité vient de la définition de la trace, et celle d’avant de la symétrie des

endomorphismes * ct R. 0O

3.2.2 L’inégalité de Hitchin-Thorpe

- Dans cette partic, on utilisc la décomposition orthogonale R = U + W + Z | qu'on peut
aussi écrire
w++ £l z

zt w-+SHd

R:

On a aussi démontré les caractérisations suivantes
(i) Zox=—x0Z;
(1) *oWEF=WEosx=1W?;
(i) U =(S/12) Idp2ry
- D’unc part, on a que
(*oR)o(xoR) =[x (U+W+Z)x]o[U+ W+ 2Z]|=[U+W - Z]o[U+ W + 2]
=(W2+U2—Zz)+[2WoU+(W+U) Z(W +U)|

En sc rappelant que (A. B)End(A,TM) = traaras(A o BY) , ct cn prenant la trace de I'endo-

morphisme précédent, on obtient
tr((*o R)o (xo R)) "*'2™ tr(WW*) + tr(UUY) — tr(Z2")
+tr2Wo U+ (W +U)Z - Z(W + U)] = |W|? + ||U|]? - |12]|?

puisque (W, U) = (W + U, Z) = 0.

- D’autre part, on a que

RoxoR=UxU+WxW+ ZxZ4+QUxW+WxZ+Z«W+UxZ+ZxU
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les deux derniers s’annulent puisque Z* = — x Z,
wt 0 0 Z
WxZ= N =0=Z*+W
0o -Ww- zZt 0

cn prenant la trace de la composition R + R, on a les annulations suivantes

0 W+z
—tr(WxZ)=1tr r(Z+«W)=0
—w-Zzt
VA +Z
-tr(Z+Z)= - Z*Z')+tr(Z Z) 0
zZt 0 *Z
étant donné que tr (2‘(*2 Z Z = —tr Z*)Z‘)
- tI(U*U) < IdA2T1”>—O
- tr(U«W)= <*W>—0
la scule trace non-nulle étant donc
u/+ 2 0
tr(W « W) =tr(R+«R)=1Ir (W) =W 2= w2
0 —(W )2

- Avec ces cxpressions des traces, et en notant que ||U]2 = (5/12)2dim(A*TM) = 52 /24,

on a le résultat suivant

Proposition 3.2.3.

En dimension 4, on a les expressions suivantes

1
8T Q2

1 -
(M) = W/M (IW 412 = 11~ 2) v

S
XM = g [ (IR WIS = 121

Une variété ricmannicnne cst dite d’Einstein si clle admet unc métrique satisfaisant Ric =
(S/dim M)g, qui implique Z = 0. Avec les expressions ci-dessus, si g est une métrique

d'Einstein sur A de dimension 4, alors :

1 S?

M) = — WHPE+ W12+ 5 )d
XM = gz [ (1w IR W+ g )
3 1 _

2000 = gz [ AW = )

d’ou
3 1 52
M)+ =7(M) = —— W2+ = Jdv >
A+ 370 = gz [ (2P + ) v 20
3 1 . 82
- = —_ >
X(M) = ST(M) = 2/ (2||w 2+ 24)du_0

ce qui démontre notre résultat principal, & savoir :
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Théoréme 3.2.4. Hitchin-Thorpe
Si (M, g) est une variété d’Einstein compacte, sans bord et de dimension 4, alors sa carac-

téristique d’Euler et sa signature de Hirzebruch satisfont l'inégalité

S (an) < x(M)

L’utilité principale de ce théoréme est que si M est une variété différentiable de dimension 4
telle que x (M) < (3/2))7(M)], alors elle ne peut admettre de métrique d’Einstein. En effet,
si I'inégalité de Hitchin-Thorpe n'est pas satisfaite, on a par (2.1)

hr ZI?2 - (S + 2w 12| 5 sir(a) > 0
o< Brtany—an = { ¥ S (1217 - (55 + 20w 12)] 5 sin(an) >
<0

2 - -
s [ (1217 = (55 + 20w 112)] 5 si r(a)

donc forcément || Z|] > 0 pour n’importe quelle métrique riemannienne sur M.

Exemple : CP? et éclatements((Bes81) cxp.VI, (Bes08) scc.11-A)

La métrique de Fubini-Study sur CP? cst unc métrique de Kahler-Einstein, ct cette va-
riét¢ a comme invariants topologiques d’intérét x(CP?) = 3 et 7(CP?) = 1. On effectue k
éclatements en des points distincts de CP?, c’est-a-dire qu'on compose la somme connexe
CPZ#kC—Pz, ot CP? dénote le plan projectif avec I'orientation inverse. En utilisant les iden-
tités de la section 2 du chapitre 11, La caractéristique d'Euler ct la signature de Hirzebruch

de la variété résultante sont donnécs par :
Xk = X(CP?#kCP?) = x(CP?) + k[x(CP*) - 2] =3 + k

74 := T(CP*#kCP?) = 1(CP?) + kr(CP*) =1 — k

On a cnsuite que la quantité yx — (3/2)|7x| cst strictement négative dés que k£ > 9, ct on en

conclut qu’'au-dela de 9 éclatements, ¢CI’2;£;(:ICCC_I’2 ne peut admettre de métrique d’Einstein.
On a aussi le résultat suivant :

Proposition 3.2.5. Cas d’égalité
Si(M, g) est une variété d’'Einstein compacte, sans bord et de dimension 4 telle que 3|7(M)| =
x(M), alors son revétement universel M est une variété de Calabi- Yau, et en particulier hy-

perkdhler.

Preuve.
Sans perte de généralité, on peut considérer le cas od 7 > 0, car dans le cas contraire, il

suffit de prendre Uorientation inverse sur M (ceci revient a multiplier 'étoile de Hodge par
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-1, et d'inverser les roles des W), Par (3.2.3), on a que

1 S?
= WHPE+ WP+ =5 )d
g M (L Ly
= oz [ (I W) de = e
871'2 JM 2
c’est a dire
52
/ (ZZHW‘H2 + —)(lu =0= W ||=5=0
La premiére conclusion est que la courbure scalaire S est nulle. Puisque pour une variété

d’Einstein on a Ric = ﬁg, on obticnt que Af cst Ricci-plate.

1l reste a montrer que I'on peut réduire le groupe d’holonomie du revétement universel
M au groupe SU(2). On commence par noter qu'en dimension 4, on a la décomposition
A2T*M = AT M & A~ M, ot les sous-fibrés AT Al sont ccux dont les sections lisses sont les
vecteurs propres de 1'étoile de Hodge associés aux valeurs +1, et dont on peut identifier les
fibres a su; puisque A2R?* = s04 ~ su, @ su; (c.f [Joyce] sec.3.5). Maintenant, on munit M
de la métrique ¢ = m*g, ct on note respectivement R ct Q9 son tenscur de Ricmann ct sa
2-forme dc courbure. Avee R = W+ sur Al qui préserve A* M, on obtient pour tout r € M

ct pour tous X,Y € I(H) que
Re(X,Y) = Rog) (Maz X. 10 Y) € (AT M) (o) ® {0}

Avcee la remarque précédente sur les identifications, on a que QI(X,Y) € su; @ {0}. On sait

par lc théoréme d'Ambrose-Singer que I'algébre de Lic hot? cst générée par les valeurs
{Qg(x, Y)lzeM;X.Y € 35(1\7)}

donc hol® C sup @ {0}, ce qui signifie que Hol? C SU(2) x {Id}, et par conséquent qu'on
peut réduire le groupe d’holonomic de M a SU (2), ce qui cn fait une variété de Calabi-Yau

(et hyperkihler puisque SU(2) = Sp(1)). O



CHAPITRE IV

HITCHIN-THORPE II - VARIETES NON-COMPACTES

A la fin du chapitre II, on a montré que si on quoticnte la fibration de Hopf §% = S2 par
certaines actions de groupes finis I' d’isométries, on obticnt des espaces Y = S3/T feuilletés
par les images des fibres S? sous les applications quotient. La finalité du chapitre présent
est de démontrer unc inégalité de Hitchin-Thorpe pour des variétés non compactes, et dont
la géométrie a I'infini est similaire & celle des espaces Y = S3/I". Pour ce fairc, on sc base
sur quelques résultats de (DWO07), ol il est question d’unc telle inégalité pour des variétés
admettant une structure de fibré a l'infini. Les deux types de comportements asymptotiques
qu'on vicnt d’évoquer s’cncodent au travers de ¢-métriques et de F-métriques, dont on
établit queclques propriétés clés dans la premiére section. Pour des études exhaustives de ces
types de métriques, le lecteur est référé a (MM99) ct (Vai0l) pour les métriques de type ¢
(et d), ainsi qu’a (Rocl2) pour les métriques de type (F et F,).

4.1 Métriques de type ¢ et F
4.1.1 @ -métriques

Ici, on considére que M cst l'espace total d’un fibré localement trivial F — M 4N , ol
les variétés F' et N sont supposées connexes, compactes et orientables pour des fins de sim-
plicité. Le typc de métrique qu'on étudic dans cette sous-scction est modelé sur un céne dans
la base N et sur un cyclindre dans les fibres de Af : prés du bord, on a g ~ dr? + r2gy + &,
avec gy unc métrique riemannienne sur la base, ¢t x une forme bilinéaire symétrique sur
OM se restreignant a une métrique riemannienne sur les fibres F. Pour la suite, on se fixe
une fonction de définition du bord x € C*(Af,Ry) (z = 1/r), ct on abuscra la notation en

écrivant p = (y, 2) € OM, avec z € F ct y € N. Dorénavant, I désigne I'intervalle fermé [0. 1].

Définition. L’algébre X, (M)
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Soit X,(M) = {X € X(M)|Vp € OM. X, € kerd,p, X -7 € .TZC"C(M)}, I'espace des
champs dc vecteurs sur A/, dont la restriction au bord donne des champs tangents aux

fibres, et dont 'action sur r donne un terme d’ordre x2.

Cette sous-algébre de Lie de X(Af) peut étre réalisée comme espace des scctions lisses d’un

fibré vectoriel ®TAf — M.

Proposition 4.1.1.
1) On définit T, M = Xo(M)/[[p(M) - X4(M)], ot

1,(M) = {1 e c=(AnIS(p) = 0}

et on pose *TM = Upeps ’”TPA[ . Il eziste alors une unique structure de fibré différentiable
sur ®TM — Al telle que T(M, ®TM) = X4(M).

2) Deuz fonctions de définition du bord x.s € C* (M, R, ) définissent le méme espace X4(M)
si et seulement si Ip € C= (A, RY) telle que plors € ¢"C=(N) et s = zp.

3) X4(M) est une sous-algébre de Lie de X(A).

Preuve.
1) Pour montrer que *TM — M est bicn défini en tant que fibré vectoriel, on montre que
dim?® T,M = dim M pour tout p € M, ct que les éléments de [(M,°TA) donnent dcs
fonctions de transitions lisses sous changements de coordonnées. On admet ici la seconde
asscrtion de la proposition. Sur M ~ M , on voit par les définitions de X (M) et de T, M
que

T M = X(M)/[Ip(M) - X(M)] = T,M
cn prenant I'union sur M ~ M, on obtient

4 — ¢ ’ ~ ’
Upenr~am “TpM = TM‘Al\aM ~ Tjw’M\OM

donc en tant que fibré au dessus de M ~IM, T M |1 gas cst bien défini. Il faut vérifier que
c’est bicn le cas sur M. Soit ¢ : [, x 8M — M unc isométric locale décrivant un voisinage
tubulaire du bord, avec x: M — R, notre fonction de définition du bord, et p € M . Avec
{7} un systéme de coordonnées autour de ¢(p) € N, ct {z*} un systéme de coordonnées

autour de f € F correspondant a p = (¢(p). f), on montre que :
OT,M = R[2%8;|p; 28y |p; O p)

Pour X € X,(M) , il cxiste des fonctions Xo(r,y.z) € C®(M) telles que dans les coordon-

nées qu’on vient d’introduire :

X = X9, + X' + X0
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(les indices ¢ = 1,--- ,dim N dénotent une sommation sur les coordonnées de la base N
uniquement, ct les a = 1,--- ,dim # sur celles de la fibre uniquement)

En revenant aux conditions définissant X4(M), on a que
X z=(dr,X)=X"€ 2% (M) = X° = £2X°

X, € ker ¢,), pour x(p) = 0 = )—(i(O.y,z)ay. [p=0= Xt =zX' Vi

En d’autres termes, tout ¢lément X € X4(M) s’exprime localement par
X = X°2%8, + X'z8, + X9,

Donc cn tout point p € M prés de M, "’TpM cst généré par la famille de vecteurs
{2?8xlp, 20y |p, Dz lp}, ot on a bien dim *T,M = dim M (lc nombre de générateurs cst
constant, cc sont les composantes qui s’annulent).

On vérifie le comportement des éléments de X4(M) sous des changements de coordonnécs.
On sait quc toutc variété & bord de¢ dimension n a des cartes prés de dM modelées sur
R"! x R,, donc on peut toujours choisir une fonction de définition du bord s € C>=(M)
telle que OM = {s = 0}, ct dans ce cas s = zp(x,y) avec p € C°(M,R?). Si {ti(z,y)} cst
un sccond systéme de coordonnées autour de ¢(p) € A ct {w?(z,y, z)} un systéme autour
de f € F, la basc locale pour les éléments de X4(Af) devient

- ti a
e (£5500) o (25) v+ (5)

0, Jy
Tdy = ( y;ll> s2d, + ( L ) $0pu + (in)y, w“) o
o P
0yp = (0 pw*)Oyya
Les fonctions de transition sont bien définies et lisses jusqu’au bord de M, on voit aussi que
pour tout X € Xs(M) on a X(s) € s2C=(M) et X, € R[dya|p] si s(p) = 0. On en déduit

que le fibré vectoriel *T'"M — M est bien défini, et que son espace de sections lisses satisfait

T(M, °TM) =~ X,(M).

2) Si on reprend les expressions qu’on obtient en (1) sous les changements de coordonnées

s=xp(z.y), t* = t'(z,y) et w® = w*(r,y, z), on voit bicn que
Xo(M) = {X € (M) | X(s) € s°C>(M); X, € ker ¢, Vp € IM}

Ceci démontre I'unc des implications. Pour la scconde implication, si on suppose que la

fonction p dépend des variables venant de la fibre £, alors on aurait

Oya = (?) 505 + (02 w?)Bye ¢ X4(M) puisque (ds, 8,0 ) ¢ s2C°(M)
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Ceci montre que la condition plaas € ¢”C>(Al) cst nécessaire pour avoir un changement de

fonction de définition du bord qui préserve X4 (Af).

3) Pour X.Y € X4(M), on vérifie que [X,Y] € X4(M). Pour la condition au bord, un

calcul direct dans des coordonnées sur [ x M donnent
[X,Y] = (X(Y°) = Y(X©)) %0, + (X(Y*) = V(X)) 28, + (X(Y?) = Y(X?)) B.=

1l est alors immeédiat que pour p € M, [X, Y], € ker ¢, ct (dz.[X,Y]) € £?C=(M). DO

A partir de la construction de ®T M. on définit son fibré dual #T* M dc fagon canonique.
On aura cncorc ®T*M|ar oar = T~ M|ar oar. ct dans unc trivialisation locale de 9A/ 4 N,

['(M,®T* M) cst généré prés du bord par les 1-formes

dr dy'

—5,—,d:“;i =1,---,dimN.a=1,--- ,dimF
e’ T

Il cst a noter que sur O/, les formes {dx/x?,dy'/x} sont lisses jusqu'au bord cn tant que

scctions de 7" M. En effet, pour un X € X,(M) quelconque, on a

(%

Ceci permet de définir naturellement des fibrés comme End(®TM).

= X*(0,y,z)

= X%0,y.:z )ct<

Définition. ¢-métriques
Unc ¢-métrique produit cst un élément g, € I'(A, S2 T Al) qui sc restreint au-dessus de
M ~. OM a unc métrique ricmannicnne sur TAf|pr oar, ct dont le pullback par rapport a

c: I, x GM — M prend la forme

.. _ dr? + @GN

C go = 4 T2

+ K

ot gy € T(N, §2T* N) est unc métrique riemannicnne sur la bascde dM, k € L(OM,S2T"OM)
est un tenseur symeétrigque se restreignant a une métrique sur les fibres F', ct ces deux champs
ne dépendent pas de la fonction de définition du bord x. Pour alléger les notations, on écrira
g =c"ge ct h = ¢"gn dans la suite.

Unc ¢ -métrique cxacte est unc métrique ricmannicnne gy, € 1'(M, S2¢7* M), obtenuc a
partir d’'unc ¢ -métrique produit gs ct d'un élement B € T'(A], S20T*M) comme Gtant

9o = Jo + x*B. On notera aussi g = ¢"g, dorénavant.

Remarque.

1) Il y a deux objets sous-jacents a la définition précédente. Le premier est gy € I'(M.S?*T* M),

qui est une métrique enclidienne pour le fibré T M. Le sccond objet cst ggar<aar, qui sous
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I'identification ®TAM|pr apr = T Mias-aas, donne unc métrique riemannienne compléte sur
M < OM.

2) Comme évoqué précedemment, I'algebre X, (M) est déterminée par la donnée d'un fibré
FsoM3 N, ainsi que d'un choix d’une classe de fonctions de définition du bord, confor-
mément & I'assertion (2) de la proposition 4.1.1. Similairement, les fibrés construits a partir
de X4(A]) ct les ¢-métriques dépendent du choix de la classe de fonctions de définition du
bord z (voir discussion suivant le lemme 3 de (MM99)).

3) Pour alléger les notations dans la suite, on introduit le repére local {€4}a=0,i,a- Les indices
grees symbolisent les indices quelconques, c’est-a-dire relatifs & z, aux coordonnéces sur N ou
sur F' . Les indices 7, j, k.1, - - - désigneront les champs venant de la base N | i.c e; = x0y, ;
les a,b,c,d, - -+ ceux venant de la fibre (e, = 9,5); et on écrira ey pour désigner le champ

z20;. Similairement, pour le repére dual {e®*}a=0,i,a , On fera usage des notations suivantes

4) Pour la définition de la ¢-métrique exacte, on veut qu’a mesure que l'on s’approche du
bord, la métrique se comporte comme unc métrique produit. Le degré 2 en z est le plus petit
degré qui nous donnera une connexion de Levi-Civita de g, qui soit bien définic jusqu’au
bord sur *TAl. En effet, si on prend g4 = §4 + TB, ct qu'on considére que ®V cst donnée
par les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita associée & g4, on aura dans

un systéme de coordonnées prés du bord

(d2°,%V0, (9.0)), = {M

® > + Bcb} + O(x)

I

ot les {B,g} sont les composantes de B € ['(M, S?¢T* M) dans le repére introduit en (3)

L]

i.c.

Boo(z, y, Bi;(z.v, @ dy
B_ ( 00(1'41/ z))d.z: ® dr + (Lzyz_))dy‘ ® dy’ + Boy(z.y,2)dz" ® dzb
T z

+ (BOJ'(‘T’ Y, 2)

28 )y g gy 4+ (Bal2)

5 )da: ® d2® + (—B"“(? Y Z))dyj ® dz°

On voit que le symbole I'g, = (d2°, ¢Va,(a,,,))¢ donne une limite infinie quand z — 0, ct
dans ce cas, la dérivée covariante *V ne donne pas toujours des sections lisses, 4 moins que

'on ne prenne B(z%8;,-) = 0 par excmiple.

On introduit maintcnant un sccond type de métriques, obtenues comme transformations

conformes des ¢ -métriques, et donnant au bord une structure de cusp fibré :

Définition. d-métriques

Unc d-métrique exacte cst un élément gq € T'(S? #T M) donné par g4 = £2 - g, ol g, CSt
® ®
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une ¢-métrique exacte. Avec les notations de la définition précédente, le pullback est cette

fois de la forme

d 2
gy = _;.1"2_ +¢"gn + 2%k + 2B
Celles-ci sont des métriques sur le fibré 4TAf := %OTAI_. et on définit aussi Xq(M) =
1x,(M).
Lemme 4.1.2.

Si on définit T“TM = Upe p@TpM avec T T, M = Xq(M)/I,(M) - X4(M), alors on obtient un
fibré vectoriel ST M — Al tel que I'(*T M) = X4(M).

Preuve. La prcuve de la proposition 4.1.1-1 sc transposc mutatis mutandis au cas présent,
avec les deux différences suivantes :

- Prés du bord, dans des coordonnées {z,y', 2%}, 'cspace X4(M) cst généré par les champs
1 , . .
20;,0,.=0,a;i=1,--- dimN,a=1,--- ,dim F
z

- L’espace Xq(AM) n'est pas une sous-algébre de Lic de X(M), puisque les termes 18,. sont

singuliers au bord. u

Proposition 4.1.3.

Soit g, une ¢-métrique exacte sur M, gs = x? - g la d-métrique associée, et ¢V, 47 leurs
connexions de Levi-Civita respectives, alors :

1)V :T(*TM) — T'(T* M @ °TM) est bien définie en tant que connexion de Koszul, et sa
2-forme de courbure ®Q2 € Q2 (M, End(*TM)) est lisse jusqu’au bord.

2) 4% - T(*TM) - T(T*M % AT M) est bien définic en tant que connezion de Koszul, et sa
2-forme de courbure Q2 € Q%(M, End(TM)) est lisse jusqu’au bord.

Preuve.
1) Pour tout Y € T(®T M) ct pour tout X € ¥(Af), on a
¢ s -0 1 ra Oc¢ PO ra(d
VxY = [X(Y Jeo + X(Y)e; + X (Y )ea] + Y (*Vxen) + Y ("Vxe;) + Y% (°Vxea)

Le terme entre crochets est clairement un élément de X (M), il suffit donc de vérifier que
pour tous les indices a = 0,1, a, les dérivées covariantes®V x e, donnent bien des éléments
de Xo(M), pour X = 8;,0,:,0,. € X(M).

- Si X = 9;, on a les trois formules suivantes
®Va,e0 = 220, + 12 (g0 + [0y + 1'3y0:0)

OVa, e =y + 1 (1“3,.('), + 13,0, + ng(')za)
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Vo, q =T0,0; + T8, + 5,0,

En se rapportant a I'appendice sur les symboles de Christoffel associés a ¢V, on obtient en

évaluant la composante en 8, que

.’L‘SBOO + 0(14) isia=0
( ¢Vaxe°) r= %(aiBoo +2By) +O(xY) jsia=i
%2(60300) + O(=3) isia=a

En faisant cnsuite les manipulations nécessaires quand = = 0, on obticnt

ab )

- [b—z‘(abBoo)]I=of)za |0 ;siar=0

¢V(');ealz=0 = ["2 (Kbi - abBOi)]I=Oaza lI:O ) sila=1
[K;C (abBOC - d Bob)] I=Oazn PR sia=25b

donc pour tout indice a, on a (?Va,eq) - r € 2C(M) et *Vp, eq|,,, tangent aux fibres.
On obtient donc que *Vy_ Y € X4(M) pour tout Y € I'(*T'M).
- Pour X = §,:, la mémc procédure que le cas précédent donne

" 0 ;sia=0,1
VaxeC'L::O = [

2 €c.-b] s .o isia=b
o=

ou pour tout triplet d’indices a, 3, 1 # 0, on a défini

| , ,
Euaﬂ = _(_()u'iaﬂ + ()n:Kﬁu + (),’i"i;mr)
2

On a aussi
o(zY) isia=0
( ¢Vay. ea) ‘r=9¢ z2h;; +0(z*) ;sia=j
O(z?) ;sia=a

d’oul encore ¢Vay. Y € Xy(M),VY e T(®*TM).Vi=1,.-- . dimN.

- 8i X = 0.4, on obticnt dans cc cas

0 ;sia=0,1

v/ | —

d.aCal._g =

=0 [NCdfdab] 0.«
r=0

=0 isia=b

ainsi que
( *V.a ea) -x=0(z*),Va=0,i,b
ct donc ?Vy,,Y € X4(M),VY € T(*TM),Ya =1, - ,dim F.

On conclut de cela que #V : T'(*TM) — I(T*M 2% TM) est bien définie en tant que

connexion de Levi-Civita de g,.
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Si ?R dénote le tenscur de Riemann associé & la métrique gg, on a par ce qui précede que

pour tous X,Y € X(M) ct Z € X4(A]) que
*R(X.Y)Z = [¢V,\',¢V)']Z - ¢V[,\—'y]Z € Xy(M)

ce qui signifie que ®R € T(A?T*M & End(®T'M)). Au nivcau de la 2-forme de cour-
bure #€), on sait que scs composantes sont données par ®Q(eq.e5) = ("R)Zaﬁ dans le
repére local {eq}a=0.i.0. donc ccux-ci sont tous lisses jusqu'au bord, ct on obtient bicn

*Q e Q2(M. End(®TM)).

2) A partir de la définition de X¥4(A), on voit que pour tout Y € X4(Af), (Y/z) est un
élément de X4(M). Pour vérifier que ?V est bien définic en tant que dérivée covariante, il
suffit donc de montrer que pour des champs X € X(AM) ct Y € X,(Af) quelconques, on a
z{?V x (L)] € X4(M). D’unc part, on a que

sy 4y (5 1) = X2y s oo ()]

I I

D’autre part, puisque gq est obtenuc par transformation conforme de g4 (avec f =In z), le

lemme (3.1.14) du chapitre précédent permet d'écrire

WxY =°VxY + X_E-I—)Y + @X - gs(X,Y)g;! (d—rv')

T
c’est-a-dire :

r [dvx (’;)] = PTxY + {@x ~ gs(X.Y)g! (d?’” )}

On sait que °VxY est un élément de X4(Af), donc il suffit de montrer que le terme entre

accolades l'est aussi. On considére qu'on a les décompositions suivantes prés du bord

X =X%, + X9y + Xza

Y =Y%329, + Y'zd, + Y*D:a
On remarque que 22X € X4(M), ct que
9o(x2X,Y) = XV 4 zh(X,Y) + 22k(X,Y) + 2° B(z*X,Y)

En reprenant maintenant les champs {eq }a=0.i.« introduits précédemment, les termes entre

accolades dans 1'équation de z [*Vx (L)] ci-dessus s'expriment

Y (x yoxo .
(J)X = ( )eo + (YOX’)ei + (IYOX“)e,,
T T

XOV0  R(X,Y)
+

. +K(X,Y) + B(z?X,Y)
I e

. 1 .
gs(X,Y) = ;9«»(12/\’,} )=
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d .
g;l (—I, ) = zeg — T Bie; — x*Biea + 1° 7 (t.q. Zy € X(M))
T

Avcec les deux derniéres expressions, on a

d yox0
96(X,Y)g;! (%) = ( . )eo + [M(X.Y) + zx(X.Y) + 2B(z*X,Y)] ey
- [A(X,Y) + zx(X,Y) + zB(z%X, Y)|(z*Bie; + 23 Ble;) + 132

ou Z € X(M). En utilisant 'expression de (Y (z)/2) X, le terme d’intérét devient
{@X - g‘i,()(,Y)g;l (d_z’ )} =-23Z 4+ (Y'X)e; + (YY" X%)e,
r T
+ [h(X, Y) + zr(X,Y) + zB(2% X, Y)](—ey + 22 Bje; + z° Be;)

ct on voit alors que [}—:(;5)-)( - g¢(X,Y)g;1 (df )} € X4(M), dou z [de (%)] € Xy(M).
Avcc les remarques précédentes, on obtient que ¢V : T(4TM) — [(T*M © 4T M) cst bicn
définie en tant que dérivée covariante. De la méme fagon qu’en (1), cela donne un tenseur
de Ricmann 4R € [(A?T*M ® End(*TM)) qui cst lisse jusqu’au bord, ct donc une 2-forme
de courbure ¥Q € Q?(Af, End(4TM)) avec la méme régularité. O

Remarque.

1) Cette proposition reste vraic si on permet aux tenscurs h ct & de dépendre de la fonction
de définition du bord z. Les symboles de Christoffel I, de g4 qu’on obticndrait dans cc
cas conticndront des dérivées premiéres d:h et O:x, ct il est facile de voir que ces termes
supplémentaires n’affecteront pas les coefficients de la plus basse puissance en z de ces
symboles. On aura donc toujours (°VxY) -z € 22C*(M) et ®Vx Y |;—o tangent aux fibres
de M pour tous Y € X4(M) et X € X(M).

2) La proposition reste vraic aussi dans le cas ol on prend g, = g4 + B avee B(x28;,) =0
(i.e. Bya = 0,Var). Ceci cst le type de ¢-métriques utilisées dans (DWOT), et c’est 1'unc des

hypothéses qu’on prendra en compte dans la section sur les inégalités de Hitchin-Thorpe.

4.1.2 F -métriques

Dans cette partie, on suppose que I’on a un fibré localement trivial £ —» ¥ 3 N , sur lequel
agit un groupe fini d'isometries I' C [/ smn(f’) dc fagon proprement discontinue, sans point
fixe, et de maniére & ce que cette action envoie toute fibre de ¢ sur une autre fibre (ce qui
induit unc action compatible de I' sur N). Ceci induit un revétement fini dont on dénote par
v:Y oY I'application quoticnt. Puisque cette derniére est unc submersion, on obtient unc
structurc de feuilletage F sur la base Y, dont les feuilles sont les images des fibres F sous v,

ct on obtient une distribution intégrable TF C TY (I'(Y,TF) C X(Y) cst une sous-algébre
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de Lie).

Avec les hypothéses précédentes, le type de variété M qui nous intéresse ici satisfont M =
Y = )-’/I’, cc qu'on appelle une variété a bord feuilleté. Comme précédemmient, r €
C>(M,R,) est une fonction de définition du bord pour laquelle dM = {zx=0}.

On considére maintenant les sous-espaces vectoricls suivants de X(M) :
Xr(M)={X€X(M)| X(r)€e 22C=(M). Xjorr € T(OM,TF)} ; X5 (M) = % -Xxr(M)
Pour un point donné p € M, on définit les fibres types suivantes
FT,M = Xx(M)/[,(M) - X(M)]

FeT,M = X5 (M)/|[,(M) X5 (M))]

ainsi que les fibrés vectoriels

FIM = Upens T T,M
FeTM = Upenr T Ty M

Dans le reste de cette sous-section, on désigne par ¢ : I, x M — M un voisinage tubulaire
du bord, ct par v : [, x Y - I, x OM le revétement fini obtenu en posant & :=Id; x v.

A partir de ces définitions on peut énoncer

Proposition 4.1.4.
Il existe d’uniques structures de fibrés vectoriels sur FTM et F-TM au-dessus de M pour
lesquelles

L (MFTM) ~ XEx(M) et T (M7 TM) ~ X5 (M)

Preuve. Au travers des définitions, on voit que
Fr FeA, ~
TMar<ont =7 TM|arconr = TM|p<om

Au-dessus de ¢{f x &M), il suffit de se ramener a la structure que I'on avait dans lc cas
d’une variété a bord fibré, et d’appliquer 'argument de la proposition (4.1.1). Pour ce faire,
on considére un atlas trivalisant {U,},.cs de )7, c'est-a-dire, un atlas pour lequel vy, : U, —
v(U4,) est un difféomorphisme pour tout » € J , et on obticnt ainsi un recouvrement ouvert
(trivialisant) de ¢(I x M), donné par la famille {[c o Z]( x Ur)},es. Si dans un certain
ouvert U, on a des coordonnées {y'} autour d'un point de N ct des coordonnées {2} autour
d’un point de F , on obtient qu'au dessus de [coZ](I xU,), X5 (M) cst génér¢ par les champs
suivants

(Do (£20), Do (2 ). Du(Dza )} = {220z, 702 (D), va(Dza) }
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alors que Xz (M) cst généré par
{7 (202), 0.(9y), u (271 ya)} = {20z, 12 (D), 77 0 (D2a)}

vy, élant un diffeomorphisme. les fibres au dessus de [c o P](/ x U,) sont de dimension
n pour tout r € J. Similaircment & la preuve de la proposition (4.1.1), les champs ci-
dessus sc transforment adéquatement sous changements de coordonnées (toujours avec s =

xp(x,y), p > 0 pour la fonction de définition du bord), et le résultat suit. 0O

Définition. On considére les sections lisses suivantes : gy € ['(N, S2T*N) unc métrique
riemannienne sur la base du fibré F — ¥ 3 N, ct &, B € T(M,S?*? T* M) deux champs de
formes bilinéaires symétriques, avee kg5 donnant une métrique riemannienne sur les fibres
de Y.

On dit qu'unc métrique riemannicnne gr € T'(Af, S2 T* M) est une F -métrique (cxacte) si

prés du bord, on a

- dz?  ¢'gn
l/Cg]:=T—4+ 2

+r+12Berl (1 x ¥, S (I x )7))

Sur le fibré F<TM = £='F T M , on dit que g5, € T'(M, S?7<T* M) est unc métrique de cusp
feuilleté si prés du bord, clle satisfait

dr? ~ -
Pegr =~ + @'+t + 2 BET (Ix ¥V, ST (I x 7))
.
En d’autres termes, c’est une métrique obtenue par une transformation conforme yr. =

r2gF.

On a maintenant le résultat suivant :

Proposition 4.1.5.

Les connerions de Levi-Civita associées aur métriques gr et gr, sont bien définies, c’est-a-

dire que l'on a bien
IV .r(FTM) - T(T*M 27 TM)
ainst que :
Fev . 0(FTM) — I(T*M & F=TM)

Celles-ci donnent des deuz-formes de courbure 7 Q € O (M, End(¥TM)) et F=Q € Q2 (M, End(F-TM))

lisses jusqu’au bord de M.

Preuve. Comme évoqué précedeinment, on doit vérifier ici que dans un repére local {e,}
de FTM, les symboles de Christoffel associés a ¥V sont lisses jusqu’au bord de M. En

reprenant la méthode de la proposition précédente, on effectue les calculs sur I; x Y, et on
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obtient que les pullbacks des symboles de Chrsitoffel par co 7 : [ x Y — I x &M donnent
les mémes expressions que dans la preuve du (4.1.3) (et de 'appendice). En ce qui concerne

Fe¥, on vérific que pour tous Y € Xz (M) ct X € X(M), ona (T VxY/r)e Xx(AM). O

4.2 Inégalités de Hitchin-Thorpe

4.2.1 Hypothéses, notations et faits généraux

Cette scction porte sur unc variété ricmannicnne (M, g) compléte, connexe, orientée, non
compacte et ayant la structure d’un bord fibré ou feuilleté 4 I'infini. Plus précisément, le

compactifié¢ a I'infini de M cst M=MUY,ouY = JM cst
1. Soit un fibré localement trivial F = Y 4 N, F ct N étant des variétés lisscs, com-

pactes, orientées et sans bord, tel que dim F > 0

2. Soit Y ost le quotient d’un fibré F — Y 5 N tel qu’en (1) par unc action proprement

discontinue et libre d'un groupe fini I' C fsom(Y’) préscrvant l'oricntation.

Dauns cc contexte, M cst munie de ’'une des quatre métriques étudiées a la section précédente.
On se fixe une fonction de définition du bord = € €=(M,R,) , un voisinage tubulaire du
bord c: I, x Y — M, ct on considére les scctions lisses suivantes :

— gy € I'(V, 82T N) unc métrique ricmannicnne sur la base, ct h = ¢"gn ;

— Pour un bord fibré,x € T(Y,S2T"Y) cst tel que Vy € N, wjs-1({y}) St unc métrique
ricmannicnne sur ¢~!({y}) = F, ct k, annihile le complément orthogonal de ker (¢_|P)
dans T,Y pour tout p € ¢~'({y}). Pour un bord feuilleté (¥ = Y/T), k € I‘()~’.S2T‘}~’)
satisfait les mémes hypothéses;

- Pour un bord fibré,B € I'(AMf, S**T*M) cst un champ de formes bilinéaires tel que
B(x28,,) = 0; ct pour un bord feuilleté, B € T'(M, S T*M) tel que B(2?8;,-) =0.

Dans lc cas ot M est a bord fibré, on utilise ces objets pour définir les métriques gg ct

ge = gy + B sur le fibré ®TM, de fagon & ce que prés du bord Y on ait

.- dr? h . dz? h
(fg¢=1—4+?+h‘0t('g¢=?+ﬁ+h‘+1'3

Sur le fibré 1TM, on définit les métriques §g = 22§, ot ga = 12g4, qui prennent les formes
suivantes sur ¢(/, x Y) :

. dx? da? .
c"gq = —2—+h+12nct c"gq = —2+h+1‘2K+IJB
T T

Pour lc cas ou le bord de M cst feuilleté, on considére 'application quotient v : Y Y

induite par I'action de T sur Y, ct on considére son cxtension ¥ : [ x Y 5 IxY,(t.p)—
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(t,v(p)). Sur le fibré FTAf on définit la métrique g, telle que prés du bord, on a

. dx®  h
cg}-=—4+—2+&+a:B
x T

ct sur F¢T M, on définit gr. telle que

. = d1172 2 3
pctgre = — th+z°k+2°B.
x

Dans la sous-scction qui suit, on obticnt la caractéristique d’Euler x(M) = x(M) ct la

signature de Hirzebruch 7(M) = (M) pour M de dimension 4k ct ayant les deux géométrics

décrites A l'infini. Les notations dont on fait usage pour les intégrales invariantes sont les
suivantes :

- Pour gy, on note ?V sa connexion de Levi-Civita, % sa 1-forme de connexion ct ¢} sa
2-forme de courbure. On utilise toujours les exposants ¢, d, F ct Fc pour préciser a quelle
métrique sont associés les connexions ct les formes. Dans le cas ou on s’intéresse aux objets
associ¢s a unc métrique de type produit uniquement, on ajoute des tildes.

- Si 9V est la connexion de Levi-Civita associée a I'unc des métriques utilisées, e(M,9V) =
Pf(9Q2/2m) et L(M,9V) désignement respectivement la forme d’Euler ct le L-polynéme
de Hirzebruch calculés avee la courbure 9Q de 9V.

Si P de l'un des polynémes donnant les formes caractéristiques e(A,9V) ou L(M,9V) (g

étant de I'un des types ¢, d, F ou Fc ), les formes calculées par rapport aux connexions ¢V

sont reliés aux précédentes par (théoréme (11.1) (Nak03)) :
P(M,9V) — P(M,*V) = dT'P(M,9V,%V) € Q* (1)

ol le membre de gauche est la différenticlle de la transgression de P par rapport a €V ct

9V, qu’on définit ici comme étant

1 ~— —_—
TP(M.9V,°V) = Zk/ P(Sw — %w,',--- ') dt € Q*~1(7])
0 N —
21
avee ‘Q € Q2(M,s0(TM)) la 2-forme de courbure de la connexion d'interpolation 'V =

t9V + (1 —t)*V avec t € [0,1], ct Pe S?*(s03,) la partic homogéne de degré 2k de P, telle

que
P(M,9V) = P(99,---,90) € Q* (W)
[
2k
422 Formules d’indice en dimension 4k

Soit M une variété riemannienne compléte et non compacte, dont le compactifié a 'infini est
M = M UY. Pour préciser la contribution topologique provenant de M, on utilise un ar-

gument de limite adiabatique : on prend d’abord 0 < & < 1, on pose M, := M~ ¢([0,¢[xY)
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ct dM, := {p € M/z(p) = <}, on appliquc cnsuite le théoreme d’Atiyah-Patodi-Singer (les
résultats (2.1.1) ct (2.1.2)) & A, munic d'unc métrique de type produit prés du bord. Par
invariance d'homotopic, on a 7(M.) = 7(M) ainsi que x (M) = x(M) pour tout 0 < ¢ « 1,
ct on prend alors la limite pour € — 0 des termes obtenus. On utilise les mémes notations ct
hypothéscs qu’a la sous-section précédente pour les métriques donnant des structures spé-

cialesa Y.

Y est un bord fibré :
On considére la métrique de type produit g. sur TAf, telle que prés du bord

. dr? N h +
c’ge=—F+ 5 +kK
9=+ 3

Remarquons qu’avec THW! ~ "’T7\7|M! = dTﬁW!, la connexion dc Levi-Civita £V de g
(ct de £2g.) est bien définie sur les fibrés "Tﬁwg ct dTﬁle, ct les formes associ¢es “w ot

Q) sont lisscs sur M, pour tout 0 < z < 1. Sur M, = {z =¢} ~ Y, ona que
- - 2 - -
Gejr=c = 9op|x=¢ et £%0ciz=c = Jd|z=¢

Soit A.. "/L ct d/L les opérateurs de signature impairs induits respectivement par ge, gs
et gq sur OM,. Les égalités ci-dessus permettent de voir que pour les invariants &ta de la
signature, on a
n(Ac) = n(*Ac) = n(*A.)
avee la scconde égalité provenant du fait que l'invariant ¢ta associé & A, n'est pas affecté
par lc redimensionnement de la métrique par unc constante. Pour le cas d'une ¢-métrique
94, la signaturc cst donnéc par :
(M) = / L(M,V) — l1;(A£)
M, 2
= / L(M,*V) - / TL(M,%V,*V) - lr;(AE)

M, oM, 2
On prend maintenant la limite pour € — 0 des termes de droite. Le premicr terme devient
claircment une intégrale sur A, puisque

/ L(M,°V) = / L(AL?V) - / c"L(M,°V)
M. M 10,e[x¥

Pour le troisiéme terme du membre de droite, il devient par définition la limite adiabatique
de l'invariant éta (c.f. section 2.1.3) de ® A, qui cst aussi la limite adiabatique de 77(® A ), avec
® A, la signaturc impaire induitc par g sur M., étant donné que limy 0 go = limz0 go-
Pour la limite de l'intégrale sur A/, de la forme de transgression, on admet le résultat

suivant :
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Lemme 4.2.1. Termes de Chern-Simons
Soit M une variété i bord fibré et P l'un des polynomes caractéristiques e ou L. Avec les

mémes notations gque précédemment, on a que :

lim TP(M,*V,*V) = lim TP(M,*V, V) =0

e—0 OM, e—-0 IM,
lim TP(M,%V,*V) = lim TP(M,%V,*V) =0
e—0 OM, e—-0 M,

La premicre égalité est le contenu des lemmes (3.7) et (4.2) de (DWO07), ct la seconde est
démontrée en méme temps que le théoréme (3.5) de la méme publication.
On obticnt donc que la signature de M avec une structure asymptotique de bord fibré est

donnée par
1
— O _ — 4 1
(M) = /M L(M,%V) 2a313})17(A5)
Dans lc cas de la caractéristique d’Euler de (1. g,), on n’a pas d'invariant éta, le terme de

Chern-Simons [, Te(M,*V,*V) a unc limitc nulle par le lemme (4.2.1), ct on sc réduit a

la formule de Gauss-Bonnet-Chern :

(M) = /M e(M,%V)

Pour le cas de M munic de g4, on applique Atiyah-Patodi-Singer a (M,,e2g,). En utilisant

le fait que 11(‘”.:{5) = 1)(‘12{5) ainsi que le lemme (4.2.1), on obtient le résultat que voici :

Théoréme 4.2.2. Signature et caractéristique d’Euler pour métriques ¢ et d
Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, conneze, orientée, et g asymptotique a une
métrigue de bord ou de cusp fibré. La signature et la caractéristique d’Euler de M sont

donnés par
(M) = / L(M,9V) - la lim n(A,)
M 2 e=0
x(M):/ e(M.9V)
M

ol A. est Uopérateur de signature impair induit par g sur l'hypersurface {z = €}.

On rappelle ici que 'expression compléte de %alimsﬁo n(A.) cst donnée par le théoréeme
(4.4) de (Dai9l).

Y est un bord feuilleté :
Pour M avec un bord feuilleté, on utilise la métrique produit §, € (M, S?T*M) telle que

sur ¢(I; xY)ona
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On note aussi ¢V sa connexion de Levi-Civita, et on remarque que celle-ci est bien définie
sur }-Tﬁwf ct }-CTHWE, et donne des formes fw et €2 lisses sur M. De plus, commc on
a

o = 2. _ =
Gelr=e = 9F|z=¢ ct € Gelz=¢ = 9Fclz=¢

on obticnt cncore

n(A;) = n(f/;iz) = U(ICAE)

au niveau des invariants éla. La différence notable par rapport au cas précédent réside dans
le fait qu'on peut exprimer l'invariant éta de Y en fonction de celui de Y. Si g5 prend la

forme suivantc prés du bord :
c.. _df® h . S o2 S
17 c'g}—:—4+—2+rcel(ler,521'(l._,xY))
T T
on introduit alors la métrique suivante sur Y:

g . = 2h+ kel (Y, 8TY), V0<e k1

Cette métrique a le méme comportement asymptotique que gqjoar, de la partic de bords
fibrés. On note /L l'opérateur de signaturc impair associ¢ & gy ,, ct par les scctions 2 et 3

du chapitre II, I'invariant rho du revétement v : Y - Y cst donné par

((A) ~ Thn(4) = =5 3 (L)

ael~{1}

1
Y,Y)= -
(YY) =3
Pour unc F-métrique, on applique la formule dc signaturc a (M., §.), ct on a

T = 1 F - & Fo e L v _l e
(M) /ME L(M, % V) /OMZIL(M. VeVt (p(Y.Y) 277(,45))

Il reste & analyser le terme de Chern-Simons (1'intégrale sur 9AL ). Puisque v : Y 5 Y ost

un diffeomorphisme local, le terme de Chern-Simons est
e F € 1 o f g F €
rLMFV, V) = — [ v (1 L(M.7V. V)la,.,,)
oM, 1 Jy

En interprétant ensuite (¢ o #)*FV comme la connexion de Levi-Civita associée & une ¢-
métrique sur [0, 1], xY, on voit que l'intégrale sur Y s’identific a un terme de Chern-Simons
d'un bord fibré :
/—”'(’FL(M,fV.fvnaM,) = / TL([0, 1z xY . (co #)" (7 V),»*(°V))
Y {z=¢}
Quand on prend la limite ¢ = 0,0on a par le lemme (4.2.1) que

lim TL(M,7V,*V) =0
e—=0 M,
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La signature devient alors :

(M) = /M L(ALTV) + Il—l(p(?,Y) - %agigbn(ﬁe))

A ce stade, on peut formuler le

Théoréme 4.2.3. Signature et caractéristique d’Euler pour métriques F et F,
Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, conneze, orientée, et g asymptotique d une
métrique de bord ou de cusp feuilleté. Avec les variétés Y et Y définics cornme précédemment,

la signature et la caractéristique d’Euler de M sont donnés par

(M) = /M L(M.9V) + llﬁ(p(f/,}/) - %aelmn(ﬁe))

x(M) = /M e(A1,9V)

ot p(f’,Y) est linvariant rho du revétement finiv : Y = Y, et A, est Uopérateur de

signature impair induit par v*(g)z—.) sur l'hypersurface {x = e} C I, x Y.

Pour les caractéristiques d’Euler obtenues avec des métriques gx ct gr. = 1297, on utilise
I'identification des termes de Chern-Simons et le lemme (4.2.1). Pour la signature obtenue
avec une métrique A cusp feuilleté, on utilise le fait que les invariants éta sur Y sont les

mémoes, ct que p(Y, Y) ne dépend pas de la métrique sur Y (Proposition (2.3.1)).

4.2.3 Dimension 4 et inégalités

On suppose dorénavant que dim M = 4. Pour le cas d'un bord M = Y feuilleté, I'cspace
total du revétement est un fibré en cercles S! - Y — N , avec NV une surface de Ricmann
compacte, connexe ct orientée. On suppose que I est un groupe fini. dont 'action sur N n’a
que des points fixes isolés, ct agissant sur les fibres S! par des rotations autour des centres.
Ceci donne une action libre de T sur Y.

Pour préciser la contribution topologique de Y a la formule de signature dans ce contexte, il
faut considérer le fibré en droites complexes E — N dont le sous-fibré en cercles S(E) - N
cst isomorphe & Y, ainsi que X := D(E), le sous-fibré en disques de E tcl que X = Y.
L’action de T sur Y s'étend naturellement 3 X comme suit : Sur la base N , l'action cst la
méme, ct si f € I' agit sur une fibre de Y via 6 — £f(6), la méme isométric envoic (r, ) vers
(r, f(8)) pour un point dans la fibre de X. Dec cette maniére, les points fixes de 'action de
T sur X sont isolés ct strictement inclus dans X . Y.

Si eg cst un représentant classe d’Euler de £, on définit la forme bilinéaire
B.: H°(N)® HY(N) — R

a®b— (a— b [eg],[N])
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La caractéristique d’Euler de E est alors B.(1,1) = x(E). Il est pertinent de rappeler a
cc stade que si A, est 'opérateur de signature impair du théoréme (2.3), alors la limite

adiabatique de son invariant éta cst (5.4 de (DWOT7)) :

1 . o (E)
galimn(As) = == - ¢(F)
ol
-1 ;y(E)<O0

e(E)=1<0 ;x(E)Y=0

1 ;x(E)>0
Il reste & déterminer une expression plus précise pour I'invariant rho. Pour ce faire, on
considére que I' est un groupe fini agissant librement sur }7, quc cette action sur N n’a que
des points fixes isolés, et que dans les fibres S? au-dessus de ces points, elle correspond a
des rotations. Cette derniére prescription s’étend a une rotation autour du centre des fibres
de X au-dessus des points fixes N, ct on cmploic l'extension de 'action décrite ci-haut
pour les fibres qui ne sont pas au-dessus d’un point fixe. De cette maniére, les ensembles de
points fixes sont strictement dans l'intérieur X ~ Y ct discrets, ct cn sc rapportant alors aux
constructions ct notations des scctions 2 ct 3 du chapitre II, on peut faire appel a la formule

de G-signature pour obtenir p(f’, Y).

Lemme 4.2.4.
Pour un revétement fini v : Yy satisfaisant les hypothéses ci-dessus, l'invariant rho est
donné par
2
A7) =(rl-1eB) - Y 3 {TLcot (Gas(2)/2)}
a€\ (1} z€ Fizx(a) Jj=1
ou Fizx(a) C X est Uensemble des points fizes de l'élément a € T {1}, et {6,;(z)}j=1.2 un

systéme d’angles cohérents pour a,,, € Aut.(Tzf().

Preuve. On utilise la métrique e~ 2h + & sur Y = B)?, en considérant un tenscur K €
l‘()?,SzT'f() sc restreignant & k sur Y ct tel que §. = € 2h + k cst unc métrique ric-
manniennce T-invariante sur X. Si B, est I'opérateur de signaturc pair sur X associé a Jes
ct A, 'opérateur de signature impair sur Y, alors par le théoréme de G-signature (2.2.1)
(théoréme 4.5.2 de (Gil84)), on a pour tout a € I' \ {1} que
— ~ 1~
7(a,X) = zefzi;(a) def(a, B)[z] - Er]a(AE)

ou le défaut de signature cst donné par
2

def(a, Be)[z) = [J(~) cot (0a;(2)/2)

j=1
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cn sommant les termes 7],,(55) surlesaeI'\{1},on a

2
V=2 ¥ mE)= ¥ [~ ¥ {I[eot6as6/2)}]
acT~{1} acl'~ {1} z€Fiz(a) J=1

Il reste & spécifier les 7(a, )?) =Tr (a‘lﬁi) = (a‘|,~13), ou conformément aux notations
de la scction 2.2, si /T2 cst I'image de I12(X.Y) dans H2(X), /T2 sont les sous-cspaces
de H? sur lesquels la forme quadratique induite par le produit cup est définie positive ou
négative, ct a*| in est I'application induite en cohomologic par a € I' \ {1} restreinte a 2
(on prend la cohomologie a coefficients dans C ici). D’unc part, puisque X = D(F) cst un
sous-fibré en disques fermés au dessus de la surface de Riemann N, on a les isomorphismes

suivants cn cohomologie :

homotopic
~

HY(X) ~"°H¥*N)~H(N)~C

X, V) € 12X < 7) P 112X < 7) P 2 (Ny ~ C
Les applications a* étant induites par des isométrics préservant 'oricntation, ona a*|, %) =
Id s %y, et avee le fait que A2 ® H? ~ H%(X,Y) cst dc dimension 1, on obticnt que
7(a, X ) = +1, puisque l'une des traces est nécessaircment nulle (I'un des fli est trivial).
D’autre part, fli représentent aussi les sous-cspaces sur lesquels la forme B, introduite
auparavant est définie positive ou négative, puisqu’elle coincide avec le produit cup sur H?2
dans notre cas, et on cn déduit que le signe de 7(a, )?) est celui de Be(1,1) = x(E), ct en
d'autres termes que 7(a, X) = ¢(E). Ceci étant vrai pour un élément a € '\ {1} quelconque,

on a finalement la formule de 1’énoncé. O

On combine le dernier lemme avec le théoréme (4.2.3), et on a

Théoréme 4.2.5. Signature pour métriques F et F. en dimension 4
Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, conneze, orientée, et g asymptolique & une
métrique de bord ou de cusp feuilleté. Avec les variétés Y = SY(E) et Y = M = YT

satisfaisant les hypothéses ci-dessus, on a

1 |x(E) :
R U RO R L CEED S SR § | CICWO)

acl\ {1} zeFizx(a) J=1

On a tous les éléments en main pour obtenir unc inégalité de Hitchin-Thorpe pour le type de
bord feuilleté qu'on a étudié. Soient IR, 9W ct 97 respectivement les tenscurs de Riemann,
dc Weyl ct de Ricci sans trace, et 985 la courbure scalaire associés & la métrique g (de type F

ou F.). On a montré¢ au chapitre précédent que le tenseur de Riemann se décompose comme
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suit en dimension 4
I+ + SId 9z

97! W+ S

QR_

Si de plus g est une métrique d’Einstein (?Z = 0), les intégrales des formes caractéristiques

sont donnécs par

3 1 3 1
e . 9 - W2 — |9 )2 g — = Zali .
2/MI(M’ V)=22 /M(Il I* = 1PV ) dv? = 5 [T(M)+ 5@ lim n(A )]

[ ety =gy [ (1w iR S ) = xan
M ’ 872 Jas 24
celles-ci impliquent les inégalités suivantes

3 1 1 952
- —ali - gy 12 £ 2 9 >
(M) + 3 [‘r(M) + 2agm})n(AE)] 87 /., (2|| Wr© + Y )du >0

2

En substituant %alimz_,o 7(A.) par son cxpression du théoréme (4.2.5), il découle de ces

3 1 1 952
_ = —ali = — W12 — 9 >
x(A) [‘r(M) + 2aelm(l]n(AE)] 82 /M (2|| Wo1© + 21 )du >0

inégalités que

3 1
M) > 2 —
x( ),2

T(M) - (E) + I

%E)+ >y {ﬁcot (0,1.,(:)/2)}”

ael~{1} z€ Fix(a) J=1

Pour le cas d’¢galité, le méme argument que dans le cas compact ct sans bord permet de
voir que le groupe d’holonomic du revétement universel de A peut étre réduit & SU(2) (c.f.

prcuve du (3.2.5)). Ceci démontre le

Théoréme 4.2.6. Inégalité de Hitchin-Thorpe pour bords et cusps feuilletés

Si M est une variété d’Einstein compléte & bord ou a cusp feuilleté satisfaisant les hypothéses
utilisées, alors sa caractéristique d'Euler et sa signature de Hirzebruch satisfont l'inégalité

IS {flcot(ﬁa,]‘(z)/?)}]

acl’'~{1} z€Fix(a) Jj=1

1
T(M) - €(E) + m

3
M) > =
x( )_2

Dans le cas d’égalité, le revétement universel de M est de Calabi-Yau.

Si (M. g) est & bord fibré, on suit la méme démarche. et la différence réside dans le terme
%u lim. o 1n(A¢). Si OM ost un fibré en cercles au dessus d’une surface de riemann, on obtient

le résultat (1.2) de (DWO07), qui s'énonce comme suit :

Théoréme 4.2.7. Inégalité de Hitchin-Thorpe pour bords et cusps fibrés
Si M est une variété d’Einstein compléte & bord ou a cusp fibré satisfaisant les hypothéses

utilisées, alors sa caractéristique d’Euler et sa signature de Hirzebruch satisfont l'inégalité

3 _x(E)
3

x(Af) > 3 (M) + (E)

Dans le cas d’égalité, le revétement universel de M est de Calabi-Yau.
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Remarque.

1) Au début de cette scction on a fait des hypothéses supplémentaires sur les tenscurs
x € T(OM, S*T*M) et B € T(M,S**T*M) qu'on utilisc pour définir les ¢ et F métriques
exactes. Ceci permettait d’utiliser le lemme (4.2.1) garantissant ’annulation des termes de
Chern-Simons dans les formules d’indices en dimension 4k. Si on utilisc les hypothéses plus
générales de la scction 1, le lemme (4.2.1) reste vrai en dimension 4, ct il en va de méme
pour les inégalités des théorémes (4.2.6) ct (4.2.7). La démonstration de ce fait cst présentée
dans I'appendice des preuves complémentaires.

2) La remarque qui suit sc veut étre un commentaire sur I'article (Hit97) de N. Hitchin,
intitulé “Einstein metrics and the eta-invariant”. Le résultat principal de cette publication
stipule que si unc structure conforme sur la sphére S° est induite par une métrique d’Ein-
stein auto-duale sur I§4, alors I'invariant éta dc la signaturc est négatif. Ceci permet de voir
I'invariant éta (ct plus spécifiquement son signe) comme une obstruction a ce qu'une struc-
ture conforme sur S® soit induite par unc classe de métriques d’Einstein sur B Aprés avoir
démontré ce résultat, 'auteur s'intéresse a quelques exemples de métriques d’Einstein auto-
duales explicites : pour celles construites dans (Hit95) et définies sur S2, Hitchin vérifie son
théoréme via des calculs directs ct la théorie de Chern-Simons ; pour des cas ou les structures
conformes sont induites par des métriques définies sur des espaces de topologic non triviale,
il utilisc la continuation analytique de métriques étudiées par Pedersen (Ped86) et LeBrun
(LcB88), et produit entre autres un contre-cxcmple. Le lien avec la référence (DW07) et le
présent travail, est la construction d’excmples & partir des instantons gravitationnels classi-
fiés par Kronheimer dans (Kro89), dont le bord est difféomorphe a S3/I" avec I' € SU(2) un
groupe fini, et dont on peut explicitement obtenir I'invariant éta. Malgré son titre, il s’agit
d’un article de géométric conforme en premier licu, qui ne traite pas d’inégalités de type
Hitchin-Thorpe. et dans lequel l'invariant éta est utilisé a des fins différentes de celles de

(DWOT) et de ce mémoire.

4.2.4 Quelques exemples

On présente ici des exemples basés sur I'ansatz de Gibbons-Hawking. Pour obtenir des contre-
. ., oo =3

exemples de I'inégalité de Hitchin-Thorpe, on effectucra des sommes connexes avee CP, le
S ——=2 ——2

plan complexe projectif orienté négativement, ct pour lequel on a x(CP") =3 et 7(CP") =

-1

Ezemple 1 (D’aprés (GH79)) :

Pour un cntier donné k > 1, on supprime les points {p; };9:1 dec R? dont les coordonnées sont
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p; = (cos(2mj/k),sin(27j/k),0), ct on dénote par My l'espace total de :
Sl — A[g —ﬂ') R3 ~N {pj}§=1

qui est le fibré en cercles dont la premiére classe de Chern donne -1 quand appariée avec la
classe d’homologic générée par une sphére centrée en I'un des monopoles p;. On munit Alp
de la métrique

go = [V - ((dz")? + (dx?)* + (dz®)®)] + 7" (V "1 w?

ol la fonction V : R3 ~ {;r)]}fz1 — R, ct la 1-forme de connexion w € Q' (Mo, End(TMy))

sont donnéces par

k
1 1
Viz) = ct dw = 7 (xdV
2 Py ()

On notera (Mg, go) la compactification a Uinfini de la complétion (lisse) de (Mp. go). Cette
compactification donne une variété dont le bord 9My est difféeomorphe & un quotient d’une
fibration de Hopf par une action de Z; sur les fibres (i.c le bord est difféomorphe a la basc de

S' — §3/Zi — §? ). Les invariants topologiques d’intérét pour la suite sont (c.f. (GH79)) :

1 — k
x(Mg) =k, 7(Mp)=1—kctij:= é-alim n(@]\lo,gowﬂn) =3 1

Dans cc contexte, la métrique go ost Ricci-plate (donc d’Einstein cn particulier) et hyper-

kithler sur My a bord fibré. On voil aussi la concordance avec le théoréme 2.7 :

3 3| 2k
M) - Slr(Mo) +ill =k -S| - S +1-1] =
x(Mo) = 517(Mo) + 1 2l =3 F 0

Ezemple 2 :
Soit | > 1, ct considérous la variété X := My#ICP", avec les éclatements effectués dans

'intéricur de My. En utilisant les deux formules générales

Y(A#B) = x(A) + x(B) -2
7(A#B) = 7(A) + 7(B)

pour dcs variétés A ¢t B de dimension 4, on a que

A(Xo) = x(Mo) + [(x(TP") - 2) = k +1
7(Xo) = 7(Mo) + 1(r(CP)) =1 - (k + 1)

Le bord est le méme qu’a 'excmiple 1, donc on a toujours 7 = § - 1,d'on

Ir(Xo) 4l = | - S -] = 5+
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ct on obtient alors que VI > 1 :

3 l

3
Xo) - zl7(Xo)+i|l=k+l-k-—=l=—<
x(Xo) 2| (Xo) + 1l 2 3
En utilisant les formules d’indice obtenues dans ce chapitre, et en exprimant les intégrales
sur Xp cn termes des composantes du tenscur de Riemann, la derniére égalité se réexprime
comme suit :

1 952 !
g +(12 — 119 Z11? 9 — __
57 [ (W Sr - 1paP)a = 5 <o

Ceci signifie que ||92])2 > 2||9W |2+ % > 0, ct cst valide pour unc métrique ricmannicnne

g quelconque sur Xg. On cn déduit que X ne peut admettre de métrique d’Einstein.

Ezemple 3 (d’aprés (GRR)) :
On commence cette partic par la construction d'unc variété a bord feuilleté X, qui n’cst pas

un quotient global d'une variété a bord fibré.

Sur la variété Mg du premier exemple, on se donne unc action de Zy =~ T C Isom(My), dont
le générateur agit par rotation de +27/k autour de I'axc Oz dans la basc R® \ {p, }le , ¢t
par multiplication par e'% dans les fibres S1. Initialement, 'action est définie sur R3, ct son
relévement & Mg n'est pas unique, & moins qu'on ne spécifie comment Z; agit sur la fibre
au-dessus de l'origine de la base (voir section 6 de (GRR) ct p.106 de (Wril2)). Pour avoir
unc action libre sur Ay, on prend donc le relévement dont le générateur 1 € Z,, agit comme

multiplicatcur par ¢! ¥ sur 7=1({0}).

En posant M), = Alg/I’, et en considérant le revétement fini v : OMy = OM,, on a unc
structure de feuilletage sur dM;, dont les feuilles sont les images par v des fibres de M.

Soit v : S = dM, un lacet tel que [v o] € m;(BT) n'est pas triviale, ct considérons unc
translation lisse de ¥ vers My ~ M, , que I'on notera 5 : ST — Al; ~ OM,. Le bord 9M,
est de dimension 3 et orientable, donc son fibré tangent est trivial, et de ce fait, le fibré
normal de ¥(S') est trivial dans M, \ 8M;. Si on modifie Af; de fagon & ce que F(S1) soit
contractile, on obticndra que la variété résultante X; n’cst pas un quotient global, puisque
I'on ne pourra étendre I'application v : My — @M. Ceci se fait en considérant un fermé
VS xD° > F(SY), ct une variéte N =~ D? x S2, satisfaisant 8V ~ N ~ S! x $2, ct en

posant

Xl = (M1 \V) UBN N

ol on a recollé le long de dN.

On détermine maintcnant la signature et la caractéristique d’Euler de X,. En reprenant les
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formules générales du 2°™°, exemple on a les caractéristiques d’Euler suivantes
X(Mh) = x(My N\ V) + x(V) — x(8V)
X(X1) = (X1 N N) + x(N) — x(9N)

Avee x(M; N V) = x(X1 N N), x(dV) = x(IN) = 0 (dimension), x(N) = x(5%) = 2 ¢t

A (V) = x(S') = 0 (par équivalences d’homotopic), on substitue pour obtenir

X)) =A\(M)+2=2+—= [ e(My,*V)=3

1
IT| Sz

ou l'avant derniére égalité vient du fait que I'application quotient My — M, est un difféo-

morphisme local, et la derniére du fait que

k= 0] = x(Mo) = / (Mo, V)

Ia

Pour la signature, on a les égalités suivantes :

(M) = 7(M; N V) + 7(V)

7(X1) = 7(X1i ~ N) + 7(N)
Pour 7(V), la restriction du produit cup a 'image de H2(V,0V) = H?*(V) cst 'application
nulle puisque H2(V) = H?(S') = {0}, donc 7(V) = 0. Pour 7(N), on considére le fibré
vectoriel trivial £ = R? x S? de basc S§?%, ct on interpréte N = D’ x S% ct N = S! x 52
comme les sous-fibrés en disques et en cercles de E. Par I'isomorphisme de Thom ct la

formule de Kiinneth, on a les groupes de cohomologic non triviaux suivants :
H*(N.ON) = H*(D(E). S(E)) ~ H¥"2($*) =R, k= 2.4; H'(ON) =R, 1=0,1,2.3
Avee [1*(N) = I[7(S?), la suitc cxacte longue de cohomologic relative donne
0 — HY(ON) S H(N,ON) 2 HX(N) 5 H*(ON) = 0

En utilisant les identifications avec R dc ces espaces, on voit que 8™ est un isomorphisme
puisqu’clle est injective ct qu'elle relic deux espaces de méme dimension. L’application j est
alors nulle puisque ker j = H2(N,dN), et par définition de la signature d'une variété a bord,

on a cncore 7(N) = 0. Ces annulations impliquent que
T(Xl) =T(X1 \N) = T(All \V) = T(A[l)

On pewl finalement construire notre contre-exemple & I'inégalité de Hitchin-Thorpe pour
solo s . , 52 , Vo g
variétés a bord feuilleté. Posons X = X 1#ICP”, avee les éclatements dans l'intéricur. La

signature de cette variété est donnée par

HX) = 7(X1) +1-7(@TP°) = 7(My) - 1
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En utilisant la formule d’indice donnant r(Afy), avec g; la métrique induite par g sur Af;,

on a

(M) + %[ﬁ — p(8My,dMy)] = / L(M,9"V)
Ay

1
IT1 J g
2

L(Alo,g“V) = (T(Alo) + 77)

|~

Puisque X = 9M, il s’ensuit que

1. 2
(X) + m[n — p(8Mo,0X)] = —(5 + 1)

Pour ce qui est de la caractéristique d’Euler de X, on a
——
x(X) = x(X)+1- (x(CP)-2)=1+3

ct donc

_ 3,
2

-1

X(X) = 3[r(X) + [ - o070, 0X)] | = 3+ ) - (14 31/2) = 1

Pour ! > 4, cette quantité est négative, ce qui implique que la partic sans trace du tenseur

de Ricci est non-nulle, ct par conséquent que X ne peut admettre de métrique d’Einstein.






APPENDICE A

SYMBOLES DE CHRISTOFFEL DE ¢ -METRIQUES

Soit M une variété différentiable & bord fibre F — aM 3 N (N et F sont des variétés
différentiables compactes, orientables, et telles que dim N + dim F' = dim M — 1). On se fixe
unc fonction de définition du bord x € C>°(A, R, ), ainsi qu’un voisinage tubulaire du bord
décrit par le diffeomorphisme (local) ¢ : [0,1]; x M — M. Dans le voisinage d'un point
p € ¢(I x M), on sc donne des coordonnées locales {yj}lsjsd;mN sur la base N du fibré
OM, et un systéme {z%})<q<dim F sur la fibre F.

On effectue les calculs dans le repére local {9;,d;,8,}, ou
O :=0p,i=1,---,dmN; 0y :=0p,a=1,--- ,dimF

soit 8 un champ de formes bilinéaires symétriques défini sur ¢(I x dM). On fera usage de

la notation suivantc pour les représentations matricielles

Boo  Boi  BPoa
B=|Bi0 B B
BaO Bzu Ba.b

Dans le systéme de coordonnéces considéré sur ¢(I x dAI), Bgo désigne le terme cn dz ® dz,
Bi; la matrice 8;;dy* ® dy?, et 345 la matrice 3,5dz® @ dz®. De la méme fagon, les termes

Boi, Foa ¢t B;a désignent les blocs non diagonaux de 3 dans le repére local utilisé.

Al Symboles de Christoffel d’'une ¢-métrique produit

All Inversion d’'une ¢-métrique produit

Soit gy € T'(N,S*T*N) unc métrique sur la base de M, et x € T(OM,S*T*IM) un
tenseur dont la restriction aux fibres de A donne une famille de métriques riemanniennes

paramétrisées par N. La ¢-métrique de type produit sur ®*TM qu'on considére ici cst g, €
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I'(M, S2T" M), cst prend la forme suivante sur (] x JAT) :

g g __d12 + h +
c gy = — +K
g 9o 4 2

ot 'on a introduit A = ¢*gn. En termes de coordonnécs, on aura

Lr? Ry . _ ,
§=—r+ ( ) o z)) Ay © dif + Kialy, 2)dy' @ d2* + Kap(y, 2)d2* € d2°

avee Kap(y, 2)dz® 2 dz® inversible pour tout point y dans la carte sur N qu'on utilisc. La
premiére étape consiste a obtenir des cxpressions locales pour les composantes de g}gl. On

introduit le champ de formes bilinéaires suivant

2 0 0
A:c = 0 1‘5; 0
0 0 &

ct on pose T = A §Ar = go + Ko + r2[ki;), ot go = diag(1, [hy;], [Kab]) st inversible, et rrg

cst la contribution des blocs non-diagonaux. Plus explicitement

1 0 0 1 0 0 0 0 O 0 0 0
=10 hy+2%ki; zea|=|0 By 0 |+z|[0 0 ma|+2®|0 K, O
0 TKai Kab 0 0 kK 0 Kai O 0 0 O

De manicre générale, pour B € M, (R) et 0 < € < 1, on a le développement que voici

+oc
(I+eB) '~ ) (-eB)" =1 -eB+€*B* +O(<’)
n=0
On utilise cc développement pour déterminer -1, cn approximant d’abord 5 = (90 +
arg)” !, et ensuite 77 = (75 + x%[x;5]) 7. On a alors
7l = gt — P (g kgl ) + (5 k)Pt 4 287
4

-1 _ -1 7 ,-1 5 "
avee ;= E (-zgg koY gy +x°-T7
7=0

et 7/, 7" € ¢*I'(M,S?TM). On prend unc précision d’ordre z* puisqu’on doit cxprimer les
symboles de Christoffel avec une précision en z2. Pour alléger les notations, on introduit de
plus les fonctions suivantes :

i ia

i _ ptj,. ..a _ ,ab . . .ai _ ,ia _ ,ac.i _ pij,.a
Ky =h'%Rj0; K] = KVKpi s Y = RT =K KL=nh K]

K;— = hikxkj; K = Kihkj = hitkyh® K“’K{, = K“K‘Z + K"‘K{l
Unc fois que les éléments de 77! sont déterminés, on obtient l'inverse de ge via la rclation
Gl =A77A,
Inverse d’une ¢ -métrique produit

gOO - 1_47 ?]01' — !-]011 — 0
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Al12
u=0
=1
p=a

gij=I2hij_I4(Kij_ i a.])+0( )

§*= -zl 4z (K§Kj“) + O(x%)

§“6=K“b+x2( ai b)+1: (xf K“KCKJ - kY%, b)+0 z8
jik

T g L6 _ ,ab . at _ _ta _ ,ac_ i _ pij.a
Ko =h7Kja; K2 = K%kpi ; k¥ = K =k KC—hJKJ-

K = Rtk Kiji K7 = K LRk = il kT K% = kil ’ + K"K

Liste des symboles de Christoffel d'une ¢-métrique produit

~ ~ g/-“’ . . _
r‘;ﬁ = F‘Eﬂ = ? {—augnB + ao:gﬁu + aﬂgun}

1
Suap = 5(~Oukay + dakpu + pkya) i 0, 8 # 0

0 _ 170 _ 10 _ 10 _
01-10a_[in_[ab_0

gy = 211 = on,

X1

f60=f60=0;f6j:—;] I(KJ—I{ K3) +O(x 3)

]k = { Is) lh.]k + 0, ;hkl + aykh,,-} + 1‘2{’1”5[]'1: - Ki“Eajk

il _ al
- %(—ay. By + Oy bt + Byehuy) } + O(z?)

[, = 22 {h*€taa — K% caa} + O(z%); 2 £ 0

a
i

T3 =g, =0: T3 = = — z(x%ky;) + O(z°)

- Kal
Iy = K%y — T{_ay‘ hi; + 8y hji + Oy hii} + 12{n“'nf’§bij

ak 1

"k (=Byphiy + By hi + By huy) } + O(z)

K

{
- &%%; +

2, = K%cap + T2k (KEeqb — Eins) + O(2); a0 # 0
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A2 Symboles de Christoffel associés & une ¢ -métrique exacte

A21 Inversion d’une ¢ -métrique exacte

Soit B € T'(AM,S?®T*Al) un champ de formes bilinéaires symétriques sur ¢TAl. Dans le
repére considéré, celui-ci se décompose comme suit :
B 2 Bij(x.,y,z ; ;
B = (—M(#—))dz ®dr + (—J(I—?y—))dy’ & dy’ + Bab(r,y,2)dz® & d2°
x x

Avee les notations précédentes, on considérera une métrique ¢-cxacte gy € T'(AL, S20T" AL,

donnéc par

g¢ = §¢ + 1'23
Les symboles de Christoffel associés a la métrique g sont obtenus via la formule

5 gt .
[gﬁ = T {_al/gﬂﬂ + dagﬁu + aBgua}

o1l g sont les composantes de g = ¢* gy, ct comme précédemment, g™? sont celles de g~

Pour inverser gy, on utilise le fait que g~ = ([o¥]) + +2371B)71g7!, les composantes de ce

dernier tenscur sont alors données par
¢*% = §°° — 2*§5° B g’ + 237 B)’135"" + O(=°)

Avece ce qui précéde, on a que

~uv

Py = T { = 00(Gas) + Pa(@s.) + 95(dve) |

g*? B,y §°Y - - -
-T2 3,(0s) + Balds.) + Bs(dve) |

yny
+ -"2 { — 8,(22Baj) + 0a(r?Bs,) + aﬂ(IZBm)} +0(z4)

=T4, + ALy — 22§ Bpe 19, + O(z)

ou I’ " 5 sont les symboles de ChristolTel associés a g, ct o on a introduit les fonctions

guu
Mg = T { - 8.2 Bay) + 0a(2? Bsu) + 95(2*Bua) }

Pour calculer ces fonctions, on commence par déterminer les expressions des termes entre

accolades, et on somme avec les termes g*¥. Pour déterminer g et FZ[,, on utilisc lcs



représentations matricielles ci-dessous :

2%(g7'B) =
12 By 13 By, 14 By,
(zBé —z%ki By - 23(Ki— (1:23; — Kk, Bf (.r:‘B}'1 — x4k, BS
kik)BE + 1‘4(I€;I{j —z4(k} — KiK}) BY +O(15))
—KisK]) BY + O(z%)) +0(2°))

a @ B 4 2,0 c . Ra 2,.apj 3,8,113b 1+2 e 3.api
(Bo - ki By + 1°K§ k1B (.I.Bi ~ kB + r s} sy B] (1 By — Kk} B;

+23K5% (K ji — KjcR§)BE +26% (kjk — Kjck§) BE +1iK2ki B§
+2%k% (K qrd — Kk;ji)Kh BY +O(z5)) +O(z5))
+0(z%))
z*(§7'Bg™") =
z8Byg z° B} - 2%, B + O(z") *B§ — 28 B}k? + O(z°)
(1'2§_IB§‘1)M (J'4Bij — 13 (kiB% 4 K{;B‘"') (I3B°i — 174(K‘;Bji + K}',Bb“)
+0(z")) +0(z%))
(IZBab - 23(k2 B + kb Bia)
(z25-'Bg—)™ (2g~'Bg~1)" +24(k2 BI'KE + Bty xih

+Bb¢k k') + ()(.55))

Les termes BE et B®? étant définis de la méme fagon que les K2 ot ko8,

77
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Inverse d’une ¢ -métrique exacte
goo — 1% — 25By, + 0(18)

gl = z2h + r“hflj + 0(1‘5)

g% = K% + r2k3 + g+ k3 + O(2®)
g = —2°B} + 28BS + O(z")
g% = —r*BE + 2O B{x? + O(z®)
g% = — ki — BB 4 A8 4 O(Y)

ou
hy = k¥ — B — & k%Y ; K30 = KR — B k3 = K?B"’ + k*Bi®
ab

Ky = rc‘,:nfrc;n]h — kYRR - KM K"+ B%keik' + Bk kB BY + B2B.y,

95 = n;h"“ + K.;'B” + n;B]“

A22 Liste des symboles de Christoffel d’'unc ¢ -métrique exacte

- g -
rh, =Ty, = Lhy+ ALy - 2°3" BpTos

Ha
=20
0 2 a? a; 3
FOO = —-; + 1By + ?{()IBOO + Bn()nBOO} + ()(.’I.' )
0 .’I‘2 3 0 ;172 3
FOi = —2-(31'300 + 2301') + O(l‘ ); FOa = ?B,J_B()O + O(l‘ )
1Y =0(2%); I‘?j = zh;; + o(z3); 1'%, = O(z*)
p=1
ia ij 2

K . x . . . xT X
o = 7((%300) (8 Boo) + By + §(2h”61301 — B**8, By — 4K, Bg) + - [236300

T2
- 2(kk — kLK) BE — R (Bjo + 9;Boo) + 258, Boa — 95%8a Boo] + O(z*)
61‘

x . v g )
Ly = —;’ + 5[ - 2(K} — KaK]) + h** (9, Box — Ok Boj — 2B}) + n'“(aaBoj)]

2 . . . . .
+ T [R* (@ Bi) + B (9uBo) — K%(8; Boa + Bja) - 20k B} + Bix3)] + O(*)
N I ij 12 by 3
IOn = 5(’1 aaBJ()) — ?I{ (daB()}, — 6b30a) <+ O(.’L‘ )
il 2

. h T ) )
e = 7(_alhjlc + 0, hxt + Okhuy) + - [Km(aaBjk — €ajk) + K (265 — O Bjk)

+ (K = kiR - B (Db + Ol + e)kh,j)] + 0@
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i T ic
ri, = - [A™*(8a Bij + 26kja) — 26"€cja] + O(2®)
Uhp = 22 [A¥€kap — KEca] + O(2°)

p=a

ab a ]

a K Bg ab K" K3® api
00 = —21—.2(6[,300) + 27 + |k dIBp,o + T(aiB()o + 230,') - T(ap,Boo) - 2"‘:1‘ BO

— ;[f{gb(abBoo) + B(‘;BOO + B“"((’),-Boo + 230,') + h‘aiB,'() + 4K";NZB(C)
2 . .
+ % [2x8%8, Bob — K3%3, Boo + BE0; Boo + Bik? — 2B 3, Byg

+ 4n‘“j(n'jk - ch'ci)B(’)c - gzi(a,' B()() + 230,')] + 0(1‘3)
ab

ng = %(Kb,' - 6;,3,-0) + Kab(aiBb() + Bh,‘) + B:l — ;[Ka’j(a,‘Bj() - aj Bi() - 2I€J’i)

2

— k% (0 Byi) + k3" (84 Boi) - 2(x} B! + Bgk?)] - % [B§(8: Boo) + k% (3 Bj:)
+ Kgb(abBoi) + Baj(a,;Boj - ajB(),‘) — Kgb(aiBbo + Bb,‘) + 2(—3;'?: + KZK:B:’
+ B2kt + k2BIKb)] + O(z)

Kﬂc

. 2
gb = T(abBOC - acB()b) + g[ZBE et K‘"(B,,B,-o)] + % [K;C(abBCO - acBbO)
+ Kk%(8; Bye) — B3(8sBoo) — B* (04 Bio) — k™ (Bis — 8iBro)] + O(a®)

ab Kal

K
I = '2—(2&::‘]‘ - 0,B;) - T(_alhij + 8ihji + Ojhu;)
+ g[n“"(a,-th + Bij,-) - B“’(—B,hij + a,'hj[ + th“) - 2’1,']']
2
T
+ 7{K“k [2('12&;1’]' - €kij) + Ki(-alhij + th,-l + Bih,j) + 2Bk0h1'j]

+ (k% &} + BErM)(=8hi; + 8jhy + 8ihyy) — 2B“b€bij} + O(z%)
a ac T oac 1'2 aj¢,.c
b =K Ecib <+ §K (abBcl' — acBbi) + 7[2K J(K»J‘ECib - Ejib)
- 2Bﬂcfcib + K“Ca,‘ Bcb — K“j(abB,-j)] + 0(1‘3)

2
I
o = K% e + 5 [°%(=8aBsc + 85 Bea + 8:Bap) — 2B**€ape

+ 28" (K€ — Einc)] + O(2®)
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Addendum : Expressions des fonctions A} ;

uv
Ny = Ny = £-{ - 0.(2? Bap) + 2a(2*Bp) + 95(2*Bya) }

p=20
2
r .
Ao = —zBoo + 7{61300 + B30, By} + O(z°)
72
Agi = 7(9130() + 0(13)
2
Agn = 70,1300 + O(J‘S)
0 30y 4
Aij = 7(0130_7 + aJB(h) + 0(1‘ )
3
Agi = ?(311301) +0(z%)
o x4 .
A, = 7(0,180,, + 0y Boa) + O(27)
w=1
i K T iy ia
Ao = 7(3:1300) + 5(2'1 8, Bo; — B0, Boy)
2
x 151 ia ia
+5 [2B§Boo — hy (Bjo + 8; Boo) + 2x**3x Boa — 93 8a Boo] + O(z%)
Ao; =5 [h**(8; Bok — Ok Bo;) + K'*(8a Bo,))
2
+ % [h* (8 Byk) + B(9a Bjo) — K*(8, Boa + Bja)] + O(2%)
i FTRT 2 3
Age = 5(’1 189, Bjo) — =K (82 Bos — b Boa) + O(z7)
i x? il ia 3
Gk = 7 [ - h (6{Bjk) + K (BnBjk)] + O(.T )
i z? ik 3
A, = 7h (8, Byj) + O(z7)
i 3 h¥ 4
A,=rz - {8aBsj + OpB;a} + O(z")
H=a

u ab Km‘
Ao = ’@(abBoo) + [Kﬂbabio + 2

Kab
(8; By + 2Bo:) — ?2(311300)]
. ' 2
- %[K-g"(a.,aoo) + B8 Boo + B*(; Boo + 2Bo:) + £ Bio) + ’7 [2x3°0, Bos

- biabBOO + Bga,:Bo() + BEK? — 23{”6:31'0 - ggi(a,;B()u + 230,)] + 0(1‘3)
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ab
T .
Ag; = ___r(a"BiO) + K%(8: Bro + Byi) — ) [k (8; Bjo — 8 Bio) — k°°(0; Bs:)

2 y .
+ 13 (0 Bo:)] % [B3(8:Boo) + k7 (8: Byi) + K5" (84 Bo:) + B*(8: Bo; — 8; Bo:)

- k5°(8: Bro + By)] + O(z®)

K, , T a . 22 ' '
8 = 5 (%Boc — eBow) + 5 [2B5 — 5™ (hBuo)] + = [3°(9h Beo ~ D Bro)

+ £%(9: Bpe) — B§ (9 Buyo) — B“i(a,,B,—(,) - K*(Byp — aiBbo)] + 0(13)

ab 12

Al = —KT(B"BU) + %K“"(&-Bbj + 95 Byi) - - [x5°(86B;;)
)

+ Hak(*(‘)kBij + ;B + (')jBik)] + ()(.T3
a Z ac I2 ac aj 3
bi = EK (OpBci — 0.Be:) + ?[K 9By, — K J(abBij)] + 0(z?)

2

T
Ay, = ?Kad[ — 04 Bpe + 9y Beqg + ach,,] + 0(1‘3)






APPENDICE B

PREUVES COMPLEMENTAIRES

B.1 Invariance du tenseur de Weyl sous transformations conformes

Le résultat d’intérét de cette partic est le suivant :

Proposition B.1.1. (3.1.13)
Si W et W sont les tenseurs de Wey! associés a g et § = e*/ g respectivement, alors pour

tous X,Y,Z € (M) on a W(X,Y)Z = W(X,Y)Z.

On démontre d’abord la scconde partie du lemme suivant :

Lemme B.1.2. (3.1.14)
Soient V et V les connezions de Levi-Civita associées a g et § respectivement, et R et R les
tenseurs de Riemann. Alors :

1) Pour tous X,Y € X(M) et a € Q(Af), on a que

K(X,Y):=VxY -VxY = X(/)Y + Y(f)X — g(X,Y)Gy

R(X.a):=Vxa-Vxa=-X(f)a—a(X)df + g~ (a,df)g(X,")

ou Gy = g~1(df,") est le gradient de f.
2) Sous une transformation conforme de la métrique le tenseur de Riemann est modifié

comme suit

R(X,Y)Z = R(X.Y)Z + [9(B(X), 2)Y — g(Y.Z)B(X)]| - [9(B(Y), 2)X — ¢(X, Z)B(Y)]
ot le tenseur B € I'(End(TM)) (dépendant de f) est défini par
B(X) = -X(f)Cs + VxGy + %Gf(f)X

Preuve. (3.1.14-2)

Une fois le tenseur K € T(T"M®? o TM) déterminé, I’identité de I’énoncé découle d’un
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calcul élémentaire et de plusieurs identifications. Ceci est néanmoins particuliérement long,
et on donne donc uniquement les étapes clés de ces calculs. Tout d’abord, on commence par
la définition de R(X.Y)Z, avee X,Y, Z € X(M) quelconques :
RX.Y)Z=Vx(VyZ+K(Y.2)) - Vy(VxZ + K(X,Z)) - VixyZ - K(X.Y]. 2)
— RX,Y)Z + [(V,\—I\’)(Y,Z) — (Vy K)(X. Z)](A)
+ [K(x, K(Y,2)) - K(Y,K(X,Z))](B)
Pour le terme (B), en commengant par I'expression explicite des composantes de It cn termes
de coordonnées locales, on a apreés les simplifications et Putilisation des symétries de Ff]- quc
K(X.K(Y,2)) - K(Y,K(X,2)) = [9(Y. 2)9(X.G}) - 9(X, Z)g(Y, G()|G;

+Z(NY (X = X(NY] +G(N]g(X.2)Y - g(Y, 2)X]
Pour le terme (A) (le plus volumincux), avee la méme procédure, on obticnt
(VxK)(Y, Z) - (VyK)(X,Z) = (Vxdf)Y — (Vydf)X + [9(X, Z)Vy Gy - g(Y, Z)VxGy]

+ (Y, 2)[X())Gy - 9(X,Gp)Gy] - (X, Z)[Y (/)G - g(Y.G[)Gy]

En substituant dans I'expression de I-Ti(X, Y)Z, ct cn notant que (Vxdf, Zy=9(VxGys.7)
ainsi que Z(f) = g(Gy, Z). les simplifications donnent
RX,Y)Z - R(X,Y)Z = g( ~ X(f)Gy + VxGy, Z)Y - y( —Y(f)Gy + VXG,,Z)X

+9(Y, 2)[ - Gr(NX + X(Gy - VxGy]

+4(X,2)[G1NX - X(NGy +VxG]

= g(- X()G; + VxGs + (1/2G(NX. Z)Y

~o( = YU)Gr + Vv Gy + (1/AG,(NY. Z) X

—4(¥,2)| - X(NGy + VG + (1/DG(NX]

+9(X,2)[ - V()G + Uy Gy + (1/2)G;(N)Y |

= [9(B(X),2)Y - g(Y, Z)B(X)] - [¢(B(Y), 2)X — g(X, Z)B(Y)]

La derniére égalité venant de la définition

B(X) = —X(f)Gy + VxCj + %G,(f)X

On montre maintenant que W=w.
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Preuve. (3.1.13)
Il suffit ici de montrer que pour tous les indices, on a Wk, = W"l,-j. On a tout d’abord,

par la définition de (¢ @ +) :
(90 9) ;= 6" (9® 9)(8r, 81, 8,.8;) = 2(85 g;1 — 6% gur)
ct similairement
(Ric® g)*1;; = ¢*" [R'i(’ri!]jl - Rir'ﬂ-gu] - [JfRi(at - JfRi(+j]

Ceci permet d’exprimer R*};; en fonction de S ainsi que des composantes de Ric et W. La

premiére expression du théoréme 4.1 donne alors (avec n = dim M)

S
k Wk, - — = [gka. _ §ka.
R lij lij (" — 1)(" — 2) [61 g;t 6] gll]

. i . { o [Ricn‘gjl - Ricrjg,-l] - [5;‘ Ricy — 6* Ric,,»]} (1)

+

Cette cxpression servira a isoler W;; aprés avoir cxprimé S ct Ric; ; cn fonction de S ct

des composantes de Ric et g. La partic (2) du lemme 4.3 permet d'écrire
REu; = R+ |9cBE6E — qicB5et| - [onBY - 0uBY] (2)

ou BF = (dz*, B(8;)), avec le B € I'(End(TM)) comme précédemment. On contractant

cctte cxpression on obtient
Rici; = R*u; = Rici; — (9 BS + (n - 2)gic Bf]  (3)
et cn prenant sa trace, on a que
S = e'zfg'jlfiiiqj =e 2% [S - 2(n - I)BZ] (4)

La derniére cxpression auxiliaire dont on aura besoin cst

1 = 1 r{ o = et =
(n — 2) (RIC@ g)k“j = m{gk (chﬂ-gjl - Rlerg,'[) + (RIC_,’[J!C - RIC,'[J;)}

1
S (n-2)

{f(m%w—ﬁmﬁ@+(mw$—mm¢)
- |92 (68 B2 + (n — 2) BF) - gu (65 B2 + (n — 2) BY)
- [55(91135 +(n—2)gaBS) - 6% (guBS + (n - 2)9(:le)] }
_ 1 . k 2B e
= oy Rie0 9y gy (andh - guty)

+ {[grlB:'-d; - gnBj6f] — (9 BF - guBﬂ} (5)
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En utilisant 'analogue de 1'équation (1) pour R*;;;, ct en substituant avec les expressions

(2) ct (4),0na:

Wk = Rk“] + m [5:91'1 - 5;9;'1] - m(ﬁw@g)kh‘j

N . 2B°
+ [9&350; - ger]‘5f] - [gﬂBf - 9113}‘] ~ _C2) (95105 — gus})

1
k k ok
~2) [5,- git — 0; gil] - ("—_7)(1‘710@9) lij

par (5) i S
= RE o —
t + (n - 1)(n

1
par (1) ”'khj

B.2 Termes de Chern-Simons pour ¢-métriques

Les formules d’indice dans la seconde scction du chapitre IV se basent sur les résultats (3.5),
(3.7) ct (4.2) de (DW07). Comme évoqué précédemment, ces résultats découlent d’hypo-
theses supplémentaires sur la ¢-métrique exacte utilisée, mais aussi de formules présentécs
dans la scction 4.a de (BC89). On sc proposc dans cette partic de démontrer le lemme (4.2.1)
du chapitre IV sans fairc appel aux hypothéses supplémentaires ou aux résultats de Bismut
ct Cheeger. On utiliscra les notations suivantes :

e Pour la métrique g4, on notcra 4V sa connexion de Levi-Civita, ®w sa 1-forme de connexion
ct ?§) sa 2-forme de courbure. Pour la métrique gq, on utilisera 1V, %w ct 2 pour désigner
les objets analogues. Dans le cas ol on s'intéresse uniquement & une métrique exacte, on
ajoutera des «lildes» pour désigner les objets analogues (e.g. #Q) est la courbure associ¢e a
o)

e Si V cst la connexion de Levi-Civita de 'une des métriques d’intérét, e(M, V) = Pf (VQ/27T)
et L(M,V) désignent respectivement la forme d'Euler ct le L-polynéme de Hirzebruch cal-
culés avee la forme de courbure V2 associée a la connexion V.

o Si P(M,V) cst l'unc des deux formes (caractéristiques) précédentes, on notcra P e

Szk(so;k) le polynéme symétrique Ad-invariant ct homogénce de degré 2k pour lequel
P(M,V) = 15(VQ,~. ,Vsz) € Q% (M)
S A
2k

Si iV avec i = 0.1 sont deux connexions dont les 1-formes associées sont *w. on définit la

transgression de P par rapport a ces deux connexions comme étant

1
TP([\I,‘V,OV)=/ P(lw =%, Q-+, Qy)dt € QM)
0
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ol  est la 2-forme de courbure associéce & la connexion d'interpolation 'V = !V +(1-1)°V.

Cette forme satisfait la propriété suivantc
P(M,'V) — P(M,°V) = dI'P(M,'V,°V) € Q% (A1)

e Pour 0 < ¢ « 1, considérons la métrique g. sur TM, prcnant la forme suivante prés du
bord

c-ge ==

+ K
et

e?
Comme précédemment, €V, w et €Q sont les objets associés a g., et aussi & son redimen-
sionnement ¢2g.. Ces métriques coincident avec gy ct gq sur hypersurface {z = €}.

En considérant les conncxions ¢V, %V, ?V, 9V ¢t 9V ainsi que leurs formes associées, on

définit les quatre connexions d’interpolation suivantes, avec ¢t € [0, 1]

'V =tV 4+ (1-t)Vet 'V =19V + (1 — )V sur °TM |,
V' =tV + (1 -t)Vet 'V =tV + (1= t)°V sur 4TM|p,,

Pour désigner les formes de connexion et de courbure, on utiliscra les mémes exposants que
ccux des connexions : par exemple, {& et 162 sont associés a 'V ; tu’ ct {() sont associés a
tV’ etc. '

On a aussi besoin que les formes de connexion et de courbure prennent leurs valeurs dans les
endomorphismes anti-symétriques des fibrés TAL,*TM ct T A, étant donné qu’on s'inté-
ressc & des polyndmes (symétriques) invariants sous conjugaison par éléments de SO(TAM).
On va donc introduire les repéres orthonormés {es} et {é,} pour g, ct €2g, respectivement,

tels que prés du bord :

i i
eo =€20;; eq = €X%0y; + €%3,4,Ya #0; X; Xa oo (61\1, GL(TM|3M))
ef ep
, & &
bo =By b= 0, +e 540, Va£0; | 7 | ec® (oM, GL(TM|6M))
Xy X

On commence par le lemme technique suivant :

Lemme B.2.1. Avec les mémes notations que précédemment, on a :
(w — %5)|ree € € - O (6M,so(“’TM)|(I=5})

(‘3 = “Wleze, (“w = @) l=c € £ 21 (OM,50(*T M) (2= )



88

Preuve. On utilisc les repéres qu'on vient d'introduire, et puisque 1'on s’intéresse & la nature
des formes de connexion sur M, = {x = €}, on peut omcttre les termes cn dz.

1) Pour la premiére asscrtion, on a g, = gy + £2B avec B € T['(M, S§29T* M), ct avcc
B,z désignant les composantes de B dans le repére {da}, les éléments de (Pw - %Q) €
Q! (M,so("TM)) dans le repére {r,} sont donnés par

("’w - “’C;)“ = (¢w - asa,)“u = eoeﬁ (Fa‘dp - I‘:oﬁip)d:"‘p

v nev

ezel (= 3a(2Bgy) + B5(a® Bpa) + 3y(z Bas) ) da?

utv

ou Iy, ot l:uﬁ,, sont les symboles de Christoffel de premiére espéce associés a g4 ct g, dans

le repére {9q}, ct les eg sont donnés par

0 _ 250, ¢ _ i, _a ]
en_Edn’en—EXnve(yNO(e)

En sc restreignant & { = ¢}, les puissances négatives de € dans la différence des symboles
de Christoffel est toujours contrecarée par les puissances positives de £ dans les fonctions de
changement de repére. Par exemple, pour (g, v) = (0,0), la composante avec les degrés les

plus bas cn ¢, on a
- e? . g2
(¢w - db“")3|1'=z = 54 (T(aiBOO”J::zdy1 + T(aaBOO)l:c:Edza) € 5202(81”)
ct de la méme fagon, pour toute paire d’indices (u, v), on obtient
(Pw - ®@)H| = € €Q*(IM)

Cette approche cst aussi valide pour la forme (%w — 4@) € Q'(AL.so(?TAl)). Pour cette

derniére, on a
(o~ B} = 6363~ 0a(2*Bay) + 9a(c* Bya) + 9p(a* Bay) ) dz”

avee

~0 _ _1;0 . 4t 0y, s2a _ _—l-sa
b =cbg; 6, ~0(e"); 85 =€ X4

Cette fois cncore, on obticnt pour tous les indices u, v que (%w — 4@)4| = € eQ*(M), avee

par cxemple, un des degrés les plus bas en ¢ donné par :
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2) Pour la scconde asscrtion, on a (%@ - ¢w) = (%0 —%%) +0, out f := ®% —cw. On utiliscra les
propriétés de €V pour étudier 6, ct aussi le fait que 4@ et ®& sont les formes de connexion
associées & deux métriques reliées par une transformation conforme.

Si ©%; sont les symboles de Christoffel de la métrique g. (ct dc e2g,), ils sont donnés par :

egl’i =0,Yu, 8; eZﬁ = f‘gﬁl:r:e;VQv Bu#0

ol comme précédemment, f“;ﬂ sont ccux de §,. Puisque les composantes de 6 sont des
différences de symboles de Christoffel,on obtient & partir de la remarque précédente et des

expressions de 'appendice que dans le repére {8, }, les sculs termes non nuls de 6|,—, sont

A L. d i
0?|1=5 = Eh,-deJ ) 06'1:5 = _?y

D’un autre c6té, on sait que sur Af ~\ dM, on a pour tous X,Y € X(M)

(45 - %@)(X) Y = (%@ - °G)(Y) - X = 4VxY - *UxY

_X@y, | Y
T X

Y + X - §o(X.Y)2?0,

puisque _t');l(dr/z, -) = 238;. Ceci permet d’exprimer rapidement les composantes de cette

différence, et donne par rapport a {J,} que

‘i—’: —x(hi; + :tzmj)dyj — 23K;0d2®  —x3Kaidyt — rPKkapdz®
d~ ¢~y _ | & , 8!
(‘@ - *0) = | Zdy 2dx 0
o 3. b 59
2dz 0 2dr

ce qui devient, sur M,

0 00— + 2280 £330
(da - ¢a)|1=5 = —é(i)‘::s + 6_136 0 0
g 0 0

avee les formes By € €°Q!'(OM). Donc quand on cxprime (@ - €w)|;— dans le repére

orthonormé de £2¢,, on obticnt

0 (@89 + %89) (8380 + X5/39)
(18 = W)la=e =€ | —(&89 + £260) 0 0
— (189 + X58D) 0 0
ct ceci termince la démonstration du lemme. a

On s'intéresse maintenant au résultat général que voici :
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Proposition B.2.2. Soit Pe S (s03,) un polynéme symétrique (invariant et homogéne

de degré 2k ). Avec les mémes notations que précédemment, on a :

? Prg(OM) = lim /OM TP(M,%V,cV) = lim /aM TP(M,*V.V)

e—0 e—0

e—0 e—0

4Prg (M) = lim / TP(M,%V,V) = lim / TP(M,"V V) =0
M, M.

Preuve. Dans la suite, toutes les expressions sont restreintes & M, (on omet dorénavant
|z=¢), ct on utilise les équations de Maurer-Cartan pour les courburcs.

1) Pour les ¢-métriques : On posc

9="%—°w

Il
D
+
s
€

|

©
\E,'
ES
Il
A=
€1

I

€

Les formes associées aux connexions
VIV =19V 4+ (1 — 1)V ot 'V = 19V 4+ (1 — 1)V

sont reliées comme suit :

tw=Cw+th="0+t(% - %)
() =0+ t(d6 + [Fw, 0]) + £26"2
=G+ t(d + B, (Pw - 45)]) + £2(*w = °3)"?
En vertu du lemme qu’on vient de démontrer, on peut écrire (®w — %&) = ey et Q- tQ = cA.

On a alors
P6,'9,- 1) = P(8,'Q, - ,'Q) + eP(1,'Q, - ') + €Q
ou Q € Q¥ -1(Af) cst unc cxpression polynomiale en g, ct £A. On voit alors qu'en

intégrant par rapport a ( ct sur dM,, on obticnt

1
/ TP(M,"’V,EV)z/ / P(6,'Q,--- ,'Q)dt
M, M 70

=/ TP(M,*V,*V) +¢ Q
M, OM,

Les formes TP(M, %V ,€V) et TP(M, "’6, €V) sont lisses ct bornécs jusqu'au bord 9 (com-
pact). Leur restriction 4 M, varic de fagon lissc en €, ct est dominée par unc expression
polynomiale en le maximum des normes des formes Sw et € sur {x = ¢}, donc par conver-
gence dominéc on a

lim TP(M,"%,EV):/ lim (TP(M,‘?%,EV))
€20 Jan, am ™0
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avec lim, o TP(M, ¢9, £V) bornée et lisse sur M. Ceci est valide aussi pour TP(AM, ¢V, €V)
ct @', donc

¢ Pes(8M) = lim » TP(M,*V,¢V) =51136/6M TP(M,?V,V)

2) Pour les d-métriques : On procede de la méme maniére, en utilisant cette fois les connexions
W =tV + (1 - )V et 'V = 14V + (1 - 1)V

d d

Avec le lemme (2.3), on a (%3 — €w) = ey et (%w — ¥3) = ey qui permettent d’écrire

/ ’I‘P(AI,"V,‘V):/ TP(M,*V,5V) +¢ Q
IM, aM, oM,

l — -~ o~ ~~
/ TP(M,*V, V) =¢ / P@.1Q. - tQ)dt
A, [}

A,
On voit alors que la limite £ = 0 donne

4 Pog(OM) = lim/ TP(M,*V,¢V) =0
M,

=0

Voici I'analoguc du lemme (4.2.1) cn dimension 4 :

Proposition B.2.3. Pour un bord fibré S* —» aM® 3 N2 on g

¢€Cs(61”') = ¢Lcs(61‘[) = 0

Preyve. Pour montrer ce résultat, on exprime dans un premier temps les intégrands sur
dM, = {x = €} qui nous donncent les termes de Chern-Simons, ct on met cnsuite en évi-
dence leur comportement cn fonction €. Par la proposition (B.2.2), il suffit de montrer le
résultat pour g, de type produit. Comme précédemment, on utilise les formes associées aux
connexions €V et 'V = oV + (1 — )¢V :
to=Cw+th;avec =25 - ‘w
' =Q+ £(t); avee p(t) = t((l() + [fw, 0]) +20A0
On utilisera ici les indices 7 = 1,2 pour composantes venant de la base N, ct 'indice z 4 la
place des {a} qu’on utilisait précédemment. Les ¢léments non nuls de 8],—, par rapport au
repére {6,} sont 6?'::57(}(1)'::5 ct 0flz=c (c.f. preuve du lemme (B.2.1)), donc par rapport
au repére g.-orthonormé {e,}, on obticnt
0 ¢’a} ¢'af ¢°al
- —¢"al 0 0 0
0|:=5 = (1) \ (l?‘ € QI(N)
—-¢Tay O 0 0
-¢*a? 0 0 0
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En dimension 4, nos formes de transgression sont définies via la formule
1
TP(M.?V.€V) =/ P(6,'9)dt
0

ct on utilise la remarque précédente sur § pour de simplifier I'expression des intégrands.

Pour TL(M,*V, EV), l'intégrand cst donné par

L(6.'9) = 1%2 SN ()i A, = 1%2 > (Brney - LANITY

i<} «x€Sq i<j
.
= gAY = 69 A 1Y
127r2 g 1272 ; 7 7

Quant a Te(Al, Ava €V), 'intégrand est donné par
¢ O(U t~a(2)
é6,%) g,r2 D el A1)
a€ Sy
Toujours avec ce qu’on sait sur 6. les termes non nuls de cette derniére sommation sont ceux
pour lesquels les o € Sy donnent (a(0),a(1)) € {(0,7),(7,0),(0,2),(2,0)} avec i = 1.2. En

introduisant j # i, £(6, ') devient :

6= {3 5 ton (A A+ 5 qon (B30 17E)

i=1 a.4€S; a 3ES,
1 : ) (1)
_ i+1 GO At el i+1 50 A t(yB(1
- gﬁ{z;; (-1) e(ﬁ)(20i Q50 )) ;; (1)t c(ﬁ)(ZGZ A szm))}
i=1 €S, 3€8;

N L e . T
= o3 2 (- g A = m(9? AE - B3 AL+ 607 104)

Il reste maintenant a étudier le comportement de tQ = €Q + p(¢) en fonction de ¢. En se
rapportant aux expressions des symboles de Christoffel non-nuls 825 = nglrﬂ de g, on
voit que dans le repére {9,} on a

= phedy* + %), dz; f@t = 28L dy* + £%3L,dz2

€@ = Bhdy* + B3.dz; C0F = B dy* + Bi,dz:

avee les 37, lisscs ot bornés quand ¢ — 0. A partir de ces composantes et de I'équation

g

Q) = d°w + [fw, “w], on voit que dans le repére {9,}

T, = Aldy' A dy? + eB),dy’ A dz; puisque 8,y = 8,03, ~ O(?)
‘€ €2 Q2AM); T € 2 QX (AM)
Pour le terme Eﬁ;, les choses sont un peu plus techniques. On doit passer par les équations

‘0 = “Rijpdy’ Ady® + “Ridy' Adz ot SRy, 5= 9aOp, +6,,05,

ziz
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ol les crochets désignent I’anti-symétrisation par rapport a 2 indices, et noter ensuite que :
0607y = ~(Kz2) ' 0akz.08K,s + K720a0pK.: + O(%); Vo, B # 0
Cecla donnc :
‘Rl = 00}, — 8.0}, + 6,05, ~ O(?) = q; € €% - Q*(OM)

Ainsi, cn cxprimant les composantes de cette courbure par rapport & {e,} comme dans le

(B.2.1),on a

= ~1 23t 1\ z2Q%(,,—
(0 = )AL + XA () + e T (Y + AR ()Y

= Al dy' Ady? +eBY dy' Az

uiz

avee V. v #0: A%y, € €2 ¢°C=(N) ct BY,, € €2 - C>=(8M). Ceci caractérise le comporte-
ment de €2 & mesure que € = 0.

En procédant de la méme fagon qu’on vient de le faire, et en introduisant des éléments
T € ¢"Q%(N) ct p, € Q*(OM), on obtient que les composantes de la 2-forme ¢(t) =

t(dé + [fw, (5]) + 126 A 6 s’écrivent
P(t)a = Ta + €0l #(1)a =78 Ve, 8 #0
Avec ce qui précéde, on en déduit que toutes les composantes de ¢Q s’écrivent sous la forme

EQ —A“udy Ady? + eB” dy* Adz

piz

avee Vi < v: Ay, € €0 ¢*C=(N) et BY,, € &0 - C=(9M).

Pour revenir maintcnant aux formes de transgression, les expressions obtenues précédemment
donnent

&6,t0) = % (a1,32 ~agBl, +a? sz)dy Ady? A dz

z

§ : ik{ 0 RO
€ (a]lB]k)

1=1

ot €'* est le symbole de Kronecker. On a donc :

1
®ecs(M) = 3%{5/31” [/0 (2m)~te (a1,32 - od.Bl +al sz)dt

*Les(0M) = gl_r'l%) {E/z;M |:/0 ( (12m)~ thka )dt

L(6.'2) = Ton?

dy' A dy? A dz

dvol®M } 0

dVolaM} =0
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