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RÉSUMÉ 

L'objectif du présent travail est d'obtenir une obstruction topologique à l'existence d'une 
métrique d'Einstein sur une variété riemannienne de dimension quatre, ct dont le bord est 
un espace feuilleté. 

Dans un premier temps, on définit les notions préliminaires et on expose les résultats de la 
théorie de l'indice employés subséquemment, tels que la formule d'Atiyah-Patodi-Singcr, la 
limite adiabatique de l'invariant êta, l'invariant rho pour des revêtements finis et la formule 
de G-signaturc. Dans la seconde partie, on considère d'abord l'espace des opérateurs de 
courbure associé à un espace Euclidien, ct on étudie sa décomposition en facteurs irréduc­
tibles sous J'action du groupe orthogonal. Dans le cadre d'une variété différentiable, ceci est 
utilisé pour obtenir la forme normale du tenseur de Riemann, dont on sc sert pour démontrer 
l'inégalité de Hitchin-Thorpc pour une variété compacte sans bord. 

Vient alors la partie centrale du mémoire, celle concernant les variétés non-compactes munies 
de structures de fibrés ou de feuilletages à l'infini. Dans ses deux premières sections, on 
construit le Phi-fibré tangent tel que défini par Mazzeo et Melrose, ainsi que le F-fibré tangent 
étudié par Rochon, et une fois munis de métriques riemanniennes adaptées à leurs géométries, 
on prouve que l'on peut construire des formes caractéristiques lisses pour des variétés à 
bords ct à cusps fibré>s ou feuilletés. Dans la dernière section, on utilise la décomposition 
du tenseur de Riemann en dimension quatre en conjonction avec les formules d'indice pour 
redémontrer l'inégalité de Hitchin-Thorpc de Dai ct Wei (dans la Phi-géométrie), ct ensuite 
pour établir une inégalité du même type qui soit adaptée à la F-géométric de Rochon. Pour 
illustrer ces résultats, on présente enfin quelques exemples construits à partir des instantons 
gravitationnels asymptotiquement localement plats. 

MOTS CLÉS : Géométrie riemannienne, métriques d'Einstein, théorie de l'indice, invariant 
êta, Hitchin-Thorpc. 





CHAPITRE I 

INTRODUCTION ET NOTATIONS 

1.1 Introduction 

Comme le titre de cc travail l'indique, le thème principal des chapitres qui suivent est celui 

des inégalités de type Hitchin-Thorpc. Cc sujet fut initié par Hitchin, Singer ct Thorpc au 

travers des articles (Hit74) ct (ST69), où ils obtinrent une inégalité reliant des invariant 

topologiques d'une variété lisse de dimension quatre admettant une métrique d'Einstein. 

Outre ces deux travaux fondateurs, cette inégalité fit l'objet de maintes extensions, telles 

que celles de Gromov (Gro82) ct de Kotschick (Kot12) pour le cas de variétés compactes ct 

sans bord, ct plus récemment celle de Dai ct Wei dans (DW07), concernant les variétés à bord 

fibré, telles que considérées par Mazzeo et Melrose dans {MM99), c'est à dire des variétés 

lisses M dont le bord est l'espace total d'une fibration d'espaC"es lissPs F ~ cïM ~ N. La 

finalité du présent mémoire est d'obtenir une telle inégalité pour des variétés à bord ou à 

cusp feuilleté, telles que définies et étudiées par Rochon dans (Roc12) et (GRR). Pour de 

telles variétés, le bord est la base d'un revêtement fini v : Y ~ M, avec Y l'espace total 

d'une fibration F ~Y~ N. 

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension quatre munie d'un bord âM =1 0, ct 

notons x(M) sa caractéristique d'Euler, r(M) sa signature de Hirzcbruch, ct rj(DM, g) l'in­

variant êta de la signature. SiM admet une métrique d'Einstein, c'est à dire une solution des 

équations éponymes (dans le vide), alors les invariants x(M), r(M) ct i](âM, g) sont reliés 

comme suit 

x.(M) ~ ~lr(M) + i](âM, g)l. 

Ccci est cc qu'on appelle une inégalité de Hitchin-Thorpe. La première section du chapitre 

II rapelle les définitions des constituants de cette inégalité, présente les formules d'Atiyah­

Patodi-Singcr donnant >..(!1/) ct r(M), et expose des résultats permettant de calculer le 

terme ij(iJM, g) pour des bords iJM fibr{~s. Pour les bords feuillet.6s, l'invariant êt.a est tm 
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peu plus subtil à déterminer, raison pour laquelle on discute la formule de G-signaturc à 

la section 2.2, ainsi que de l'invariant rho d'un revêtement fini à la section 2.3. Enfin, on 

termine le chapitre des préliminaires avec quelques rudiments sur les feuilletages. La grande 

majorité des résultats présentés dans cc chapitre ne sont pas démontrés, ct seront utilisés 

pour la plupart au chapitre IV. 

Si on suppose que (l\I, g) est compacte ct sans bord, l'inégalité ci dessus sc réduit à x(M) ~ 

3Jr(M)J/2, qui est la version démontrée par Hitchin ct Thorpc. Une façon de la démontrer 

est d'utiliser le fait qu'en dimension quatre, le tenseur de Riemann associé à g admet la 

décomposition en facteurs irréductibles suivante 

(

gw+ + •sld 
gR= 12 

gzt 
gz ) 

gw- + "5 Id ' 
12 

où 9W = diag{YW+, gw-} est le tenseur de Weyl, 9 S est la courbure scalaire, ct où 

( 
o 9 Z) 

9 Z 1 o 

est la partie sans trace de la courbure de Ricci. Avec cette décomposition, on peut récxprimcr 

les formules de Gauss-Bonnct-Chcrn ct de Hirzcbruch comme suit 

Si g est une métrique d'Einstein, on a 9 Z = 0, et il suffit alors d'additionner et de sous­

traire les deux formules ci-dessus pour voir qu'effectivement x(M) ~ 3jr(M)I/2. Ceci est le 

contenu du chapitre III. Pour un espace vectoriel euclidien réel V, on étudie cxtcnsivcmcnt 

dans la section 3.1 les décompositions irréductibles de l'espace des opérateurs de 2-courburc 

C2 V = S2 A2 V sous l'action naturelle de O(V) ct SO(V). Ccci permet de sc concevoir le 

tenseur de Riemann dans un contexte purement algébrique, qui sc transpose de façon im­

médiate au cas de variétés différentiables. En mettant en évidence quelques particularités de 

la dimension quatre, on obtient la décomposition de 9 R annoncée. Dans la section 3.2, on 

utilise le formalisme développé pour démontrer que les intégrands de la formule de Gauss-

13onnct-Chcrn ct du théorème Hirzcbruch peuvent s'exprimer comme les traces d'opérateurs 

de courbure appropriés, et en simplifiant ces expressions, on obtient les deux intégrales 

ci-dessus. 

Vient alors le dernier chapitre, dont le point de départ est le suivant: Si (M, g) est une variété 

riemannienne quadridimensionndle non compact.<', et qu'à l'infini die a unP st ructur<' de bord 
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feuilleté ou fibré, comment démontre-t-on des inégalités de Hitchin-Thorpe dans ce contexte? 

On commence par compactifier Al à l'infini pour obtenir une variété AI dont le bord àAI a 

l'une des géométries d'intérêt. En sc donnant ensuite une métrique riemannienne g adaptée 

à la structure de àM, on montre à l'aide des résultats du chapitre III que les formules 

d'Atiyah-Patodi-Singcr du chapitre II peuvent s'exprimer comme suit en dimension quatre: 

En comparant une seconde fois ces deux intégrales dans le cas où 9 Z = 0, on obtient 

la première inégalité ci-dessus. Dans la partie 4.1, on étudie des métriques riemanniennes 

adaptées au structures de bords fibrés ou feuilletés, qui sont les métriques de type </J ct 

F. Le fait central étant que l'on peut composer des formes caractéristiques lisses à partir 

des courbures de telles métriques. Au début de la section 4.2, on se consacre aux formules 

d'indice pour des variétés non compactes AI avec les comportements asymptotiques voulus, 

av-dut d'obtenir nos inégalités, et de finalement présenter quelques exemples. 

1.2 Remerciements 

Je tiens à remercier tout d'abord mon directeur de recherche F. Rochon, pour m'avoir 

introduit à la théorie de l'indice, ainsi que pour m'avoir donné l'opportunité de travailler sur 

cc projet. Les professeurs L-P. Arguin, C. Hamzaoui, S. Lu et M. Siaj voient cc travail leur 

être dédié aussi, pour le temps précieux qu'ils m'ont accordé, pour leurs encouragements, ct 

sans qui je ne serai pas là où je suis en cc moment. 

Ava, Ali, Kcnza, Adam ct Jeanne :je m'excuse sincèrement de ne pas avoir été plus présent 

à vos côtés durant les années qui ont mené à cc mémoire, tout comme je suis désolé de vous 

avoir fait subir ma personne. Votre affection et votre support (sous toutes ses formes) restera 

à jamais gravé dans chaque particule élémentaire de mon être, ct je ne vous en remercierai 

jamais assez. Je vous aime. 

A mes amis, où que vous soyez, vous avez tous apporté quelque chose à cc mémoire, d'une 

façon ou d'une autre, et je vous en remercie chaleureusement. Si par contre il y en a parmi 

vous qui en sont déçus, considérez que c'est de votre faute aussi. Enfin, un grand merci à 

Rachel Ennamli, pour le temps qu'elle m'a consacré, ct pour les paroles pleines de sagesse 

ct d'inspiration dont elle m'a fait part lors du processus de rédaction. 
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1.3 Notations 

Dans les chapitres qui suivent, on utilise la convention de sommation d'Einstein pour les 

calculs. On énumère ici les notations les plus fréquemment utilisées de cc travail. 

Notations générales : 

a Al : Bord de la variété M 

F-+ E ~Al : Fibré localement trivial au-dessus de M, de projection cp Pl d<' fibw typ<' F 

f(.l\l, E), coc(M, E) : Sections lisses sur Al à valeurs dans le fibré E 

E*: Fibré dual au fibré vectoriel n 

APE: p<'nw puissance extérieure du fibré vectoriel E 

SP E, F;0P : p<'mc puissance tensorielle symétrisée du fibré vectoriel E 

End(E) : Fibré des endomorphismes associé au fibré vectoriel E, isomorphe à E* 0 E 

so(E) : Fibré des endomorphismes anti-symétriques du fibré eudidicn E 

T Al, r Al : Fibrés tangent ct cotangent de Al 

l:(A!) : Champs de vecteurs lisses sur M 

OP(AI) : p-formes différentielles sur M 

nP(Af, V) : p-formes différentielles sur M à valeurs dans l'espace v 

{(';}, {ci} : Repère local sur TM ct repère dual associé sur T* Al 

x(M) : Caractéristique d'Euler de Al 

r(M) : Signature de Hirzebruch de M 

xE coc(AI. IR+) : Fonction de définition du bord, telle que aM= {p E M/x(p) = 0} 

c: [0, l]x x aM -+ Al : Voisinage tubulaire du bord 

Objets associés à une métrique riemannienne : 

g: 

9\1 : 

90: 

9 R,R: 

9 S, S: 

Métrique riemannienne sur une variétéA/ 

Connexion de Levi-Civita de la métrique g 

1-formc de connexion associée à 9\1 

2-formc de courbure de 9\1 

Tenseur de Riemann associé à une métrique g 

Courbure scalaire d'une métrique g 

9W, 9W± : Tenseur de Weyl associé à g, ct ses parties auto ct anti-auto duales 

9 Rie, 9 Z : Tenseur de Ricci associé à g, et composante hors diagonale de sa partie sans 

trace 



*g : 

YB: 

YA: 

ry(Y A) : 

Étoile de Hodge associée à g 

Opérateur de signature pair associé à g 

Opérateur de signature impair associé à g 

Invariant êta de l'opérateur 9 A 

a lim,_,0 ry(Y A,) : Limite adiabatique de l'invariant êta 

e(M, YV') : Forme d'Euler calculée avec la courbure 9n 

L(l\1, Y'\7) : L-polynômc de Hirzebruch calculé avec la courbure 9 n 

Objets associés à des variétés à bord fibré ou feuilleté : 

ri>TM, ri>T•M, End(ri>TM): Fibrés associés à une structure de bord fibré 

FTM, FT* M, End(FTM): Fibrés associés à une structure de bord feuilleté 

5 

9rt>• !Jrt> : l\létriques à bord fibré. Respectivement, </>-métrique exacte ct </>-métrique produit 

9F. !JF : l\létriques à bord fibré. Respectivement, F-métriquc exacte ct .F-métrique pro-

duit 

9d = x 2grt> : Métrique à cusp fibré 

9F, = x2 9F : Métrique à cusp feuilleté 

Xrt>(Al), XF(M) : Respectivement, les sections lisses de ri>TM ct FTM 





CHAPITRE II 

RÉSUMÉ DES NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

2.1 Formules d'Atiyah-Patodi-Singer 

Soit M une variété riemannienne à bord i.JM =f. 0, qu'on supposera compacte, connexe, 

orientée ct de dimension 2/, avec des hypothèses similaires sur aM de dimension (2/- 1). La 

formule d'indice d'Atiyah-Patodi-Singcr (théorème (3.10) (APS75a)) établit un pont entre la 

géométrie, la topologie ct l'analyse, ct on en présente dans cette section deux cas particuliers: 

la signature de Hirzcbruch T(M) ct de la caractéristique d'Euler x(M). Avant d'entrer dans 

le vif du sujet, on rappelle quelques faits qu'on utilisera à répétition dans le reste de cc 

mémoire. 

Métriques de type produit près du bord : 

Puisque aM est une sous-variété immergée de l\1, il existe un voisinage V :J aM difféomorphe 

à~+ x aM (théorème (11.1) de (MS74)), ainsi qu'une fonction TE C00 (M,IR+) telle que 

- r est choisie de façon à correspondre à la coordonnée IR+ sur V ; 

- T > 0 sur M...._ aM ct au= {r = 0}; 

- dr ne s'annule nulle part sur aM, le champ dual arE l:(M) est normal au bord (en tout 

point de V) ct pointe vers l'intérieur de M. 

On dira que V est un voisinage tubulaire du bord, ct que r : M --+ IR+ est une fonction de 

définition du bord. Soit gE f(M, S 2T* M) une métrique riemannienne sur M. On dit que 

g est de type produit près du bord (relativement à r, qu'on suppose fixée} si sur le voisinage 

tubulaire V, cette métrique admet une décomposition de la forme g = dr :g, dr + h, avec 

hE f(8M, 8 2T*aM) une métrique riemannienne sur le bord (pouvant dépendre der). On 

notera 9 'illa connexion de Levi-Civita de g, ct 9f! E !12 ( M, so(T M)) sa 2-formc de courbure. 

Formes camctéristiques : 
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Étant donné que l'on s'intéresse à des interactions entre la géométrie ct la topologie, on 

utilisera très souvent la théorie de Chcrn-Weil, dont le résultat central stipule que si P E 

S*{so21) est un polynôme symétrique Ad-invariant sous S0{2l), alors la forme P(J\1, 9 'V) := 

P(Yn) E n*{M) est un représentant d'une classe caractéristique dans la cohomologie de de 

Rham. Même si [P(Yn)] E H*(M) ne dépend pas de la connexion Y'\7, on prendra toujours 

le soin de spécifier par rapport à quelle métrique on calcule nos formes caractéristiques pour 

les variétés à bord. Si f : C -+ C une fonction analytique autour de z = 0, on obtient des 

polynômes invariants en prenant le déterminant ou la trace de formes différentielles du type 

Les formes caractéristiques dont on fera usage sont définies par de telles expressions (voir 

section 1.5 de (BGV92) ct appendice C de (MS74)). 

Opéroteurs différentiels elliptiques : 

Dans les sous-sections qui suivent, on fait souvent référence à la notion d'opérateur différen­

tiel elliptique, qu'on rappelle ici, en prenant pour acquis les propriétés fondamentales des 

espaces de Sobolev et des opérateurs de Fredholm sur des fibrés vectoriels {sections 111.2 

ct III.5 de (LM89)). Soient E ct F des fibrés vectoriels sur M. Un opérateur différentiel 

elliptique d'ordre d 2 0 est un un opérateur IR-linéaire P : f{M, E) -+ f{l\1, F) prenant la 

forme suivante dans une carte trivialisante (U, {x;}i=d de M: 

où pour tout a= (aJ,""" ,an) EN", on a lai= LO:'':j'SnaJ ct A 0 E r(M,Hom(E,F)). 

Puisque P prend une telle forme indépendamment de la trivialisation locale {voir section III.l 

de (L!\1R9) ), les coefficients {id A a }lal=d représentent un élément bien défini der ( 1\1, SdT M~ 

Homc(E, F)) qu'on note 

11 

a(P)x =id L 1\"(;r)( Q [n;"''Jt; V:J." E {U, {.ri}) 
lnl=d j=l 

ct qu'on appelle le symbole principal de P: f(E)-+ f(F) (8 désigne le produit tensoriel sy­

métrisé). Pour tout Ç E n1{M).le symbole principal définit un élément de r(M. Homc(E, F)) 

donné par 
n 

aç(P)x =id L Aa(x) II {ÇJ)a' 
lol=d j=l 

Pour rg(t-') = rg(F), on dit que P: r(E) -+ r(F) est elliptique si pour tous Ç E n 1 (M) '- {0} 

ct J' E M, aç(P)x : Ex -+ Fx est inversible. Notons ll'1(1\I, E) ct ll'1(M, F) les espaces de 
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Sobolcv de degrés (2, s) des fibrés E ct F (c.f. section 111.2 de (LM89)). Les propriétés d'un 

opérateur elliptique P: I'(E) -+ r(F) qui nous importent le plus sont les suivantes : 

1. Pour tous U cM ouvert, s E IR ct u E H: (/'./, E), on a : 

Pulu E Coc(U, F) ===} u E Coc(U, E) 

2. Pour tout s E IR, P : r(E) -+ r(F) admet une extension en un opérateur P 

H;(JII, E) -+ H;_d(M, F) qui est de Fredholm, ct d'indice 

lnd(P) = dim(ker P)- dim(ker P*) 

où P* : H;(!vf, F) -+ H';_d(M, E) est l'adjoint formel de P; 

3. Pour F = E ct P auto-adjoint, il existe une base orthonormée complète de L2 (M, E) 

constituée de vecteurs propres de P: L2 (E) -+ L2 (E). 

(Réf: résultats (5.2), (5.3), (5.5) ct (5.9) dans le chapitre III de (LM89)). 

2.1.1 La signature d'une variété à bord 

La cohomologie 1/*(M) de M admet une structure d'anneau quand on la munit du produit 

eup: 

HP(M) :;<:! Hq(M) -+ HP+q(Al) 

[u] QV [/1] >---+ [o] ~ [,B] := [o 1\ .8] 

pour des représentants 0 E HP(M) ct f3 E nq(M) quelconques. Cc produit est bilinéaire, et 

hérite de la propriété fondamentale du produit extérieur : 

Le produit eup induit en particulier la forme quadratique suivante sur H1(M) (dim M = 2l): 

Q: H1(Al) 0 H1(M) -+IR 

[o] ~ [.8] >---+ ([o] ~ [.B], [Ml) 

Soit 

i~P(M) := { o E HP(M) 1 Vm EN, V{Xj}, {Yk} c X(M) 

(Xl o · · · o Xm) · o(Y1, · · · , Yp)laM :: 0} 

l'espace des p-formcs s'annulant à tous les ordres sur àM. On définit la cohomologie relative 

de M par rapport à àM comme étant 
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Pour tout p =O.··· , n, l'espace HP(AJ, à Al) s'identifie au pi-rn<' groupe de cohomologie de de 

Rham à supports compacts Hf(AI ....._à AI) (c.f. (Mcl93), sections 2.16 ct 6.4). Les complexes 

H*(M), H*(DM) ct H•(M, DM) sont reliés par la suite exacte longue suivante: 

... ~ HP(M.àM) 4 HP(M) ~ HP(àM) ~ HP+ 1(M,àM) 4 ... 

où i est induite par 1 'application de restriction au bord !1P (Al) --+ OP( à Al), ct j par 1 'inclusion 

canonique O.P(l\1) "-+ O.P(M). 

La signature de Hirzebruch r(M) est la signature de la forme quadratique induite par le 

produit eup sur l'image de Hdiml\lf 2 (M,àM) dans HdimMf 2 (M), c'est-à-dire la signature 

de 

Q: j(H1(M, àM)) 0 j(H1(M, àlll)) --+IR 

[o] ® [/3]......-t ([o 1\ !J], [Ml)= { o A {3 
jAl 

Les propriétés qui nous intéressent le plus de r( Al) sont qu'elle est un invariant par homo­

topie (orientée), ct qu'elle est nulle si M est un bord orienté ou que dim M =J 4k (résultats 

(19.3) et (19.4) dans (MS74)). De plus, si X ct Y sont des variétés connexes de même 

dimension, on a (propositions (7.1) de (AS68) ct 5.1.1 dans l'exposé 1 de (Bcs81)) : 

r(X Uax Y) = r(X) + r(Y), si DX ::::::DY 

r(X#Y) = r(X) + T(Y) 

Soit dim Al = 4k, ct g une métrique riemannienne de type produit près du bord. On 

définit maintenant les ohjets géométriques rle l'énoncé rlu théorème d'indice. Soit *g : 

nP(AI) --+ n4k-P(Af) l'étoile de Hodge donnée par g (voir définitions et commentaires 

de la section 3.1.1). Si {ei} est une base locale quelconque de !11 (M), l'action de *g sur 

o = (p!)- 1o;
1 

;pri 1 1\ · · · 1\ p;P est donnée par 

(* a)· ... · = (p!)- 1c · ... · · .. aj' -lp · aj, ... jp = ,,]Jk, x··· x -.lpkpak 
9 )1 ),1-p ]l ]n-plt lp • Y !:J t···kp 

où gi1 sont les composantes de l'inverse g- 1 de la métrique, et c1 , ... 1"_P;,. ip est le symbole 

de Levi-Civita, tel que pour tout q E N, si ( i1, i2. · · · . iq) = a( 1, 2, · · · , q) avec a E Sq, alors 

é;
1

;
2 

;. = .~gn((T). On dl•finit ensuit<' l'involution 

r
9 

: W(M) --+ n4k-p(M) 

0 ......-+ ·jp(p-I)+k *g 0 

dont on note !1± ( M) les sous-espaces propres associés aux valeurs ± 1, ct A± T* M les sous­

fibrl·s d<' A*T*M correspondants. L'opérateur de signature impair de (M,g) est l'opérateur 



11 

différentiel elliptique de premier ordre 1;uivant : 

g B: n~(Af) -----+ n~(AJ) 

0: >------+ ( d + d* )a: 

où d*est l'adjoint formel de la différentielle extérieure d : 

Notons *a l'étoile de Hodge de (DM, 9]aM ). L'opérateur de signature impair sur DM associé 

à g est l'opérateur elliptique auto-adjoint défini comme étant 

9 A: W((JM) ----t W(iJM) 

a:>------+ ( -l)k+I+lP/21 (( -l)P *ad- d *a )a: 

Dans un voisinage tubulaire de DM, on effectue l'identification A"t-1'* MlaM = A*T*8M, 

pour avoir une décomposition 9 B = a(Dr + 9 A), où a: A"t-T* Ml aM --+ A:._r• Ml aM est un 

isomorphisme de fibrés vectoriels, et on a r(M) = lnd(9 B)+dim ker(9 A)/2 (c.f. sections 4 de 

(APS75a) ct 2.3 de (LP04)). La fonctionnelle êta associée à l'opérateur g A102k : f1 2k(8AJ) --t 

n2k(DM) est donnée par 

sign(A)i>r• 

Cette application est holomorphe pour Re(s) » 0, ct admet une extension méromorphe à C 

qui est holomorphe en s =O. Il est à noter que ry(O, 9 A) représente la différence en nombre 

entre les valeurs propres positives ct négatives de 9 A1n,.. C'est un invariant de structure 

différentiable de M appelé l'invariant êta de 9 A. 

Le polynôme caractéristique dont on fait usage pour calculer r(M) est le L-polynômc de 

Hirzcbruch : 

gn;21ri 
[( ) 

1/2] 
L(M, 

9
V) = det tanh(9n/27ri) 

où gn E n 2 (M,so(TM)) est la forme de courbure de 9V. Avec ces éléments en main, on 

énonce le 

Théorème 2.1.1. Signature d'une variété à bord {{APS75a) 4.14) 

Soit M une variété riemannienne à bord DM i 0 et de dimension 4k. Sig est une métrique 

de type produit près du bord, la signature de Hirzebruch de M est 

r(M) = { L(M. 9V)- !ry(O, gA) 
l~t 2 

De plus, r1(s, 9 A) est holomorphe pour Re(s) > -!. 
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Quelques remarques sont à l'ordre ici : 

- Dans le cas d'une variété sans bord, cette formule sc réduit à celle du théorème de Hir­

zcbruch (ou d'Atiyah-Singcr). Il n'y a pas la correction rJ(O, 9 A)/2 provenant de ôM, ct on 

a 

T(M) = { L(M, 9V') 
}/II 

T(l\1) représente alors la signature de la forme quadratique Q : H2k(l\l) :9 H2k(!ll) --+ IR, 

puisque l'on a H 2k(l\/,0):::::: H;k(l\1) Poi~ar<' H2k(l\l). 

-Dans (APS75a), rJ(O) n'est pas multiplié par le facteur (1/2). Ccci vient du fait que dans 

les notations de cet article, rJ(O) n'est pas l'invariant êta obtenu en calculant l'indice de 9 B, 

mais en fait celui de la restriction aux formes de degré pair. 

-La signature T(M) est un invariant par homotopie orientée (Corollaire (19.6) de (MS74)), 

c'est-à-dire qu'elle est invariante sous homotopies préservant l'orientation. 

-Concrètement, L(J\!,YV') s'exprime en fonction des polynômes de Pontrjagin en (9 n/27r), 

qui eux sont donnés par la formule 

Les quatre premiers termes du polynôme total L(p1, · · · , Pk) sont ( c.f. (MS7 4), théorème 

(19.4)) : 

2.1.2 La caractéristique d'Euler d'une variété à bord 

Soit M une variété à bord de dimension n, ct g une métrique riemannienne de type produit 

près du bord. Dans ce contexte, on définit la caractéristique d'Euler comme étant ((Mel93), 

lemme (9.2)) : 
n 

x(l\1) = L(-1)PdimHP(M,ôl\f) 
p=D 

On considère dans la suite que dim Al = 21. Cet invariant topologique est obtenu comme 

l'indice de l'opérateur elliptique suivant 

d + d* : !1*(1\l) -+ !1*(1\f) 
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avec la graduation canonique de l'algèbre extérieure. La forme caractéristique qu'on intègre 

ici est la forme d'Euler : 

où on définit le pfaffien d'une matrice A= [Aj] E so2, comme suit ((Bcs81) p.189) 

l 

PJ(A) ·= _1 "' ( ) II Ao(2j-l) . 2'1! ~ f Q o(2J) 
oES21 j=l 

Cela donne en particulier 

La différence notable par rapport à la formule de signature est qu'il n'y a pas de contribution 

de aM, ct on sc réduit dans les faits à la formule de Gauss-Bonnct-Chcrn. 

Théorème 2.1.2. Gauss-Bonnet-Chern ((APS75a), p.67} 

La caractéristique d'Euler d'une variété compacte à bord de dimension paire est 

La raison pour laquelle il n'y a pas d'invariant êta pour (d + d*) fait l'objet de la discussion 

suivant le théorème (4.14) dans (APS75a). L'idée est de considérer des opérateurs elliptiques 

dont les indices sont 

Quand on isole x(M), les corrections venant de aM s'annulent. 

Plus loin, on fera usage des identités suivantes, pour X ct Y des variétés de même dimension 

(théorème (3.1.1) de l'exposé 1 dans (Bes81)): 

x( X U Y)= x( X)+ x(Y) -x( X n Y) 

{

x(X) + x(Y) ; dimX = dim Y= 2m + 1 
x(X#Y) = 

x(X) +x( Y) - 2 ; dim X = dim Y= 2m 
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2.1.3 La limite adiabatique de l'invariant êta 

Dans ce qui suit, on suppose que le lecteur est familier avec les fibrés de Clifford ((BGV92), 

Ch.3), les opérateurs de Dirac, ct la formule d'indice générale d'Atiyah-Patodi-Singcr ((APS75a), 

théorème (3.10) ct formule 4.3). Soit M une variété riemannienne à bord ôAI, r telle que 

précédemment, ct g de type produit près du bord. Sig D: I'(M, E) -+ I'(M, F) est un opé-

rateur de (type) Dirac entre fibrés vectoriels, on a toujours la décomposition suivante près 

de ôM 

où a : Ew111 -+ FjaM est un isomorphisme de fibrés vectoriels, ct 9 A : r(ôM. ElaM) -+ 

I'(ô.M, E1aM) un opérateur elliptique d'ordre 1 auto-adjoint. La fonctionnelle êta de 9 A est 

définie comme pr<-cfdemment 

ry(s, 9 A) := 

ct on note ry(9A) = ry(s,YA)Is=O son invariant êta. 

Le fait motivant cette sous-section est le suivant :en toute généralité, l'invariant r1(YA) ne 

peut pas être obtenu comme l'intégrale sur ôM d'une expression locale, puisqu'il n'est pas 

possible d'obtenir explicitement les valeurs propres de gA. Moyennant quelques hypothèses 

supplémentaires sur la géométrie de ôM, on peut surmonter cette difficulté technique. 

Dans (BC89), Bismut ct Chccgcr étudient la fonctionnelle êta pour (M, g) satisfaisant cc 

qui suit : 

- Le bord est une fibration F-+ iJM ~ N, avec F ct N des variétés spin compactes (sans 

bord), ct dirnôM est impair. 

- La métrique g sur Al prend la forme 

sur le bord, où 9N est une métrique riemannienne sur la base N, ct où l'annihilatcur 

de gp E f(ôM, S2T*ô.M) correspond au complément orthogonal par rapport à 9i8M de 

l'espace tangent aux fibres de 8111. 

- En tout point y E ôl\I, l'opérateur de Dirac DF,y sur <t>- 1 ({y}) ~Fest inversible. 

Soit nN E n2 (N,so(TN)) la 2-formc de courbure de la connexion de Levi-Civita de 9N, ct 

f!F celle de la connexion obtenue par la projection de la connexion de Levi-Civita de 9181\1 

sur VôM(= ker<t>.) C TôM; ct soit W-+ ôM un fibré hermitien muni d'une connexion 

unitaire V'w dont la 2-courburc est Kw. On considère la métrique riemannienne suivante 

sur ôl\l 
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ainsi que l'opérateur de Dirac D! : r(E) --+ f(E) associé à Ye:!DM sur le fibré de Clifford 

E = S 0 W. Le résultat principal de (BC89) est le suivant 

Thêorême 2.1.3. ((BC89), 4.35 et 4.95) 

Dans le contexte décrit ci-dessus, à mesure que e: --+ 0, l'invariant êta 7J(D!) admet une 

limite réelle finie qui est 

où ij est une forme dont la diffP.rentidif': est 

et les entiers k et l sont les mêmes pour les cas F<21l --+ (}J11( 2(k+I)-I) --+ N(2k-I) et 

p(2t-I) --+ BM(2(k+ll-Il --+ N(2kl. 

On rappelle que le Â-gcnrc est donné par 

Â(9f!) = det ( 

La quantité alim e:-+017( D!) est cc qu'on appelle la limite adiabatique de l'invariant êta. Il est 

important de noter à cc stade que si D! est obtenu à partir de l'opérateur de signature de M, 

l'hypothèse d'invcrtibilité des opérateurs nF sur les fibres n'est pas vérifiée. La suppression 

de cette hypothèse est la base de la thèse de X. Dai ((Dai91)), dans laquelle il dérive les 

formules obtenues dans cc cadre, ct qui essentiellement contiennent des corrections à celles 

qui précèdent. 

Dans le dernier chapitre de cc mémoire, on s'intéresse à des variétés dont les bords sont 

des fibrés C'Il ccrdC's au-dC'ssus de surfaœs dC' Riemann, ct on aura besoin des invariants 

êta de l'opérateur de signature. Cc cas particulier est traité dans (DZ95). On suppose que 

dimM = 4k, et que l'on a un fibré S 1 --+ 8M ~ N<4k- 2l. On considère ensuite E--+ N, 

le fibré en droites complexes dont le sous-fibré cu cercles S 1 (E)--+ M est isomorphe à 8M. 

Soit eE un représentant de la classe d'Euler de E et définissons la forme bilinéaire 

He : H2k-2(N) 0 H2k-2(N) --+IR 

a Wb>-----+ (a '--' b '--' [eE], [N]) 

Le résultat de Dai ct Zhang auquel on fera appel est le suivant : 

Théorême 2.1.4. ((DZ95) 3.2, (DW07) 5.4) 

Soit M une variété de dimension 4k dont le bord est un fibré en cercles au dessus d'une va­

riété compacte N. Soit Ae: l'opérateur de signature impair associé à une métrique c 1cp"gN + 



16 

9F telle qu'en {1.3), et 'VN la connexion de Levi-Civita de 9N· La limite adiabatique de l'in­

variant êta est donnée par 

Dans le cas où N est une surface d'Euler·, cette formule se r'éduit à 

1 x(E) 
-a lim TJ(A,) = --- f(E) 
2 r--->0 3 

où .x ( F;) est la ca met éristique d'Euler de E -+ N, et 

{

-1 

f(E) = ~ 

2.2 La formule de G-signature 

; ,x(E) < 0 

; ,x(E) = 0 

: ,x(E) > 0 

La formule de G-signaturc est un cas particulier de la formule d'Atiyah-Bott-Lcfschctz pour 

des complexes elliptiques. On considère dans cette section une variété riemannienne com­

pacte orientée (x, 9) à bord u: :=a x # 0, dont la dimension est de 4k, ct qu'elle est munie 

d'une métrique g de type produit près du bord. Soit r c Isom(X) un groupe fini d'isométries 

préservant l'orientation de X, dont l'action sur cette variété est proprement discontinue, ct 

ayant tous ses points fixes isolés ct dans l'intérieur X '- ~F. On fera usage des notations 

suivantes: 

• 9 H est l'opérateur de signature (pair) sur X associé à la métrique g, ct 9 A est l'opérateur 

de signature (impair) sur W induit par la restriction g1w· 
• Pour une valeur propre À E Spcc9 A'- {0} (9 A est auto-adjoint ct elliptique), on dénote 

l'espace propre associéE>. c L 2 (W,AT*W). 

• Pour r = 0, · · · ,m = 4k, flr est l'image du groupe de cohomologie relative Hr(x, W;C) 

dans la cohomologie absolue Hr (X; C). On dénote fl~k les sous-espaces de fl 2
k sur lesquels 

la forme bilinéaire non-dégénérée induite par le produit eup est définie positive ou négative. 

• Pour un élément a E l', a *1 il, est le morphisme induit en cohomologie ; a>. est le morphisme 

induit sur E>., ct a.lx : TxX -+ Ta(x) X est sa rliffércnt.icll<' f'n ;r E X. 

Soit f : X -+ X une isométrie, ct dv la forme volume associée à la structure riemannienne 

sur X. La différentielle f•IP E Aut(TpX) en p E X est aussi une isométrie, ct on a une dé­

composition en 2-plans deux-à deux orthogonaux TpX = œ~:J \-j. Pour tout j = 1, ... '2k, 

on choisit une base orthogonale { P1 , Pj} de \-j, telle que 



Dans une telle base, on a pour tout j = 1, · · · , 2k que 

f•IP. Cj 

f•IP . ej 

cos [li f,j (p)] ei +sin [li J,J (p)] e.j 

-sin [0 J,J (p)] e1 +cos [0 J,i (p)] ej 
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Les réels {B,,1 (p)}}~ 1 constituent ce qu'on appelle un système d'angles cohérents pour f•IP 

(voir p.473 de (AB68)). 

Pour une isométrie donnée a E r, un définit les quantités topologiques suivantes : 

- La G-signaturc par rapport à a E r est donnée par : 

- La G-êta fonction par rapport à a est 

ÀESpccA, {0} 

Cette fonction est holomorphe pour Re(s) » 0 et admet une extension méromorphe au 

reste du plan complexe qui est holomorphe en :; = 0 ((Don78)). Le G-êta invariant est 

TJa(O, 9 Â) = 1Ja(9 A), ct pour a= Id, ccci est l'invariant êta discuté à la section précédente. 

- On notera Fix( a) c X l'ensemble des points fixes de l'isométrie a E r. On définit le défaut 

de l'opérateur de signature en z E Fix(a) comme étant 

- 2k >.. + 1 2k 

dcf(a, 9 B)[z] = II>.1 
_

1 
= II(-i)cot [Ba,1 (z)/2] 

j=l J j=l 

où {lla,1 (z)}}~ 1 est un système d'angles cohérents pour a•lz E Aut(TzX), ct >.1 =exp [iOa,j(z)] 

est l'une des deux valeurs propres conjuguées de (a.
1
z)IV

1 
(théorème (4.5.2) dans (Gil84), 

formule 7.2 dans (AB68)). 

Un cas particulier d'un résultat de Donnelly (théorèmes {2.1) dans (Don78) et (4.5.8) dans 

(Gil84)), est celui où pour tout a Er" {Id}, les ensembles Fix(a) sont constitués de points 

isolés. On a dans cc contexte la formule de G-signaturc suivante 

Théorème 2.2.1. Sous les hypothèses de cette section, la formule de G-signature pour 

a E r " {Id} est 

r(a, X) = L de!( a, 9 B)[z] - ~TJa(À) 
zEFix(a) 

2.3 L'invariant rho d'un revêtement fini 

On utilise les mêmes notations que la section précédente. On suppose ici que r agit de 

façon proprement discontinue et librement sur (W, g
1
w), ct que v: ~V ~ W := W ;rest le 
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revêtement fini obtenu. On note A 9 l'opérateur de signature impair sur W, ct associé à la 

métrique induite par gE l'( X, S 2 T• X) (9 À= v• A 9 ). 

Atiyah. Patodi et Singer on étudié la signature avec coefficients locaux dans (APS75b). Dans 

le cas d'un revêtement fini tt· ~ W en particulier, si n est une représentation unidimen­

sionnelle unitaire associée au fibré vectoriel plat Ea --+ W, ils ont démontré que : 

l'"' -IJ(Ag.o) = ïfT L..Jia(9 A)\:a(a) 
aEr 

où A
9

,,. est l'opérateur induit par A9 sur AT•w 0 E 0 , ct Xo(a) est le caractère de a E r. 
Si o est la représentation triviale, ccci sc réduit à (1.6 (Don78)) 

7J(A9 ) = (1/II'I) L 1Ja( 9 A) 
a Er 

L'invariant topologique différentiel qui nous préoccupe dans cette section est l'invariant r·ho, 

défini par : 

- 1[ - ] l'"' -p(W, W) =- 7J( 9 A)- lfi7J(A9 ) = -2 L...., '1a( 9 A) 
· 2 

ai']d 

L'im·ariant êta dépend de la métrique riemannienne choisie, et la différence fondamentale 

par rapport à l'invariant rho est que cc n'est pas le cas pour cc dernier : 

Proposition 2.3.1. Soient g;, i = 0,1 deux métriques riemanniennes sur W, g; = v•g; les 

pullbacks associés sur W, et p; ( W, W) les invariants rho correspondants. On a que 

Po(W, W) =PI (W, W) 

Preuve. Posons M = W x/, M = W x/, îï =v x Id1 . Pour sE 1 on a une métrique sur M 

donnée par h = (1- s)go + sgJ + ds2 , dont on dénote h = v•h le pullback. Si A; ct A; sont 

les opérateurs de signature associés à "{/; ct g; respectivement, on a en vertu du théorème 

d'Atiyah-Patodi-Singcr que leurs indices sont : 

T(M) = r_ L(l\1)- ~[1](0, ÀJ)- 1](0, Au)] h.I 2 

T(l\1) = f L(M) - ~[,J(O. AI) - rJ(O, A0 )] 
11\1 2 

Par la définition donnée précédemment des p;, ces formules permettent d'écrire 

PJ(W, W)- Po(~·. W) = [.lr L(M) -If! .l
1 

L(l\1)] - T(M) + ifiT(M) 

Le premier terme du membre de droite de cette équation est nul puisque îï est une isomé­

trie locale. Pour voir que T(M) est nul, on considère la suite exacte longue donnée par la 

cohomologie relative 

... ~ l/2k(M, i:Jl\l) ~ l/2k(M) ~ l/2k(aM) ~ l/2k+J(M, iJJ\I) ~ .... 



19 

Étant donné que M = W x 1, on a âM = WU-W, ainsi que les isomorphismes H 2k(M) ~ 

II2k(W) ct II2k(éJM) ~ II2k(W) CDI1 2k(W). On montre que l'application i est injective. En 

effet, i : H 2k ( l\1) -+ H 2k (ô AI) est induite par la restriction au bord, ct cc dernier contient 

deux composantes connexes difféomorphes avec orientations inverses. Avec les isomorphismes 

qu'on vient d'évoquer, i s'écrit 

où i± sont induites par les restrictions à ± W des formes différentielles. On en conclut que 

imj = keri = {0}, cc qui revient à dire que l'image de H2k(M,âM) dans H2k(A!) est 

triviale, d'où r(M) =O. Similairement, on a que r(M) = 0, ct ccci donne p1 = p0 . D 

2.4 Notions sur les feuiletages 

Soit une variété différentiable de dimension n = p+q. La matière présentée ici suit le chapitre 

premier de (MM03) ct les sections 2.4.3 ct 4.7-4.9 de (Pau07). On commence par développer 

le vocabulaire. 

- V n atlas de cartes feuilletées sur AI est un atlas F de cette variété tel que 

i) V(U. <p) E A: <p(U) = V<Pl x W(q), où V c JRP et WC lRq. 

ii) V(U1,<p1),(U1 ,<pi) E A avec i -:f j ct U1 nUi -:f 0, il existe un difféomorphisme h11 

W1 n Wi -+ W1 n W1 tel que la fonction de transition s'écrit 

'Pi o ..pj 1 
: -PJ(U, nui) --+ <p;(U; nui) 

(x, y)>----+ (1/J;j(x, y), h11 (y)) 

- Une plaque d'une carte feuilletée (U1 , <p1 ) de M est est une composante connexe d'une 

sous-variété <pj 1(Vf x {y}) C M pour un point y E W1(q) donné. De telles sous-variétés 

partitionnent la carte U1, et sont préservées par les difféomorphismes de transition de cartes. 

- Une feuille C de F est une sous-variété lisse injcctivcment immergée dans JI/, ct obtenue 

par union de plaques (C = U;<pj 1 (Vf x {y} )).On dit que deux points x, y E M appartiennent 

à la même feuille s'il existe une suite de cartes feuilletées {U;}!~~ c F, ainsi qu'une une 

suite de points x= p E U1, · · · ,p1 E U1, ···,y= Pt+i E Ut+i tels que Vi= 2. · · · , 1 + 1 les 

points p;, Pi-1 appartiennent à la même plaque dans U;. Pour xE Al, on dénote Fx la feuille 

de F passant par cc point. Pour xE Al, on dénote Fx la feuille de F passant par cc point. 

- Un feuilletage lisse de codimension q de JI/ est la donnée d'un atlas feuilleté F maximal 

(pour l'inclusion), dont les feuilles sont de dimension dim M- q =p. La donnée (M, F) est 

cc qu'on nomme une variété feuilletée. 
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La condition (ii) sur les ç; o <p; 1 ci-dessus est de toute évidence locale, mais elle peut être 

réalisée globalement en raffinant l'atlas F (c.f. section 1.2 de (MM03) ). L'appartenance de 

deux points à la même feuille est une relation d'équivalence, cc qui implique que les feuilles 

de F partitionnent Al, ct qu'il existe un quotient M/F non-dénombrable en général qu'on 

appelle l'espace des feuilles, ct qui peut ne pas être une variété lisse. Pour mieux comprendre 

ce qu'est un feuilletage sur une variété, il est utile de disposer des deux définitions alternatives 

qu'on aborde maintenant. 

Cocycles de Haeftiger : 

Soit Al une variété, {U;};EI un recouvrement ouvert ct-~; :ut) -+ W;(q) c IRq un ensemble 

de submersions, telles que pour tous U, n U1 oJ 0, il existe d'uniques difféomorphismes 

"{,j : S; (U, n Uj) -+ Sj (U, n Uj) pour lesquels on a 

'Yi1 o (sjlu.nu,) = (s;lu.nuJ 

Le triplet (U,,s;,"(;1 ) est cc qu'on appelle un cocycle de Haeftiger, puisqu'en utilisant la 

composition ci-dessus sur U; n U1 n Uk # 0, on obtient lik = "'ii o '"Yik· Si on dispose d'un 

ensemble de tels objets { (U;, s;, ~fiJ) L.jE/, on considère un atlas F = { (Ch, 'Pk)} kEN tel que 

Ok cU;., ct 'Pk : Ok -+!Rn présentes,,. sous la forme normale d'une submersion !Rn -+IRq. 

On a alors que Fest un atlas feuilleté de M. Pour le voir, on remarque que les s;. étant des 

submersions, il existe des difféomorphismes lPk : S;k (ok) -+ W(q) c IRq tels que 

lPk o 8;,. = 1r2 o yk; (1r2: IRP x IRq-+ IRq, (:r, y)>-+ y) 

ct donc, pour tous (.r, y) E <;t(Ok nOt) oJ 0, et en dMinissant hkt = l/>k o -y;.;, o l/>1-
1

, on a 

1r2([r.pko.p{ 1](x,y)) = (l/>kos;• or.p1-
1 )(x,y) = (ll>ko'"Y;.;, os,, o.p/ 1 )(x,y) 

= (l/>k o ");.; 1 o l/>[ 1 )(y)= hkt(Y); cars;, o <p1-
1 = l/>/ 1 o 1r2 

Réciproquement, si F = {(U;,r.p;)};EI est un atlas feuilleté de M, il suffit de prendre s; = 

1r2 o r.p;, avec ~1 ;1 = h;1, ct on obtient que (U,, s,, h,1) est un cocycle cie Hacfligcr. 

Distribution intégrable de TM de rang ( n - q) : 

Soit Al une variété lisse de dimension n = p + q. On rappelle ici qu'une distribution lisse de 

p-plans de TM est une section lisseE E r(M,Çp(TM)) de la fibration grassmannienne de 

rang p de Al. définie comme étant 

Çp(T Al) = Uxor9p(TxM) 
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où pour tout x E Al, 9p(TxM) est l'ensemble des sous-espaces vectoriels (sur IR) de Txlll 

de dimension p. Une distribution est dite involutive si l'( A/, E) c X( A/) est fermée sous les 

crochets de Lie. 

Soit F un feuilletage de codimension q de Al. Pour .z· E 1\1, on note TxF( = TxFx) le plan 

tangent à la feuille Fx en ce point, ct l'union TF = UxEAITxF est le fibré tangent de F. 

Une distribution E c TM est dite complètement intégrable s'il existe un feuilletage lisse 

F de 111 tel que E = TF. Notons que si un tel feuilletage existe, il est nécessairement 

unique. Pour le voir, on considère un second feuilletage F' de Al, ct deux cartes feuilletées 

(U. ~) E F, (U', .p') E F', donnant une transition de la forme: 

~' or.p- 1
: (y,z) >--+ (1/•(y,z),h(y,z)); (y,z) E r.p(UnU') c JRP x IRq 

Le fait que TxFx = TxF~ implique que localement, l'application h: JRP x lRq --? lRq ne dépend 

pas de y E ll~.P, cc qui signifie que pour des cartes feuilletées qudconqucs de F ct F', les 

transitions satisfont r.p' o ;p- 1 
: (y, z) >--+ ( Jt!(y, z ), h(z)), cc qui implique que (U', ~') E F, ct 

par conséquent que F = F'. 

Un des résultats fondamentaux de la théorie des feuilletages permet de définir un feuille­

tage F sur une variété Al comme l'existence d'un sous-fibré TF c TM tel que l'espace 

r(M, TF) C X(M) est fermé sous les crochets de Lie. 

Théorème 2.4.1. (Frobenius) 

Une distribution de p-p lans E C TM est complètement intégrable si et seulement si elle est 

involutive. 

Éléments de preuve : 

( ===}) Si Fest un atlas feuilleté de M dont { (U;, s;, h;i) L.JEI sont les cocycles de Haefiiger, 

on définit pour tout i E 1 les sous-espaces suivants de TM : 

Les fibres sont de dimension q constante, ct les fonctions de transition sous changement de 

cartes sont clairement lisses, donc E = U;Ef E1u, est bien une distribution de p-plans de TM. 

Il reste à montrer que f(Jil, E) C X(M) est fermé sous les crochets de Lie. Soit x EU;, en 

interprétant ds; = S;J. : TxM--? lRq comme un élément de !21 (M,lRq), le fait qu'elle soit 

fermée implique que pour tous X, Y E X(M), on a 

0 = d(d . .,;)(X, Y)=~ [x· d . .,;(Y)- Y· d . .,;(X)- ds;([X, Y])] 

{==:? s;.([X, Y])= X· ds;(Y) - Y· d ... ;(X) 
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Pour X, Y E r(A/, E). la dernière équation permet de voir que 

puisque s,.(X1u,) = s;.(Yiu.) =O. Ccci étant vrai pour tous i E /,on obtient que [X. Y] E 

r(A/, E), 'riX. Y E f(M. E) (ici, on a bien entenduE= TF). 

( {==) On n'entre pas dans les détails techniques de la preuve, qui sont détaillées par exemple 

à la section 4.9 de (Pau07). Soit E c TM une distribution involutive de rang p, {U;}iEI un 

recouvrement ouvert de Al. Le problème est local, ct on commence par utiliser l'hypothèse 

d'involutivité pour montrer que si { r'd~=l est une base locale de f(U;, E1u.), alors on peut 

sc réduire au cas où 'r/1 :S k f= 1 :S p, on a [et, ek] = O. On montre ensuite par récurrence sur 

p qu'il existe un difféomorphisme .p; : U; -t IRP x IRq, .rH (.rJ. · · · . . r~) tel que 

a 
ek =-a k; 'r/k = 1, ... ,p 

X; 

(pour cc faire, on utilise le théorème de redressement de champs de vecteurs). Avec rr2 : IRP x 

IRq -t IRq la projection canonique, on définit 8; = rr2 otp, qui permet d'écrire E1u. = ker(d8;). 

Ensuite, si (U1 • tp1 ) est une carte construite de la même façon avec Uj nU; f= 0 ct {xj}~=l 

les coordonnées obtenues sur U1, on a pour tous k = 1, · · · , p que : 

iJ n axt iJ 
a k =L:a i-a 1 Ef(ker(rl.~jlu,nu,))=Coc(U1 nU,)· [{8/(h-~}f= 1 ] 

x, l=l x, x1 

() f- ax~ () ax; 
==>a k = L....t a k 7iT ct a k = 0, 'r/l = p + 1, ... '11 

X; i=l X; Xj X; 

dont on déduit que x; = x;(xf+ 1
, • · • , xi) pour tous 1 = p + 1, · · · , n, ct que les transitions 

s'écrivent tp; otpj 1 : (xJ,··· ,xj) >------+ (Jt~;1 (xJ.··· .xj),h;1 (x~+ 1 ,··· ,xj)) pour un certain 

ditft'Omorphisme h;j :IRq -t IRq. On obtient alors les cocycles de Haeftiger { (U;, s;, h;j) }i.jEl 

avec les conditions de compatibilité requises, et définissant un feuilletage F unique tel que 

E= TF. 0 

On a introduit ces définitions alternatives parce que les cocycles de Hacftigcr accentuent 

la relation inhérente entre les feuilletages ct les submersions, alors que le point de vue des 

distributions involutives ct complètement intégrables permet de les visualiser en tant que 

fibrés vectoriels. Ou dût cc chapitre avec quelques exemples classiques de feuilletages. 

Exemple 1 : Feuilletages induits par des submersions 

Soit M(n) ct N(q) deux variétés lisses ct f: M -t N une submersion. On considère des atlas 

{ (U;, <.p;)};Ef de Al ct { (W;, 'Il•;) };Ef de N donnant la représentation en coordonnées de f 

sous la forme normale d'une submersion : 
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f induit un feuilletage Ft de M, dont les cocycles de Haefliger { (U;, s;, h;1 )}i,jEI sont obtenus 

en posant s; = 'lj!; o J1u, ct h;j = 'lj!; o lj!1-
1

. De façon équivalente, on définit Ft comme étant 

le feuilletage de Al dont le fibré tangent est TFt :=UxEM ker(J•Ix)· 

Exemple 2 : Feuilletage de Kronecker 

Soit a E IR ...._IQ, ct définissons l'application f : IR2 --+ IR, (:r, y) H J'- ay. Celle-ci induit un 

feuilletage Çt de IR2 en droites de pente a- 1, puisque c'est une submersion. On considère 

ensuite le revêtement 

On obtient un feuilletage F sur 1!'2 en posant TF= UxER27r•lx(ker f•lx), et dans cc cas, 

l'image par 7T de chaque droite {(x, a- 1x + b) 1 xE IR} (avec bE IR) donne une feuille de F 

dense dans 1!'2 . 

Exemple 3 : Un feuilletage résoluble par un fibré 

Les bords de variétés M qu'on étudie plus loin sont des exemples de feuilletages résolubles 

par des fibrés, dans le sens que âM est la base d'un revêtement fini rr: W--+ âA!, où l'espace 

total est lui-même un fibré localement trivial F--+ n: ~ N. A la lumière des deux autres 

exemples, on a un feuilletage F sur DM tel que TF= UxEW7T•Ix(kerct>.1x) ct les feuilles sont 

les images par 7T des fibres de W. Un parfait exemple d'une telle situation est la fibration 

de Hopf, où on décrit la 3-sphèrc comme étant la variété 

Ondéfinit.surSalarelationd'équivalence: (z 1 .z2 ) "'(w1,w2 ) {==> 3À E S 1 t.q. (w1 ,11•2 ) = 

(Àx1
, Àx2

), ct on note ct>: sa --+ CP1 = S 2 l'application quotient qu'elle induit. Celle-ci donne 

à sa la structure d'un fibré en cercles au-dessus de S 2 . D'autre part, on fait agir Zk de façon 

libre et proprement discontinue sur ce fibré, en prescrivant l'action du générateur conune 

suit : 

- Dans les fibres, 1 E Zk agit comme multiplication par ci~ ; 

- Sur la base, 1 E Zk agit par une rotation d'un angle + 2?: autour d'un axe fixe. 

Cette action induit un revêtement fini 1r : sa --+ sa /Zk dont la base est feuilletée par les 

images des cercles de sa par 7T. 





CHAPITRE III 

HITCHIN-THORPE I- VARIÉTÉS COMPACTES 

3.1 Formes normales du tenseur de courbure 

Soit (V,(-,-)) un espace vectoriel euclidien sur IR de dimension n. Le sous-espace vectoriel 

CPV := S2 APV de APV ® APV est appelé espace des structures de courbure d'ordre p 

de V. Si par exemple M est une variété riemannienne ct T E M un point quelconque, le 

tenseur de Riemann est un élément de C2TxAf, ct le tenseur de Ricci est un élément de 

C1TxM. L'objectif principal de cette section est d'obtenir la décomposition de ces espaces 

en facteurs O(V) ct SO(V) irréductibles, pour les valeurs p = 1, 2. Ceci mène ultimement à 

la forme normale du tenseur de courbure sur une variété riemannienne, ct en dimension 4, 

à la décomposition prenant la forme 

(
w+ + d..Jd 

R = 12 zt z ) 
R"- + d..Jd 

12 

où Z = ( ~ Z) est la partie sans trace de la courbure de Ricci, s la courbure scalaire, 
~ 0 . 

ct W = diag{ w+, W-} est le tenseur de Weyl. 

3.1.1 Rudiments sur les structures de courbure 

Soit V un IR -espace vectoriel de dimension n, muni d'une métrique euclidienne g( ·, ·) = ( ·, ·). 

Définitions et commentaires 

-L'algèbre des structures de courbure est la sous-algèbre C*V = EBpCPV = EBpS2 APV de 

ttlpAPV e APV, munie du produit de Kulkarni-Nomizu !/), défini par 

Le produit de Kulkarni-Nomizu est la restriction à C*V du produit suivant sur EBp.qAPV ® 

AqV 
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(alIZ ;3J) • (a2 IZ 82) =(al 1\ a2) ® (!31 1\ /32); ai E APV, Pi E AqV 

Si par exemple o. f] E S2 V, ct J·, y,.::, tE V, ccci donne 

(a@ !3)(x, y, z, t) =a( x, z)p(y, t) + a(y, t)/3(x, z)- a( x. t)/3(y, z)- a(y. z)p(x, t) 

Étant donné que les espaces CPV peuvent être vus comme les endomorphismes symétriques 

de APV, ils sont naturellement munis du produit scalaire 

( R, S) = tr( R o S) ; V R, S E CP V 

- Contraction de p-formcs : Soit {ei} 1::;i:Sn une base orthonormée de V. L'opérateur de 

contraction de p-formcs est l'application linéaire c: APV 0 AqV--+ AP- 1V 0 Aq-IV définie 

par 

c(r 1\ · · · 1\ P 0 r 1\ · · · 1\ (' ) = 0 li lp '- JI ·]q 

ct 

c(e 1\ .. · 1\ e 1\ · .. 1\ e ""' e 1\ · · · 1\ e 1\ e · · · 1\ e ) lt lk lp 161 11 lk )k+I ]q 

k 

= """'((· 1\ · · · 1\ ê 1\ · · · 1\ P 1\ · · · 1\ e ) 0 (P 1\ · · · 1\ i- 1\ · · · 1\ e 1\ e · · · 1\ e ) ~ '11 -11 -'lk lp 'lt ·tl lk )k+I ]q 

1=1 

où tous les ik ct jk sont deux à deux distincts. 

- Étoile de Hodge : On choisit une orientation pour (V, g), ct on note w9 la forme volume 

canonique associée. Le tenseur g induit un produit scalaire sur APV pour tout p = 0, · · · , n, 

qu'on note(-,·) . L'étoile de Hodge associée à gE S2 V est l'unique isomorphisme d'espaces 
g 

vectoriels *g: APV--+ An-rv tel que pour tous a, !3 E APV, on a 

a 1\ ( *9 /3) = ( o, /3) 
9
w9 

Si {ei}l$i$n une base orthonormée de V, l'action de *g sur un élément a= ~a" ·iPe; 1 1\ 

· · · 1\ e;P est donnée par 

. . 1 . k k 
(* )Jt .. ·Jn-p _ . _tt···tp]l"')n-p. ' ·- _ . l"' p 

9a - Pla,, ... ;p= , ou a, 1 ... ,p - g,,k, · · · g,pkpa 

(ici t:iJ· • est le symbole de Levi-Civita généralisé). Quand il n'y a pas d'ambiguïté sur la 

métrique, on omettra l'indice g. 

Proposition 3.1.1. 

1) Pour a E AP V 0 A q V, on a que c(g • a) = g • c( a) + ( n - p - q) a. 

2} Si p + q < n, l'application (g • ·): APV 0 AqV--+ AP+I V 0 Aq+l V est injective. 

3} Sur S 2 V, (g® ·)est injective dès que n > 2, et on a 

c(g ([J n) = tr(o)g + (n- 2)o; Vn E S 2 V 
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Preuve. 

1) Par linéarité, il suffit de vérifier la formule pour a E APV 0 AqV qui soit un produit 

d'éléments d'une base de V. Sans perte de généralité, soit 1:::; r:::; p:::; q :Sn, {c;} 1-;,<:n une 

base orthonormée de V, ct notons 

On peut alors noter nos contractions comme suit 

r 

c(a) = "'"'P.J' 1\ P.J 0 P.f' 1\ P.K ~ 1 1 

1=1 

Avec g = E7=1 P.; 0 P.;, la définition du produit. • permet d'écrire 

9 • a = L c; 1\ Cf 1\ CJ 0 c; 1\ Cf 1\ CK 

if/_/uJuK 

puisque (p + q- r) termes s'annulent dans la sommation sur 1 :::; i :::; n. En contractant, on 

obtient 

c(g • a) = L c( c; 1\ Cf 1\ CJ ~ c; 1\ Cf 1\ CK) 

if/_/uJuK 

L [( f:J 1\ eJ 0 Cf 1\ P.K) + ( t P.; 1\ r:1; 1\ F-J 0 f:; 1\ P. fi 1\ P.K )] 

if/_/uJuK 1=1 

La+ L (c;0c;)•c(a) 
if/_/uJuK if/_/uJuK 

n 

=(n-p-q+r)a+L:(c,~c;)•c(n)- L (c;0c;)•c(n) 
i=l iE/UJUK 

pour Je tout dernier terme 

r 

L (c;0c;)•c(n)= L L(c;l\ci;I\cJ)0(c;l\ei;I\cK) 
iE/UJUK iE/UJUK 1=1 

r 

= L(c;1 1\ c1; 1\ eJ) 0 (e;1 1\ e1; 1\ eK) 
1=1 

r 

= L(-1)2
(
1

-
1l(e1 /\eJ) 0 (cJÂCK) =rn 

1=1 

ct puisque g • c(n) = E~1 (c; lb c;) • c(n), on a bien 

c(g • a)= (n-p- q + r)a + g • c(n)- 1·n = g • c(a) +(n-p- q)a 
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2) Si on contracte c(g • a), on obtient 

c2 (g • a)= c(g • c(a)) +(n-p- q)c(a) 

= g • r·2 (n) +(n-p- q + 2)c(n) +(n-p- q)c(n) 

= g • c2 (a) + 2(n- p- q + 1)c(a) 

la deuxième ligne venant du fait qu'en général, on a que cr(a) E J\P-rV 0 i\q-rv pour 

a E J\PV 0 i\qV ct r < min{p, q}, d'où l'annulation de (p+ q- 2r) termes dans la sommation 

donnant g • cr(o). Maintenant, en supposant que la formule générale 

est vraie, on obtient en contractant une fois de plus que 

cr+I(g • a)= g • cr+I(a) +(n-p- q + 2r)cr(a) + r(n- p- q + r- l)cr(a) 

= g • cr+I(a) + (r + 1)(n- p- q + r)cr(o) 

cc qui démontre la formule ( *). 

Maintenant, on suppose que o E ker(g • ·) ct que p + q < n. Par la définition de c : 

J\PV 0 i\qV--+ J\P- 1V 0 Aq-IV, on voit qu'il existe un k > 0 tel que d'(a) = 0, donc en 

utilisant ( *) avec r = k, on a 

étant donné que k(n- p- q + k- 1) i- O. En utilisant ensuite à répétition l'équation (*) 

avec 1· = k- :i, il est facile de voir que pour tout 1 :S: j :S: k- 1, on a r·k-J(n) = 0 qui 

implique Jc-U+ll(a) =O. Ou obtient cu particulier a= 0, donc l'injectivité de (g• ·)quand 

p + q < n. 

3) Sur S 2 V, la formule de l'énoncé découle directement de (1) avec p = q = 1, ainsi que de 

c(a) = tr(a), Vo: E S2 V. En cc qui concerne l'injectivité de l'application (g®·) : S2 V--+ C2 \f, 

on applique l'énoncé (2) avec p = q = 1 ct n > 2. 

Proposition 3.1.2. 

L'étoile de Hodge associée au produit euclidien g sur V satisfait les propriétés suivantes : 

1} Suri\PV, on a *2 = (-l)P(n-p)fd,vv. pour tout p= 0, 1,·· · ,n. 

0 

2) Sur un élément d'une base de J\PV , et pa1· rapport à une base {e;}:':,1 orthonormée de 

V: 
1 

*(e 1\ 1\e ) - c · 1''"ln-pe· f\ .. ·f\e· 
i, · · · ip - (n _ p)!"i1· ·lp ll ln p 

3) On a: *1 = e1 1\ · · · 1\ e .. ; et *(e1 1\ · · · 1\ e .. ) = 1 E i\0
\-'. 

Dans cet énoncé, on a écrit é;, .. ;/'"ln-p au lieu de é; 1 . ·ip)!"-Jn-p pour être cohérent avec 

convention de sommation d'Einstein. 
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Preuve. 

1) Pour démontrer l'assertion, on aura besoin de la relation suivante entre les symboles de 

Levi-Civita ct de Kronecker généralisés (c.f. (Fcc06), p.109) : 

où oJ,1 ._f; := 07= 1 oj,'. Il suffit alors d'appliquer la définition deux fois. On a pour tous 

p = 0, · · · , n ct a E APV : 

2 . 1 l l . . (* a)'····•p = (*et)! é , .. n-p'J ··•p 
(n _ p)! 1 ln-p 

= ( ~ )1 [~cyl··-jpé)l -]plJ ·ln P] éli ··ln-piJ ··ip 
n p. p. 

j,··~p . 
= a ((-1)p{n-p)p!(n- p)!o'': ip) 

p!(n - p)! JJ ·Jp 

= ( _1y(n-p) 0 i 1 · ip 

2) En suivant notre convention, si a= e; 1 1\ · · · 1\ e;v , on a a11 -lp = p!of,' .·}~' qui donne 

On obtient alors le résultat en substituant dans 

3) Avec la partie précédente : 

3.1.2 Décompositions de C2V) C1 v et APV 

0 

Ayant défini les structures de courbure en général, on s'intéresse à obtenir des décompositions 

irréductibles sous les actions des groupes O(V) et SO(V) des espaces C1 V, C2 V ct APV. Le 

premier résultat important pour cette étude, est le théorème des O(V)- invariants de Weyl, 

dont on peut trouver la preuve complète dans la section 13.7 de (Spi99) (pp.317-330), ct qui 

s'énonce comme suit : 
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Théorème 3.1.3. Weyl 

Il n'y a de formes linéaires 0( V)- invariantes sur V®P que si p = 2/ . Dans ce cas, ces 

formes sont engendrées par- les fonnes élémentair-es 

1 

fu,T: VI 0 · · · 20 V21 >--t IJg(vu(j)• VT(j)); Vj = 1 · · · 2/, v1 EV 
J=I 

où a,r: {1, ... ,/} ~ {1, ... ,2/} sont des applications injectives d'images disjointes. De 

plus, pour p = 2 , la seule forme invariante est la tmce. 

Le second résultat dont on aura besoin est le suivant : 

Proposition 3.1.4. 

Soit W C T( V) un sous-espace vectoriel 0( V) -invariant. Si l'espace des formes quadratiques 

0(\')-invar'iantes sur W est de dimension k, alors W admet une décomposition en au plus 

k facteurs O(V)-irnductibles. 

Preuve. 

Supposons que W c T(V) admet une décomposition en r ~ 1 facteurs O(V)-irréductiblcs 

(W = œ;=I W1), ct que J'espace des formes quadratiques O(V)- invariantes sur West de 

dimension k ~ 1 avec k < r. On considère les projecteurs y-orthogonaux { Pw, }j=1 sur les 

sous-espaces O(V)-irréductiblcs. Puisque cc sont des endomorphismes O(V)-équivariants de 

W, en posant p1(x) = (Pw, (x), x)w pour j = 1, · · · , r ct x E ·w, on obtient des formes 

quadratiques 0( V)- invariantes sur W qui sont linéairement indépendantes. Si k < r, soit 

on a qu'au moins r- k facteurs W1 sont triviaux, soit que l'espace des formes quadratiques 

n'est pas de dimension k, ct on en conclut que k ~ r. D 

Une forme quadratique O(V)- invariante sur W c T(V) peut être vue comme une forme 

linéaire O(V)- invariante sur W02 . Le théorème de Weyl permet donc de générer ces formes 

à partir des invariants élémentaires. Pour les décompositions sous l'action de SO(V) de nos 

espaces, on fera usage du lemme suivant 

Lemme 3.1.5. 

Soit H' c T(V) un sous-espace vectoriel O(V)-irnductible, dont W = œ;=I W1 est une 

décomposition en facteurs SO(V)-irnductibles, et W± les sous-espaces propr-es de l'endo­

morphisme induit sur W par Ta= diag( -1, 1, · · · , 1) E O{V). Dans ce cas : 

i) La valeur maximale possible de r est 2. 

ii) Si r = 2, alor·s dim W1 = dim l1'2 et dim W+ = dim W_. 
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Preuve. 

Supposons que l'on ait la décomposition W = E9;=1 W1, ct notons les faits suivants: 

Pour tout j = 1. · · · , r, To(Wj) est SO(V)- invariant 

Pour tout j = 1, · · · , r, To(Wj) c Wf 

La première assertion vient du fait que pour tous a E SO(V) ct xE W;, on a ToaTo E SO(V) 

ct ro(aTo(.1·)) E W;, ct donc a(y) E ro(W;) pour tout y E To(W;) puisque TÔ = ldv. Pour 

la SCCOndc assertion, si On avait Un 1 :S j :S r tel que TQ ( Wj) n W1 ~ { 0}, alors TQ ( \tj) = W1 

à cause de la SO(V)- irréductibilité. En notant maintenant que les éléments de O(V) de 

déterminant -1 peuvent être exprimés comme produit d'un élément de S'O(V) avec To, on 

obtiendrait que nj est O(V)-invariant, contredisant l'hypothèse d'irréductibilité de W sous 

l'action de O(V). 

On démontre le lemme : 

i) Si r = 2l + 1 : Pour tout j = 1, · · · , l , on suppose que ro(ltj) = Wj+l· Cela donne 

To(W2t+d = W2t+l• cc qui contredit le deuxième fait. Donc la seule valeur de T impaire 

possible est 1, ct r > 1 impose que r = 2l. 

Si 7' = 2l: Dans cc cas on écrit w = œ~=dWj (j) To(Wj)], ct on voit que les facteurs 

W1 El! ro(Wi) sont O(V)- invariants pour tout j, contredisant encore l'irréductibilité de W 

sous O(V), à moins que r = 2. 

ii) On suppose que w = wl tt w2. Puisque To est un isomorphisme, dim To(W;) = dim lt";, 

ct on a clairement dim wl = dim w2 puisque To(WI) = w2. Pour montrer que dim w+ = 

dim w-' on note A : WI ~ w2 l'isomorphisme permettant d'exprimer To sous la forme 

To == ( 
0 A) (puisque TÔ = Id ) 

A- 1 0 

par rapport à la décomposition W1 El! W2 . On considère aussi l'endomorphisme 

( 
0 -A) 

X= A-l 0 

satisfaisant À 0 To = -To 0 X· Celui-ci intervertit les sous-espaces propres w+ ct w_, ct on 

obtient qu'ils sont de même dimension puisque x est un isomorphisme. 0 

Proposition 3.1.6. Décompositions de C1 V 

1} C1 V= S2 V se décompose de manière irréductible sous l'action de O(V) comme suit 

où S6V dénote le sous-espace des éléments de S2 V de trace nulle. 
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2} Pour dim \" 2: 2, S5V est irréductible sous l'action de SO(V), et la décomposition en (1) 

est aussi SO( V)- irréductible. 

Preuve. 

1) D'après le théorème de Weyl, les formes linéaires 0( V)- invariantes sur V®4 sont générées 

par 

LI ( VJ 0 · · · c>i: V4) = g( V!, V2) g( l'J, V4) 

'I2(v1 0 ··· ~ v4) = g(v1,v3)g(v2,v4) 

Pour a E S 2 V , cela donne les formes quadratiques 

LOii ·ah = 'I1 (o 0 a), définie sur IR[g] 
i) 

L(a11 )
2 = I 2 (o ~ o) = I 3 (o 0 o). définie sur S5V. 

l) 

On obtient alors que les espace des formes quadratiques 0( V)- invariantes sur IR ct S5 V 

sont unidimensionnels, ct donc irréductibles par la proposition (3.1.4). 

2) On reprend l'endomorphisme r0 de la preuve de (3.1.5), ct on utilise la même notation 

pour l'endomorphisme qu'il induit sur S 2 V. Soit {c,1}I..::;<:n une base orthonormée de V, ct 

considérons les ensembles de vecteurs suivants 

IJ3 _ = { e1 0 e1; j > 1}, ( n - 1) vecteurs propres orthogonaux de To associés à la valeur 

propre -1; 

IJ3+, constituée des (n- 1)(n- 2)/2 vecteurs orthogonaux {e; c:_ e1h<i<J , ainsi que des 

( n - 1) vecteurs orthogonaux de la forme e, 0 e, - e 1 0 e 1 , j f' i ct linéairement indépendants 

de g = L; e1 c:_ e, ; tous des vecteurs propre de ro associés à + 1. 

1)3+ U 1)3_ U {g} est une base de S2V constituée de vecteurs propres de To, ct d'après la 

partie (1), on a que IJ3+ UIJ3_ est une base de S6V. D'après le lemme (3.1.5), pour que S6V 

admette une décomposition SO(V)- irréductible, il faut que IJ3± aient le même cardinal, 

i.e que n- 1 = n(n -1)/2 ct donc n = 1,2. Pour n = 2, dimS5V = 1, donc nécessairement 

irréductible, ct il en va de même pour tout n 2: 3. 0 

Proposition 3.1.7. Décompositions de APV 

1} Pour tout p = 1, · · · , n- 1 , APV est O(V)- irréductible. 

2} On ne peut avoir de décomposition SO(V)- in·éductible de APV que sin= 2l et p = l. 
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Preuve. 

1) Soit a E APV. Les formes quadratiques O(V)- invariantes sur APV sont obtenues via les 

différentes contractions possibles de a; 1 . ip :29 a11 ... 1p, mais puisque pour tout a E SP on a 

que a;•<P> ··i·<P> = sgn(a)o;,. ·ip, n'importe quelle forme élémentaire invariante sur ,'\PV sc 

trouve être un multiple de L;, ... i (Œ; 1 . ;p) 2 , cc qui montre que l'espace qu'elles génèrent 
' 'p 

est de dimension 1, d'où l'irréductibilité par (3.1.4). 

2) Comme précédemment, on considère les vecteurs propres de l'automorphisme induit par 

ro E O(V) '"' A'V. Daru< ec contexte, on awca (": 
1
) vceteun; ""oeiê' à la "81ewc 

propre +1 de To, et (n- 1
) vecteurs associés à -1. Les deux nombres devant être égaux 

p-l 

par (3.1.5), on doit avoir p = n/2, ct donc n = 2[. 0 

On en vient maintenant à la décomposition de l'espace S 2 A2 V . 

Définition et notations 

L'application de Bianchi est l'élément de End(S2 A2 V) défini par 

1 
!1(R)(x, y, z, t) = J [R(x, y, z, t) + R(y, z, x, t) + R(z, x, y, t)] 

pour tous RE S2 A2 V ct x, y, z, t E V*. On emploie dorénavant les notations suivantes : 

U = IR[g ® g] 

W = (Z œU)l. nkcr f3 

L'application de Bianchi est UL(V)-invariantc puisqu'elle ne fait intervenir que des permu­

tations. D'autre part, on note que B s'identifie à A4 V. Pour montrer cette assertion, on 

remarque qu'en termes de composantes dans une base orthonormée : 

Xiikt = X;itk = -X;1kt = X;kil• VX = /3(R) E B 

(les deux premières égalités venant du fait que R E S 2 A 2 V, ct la dernière du fait que 

X;kil = Xiikl = Xkiil)· Donc en tant que sous-espaces de 8 2 A2 V, on voit que A4 V ct B sont 

définis en imposant les mêmes symétries, et correspondent par conséquent au même espace. 

Avec ces d{•finitions en main, on a le r{•sultat suivant. : 
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Proposition 3.1.8. Décompositions de C2
\/ 

La décomposition de C2 \/ en sous-espaces 0( \/)-irréductibles est donnée par 

Preuve. 

Les formes quadratiques O(V)-invariantcs sur V~4 qu'on obtient par le théorème de Weyl, 

ct non-identiquement nulles sur C2 V sont engendrées par 

L (T;jkt)
2

; L Tijil · Tkjkl; L Tijij · Tktkl; L T,jkl · T;kjl; vr E C
2

V 
z.j.k.l i,j,k,l i,j.k.l i,j.k.l 

donc C2 V admet une décomposition en au plus 4 facteurs O(V)-irréductiblcs, par la pro­

position (3.1.4). En utilisant l'application de Bianchi, on a que C2 V = ker fJ 8 B. Comme 

B ~ A4 V, cet espace est O(V)-irréductiblc par la proposition (3.1.7). Pour cc qui est des 

facteurs de la décomposition ker 13 = Z ([) U OJ W, on remarque que pour tous rE S 2 V, a E 

SO(V) ct x, y, z, tE V, on a 

[u(y IJj r)](.r, y, z, t) = y(.r, z)r(a(y). a(t)) + g(y. t)r(a(x), a(z)) 

- g(x, t)r(a(y),a(z))- g(y. z)r(a(x),a(t)) 

= (g@a(r))(x,y,z,t) 

ct donc en tant qu'application, g rtJ · : S 2 V --'* C2 V est 0( V)-équivariantc, ct puisque sg V 

est O(V)-irréductiblc, on obtient que Z = g@ sgv est 0( V)- invariante ct irréductible. 

U = R[g@ g] est aussi O(V)-irrérluctihlc puisque rlc rlimension 1, ct enfin. W est O(V)­

invariantc par orthogonalité, ct nécessairement 0( V)-irréductiblc par la première remarque 

de la démonstration. 0 

Si dim V ~ 3, la structure de C2 V est particulièrement simple : 

Corollaire 3.1.9. 

Si dim V= 3, alors C2 V = Z ifl U. Si dim V= 2, alors C2 V = U. 

Preuve. 

On note tout d'abord que B ~ A4 V = {0} dans ces deux cas. 

dim V- 3 Par (3.1.1-3), l'application (g@ ·)est injective, donc dimZ = dimS5V = 5, tout 

comme dimC2 V = dim A2 V(dim A2 V + 1)/2 = 6. Par la décomposition en (3.1.8), on conclut 

que dim W = 0, d'où le résultat. 

dim V= 2 Dans cc cas on a dimC2 V = 1, ct 

donc on a nécessairement C2 V = U. 0 
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3.1.3 Cas de dim V = 4 

Dans cette partie on considère n = 4. L'étoile de Hodge * : APV --+ A4 -PV est un endomor­

phisme symétrique pour p = 2. On utilisera cc fait pour démontrer le résultat suivant : 

Proposition 3.1.10. 

Soit dim V = 4 . Sous l'identifiration End(A2V) 

suivantes pour les éléments de C2 V : 

(A2 V)~2 , on a les camctérisations 

(ii) REZ<* R o *=-*oR; 

(iii) R E W <* R o * = * o R, tr( * o R) = 0 et tr( R) = O. 

Preuve. 

i) On voit que l'étoile de Hodge sc décompose comme suit, par rapport à une base ortho­

normée et orientée { e;} t= 1 de V : 

*=[(el 1\ e2) 0 (e3/\ e4) + (e21\ e3)@ (el 1\ e4) + (e3 1\ ei) 0 (e2 1\ e4)] 

+ [ ( e 1 1\ e4) 0 ( e2 1\ e3) + ( e2 1\ e4) 0 ( e3 1\ e I) + ( e3 1\ e4) 0 ( e 1 1\ e2)] 

= 2 [ ( e 1 1\ e2) 8 ( e3 1\ e4) + ( e2 1\ e3) 8 ( e 1 1\ e4) + ( e2 1\ e4) 8 ( e3 1\ e I)] 

= 6!3((ell\ e2) 8 (e3/\ e4)) 

où la dernière égalité vient de 

_1 _1 . 2 2 
{3(R);jkt- 3 (R;jkt + R 1k;t + Rk;it)- 3 (Rijkt + Rkjit + Rtjki) , RES A V 

Ccci montre montre que * E B '- {0}, ct comme cet espace est de dimension 1 (isomorphe à 

A4 V), on a le résultat. Notons aussi que siRE C2 V est tel que tr(* oR)= 0, cela signifie 

par di·finition du produit. scalaire utilisi~ que R E BJ.. 

ii) Soient A2 ± V les sous-espaces propres de * associés aux valeurs propres ±1. Avec nos 

identifications. on a A2+v 8 A2- V = { R E C2VJR o * = - *oR}. Cette condition d'anti­

commutativité implique que tr( * o R) = 0, et aussi que tr( R) = 0, donc modulo les identifi­

cations: A2+v ::J A2-v c W Ef; Z. On montre maintenant que, Z c A2+ V 0 A2-v. 

Soit r E S 2 V, ct { e;} une base de vecteurs propres de r avec valeurs propres {Àj}. On a que 
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les e; 1\ e1 sont des vecteurs propres de 9 rtY r puisque 

1 
(9 rtY r)( ea 1\ eb) = 2 L[9akTbt + 9btTak - 9al Thk - 9hk rat] · ( ek· 1\ et) 

k,l 

= ~L[!IakÀtr5bt + .fJhtÀkr5ak- 9atÀkr5hk- .CJbkÀt6at] · (ck 1\ (~t) 
k,l 

= ~LÀa [(ea 1\ 9hjej)- (9hjej 1\ ea)] + Àb [(9aJe1 1\ eb)- (eh 1\ 9aje1 )] 

j 

Si de plus r E S6V. on a que 'L~=l ÀJ 0, ct puisque l'étoile de Hodge intervertit les 

vecteurs propres de 9 rtY r ( c.g *( e 1 1\ e2) = e3 1\ e4), on aura pour tout o E A 2 V que 

[(9 rtY r) o *](a)=-[* o (g rzy r)](o). Par conséquent: Z c A2+v ~ A2
-\'. 

Pour tf'rminer la démonstration, on vé>rifie facilement que 

dim (A2+v 0 A2 -v) = 9 = dim (S6v·) = dim Z 

d'où Z ={RE C2 V 1 R o * =- HR}. 

iii) Les conditions tr(* oR)= tr(R) = 0 éliminent B ct U, ct la condition R o *=*oR 

élimine Z, donc on a nécessairement que 

W = { R E C2 V 1 R o * = * o R, tr( * o R) = 0, tr( R) = 0} 

On définit maintenant deux sous-espaces de W dont on aura besoin pour la suite : 

w+ = { R E Wl R o * = * o R = R} 
w- = {RE WIR o * = *0 R = -R} 

0 

ceux-ci sont respectivement les tenseurs de Weyl auto-duaux ct anti-auto-duaux. La décom­

position de (3.1.8) devient donc 

Si on considère maintenant un élément RE BJ. C C2 V, c'est-à-dire un opérateur de courbure 

satisfaisant la première identité de Bianchi, alors la décomposition ci-dessus permet de le 

représenter sous la forme donnée dans le préambule de la présente section. 

3.1.4 Décompositions du tenseur de courbure sur une variété riemannienne 

On illustre maintenant la théorie développée jusqu'ici dans le contexte de la géométrie rie-

mannienne. Soit ( 1\I, g) une variH(• diff{'rcnt.iable mt mie d'mw mNriquP riemanni<'Illl<', Pl 
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notons 'V la connexion de Levi-Civita associée à g. Le tenseur de courbure de Riemann 

(associé à g) est l'élément RE l'(End(TAI) ~ T* ft.IIS 2 ) dont l'action est donnée par 

R(X. Y)Z =[V' x, 'VdZ- V'[xx]Z EX( A!), VX, Y, Z E X(M) 

On notera que les symétries du tenseur de Riemann, ainsi que l'identification TM = T* 1\1, en 

font un élément der (82 A2TA!). Soit c: f(End(TM)0T* Af®2 ) --t f(T* M®2 ) l'application 

linéaire agissant sur les fibres de S2 A2TAf de la même façon que la contraction définie à la 

sous-sPct.ion 3.1.1, on définit alors la courbure de Ried comuw Hant 

Rir := r:(R) Er (T* A/02 ) ; ou Rie( X, Y)= tr {Z >--+ R(X, Z)Y}, VX, Y, Z EX( A/) 

Enfin, ou définit la courbure scalaire S comme étant la trace de la courbure de Ricci, c'est­

à-dire 

S := tr(Ric) E Coc(M) 

Avec ces définitions, et le résultat (~.l.R), ou énonce : 

Théorème 3.1.11. Décompositions du tenseur de Riemann 

i) Pour une variété riemannienne (M, g) telle que dim AI= n, on a 

s 1 ( s ) 
R= 2n(n-1)g®g+ (n-2) Rie- ;;_Y ®g+ W 

ii) Si n = 4, alors le tenseur de Riemann admet la décomposition 

R = ('r+ + -f2Id 
zt 

où ( O Z) = (1/2)[Ric- (S/4)g] Q'Y g. 
zt o 

z ) 
w- + 2...Jd 

12 

iii) Si n = 3, alors R est complètement déterminé par la courbure de Ricci 

R = ~ g Q'Y g + (Rie - ~ g) ® g 

iv) Sin= 2, R est complètement déterminé par la courbure scalaire 

s 
R= -g®g 

4 

Pour cc résultat, on aura besoin du fait suivant : 

Lemme 3.1.12. Soit (V,g) un espace euclidien, etc : 1\PV 0 1\qV --t I\P- 1V 0 Aq-lV 

la contraction définie en 3.1.1. Avec les mêmes notations que précédemment, on a W c 
C2 V n kerc. 
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Preuve. 

Il suffit de vérifier que pour tous a E S2 V ct~ E C2 V, on a Ir( a o c(O) = lr((g il'; a) o ~). 

Eu effet, si ou considère uue base y-orthonormée { e,} de V et qu'on écrit 

E. = L ejkl e, (\ Fj l·l (~k (\ (~/ ; (} = L oij (~; (\ Fj 

i.j.k,l l,j 

alors on a 

c(O = L ( L é,kikJ)f~; \'' Fj; (g il'; n) = L nlke; 1\ cJ ,, c; 1\ f'k 

l.J k i.j.k 

Ccci donne les expressions suivantes 

(yi!Yn)o~= L (Lor1Cjkr)e;l\ej0eki\Pl 

i,j.k.l r 

a o c(O = L ( L air~srsj)e; (_: ej 

i.J r.s 

qu'on injPctc dans l<'s définitions des tracps 

tr(n o dO) = L g([n o c(E,)jf:.. c;); tr((g il'; n) o E.) = L ([(y il'; o) o é.h 1\ Fj. e; 1\ eJ),\1\" 
i,j 

Eu effectuaut les simplifications nécessaires, ou obtieut que 

tr(o o c(O) = L { niJ ( L ~kjki)} = tr((g ® o) of.) 
i.j k 

Pour tout ~ E W, cette égalité ct la proposition 3.1.8 impliquent que pour tout a E S 2 V, 

on a (a, c(O) 
52 

v = ((g ®a), f.)c 2 v = 0, c'est à dire que c(O = 0 pour E. E W quelconque. 

Il en découle alors que W c ker (' n C2 V. 0 

On revient au théorème : 

Preuve. (3.1.11) 

Il est clair que (ii)-(iv) découlent de (i), ainsi que des résultats (3.1.8) ct (3.1.9). Pour montrer 

(i), il suffit de vérifier qu'avec l'expression donnée, on a bien c(R) =Rie. Avec la formule de 

la proposition (3.1.1-3), on a les expressions 

c(g ® g) = 2(n- 1)g; c(Ric® g) = (n- 2)Ric + Sg 

Par le lemme (3.1.12), on a de plus que c(W) = 0, d'où 

( 
-S ) 1 

c(R) = 2(n _ 1)(n _ 2) c(g ® g) + (n _ 2) c(Ric ® g) =Rie 

0 
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Le tenseur de Weyl peut être vu comme le "reste" de deux divisions successives de R par g, 

mais il y a une autre façon de l'interpréter: le tenseur de Weyl est la composante du tenseur 

de Riemauu qui est invariante sous transformations conformes. Eu effet, pour fE Coc(Af), 

ct en posant g = e2f g, on a le résultat suivant : 

Proposition 3.1.13. 

Si W et W sont les tenseurs de Weyl associés à g et jj = e2 f g respectivement, alors pour 

tous X, Y, Z E X(M) on a W(X, Y)Z = W(X, Y)Z. 

Cette proposition sc démontre à l'aide du 

Lemme 3.1.14. 

Soient 'V et V les connexions de Levi-Civita associées à g et g respectivement, et R et R les 

tenseurs de Riemann. Alors : 

1} Pour tous X, Y E X(i\1) et o E n1(i\/), on a que 

K(X, Y):= V x Y- 'V x Y= X(J)Y + Y(J)X- g(X, Y)G1 

K(X, a) :=V xo- 'V xo = -X(J)o- o(X)df + g- 1(o, df)g(X, ·) 

où G1 = g- 1(df, ·) est le gradient de f. 

2) Sous une transformation conforme de la métrique le tenseur· de Riemann est modifié 

comme suit 

R(X, Y)Z = R(X, Y)Z + [g(B(X), Z)Y- g(Y, Z)B(X)]- [g(B(Y), Z)X- g(X, Z)B(Y)] 

où le tenseur BE r(End(TM)) (dépendant de J) est défini par 

1 
B(X) = -X(f)G1 + 'VxGJ + 2,G1(J)X 

Les démonstrations de la proposition (3.1.13) ct de la seconde partie du lemme ci-dessus sont 

reportés à l'appendice des preuves complémentaires. On prouve uniquement le (3.1.14-1), 

puisqu'on en fera usage au chapitre suivant : 

Preuve. (3.1.14-1} 

Dans des coordonnées locales, les symboles de Christoffel de la dérivée covariante V sont 

donnés par 

-~ ~ 

ft = 9
2 

(- DtYij + D;f]jt + Dt9t;) = P- 2! 
9
2 

[- Dt(P21 g;j) + D;(e21 !Jjt) + 8j(P2! Yli)) 

gkl 
= 2 (- DtYij + 8;911 + Dt!ili) + gk1 [- (Dtf)g;1 + (D;J)g1t + (â1J)gli) 

= 1'~1 + t5j(D;J) + t5f(81!)- (U1)kg;1 
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où ( G 1 ) k = gkr Br J. Ccci donne les composantes de K dans le système de coordonnées utilisé 

qui permet alors d'écrire 

K(X, Y)= (KtX;Y1 )8k = (X'8,J)Yi81 + (yi81 J)Xi8,- (gôXT1 )(G1)k8k 

= X(f)Y + Y(f)X- g(X, Y)GJ 

Pour la seconde identité, puisque V a, d.1·k = - r7irl.J·i, on a i\t = -Kt. ct donc : 

K(X, a)= -(Xi8,J)(aidxi)- (akXk)(8Jfdx1 ) + (g;jXidx1)(l1ak8tf) 

= -X(f)a- a(X)df + g- 1 (0:, df)g(X, ·) 

3.2 L'inégalité de Hitchin-Thorpe 

D 

On sc propose dans cette section de démontrer l'inégalité x(l\f) 2 (3/2)IT(M)I, pour M une 

variété d'Einstein compacte, orientée, sans bord ct de dimension 4. L'idée est d'exprimer 

les intégrands de x( A!) ct de T(M) en fonction des composantes du tenseur de Riemann R, 

suivant la décomposition en termes de tenseur de Weyl, de Ricci ct de la courbure scalaire. 

3.2.1 Formes de Pontrjagin et d'Euler en fonction de R 

3.2.1.1 Notations 

Soit (M,g) une variété riemannienne compacte, orientée ct sans bord. On notera n E 

n2 (M,son) la 2-formc de courbure associée à la connexion de Levi-Civita de g, ct n la 

dimension de M. De manière générique, {ri }I .,;1 -::; n désignera un repère orthonormé local 

sur T Al. Localement, selon le repère { ei}, le tenseur de Riemann sc décompose comme suit 

Dans notre discussion, on fera implicitement usage de l'identification entre T J\.1 ct r· Al, 

ce qui signifie qu'on confondra R~;1 ct Rahii· D'autre part, on verra R comme opérateur de 

courbure, c'est à dire comme un élément de f(S2 A2TJ\.l). donc on écrira souvent R(e, /1. 

ei, ea /1. eb) au lieu de Rah•i = R-ijah· Avec ces identifications 

1 
R = 4 L Rijab[e, /1. e1]0 [ea /1. eb] 

a.b.i.j 
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donc 
1 

R(e; 1\ ej) = 2 L R(e; 1\ ej,ea 1\ eh)ea 1\ eh 
a,b 

= Lfli(ea,eb)eal\eb 
a<h 

ce qui signifie qu'on fera l'identification R(e; 1\ e1) = n;. 

Si 1 = {i 1 , ···,·ir) est un ensemble d'indices tels que i1 <···<ir ct p E Sr (pour un entier 

donné r), alors on écrira 

e1 = e; 1 1\ · · · 1\ e;r, et er(/) = p ·(el)= e;e<tl 1\ · · · 1\ e;e(r) 

Enfin. la forme volume associée à { ej} sera notée : dv = e1 1\ · · · 1\ en. 

3.2.1.2 Forme d'Euler 

Dorénavant on considère que n = dim M = 4. En utilisant nos notations, le pfaffien est 

donné par (c.f. (Bes81), p.189) 

P 1 G!) = Cr:~5) ~ 2: e(p)n:g; "n:~!i 
pES.t 

= c.:~5) ~ L e(p)R(ep(1) 1\ ep(2)) 1\ R(ep(3) 1\ ep(4)) 

pES.t 

( 
4! ) (2!)

2 
"" 

= 11'225 4! ~R(eJ)I\R(*FI) 

où 1 = (i1,i2 ) avec i 1 < i2 , et e(p) est le signe de la permutation p. On peut maintenant 

exprimer la forme d'Euler comme la trace d'un élément der (S2 A2TM). 

Proposition 3.2.1. 

En dimension 4, la caractéristique d'Euler est donnée par 

Preuve. 

Localement, on a 

x(M)=~ { trA2TAJ((*oR)o(HR))dv 
811' jM 

trA2TM( HR HR) = L ( ( * R * R)h), e1) = L ( ( * R)(ei), R(*ei)) 
l A2TM I A2TM 

= L ( R(*ei) 1\ * * R(ei). dv) = ( L R(ei) 1\ R(*ei),dv) 
l A1TM l A'TAI 

- 2511'2 / p f (.!!.) dv) 
- (2!)2 \ 211' ' 11 1TM 
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où la seconde égalité vient du fait que *,RE r(S2 A2TM). Par le théorème de Chcrn­

Gauss-Bonnet, cet te formule signifie que 

'((!1/) = { P f (E_) = ~ { lrA2n1 ( * R * R)du 
JM 2rr 8rr }Al 

0 

3.2.1.3 Formes de Pontjagin 

Pour une variété de dimension 4k, la forme totale de Pontrjagin est définie comme étant 

P c~) = 1 + Pl c~) + P2 c~) + · · · + Pk ( ~) = det ( 1 + 2~) 
où pk{U/2rr) E U4k(M), ct le terme de degré 4k est donné par (c.f. (Bcs81), p.l92) 

Dans le cas de la dimension 4, le L-polynôme de Hirzcbruch (calculé avec la 2-formc de 

courbure associée à la connexion de Levi-Civita 9V') est donné par la 4-formc L(M, V9) = 

p1 (9!1/2rr) /3, ct avec l'expression ci-dessus, cela donne 

Le théorème de signature stipule alors que 

T(Al) = ~ { Pl(~)=~ { L R(q) 1\ R(("f) 
3 JAl 2rr 12rr J 111 1 

En termes de la trace d'un élément der (S2 A2 TM), on a le résultat suivant. 

Proposition 3.2.2. 

En dimension 4. la signature de Hir·zeb11.Lch est donnée par 

Preuve. 

T(M) = ~ { trA2TM(RoHR)du 
12rr J M 
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Localement, on a 

( PI(M),dv) = ~ L(R(ei)AR(el),dv) 
A 1TM 411" l A 1TM 

= ~ L (R(CJ) A *(*R)(ei),dv) 
411" 

1 
II.'TM 

= -
4

\ L(R(ei),(*R)(ei)) 
11" 1 11.2TM 

= 4\ L((R*R)(el),el) 
11" 1 f1.2TM 

1 
= 471"2 lTf1.2TM(R 0 * 0 R) 

oi"l la derni(lrc égalité vient de la définition de la trace, ct celle d'avant de la symét.ri<' des 

endomorphismes* ct R. 0 

3.2.2 L'inégalité de Hitchin-Thorpe 

- Dans cette partie, on utilise la décomposition orthogonale R = V+ W + Z , qu'on peut 

aussi écrire 

R= (
w+ + Ê..Id z ) 

zt 12 w- + fild 

On a aussi démontré les caractérisations suivantes 

(i) Z o * = - *oZ; 

(ii) *oW±=W±o*=±W±; 

(iii) V= (S/12) · ld11.2TM 

- D'une part, on a que 

(*DR) o (*DR)= [*(V+ W + Z) *] o [V+ W + z] =[V+ W- Z] o [V+ W + Z] 

= (W2 + V2
- Z 2

) + [2W o V+ (W + V)Z- Z(W +V)] 

En sc rappelant que (A. B)Enci(II.'TM) = tr11.2TM(A o B1
), ct en prenant la trace de l'endo­

morphisme précédent, on obtient 

tr((* oR) o (*oR)) par2Ym tr(WW1
) + tr(VV1 )- tr(ZZ1 ) 

+ t7·[2W 0 u + (W + V)Z- Z(W +V)] = IIWII 2 + IIVII 2
- IIZII 2 

puisque (W, V) = (W + U, Z) = O. 

- D'autre part, on a que 

R o * o R = V * U + W * W + Z * Z + 2V * W + W * Z + Z * W + V * Z + Z * U 
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les deux derniers s'annulent puisque Z* = - * Z, 

n:*z= · (
w+ o ) ( o z) 

0 -w- zt 0 

en prenant la trace[ d(c la ;ompo::~:~)R]* R , on a les annulations suivantes 

- tr(W * Z) = tr _ = tr(Z * W) = 0 
-·w- zt o 

- tr(Z*Z)=tr _ _ =tr(Z*Z1)+tr(Z1 *Z)=O 
[ ( 

a z) ( a *z)] _ _ _ _ 

zt o *zt o 
étant donné que tr ( zt( â)) = tr ( ( *z)z1

) = -tr ( (z *)z1
) 

- tr(U * U) = &h ldA2TAJ) = 0 

- tr( U * W) = & (*, W) = 0 

la seule trace non-nulle étant donc 

[ (

(w+)2 
tr(W * W) = lr(H * H) = tr O 

-Avec ces expressions des traces, ct en notant que IIUII 2 = (S/12) 2 dim(A 2TM) = 8 2 /24, 

on a le résultat suivant 

Proposition 3.2.3. 

En dimension 4, on a les expressions suivantes 

Une variété riemannienne est dite d'Einstein si elle admet une métrique satisfaisant Rie = 
(S/ dim M)g, qui implique Z = O. Avec les expressions ci-dessus, si g est une métrique 

d'Einstein sur l\1 de dimension 4, alors : 

d'où 

cc qui démontre notre résultat principal, à savoir : 



45 

Théorème 3.2.4. Hitchin- Thorpe 

Si (Al, g) est une variété d'Einstein compacte, sans bord et de dimension 4, alors sa carac­

téristique d'Euler et sa signature de Hirzebruch satisfont l'inégalité 

3 
21T(AI)I 'S x(M) 

L'utilité principale de cc théorème est que siM est une variété différentiable de dimension 4 

telle que x(M) < (3/2)IT(M)I, alors elle ne peut admettre cie métrique d'Einstein. En effet, 

si l'inégalité de Hitchin-Thorpc n'est pas satisfaite, on a par (2.1) 

donc forcément IIZII > 0 pour n'importe quelle métrique riemannienne sur M. 

Exemple: CP2 et éclatements((Bcs81) cxp.VI, (Bcs08) scc.ll-A) 

La métrique de Fubini-Study sur CP2 est une métrique de Kahler-Einstein, ct cette va­

riété a comme invariants topologiques d'intérêt x(CP2 ) = 3 ct T(CP2 ) = 1. On effectue k 

éclatements en des points distincts de CP2 , c'est-à-dire qu'on compose la somme connexe 

CP2#kC-P
2

, où C-P
2 

dénote le plan projectif avec l'orientation inverse. En utilisant les iden­

tités de la section 2 du chapitre Il, La caractéristique d'Euler ct la signature de Hirzcbruch 

de la variété résultante sont données par : 

On a ensuite que la quantité Xk- (3/2)1Tkl est strictement négative dès que k > 9, ct on en 

conclut qu'au-delà de 9 éclatements, CP2 #kC-P
2 

ne peut admettre de métrique d'Einstein. 

On a aussi le résultat suivant : 

Proposition 3.2.5. Cas d'égalité 

Si (11/,g) est une variété d'Einstein compacte, sans bord et de dimension 4 telle que ~IT(ll/)1 = 

x(M), alors son revêtement universel M est une variété de Calabi- Yau, et en particulier hy­

perkiihler. 

Preuve. 

Sans perte de généralité, on peut considérer le cas où T 2: 0, car dans le cas contraire, il 

suffit de prendre l'oriPtllation inverse sur M (ccci revient à multiplier l'étoile de Hodge par 
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-1, ct d'inverser les rôles des w±). Par (3.2.3), on a que 

c'est à dire 

{ (2IIW-II 2 + 
82 )dv = o => llu,·-11 = s = o }M 24 

La première conclusion est que la courbure scalaire 8 est nulle. Puisque pour une variété 

d'Einstein on a Rie= dir~ Mg, on obtient que AI est Ricci-plate. 

Il reste à montrer que l'on peut réduire le groupe d'holonomie du revêtement universel 

Al au groupe SU(2). On commence par noter qu'en dimension 4, on a la décomposition 

A 2T• Al = A+ M ffi A-M. où les sous-fibrés A± Al sont ceux dont les sections lisses sont les 

vecteurs propres de l'étoile de Hodge associés aux valeurs ± 1, et dont on peut identifier les 

fibres à su2 puisque A21R4 = so 4 ~ su2 Œ su2 (c.f !Joyce! scc.3.5). 1\laintcnant, on munit ii 
de la métrique .ii = rr• g, ct on note respectivement R ct !19 son tenseur de Riemann ct sa 

2-forrnc de courbure. Avec R = w+ sur 1\1 qui préserve A+ l\1, on obtient pour tout x E ii 
ct pour tous X, Y E X(A!) que 

Avec la remarque précédente sur les identifications, on a que !l~(X, Y) E su2 ffi {0}. On sait 

par le théorème d'Ambrose-Singer que l'algèbre de Lie l)ol9 est générée par les valeurs 

{ !l~(X, Y) ix E AI; X. Y E .t(AJ)} 

donc l)ol9 c su2 ffi {0}, ce qui signifie que Hof9 c SU(2) x {Id}, ct par conséquent qu'on 

peut réduire le groupe d'holonomie de Al à SU(2), cc qui en fait une variété de Calabi-Y au 

(ct hypcrkiihlcr puisque SU(2) = Sp(1)). 0 



CHAPITRE IV 

HITCHIN-THORPE II- VARIÉTÉS NON-COMPACTES 

À la fin du chapitre Il, on a montré que si on quotiente la fibration de Hopf S3 ~ S 2 par 

certaines actions de groupes finis r d'isométries, on obtient des espaces y = S3 jr feuilletés 

par les images des fibres S 1 sous les applications quotient. La finalité du chapitre présent 

est de démontrer une inégalité de Hitchin-Thorpc pour des variétés non compactes, ct dont 

la géométrie à l'infini est similaire à celle des espaces Y = S3 /f. Pour cc faire, on sc base 

sur quelques résultats de (DW07), où il est question d'une telle inégalité pour des variétés 

admettant une structure de fibré à l'infini. Les deux types de comportements asymptotiques 

qu'on vient d'évoquer s'encodent au travers de cf>-métriqucs ct de F-métriqucs, dont on 

établit quelques propriétés clés dans la première section. Pour des études exhaustives de ces 

types de métriques, le lecteur est référé à (MM99) ct (VaiOl) pour les métriques de type cp 

(ct d), ainsi qu'à (Roc12) pour les métriques de type (F ct Fe). 

4.1 Métriques de type <jJ et F 

4.1.1 <P -métriques 

Ici, on considère que aM est l'espace total d'un fibré localement trivial F ~ aM ~ N, où 

les variétés F ct N sont supposées connexes, compactes et orientables pour des fins de sim­

plicité. Le type de métrique qu'on étudie dans cette sous-section est modelé sur un cône dans 

la base N ct sur un cycliudre dans les fibres de 8!1/ : près du bord, on a _q ~ dr·2 + r2_qN + "'• 
avec 9N une métrique riemannienne sur la base, ct "- une forme bilinéaire symétrique sur 

D!vf sc restreignant à une métrique riemannienne sur les fibres F. Pour la suite. on se fixe 

une fonction de définition du bord xE C00 (A/,IR+) (x= 1/r), ct on abusera la notation en 

écrivant p =(y, z) E aM, avec z E F ct yEN. Dorénavant, I désigne l'intervalle fermé [0. 1]. 

Définition. L'algèbre X<I>(M) 
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Soit X<t>(A/) = {X E X( A!) 1 Vp E 8Al, Xp E ker <;I>•IP• X ·x E x2Coc(Al) }. l'espace des 

champs de vecteurs sur A/, dont la restriction au bord donne des champs tangents aux 

fibres, ct dont l'action sur .r donne un terme d'ordre J~2 . 

Cette sous-algèbre de Lie de X( A!) peut ètre réalisée comme espace des sections lisses d'un 

fibré vectoriel <I>TAf-+ Al. 

Proposition 4.1.1. 

1) On définit <I>TpAI = X<t>(AI)/[Ip(l\1) · Xcp(AI)], où 

lp(l\1) = {! E C""(AI)If(p) = 0} 
et on pose <I>TM = UpEM <i>TpM . Il existe alors une uniq·ue stmctu·re de fibré différentiable 

sur· ri>TAf-+ Al telle que r(Al. <I>TAJ) ~ Xr/J(A/). 

2) Deux fondions de définition du bord J'. s E coc (M, IR+) définissent le mêml' es pare X ri>( M) 

si et seulement si 3p E coc(M,IR~) telle que PIDM E <;~>•ccxo(N) et s = xp. 

3) Xr~>(AI) est une sous-algèbre de Lie de X(AI). 

Preuve. 

1) Pour montrer que <PT M -+ Al Pst hi<'n défini Pn tant qn<' fibré' wdoriPl, on montre qne 

dim"'TpAI = dimM pour tout p E Al, ct que les éléments de f(AI/'TAI) donnent des 

fonctions de transitions lisses sous changements de coordonnées. On admet ici la seconde 

assertion de la proposition. Sur M-..... 8M , on voit par les définitions de Xcp(AI) ct de ri>TPM 

que 

en prenant l'union sur M-..... 8Al, on obtient 

donc en tant que fibré au dessns de M-..... DM, <I>T Ml !lf-...Dl\1 est bien défini. Il faut vérifier qne 

c'est bien le cas sur 8Al. Soit c: lx x 8M-+ M une isométrie locale décrivant un voisinage 

tubulaire du bord, avec x : M -+ IR+ notre fonction de définition du bord, et p E 8M . Avec 

{ y1} un système de coordonnées autour de <;b(p) E N, ct { za} un système de coordonnées 

autour de fE F correspondant à p = (<;i>(p), !), on montre que : 

Pour xE X.p(M) , il existe des fonctions X"(.l', y. z) E coc(M) telles que dans les coordon-

nées qu'on vient d'introduire : 

X X-o._, x-··) x-a·) = Ox + ( y' + ( z• 
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(les indices i = 1, · · · , dim N dénotent une sommation sur les coordonnées de la base N 

uniquement, ct les a= 1, · · · , dim F sur celles de la fibre uniquement) 

En revenant aux conditions définissant Xrp(Al), on a que 

En d'autres termes, tout élément X E X<t>(M) s'exprime localement par 

Donc en tout point p E M près de 8M, <I>TPM est généré par la famille de vecteurs 

{x28xlp,x8y•lp,8zalp}, ct on a bien dim <I>TpM = dimA/ (le nombre de générateurs est 

constant, cc sont les composantes qui s'annulent). 

On vérifie le comportement des éléments de Xq,(M) sous des changements de coordonnées. 

On sait que toute variété à bord de dimension n a des cartes près de ()M modelées sur 

JRn-I x IR+, donc on peut toujours choisir une fonction de définition du bord s E C00 (A/) 

telle que 8M = {s = 0}, ct dans cc cas s = xp(x,y) avec p E C00 (M,W+.)- Si {ti(x,y)} est 

un second système de coordonnées autour de rp(p) E Al ct { wa (x, y, z)} un système autour 

de fE F, la base locale pour les éléments de Xq,(M) devient 

28 _ (p+.rÛxP) 28 (Ûxti) 28 (ÛxWa) 28 X x - 2 S s + 2 S t• + --2 S w" 
p p p 

J.:iJY, = CJ;;p) s 2 n. + ( Ûy; ti ) .~nt' + (.n') y, wa) awa 

Ozb = (8zbWa)8wa 

Les fonctions de transition sont bien définies et lisses jusqu'au bord de AI, on voit aussi que 

pour tout XE Xrp(M) on a X(8) E s2C00 (M) et Xp E JR[i.lw"lp] si s(p) =O. On en déduit 

que le fibré vectoriel <i>TM --+ At est bien défini, et que son espace de sections lisses satisfait 

f(A/, <i>TM)::::::: X.p(M). 

2) Si on reprend les expressions qu'on obtient en (1) sous les changements de coordonnées 

.~ = :rp(:r. y), ti = ti(.r, y) ct wa = wa(.r, y, z), on voit bien que 

Ceci démontre l'une des implications. Pour la seconde implication, si on suppose que la 

fonction p dépend des variables venant de la fibre F, alors on aurait 
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Ccci montre que la condition Pl DM E <f>*Cx (!11) est nécessaire pour avoir un changement de 

fonction de définition du bord qui préserve :Xq,(!II). 

3) Pour X. Y E :Xq,(M), on vérifie que [X, Y] E :Xq,(!ll). Pour la condition au bord, un 

calcul direct dans des coordonnées sur I x ù M donnent 

Il est alors immédiat que pour p E 8!11, [X, Y]p E ker<f>•IP ct (dx. [X, Y]) E x 2Coc(!ll). D 

A partir de la construction de <PT !Il. on définit son fihré dual <t>y• !Il de façon canonique. 

On aura encore <t>y• Ml M -....DM :::::: r· Ml J\.1-....iJM' ct dans une trivialisation locale de a !Il ~ N' 

l'( !If, <~>r l\1) est généré près du bord par les 1-formcs 

dx dy' a . . . 
-

2
, -, d::. ; 1 = 1, · · · , dun N. a= 1, · · · , dun F 

:r .1" 

Il est à noter que sur 8!11, les formes {dxjx2 ,dyi/x} sont lisses jusqu'au bord en tant que 

sections de <~>r· M. En effet, pour un x E xq,( M) quelconque, on a 

( d.~, x) 1 = X 0 (0, y,:::) ct (d~', x) 1 = X'(O, y,:::) 
.1 4> .r=O :J 4> x=O 

Ceci permet de définir naturellement des fibrés comme End(<I>TM). 

Définition. </>-métriques 

Une <:>-métrique produit est un élément g<P E r(!l/, 5 2 <~>r· !11) qui sc restreint au-dessus de 

Al -...._()Al à une métrique riemannienne sur T MlM-....DM, ct dont le pullback par rapport à 

c : lx x 8!11 -+ l\1 prend la forme 

•- dx2 ~·gN 
C 9q, = -4 + --2- + K 

x x 

où !JN E r(N. S 2 T* N) est une métrique riemannienne sur la base de iJM, r.; E f(iJM, S 2T*iJAI) 

est un tenseur symétrique se restreignant à une métrique sur les fibres F, ct ces deux champs 

ne dépendent pas de la fonction de définition du bord x. Pour alléger les notations, on écrira 

g = c*gq, ct h = c/>*gN dans la suite. 

Une cf> -métrique exacte est une métrique riemannienne gq, E 1'(!1/, S 2 4>T• !11), obtenue à 

partir d'une <P -métrique produit gq, ct d'un élément B E r(!l/, S2 <PT* !11) comme étant 

gq, = gq, + x2 B. On notera aussi g = c*gq, dorénavant. 

Remarque. 

1) Il y a deux objets sous-jacents à la définition précédente. Le premier est gq, E 1'(!1/. S 24>T• !II). 

qui est mw m(~trique euclidienne pour le fibr<~ <i>TAI. Le second objet est !J<t>IM-....DM• qui sous 
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l'identification "'TA/lAt--.. aM ~ TA/lAt--.. aM, donne une métrique riemannienne complète sur 

M-....âM. 

2) Comme évoqué préccdcmmcnt, l'algèbre Xc:>(AI) est déterminée par la donnée d'un fibré 

F ~ âM ~ N, ainsi que d'un choix d'une classe de fonctions de définition du bord, confor­

mément à l'assertion (2) de la proposition 4.1.1. Similairement, les fibrés construits à partir 

de Xq,(!ll) ct les lj>-métriques dépendent du choix de la classe de fonctions de définition du 

bord x (voir discussion suivant le lcnunc 3 de (MM99)). 

3) Pour alléger les notations dans la suite, on introduit le repère local { e01 }a=O,i,a· Les indices 

grecs symbolisent les indices quelconques, c'est-à-dire relatifs à x, aux coordonnées sur N ou 

sur F . Les indices i,j, k.l, · · · désigneront les champs venant de la base N , i.e Pj = xÔy1 ; 

les a, b, c, d, .. · ceux venant de la fibre (eb = Ôz•); ct on écrira e0 pour désigner le champ 

x 2 âx. Similairement, pour le repère dual {e"'}o=O,i.a, on fera usage des notations suivantes 

4) Pour la définition de la 4>-métriquc exacte, on veut qu'à mesure que l'on s'approche du 

bord, la métrique sc comporte comme une métrique produit. Le degré 2 en x est le plus petit 

degré qui nous donnera une connexion de Levi-Civita de yq, qui soit hien définie jusqu'au 

bord sur "'TM. En effet, si on prend gq, = gq, + x B, ct qu'on considère que <I>V est donnée 

par les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita associée à gq,, on aura dans 

un système de coordonnées près du bord 

où les {Bo,3} sont les composantes de BE f(M, S2"'T* M) dans le repère introduit en (3), 

i.e. 

B = (Boo(:~ y, z) )dx 0 dx + ( B;j(:; y, z) )dyi 0 dyi + Bab(x. y, z)dza 0 dzb 

+ ( Boj(;; y, z) )dx 0 dyi + (Boa(:~ y, z) )dx 0 dza + ( Bja(~ y, z) )dyi 0 dza 

On voit que le symbole f(jb = ( dza, "'V a, ( Ôz•)) <i> donne une limite infinie quand x ~ 0, ct 

dans cc cas, la dérivée covariante "'V ne donne pas toujours des sections lisses, à moins que 

l'on ne prenne R(x2 âx, ·) = 0 par exemple. 

On introduit maintenant un second type de métriques, obtenues conune transformations 

conformes des rjJ -métriques, et donnant au bord une structure de cusp fibré : 

Définition. d-métriques 

Une ri-métrique exacte est un élément Yd E r(S2 <~>r• M) donné par 9d = .c2 · gcf>, où gq, est 
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une <P-métrique exacte. Avec les notations de la définition précédente, le pullback est cette 

fois de la forme 
• dx2 • 2 4 

c Yd = - + r/J YN +.L' ~> + ;r B 
x2 

Celles-ci sont des métriques sur le fibré dTM := ~ <t>TM, et on définit aussi Xd(M) 

~Xq,(M). 

Lemme 4.1.2. 

Si on définit dTllf = UpEMdTpl\l avec dTPJ\l = Xd(l\J)j lp(l\1) · Xd(l\1), alors on obtient un 

fibré vectoriel dTJ\l--+ l\1 tel que l'(dTJ\1)::::: Xd(l\1). 

Preuve. La preuve de la proposition 4.1.1-1 sc transpose mutatis mutandis au ca.c; présent, 

avec les deux différences suiwmtes 

- Près du bord, dans des coordonnées {x, yi, za }. l'espace :rd(l\1) est généré par les champs 

x8x. 8y'. ~az"; i = 1, · · · , dim N,a = 1, · · · ,dim F 
x 

-L'espace Xd(l\1) n'est pas une sous-algèbre de Lie de X(l\1), puisque les termes ~az" sont 

singuliers au bord. D 

Proposition 4.1.3. 

Soit gq, une rjJ-rnétrique exacte sur 1\f, 9d = x2 · gq, la d-rnétrique associée, et 1>"iJ, d'il leurs 

connexions de Levi-Civita respectives, alors : 

1) <f>"iJ : f(9T 1\1) --+ r(T*l\10 <PT 1\f) est bien définie en tant que connexion de Koszul, et sa 

2-forrne de courbure <Pf2 E r22 ( l\1, End(iflTJ\1)) est lisse jusqu 'au bord. 

2) d'il : f(dT M) --+ r(T*l\1 M dy M) est bien définie en tant que connexion de K oszul, et sa 

2-fom!e de courbure dn E r22 ( 1\1, End( dT M)) est lisse jusqu 'au bord. 

Preuve. 

1) Pour tout Y E f(<I>TM) ct pour tout XE X(l\1), on a 

<~>v x Y= [X(Y0 )eo + X(}';)e; + X(Ya)ea] + Y 0 (4>"il xeo) + Yi(<?"iJ xe;)+ }'a(<t>"il xea) 

Le terme entre crochets est clairement un élément de Xq,(l\1), il suffit donc de vérifier que 

pour tous les indices n = 0, i, a, les dérivées covariantcsifl"iJ xeo donnent bien des éléments 

de X<t>(l\1), pour X= 8x.8y•,8za E X(l\1). 

- Si X = ax, on a les trois formules suivantes 

"''V az eo = 2x8x + x2 (rgoax + l'~oay' + l'üo8za) 

"''V a, ~i = i)y' + .1' ( r8JJx + r~i Ûy, + füJJza) 
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En sc rapportant à l'appendice sur les symboles de Christoffel associés à <~>v, on obtient en 

évaluant la composante en Bx que 

x3 Boo+ O(x4 ) 

x2

3 
(D;Boo + 2Bo;) + O(:z.4) 

x2

2 

(Ba Boo)+ O(x3 ) 

;sio=O 

;sin=i 

;sio=a 

En faisant ensuite les manipulations nécessaires quand x = 0, on obtient 

;sin=O 

; Sl 0 = l 

; si o = b 

donc pour tout indice o, on a (<~>'Va,e,.) ·.rE :z:2Coc(M) et <1>'\Ja,ec.laM tangent aux fibres. 

On obtient donc que <~>v a, Y E l:q,(M) pour tout Y E f(<I>TM). 

- Pour X = Dy• , la même procédure que le cas précédent donne 

"''V e l _ { 0 ; si o = 0, i 
a, o x=O - ["ac ] 

1 2Çcib Bz• _ 0 ; si o = b 
x=O x-

où pour tout triplet d'indices o, {3, J-1 # 0, on a défini 

On a aussi 

d'où encore <~>vay. Y E l:q,(M),'v'Y E f(<I>TM).'v'i = 1,··· ,dimN. 

- Si X = Oz•, on obtient dans cc cas 

ainsi que 

; si o = 0, i 

; si a= b 

( "'V a •• eo) ·x = O(x4
), 'v'o = 0, i, b 

ct donc 4>'\J a,. Y E l:.p(M), 'v'Y E f(<i>T M), 'v' a= 1, · · · , dim F. 

On conclut de cela que <~>v : f(<I>T M) --+ l'(T" M :g;<l> TM) est bien définie en tant que 

connexion de Levi-Civita de 9<t>· 
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Si <P R dénote le tenseur de Riemann associé à la métrique 9<P• on a par ce qui précède que 

pour tous X, Y E l:(.M) ct Z E l:<P(.M) que 

ce qui signifie que <P R E f(A2T* Me End(<PTM)). Au niveau de la 2-formc de cour­

bure <Pfl, on sait que ses composantes sont données par <Pfl~(P0 • ea) = (<P R)~op dans le 

repère local {eo}o=O.i.a• donc ceux-ci sont tous lisses jusqu'au bord, ct on obtient bien 

<Pfl E !12 (.M. End(<PTAJ)). 

2) À partir de la définition de Xd(M), on voit que pour tout Y E l:<P(A/), (Y/x) est un 

élément de Xd(M). Pour vérifier que d'V c~t bien définie en tant que dérivée covariante, il 

suffit donc de montrer que pour des champs X E l:(A/) ct Y E l:<P(A/) quelconques, on a 

x[dV'x(f)] E l:<P(Al). D'une part, on a que 

d d ( Y) X(x) [d (y)] V' x Y = V' x :r · -;;; = -x-Y + :r V' x -;;; 

D'autre part, puisque 9d est obtenue par transformation conforme de 9<P (avec f =ln x), le 

lemme (3.1.14) du chapitre précédent permet d'écrire 

d'V x y= <PV' x y+ X(x) y+ Y(x) X_ g<P(X, Y)g_ 1 (dx' ·) 
:r J' <P J' 

c'est-à-dire : 

[
d (y)] <P {Y(x) 1 (dx )} :r V'x -;;; = V'xY+ -x-X-g,p(X,Y)g; --;;·· 

On sait que "'V' x Y est un élément de l:<P(Af), donc il suffit de montrer que le terme entre 

accolades l'est aussi. On considère qu'on a les décompositions suivantes près du bord 

x= X 0 ax + xiay. + xaaza 

Y = Y 0 x2 8.r + Y;xay. + yaaz" 

On remarque que J"
2 XE l:<P(M), ct que 

En reprenant maintenant les champs { e0 } o=D.i.a introduits précédemment, les termes entre 

accolades dans l'équation de x [d'V x ( f)] ci-dessus s'expriment 

Y~:r) X= (yoxx
0

)eo + (Y0 Xi)e; + (xY0 Xa)ea 

( .) 1 ( 2 .) X
0
Y

0 
h(X,Y) ( .) R( 2 t•) 9<P X,t = 29<P x X,l = --2-+ +li X,l + x X, 

x x x 



Avec les deux dernières expressions, on a 

gq,(X,Y)g; 1 (~~.-) = (yo:rx
0

)eo+ [h(X.Y)+n.:(X.Y)+xB(x2 X,Y)]eo 

- [h(X, Y)+ x~~:( X, Y)+ xB(x2 X, Y)] (x2 Bbe; + x3 B~e;) + x3 Z 

où Z E .I(M). En utilisant l'expression de (Y(J~)/:r)X, le terme d'intérêt devient 

{Y~ x) X- gq,(X, Y)g; 1 (~~, ·)} = -x3 Z + (Y0 Xi)e; + (.rY0 Xa)ea 

+ [h(X, Y) + xK(X, Y) + xB(x2 X, Y)] (-eu+ x2 Bbe; + x3 Bbe;) 
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ct on voit alors que [Y~x) X- gq,(X, Y)g; 1 
( ~, ·) J E .Iq,(l\1), d'où x [d'V x ( ~)] E Xq,(l\1). 

Avec les remarques précédentes, on obtient que d'V : f(dT l\1) --+ r(T•M :9 dT M) est bien 

définie en tant que dérivée covariante. De la même façon qu'en (1), cela donne un tenseur 

de Riemann dR E r(A2 T• M (?; End(dTM)) qui est lisse jusqu'au bord, ct donc une 2-formc 

de courbure dn E n2 ( 1\1, End( dT 1\1)) avec la même régularité. 0 

Remarque. 

1) Cette proposition reste vraie si on permet aux tenseurs h ct K de dépendre de la fonction 

de définition du bord x. Les symboles de Christoffel r~n de gq, qu'on obtiendrait dans cc 

cas contiendront des dérivées premières Dxh ct ÛxK, ct il est facile de voir que ces termes 

supplémentaires n'affecteront pas les coefficients de la plus basse puissance en x de ces 

symboles. On aura donc toujours ("'Y' x Y) ·.rE .r2Coc(M) ct "'V' x Ylx=O tangent aux fihrcs 

de 8l\l pour tous Y E .I<J>(l\/) et X E .I(l\1). 

2) La proposition reste vraie aussi dans le cas où on prend Y<t> = gq, + xB avec B(x28x, ·) = 0 

(i.e. Boa= 0, Vo). Ccci est le type de cP-métriques utilisées dans (DW07), et c'est l'une des 

hypothèses qu'on prendra en compte dans la section sur les inégalités de Hitchin-Thorpc. 

4.1.2 F -métriques 

Dans cette partie, on suppose que l'on a un fibré localement trivial F--+ Y ~ N, sur lequel 

agit un groupe fini d'isomMries r c I.wnn(Y) de façon proprement discontinue, sans point 

fixe, et de manière à ce que cette action envoie toute fibre de 1> sur une autre fibre (ce qui 

induit une action compatible der sur N). Ceci induit un revêtement fini dont on dénote par 

v: Y --+Y l'application quotient. Puisque cette dernière est une submersion, on obtient une 

structure de feuilletage F sur la base Y, dont les feuilles sont les images des fibres F sous v, 

ct on obtient une distribution intégrable TF C TY (r(Y, TF) c X(Y) est une sous-algèbre 
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de Lie). 

Avec les hypothèses précédentes, le type de variété AI qui nous intéresse ici satisfont aM = 

Y = Y ;r, cc qu'on appelle une variété à bord feuilleté. Conm1c précédemment, :1.· E 

coc(M,IR+) est une fonction de définition du bord pour laquelle aM= {x= 0}. 

On considère maintenant les sous-espaces vectoriels suivants de X(Al) : 

Pour un point donné p E A/, on dl•finit les film•s typ<'S suivantes 

ainsi que les fibrés vectoriels 

Dans le reste de cette sous-section, on désigne par r· : lx x iJJ\1 -t JI! un voisinage tubulaire 

du bord, ct par v : lx x f' -t lx x alli le revêtement fini obtenu en posant v := Id1 x v. 

À partir de ces définitions on peut énoncer 

Proposition 4.1.4. 

Il existe d'uniques structures de fibrés vectoriels sur FTJII et FrTJ\1 au-dessus de l\1 pour 

lesquelles 

Preuve. Au travers des définitions, on voit que 

Au-dessus de c(J x aM), il suffit de sc ramener à la structure que l'on avait dans le ca..<; 

d'une variété à bord fibré, et d'appliquer l'argument de la proposition (4.1.1). Pour ce faire, 

on considère un atlas trivalisant {Ur }rEJ de Y, c'est-à-dire, un atlas pour lequel viUr :Ur --+ 

v(Ur) est un diff{•omorphism<' pour l.oul. 1· E .J , ct on obtient ainsi un recouvrement ouvert 

(trivialisant) de c(l x aM), donné par la famille {[co v](! x Ur)}rEJ· Si dans un certain 

ouvert Ur on a des coordonnées {yi} autour d'un point deN ct des coordonnées { za} autour 

d'un point de F, on obtient qu'au dessus de [co v](! x Ur), XF(l\1) est généré par les champs 

suivants 
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alors que XFjl\1) est généré par 

I.'IUr étant un difféomorphisme. les fibres au dessus de [co v](J x Ur) sont de dimension 

n pour tout r E J. Similairemcnt à la preuve de la proposition (4.1.1), les champs ci­

dessus sc transforment adéquatement sous changements de coordonnées (toujours avec s = 

.rp(.r, y), p > 0 pour la fonction de définition du bord), ct le résultat suit. D 

Définition. On considère les sections lisses suivantes : 9N E r(N, S2T* N) une métrique 

riemannienne sur la base du fibré F-+ l' ~ N, ct "· R E f(M. 8 2FT• M) deux champs de 

formes bilinéaires symétriques, avec 11:1aM donnant une métrique riemannienne sur les fibres 

de Y. 
On dit qu'une métrique riemannienne 9F E r(M, S2Fr· M) est uneF -métrique (exacte) si 

près du bord, on a 

Sur le fibré Fer M = x- 1FT M , on dit que 9Fc E r(M, S2FcT* M) est une métrique de cusp 

feuilleté si près du bord, elle satisfait 

En d'autres termes, c'est une métrique obtenue par une transformation conforme YFc 

X
2
9F· 

On a maintenant le résultat suivant : 

Proposition 4.1.5. 

Les connexions de Levi-Civita associées aux métriques 9F et 9Fc sont bien définies, c'est-à­

dire que l'on a bien 

ainsi que : 

Celles-ci donnent des deux-formes de courbure Ff! E !12 ( 1\1, End( FT 1\1)) et Fen E !12 ( l\l, End( Fer l\l)) 

lisses jusqu 'au bord de M. 

Preuve. Connue évoqué précedemment, on doit vérifier ici que dans un repère local { e0 } 

de FTM, les symboles de Christoffel associés à F'V sont lisses jusqu'au bord de M. En 

repr<'nant la méthode de la proposition pr('f'('denh', on effectue les caleuls sur lx x Y, ct on 
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obtient que les pullbacks des symboles de Chrsitoffel par ca v : I x Y -+ I x 8/11 donnent 

les mêmes expressions que dans la preuve du (4.1.3) (ct de l'appendice). En cc qui concerne 

.Fr'\1, on vérifie que pour tous Y E l:.FJ/1/) ct XE l:(/1/), on a .L"(.Fr'\lxY/x) E l:.F(M). D 

4.2 Inégalités de Hitchin-Thorpe 

4.2.1 Hypothèses, notations et faits généraux 

Cette section porte sur une variété riemannienne ( 1\l, g) complète, connexe, orientée, non 

compacte et ayant la structure d'un bord fibré ou feuilleté à l'infini. Plus précisément, le 

compactifié à l'infini de 1\l est 1\l = 1\l U Y, où Y = ûl\1 est 

1. Soit un fibré localement trivial F -+ Y ~ N, F ct N étant des variétés lisses, com­

pactes, orientées ct sans bord, tel que dim F > 0 

2. Soit Y est le quotient d'un fibré F-+ Y ~ N tel qu'en (1) par une action proprement 

discontinue et libre d'un groupe finir c Isom(Y) préservant l'orientation. 

Dans cc contexte, 1\f est munie de l'une des quatre métriques étudiées à la section précédente. 

On se fixP une fonct.ion dP d(•finit ion dn bord :r E coc ( 1\l, IR+) , un voisinage tubulaire du 

bord c: I.r x Y -+ 1\f, ct on considère les sections lisses suivantes : 

- 9N E l'(N, S 2T* N) une métrique riemannienne sur la base, ct h = c/J*gN; 

- Pour tm bord fibré,,.,; E f(Y, 82T"Y) est tel que \/y E N, ,.,;14>-'({y}) est une métrique 

riemannienne sur cjJ- 1({y}) :::= F, ct Kp annihile le complément orthogonal de ker (c/J.Ip) 

dans TpY pour tout p E c/J- 1 ({y}). Pour un bord feuilleté (Y= Y/f), ~< E r(Y.S2 T*Y) 

satisfait les mêmes hypothèses ; 

- Pour un bou! fibré,H E I'(l\l, S2<i'T* l\1) est un champ de formes bilinéaires tel que 

B(x28.r, ·) = 0; ct pour un bord feuilleté, BE f(M, 8 2FT• M) tel que B(x2 8x, ·) =O. 

Dans le cas où l\1 est à bord fibré, on utilise ces objets pour définir les métriques gt/> ct 

Yrt> = Ürt> +.rB sur 1<' fibré' <i>T l\l, de façon à cc que près du bord Y on ait 

• _ dx2 h • dx2 h 
c 9rt> = -

4 
+ 2 + ~< ct (" 94> = - 4 + 2 + ,.,; + J" B 

x x x x 

Sur le fibré dTM, on définit les métriques !Id= :r2 .iJ,t> ct Yd = :r2 yt/>, qui prennent les formes 

suivantes sur c(/.r x Y) : 

• - dx2 h 2 • dx2 h 2 3 B 
C 9d = - 2 + + X K Ct C 9d = - 2 + + X K + X 

x x 

Pour le cas où le bord de l\l est feuilleté, on considère l'application quotient v : Y -+ Y 
- -

induite par l'action der sur Y, ct on considère son extension v: Ix Y-+ Ix Y, (t.p) t-+ 



(t, v(p)). Sur le fibré Fr M on définit la métrique gF, telle que près du bord, on a 

dx2 h 
v* c· gF = - 4 + 2 + " + x B 

x x 

ct sur F cr Al' on définit gF c telle que 

-• • d:r2 2 3 
v c gFc = -

2 
+h+x K+x B. 

x 

59 

Dans la sous-section qui suit, on obtient la caractéristique d'Euler x(M) x(M) ct la 

signature de Hirzcbruch r(M) = r(M) pour M de dimension 4k ct ayant les deux géométries 

décrites à l'infini. Les notations dont on fait usage pour les intégrales invariantes sont les 

suivantes: 

- Pour gq,, on note <P'iJ sa connexion de Levi-Civita, <~>w sa 1-formc de connexion ct tl>[! sa 

2-fonnc de courbure. On utilise toujours les exposants f/J, d, F ct Fe pour préciser à quelle 

métrique sont associés les connexions ct les formes. Dans le cas où on s'intéresse aux objets 

associés à une métrique de type produit uniquement, on ajoute des tildes. 

- Si 9'iJ est la connexion de Levi-Civita associée à l'une des métriques utilisées, e(M,9'iJ) = 

P f(9f!/2rr) ct L(M, 9'iJ) désigncmcnt respectivement la forme d'Euler ct le L-polynômc 

de Hirzcbruch calculés avec la courbure 9!1 de 9'iJ. 

Si P de l'un des polynômes donnant les formes caractéristiques e(l\1, 9 '\l) ou L(M, 9'iJ) (g 

étant de l'un des types q>,d,F ou Fe), les formes calculées par rapport aux connexions ''V 

sont reliés aux précédentes par (théorème {11.1) (Nak03)) : 

où le membre de gauche est la différentielle de la transgression de P par rapport à ''V ct 

9'iJ, qu'on définit ici comme étant 

r P(M. 9 'V, ''V) = 2k {
1 

P(9 w- 'w, 1!1, ... , 1n )dt E n4k-l (M) 
lo '-v-" 

2k-l 

avec 1!1 E 0.2 (M,so(rM)) la 2-formc de courbure de la connexion d'interpolation 1'V = 

t9'iJ + (1- t)''V avec tE [0, 1], ct P E S 2k(so4k) la partie homogène de degré 2k de P, telle 

que 

4.2.2 

P(M, 9 'V) = P( 9 H,··· , 9 !1) E n4k(M) .__._. 
2k 

Formules d'indice en dimension 4k 

Soit A-l une variété riemannienne complète et non.compacte, dont le compactifié à l'infini est 

M = MU Y. Pour préciser la contribution topologique provenant de 8M, on utilise un ar­

gument de limite adiabatique: on prend d'abord 0 < E « 1, on pose M, :=M' c([O, é[ x Y) 
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ct au€ := {p E !If jx(p) = E }, on applique ensuite le théorème d'Atiyah-Patodi-Singcr (les 

résultats (2.1.1) ct (2.1.2)) à Mr munie d'une métrique de type produit près du bord. Par 

invariance d'homotopie, on a T(Afr) = r(l\1) ainsi que ,\(Air)= x(l\1) pour tout 0 < é « 1, 

ct on prend alors la limite pour é -+ 0 des termes obtenus. On utilise les mêmes notations ct 

hypothèses qu'à la sous-section précédente pour les métriques donnant des structures spé­

ciales à Y. 

Y est un bord fibré : 

On considère la métrique de type produit 9r sur TM, telle que près du bord 

• dx2 h 
C 9t = :4 + é2 + K 

Remarquons qu'avec T M 1J\I, ::::o <PT M 1J\I, ::::o dT l\1 1111,, la connexion de Levi-Civita ''V de g, 

(ct de é 2gr) est bien définie sur les fibrés <I>TMJJ\I, ct dTMIJ\1,, ct les formes associées ew ct 

ro sont lisses sur Me pour tout 0 < E « 1. Sur aM,= {x= é} ::::0 Y, on a que 

Soit Ae. cf> Ar ct d Ae les opérateurs de signature impairs induits respectivement par !Jt, ,ijq, 

ct !Jd sur aMr. Les égalités ci-dessus permettent de voir que pour les invariants êta de la 

signature, on a 

avec la seconde égalité provenant du fait que l'invariant êta associé à A,. n'est pas affecté 

par le rcdimcnsionncmcnt de la métrique par une constante. Pour le cas d'une .p.-métrique 

gcp, la signature est donnée par : 

On prend maintenant la limite pour é -+ 0 des termes de droite. Le premier terme devient 

clairement une intégrale sur M, puisque 

Pour le troisième terme du membre de droite, il devient par définition la limite adiabatique 

de l'invariant êta (c.f. section 2.1.3) de <PA,, qui est aussi la limite adiabatique de 17(<1> A,), avec 

cp A. la signature impaire induite par gq, sur aM,, étant donné que limx--+0 9<!> = limx--+0 Y<P· 

Pour la limite de l'intégrale sur aM, de la forme de transgression, on admet le résultat 

suivant: 
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Lemme 4.2.1. Termes de Chern-Simons 

Soit l\1 une variété à bord fibré et P l'un des polynômes camctéristiques e ou L. Avec les 

mêmes notations que précédemment, on a que : 

lim { TP(M, "'V, "V)= lim { TP(M, "'~."V) = 0 
<-->0 laM, <-->0 laM, 

lim { TP(M, d'il, "V)= lim { TP(M, d~. "V) = 0 
<-->0 1 aM, <-->0 1 aM, 

La première égalité est le contenu des lemmes (3.7) ct (4.2) de (DW07), ct la seconde est 

démontrée en même temps que le théorème (3.5) de la même publication. 

On obtient donc que la signature de M avec une structure asymptotique de bord fibré est 

donnée par 

r(M) = { L(M, "'V)- !a lim TJ(A,) 1 M 2 <-->0 

Dans le cas de la caractéristique d'Euler de (M. grt>), on n'a pas d'invariant êta, le terme de 

Chcrn-Simons JM, Te(M, "'V, "'il) a une limite nulle par le lemme (4.2.1), ct on sc réduit à 

la formule de Gauss-Bonnct-Chcrn : 

;x(M) = { e(M, "'V) 
lM 

Pour le cas de M munie de Yd, on applique Atiyah-Patodi-Singer à ( l\1", ê 2 g,). En utilisant 

le fait que rJ("'A,) = rJ(dA,) ainsi que le lemme (4.2.1), on obtient le résultat que voici: 

Théorème 4.2.2. Signature et caractéristique d'Euler pour métriques <jJ et d 

Soit (M, g) une variété riemannienne complète, connexe, orientée, et g asymptotique à une 

métrique de bord ou dP. rrtsp fibré. La signature et la camdéristique d'Euler de M sont 

donnés par 

l 1 . 
r(M) = L(M, 9 \l)- -a hmTJ(A,) 

M 2 <-->0 

x(.M) = { e(M, 9\1) 
lM 

où A, est l 'opémteur de signature impair induit par g sur l'hypersurface {x = ê}. 

On rappelle ici que l'expression complète de !a lim,_,0 TJ( A,) est donnée par le théorème 

(4.4) de (Dai91). 

Y est un bord feuilleté : 

Pour M avec un bord feuilleté, on utilise la métrique produit g, E r(M, S2T* M) telle que 

sur c(Ix x Y) on a 
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On note aussi ''V sa connexion de Levi-Civita, et on remarque que celle-ci est bien définie 

sur FT!I/ 1111, ct FcT!I/ 1111,, ct donne des formes 'w ct '!1 lisses sur !Il,. De plus, comme on 

a 

on obtient encore 

au niveau des invariants êta. La différence notable par rapport au cas précédent réside dans 

le fait qu'on peut exprimer l'invariant êta de }' en fonction de celui de Y. Si ?iF prend la 

forme suivante près du bord : 

dx2 h - -
ïi*c*.iJF = -4 + 2 + K E r(Ix x Y,S2 T*(I:r x Y)) 

x x 

on introduit alors la métrique suivante sur Y : 

Cette métrique a le même comportement asymptotique que g,IDM,dc la partie de bords 

fihr!'>s. On not<> A, l'opérateur de signature impair associé à Y}·,,, ct par les sections 2 ct 3 

du chapitre II, l'invariant rho du revêtement v: Y -+ Y est donné par 

Pour une F-métriquc, on applique la formule de signature à (.M,,.iJE), ct on a 

r(!ll) = ~ L(!ll, F'i7) -1 TL( M. F'i7. 'V)+ l~l (p(Y. Y)- ~TJ(A,)) 
. Ill, Dili, 

Il reste à analyser le terme de Chcrn-Simons (l'intégrale sur 8!11,). Puisque v: Y-+ Y est 

un difféomorphisme local, le terme de Chern-Simons est 

{ TL(!II,F'i7,''i7) = lfll ( v*(TL(!II.F'i7.''i7)1DM,) 
h~ 1~ 

En interprétant ensuite (co ïi)*F'i7 comme la connexion de Levi-Civita associée à une 1>­

métriquc sur [0, 1 [..,x Y, on voit que l'intégrale sur Y s'ideutific à un terme de Chern-Simuus 

d'un bord fibré : 

Quand on prend la limiteE-+ O,on a par le lemme (4.2.1) que 

lim { TL( !If, F'i7, 'V) = 0 
e-+o}DM, 
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La signature devient alors : 

r(!l/) =fu L(M, .r'V) + l~l (p(Y, Y)- ~a!~ ry(Aê)) 

À cc stade, on peut formuler le 

Théorème 4.2.3. Signature et caractéristique d'Euler pour métriques F et Fe 

Soit (!Il, g) une variété riemannienne complète, connexe, orientée, et g asymptotique à une 

métrique de bord ou de cusp feuilleté. Avec les variétés Y et Y définies comme précédemment, 

la signature et la camctéristique d'Euler de M sont donnés par 

r(M) = fu L(M. 9 '\7) + l~l (p(Y, Y) - ~a!~ ry(Aê)) 

x(Al) = { e(!lf,9'V) 
fu 

où p(Y, Y) est l'invariant rho d·u revêtement fini v Y -+ Y, et A, est l'opémteur de 

signature impair induit par v* (glx=<) sur l'hypersurface {x = ~} C lx x Y. 

Pour les caractéristiques d'Euler obtenues avec des métriques fJF ct !JFc = .r2g.r, on utilise 

l'identification des termes de Chern-Simons et le lemme (4.2.1). Pour la signature obtenue 

avec une métrique à cusp feuilleté, on utilise le fait que les invariants êta sur Y sont les 

mêmes, ct que p(Y, Y) ne dépend pas de la métrique sur Y (Proposition {2.3.1)). 

4.2.3 Dimension 4 et inégalités 

On suppose dorénavant que dim M = 4. Pour le cas d'un bord âM = Y feuilleté, l'espace 

total du revêtement est un fibré en cercles S 1 -+ Y -+ N, avec N une surface de Riemann 

compacte, connexe ct orientée. On suppose que l'est un groupe fini. dont l'action sur N n'a 

que des points fixes isolés, et agissant sur les fibres S 1 par des rotations autour des centres. 

Ccci donne une action libre de r sur Y. 
Pour préciser la contribution topologique de Y à la formule de signature dans cc contexte, il 

faut considérer le fibré en droites complexes E-+ N dont le sous-fibré en cercles S(E) -+ N 

est isomorphe à Y, ainsi que x := D(E), le sous-fibré en disques de Etel que ax = Y. 
L'action de r sur Y s'étend naturellement à X comme suit : Sur la base N, l'action est la 

même, ct si fEr agit sur une fibre de Y via(} H f(O), la même isométrie envoie (r,O) vers 

{r, f(O)) pour un point dans la fihre de X. De cette manière, les points fixes de l'action de 

r sur X sont isolés ct strictement inclus dans X -..... Y. 
Si eE est un représentant classe d'Euler de E, on définit la forme bilinéaire 

Be : H0 (N) ® H0 (N) --+IR 

a ex') b >------+(a~ b ~[cE]. [Nl) 
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La caractéristique d'Euler de E est alors Be(L 1) = x.(E). Il est pertinent de rappeler à 

cc stade que si Ac est l'opérateur de signature impair du théorème (2.3), alors la limite 

adiabatique de son invariant èta est (5.4 de (DW07)) : 

où 

1 - x(E) 
-
2

a lirn 1J(Ac) = -
3
-- E(R) 

c-->0 

{

-1 

f(E) = ~ 

: x(E) < o 

:x.(E)=O 

; x(E) > o 
Il reste à déterminer une expression plus précise pour l'invariant rho. Pour cc faire, on 

considère que r est un groupe fini agissant librement sur Y, que cette action sur N n'a que 

des points fixes isolés, ct que dans les fibres 5 1 au-dessus de ces points, elle correspond à 

des rotations. Cette dernière prescription s'étend à une rotation autour du centre des fibres 

de X au-dessus des points fixes N, ct on emploie l'extension de l'action décrite ci-haut 

pour les fibn•s qui ne sont pas au-dPssus d'un point fixe. De celte mani<'re, les <'llSPIUblPs dP 

points fixes sont strictement dans l'intérieur X"- Y ct discrets, ct en sc rapportant alors aux 

constructions ct notations des sections 2 ct 3 du chapitre II, on peut faire appel à la formule 

de G-signaturc pour obtenir p(Y, Y). 

Lemme 4.2.4. 

Pour ·un revêtement fini v : Y --+ Y satisfaisant les hypothèses ci-dessus, l'invariant r·ho est 

donné par 

2 

p(Y, Y)= (lfl- 1)E(E)- L L {II cot (Ba.1 (z)/2)} 
aEr-...{1} zEFix(a) j=I 

où Fix(a) c X est l'ensemble des points fixes de l'élément a Er"- {1}. et {Ba.j(::)}j=i.2 un 

système d'angles cohérents pour a.1• E Aut(T.X). 

Preuve. On utilise la métrique r::- 2 h + K sur Y âX, en considérant un tenseur i;. E 

l'(X, S2T* X) sc restreignant à r. sur Y ct tel que g. = c 2 h +ii est une métrique rie­

mannienne r -invariante sur X. Si iJ. est 1 'opérateur de signature pair sur X associé à !Ïc, 

ct Ac l'opérateur de signature impair sur Y, alors par le théorème de G-signaturc (2.2.1) 

(théorème 4.5.2 de (Gi184)), on a pour tout a E l'"- {1} que 

- 1 -
r(a,X) = L ll!~J(a,B.)[::]- 2'la(Ac) 

zEFix(a) 

où le défaut de signature est donné par 

2 

d~'-f(u, Bc)[z] =II ( -i) cot (Oa.1 (z)/2) 
j=l 
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en sommant les termes 17a (A<) sur les a E r '- { 1}, on a 

Il reste à spécifier les r(a,X) = Tr(a*llid- Tr(a*IH:)' où conformément aux notations 

de la section 2.2, si Î/2 est l'image de /12 (X. Y) dans II2 (X), Îll sont les sous-espaces 

de il2 sur lesquels la forme quadratique induite par le produit eup est définie positive ou 

négative, ct a*1Ji2 est l'application induite en cohomologie par a Er'- {1} restreinte à ill 
± 

(on prend la cohomologie à coefficients dans <C ici). D'une part, puisque X = D(E) est un 

sous-fibré en disques fermés au dessus de la surface de Riemann N, on a les isomorphismes 

suivants en cohomologie : 

Les applications a• étant induites par des isométries préservant l'orientation, on a a*IH,(X) = 
ldH2 (X)' et avec le fait que il! E& il~ -=== H 2 (X, Y) est de dimension 1, on obtient que 

r(a, X) = ±1, puisque l'une des traces est nécessairement nulle (l'un des ill est trivial). 

D'autre part, Iil représentent aussi les sous-espaces sur lesquels la forme Be introduite 

auparavant est définie positive ou négative, puisqu'elle coïncide avec le produit eup sur il2 

dans notre cas, ct on en déduit que le signe de r(a, X) est celui de B.(1, 1) = x(E), ct en 

d'autres termes que r(a, X)= E(E). Ccci étant vrai pour un élément a Er, {1} quelconque, 

on a finalement la formule de l'énoncé. 0 

On combine le dernier lemme avec le théorème (4.2.3), ct on a 

Théorème 4.2.5. Signature pour métriques F et Fe en dimension 4 

Soit (111, g) une variété riemannienne complète, connexe, orientée, et g asymptotique à une 

métrique de bord ou de cusp feuilleté. Avec les variétés Y = 8 1(E) et Y = ôll1 = Y /f 
satisfaisant les hypothèses ci-dessus, on a 

r(M) = 1 L(M, 9 \1) + E(E)- 1~1 [x':)+ L L { rr cot (Oa.j(z)/2) }] 
M aEr,{l} zEFix(a) j=l 

On a tous les éléments en main pour obtenir une inégalité de Hitchin-Thorpc pour le type de 

bord feuilleté qu'on a étudié. Soient 9 R, 9 W ct 9 Z respectivement les tenseurs de Riemann, 

de Weyl ct de Ricci sans trace, ct 9 S la courbure scalaire associés à la métrique g (de type F 

ou Fe). On a montré au chapitre précédent que le tenseur de Riemann sc décompose comme 
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suit en dimension 4 

(

gw+ + 95
Id 9 Z ) gR= 12 

gzt 9H"- + 9Sid 
12 

Si de plus g est une métrique d'Einstein (9Z = 0). les intégrales des formes caractéristiques 

sont données par 

{ e(M, 9"V') = ~ { (11 9 W+W + ll 9 w-w + 
952

)dv9 = x(M) 1 M Brr 1 !Il 24 

celles-ci impliquent les inégalités suivantes 

:x.(A/) + ~ [T(M) +~a lim ry(A,)] = ~ { (2II 9 ~V+II 2 + 
952

)dv9 ~ 0 
2 2 <--->0 8rr 1!11 24 

x(M)- ~ [T(M) +~a lim ry(A,)J = ~ f (2II 9 W-II
2 + 

952
)dv9 ~ 0 

2 2 <--->0 8rr 1!11 24 

En substituant !a lim,_,0 11( A,) par son expression du théorème ( 4.2.5), il découle de ces 

inégalités que 

x(M) ~ ~~T(M)- c(E) + l:'l [){~E) + L L {ii cot (Oa.j(::)/2) }] 1 

aEr--.{1} zEFtx(a) j=1 

Pour le cas d'égalité, le même argument que dans le cas compact ct sans bord permet de 

voir que le groupe d'holonomie du revêtement universel de M peut être réduit à SU(2) (c.f. 

preuve du (3.2.5)). Ccci démontre le 

Théorème 4.2.6. Inégalité de Hitchin-Thorpe pour bords et cusps feuilletés 

Si M est une variété d'Einstein complète à bord ou a cusp feuilleté satisfaisant les hypothèses 

utilisées, alors sa caractér-istique d'Euler et sa signature de Hirzebruch satisfont l'inégalité 

J<(M) ~ ~~T(M)- f(E) + l~l [x~) + L L {ii cot (lla.j(z)/2) }] 1 

nE 1'--.{ 1} zEFi:r(a) j=1 

Dans le cas d'égalité, le revêtement universel de M est de Calabi- Yau. 

Si (M. g) est à bord fibré, on suit la même démarche. et la différence réside dans le terme 

!a lim,_,o 11(A, ). Si 8AJ est un fibré en ccrdes au dessus d'une surface de riemann, on obtient 

le résultat (1.2) de (DW07), qui s'énonce comme suit : 

Théorème 4.2. 7. Inégalité de Hitchin- Thorpe pour bords et cusps fibrés 

Si M est une variété d'Einstein complète à bor·d ou a cusp fibré satisfaisant les hypothèses 

utilisées, alors sa caractéristique d'Euler et sa signature de Hirzebruch satisfont l'inégalité 

31 x(E) 1 x(M) ~ 2 r(M) - -
3

- + r(E) 

Dans le cas d'égalité, le revêtement universel de M est de Calabi- Yau. 
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Remarque. 

1) Au début de cette section on a fait des hypothèses supplémentaires sur les tenseurs 

K E r(DM, S2T* M) ct BE r(M, S2 <1>T* M) qu'on utilise pour définir les cp ct F métriques 

exactes. Ccci permettait d'utiliser le lemme (4.2.1) garantissant l'annulation des termes de 

Chcrn-Simons dans les formules d'indices en dimension 4k. Si on utilise les hypothèses plus 

générales de la section 1, le lemme (4.2.1) reste vrai en dimension 4, ct il en va de même 

pour les inégalités des théorèmes (4.2.6) ct (4.2.7). La démonstration de cc fait est présentée 

dans l'appendice des preuves complémentaires. 

2) La remarque qui suit sc veut être un commentaire sur l'article (Hit97) de N. Hitchin, 

intitulé "Einstein mctrics and the ela-invariant". Le résultat principal de cette publication 

stipule que si une structure conforme sur la sphère 8 3 est induite par une métrique d'Ein­

stein auto-duale sur ~, alors 1 'invariant êta de la signature est négatif. Ccci permet de voir 

l'invariant êta (ct plus spécifiquement sou signe) comme une obstruction à cc qu'une struc­

ture conforme sur S3 soit induite par une classe de métriques d'Einstein sur~. Après avoir 

démontré cc résultat, l'auteur s'intéresse à quelques exemples de métriques d'Einstein auto­

duales explicites : pour celles construites dans (Hit95) et définies sur 8 3 , Hitchin vérifie son 

théorème via des calculs directs et la théorie de Chcrn-Simons; pour des cas où les structures 

conformes sont induites par des métriques définies sur dPs espaces de topologie non triviale, 

il utilise la continuation analytique de métriques étudiées par Pcdcrscn (Pcd86) ct LeBrun 

(LcB88), ct produit entre autres un contre-exemple. Le lien avec la référence (DW07) ct le 

présent travail, est la construction d'exemples à partir des instantons gravitationnels classi­

fiés par Kri:inheimer dans (Kro89), dont le bord est difféomorphe à S 3 /l'avec r c SU(2) un 

groupe fini, et dont on peut explicitement obtenir l'invariant. êt.a. Malgré> son titre, il s'agit 

d'un article de géométrie conforme en premier lieu, qui ne traite pas d'inégalités de type 

Hitchin-Thorpe, et dans lequel l'invariant êta est utilisé à des fins différentes de celles de 

(DW07) ct de cc mémoire. 

4.2.4 Quelques exemples 

On présente ici des exemples basés sur l'ansatz de Gibbons-Hawking. Pour obtenir des contrc­

<'xemples de l'inégalité dP Ilit.dün-Thorpe, on effed.uera des sommes connexes avec CP2
, le 

plan complexe projectif orienté négativement, ct pour lequel on a x(CP2
) = 3 ct r(CP2

) = 

-1. 

Exemple 1 (D'après (GH79}} : 

Pour un entier donné k 2': 1, on supprime les points {p1 g=I de IR3 dont les coordonnées sont 
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PJ = (cos(2n-j/k),sin(2rrj/k),O), ct on dénote par Af0 l'espace total de: 

qui est le fibré en cercles dont la première classe de Chern donne -1 quand appariée avec la 

classe d'homologie générée par une sphère centrée en l'un des monopoles p1 . On munit Afo 

de la métrique 

où la fonction V: JR3 " {p1 }J= 1 ~IR+ ct la 1-forrnc de connexion w E 0 1 (Mo, End(TMu)) 

sont données par 
1 k 1 

V(x) = -" l l ct dw = rr*(*dV) 2~ x-p 
j=l ) 

On notera ( M 0 , y0 ) la compactification à l'infini de la complétion (lisse) de (Mo. gu). Cette 

compactification donne une variété dont le bord 8Mo est difféomorphe à un quotient d'une 

fibration dl' Hopf par une action de Zk sur les fihrcs (i.e le hord est difféomorphe à la hase de 

8 1 ~ 8 3 /Zk ~ 8 2 ). Les invariants topologiques d'intérêt pour la suite sont (c.f. (GH79)) : 

1 - k 
x(Mo) = k, r(Mo) = 1- k ct r/ := 2alirnry(8Mu,gu1aMo) = 3-1 

Dans cc contexte, la métrique gu est Ricci-plate (donc d'Einstein en particulier) ct hypcr­

kiihlcr sur Mu à hord fihré. On voit aussi la concordance avec le théorème 2.7 : 

3 - 31 2k· 1 x(Mu)- -lr(Mu) + rJi = k-- -- + 1- 1 = 0 
2 2 3 

Exemple 2: 

Soit l 2:: 1, ct considérons la variété Xu := M 0 #lCP
2

, avec les éclatements effectués dans 

l'intérieur de Mu. En utilisant les deux formules générales 

x(A#R) = x.(A) + x.(R)- 2 

r(A#B) = r(A) + r(B) 

pour des variétés A ct B de dimension 4, on a que 

-2 
x(Xo) = x.(Mo) + l(x_(CP ) - 2) = k + l 

-2 
r(Xo) = r(Mu) + l(r(CP )) = 1- (k + l) 

Le bord est le même qu'à l'exemple 1, donc ou a toujours r/ = ~ - 1, d'où 

1 

2k 1 2k 
ir(Xo) +iii= - 3 -l = 3 + l 
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ct on obtient alors que Vl :::: 1 : 

x(Xo)- ~IT(Xo) + rïl = k + l- k- ~~ = -~ 
2 2 2 

En utilisant les formules d'indice obtenues dans cc chapitre, ct en exprimant les intégrales 

sur X 0 en termes des composantes du tenseur de Riemann, la dernière égalité sc récxprimc 

comme suit: 

Ccci signifie que 11 9 Zll 2 > 2II 9 W+ W + 
0~

2 

:::: 0, ct est valide pour une métrique riemannienne 

g quelconque sur X 0 . On en déduit que X 0 ne peut admettre de métrique d'Einstein. 

Exemple 3 (d'après (GRR)) : 

On commence cette partie par la construction d'une variété à bord feuilleté X 1 qui n'est pas 

un quotient global d'une variété à bord fibré. 

Sur la variété M 0 du premier exemple, on sc donne une action de Zk::::: r c Isom(Af0 ), dont 

le générateur agit par rotation de +2"Tr/k autour de J'axe Oz dans la base JR3 '- {Pi}j= 1 , ct 

par multiplication par P.;~ dans les fibres S 1 . Initialement, 1 'ad ion est d{•fiuic sur JR3 , ct son 

relèvement à Afo n'est pas unique, à moins qu'on ne spécifie comment Zk agit sur la fibre 

au-dessus de l'origine de la base (voir section 6 de (GRR) ct p.l06 de (Wri12)). Pour avoir 

une action libre sur Af0 , on prend donc le relèvement dont le générateur 1 E Zk agit comme 

multiplicateur pare;~ sur 1r-1 ({0}). 

En posant Ah = AI0 /I', et en considérant le revêtement fini v : 8AI0 --t 8/o.h, on a une 

structure de feuilletage sur 8/o.f1. dont les feuilles sont les images par v des fibres de M 0 . 

Soit 'Y : S 1 --t 8M1 un lacet tel que [v o 'Y] E 1r1 (Bf) n'est pas triviale, ct considérons une 

translation lisse de 'Y vers M1 '- 8M1 , que l'on notera ;y: S 1 --t Ah '- 8/vh. Le bord 8M1 

est de dimension 3 et orientable, donc son fibré tangent est trivial, et de ce fait, le fibré 

normal de .:Y(S1
) est trivial dans Ah '-81th. Si on modifie Ah de façon à cc que .:Y(S1) soit 

contractile, on obtiendra que la variété résultante X 1 n'est pas un quotient global, puisque 

l'on ne pourra étendre J'application v: 8Mo --t aMI· Ccci sc fait en considérant un fermé 

V ::::: S1 x Ïi}
3 

:::l ,:Y(S1 ), ct une variété N ::::: Ïi}
2 

x S2 , satisfaisant 8V ::::: 8N::::: S1 x S2 , ct en 

posant 

X1 := (!vh '-V) UaN N 

où on a recollé le long de 8 N. 

On détermine maintenant la signature ct la caractéristique d'Euler de X 1. En reprenant les 
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formules générales du 2~mP, exemple on a les caractéristiques d'Euler suivantes 

x(MI) = x(Ah '-V)+ x(V)- -x(BV) 

x(XI) =x( XI'- N) + x(N)- x(BN) 

Avec x(Ah 'V) = x(X1 '- N), x(iJV) = x(iJN) = 0 (dimension), x(N) = x(S2
) = 2 ct 

x(V) = y(S 1 ) = 0 (par équivalences d'homotopie), on substitue pour obtenir 

où l'avant dernière égalité vient du fait que l'application quotient A/0 --+ Al 1 est un difféo­

morphisme local, ct la dernière du fait que 

1.: = lfl = x(Mo) = { e(Mo, 9"V') 
}Mo 

Pour la signature, on a les égalités suivantes : 

T(Ah) = T(Ah 'V)+ T(V) 

T(XJ) = T(XI 'N) + T(N) 

Pour T(V), la restriction du produit eup à l'image de H 2 (V, DV) --+ H 2 (V) est l'application 

nulle puisque H 2 (V) = H 2 (S1 ) = {0}, donc T(V) =O. Pour T(N), on considère le fibré 

vectoriel trivial E = JR2 x 5 2 de base 5 2 , ct on interprète N = ii'D
2 

x 5 2 ct BN = 5 1 x S 2 

comme les sous-fibrés c11 disques ct c11 cercles de E. Par l'isomorphisme de Thom ct la 

formule de Künncth, on a les groupes de cohomologie non triviaux suivants : 

Avec /l*(N):::::: /l*(S2 ), la suite exacte longue de cohomologie relative donne 

En utilisant les identifications avec IR de ces espaces, on voit que 8* est un isomorphisme 

puisqu'elle est injective ct qu'elle relie deux espaces de même dimension. L'application j est 

alors nulle puisque ker j = H2 (N, BN), et par défi11itiou de la sig11ature d'une variété à bord, 

on a encore T(N) =O. Ces annulations impliquent que 

T(XI) = T(XI 'N) = T(l\./1 'V) = T(MI) 

On pcnt fina1Pmcn1 construirP not.rP contrc-cxcmplP à l'inégalité> dP Ilit.chi11-ThorpP pour 

variétés à bord feuilleté. Posons X = X 1 #iCP
2

, avec les éclatements dans l'intérieur. La 

signature de cette variété est donnée par 

-2 
T(X) = T(XI) + 1. T(CP ) = T(MI) - l 



71 

En utilisant la formule d'indice donnant r(l\ft), avec g1 la métrique induite par g0 sur 1\ft, 

on a 

r(MJ) + ~~~ [ij- p(aMo,aMJ)j =lM, L(l\1, 9''\1) 

= 1~1 lro L(Mo, 9o'\l) = ~ ( r(l\lo) +ii) 

2 

3 

Puisque a x = al\ft, il s'ensuit que 

r(X) + l~l [ii- p(aMo,aX)] = -G + t) 
Pour cc qui est de la caractéristique d'Euler de X, on a 

-2 
x(X) = ;x(XJ) + 1 ·(\(CP ) - 2) = 1 + 3 

ct donc 

31 " 1 - - 1 4-/ x( X)- 2 r(X) +IR [77- p(a.Mo, a x)] = (3 + /)- (1 + 31/2) = -2-

Pour 1 > 4, cette quantité est négative, cc qui implique que la partie sans trace du tenseur 

de Ricci est non-nulle, ct par conséquent que X ne peut admettre de métrique d'Einstein. 





APPENDICE A 

SYMBOLES DE CHRISTOFFEL DE <P -MÉTRIQUES 

Soit Al uue variété différentiable à bord fibré F -+ DM ~ N (N ct F sont des variétés 

différentiables compactes, orientables, et telles que dim N + dim F = dim M- 1). On se fixe 

une fonction de définition du bord .rE coc(Jil,JR+), ainsi qu'un voisinage tubulaire du bord 

décrit par le difféomorphisme (local) c: [0, 1]x x DM -+ M. Dans le voisinage d'un point 

p E c(J x DM), on sc donne des coordonnées locales {11h~i~dimN sur la base N du fibré 

DM, et un système {z"h~a~dimF sur la fibre F. 

On effectue les calculs dans le repère local { Dx, 8., Da}, où 

éJ; := Dy.,i = 1, ··· ,dimN; éJa := az.,a = 1,··· ,dimF 

soit (3 un champ de formes bilinéaires symétriques défini sur c(J x DM). On fera usage de 

la notation suivante pour les représentations matricielles 

(~" !3o; 

!3 = !J;o ;3ij 

f3ao f3at 

f3oa) 
!Ji a 

f3ah 

Dans le système de coordonnées considéré sur c(J x DM), Boo désigne le terme en dx ® dx, 

(3;1 la matrice /3;jdyi ® dyl, et !3ab la matrice Jabdza e dzb. De la même façon, les termes 

/30;, 130a ct !3ia désignent les blocs non diagonaux de B dans le repère local utilisé. 

A.l Symboles de Christoffel d'une <fr-métrique produit 

A.l.l Inversion d'une cp-métrique produit 

Soit 9N E f(N, 82T* N) une métrique sur la base de DM, ct "' E f(8M, S2T*8M) un 

tenseur dont la restriction aux fibres de 81\1 donne une famille de métriques riemanniennes 

paramétrisécs par N. La <P-métriquc de type produit sur 4>T M qu'on considère ici est gq, E 
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r(A/, S2"'T" Al), est prend la forme suivante sur c(J x 8111) : 

_ • _ dx2 h 
g = c Y<t> = - + - + K 

x4 x2 

où l'on a introduit h = r/J* 9N. En termes de coordonnées, on aura 

_ d.1·
2 

(hi)(y) ( ) i f'. ( ) i a ( )d a d b 9 = 7 + ~ + K;1 y. z) dy 0 d] + K;a y, z dy 0 dz + Kab y, z z (2 z 

avec K·ab(y, z)dza >:l dzb inversible pour tout point y dans la carte sur N qu'on utilise. La 

première étape consiste à obtenir des expressions locales pour les composantes de 9;1
• On 

introduit le champ de formes bilinéaires suivant 

0 

l) xJj 

0 

ct on pose T = Ax!iAx =go+ XKo + .r2 [K,1 ], où gu= diag(l, [h,j], [Kab]) est inversible, ct .rKo 

est la contribution des blocs non-diagonaux. Plus explicitement 

0 

XKai 

De manière générale, pour BE Mm(IR) ct 0 < E « 1, on a le développement que voici 

+oc 
(J + éB)- 1 ~ L( -EB)" = 1- t:B + E2 B 2 + O(t:3

) 

n=O 

On u tilisc cc développement pour déterminer T-
1 , en approximant d'abord T 0-

1 

:.n..:0 ) -I, ct ensuite T- 1 = (Tu + :.z·2[K,j]) -I. On a alors 

T-l= ro-I- x2(To-I[K;j]ro-I) + x4(To-I[K;j])2To-I + x6r' 

4 

avec T0-
1 = L(-xg0

1
K 0 )lg0

1 +x5 
· T

11 

j=O 

(go + 

ct T 1,T11 E c*r(llf,82TM). On prend une précision d'ordre x4 puisqu'on doit exprimer les 

symboles de Christoffel avec une précision en x 2 . Pour alléger les notations, on introduit de 

plus les fonctions suivantes : 

Une fois que les éléments de T-l sont déterminés, on obtient l'inverse de !i<t> via la relation 

g-l = AxT-l Ax· 

Inverse d'une rf> -métrique produit 



où 

A.l.2 

~' _ hiJ~ . . ~a_ ~abk ... k.ai _ ~ia _ ~ac~i _ hij a 
'""a - "']a , '""i - n. n.bt ' n. - '" - n.. '""c - "'J 

Liste des symboles de Christoffel d'une <j>-métrique produit 

l-;o - l-;o - l-;o - r-;o - 0 
Oi - Oa - ia - ab -

-o 2 -;o r 00 = - - ; l ij = x hi] 
x 

-· -. -· Ji . . r i r• 0. l'' 1 ( 1 • a) 0( 3) 00 = Oa = ' Oj =---X "'J- K.aK.j + X 
x 

-ri _ 2{hik~: ic~: } O( 4). -'- 0 ua - X '>kaa - K. '>caa + X ' Q r 

-;a -;a -a K~ al 3 
100 =lob= 0; r 0; =-- x(K. Kt;)+ O(x) 

x 
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A.2 Symboles de Christoffel associés à une <P -métrique exacte 

A.2.1 Inversion d'une cp -métrique exacte 

Soit R E r(M, 8 2<1>T· M) un champ de formes bilinéaires symétriques sur "'TM. Dans le 

repère considéré, celui-ci sc décompose comme suit : 

R = (Boo(;~ y, z) )dx 0 dx + ( B;j(~; y, z) )dy; 0 dy1 + Rab(x, y, z)dza 0 dzb 

+ ( Boj(;; y, z) )dx 0 dy1 + (Boa(;~ y, z) )dx G dza + ( Bja(:.' y, z) )dy1 0 dza 

Avec les notations précédentes, on considérera une métrique cP-exacte 9<t> E r(M, 8 2<PT• Al), 

donnée par 

Les symboles de Christoffel associés à la métrique g sont obtenus via la formule 

où 9af3 sont les composantes de g = c* gq,, ct comme précédemment, g"'f3 sont celles de g-
1

. 

Pour inverser .rJ<t>, on utilise le fait que y- 1 = ([15~] + 1·
2g- 1 B)- 1y- 1

, les composantes de cc 

dernier tenseur sont alors données par 

Avec cc qui précède, on a que 

f~8 = g;v {- 8v(!iaf3) + 8o(!if3v) + 8{3(§vo)} 

- x2 g~-'PB;ug"v {- 8v(9oJ) + 8o(§Jv) + 8.J(9vo)} 

l'V 

+ T {- 8v(x2 Bop)+ 8o(X2 Bpv) + 813(x2 Bva)} + O(x4
) 

- r-~-' + '" 2 -~-'PB r-" O( 4
) - ofJ "af3 - X 9 pu a,J + X 

où f~13 sont les symboles de Christoffel associés à gq,, ct où on a introduit les fonctions 

Pour calculer ces fonctions, on commence par déterminer les expressions des termes entre 

accolades, ct on somme avec les termes y~-'v. Pour déterminer g~-'v ct r~13 , on utilise les 



représentations matricielles ci-dessous : 

:r2 Boo 

( xBô - x2 K~Bô - x 3(KÂ,­

Ki Ka)Bk + x4(KiKJ 
a k 0 1 b 

-K~KjK1)Bg + O(x5
)) 

( Ba -l'Ka Bi + J.'2KaK1 Be 
0 ' 0 1 c 0 

+J.'3Kaj(Kjk- KjcK'k)B~ 

+x4Kaj(KjdKf- Kj;)Ki,BS 

+0(x5
)) 

.T
3 Bo, 

( x2 Bi- X3Ki sa 
1 a 1 

-x4(Ki -Ki Ka) Bk 
k a k 1 

+0(x5
)) 

( l.' na - .r2 Ka Bj + J.'3 Ka K'bBb 
1 J 1 J t 

+:r4Kaj(Kjk- KjcKk,)Bf 

+0(x5 )) 

l.4 Boa 

( x3 Bi - x4Ki Bb 
a b a 

+0(x5 )) 

( J.'
2 Bi: - x 3 Ki Bi, 

+l.4KfK~Bb 

+0(x5 )) 

x6Boo 

(:~.·2y-1 Bjj-1 )Oi 
x5 Hô- x6K~Hô + O(x7

) 

(:~..4Bij -J.'5(K~Baj + K~Bai) 
x 4 Hô- x 5 BbK'f + O(x6

) 

(x3Bai _ JA(KjBji + Ki,Bba) 

+0(x6
)) +0(x5 )) 

( x2 Bab - x3(Ki Bib + K~ sia) 

+x4(Kj81'K~ + sacKciKib 

+BbcKciKia) + O(x5)) 

Les termes R~ ct Ra# étant définis de la même façon que les 11:~ ct "o.B. 
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Inverse d'une cp -métrique exacte 

g00 = x 4 
- x6 Boo+ O(x8

) 

l 1 = x 2hiJ + x4 h~ + O(x5
) 

gab = l'iah + X21'i~b + X31'i3h + X4K~b + O(x5) 

g0
i = -x5 B~ + x6K~Bg + O(x7

) 

g0
a = -x4 R0 + x 5 R~K7 + O(x6

) 

!lai = -.r2,.,.ia _ :1'3 Bi"+ .r4g~i + 0(.1·5) 

où 

hij = Kij _ BiJ _ Ki Kaj . Kab = Kai Kb _ Bab. K?b = Ka Bih + Kb Bi a 
4 a ' 2 t ' 3 t 1 

~ah _ Ka~k ~c~jb _ ~aj ~. ·Kib _ ~b] ~ .. ~ia +Bac~ . ~ib + Bbc~ Kia BaBb + B"B 
"4 - k~C~J" " "Jt " "l'" "Ct" "Ct 0 0 <> ab 

0 ai = l'ii Kja + Ka Bjt + ,._i Bja 
.>4 J '] J 

A.2.2 Liste des symboles de Christoffel d'une cjJ -métrique exacte 

r~-' - r~-' - r-~-' +A~-' --2 -~-'PB -r, 
o/i - fic. - ujJ o{i - ·1 Y iW od3 

Jl = 0 

rgo = - ~ + :rBoo + x
2 

{ iJxBoo + B0iJaBoo} + O(:L"3) 
x 2 

o :r2 3 o :r2 3 
foi= 2(8;Boo + 2Bo;) + O(x); foa = 28aBoo + O(x ) 

r?a = O(x3
); r?1 = xh;J + O(x3

); l'~b = O(x4
) 

/-L = i 

, Kia hij i X i · ia i a X
2 i 

foo = 2(8aBoo)- 2(8jBou) + B0 + 2(2h 1 8xBo, - B 8aBoo- 4KaBo) + 2 [2B0 Boo 

- 2(KÎ.:- K~K'k)Bi- h~(Bjo + ajBoo) + 2KiaaxBoa- g4"8aBoo] + O(x3
) 

Ji 
fôj = _..1_ +:. [- 2(~~:j- K~K'J) + h'k(a]Bok- akBoj- 2Bj) + ~~:'"(8aBoj)] 

x 2 
2 

+ ~ [hik(BxBjk) + B;"(8aBjo)- ~~:'"(8jBoa + Bja)- 2(K~Bj + B~K'J)] + O(x3
) 

2 

I'ôa = ~(hi1 8aB)o)- ~ Kib(8aBob- abBoa) + O(x3
) 

u 2 

fjk = h
2 

( -8thjk + 81 hkt + 8khtj) + ~ [~~:'"(8aBJk- Çajk) + h'1(2Çt1k- BtBjk) 

+(Kil- K~,.,.at- Bi1)( -iJlhjk + iJ1 hkt + iJkhtj)] + O(.r4
) 
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f.ia = ~ [hik(8aBkj + 2Çkja) - 2Kicçcja] + O{x3
) 

1,; 2[hikt: ict: ] 0( 3) ah = X <.,kah - K <.,cab + X 

- ~ [~~:~b(DbBoo) + Bô Boo+ Bai(D;Boo + 2Bo;) +,..ai B;o + 4,.;j~~:~B8] 
2 

+ ~ [2~~:2b8xBob- ll:~babBoo + B08xBoo + Bô~>i- 2BaiaxB;o 

+ 4Kaj(ll:jk- KjcK'fc)R~- Y1i(8;Roo + 2Ru;)] + O(x3 ) 

ah 
fô; = ~:r (~~:b;- 8bB;o) + ~~:ab(8;Bbo + Bb;) + Bf- ~ [~~:ai(B;Bio- ai BiO- 2~~:i;) 

2 
-~~:ab(BxBb;) + ~~:2b(8hBo;)- 2(~~:/B! + Bg~~:~)]- ~ [Bô(8;Boo) + ~~:ai(BxBi;) 

+ ~~:~b(8bBo;) + Bai(B;Boi- 8iBo;)- ~~:2b(8;Bbo + Bb;) + 2( -Bj~~:i + ~~:'k~~:~ B~ 

+ Bj ~~~:~ + ~~:j Bi~~:~)]+ O(x3
) 

ac 2 

fôh = ;-(abBoc- BcBob) + ~ [2Bg- ~~:ai(8bB;o)] + ~ [~~:2c(8hBco- BcBbo) 

+ ll:ac(axRbc)- R0(8bRoo)- Wi(8bR;o)- ll:ai(R;b- 8;Rbo)] + O(x3 ) 

/\:ab Kal 
rt = 2 (2çhij- abBij)- 2 ( -81hij + B;hjl + ajhl;) 

+ ~ [~~:ab(8;Bb1 + 8iBb;)- Ba1( -81h;i + 8;hil + 81 hli)- 2h;i] 

2 

+ ~ { ,_ak [2(KtÇbij - Çkij) + K~( -8lhij + 8jhil + 8;hlj) + 2Bkoh;j] 

+ (~~:ak,_~ + BgKb1)( -81hii + 8ihil + 8;hli) - 2Bahçbij} + O(x4 ) 

a _ ac ;r ac :.1'
2 

[ aj c 
rib - K çcib + 2" (ah Bei - BcBb;) + 2 2K (KjÇcib- çjih) 

- 2Bacçcib + Kaca;Bcb- Kaj(~B;j)] + O(x3 ) 

2 

fbc = ,_ad(dbc + ~ [Kad( -8dRbc + 8bRcd + BcRdb)- 2Rad(dbc 

+ 2Kai(,.4çdbc- Çihc)] + O(x3
) 
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Addendum : Expressions des fonctions A~.J 

3 

A?1 = ~ (â,Bo1 + â1 B0,) + O(x4
) 

4 

A~h = ~ (Da Bob+ Db Boa)+ 0(1·5
) 

Aho = K~a (âaBoo) + ~(2hi1 âxBo;- RiaâaBou) 

2 

+ ~ [2BbBuu- h~1 (Bjo + âjBoo) + 2KzaâxBoa- g~aâaBoo] + O(x3
) 

Ahj = ~ [hik(âj Rok - Ôk Bo1 ) + /'\ia(âaBo1 )] 

2 

+ ~ [h'k(âxB1k) + Bia(âaBjo)- l'ita(â1 Boa + B1a)] + O(x3
) 

Aba = ~W18aB1o)- 1~
2 

Kih(8aHob- 8bHoa) + O(x3
) 

2 
A;k = ~ [- hi1(8,B1k) + Kia(8aBjk)] + O(x3

) 

Kah Kai Kab 
A~0 =-

2
x2 (8hBuo) + [KahaxBbo + 2(8;Boo + 2Bo;)- -}(8bBoo)] 

- ~ [~~·~h(DbBoo) + B0 Boo+ Bai(D;Boo + 2Bo;) + Ka• B;o] + 
1~
2 

[2K2hDxBoh 

- K~h8hHoo + H08xBoo + H~K~- 2HaiâxB;o- g;ji(â;Hoo + 2Bo;)] + O(x3
) 
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ab 
Ao; = - ~.r (8bR;o) + ,..ab(8; Rbo + Rb;) - i [,..ai (8; RJo - 81 R;o) - "'ab(8xRb;) 

2 

+ K~b(abBo;)]- ~ [Bg(a;Boo) + ,..ai(BxB};) + 1\.~b(abBo;) + Ba1(8;Boj- ajBo;) 

- "'~b(8;Bho + Bb;)] + O(x3
) 

,..ac T .1"2 

Aoh = 2(fJbBoc- ncBoh) + ~ [2Bg - "'ai(iJ,B;o)] + 2 ["-~c(iJhBco- iJcBho) 

+ ,..ac(8xBbc)- Bg(abBoo)- Bai(8bB;o)- ,..a'(B;b- 8;Bho)] + O(x3 ) 

ab 2 

Afi = -;-(abB;j) + i,..ab(8;Bb1 + 8iBb;)- ~ [,.;~b(8bB;j) 

+ ,_ak( -iJkBiJ + iJ;Bki + iJiB;k)] + O(.r3
) 

2 

Ab;= i,..ac(abBc;- 8cBb;) + ~ ["'aca;Bcb- "'a1(8bB;j)] + O(x3
) 

2 

Abc= ~ ,..ad [- 8dBbc + 8bBcd + 8cBdb] + O(x3
) 





APPENDICE B 

PREUVES COMPLÉMENTAIRES 

B.l Invariance du tenseur de Weyl sous transformations conformes 

Le résultat d'intérêt de cette partie est le suivant : 

Proposition B.l.l. (3.1.13} 

Si W et W sont les tenseurs de Weyl associés à g et g = e21 g respectivement, alors pour 

tous X, Y, Z E .I(M) on a W(X, Y)Z = W(X, Y)Z. 

On démontre d'abord la seconde partie du lemme suivant : 

Lemme B.1.2. (3.1.14) 
- -

Soient 'V et 'V les connexions de Levi-Civita associées à g et g respectivement, et R et R les 

tenseurs de Riemann. Alors : 

1) Pour tous X, Y E .I(.t\1) et a E 0 1(M), on a que 

K(X, Y):= V x Y- V' x Y= X(J)Y + Y(J)X- g(X, Y)G1 

!?(X, a):= Vxo- V'xo = -X(J)o- o(X)df + g- 1(o,df)g(X,·) 

où u1 = g- 1(df, ·) est le gradient de J. 

2} Sous une tr-ansformation confomte de la métrique le tenseur de Riemann est modifié 

comme suit 

R(X, Y)Z = R(X, Y)Z + [g(B(X), Z)Y- g(Y, Z)B(X)]- [g(B(Y), Z)X- g(X, Z)B(Y)] 

où le tenseur BE I'(End(TM)) (dépendant de f) est défini par 

Preuve. (3.1.14-2} 

Une fois le tenseur K E r(T• Af®2 0 TM) déterminé, l'identité de l'énoncé découle d'un 
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calcul élémentaire et de plusieurs identifications. Ceci est néanmoins particulièrement long, 

ct on donne donc uniquement les étapes clés de ces calculs. Tout d'abord, on commence par 

la définition de R(X. Y)Z, avec X, Y, Z E .X(.M) quelconques : 

R(X, Y)Z =V x (v\·Z + K(Y, Z))- Vy{V'xZ + K(X, Z)) - V'1x.Y1z- K([X, Y]. Z) 

= R(X, Y)Z + [(V' x K)(Y, Z) -(V' y I<)(X, z)] 
(A) 

+ [I<(X, K(Y, Z))- K(Y, I<(X, Z))] 
(8) 

Pour le terme (B), en commençant par l'expression explicite des composantes de Ken termes 

de coordonnée~ locales, on a après les simplifications ct 1 'utilisation des ~ymétrics de f~j que 

K(X, K(Y, Z)) - K(Y, K(X, Z)) = (g(Y, Z)g(X, G 1)- g(X, Z)g(Y, G t)]G t 

+ Z(J) [Y(J)X- X(J)Y] + G tU) (g(X. Z)Y- g(Y, Z)X] 

Pour le terme (A) (le plus volumineux), avec la même procédure, on obtient 

(V' x K)(Y, Z) - (V'}· K)(X, Z) = (V' xdf)Y - (V'}·clf)X + (g(X, Z)V'}·G t - g(Y, Z)V' xG t] 

+ g(Y, Z) [ X(J)Gt - g(X, G 1 )G 1] - g(X, Z) [Y(J)Gt- g(Y, Gt )Ct] 

En substituant dans l'expression de R(X, Y)Z, ct en notant que (V' xdf, Z) = g(V' xG f• Z) 

ainsi que Z(J) = g( G 1, Z). les simplifications donnent 

R(X, Y)Z- R(X, Y)Z = 9 (- X(f)G1 + V'xG1, z)Y- y(- Y(f)G1 + V'xG1.z)x 

+g(Y,z)[ -G1(f)X+X(J)Gt- V'xGt] 

+ g(X, Z) [c1(J)X- X(f)Gt +V' xGt] 

= g(- X(f)G1 + V'xGt + (l/2)G1(J)X, z)Y 

- g(- Y(J)G1 + V'}·G1 + (1/2)G1(J)Y, z)x 

- g(Y, Z) [- X(J)G 1 +V' xG 1 + (l/2)G tU) X] 

+ g(X, Z) [- Y(J)Gt + Y'·rGt + (l/2)GtU)Y] 

= (g(B(X), Z)Y- g(Y, Z)B(X)] - (g(B(Y), Z)X- g(X, Z)B(Y)] 

La dernière égalité venant de la définition 

0 

On montre maintenant que W =W. 
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Preuve. {3.1.13} 

Il suffit ici de montrer que pour tous les indices, on a u·klij = u,·klij· On a tout d'abord, 

par la définition de (g Ç:Y ·) : 

(g ç:y g )\j = lr (g ç:y g )( Ôr' a,' Ô;. â]) = 2( 6f 9]1 - 6j 9il) 

ct similaircment 

(Rie Ç:Y g )\1 = lr [ RicriYit - Rù:,.J Yi!] - [6J Rù~t - 6f Rir:,.J] 

Ccci permet d'exprimer Rklij en fonction deS ainsi que des composantes de Rie ct W. La 

première expression du théorème 4.1 donne alors (avec n = dim M) 

RktiJ = WktiJ- (n _ 1~n _ 2) [6f9Jt- 6jg;t] 

+ (n ~ 2) {lr[RiCri9jl- Ricrj9it]- [6JRiC;t- 6fRiCrj]} (1) 

Cette expression servira à isoler Wk lij après avoir exprimé .'; ct Ricij en fonction de 8 ct 

des composantes de Rie ct g. La partie (2) du lemme 4.3 permet d'écrire 

RktiJ = RktiJ + [9tcBf6j- 9tcBj6f]- [9JtBf- gaBJ] (2) 

où Bf = (dxk, B(â;)), avec le B E I'(End(TM)) comme précédemment. On contractant 

cette expression on obtient 

Ricti = RktkJ = RictJ- [9tJB~ + (n- 2)9tcBjJ (3) 

ct en prenant sa trace, on a que 

S = P.-
21 glj Rict1 = ,-2

/ [s- 2(n- 1)B~] (4) 

La dernière expression auxiliaire dont on aura besoin est 

1 -. k 1 { kr(-· -. ) (-· k -. k)} ( n _ 2) (Rte ç:y 9) lij = ( n _ 
2

) 9 RtCri9JI - RtCrj 9it + RtCjt6; - Rzca61 

= (n ~ 
2

) { gkr ( RiCri9Jt - RiCri9il) + ( RicJt6f - Rie;t6j) 

- [9Jt (6f B~ + (n- 2)Bf) - 9it (6j B~ + (n- 2)Bj)] 

- [6f (9JtB~ + (n- 2)gctBj) - 6j (g;tB~ + (n- 2)gc~Bf}]} 
1 . k 2B~ ( k k) 

= (n _ 2) (RzcÇ:Y g) lij- (n _ 2) g1t6; - ga61 

+ { [9rtB;6j- 9rtBj6fl - [9JtBf- Y;tBj]} (5) 
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En utilisant l'analogue de l'équation (1) pour Rk1;1, ct en substituant avec les expressions 

(2) ct (4), on a: 

Wk . - Rk . s [ôk . ôk ·] 1 (F )k 
l•J- I•J+(n- 1)(n- 2) i9Jl- j9tl -(n- 2) 1c@g lij 

[ Be -k Bcôk] [ Bk Bk] 2B~ ( bk 6k) + 9tc ; ô1 - 9tc 1 ; - 9Jl ; - 9il J - (n _ 2) 9Jl i - 9il j 

par (5) k S [ k k ] 1 . k 
= R l•J+ (n- 1)(n- 2) Ô;9Jt-61 g;t- (n- 2)(Rzc®g) 1;1 

pa:_( l) \' ·k . 
- ' h] 

B.2 Termes de Chern-Simons pour cp-métriques 

0 

Les formules d'indice dans la seconde section du chapitre IV sc basent sur les résultats (3.5), 

(3.7) ct (4.2) de (DW07). Comme évoqué précédemment, ces résultats découlent d'hypo-

thèses supplémentaires sur la cP-métrique exacte utilisée, mais aussi de formules présentées 

dans la section 4.a de (I3C89). On sc propose dans cette partie de démontrer le lemme (4.2.1) 

du chapitre IV sans faire appel aux hypothèses supplémentaires ou aux résultats de Bismut 

ct Chccgcr. On utilisera les notations suivantes : 

• Pour la métrique g<f>, on notera "'V sa connexion de Levi-Civita, <l>w sa 1-formc de connexion 

ct <~>n sa 2-formc de courbure. Pour la métrique gd, on utilisera d"il, dw ct dn pour désigner 

les objets analogues. Dans le cas où on s'intéresse uniquement à une métrique exacte, on 

ajont.Pra rl<'s «tilrl<'s» pour désign<'r lPs ohjPts analogues (<'.g. <t>fï est la courbure associée à 

fl<t>)· 

• Si "il est la connexion de Levi-Civita de l'une des métriques d'intérêt, e(M, "il) = P f ('li' 0./2rr) 

ct L(l\1, "il) désignent respectivement la forme d'Euler ct le L-polynômc de Hirzcbruch cal­

culés avec la forme de courbure '17 O. associée à la connexion "il. 

• Si P(M, "il) est l'une des deux formes (caractéristiques) précédentes, on notera P E 

S 2k(so.jk) le polynôme symétrique Ad-invariant ct homogène de degré 2k pour lequel 

P(/11, "il)= .P(~) E n4k(/ll) 

2k 

Si i"il avec i = O. 1 sont deux connexions dont les 1-formcs associées sont iw. on définit la 

transgression de P par rapport à ces deux connexions comme étant 
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où nt est la 2-formc de courbure associée à la connexion d'interpolation tv = t1 "V+ (1- t) 0 "V. 

Cette forme satisfait la propriété suivante 

• Pour 0 < t: « 1, considérons la métrique Ye sur Y M, prenant la forme suivante près du 

bord 

• dx h 
C 9e = 4 + 2 + K 

é é 

Comme précédemment, ev, ew et en sont les objets associés à Ye. et aussi à son rcdimen­

sionncment t:29e· Ces métriques coïncident avec gq, ct Bd sur l'hypersurface {x= t:}. 

En considérant les connexions ev, <t>f:J, <I>"Ç', dfl ct d'V ainsi que leurs formes associées, on 

définit les quatre connexions d'interpolation suivantes. avec t E [0, 1] 

Pour désigner les formes de connexion et de courbure, on utilisera les mêmes exposants que 

ceux des connexions : par exemple, 1w et tf1 sont associés à 1V; 1w' ct 1n' sont associés à 

1"V' etc. 

On a aussi besoin que les formes de connexion et de courbure prennent leurs valeurs dans les 

endomorphismes anti-symétriques des fibrés Y l\I, <l>y Al ct dy Al, étant donné qu'on s'inté­

resse à des polynômes (symétriques) invariants sous conjugaison par éléments de SO(Y M). 

On va donc introduire les repères orthonormés { ea} ct { êu} pour Ye ct t: 2 Ye respectivement, 

tels que près du bord : 

On commence par le lemme technique suivant : 

Lemme B.2.1. Avec les mêmes notations que précédemment, on a: 
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Preuve. On utilise les repères qu'on vient d'introduire, ct puisque l'on s'intéresse à la nature 

des formes de connexion sur oAJ< ={x= c}, on peut omettre les termes en dx. 

1) Pour la première assertion. on a g,p = Y<t> + x 2 B avec B E r(M, S 2 4>T• M), ct avec 

Ba/3 dé>signant les composantes de B dans le repère {80 }, les éléments de (<l>w- <~>w) E 

f! 1 (Al, so(<PT Al)) dans le repère { r: 0 } sont donnés par 

( <~> <~>-)"- (<~> <~>-.) - a JJ(r r- )d p W - W V = W - W !JV - e1, Ev o,Jp - oJp X 

= e~e~(- 80 (x 2 B{3p) + 8a(x2 Bpa) + 8p(x2 Bna))dxP 

où r ut!p ct r utip sont les symboles de Christoffel de première espèce a:;sociés à Y<t> ct Y<P dans 

le repère { 80 }, ct les e~ sont donnés par 

En sc restreignant à { J: = E}, les puissances négatives de E dans la différence des symboles 

de Christoffel est toujours contrecarée par les puissances positives de = dans les fonctions de 

changement de repère. Par exemple, pour (p,v) = (0,0), la composante avec les degrés les 

plus bas en c, on a 

-2 -2 

(<l>w- <l>w)81x=< = E
4 (T(8;Boo)lx=<dyi + T(BaBoo)lx=<dza) E E

2
f!

2
(8i\J) 

ct de la mèmc façon, pour toute paire d'indices (Jl, v), on obtient 

Cette approche est aussi valide pour la forme (dw- dw) E f! 1(i\l.so(dTi\J)). Pour cette 

dernière, on a 

avec 

Cette fois encore, on obtient pour tous les indices Jl, v que (dw- dw)~lx=< E cf!2 (8i\J), avec 

par exemple, un des degrés les plus bas en c donné par : 

3 

(dw- dw)blx=E = [(é-2 ;\:~\~) é2 ( -8cBdi + adBci + EO;Bcd)lx=E 

~2 ] + (ê1,ê~f2 ( -8jBk; + 8kBji + 8;Bjk)lx=< dy; 

4 

+ [ (c- 2 x~ x~) é
2 

( -àcBdf +Ad Bef + 81 Bcd) lx=< 
2 

+ (ê1,ê~)é2 (-E8jRkJ + t:8kRjj + 8;Rjk)lx=<]dz1 E d22 (8M) 
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2) Pour la seconde assertion, on a (dw- 'w) = (dw- <l>w) + 0, où 0 := <l>w- 'w. On utilisera les 

propriétés de 'V' pour étudier 0, et aussi le fait que dw ct <l>w sont les formes de connexion 

associées à deux métriques reliées par une transformation conforme. 

Si 8~8 sont les symboles de Christoffel de la métrique g, (ct de é 2g,), ils sont donnés par: 

où comme précédemment, r~B sont ceux de Y<!>· Puisque les composantes de 8 sont des 

différences de symboles de Christoffel,ou obtient à partir de la remarque précédente et des 

expressions de l'appendice que dans le repère {àa.}, les seuls termes non nuls de Olx=< sont 

-o . -; dyi 
0; lx=<= éh;1 dy1; Boix=<=-­

é 

D'un autre côté, on sait que sur Al-..... àM, on a pour tous X, Y E X(M) 

(dw- "'w)(X). Y= (dw- "'w)(Y). x= dVxY- <~>v x Y 

= X(x) y+ Y(.r) X- ii<!>( X. Y).r3âx 
x x 

puisque 9; 1(dxjx, ·) = x 3 àx. Ccci permet d'exprimer rapidement lcscomposantcs de cette 

différence, et donne par rapport à { àu} que 

0 

cc qui devient, sur DM, 

_0ol _ + ,.2 130 c3/3o) t X-E ... l a 

0 0 

0 0 

avec les formes /3~ E é
0 111(à.M). Donc quand on exprime (dw- 'w)lx=< dans le repère 

orthonormé de é 2g<, on obtient 

ct ccci termine la démonstration du lemme. 

( r; ;3J + x~ ;:t~) 
0 

0 

On s'intéresse maintenant au résultat général que voici : 

0 
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Proposition B.2.2. Soit P E S 2k(so,jk) un polynôme symétrique (invariant et homogène 

de degr-é 2k}. Avec les mêmes notations que pr-écédemment, on a : 

<P Pcs(âM) = lim { TP(M, <~>v, '"'V)= lim { TP(M, <~>v. '"'V) 
E--->0 laM, e--->0 laM, 

d Pcs(â!ll) = lim { TP(M, d"\l,'"\l) = lim { TP(Al, dV,'"\l) = 0 
e--.olaM, e--.olaM, 

Preuve. Dans la suite, toutes les expressions sont restreintes à âl\1, (on omet dorénavant 

1 x=e), ct on utilise les équations de ~laurer-Cartan pour les courbures. 

1) Pour les tt>- métriques : On pose 

Les formes associées aux connexions 

sont reliées comme suit : 

1!1 = '!1 + t(dfJ + ['w, O]) + t2 0/\2 

= 1w + t (do+ [1w. (<~>w- <~>w)J) + t 2 (<~>w- <~>w)J\ 2 

En vertu du lemme qu'on vient de démontrer, on peut écrire ('-'w- <l>w) = f·~· ct 1!1- 10 = EA. 

On a alors 

où Q E !14k-l(A/) est une expression polynomiale en 0, 1D ct EA. On voit alors qu'en 

intégrant par rapport à l ct sur âM,, on obtient 

Les formes T P( M, <P"\J, '"'V) ct T P( M, rt>-Çj, '"'V) sont lisses ct bornées jusqu'au bord DM ( com­

pact). Leur restriction à DAI, varie de façon lisse en E, ct est dominée par une expression 

polynomiale en le maximum des normes des formes 'w ct '!1 sur {.r = E}, donc par conver­

gence dominée on a 

lim { TP(Af, <~>v, '"'V)= { lim (rP(M, '-'V, '"'V)) 
,--.olaM, laM'--->0 
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avec lim<--->O TP(M, <1>~, "V') bornée ct lisse sur 811/. Ccci est valide aussi pour TP(!II, <~>v, "V') 

ct Q', donc 

cf>pcs(à!ll) = lim { TP(M, cf>V', "V')= lim { TP(M, 1'~, "V') 
e---tolaM, e--->olaM, 

2) Pour les d-métriqucs: On procède de la même manière, en utilisant cette fois les connexions 

Avec le lemme (2.3), on a (dw- "w) = ê;; ct (dw- dw) = ê-J' qui permettent d'écrire 

{ TP(M, dV',"V') = 1 TP(M, d~, "V')+ ê { Q 
laM, aM, laM, 

r rr(M. d~. "V')= ê 1 t P(J·. tfi .... • tfz)dt 
laM, DM, lo 

On voit alors que la limite ê ~ 0 donne 

dPcs(àM) = lim { TP(M, d~' "V')= 0 
<--->0 laM, 

0 

Voici l'analogue du lemme (4.2.1) en dimension 4: 

Proposition B.2.3. Pour un bord fibré S 1 ~ 8AJ(3l ~ N<2l, on a 

cf>ecs(àM) =cp Lcs(à/.U) = 0 

Preuve. Pour montrer cc résultat, on exprime dans un premier temps les intégrands sur 

i)M< = {:r = ê} qui nous donnent les termes de Chcrn-Simons, ct on met ensuite en évi­

dence leur comportement en fonction ê. Par la proposition (B.2.2), il suffit de montrer le 

résultat pour 94> de type produit. Comme précédemment, on utilise les formes associées aux 

connexions "V' ct t~ = t'~'~+ (1 - t)"V' : 

On utilisera ici les indices i = 1, 2 pour composantes venant de la base N, ct l'indice z à la 

place des {a} qu'on utilisait précédemment. Les éléments non nuls de Olx=e par rapport au 

repère {iJo} sont O?lx=e,Oôlx=< ct Oôlx=e (c.f. preuve du lemme (B.2.1)), donc par rapport 

au repère ge-orthonormé { e0 }, on obtient 

0 ,P*o:? ,p·o:g ,p·o:~ 

Olx=e = 
-,P*o? 0 0 0 

; n~ E S1 1(N) 
-,p•ag 0 0 0 

-,p· 0:~ 0 0 0 
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En dimension 4, nos formes de transgression sont définies via la formule 

TP(Al, "'V. 'V')= l 1 

P(O, 'fl)dt 

ct on utilise la remarque précédente sur 0 pour de simplifier l'expression des intégrands. 

Pour TL( A!, <t>fl, 'V'), l'intégrand est donné par 

L-(ii ,;:;) _ 1 "'""' "'""' ( )iii 1\ tr.J _ 1 "'""'(ii• 1\ tr.J ,ï, 1\ tn)) 
17, H - 121!"2 L...., L..... f 0 "o(i) Hor(j)- 121!"2 L...., "i Hj- 17) Hl 

i<J oES2 i<J 

= _1_ "'""'fp 1\ tfF = _1_ ~(jO 1\ tfiO 
121r2 L..... ) J 121r2 L..... ) J 

•<J j=1 

Quant à Te(M, <t>fl, 'V'), l'intégrand est donné par 

-({) t fi} = _1_ "'""' ( )Oo(O) 1\ t 0o(2) 
e ' 81!"2 L..... f 0 <>(1) n(z) 

uES., 

Toujours avec cc qu'on sait sur 0, les termes non nuls de cette dernière sommation sont ceux 

pour lesquels les a E S4 donnent (a(O),o(1}) E {(O,i),(i,O),(O,z),(z,O)} avec i = 1.2. En 

introduisant j # i, i":(fJ, 1fl) devient : 

ë(O'n)=-1-{~ "'""'(-Ir+ 1t(a11)(o"(o)A'n8ul)+ "'""'t(am(o"(o)A'fl11
(
1
))} 

' 81r2 L...., L...., o(t) B(z) L...., u(z) /3(2) 
i=1 o./JES2 o.dES2 

= 
8
:2{t ~(-1)'+ 1 t(/1)(20~1 /\ 1 0~~~n + ~(-1)i+ 1 t(/1)(20~/\ 1 0~go} 

•=1 ilES, ilES2 

= _1_ ~( _ 1)i+1 40a A ,01 = _1_ (oo A tf12 _ 0o 1\ tf11 + 0a 1\ tfl1) 
81r2 L..... ' z 21r2 1 z 2 z z 2 

i=l 

Il reste maintenant à étudier le comportement de tfi = "n + .p(t) en fonction de E. En sc 

rapportant aux expressions des symboles de Christoffel non-nuls 8~/:1 = f~J lx=<: de g,, on 

voit que dans le repère {Ba} on a 

avec les !ij.v lisses ct bornés quand E ---+ O. À partir de ces composantes ct de l'équation 

•n = d'w + ['w, 'w], on voit que dans le repère {Do} 

•n; = A~dy 1 1\ dy2 + E B~;dyi 1\ dz; puisque 8zJ3~k = aze~k ,....., 0(E2
) 

'0: E E2 . n2(8AI); •n; E E
0

. n2(8AJ) 

Pour le terme <fî~, les choses sont un peu plus techniques. On doit passer par les équations 

<nz - 'Rz d 1 1\ d 2 'Rz d i 1\ d t 'R" - 8 8" + 8" 8P "z - z12 Y Y + ziz Y Z C JJ0./3 - [o B)JJ p[o. !3)1• 
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où les crochets désignent l'anti-symétrisation par rapport à 2 indices, ct noter ensuite que : 

Cela donne: 

Ainsi, en exprimant les composantes de cette courbure par rapport à { e0 } comme dans le 

(B.2.1), on a 

<rw kr;/ ( -1)" krï'( -1)" -1 zrï1 ( -1)'' zn'( -1)" 
"Il = XJJ"k X 1 + éXJJ"k e z + é r:,,a. X 1 + el'"• r: z 

avec 'VJ-L.V "1 0: A~12 E c0 
· rjJ•Coc(N) ct B~iz E c0 

· C00 (âl\l). Ccci caractérise le comporte­

ment de •n à mesure que c ~O. 

En procédant de la même façon qu'on vient de le faire, ct en introduisant des éléments 

T~ E rjJ·n2 (N) ct p~ E S12 (âM), on obtient que les composantes de la 2-formc ~(t) 

t (dO+ ['w, 0]) + t20 1\ 0 s'écrivent 

cp(t)~ = T~ +cp~; ;p(t)~ = T~; Va, .8 "1 0 

Avec cc qui précède, on en déduit que toutes les composantes de tfi s'écrivent sous la forme 

avec 'VJ-L <v: A~12 E c0 · rjJ•Coc(N) ct B~,. E ë 0 · coc(âM). 

Pour revenir maintenant aux formes de transgression, les expressions obtenues précédemment 

donnent 

--~- c ;·(o-2 o-1 o-1) 1 2 e(O, n) = 
2

rr2 ( 1 aliB,1 - a 2;B.1 + a.;B21 dy 1\ dy 1\ dz 

L(0, 1fi) = 12crr2 [tt•k(a~;B~k)]dy 1 1\dy2 1\dz 
)=1 

où tik est le symbole de Kronecker. On a donc : 

0 
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