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RESUME

Dans le cadre du présent travail, nous nous intéressons a la transition du secondaire vers le
collégial, spécialement en ce qui concerne la démonstration et le formalisme. Nous avons
choisi d’évaluer la complexité des tiches de démonstration soumises aux étudiants d’un cours
du collégial, Algébre linéaire et géométrie vectorielle, tel qu’il a été donné au College de
Maisonneuve a 1’hiver 2006, dans le cadre du programme DEC intégré. Nous faisons ensuite
une analyse des éléments qui peuvent constituer une préparation & ces tiches, dans le cadre
des cours de mathématiques de quatriéme et de cinquiéme secondaires.

Par I’analyse de taches de démonstration de niveau collégial, nous dégageons plusieurs
caractéristiques qui contribuent a complexifier largement la production de démonstrations.
Nous relevons donc ces caractéristiques et vérifions a travers I’étude des programmes actuels
et en processus d’implantation, comment les éléves sont outillés pour faire face a ces
éléments de complexité. En conclusion, nous proposons des pistes de réflexions et
d’interventions visant & minimiser les impacts de cette transition secondaire-collégial.

Mots clés : didactique des mathématiques, arrimage secondaire-collégial, algébre linéaire,
démonstration, formalisme.



CHAPITRE I

PROBLEMATIQUE

1.1 Introduction

Dans le cadre de cette recherche, nous nous intéressons a I’arrimage entre le secondaire et le
collégial, plus particuliérement en ce qui concerne la démonstration et le formalisme qui lui
est lié. En effet, & ces niveaux (fin secondaire et cégep), les mathématiques pratiquées sont de
plus en plus rigoureuses. Ainsi, la démonstration, activité centrale des mathématiques dites
« expertes », et le formalisme sont de plus en plus présents et sollicités, 11 semble que la
démonstration représente un défi de taille pour les enseignants qui, parfois, en dépit de son
importance, préférent la délaisser au profit de problémes et exercices pouvant étre réduits a
des formules ou méthodes plus simples. Par ailleurs, plusieurs éléves et étudiants de tous les
niveaux ont une attitude réfractaire a la démonstration. Cette activité leur demande une
compréhension ainsi qu’une utilisation adéquate du formalisme et une certaine créativité,

amenant plusieurs difficultés et obstacles.

1.2 La nécessité d’une harmonisation

Bouchamma (2002) rapporte dans un article que seulement deux tiers des étudiants recus au
collégial obtiennent leur dipléme. De plus, on y mentionne que 17% seulement des étudiants
completent leur Cégep dans les délais fixés. Les échecs scolaires du collégial ont des effets
importants sur les étudiants (baisse de I’estime de soi, de la confiance en ses capacités, de la

motivation, des chances d’accéder a ['université, etc.) mais aussi, il semble que



I’enseignement collégial manque a sa responsabilité, qui est de hausser le taux et le niveau de
scolarisation de la population. Une des nombreuses causes de ces échecs est certainement le

manque d’harmonisation entre le secondaire et le collégial.

On peut lire dans le programme de Mathématique 536, en vigueur depuis 1998 et qui le

restera au moins jusqu’en 2009, que :

L’¢léve qui suit ce cours poursuivra probablement des études supérieures ; il faut donc lui
assurer une préparation appropriée en relevant graduellement le niveau de traitement de
la mathématique (MEQ, 1998, p. 16).

Il est connu que toutes formes de transitions scolaires apportent une part considérable de
modifications tant au niveau de ’enseignement et des contenus, que des attentes envers les
éleves et les étudiants. Au Québec, quelques études, menées entre les années 1988 et 1991
par le Conseil des colléeges et le Conseil supérieur de [’éducation, mettent de ’avant
I"importance d’une liaison efficace entre les niveaux secondaire et collégial et reprochent le
manque de concertation entre ces deux ordres d’enseignement. On impute le probléme
d’harmonisation aux nombreuses réformes faites unilatéralement au niveau secondaire. La
plupart des études recommandent aux différents ordres, du primaire & }’université, d’avoir
une vision globale du systtme éducatif, surtout lorsqu’il est question de réforme.
Nécessairement, une réforme de I’un de ces niveaux d’enseignement a des répercussions sur

tous les autres paliers du systéme.

Si ces quelques études portent sur le passage du secondaire au collégial en général, on
retrouve trés peu de recherches spécifiques sur cette transition en mathématique.
L’Association Mathématique du Québec (AMQ) présentait, en 1991, I"impact de deux

réformes du secondaire sur I’enseignement des mathématiques au collégial.

A la fin des années soixante-dix, a la suite de la premiére réforme, la géométrie déductive a
¢té délaissée pour donner plus de place a la géométrie descriptive et d’observation. La

démonstration occupe désormais une place mineure au secondaire. « Sans étude d’impact,




Pordre collégial a d0 s’adapter a ce changement considérable dont les effets sur le
raisonnement déductif ont été¢ désastreux (et le sont encore). Ainsi, les clienteles issues de
cette réforme ont des difficultés importantes sur le plan de la pensée formelle et du
raisonnement mathématique » (AMQ 1991, p. 5 — 5). Alors que les enseignants croyaient que
la situation s’améliorerait avec la deuxieme réforme de 1983, ils s’apercoivent, au contraire,
qu’il s’ajoute d’autres difficultés et qu’entre autres, il y a détérioration de la formation en

algebre.

Il nous semble que les préalables mathématiques jouent, a tort, un réle de filtrage plutdt
qu’un rble de préparation. Interpellés par les questions d’arrimage secondaire-collégial, nous
avons voulu connaitre, dans le cadre d’un projet de fin de formation au Baccalauréat en
enseignement au secondaire (concentration mathématique), ce qui était fait
mathématiquement apres le secondaire et quelles étaient les difficultés des étudiants du
collégial. Plus précisément, nous cherchions comment aménager le cours Mathématique 536
en vue de mieux préparer les éléves aux cours de mathématiques du Cégep et notamment,

aux exigences de formalisme accrues dans ces cours.

Pour mettre en évidence ce qui semblait plus important, nous avons contacté des professeurs
du cégep pour connaitre leurs attentes envers les éléves arrivant du secondaire. Nous avons
¢laboré un questionnaire comprenant 10 questions et avons proposé a une soixantaine
d’enseignants du collégial d’y répondre par écrit ou par entrevue. Dix enseignants ont
répondu. Un premier compte-rendu de cette enquéte est paru dans Corriveau et

Parenteau (2005). De ce projet, nous présentons ici quelques éléments significatifs,

1.3 Rencontre avec des enseignants du collégial

La question 3 du questionnaire proposé allait comme suit: « Quelles difficultés
(mathématiques, non organisationnelles) rencontrent les étudiants au début de leur

apprentissage 7 »



L’extrait suivant est tiré d’une entrevue avec un des répondants :

L’enseignant veut justifier tout ce qu'il fait au tableau mais les étudiants ne comprennent
pas pourquoi ¢a doit étre fait. Faire une preuve, c’est l'enfer ! Il faut arriver rapidement
a une finalité en disant a quoi ¢a sert. [...] Ils n’ont pas le sens de la preuve : pourquoi
raisonner en mathématiques ? [...] L'algébre est un gros obstacle. Par exemple, la
factorisation, la mise en évidence, le produit de racines carrées...

Un autre écrit :

L’arrivée au collégial est souvent un choc. Le rythme est plus rapide qu’'au secondaire,
les sujets sont fortement dépendants les uns des autres, surtout en calcul. Ce qui
constituait un exercice en soi au secondaire (une décomposition en facteurs par exemple)
devient une simple étape dans la résolution d’un probléme plus complexe au collégial.
[...] En algebre linéaire, a un certain point du cours, le niveau d’abstraction augmente
brusquement. Il faut avoir du métier pour préparer de longue main ces passages difficiles
pour les éléves, mais méme dans ces conditions, ['expérience peut s'avérer difficile et
Sfrustrante, pour les étudiants et le professeur !

En effet, le « choc » du passage du secondaire au collégial est véritable pour les étudiants
mais aussi pour les enseignants. Alors que les enseignants s’attendent & ce que leurs
étudiants comprennent les mathématiques vues au secondaire, ils s’apergoivent que ceux-ci
utilisent des modeles fournis, pas toujours consciemment, par les enseignants du secondaire.
Aussi, au secondaire, on fente de maintenir la mission d’une école polyvalente axée sur le
développement selon les intéréts personnels des éléves en offrant un large éventail de
notions. Au collégial, on reproche a ’enseignement secondaire de s’éparpiller et d’aborder
trop de concepts, sans approfondir la compréhension des concepts de base. Un troisi€éme

parmi les enseignants qui ont répondu ajoute a cet effet que :

[Les étudiants] ne savent ni lire ni écrire. [lls sont] incapables de reproduire
correctement une définition ou une preuve, aussi simple soit-elle. Insécurité a réfléchir
au-dela des automatismes et de ’exécution de tdches; certains refusent le changement de
perspective passant de ['opératoire au conceptuel. Leurs manipulations symboliques
respectent rarement la syntaxe mathématique. Les simplifications algébriques sont
souvent erronées. Ils ont retenu des formules fausses, en particulier pour les fonctions
trigonométriques. Manque de rigueur intellectuelle; plusieurs n’'ont appris qu’d exécuter
des calculs sans réfléchir.



Un quatriéme nous écrit :

En général, ils ne savent pas lire des textes et des probléemes. Ils ne savent pas rédiger
des solutions (incorporer des maths dans des textes ou du texte dans une démarche de
maths).

Finalement, un enseignant interviewé fait la liste des difficultés rencontrées par les étudiants :

* Organisation et formalisation des preuves : il est difficile de savoir si les difficultés
sont d’ordre organisationnel ou d’ordre mathématique,
*  Les manipulations algébriques (fractions rationnelles, exposants, factorisation),
*  Bien conduire un raisonnement,
| *  Fonctions exponentielles, logarithmiques,
| *  Notion de fonction inverse;
* Modéliser des problemes discursifs.

Nous demandions, a la question 5 du questionnaire, si le programme de Mathématique 536
prépare bien les éléves a faire des mathématiques de niveau collégial. Plusieurs enseignants
ne connaissent pas le programme et ne peuvent répondre a la question. Ceux qui le
connaissent s’entendent pour dire qu’en théorte, il prépare aux mathématiques de niveau

collégial mais qu’en pratique, il en est tout autrement :

[...] malgré ce qu’'on y lit, il semble que les étudiants n’aient pas acquis la capacité de
construire ou de reproduire des preuves.

Voici ce que ce méme enseignant recommande aux enseignants du secondaire (question 6) :

L'analyse, la preuve, la construction des objets mathématiques (lewr insight), la rigueur
\ intellectuelle. Capacité d’exprimer correctement les nuances. Vision globale d'un
processus et la justification de ses étapes; développement de [lintuition et de la
compréhension.
Maitrise du niveau opératoire et exactitude du symbolisme. Souplesse de conversion
entre les registres de représentation: discursive, symbolique, graphique, .



Ala Question 8, « Avec quels concepts abordés les étudiants ont-ils plus de difficulté¢ ? », un

des enseignants interviewés répond entre autres :

LA PREUVE. La justification du recours aux preuves. La limite (mais ¢a dépend de
["approche qu'on lui donne...).

Parmi les réponses écrites, on trouve :
L'algeébre et le raisonnement logique.

Ou encore cette autre :

La manipulation de fractions, la manipulation et la simplification d’expressions
algébriques. Aussi, les rudiments de la théorie des ensembles (les diagrammes de Venn,
les opérations M et \U ainsi que le symbolisme €, ¢, C, &, ).

Pour finir, nous reproduisons quatre extraits de réponses a la Question 10 : « Sachant qu’un
nouveau programme d’études est en rédaction pour le deuxieme cycle du secondaire, avez-

vous des recornmandations a faire ? »

A mon humble avis, le programme actuel est trop diversifié. On pourrait par exemple, ne
pas aborder les statistiques descriptives en 536. On a l'impression que le temps accordé
a chaque theme est insuffisant pour permeltre une assimilation plus profonde. On aurait
intérét a toucher moins de sujets, moins de notions el se consacrer davantage aux
habiletés opératoires essentielles.

... faire I'algébre correctement et plus de géométrie.

«Drilly pour l'algébre de base, outils nouveaux pour montrer les mathématiques en
action pour accrocher les éléves, !'autonomie (lire et comprendre un paragraphe),
discuter de leur lecture, apprendre a live et formalisme mathématique.

Valoriser ['effort intellectuel! Prendre le temps de comprendre I'arithmétique, I'algébre,
la géométrie, la logique, ... - UTILISER LA CALCULATRICE LE MOINS POSSIBLE! 1l
foaut que ['éudiant soit autonome dans sa réflexion intellectuelle avant d'utiliser la
technologie . sinon il devient vite dépendant de celle-ci et comme on le constate
couramment, celle-ci sert alors a masquer temporairement ['ignorance et



l'incompréhension de ['étudiant. [...] Réintroduire la théorie naive des ensembles : elle
est préalable a la théorie des probabilités abordée au secondaire! Que ['étudiant
apprenne a reproduire des preuves mais aussi a en construire de nouvelles (par exemple
dans des probléemes de construction en géométrie).

La synthése de ce travail nous améne a penser que les professeurs de Cégep évaluent la
préparation des éléves du secondaire comme Jacunaire. En général, le manque de contréle et
la perte de sens sont évoqués par les professeurs. 1l semble que les étudiants ne savent ni lire
ni écrire en mathématiques et qu’ils ne réfléchissent pas aux manipulations qu’ils effectuent.
Toutes les formes de manipulations et de traitement du symbolisme entrainent des erreurs.
D’une maniére plus précise, les lacunes qui ressortent dans les cours de calcul différentiel et
intégral du collégial sont a ’effet qu’il y a déficience en ce qui a trait aux manipulations
algébriques, aux notions de composition de fonctions et de fonction réciproque. En algeébre
linéaire, ce qui a trait au formalisme, aux démonstrations, a la rigueur, aux rudiments de la

théorie des ensembles et de la logique propositionnelle est source de difficultés.

Il semble donc que les difficultés reliées a la démonstration et au formalisme soient
prépondérantes dans le cours d’Algebre linéaire et de géométrie vectorielle. C’est
effectivement le cours de mathématique du Cégep le plus susceptible de mettre en ceuvre la
démonstration. Tanguay (2003) reléve en effet que parmi les éléments de contenu ou il est
possible de retrouver des démonstrations dans les cours au Cégep, c’est celui d’Algébre

linéaire et géométrie vectorielle qui offre le plus de possibilités :

Dans le cours NYC [sigle du cours d’Algébre linéaire et géométrie vectorielle] (ancien

105): .

- Arguments calculatoires (qui demandent cependant une bonne maitrise des sommations
et indices) en algebre matricielle et théorie des déterminants ;

- Preuves géométriques avec les vecteurs : se ramenent la plupart du temps 4 une astuce
de calcul ;

- Eléments de visualisation combinés a des preuves calculatoires, dans la justification
des formules de distances et d’angles (entre deux plans, une droite et un plan, etc.) ;

- En théorie des espaces vectoriels abstraits, quelques preuves ou une certaine maitrise
de logique propositionnelle est requise, et ou le role des définitions est mis de 1’avant :
sous-ensembles versus sous-espaces, équivalence des deux définitions de
I’indépendance linéaire, « si B est une base, alors tout vecteur admet des coordonnées
selon B uniques », etc. (op. cit., pp. 84-85).



1.4 Buts de la recherche

Dans le cadre du présent projet de recherche, nous avons comme préoccupation centrale
d’évaluer la complexité de ce qui est sollicité concernant le raisonnement déductif, dans les
taches que 1’on donne aux étudiants dans le cours d’Algebre linéaire et géométrie vectorielle,
Nous nous demandons aussi en quoi ces tiches, c’est-a-dire les exercices, les devoirs et les
examens, donnent lieu a la mise en ceuvre de la démonstration mathématique. Ensuite, nous
faisons une analyse des éléments qui pourraient constituer une préparation a ces taches, dans
le cadre des préalables, soit les cours de mathématique de quatriéme et de cinquiéme

secondaires.

Outre notre préoccupation de mieux comprendre, d’un point de vue mathématique, les défis
d’harmonisation entre le secondaire et le collégial, nous espérons étre en mesure de suggérer
des pistes afin de minimiser les impacts de cette transition du point de vue du formalisme et
de la démonstration. Selon nous, cette recherche peut répondre a des objectifs tels que donner
aux enseignants des moyens d’évaluer la complexité des tches soumises aux étudiants et les

moyens d’aménager et améliorer ces taches pour que la transition soit moins abrupte.

Nous croyons que le niveau collégial est trés intéressant pour un chercheur en didactique des
mathématiques. Sachant que les étudiants ont un bagage mathématique important et dés lors,
une familiarité avec ’activité mathématique scolaire, il nous semble important de mettre en
lumiére en quoi ce bagage leur permet de mieux faire les mathématiques du collégial mais
aussi, en quoi il peut nuire. Comme le mentionne Robert (1998, p. 141), il devient signifiant
pour le chercheur de « concevoir des scénarios compatibles avec les diverses hypothéses, les

contraintes, les spécificités (en matiére de contenus, de public, d’institution) » de ce niveau.

Quatre autres chapitres composent le texte. Le chapitre suivant (chapitre 2) est composé des
¢léments théoriques qui ont été retenus pour mener cette recherche. D’abord, nous nous
intéressons aux travaux de didacticiens des mathématiques portant sur les transitions inter-
ordres. Nous chercherons ensuite a comprendre la structure du raisonnement déductif avec les

travaux de Duval et de Tanguay. Nous reléverons ensuite, a partir des travaux de plusieurs



chercheurs, les difficultés et obstacles que rencontrent les éléves et étudiants en contexte de
démonstration. Finalement, nous faisons état de ce qui a été écrit, principalement par Dorier,
sur I’obstacle du formalisme en algébre linaire. Nous allons ainsi tenter de déterminer les

causes des difficultés des éleves lors de I’apprentissage de I’algebre linéaire.

Le troisieme chapitre met de I’avant la démarche retenue pour la mise en ccuvre de cette
recherche. Elle décrit donc la méthodologie de la recherche. Le quatrieme chapitre est
['analyse des tdches données aux étudiants du cours d’Algebre linéaire et géométrie
vectorielle, donné au Collége de Maisonneuve a I’hiver 2006. Il s’agit du cours d’A4lgébre
linéaire et géométrie vectorielle du programme DEC intégré. Celui-ci offre une formation en
sciences, lettres et arts permettant aux étudiants de poursuivre leurs études dans presque
n’importe quel domaine a 'université. Nous discuterons au début du chapitre trois des

raisons qui nous ont fait retenir ce cours pour I’analyse.

Le cinqui¢me chapitre présente ’analyse de la préparation des étudiants face a ces taches
dans les programmes du secondaire. Finalement, nous présenterons, au chapitre six, les

conclusions générales de cette recherche.



CHAPITRE 11

CADRE THEORIQUE

2.1 Arrimage secondaire-collégial

Il semble que les ruptures entre les différents cycles scolaires solent présentes a tous les
niveaux : primaire-secondaire, secondaire-collégial et collégial-universitaire. Au Québec, les
mathématiques faites au collégial ressemblent de plus en plus aux mathématiques faites &
I’'université ou a celles faites par les mathématiciens. D’abord, contrairement au secondaire,
ou les cours de mathématiques sont généraux (le méme professeur enseigne au méme niveau
I’algebre, la géométrie, la statistiques...), les cours dispensés au collégial sont spécialisés
comme a I’université. De plus, comme dans la pratique experte (dont nous cherchons a
cerner les caractéristiques ci-dessous), un nombre important de connaissances préalables est
nécessaire pour pouvoir étre fonctionnel. Dans un article de 1998, la didacticienne frangaise
A. Robert cherche & procurer aux chercheurs les moyens de faire des analyses conformes aux

particularités des mathématiques plus avancées.

2.1.1 Nouvelles pratiques attendues

Robert (1998) tente d’identifier les spécificité et complexité des mathématiques du lycée et
des premiéres années d’université (15 a 19 ans), ce qui correspond environ aux
mathématiques faites au Cégep et dans les premicres années d’université au Québec. En plus

des exigences d’ordre organisationnel, de travail personnel et d’autonomie, la transition du



11

secondaire vers le post-secondaire s’accompagne d’une exigence accrue en ce qui a trait a la

. VT
rigueur mathématique.

L’auteure qualifie « d’expertes » ces pratiques mathématiques, dont les exigences en matiere
de démonstration et de formalisation s’accroissent et se complexifient. Les pratiques expertes
se référent en partie aux pratiques réelles des mathématiciens qui, souvent, sont une référence

importante pour les enseignants.

Dans les nouvelles pratiques attendues de la part des étudiants, Robert (op. cit., section I)
repére entre autres les €léments de complexité que nous énumérons ci-dessous. Ses exemples
sont le plus souvent puisés au domaine de I’analyse. Nous avons choisi les notres en algebre

linéaire.

1. Des types de problémes jamais rencontrés jusqu'alors.

11 s’agit de problémes qui sont inhabituels pour les étudiants, par exemple, des problémes
dont le degré de décontextualisation et de généralité est nettement supérieur a ce que les
étudiants ont rencontré jusqu’alors. Par exemple, montrer que le produit de Lie (défini pour

deux matrices carrées 4 et B de méme format comme la matrice AB—BA) n’est pas associatif.

2. Pluralité d’arguments a faire intervenir concurremment pour un probléme donné.

Dans une démonstration ou dans un probléme, il peut étre difficile de distinguer les résuitats
a invoquer, d’autant plus quand il y a plusieurs résultats a faire intervenir en méme temps,
Par exemple, pour déterminer le volume d’un tétraédre dont les coordonnées des sommets
sont connues, on doit faire le lien entre le tétraédre et le parallélépipeéde (de méme hauteur,
dont I’aire de la base est double de celle du tétraedre) engendré par trois vecteurs bien
choisis, entre les sommets donnés et ces vecteurs, entre le volume de ce parallélépipéde et le
produit mixte des trois vecteurs ou encore, le déterminant de la matrice construite sur ces

trois vecteurs.

! Ces « nouvelles pratiques » se présentent parfois & I’intérieur d’un cycle, mais selon nous, la rupture
est plus nette et généralisable du secondaire au collégial, entre autres parce les enseignants n’ont pas la
méme formation, ni la méme fagon d’envisager leur enseignement. D’autant plus que les enseignants
du collégial savent que leurs étudiants ont fait le choix d’une formation scientifique.
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3. Arguments a appliquer a répétition...
Par exemple quand, pour étudier le signe d’un discriminant (variable), il faut utiliser un autre
discriminant. Il peut aussi arriver que des types de raisonnements analogues soient utilisés sur

des connaissances différentes.

4. Sélection d’information. Théoréme a appliquer « en partie » seulement.

Un résultat peut étre invoqué partiellement dans la résolution d’un probléme ou en

démonstration. Par exemple, déduire de la valeur du produit vectoriel ABx AC que les

points 4, B et C ne sont pas alignés.

5. Changements (a la charge de ['éléve-étudiant) de cadre, de registre de représentations,
de point de vue, d’angle d’'attaque.

Robert mentionne que ce procédé est souvent introduit implicitement dans 1’enseignement. Il

s’agit de traduire I’énoncé donné en une nouvelle expression qui, une fois démontrée,

démontre I’énoncé initial. Ce sera le cas par exemple quand on demande de déterminer la

position relative de trois plans dans ’espace, ce qui nécessite le passage du cadre de la

géométrie vectorielle au cadre des systemes d’équations linéaires. Autre exemple : on peut

avoir a établir que 4, B et C sont alignés en « réinterprétant » I’énoncé comme C € 4B ou

encore, AB et AC sont multiples scalaires I’un de ’autre, etc.

6. Quantifications implicites a repérer, a prendre en compte...

Il n’est pas toujours nécessaire d’utiliser les quantificateurs pour exploiter une définition.
Parfois, I’utilisation du langage courant pour exprimer une quantification (toutes les matrices
... ou il existe une matrice pour laquelle...) ne permet pas a I’étudiant de bien décoder cette
quantification et I’améne a interpréter certains énoncés liés de fagon erronée. On sait par
exemple que le produit matriciel est non commutatif. Certains étudiants interpréteront cet
énoncé en disant que pour toute paire de matrices 4 et B, le produit 4B n’est jamais égal a

B4.
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En plus d’intégrer la nouvelle matiere, d’utiliser adéquatement leurs connaissances

antérieures, on s’attend aussi a ce que les étudiants adoptent ces nouvelles pratiques.

2.2 Le raisonnement hypothético-déductif

Le point d’appui de la science en général est d’induire des lois a partir de constatations
empiriquement relevées. En ce sens, les mathématiques se distinguent des autres sciences
puisque qu’elles reposent principalement sur le raisonnement non pas inductif mais déductif.
La déduction révele des lois et principes parfois obscurs & I’intuition, mais dont la portée est

considérable.

Malgré son importance, il semble que la déduction et la démonstration soient facilement un
défi de taille pour les enseignants, qui trop souvent préferent la délaisser au profit de
problémes et exercices pouvant étre réduits a des algorithmes simples. Egalement, beaucoup
d’enseignants demandent aux éléves ou étudiants de conjecturer (processus cognitif qui
releve de I’induction) mais délaissent tout processus de validation de nature déductive. Sans
étre démontrées, ces conjectures n’ont alors qu’un intérét limité, du point de wvue

mathématique.

Méme au niveau collégial, plusieurs étudiants sont réfractaires a la démonstration, qui
demande une compréhension et une utilisation adéquate du formalisme et une certaine
créativité, amenant ainsi plusieurs difficultés et obstacles. Il est étonnant de constater que
méme a des niveaux supérieurs, il est difficile pour les étudiants de mener un raisonnement

logique. Epp (2003) écrit :

Il semble que mes étudiants vivent dans un monde logique et linguistique différent du
mien, un monde dans lequel il devient difficile pour eux de s’engager dans une pensée
mathématique abstraite, une pensée mathématique abstraite que j’essaie de les aider a
comprendre.” (p. 886, traduction libre).

2 My students seemed to live in a different logical and linguistic world from the one I inhabited, a
world that made it very difficult for them to engage in the kind of abstract mathematical thinking I was
trying to help them to learn. (p. 886)
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En effet, 4 ’école, en mathématiques, il faut vite arriver a ses fins, a des résultats et par
conséquent, le raisonnement est trop souvent mis de coté. Pour fonctionner, les éléves et
étudiants se construisent eux-mémes un raisonnement qui peut leur paraitre logique mais qui,

mathématiquement, ne I’est pas ou comporte des failles.

2.2.1 Mise au point terminologique

Selon Balacheff (1982), les mots preuve, démonstration, explication et raisonnement sont
souvent utilisés comme synonymes dans |’enseignement des mathématiques. Pour cette
raison, il semble approprié de clarifier le vocabulaire avant de déterminer les éléments

susceptibles de nous intéresser.

Balacheff établit qu’un raisonnement est I’activité intellectuelle servant a « produire de

nouvelles informations » a partir de ce qui est connu.

L’explication est un propos rendant accessible la valeur de vérité d’un énoncé sans qu’on ait
a statuer sur les critéres d’acceptabilité des éléments de I’explication. Lorsque I’explication
est acceptable pour une communauté, alors elle devient une prewve. Plus précisément,
Balacheff (1987, p. 148) définit la preuve comme « ... une explication acceptée par une
communauté donnée a un moment donné. Cette décision peut-étre I’objet d’un débat dont la
signification est I’exigence de déterminer un systtme de wvalidation commun aux

interlocuteurs. »

Pour Balacheff et pour Duval, les démonstrations constituent une classe particuliére de
preuves. La démonstration enchaine une suite de propositions acceptées par la communauté
des mathématiciens. L’enchainement se fait par juxtaposition de pas de déduction, dont la

validité est assurée selon qu’ils suivent les régles de la logique propositionnelle.
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Pour Duval, toute preuve qui n’est pas une démonstration est une argumentation. Tanguay
(2005b, p. 58) précise: « L’argumentation consiste en un discours, dans lequel les
propositions ne sont organisées que par cumul et interviennent essentiellement pour leur

contenu. »

2.2.2 La structure de la démonstration

Selon Duval (1991), la compréhension du fonctionnement du raisonnement déductif apparait
nécessaire a 1’activité de démonstration. En effet, la démonstration peut étre confondue avec
I’argumentation, mais Duval affirme que la démonstration et I’argumentation ne partagent
pas les mémes particularités. Voyons les distinctions qu’il expose par I’analyse cognitive de

ces types de raisonnement.

Duval souléve les différences entre la démonstration et I’argumentation dans le cadre de deux

types de passage, soit le passage inférence et le passage enchainement.

Le passage inférence

Il entend par passage inférence, le passage d’une ou plusieurs propositions d’entrée, les
prémisses, vers une proposition de sortie, la conclusion. Ce passage est justifié par une régle
dite « régle d’inférence ». Autrement dit, il existe trois statuts opératoires possibles pour
chaque proposition d’une inférence : les prémisses, la régle d’inférence et la conclusion. La
combinaison des trois types de propositions de I’inférence est appelée « pas de déduction ».
Ce qui caractérise le pas de déduction est que le statut opératoire des propositions en cause
est indépendant de leur contenu sémantique. En effet, une méme proposition pourra étre, par
exemple, la conclusion d’un pas de déduction ou encore, une prémisse pour une inférence
ultérieure (le plus souvent I’inférence suivante). Duval juge qu’il s’agit d’une différence
importante avec |’argumentation. Le « contenu sémantique des propositions » est essentiel
dans P’argumentation alors que c’est le statut opératoire de la proposition qui est considéré

dans le pas de déduction.



Le passage enchainement

Duval mentionne que la démonstration ne s’arréte généralement pas a-un seul pas de
déduction mais peut en compter plusieurs. Pour que se déroule le raisonnement déductif, il y
a ce que Duval appelle le recyclage de la conclusion d’une inférence antérieure en une
prémisse pour un pas de déduction ultérieur. L’enchainement se fait alors par la répétition,
implicite ou explicite, de la conclusion. En effet, « il faut que la conclusion du premier pas
soit la condition d’application de la régle d’inférence du second » (op. cit,, p. 239). En ce
sens, la structure du raisonnement déductif ne s’articule nullement a I’aide de connecteurs
logiques comme dans le cas de I’argumentation. Dans |’argumentation, les connecteurs
logiques (et, ou, mais donc, si. ... alors, etc.) ont un role structurel puisque ce sont eux qui
indiquent si la proposition qu’ils amenent consolide ou conteste 1’argument précédent. Duval
mentionne cependant que les connecteurs logiques peuvent étre utilisés dans un pas de
déduction pour « marquer le statut opératoire des propositions ». Ils n’ont pas de réle

structurel mais facilite la distinction du statut d’une proposition donnée (Duval 1992-93).

2.2.3 Difficultés des étudiants lors de ’apprentissage de la démonstration

Tanguay (2005b) rapporte que les fondements de la principale thése de Duval, en ce qui a
trait & I’apprentissage de la démonstration, reposent sur le fait que les éléves ne comprennent
pas d’emblée les exigences propres a la démonstration. Selon ces deux auteurs, les éléves ont
tendance a traiter les démonstrations comme des argumentations. Une premiere cause de cette
confusion est, selon Tanguay, I’implicite structure ternaire de I’inférence. Il est rare dans la
rédaction d’une démonstration qu’on retrouve explicitement toutes les régles d’inférence

invoquées. Tanguay (2005b, p. 58) ajoute :

Méme quand la structure de I’inférence est explicite, c’est ce que Duval (1995, p. 244)
appelle ['utilisation algorithmique de [’énoncé-tiers — la vérification que les prémisses
réunissent toutes les conditions d’application de la regle pour que se détache la
proposition inférée — qui est relégué a I'implicite par les contraintes rédactionnelles. Le
caractere opératoire des liens entre prémisses, énoncé-tiers [régles d’inférence] et
conclusion reste alors masqué pour I’éleve. Celui-ci ne pergoit que des relations
symétriques de proximité sémantique, entre les arguments retenus pour leur pertinence,
leur vérité et leur communauté thématique.




17

De plus, le travail qu’exige une démonstration est une autre raison d’étre de la confusion des
éléves. Démontrer n’est pas un travail linéaire. Cela demande des moments de réflexion, des
retours en arriére qui sont difficiles (voire impossible quand la démonstration est complexe) a

’oral, et nécessitent donc un travail essentiellement axé sur 1’écrit (Duval, 2001).

La compréhension de ce qu’est le raisonnement déductif ne peut pas se limiter & une
connaissance des théorémes et définitions. Les ¢étudiants doivent bien connaitre
conceptuellement les objets sur lesquels ils travaillent, ils doivent comprendre les relations
entre ces objets et les propositions les impliquant et, finalement, ils doivent articuler leur

discours selon les démarches du raisonnement.

Un obstacle que rencontrent Jes étudiants avec la démonstration est certainement causé par la
conception qu’ils en ont. Effectivement, ils n'ont pas une conception précise de ce qui
constitue une preuve mathématique. En effet, Weber (2001) mentionne que plusieurs
étudiants, méme a un niveau avancé, croient qu’un ou plusieurs exemples numériques sont
suffisants pour valider un théoréme ou une proposition. Nous croyons cependant que les
étudiants sont conscients qu’un ou plusieurs exemples ne constituent pas une démonstration
valide. Plutdt que de ne paé répondre a une question de démonstration, ils choisiront de
présenter quelques exemples pour montrer qu’ils comprennent 1’énoncé & démontrer. Weber
ajoute que d’autres étudiants croient qu’une démonstration sera valide seulement si elle est
présentée sous un format bien précis, ce que plusieurs chercheurs (par exemple Harel et
Sowder, 1998) appelle la conception « ritualiste » de la preuve. Dreyfus (1999) rapporte que
les conceptions des éléves et étudiants concernant la démonstration sont limitées et uniformes

puisque la plupart d’entre eux ne savent pas pourquoi ils doivent démontrer.

Une autre difficulté des étudiants réside dans I’application d’un théoréme. Ils peuvent
comprendre un théoréme ou une propriété et ne pas I’appliquer correctement. Comme bien
d’autres, Weber (op. cit.) relate que certains étudiants en algebre linéaire, qui cherchent a
appliquer certains théorémes, ne manipulent que des formules sans raisonner sur les symboles

qu’elles contiennent (obstacle du formalisme).
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« Evaluer la valeur de vérité d’un résultat mathématique, aussi simple soit-il, fait appel a une
activité cognitive complexe » (Epp, 2003, p. 886, traduction libre)’. Comme la logique ne fait
plus partie explicitement du programme du secondaire, I’utilisation des régles de logique se
fait, en partie, inconsciemment de la part des étudiants, ce qui selon nous peut largement
complexifier les taches de démonstration. En effet, Epp remarque que méme au niveau
universitaire, peu d’étudiants ont une compréhension sire des principes de la logique.
Lorsqu’ils doivent démontrer, il est difficile pour les étudiants de mener, par exemple, une
démonstration par I’absurde. Si un grand nombre d’étudiants savent mener correctement un
raisonnement par modus ponens’, un certain nombre d’entre eux ne peuvent utiliser
correctement le raisonnement par modus tollens’. De plus, un bon nombre affirmera que
lorsqu’on a le conséquent, on peut en déduire |’antécédent ou encore que de la négation de

I’antécédent, on en déduit la négation du conséquent’.

2.3 Formalisme et symbolisme en algébre linéaire

Depuis une vingtaine d’années, on peut avoir accés a des travaux de didactique portant sur
’algébre linéaire. Ceux-ci incluent, entre autres, les travaux de recherche de J.-L. Dorier
menés en France, de G. Harel aux Etats-Unis et de A. Sierpinska au Québec. Ces didacticiens
s’entendent sur la nature formalisatrice, généralisatrice et unificatrice de plusieurs des
concepts abordés en algébre linéaire, ceux-ci commandant par conséquent un niveau
d’abstraction causant plusieurs difficultés aux étudiants. Au collégial, le cours d’Algébre
linéaire et géométrie vectorielle est un des plus abstraits auxquels ils sont confrontés. Ils sont
amenés a traiter des expressions et symboles nouveaux, souvent introduits de maniére
implicite par [’enseignant. Celui-ci introduit ces objets mathématiques nouveaux en utilisant
d’emblée les symboles les représentant ou représentant leurs relations, sans se préoccuper

d’insister sur le choix de ces symboles. Pourtant, les manipulations sur les nouveaux objets se

* Evaluating the truth and falsity of even very simple mathematical statements involves complex
cognitive activity.

* Modus ponens : si p — q et p, alors on en déduit g.

® Modus tollens : si p — q et non-q, alors on en déduit non-p.

® Fausses conceptions des étudiants ; si p — q et g, alors on en déduit p etsip — g et non-p, alors on
en déduit non-q.
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constituent en de nouvelles algébres (algebre vectorielle et algébre matricielle) plus
complexes que l'algébre du secondaire. On remarque cette complexité lorsque les étudiants
produisent des résultats incohérents ou vides de sens. Dorier et al. (1997, p. 116) mentionnent

que :

Pour la majorité des étudiants [de 18 & 20 ans qui en sont a leur premier cours d’algebre
linéaire], 1’algébre linéaire n’est qu’un catalogue de notions tres abstraites qu’ils
n’arrivent pas a se représenter ; de plus, ils sont submergés sous une avalanche de mots
nouveaux, de symboles nouveaux, de définitions nouvelles et de théorémes nouveaux.

2.3.1 L’obstacle du formalisme

Les difficultés des étudiants en algébre linéaire relévent de ce que Dorier et al. appellent

« I’obstacle du formalisme ». Sierpinska ajoute :

L’obstacle du formalisme se manifeste chez les étudiants qui opérent sur la forme des
expressions, sans considérer ces expressions comme faisant référence a autre chose qu’a
elles-mémes. Un des symptdmes en est la confusion entre différentes catégories d’objets
mathématiques; par exemple, les ensembles sont traités comme des é€léments
d’ensembles, les transformations comme des vecteurs, les relations comme des équations,
les vecteurs comme des nombres, et ainsi de suite. L’obstacle du formalisme fait produire
aux ¢tudiants un discours qui a les apparences du discours utilisé par ’enseignant ou le
manuel. Pour étre efficaces en tant qu’étudiants, ceux-ci vont souvent développer des
automatismes. Un de ces automatismes est de construire une matrice et de la réduire a
chaque fois qu’ils le peuvent, quelle que soit la question qui leur est demandée
(Sierpinska et al., 1999, p. 12 ; trad. Tanguay, 2002b, p. 37).

L’insuffisance de sens contenu dans le Jangage mathématique formel peut, a raison, troubler
plusieurs étudiants. La pauvreté sémantique du langage formel le rend difficile & comprendre.
Il y a, en effet, une dualité évidente entre le langage épuré utilisé en mathématique, dont la
simplicité rend sa compréhension difficile et la structure complexe du langage courant qui le
rend facile & comprendre (Froger, 2003). Le formalisme mathématique si simplifié donne, a
tort, ’impression de se suffire a lui-méme. Or, « I’écriture formelle n’est pas en elle-méme
porteuse de la signification des lois qu’elle énonce et des objets qu’elle met en jeu » (Bloch et

al., 2006). Beaucoup d’éléves et étudiants trouvent les manipulations de symboles
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mathématiques difficiles & maitriser parce que, pour la majorité d’entre ceux-la, ils ne savent

pas ce qu’ils manipulent.

Particulierement, lors de la rédaction de démonstrations, les étudiants agencent élégamment
une suite de symboles sans réfléchir aux objets qu’ils représentent. Il existe un paradoxe lors
de P’introduction d’une nouvelle algébre (par exemple I’algébre de 2° secondaire, 1’algebre
vectorielle de 5° secondaire ou I’algébre matricielle vue au cégep) que nous appelons le
« paradoxe de I’apprentissage de 1’algebre ». Dorier (1997, p. 106) écrit : « I faut pouvoir
travailler sur des équations en oubliant momentanément ce qu’elles représentent mais en
sachant y revenir quand besoin est [...] ». Nous poussons cette réflexion plus loin en relevant
un véritable paradoxe: on accepte de confier a toute nouvelle algébre une partie du
raisonnement, au profit de calculs plus automatisés et d'une « algorithmisation » des
démarches, qui doivent en principe permettre une plus grande efficacit¢ dans celles-ci.
Cependant, cette dévolution entraine alors des pertes de contrdle et de sens. Un exemple
simple en algébre du secondaire : il arrive que, par des calculs algébriques, on obtienne
x =17,54 comme solution d’une équation a une inconnue. Si x représente une quantité entiere,
un réajustement est alors nécessaire pour conclure que la solution est 7 ou 8, dépendamment
de ce qui est cherché. Mais I’éléve qui a complétement dévolu sa démarche au profit du

calcul pourrait ne pas faire ce réajustement, et donner 7,54 comme réponse !

Le passage de I’arithmétique a ’algébre au secondaire se prépare longuement. D’abord
I’arithmétique du début secondaire (chaines d’opérations, traduction d’énoncé en une
expression arithmétique, etc.) ressemble de plus en plus a de I’algebre. De plus, une
progression de « pré-symboles » est présentée aux enfants. On manipule des jetons de
couleurs, on reproduit picturalement les objets concernés, on utilise les cases vides a titre
d’inconnues et finalement, on introduit la lettre en deuxiéme secondaire. Le niveau
d’abstraction nécessaire peut alors &tre atteint par plusieurs puisqu’il découle d’une longue
évolution. S’il est souhaitable que le symbolisme intervienne lorsque les étudiants
commencent & manipuler et calculer avec des vecteurs, le degré d’abstraction est trés vite
haussé et particulierement difficile & atteindre. D’abord, parce que le registre de

représentation le plus concret de I’objet « vecteur » — la fléche dessinée dans un plan — ne
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se préte pas du tout a des manipulations symboliques. Le plus grand degré d’abstraction du
vecteur représenté tient a plus qu’au simple fait que le registre de la représentation « fleche »
soit plus visuel : toute autre fléche de mémes longueur, direction et sens représentera en effet
le méme vecteur. De plus, la coordination des différentes représentations de ]’objet
« vecteur » est complexe : une fléche dessinée dans un croquis, une lettre minuscule
surmontée ou non par une fléche, deux lettres majuscules surmontées d’une fléche, une
chaine de nombres réels entre parentheses, une description du vecteur en langage naturel
(Tanguay, 2002b). Egalement, on présente aux étudiants les nouveaux objets (vecteurs,
matrices) et les symboles associés, croyant que c’est en les manipulant que les étudiants
s’approprieront ce qu’ils représentent. Cependant, si les étudiants n’ont pas une connaissance
convenable de ce qui est symbolisé, les manipulations restent alors vide de sens. Les travaux
de Duval (1993) semblent suggérer qu’un travail de conversion entre les différents registres

permet de casser ce cercle vicieux.

D’autant plus que, méme si le vocabulaire et certains symboles sont nouveaux, la plupart des
symboles attribués aux objets nouvellement introduits ont des significations propres dans
d’autres cadres plus familiers. Les régles de manipulation peuvent alors interférer avec les
régles propres a d’autres cadres. Par exemple, des régles empruntées a un cadre algébrique
standard (comme la commutativité de la multiplication) seront utilisées, a tort, dans un cadre
d’algébre matricielle. En algebre lin€aire, certains symboles — par exemples, le symbole
d’addition, la multiplication par les scalaires, toujours & gauche, par juxtaposition, I’opposé
additif, les derni¢res lettres de I’alphabet pour les variables et les premiéres pour les
constantes — se retrouvent dans les quatre cadres (géométrie vectorielle, matrices, systéme
d’équations linéaires et espaces vectoriels abstraits) et souvent, un méme symbole peut avoir
une signification dans un autre cadre ¢éloigné (cadre algébrique, arithmétique,

géométrique, ...).
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D’un autre cdté, les étudiants peuvent étre dans le nouveau cadre mais ils sont incapables
d’en sortir pour aller vers des cadres qu’ils maitrisent mieux. Les difficultés sont alors d’une

autre nature :

L’absence de référence a un autre cadre limite les changements de cadres, parfois
difficiles a gérer, mais du méme coup, les moyens de contrdle ainsi que les possibilités de
prise de sens sont d’autant plus restreints. Ainsi, si la tdche est de nature conceptuelle et
s’il n’y a pas d’algorithme ou de méthode classique pour s’en sortir, les dérapages et les
pertes de sens sont fréquents, donnant lieu & des propos apparemment incohérents ou
absurdes. (Dorier 1997, p.119)

2.3.2 Les registres de représentation

S’il est fréquent en algébre linéaire de représenter plusieurs objets par un méme symbole
(exemple : une lettre majuscule représentera tantdt une matrice, tantét un espace vectoriel,
tantdt une transformation linéaire...), le méme objet peut aussi étre représenté par différents

symboles.

Tableau 2.1

Les quatre cadres en algebre linéaire et leurs registres de représentation

Cadre des matrices

Représentations d’une matrice

an  ap 4 a b
Le tableau de nombre (ou de variables), par exemple :| a,, a,, a,; | ou { :[
- c d

a3 dz  dss

La lettre majuscule, par exemple : 4
La lettre minuscule double indicée entre parentheses ou entre crochets, par exemple : (a;)

Des données introduites discursivement dans un probléme contextualisé, et donnant lieu & une
organisation en tableau.
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Cadre de Ia géométrie vectorielle

Représentations d’un vecteur

Une fléche dessinée dans un croquis, par exemple : ——
Une lettre minuscule surmontée ou non par une fléche, par exemple : v ou v
Deux lettres majuscules surmontées d’une fléche, par exemple : 4B

. . 5 3
Une chaine de nombres réels entre parenthéses, par exemple : (a, b, ¢) dans R~ ou

(x),%,,...,%, ) dans R".

Dans certains contextes, une description du vecteur en langage naturel, par exemple : le vent
souffle selon une direction faisant 35° avec le Nord, vers I’Est, & une vitesse de 40 km/h.

Cadre des systémes d’équations linéaires

Représentations d’un systéme d’équations linéaires

D’un systéeme d’équations :
Une description du systéme en langage naturel dans un probléme contextualisé.

a X, +a2x2 +a,xy =

Des équations, par exemple : <b,x; +b,x, +byx; = ¢4

3 S 7 x 5
Utilisation de matrices, par exemple : | 4 3 9 (e y|=| 12 |ouencore: AX =B
7/10 11 4/5 z 5/8

Cadre des espaces vectoriels abstraits

Représentations propres a I’espace vectoriel considéré (vecteurs de R” , matrices, polyndmes,
fonctions, etc.)

Représentation abstraite, par ex : soit v € V', un vecteur dans I’espace vectoriel ¥ de
dimension finie ».
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Selon Duval (1993), chaque registre de représentation, comme ceux ci-dessus, a ses propres
régles et caractéristiques. La conversion entre registre de représentation, c’est-a-dire « la
transformation d’une représentation en représentation d’un autre registre en conservant la
totalit¢ ou une partie seulement du contenu de la représentation initiale » (p. 42), est une
activité qui se dissocie cognitivement de celle du traitement. En effet, pour faire la
conversion entre les registres, 1’étudiant doit avoir percu la différence entre le sens qu’il
attribue a ’objet et les références a cet objet via ses représentations symboliques. La maniere
d’opérer sur ces symboles differe d’un registre a I’autre mais les symboles utilisés dans
différents registres représentent le méme objet mathématique. L’étudiant doit pouvoir
reconnaitre le méme objet & travers ses différentes représentations. Duval affirme qu’on a
besoin de faire fonctionner différents registres de représentation et d’arriver a une
coordination entre ces registres pour arriver a conceptualiser ce qu’on manipule. Cependant,
une représentation est toujours, d’un point de vue cognitif, incompléte par rapport a I’objet
qu’elle représente. Il existe un paradoxe, celui que Duval (1993, p. 38) appelle le paradoxe
cognitif de la pensée mathématique : « d’une part, I’appréhension des objets mathématiques
ne peut étre qu’une appréhension conceptuelle et, d’autre part, ¢’est seulement par le moyen

de représentations sémiotiques qu’une activité sur des objets mathématiques est possible ».

Par exemple, en algebre linéaire, les symboles utilisés sont trés épurés et contiennent

beaucoup d’information implicite. Lorsqu’on écrit I’objet matrice sous cette forme :

a,  ayp a,
a4y Ay

a,.j ?
A D

les indices doubles ont deux fonctions qui peuvent interférer chez les étudiants. D’un c6té, ils

représentent I’adresse du nombre : g, est place a la premiere ligne et a la premiére colonne,

a, esta l’intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne. Les indices doubles servent

aussi a différencier les variables de sorte que les nombres a,, et a,, peuvent étre distincts.

On ne peut évidemment pas se référer uniquement a la lettre @ comme représentant la valeur
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de la variable. En transposant la matrice, il y a une grande perte d’information
dépendamment de la maniére d’écrire cette matrice. Voici ce qu’on retrouve souvent dans les

copies d’étudiants en algebre linéaire :

T a“ a21 aml
a, a,
a, dy
ay 4y _ 4
= ;
a;
a [4)
ml mn
a, .. .. a,

Ici, ’information en terme de valeur est gardée mais celle en terme d’adresse est perturbée
3 3

puisque dans la matrice transposée, le symbole a; est maintenant affecté a I’élément

d’adresse ji. L’information concernant la dimension de la matrice est aussi brouillée.
Autrement dit, si I’éléve décide de préserver I’information quant a la valeur des variables, il
perd alors I’information concernant |’adresse des éléments. S’il choisit de garder
I’information relative a ’adresse des éléments, les indications concernant la valeur des

¢léments (en lien avec la matrice initiale) sont perdues.

Egalement, en utilisant la lettre majuscule pour symboliser une matrice, on fait référence, a
travers ce symbole unique, & un tableau de nombres. Il est difficile, pour les étudiants,
d’accepter qu’une seule lettre représente un tableau de nombres. Les glissements vers

d’autres cadres sont alors possibles.

Tanguay (2002b), comme d’autres chercheurs tels Alves Dias (1995) ou Sierpinska (1999),
rapporte que les objets mathématiques se construisent non seulement a travers leurs différents
registres de représentation sémiotique ou a travers différents cadres, mais aussi, lorsque
I’¢éléve parvient a les dissocier de leurs représentations. I faut alors que 1’éléve puisse

reconnaitre 1’objet mathématique sous ses différentes représentations.

Dans ’exercice de démontrer, I’éleve ou I’étudiant est amené a manipuler les objets

mathématiques sous différents registres. Parfois, il doit changer de registre a I’intérieur méme
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de la démonstration pour la mener a terme. Sans avoir dissocié I’objet de sa représentation, il

devient encore plus difficile de passer d’un registre a ’autre & I’intérieur d’une méme tache.



CHAPITRE III

METHODOLOGIE

3.1 Description globale

Nous avons mentionné précédemment que les professeurs de Cégep trouvent que la
préparation des éléves qui arrivent du secondaire est déficiente ; particuliérement en algebre
linéaire, en ce qui concerne la rigueur mathématique, la démonstration et le traitement du
symbolisme. Par conséquent, notre visée est de mesurer la complexité des tAches données
aux étudiants dans le cours d’Algebre linéaire et géométrie vectorielle au collégial, et a
travers lesquelles le raisonnement hypothético-déductif est sollicité. Nous allons ensuite
évaluer la préparation que les étudiants ont regue a travers les cours de quatriéme et
cinquiéme secondaires. Pour Robert (1998) comme pour nous, les taches sont les énoncés
d’exercices ou de problémes. Lorsque nous parlerons d’activités, cela signifiera plutdt les

actions des étudiants (parfois souhaitées, parfois prévues) pour résoudre une tiche donnée.

3.1.1 Les taches choisies

Notre premiére intention, dans le choix des tiches de démonstration, €tait de sélectionner un
manuel! scolaire utilisé par plusieurs enseignants d’algebre linéaire et d’évaluer la complexité
des tiches proposées par ce manuel. Cette idée a rapidement été rejetée puisque les
enseignants demandent rarement a leurs étudiants de faire systématiquement toutes les tiches
d’un manuel, ils en sélectionnent plutdt parmj celles proposées. Egalement, les enseignants

ont accés a plusieurs autres sources et ont ainsi la possibilité de proposer d’autres tiches.
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Pour ces raisons, nous avons préféré demander a une enseignante du cours d’Algébre linéaire
et géométrie vectorielle®, du collége de Maisonneuve a Montréal, de nous transmettre, tout au
long de la session d’hiver 2006, toutes les tdches (de démonstration ou non) soumises aux
étudiants, que ce soit a titre d’exercice’, de devoir ou d’examen. Pour nous permettre une
meilleure analyse de la complexité des tiches en lien avec la préparation des étudiants, nous

lui avons aussi demandé une planification de chacun des cours dispensés.

Ce choix méthodologique permet, selon nous, de mieux répondre a la problématique soulevée
et aux objectifs de recherche que nous avons établis puisque nous suivons ainsi le parcours
réel d’étudiants du collégial. En effet, le premier scénario ne nous aurait pas permis de
prendre en considération le réle de I’enseignant dans le choix des tdches données aux
étudiants. De plus, la matiére couverte par un livre dépasse, parfois largement, la matiére
couverte par I’enseignant. Pour que I’analyse de la préparation soit plus juste, il était
important de prendre en compte la matiére réellement couverte par un enseignant du

collégial.

Finalement, les étudiants du programme DEC intégré doivent satisfaire des exigences
d’admission plus importantes que les €tudiants des programmes réguliers. On qualifie
généralement ces étudiants comme étant particulierement doués. En ce sens, les erreurs

pouvant étre relevées dans leurs productions seront a fortiori présentes dans les productions

d’étudiants des programmes réguliers de sciences. Ainsi, ce que nous qualifierons comme

complexe pour ces étudiants dans I’analyse des taches, sera d’autant plus complexe pour des

étudiants d’un parcours standard.

¢ Cours de sigle MATH-704, donné au Collége de Maisonneuve & I’hiver 2006. 11 s’agit du cours
d’Algebre linéaire et géométrie vectorielle du programme DEC intégré. Voir § 3.3.2 pour plus de
détails.

7 Toutes les taches données en exercices proviennent du livre Ste-Marie, Monique, Algébre
vectorielle . une approche linéaire. Editions PointCarré, Montréal, 1994.
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3.1.2 Evaluation de la complexité des taches

Pour déterminer la difficulté des tiches soumises aux étudiants, nous utilisons des questions
d’analyse élaborées par Robert (1998). Par la suite, nous jugeons de la pertinence et de la
validité de ces questions en menant, d’abord, une analyse de la complexité de deux tiches et
ensuite, en analysant des productions d’étudiants fournies en réponse a ces tiches. C’est ce
que nous appelons I’analyse diagnostique. A la lumiére de cette analyse diagnostique, des
modifications sont nécessaires et nous ajustons les questions et en ajoutons d’autres pour

permettre une analyse des taches plus juste et plus nuancée.

3.1.3 Evaluation de la préparation des étudiants

C’est a travers une analyse des programmes de quatriéme et cinquiéme secondaires, du
programme actuel et du programme présentement en implantation que nous déterminons, par
la suite, si les formations préalables et actuelles sont en continuité ou en rupture. D’un point
de vue méthodologique, il aurait été profitable d’évaluer la préparation au secondaire de la
méme maniere que ce qui a été fait par nous pour le collégial dans le cadre de ce mémoire.
Egalement, nous aurions pu consulter des manuels utilisés au secondaire ou analyser
concrétement les tdches de démonstrations préparées par des enseignants du secondaire.
Cependant, pour des raisons pratiques, faire une analyse des tiches du secondaire comme
celle faite pour le collégial nous a semblé un travail trop considérable compte tenu qu’il ne
s’agit que d’un mémoire de maitrise. Aussi, comme le « nouveau programme » est en voie
d’implantation, aucun manuel n’est encore disponible et aucun enseignant n’enseigne selon

cette réforme. L’étude du programme est donc notre seule possibilité.

3.2 Elaboration des questions pour I’analyse des taches

Pour élaborer nos questions d’analyse des taches, nous nous inspirons fortement de questions
d’analyse proposées par Robert (1998) qu’elle sépare en six axes, mais que nous avons
préféré regrouper en trois axes. D’abord, nous situons globalement le sujet mathématique

dans lequel s’insére la tdche proposée. Nous allons ensuite analyser la complexité de chaque
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tdche donnée aux étudiants selon la maniere dont elle est énoncée et finalement, I’analyse est
faite a travers les activités attendues des étudiants. Nous entendons par « activités attendues »

les activités souhaitées idéalement de la part des étudiants.

3.2.1 La description globale de la situation

II nous semble important, avant toute analyse, de décrire le contexte mathématique global
dans lequel prennent place les notions impliquées dans les taches présentées aux étudiants.
Voici les questions suggérées par Robert, que nous avons retenues pour cette description :

- Quels sont les savoirs a mettre en fonctionnement ?

- Les notions apparaissent-elles comme outils ou comme objets ?

- Quels sont les cadres, les registres mis en fonctionnement ou qui pourraient

I’étre ?
- Est-ce une notion déja vue ou nouvelle ? Si la notion est nouvelle, quel est le

niveau de conceptualisation ?

Nous considérons comme nouvelles les notions présentées en cours pour la premiére fois. Par
exemple, lorsque les étudiants sont introduits aux matrices et aux opérations sur les matrices
dans les premiers cours, toutes les tAches en lien avec ces nouveaux apprentissages portent,
pour nous, sur des notions nouvelles. Si, & un autre moment du cours, les étudiants doivent
utiliser ces apprentissages, nous indiquerons alors que les notions sont connues. Nous

mentionnerons explicitement lorsque les notions connues auront été vues au secondaire.

En ce qui a trait au niveau de conceptualisation, Robert reprend succinctement ce qui a été

écrit par Dorier et al. (1997). Elle emprunte I’exemple suivant :

Par exemple, [...], la recherche des carrés magiques a coefficients réels d’ordre 3 peut se
faire élémentairement, en résolvant un systeme d’équations réelles. On peut se placer
dans la théorie des espaces vectoriels et montrer que ’ensemble cherché est un espace de
dimension 3, puis en exhiber une base : on a changé de niveau de conceptualisation entre
ces deux modes de résolution (Robert, 1998, p. 164).
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C’est le sens proposé par Douady (1986) qu’il faut ici attribuer aux termes outil, objet et
cadre. Quant a registre, Robert se référe aux travaux de Duval (1993) concernant les registres

de représentations sémiotiques.

Pour Douady (1986), un concept est un outil lorsque c’est l'usage qu’on en fait pour résoudre
un probléme qui retient notre attention. Lorsqu’il est décontextualisé, généralisé et que ’on
s’intéresse & la conceptualisation de cet outil, ce dernier prend alors le statut d’objet. Par
exemple, lorsque les étudiants utilisent les propriétés des matrices pour résoudre un systéme
d’équations linéaires, la matrice est vue comme un outil. S’ils étudient les propriétés des
matrices et les propriétés des opérations faites sur les matrices, les étudiants travaillent alors

’objet matrice.

Les objets associés a un domaine des mathématiques, les relations entre ces objets, les
formulations et les images mentales que générent ces objets et relations forment ce que
Douady (op. cit., p. 11) appelle un cadre. En algebre linéaire, nous avons distingué quatre
cadres : ce sont ceux des matrices, de la géométrie vectorielle, des systéemes d’équations
linéaires et des espaces vectoriels abstraits. Un changement de cadres est alors un

réaménagement et une reformulation des relations et objets.

Chaque cadre posséde plusieurs registres de représentation des objets qu’il met en jeu. Ces
représentations issues de divers registres servent non seulement & la communication mais
elles sont aussi nécessaires a I’activité cognitive de la pensée. Selon Duval (1993), elles
jouent trois réles. D’abord, un réle d’intériorisation, les représentations sémiotiques
permettant le développement des représentations mentales. Egalement, il leur attribue un réle
d’ « accomplissement de différentes fonctions cognitives » (p. 39) comme I’objectivation et
le traitement. Finalement, elles jouent un réle dans la production de connaissances puisque
I’évolution de systemes sémiotiques de plus en plus spécifiques permet le développement des

sciences en général.
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Duval (1996) explique ce qui différencie cadre et registre :

Un registre se détermine par rapport & un systéme sémiotique permettant de remplir les
trois fonctions cognitives fondamentales. Un cadre se détermine par rapport a des objets
théoriques, en I’occurrence des objets mathématiques. Il peut y avoir changement de
cadre sans changement de registre et changement de registre sans changement de cadre,
car un cadre peut exiger la mobilisation de plusieurs registres (p. 357).

3.2.2 L’analyse de la tiche

Cette analyse fondamentalement mathématique ne prend pas en compte les activités des

étudiants. Voyons les questions, toujours suggérées par Robert, retenues pour cette analyse :

Y a-t-il des étapes ? Les questions sont-elles liées ou indépendantes ?

La question est-elle ouverte ?

Une méthode, une représentation, un cadre ou un registre sont-ils indiqués ?
Si oui, lesquels ?

Quel est e degré de décontextualisation de la tdche ?

Quels types de raisonnement sont en jeu ?

Quel est le réle spécifique du formalisme dans la démonstration ?

Sur quoi porte I’énoncé (résultat, méthode, démarche) ?

Y a-t-il des éléments implicites dans I’énoncé, notamment au niveau de
problémes d’existence ou d’unicité, par exemple des quantificateurs cachés,

ou sur ce qui est a justifier ?

A ce questionnement, nous ajoutons les difficultés plus généralement liées aux structures

déductives, de plus en plus complexes (cf. par ex. Tanguay, 2005a) :

La structure de la démonstration est-elle complexe (arbre plutdét que chaine

d’inférences, raisonnement par I’absurde, par cas ou par contraposition) ?

Nous émettons évidemment I’hypothése que plus la structure d’une démonstration est

complexe, plus la tiche est difficile.
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3.2.3 L’analyse des activités attendues des étudiants

La troisiéme série de questions d’analyse porte sur les activités attendues idéalement des

étudiants. Comme nous |’avons mentionné, cette analyse est en terme d’activités souhaitées

de la part des étudiants, ce qu’on attend d’eux. En plus de la mise en fonctionnement des

connaissances des étudiants, nous considérons les nouvelles pratiques attendues décrites

précédemment (voir § 2.1.1). Les questions retenues pour cette analyse sont :

Quel est le niveau de fonctionnement visé (technique, mobilisable,
disponible; voir ci-dessous) ?

Pour entrer dans la tiche y a-t-il lieu de reconnaitre (un type de problémes,
de justifications, d’informations), de conjecturer, de modéliser, de faire des
mises en relations, d’interpréter, de changer de cadres ou de registres, de
point de vue — mathématique ou autres ?

Faut-il choisir une méthode, un outil ?

Quels théorémes ou raisonnement appliquer ?

Y a-t-il lieu d’introduire des étapes ?

Y a-t-il & développer plusieurs arguments a la fois, a gérer plusieurs variables
a la fois ?

Y a-t-il des arguments a appliquer plus d’une fois ?

Y a-t-il un changement de point de vue 4 introduire (sans indication) ?

Y a-t-il des modifications a faire, des transformations ?

Faut-il introduire quelque chose (un objet intermédiaire, un nom, un
formalisme, une notation) ?

Une quantification est-elle & prendre en compte ou a repérer ?

Y a-t-il un nouveau symbolisme a gérer ?

La mise en fonctionnement des connaissances des étudiants peut différer selon la tiche

demandée et selon ce qui a été préalablement fait en classe. Robert (1998) subdivise en trois

niveaux de fonctionnement ce qui est visé par la tiche. D’abord le niveau technique, « il
>

s’agit donc de contextualisations simples, locales, sans étapes, sans travail préliminaire de

reconnaissance, sans adaptations » (p. 165). Le concept est alors utilisé comme outil.
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Ensuite, Robert présente le niveau des connaissances mobilisables : il y a encore certaines
indications, mais une adaptation des connaissances de I’étudiant au contexte particulier est

nécessaire. Par exemple, lorsqu’il faut reconnaitre [’application d’une reégle, comme
(AB)" = B" A", sous une nouvelle forme telle que (4BC)" =C7(BA)". L’étudiant doit

reconnaitre 45 comme étant une matrice.

Finalement, le niveau des comnaissances disponibles correspond a savoir résoudre le
probléme sans indication. L’étudiant doit trouver lui-méme les connaissances dont il a

besoin pour résoudre la situation.

En termes d’analyse des tdches, cette dimension est importante puisque la complexité d’une
tdche dépend fortement du niveau de mise en fonctionnement des connaissances des

étudiants.

3.3 Analyse diagnostique

Nous allons vérifier la pertinence des questions soulevées d’abord par I’analyse de deux
taches et ensuite, nous allons valider cette premiére analyse par I’examen de productions
d’étudiants. Nous pourrons alors constater s’il y a cohérence entre ’identification du niveau
de complexité des tiches a l’aide de notre questionnement et la complexité réellement
dégagée par ’analyse des productions. Nous allons par la suite apporter les changements

nécessaires a notre questionnement pour qu’il soit le plus efficace possible.

3.3.1 Les deux taches et leur analyse a priori

Les taches que nous avons choisies pour ’analyse diagnostique ont été prises dans un
premier devoir élaboré par I’enseignante. Trois des quatre questions du devoir sont en lien
avec la démonstration. Nous évaluerons donc la complexité de deux de ces tiches. Par
I’analyse de productions d’étudiants, nous pourrons ensuite juger de la validité des questions

d’analyse utilisées.
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Tache 1
Soit A, une matrice inversible. En utilisant la définition® d'une matrice inverse,
montrer que
@) (A7) = @)’
b) (kd) ™ = (1/k) 47"

Démonstration
Compte tenu de la consigne, de ce que nous connaissons des notes de cours et des résultats
couverts au moment ou la tdche a été soumise, nous avangons que les démonstrations

attendues pour les Questions 1a et 1b auraient dii ressembler a ceci :

1. a) A montrer : A =

. , . Z . - . . T X
Selon les notations établies en cours, (47)” désigne I’inverse de la matrice 4°. Si nous
parvenons & montrer que (4™)" est aussi I’inverse de 4", ¢’est-a-dire que la multiplication de
ces deux matrices donne bien I’identité, par unicité de I’inverse d’une matrice carrée, nous

aurons que (4 =@y,

Vérifions :
AN A" =4y par la propriété de la transposition d’un produit,
= par définition de I’inverse d’une matrice donnée,
=] car la matrice identité est symétrique.

On vérifie de la méme fagon’ que A" (4™ =1.

Donc, (A7) est bien I’inverse de 47, ce qui démontre que AN =

¥ Souligné dans le texte fourni par I’enseignante aux étudiants.

? Un des évaluateurs du mémoire a suggéré de faire une place dans notre analyse aux énoncés du type
« on vérifie de la méme fagon... ». De tels éléments « méta-logiques » seraient certainement 4 prendre
en compte dans la grille d’analyse d’un éventuel travail de plus grande envergure, par exemple une
thése doctorale.
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1. b) A montrer : (k4)" = (1/k) 4™

Selon les notations établies en cours, (k4)™' désigne I’inverse de la matrice k4. Si nous
parvenons a montrer que (1/k)4™" est aussi I’inverse de k4, c’est-a-dire que la multiplication
de ces deux matrices donne bien I’identité, par unicité de I’inverse d’une matrice carrée, nous

aurons que (k4)™" = (1/k) A"

Vérifions :
(1/ky A kd= (1/k)k A' 4 par la propriété (rX)Y = r(XY) = X(rY),
=117 par la définition de I’inverse d’une matrice.
=]

On vérifie de la méme fagon que kA (1/k) 4™ =1.
Donc, (1/k)A™" est bien I’inverse de k4, ce qui démontre que (k4)™ = (1/k) A™".

Description globale de la situation

e Les savoirs a mettre en fonctionnement consistent & opérer sur les matrices, a connaitre et
manipuler les matrices inverses et transposées et a démontrer.

¢ Les matrices sont étudiées en tant qu’objet ayant certaines propriétés.

e Nous sommes et restons tout au long de la démonstration dans le cadre des matrices et le
registre de représentation est la lettre majuscule. Il n’y a aucun changement de cadre ni
changement de registre a faire pour mener a bien la démonstration.

e Les matrices n’ont jamais été présentées aux étudiants avant le cours d” Algebre linéaire

et géométrie vectorielle. Il s’agit d’un savoir nouvellement introduit.

Analyse de la tache

e Les deux questions portent sur ]’unicité de la matrice inverse, mais sont indépendantes.

e Les questions sont fermées, nous savons que les égalités a démontrer sont vraies.

e Une méthode est imposée, I’étudiant doit utiliser la définition'® de matrice inverse et

ainsi, rester dans le registre de représentation qui est celui de I’énoncé de la question.

' Rappelons que le mot définition était souligné dans 1’énoncé.
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Le role du formalisme est important. D’abord, les matrices impliquées ne sont pas
n’importe quelles matrices, il s’agit des matrices inverses et transposées. Les symboles
associés sont donc trés importants.

I.”énoncé porte sur un résultat,

La structure déductive n’est pas particulicrement complexe. Les graphes des
démonstrations peuvent €tre représentés par des chaines, qui sont en fait prises en charge

par le « calcul ».

L’analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de fonctionnement visé est mobilisable, puisque les étudiants ont vu la
définition de matrice inverse mais ils doivent maintenant la reconnaitre sous une autre
forme. Aussi, une propriété de la multiplication des matrices transposées est & utiliser avec
une matrice et son inverse. Encore une fois, il s’agit de reconnaitre la propriété sous une
forme distincte de celle ou elle avait été énoncee.

Il n’y a pas de changement de cadre ou de registre de représentation a effectuer dans la
mesure ou le cadre est celui de 1’algébre matricielle et ol la consigne impose un registre
précis, qui est celui de 1’énoncé, avec les matrices désignées par des majuscules.

Il y a bien une pluralité d’arguments a coordonner, mais elle est relativement restreinte :
définition et unicité de I’inverse, propriété de la transposition d’un produit, propriété de la
multiplication d’une matrice par un scalaire, symétrie de I’ identité.

1l n’y a pas d’arguments & appliquer a répétition, il n’y a pas d’information a sélectionner
dans les résultats invoqués.

Il n’y a pas de quantification implicite & repérer (sinon que de comprendre que la

démonstration doit étre valable pour toute matrice carrée inversible).

Méme s’il s’agit effectivement d’un type de démonstration assez éloigné de ce a quoi les

étudiants sont habitués, de prime abord, on aurait donc tendance a évaluer cette tiche comme

relativement simple. Nous verrons bientét comment ’analyse de productions d’étudiants en

rapport avec cette tiche nous aménera a nuancer cette premiére évaluation. On peut par

ailleurs penser qu’a travers cette tiche, le professeur visait un travail de mise en

fonctionnement des reégles et définitions (liées aux produit, inverse, neutre, transposition,
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dans le cadre de I’algebre matricielle), comme le suggere d’ailleurs la consigne. Donc en ce

sens, la tiche ne vise pas exclusivement un travail sur la démonstration.

La tache 2

Il m’arrive régulierement de rencontrer sur les copies d’examens d’étudiants des
expressions de leur propre intuition pour cof (A™) ou cof (A™"). Mais que valent

vraiment ces expressions ?

a) Montrer que cof (AT)=(cof A)". Pour ce faire, développer une expression pour

[’élément ij de la premiére matrice et comparer avec une expression pour l'élément ij

de la deuxieme matrice.

Démonstration

Selon les indications dans la question, la démonstration aurait dii ressembler a celle-ci :

(cof(AT)),.j = (=)™ det(min,.j(AT)) Définition de la matrice des cofacteurs, ou

minU.(AT)désigne la matrice obtenue de A’ en enlevant sa i-iéme ligne et sa j-idme

colonne.

(N : T\WT : . . . s

= (=1)""/ det(min, (4")) invariance du déterminant par transposition,

= (-1 det(minj, (A)) car (41" = 4, et cacher la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de
A" revient & cacher la j-iéme ligne et la i-iéme colonne de 4,

=(cof (4 ), définition de la matrice des cofacteurs,
T P .
= ((cof (4)) )i définition de la transposition.

Comme c’est vrai pour tout i et /, on conclut que cof (47) = (cof(A))T.
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Description globale de la situation

Les savoirs a mettre en fonctionnement sont la définition de la matrice des cofacteurs
(qui implique celle de déterminant et de mineur) et I’invariance du déterminant par
transposition.

La démonstration est un outil permettant [’étude des objets matrice, déterminant, et de
leurs propriétés.

Il n’y a pas de changement de cadre ni de registre.

Il s’agit d’une notion nouvellement introduite dont le niveau de conceptualisation est

élevé.

L’analyse de la tache

La question est fermée, on sait que 1’égalité a montrer est vraie.

Une méthode est indiquée : « Pour ce faire, développer une expression pour |’élément ij
de la premiére matrice et comparer avec une expression pour I’élément Jj de la deuxiéme
matrice ».

Le formalisme joue un réle important puisqu’il s’agit d’une démonstration et qu’on
demande de travailler sur un élément générique. Il faut pouvoir manipuler les indices et
les définitions correctement,

L’énoncé porte sur un résultat.

[In’y a pas d’élément implicite dans I’énoncé.

L’analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement aurait pu étre celui des connaissances disponibles,
mais comme il y a une indication sur la maniere de mener la preuve, nous jugeons que le
niveau est plutdt mobilisable.

11 s’agit d’un nouveau type de démonstration pour les étudiants puisqu’une analyse de la
situation est nécessaire au-dela de la rédaction de la preuve. Les objets impliqués dans la
preuve sont plus complexes que les symboles pouvant les représenter, un temps de
réflexion est nécessaire afin de se représenter mentalement et de valider chaque étape.

Un nombre assez limité d’arguments est 4 organiser : définition de matrice des cofacteurs

(de déterminant et de mineur), définition de matrice transposée et la propriété stipulant
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que le déterminant reste invariant par transposition. Ce dernier argument est 1’élément
central de la preuve. Egalement, le lien entre un mineur et celui de la transposée.

e [In’y apas d’arguments a appliquer a répétition, il n’y a pas d’information a sélectionner
dans les résultats invoqués.

s Il n’y a pas de changement de cadres a effectuer, mais le registre peut changer. Pour
mener la démonstration a terme, il faut manipuler les indices puisqu’on demande de
prouver pour un élément générique ij de la matrice.

e Il n’y a pas de quantification implicite & repérer (sinon que de comprendre que la

démonstration doit étre valable pour tous les éléments de la matrice).

11 s’agit encore une fois d’un type de démonstration éloignée de ce a quoi les étudiants sont
habitués, mais comme une méthode est indiquée, on pourrait évaluer cette tAiche comme étant

plus difficile que la tache 1.

3.3.2 Analyse des productions

Les participants

Les productions d’étudiants ont été recueillies dans le cadre d’un cours de sigle MATH-704,
donné au Collége de Maisonneuve & I’hiver 2006. Il s’agit du cours d’Algébre linéaire et
géométrie vectorielle du programme DEC intégré. Celui-ci offre une formation en sciences,
lettres et arts permettant aux étudiants de poursuivre leurs études dans presque n’importe quel
domaine a I'université. Les étudiants qui le suivent sont, en principe, académiquement forts,
puisque le programme accepte, un nombre limité de candidats. Le cours d’Algebre linéaire et
géométrie vectorielle est sensiblement le méme que celui offert dans le programme de
Sciences de la nature, mais se donne en 60 heures plutdt qu’en 75 heures. Les participants de
notre recherche en étaient a leur quatriéme session au Cégep et avaient complété les cours de
Calcul différentiel et de Calcul intégral. Le groupe comptait 26 étudiants. Nous avons pu
obtenir les 21 copies remises pour le premier devoir, élaboré et soumis par le professeur en
charge du cours. Nous avons utilisé 11 & 12 des 21 copies (selon les questions) pour faire
I’analyse, rejetant celles que la reproduction avait rendu difficilement lisibles. Nous

présentons de 4 a S copies d’étudiants pour chaque tiche.
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Pour préserver I’anonymat des étudiants, nous avons recopié¢ leurs productions en prenant
soin de reproduire les disposition et graphie telles quelles. Nous avons ajouté des lignes

numérotées pour faciliter le repérage dans la production.

Tache 1a
Premiére production
Buustion L (Mateice invecse - défnition )
Ligoe | @ (A7) = (a)"
Mew? _ Joit B une matrice carée r%m;frc,dbmtm n_
Elgsse 3 AR =T J(,,(: matnw vnverse —
Ligue 4 ipat = L déf. matrice idenh' ¥ o

Ligne § [ATAN 1887 T déf de la matrce caverse
Ligonik (AT(A"}Dpa- - I [foi_exposant.) s
Ligne 7 AT(R4)TT =T del. de la matrice inverse

A
g ()7 = @)
)T = ()

Ligne?

Analyse de la premiére production
L’étudiant’' fait montre d’une conception ritualiste de la preuve :

o On part de la définition (I’étudiant interpréte la consigne « En utilisant la
définition d’une matrice inverse, montrer que ... » comme une indication de ce
avec quoi il doit partir).

e  On manipule.

o On arrive a ’égalité demandée.

"' Nous utilisons systématiquement le masculin mais il peut s’agir en fait d’une étudiante.
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Ligne 5. Procédé de manipulation (relativement) standard : on « ajoute 0 » ou on « multiplie
par 1» pour introduire une des expressions a laquelle on veut arriver. Ici, cela devient

multiplier par 7= 4"(4")".

Ligne 6. L’étudiant est dans un cadre purement calculatoire, parce que c’est le cadre que
commande sa démarche de preuve. 1l applique donc des « régles de calcul » :
— en perdant de vue que ces régles ne sont pas valables dans le présent contexte (que
« T » n’est pas un exposant) ; qu’elles n’y ont plus de sens. Nous faisons face ici a ce
que nous avons appelé, au chapitre précédent, le « paradoxe de I’apprentissage de
I’algébre » : on introduit une nouvelle algébre comme outil de calcul permettant un
détachement qui entraine des pertes de contrdle et de sens.
— en perdant de vue la structure logique de la preuve : si cette régle (& savoir qu’on
peut interchanger les « exposants » T et —1) était vraie, on aurait pu conclure la
preuve en une ligne ; cela revient aussi & constater que 1’étudiant utilise le résultat &

rouver a I’intérieur de la démonstration.
p

Le cadre calculatoire a certainement provoqué ces pertes de sens, de contréle, mais on peut
également sans doute les attribuer aux difficultés qu’engendre I’utilisation de symboles
nouveaux, a la pression psychologique causée par la vague conscience qu’a I’étudiant que

« A », « T», «—1 » ne désignent plus des objets mathématiques familiers.

Ligne 7. A4 remplacé par 1. Il y a ici un manque de contrdle de la structure logique : si

I’expression A4™" « revient » 4 I 4 la ligne 7, a quoi a-t-elle servi aux lignes 3, 4 et 5 ?

Ligne 8. Au-dela de la grosse perte de sens (paradoxe de ’apprentissage de [’algebre) qui
fait traiter 4" comme un nombre qu’on envoie « en dessous », du c¢bté droit de 1’équation (en
traitant par conséquent la matrice identité comme le nombre 1), il y a ici incapacité de
I’étudiant a décoder ce qu’il y a 4 montrer du point de vue des définitions, et de voir que

I’égalité de la ligne 7, AT(A'I)T1= 1, traduit en fait exactement ce qu’on doit démontrer.
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Deuxiéme production
Ligne 1 * Matrice_inverse  Joit A€ Mnxn
Ligoe 2  Silevisie B £ Mnyn Jelle que_(Bz BA=L

ey glors B est matrie inverse de A nofée A7

Lignes  fAp-1:=7

Liges o) {AT)"'= (40T - o

Ligne (A7) g4 maﬁm_mwﬁ_i__.,.dmv ¢ AT

Lgme?  pgv{AN)'= g e
Ligoed r =t S
Ligns 9 S a™ (87 alors (AT 45t aussi

Ligoe 10 o Motriee inverse de AT el que
Ligoe 11 (A" AT

Ugetz  pt /gl T

Hgne 13 (AA)T-T -
Uged YT - ¥

Ligoe 1$ X =T _

Ligne 16 ‘oI , (ar)y'=(p")7

Analyse de la deuxieme production

Iei, il semble que I’étudiant comprenne mieux comment faire intervenir la définition de la
matrice inverse dans la démonstration. Il adopte un mode de fonctionnement fréquemment
utilisé au secondaire : on part de I’égalité & montrer, qu’on transforme — soit un coté, soit les
deux c6tés a la fois— jusqu’a arriver & une égalité qu’on sait étre vraie. Cette conduite
dénote un manque de contrdle sur la structure logico-déductive de la preuve, puisqu’il n’y a
visiblement pas vérification par I’étudiant que le passage de chaque égalité a la suivante
résulte bien d’une équivalence, qui seule rendrait valide une telle démarche. Bien entendu, ni

le signe <>, ni le signe = ne sont utilisés d’une égalité a I’autre.
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Ligne 7. L’utilisation de la définition de la matrice inverse est valable, et semble-t-il bien

controlée. Cependant, on ne sait trop quel statut donner a I’égalité de la ligne 8.

Lignes 9 et 10. L’étudiant énonce une implication sans se rendre compte que du point de vue
de la structure logique, c’est en fait la réciproque qui est implicifement utilisée dans sa
démonstration : pour I’étudiant, les lignes 11 & 15 montrent que (4™') est « aussi » I’inverse
de 4”. C’est donc bien I"implication

(A est Pinverse de A7 = (4™ ="y
qui permet de conclure a I’égalité de la ligne 16. Or, c’est la réciproque qu’écrit I’étudiant a
la ligne 9. Par ailleurs, il est vrai que la proposition sous-jacente est en fait une équivalence et

que les deux implications sont valables.

Lignes 11, 12 et 13. Le passage de la ligne 11 a la ligne 12 a la ligne 13 est difficile a
décoder cognitivement. Nous émettons 1’hypothése que ce passage résulterait d’une
« réinterprétation » abusive de la régle (4B)" = BT AT, réinterprétation qui ferait de la régle
quelque chose comme I’énoncé « pour faire de deux transpositions une seule dans un produit,

il faut [d’abord] commuter les matrices » ; énoncé qui expliquerait alors la ligne 12.

Troisieme production
el O o) (A1) gn-1)T W
e () gam) = (riyT(aT) L (am(any! -z )
L - = (A)T(Q)T (A )T (A7) - T
Tigon 4 = (B'n)T (AT)(p-)T-1
w8 = ()7
Ligne 6 > T
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Analyse de la troisiéme production

Dans cette production, on retrouve pratiquement toutes les erreurs relevées précédemment. Il
est difficile de comprendre comment s’organise la preuve du point de vue du strict
déroulement logique. Nous devons spéculer sur ce qu’a pu étre le raisonnement. Parmi
plusieurs possibles, I’hypothése décrite ci-dessous est celle qui suppose a I’étudiant la

meilleure compréhension.

L’étudiant veut montrer la ligne 1, mais va plutdt montrer la ligne 2 — équivalente dans son
esprit — obtenue de la ligne 1 en multipliant chaque c6té de I’égalité par (47). L’étudiant
manipule le c6té droit jusqu’a obtenir la matrice identité a droite, et I’égalité (47)™' “H=1r
Cette derniére serait justifiée par ce qui est entouré d’un nuage, et qui viendrait de la
définition de I’inverse (toujours donnée en cours sous la forme Ad™' =A7'4 = I, ce qui
expliquerait la 2° ligne du nuage). Une fois ’égalité = I justifiée, I’égalité & montrer s’en
trouve vérifiée (toujours en supposant qu’elles sont bien équivalentes ; I’étudiant ne précise
bien siir rien de tout cela). Par ailleurs, nous n’arrivons pas a comprendre la signification des

3% et 4° lignes du nuage.

Pour ce qui est du détail des manipulations ligne 2 a ligne 6, mentionnons que I’étudiant
transpose le produit des deux matrices sans les commuter (lignes 3 et 4). On peut penser que
comme dans la Production 1, I’étudiant traite « 7' » comme un exposant. Il est d’ailleurs trés
intéressant de constater que I’étudiant « sort » d’abord le « 7' » des parenthéses (passage de la
ligne 2 a la ligne 3), comme pour le mettre au méme niveau que le « 7'» qui affecte 4.
Comme dans la Production 1, il y a ici perte du sens accordé aux manipulations et aux

symboles, dont I’accumulation et la nouveauté étourdissent visiblement I’étudiant.
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Quatriéme production
Ouestion 1
lLignel N (HT)" - (p-})T
AL ANT
Ligne 2 (B-r) - (n\)
| T B
Ligne3 . (p7) ~ (AT) (A7) _ (A7)
or - AL
Ligne 4 —ﬁ:‘? =1 I - (=4
Lignes AT () =T (amy'. pT= T
Ligne § par achinition |
Ligne 7 np'=-1 =p"'"n

Analyse de la quatrieme production
L’¢étudiant procéde selon une conception ritualiste de la preuve :
e On part de I’égalité a démontrer.
e On manipule chaque coté.
e On arrive a la méme expression de chaque c6té.
Nous supposons que cet étudiant aurait fourni une preuve ne comportant que les lignes 1 a 3

si, dans I’énoncé, il n’avait été question d’utiliser la définition de matrice inverse.

Ligne 2. L’étudiant se place dans un cadre exclusivement calculatoire. Il perd de vue les
objets qu’il manipule. Il n’a pas encore décodé I’égalité a démontrer, mais s’engage d’emblée
dans la démonstration. Il applique alors des régles de calculs qui lui sont familiéres, mais
incohérentes dans le cadre de I’algébre matricielle. Les matrices 4 et A" sont manipulées
comme des nombres et « -1 » et « T'» comme des exposants. Etant détaché du cadre dans
lequel il opere, I’étudiant accepte de remplacer le symbole ~1 par une fraction dont une
matrice est au dénominateur. L’étudiant est détaché des objets qu’il utilise, mais il est engagé

dans les calculs les impliquant. Des régles d’autres cadres, plus familiers, apparaissent, mais




47

elles ne sont plus valables ici. Nous faisons face, encore une fois, au paradoxe de

I’apprentissage de 1’algébre.

Ligne 3. Encore dans un cadre purement calculatoire, il considére « T » comme un exposant.
Comme nous |’avons mentionné, nous croyons que I’étudiant aurait terminé sa démonstration
a la ligne 3 s’il n’était pas fait mention d’utiliser la définition de matrice inverse. Ce rituel de
preuve est souvent rencontré au secondaire. Par exemple, lorsque les éléves doivent
démontrer I’identité d’expressions trigonométriques a I’aide des identités fondamentales de la

trigonométrie, ils manipulent un ou deux c6tés jusqu’a obtenir des expressions identiques.

La définition de matrice inverse est explicitée a la ligne 7. Comme la définition implique la
commutativité de la multiplication d’une matrice et de son inverse, I’étudiant réécrit deux

fois la méme égalité (lignes 3, 4 et 5), voulant ainsi, selon nous, traiter les deux cas.

Ligne 4. Prise en charge du calcul et perte de contréle du sens des symboles qui occasionne
une utilisation de régles de calcul empruntées d’un autre cadre. On remarque nettement
Iinterférence de plusieurs cadres lorsque I’étudiant remplace le nombre 1 par la matrice

identité (1).

Ligne 5. Cette ligne confirme notre hypothése de I’intention de I’étudiant qui, a la ligne 3,
décide d’écrire deux fois la méme égalité afin de montrer que la multiplication de la matrice
par son inverse ou de l’inverse par la matrice donnent bien I’identité. Méme si a priori,
I’étudiant n’a pas décodé 1’égalité a démontrer, il a cependant reconnu la matrice inverse sous

une forme différente de 47"
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Cinquiéme production

Ouest. 4
Lew! @) Waontrer quc @t ()7

Ligne 2 2 dif. matrze cnyerse - BeAT 5i BR=L et BA-I
D3 QNS NoUS avent Que. Apt=T ¢t g'n:1

T: (AT)(AT) = (A)T(AT)
(A7 (Am) (A7) = T (AT)

£

Lignes L
uees & (a7 (@) (1)) - (A7)

&

&

RN)™ I =(x7)"!
AT = (pT)”

Ligoe 7

Ligne &

Analyse de la cinquiéme production
Aux lignes 2 et 3, I’étudiant définit la matrice inverse puisqu’on lui demande, dans la

question, d’utiliser la définition.

Ligne 4. 1l tient pour acquis que les deux matrices (4" et (A7) sont inverses de la matrice
A", L’étudiant perd de vue la structure logique de la démonstration, car avec un tel
raisonnement, il aurait pu conclure, par unicité de la matrice inverse d’une matrice carrée,
que les deux matrices sont égales. Il préfére continuer pour arriver a I’égalité a démontrer, 11
s’agit d’une autre conception ritualiste de la preuve: il faut partir d’une égalité connue

comme étant vraie et arriver a I’égalité a démontrer.

Ligne 5. 1l réécrit une partie des égalités de la ligne 4, en tenant toujours pour acquis que
(A™)'4" =1 est accepté et il multiplie par (47)™" de chaque c6té (nous faisons I’hypothése que
le coté gauche de la ligne 4 est passé a droite a la ligne 5, et vice-versa). Il manipule jusqu’a
obtenir I’égalité¢ a démontrer. Du point de vue de la structure logique, il utilise ce qu’il doit

démontrer puisque 1’égalité retenue de la ligne 4 est (47')4" = 1.

Lignes 6, 7 et 8. Manipulations valables, pour arriver a 1’égalité a montrer. Mais le mal est

fait aux lignes 4 et 5!
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Tache 1b

Premiére production

Ligss 1 by (ka)' ’L A

Ligae 2 Joit A une madtrice m.:hd fre dordre M.

Ligne 3 ppt = T debde da matrice snversc
Limed  p(hat)s kI diE Mmﬂl_pﬁmﬁan av‘cmmafme.m__l,\mua
s (kp)A-l v KT assorichul

Ligne 6 (k)L hA's T fqalik Equation
P 7

Ligne 7 %A = T (kn)' S
. - o] matfiplication de matrice par
Ligne 8 'O fE pri=(lch ) /{_cg_n_fﬁb‘f'a_ (denli & .

knjfa/al*l’_ .

Analyse de la premiére production
L’étudiant veut se conformer & la directive et pour lui, « utiliser la définition » est une piste
de ce avec quoi il doit commencer la démonstration. 1l ne sait pas comment traduire I’énoncé
a démontrer du point de vue de la définition et pour Jui, un format est nécessaire pour
démontrer (conception ritualiste de la preuve) :

e On part de la définition.

¢  On manipule.

e On arrive a I’égalité demandée.

Ligne S et 6. Le passage de la ligne 5 a la ligne 6 est valable mais mené maladroitement.

L’étudiant ne sait comment justifier ce passage.

Ligne 7. A premiére vue, nous croyons que I’étudiant comprend ce qu’il fait, mais d’un ceil
plus attentif, on s’apergoit qu’il n’est pas en contrdle des régles qu’il applique. Deux raisons
nous laisse croire a une telle hypothése. D’abord, a la question 1a), cet étudiant manipule

« T'» comme un exposant et justifie une des étapes de sa démonstration par la loi des
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exposants. De plus, s’il avait bien décodé 1’égalité de la ligne 6, il aurait pu conclure a la
: : I - . . . .
ligne suivante par ;A = (k4)”'. Mais, on remarque qu’il a laissé le symbole de matrice

identité du c6té droit de 1’égalité & la ligne 7. Le passage de la ligne 6 & la ligne 7 résulte donc
en fait d’un simple calcul et (k4)™" est plutdt pergu comme « on divise par (k4) de chaque

cbté ». La signification de « —1 » n’est pas contrélée.

Encore une fois, le cadre calculatoire et les symboles nouveaux ont provoqué ces pertes de
sens et de controle. Nous remarquons qu’en contexte de démonstration, ce qui est conforme
aux régles mathématiques est davantage obscur pour les étudiants. Les difficultés reliées a
I’introduction de nouveaux objets et symboles sont alors amplifiées par les difficultés liées

a la démonstration.

Deuxieme production
Ligne 1 by(km)”" = KA (peop. matrice inverse )
Vet (ep)'e LAY leest un Scalaice,

Analyse de la deuxiéme production
Cet étudiant utilise des régles empruntées au cadre numérique. Il distribue le « —1 » comme
un exposant. Ses difficultés sont reliées & un manque de connaissance des régles et propriétés

propres a ’algebre matricielle.
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Troisiéme production

vt by (KR)™ - 7 A7

o _aUnrp b
Ligne 3 A -&5 *-:: T l_E_%__
Ligne d %-}k\-‘ Xz - %
P I-a"A

Ligne 6 A-A- = L

Ligne ? poA de%m{ron s #-A- =T AA

Analyse de la troisiéme production

Ligne 2. Cet étudiant cherche a obtenir les égalités donnant la définition de matrice inverse,
qu’il a explicitée a la ligne 7. Sa définition implique qu’il doive traiter la multiplication d’une
matrice et de son inverse, mais aussi la multiplication de I’inverse par la matrice
(commutativité) et obtenir 1’identité dans les deux cas. Pour pouvoir traiter les deux cas, il

réécrit I’égalité & démontrer de deux maniéres différentes.

Dans I’égalité de gauche, il multiplie (k4)™ par 4, ce qui lui permet, selon lui, d’enlever 4™
de T'autre c6té de [’égalité. Deux difficultés sont a souligner. D’abord, dans une
démonstration, il est parfois possible de manipuler et de changer un c6té a la fois dans le but

de réécrire sous une forme équivalente les expressions impliquées ( Ex : on veut montrer que

sinx = cosx-+/sec’~1; on manipule le coté droit jusqu’a obtenir sinx ). On peut aussi
multiplier par 1 ou ajouter 0 s’il le faut. Cependant, pour opérer de chaque c6té de 1’égalité,
il faut considérer que 1’égalité de départ est vraie (Ex : Soita, betc € R, ab=ac =>b=c;
pour prouver ce résultat, il est possible de diviser par a de chaque coté de I’égalité ab = ac,
puisqu’on la considere vraie). Cet étudiant manipule I’égalité a démontrer comme on le lui a
appris, mais il confond « montre que cette égalité est vraie » avec « cette égalité est vraie-

alors montre que ... »,
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Lignes 3, 4, 5 et 6. 1’étudiant est dans un cadre calculatoire et des régles plus famili¢res, qui
ne s’appliquent pas a ’algebre matricielle, interférent. Il est satisfait lorsqu’il réussit a obtenir
une partie de la définition de matrice inverse. Il ne se rend pas compte que, d’un point de vue
logique, la suite de déduction est valide seulement si 1’égalité a démontrer est considérée

comme vrale.

Quatrieme production

Ugel b) kA . TR . T

Ligne 2 (k) kA-£A = (KR)'I  associakividd
Ligne 3 T AR s OTIT Jef de liaverse
Ligae 4 J;;R-" ~ {(khA)" det de la rmabrice idenk

Analyse de la quatriéme production

L’étudiant mene sa démonstration selon les étapes suivantes :
e On part avec une égalité acceptée comme vraie.
e On manipule.

e On arrive a ’égalité demandée.

Cependant, I’égalité avec laquelle il débute la démonstration résulte de celle qui est a prouver

(presque immédiatement) si I’étudiant avait su la décoder.

Ligne 2. L’étudiant multiplie chaque c6té de la ligne 1 par (k4) ™.

Ligne 3. Comme il a multiplié par (k4) ™' a la ligne 2, il reconnait alors sous cette écriture la

définition de matrice inverse de k4 et [’utilise.

Ligne 4. Il a fait des manipulations jusqu’a obtenir ce qu’il faut démontrer. Cependant,

méme s’il reconnait les définitions et peut les utiliser, il n’arrive pas & mener & bien la
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démonstration. En effet, il ne se rend pas compte qu’il utilise ce qu’il faut prouver a

I’intérieur de sa démonstration.

Cinquiéme production

‘ \ 1 p-t
ugnel  b) Wontrer one (kp)'- x A
Ligne 2 - S An‘ = T

Ligne 3 vy (qu)"l? :(_/,(_n")ﬂ: _/E,I
p (kAa) Ak 111,(/:1-~'A)(k) - T

Ligne 4

Ligne 5 Ol(kp)"(kA) =(A-'p ) -T

Analyse de la cinquiéme production

Ligne 1. 1’étudiant écrit ce qu’il doit démontrer.
Ligne 2. 11 écrit la définition de matrice inverse (parce qu’on Jui a dit qu’il devait s’en servir).

Ligne 3. Il a multiplié chaque c6té de I’égalité a montrer, a droite par 4. Il utilise la ligne 2

i _ 1 _ . : C s
(définition de A™") pour transformer (;A '}A en —/1;1 . Il a saute I’étape qui aurait consisté a

déplacer les parenthéses : %(A'IA).

Ligne 4. Il multiplie tout par & (a droite dans les deux membres de gauche, et en simplifiant

directement 1 dans l1 ).
k k
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Ligne 5. 1l rééerit (k4)' Ak sous la forme (kA4)™ (k4) a gauche. II simplifie % et k£ dans

—II;(A’lA> (k) au milieu. Il laisse I inchangé  droite.

Ce qu’on peut dire sur le raisonnement de I’étudiant quant a la validité de la preuve est
forcément spéculatif. Mais au mieux, on peut penser (et c’est méme tout a fait plausible) qu’il
a manipulé 1’égalité a montrer jusqu’a obtenir des égalités vraies (ligne 5), ce qui en ferait

une preuve valable aux signes « <> » manquants pres.

Tache 2
Premieére production
yAY
Matrice | Matrice 2
Ligne A 2 3 | ’ 2 5 4
Ligae B A= (5 7 9§ ATz 3 1 7
Ligne C Yy 7 6 b3 ¢

P -

tpet  pof (A7) = (-1)"* min (5D
bemer (eof Bp)T= L) min(3)]) = (0" min(5)
Ligoe 3 ant‘. CO;\ (AT) = (CDF A ) T

Analyse de la premiére production

Premiérement, I’étudiant s’appuie sur un exemple pour démontrer. Nous ne croyons pas que
|”étudiant fournisse un exemple a titre de démonstration. Nous croyons qu’il sait que son
exemple ne constitue pas une démonstration, mais comme il n’arrive pas a entrer dans la
démonstration, autant montrer une certaine compréhension avec un exemple. Par ailleurs, cet
étudiant n’avait pas fourni d’exemple a titre de démonstration pour les questions la) et 1b).

Nous faisons I’hypotheése que cet étudiant est arrivé a une impasse, incapable de démontrer ce
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qu’on lui demande. Bien que I’étudiant n’ait pas fourni de démonstration, I’exemple n’est pas

traité tout a fait comme attendu.

Ligne 1. La maniére dont il écrit le cofacteur et le mineur laisse présumer que pour lui, ils
sont dépendants non pas d’une position, mais de la valeur d’un élément. Il semble incapable
de décoder la définition de cofacteur ou de mineur. Le mineur relatif & une adresse donnée
est le déterminant de la sous-matrice obtenue en enlevant la ligne et la colonne de 1’adresse
donnée. Puisque I’étudiant présente un exemple, il aurait pu vérifier si les deux sous-
matrices donnent le méme déterminant. 11 y a confusion entre la définition de mineur et le
concept de fonction vu au secondaire. En effet, une fonction associe un nombre a un autre
nombre et ce dernier est dépendant du premier. Le mineur est le déterminant de la sous-

matrice et dépendant d’une adresse et non de la valeur de |’élément a cette adresse.

Ligne 2. Encore une fois, I’étudiant ne comprend pas la définition de mineur car lorsque nous
déterminons le mineur de I’adresse ij d’une matrice, la valeur de 1’élément a cette adresse n’a
aucune importance et méme si nous avons la méme valeur a cette adresse dans deux matrices,
les mineurs associés ne seront pas nécessairement les mémes puisque les sous-matrices

peuvent étre différentes.

Deuxiéme production
Guwstion 2 Matrice 1 Matrice 2
Lignea 0) Sort A= [y Gz Qun s> AT=fa, 4, .. @,
Ligoe B tdu Qo . Ly O
Ligne C Loy ‘ di
Ligne D ant o. Qpa Qop --- Ona

Lignel @ Coﬁ'd‘m') =(—4)“J m.l'n,;].' (&)

Ligne2 done (co\ﬁ,éy; (a))7 = C-l)JI“: min; (AT)
Ligned @ ”"":’J (A1) = (-1t ming; (A7)

Ligne § d'ox cof (A7) (cof (A))T
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Analyse de la deuxiéme production
Comme la matrice de droite est la transposée de la matrice 4 (a gauche), I’étudiant inverse les

colonnes et les lignes. Les indices doubles sont donc garants de la valeur et ne représentent

plus la position, sauf pour I’élément @, qui devient a ;. Cependant, il faut comprendre que la

[N . T . .. . L
valeur associée a g, dans la matrice A" est celle de @, mais sa position est bien la j-ieme

ligne et la i-iéme colonne. L’information concernant la valeur est partiellement perdue, mais

’information concernant I’adresse est adéquate.

Ligne 2. L’étudiant confond le cofacteur associé a une position, donc un nombre, avec la
matrice des cofacteurs. Il prend soin d’indiquer les indices, ce qui confirme habituellement
que le travail se fait sur un des éléments de la matrice, mais il accepte d’en faire la
transposition, ce qui indique que pour lui, il ne travaille pas sur un nombre mais sur une
matrice. Il arrive alors a une perte de sens lorsqu’il essaie d’écrire cette expression selon la

définition de cofacteur.

Puisqu’il y a le symbole de transposition, il permute ij pour ji comme le veut la définition de
transposée. L’étudiant est incapable d’adapter la définition de transposition au nouveau
contexte, qui demande une fine compréhension de ce qui est manipulé. De plus, 1’étudiant

applique le mineur a la transposée de 4. Le membre de droite de I’égalité est en fait égal a

cof ,(4").

Ligne 3. Encore une fois, il y a confusion entre les définitions de cofacteur et de matrice
transposée. Pour I’étudiant, lorsqu’il est question de matrice transposée, il faut permuter ij et

ainsi, il n’arrive pas a écrire correctement le cofacteur selon sa définition.
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Troisiéme production

Suestion 2
») |
Ligne I A= (&U ) AT = (ﬂdii Y par d_rf«ﬁm"{'fnn r:!( 'franﬁsn_

ez o, 00aT) = (onf (VT

Lged  powr le  ler FEment de la matnice -
Ligae 4 (-1)?2 Qi = ((-1)% a(v.w)f

wes (0% ap = (D2ag

Analyse de la troisieme production
Ligne 1. L’étudiant définit d’abord la matrice 4 et utilise la définition de matrice transposée

pour définir la matrice transposée de 4.

Ligne 3. On demande dans la question de démontrer pour un élément jj de la matrice. 1l
choisit de démontrer pour le premier élément. Il partira de cette égalité a montrer, dénotant ici
la conception ritualiste de la démonstration : partir de ce qu’il faut démontrer et arriver a la

méme expression de chaque c6té de I’égalité.

Ligne 4. Cependant, il démontre en utilisant a la fois implicitement I’adresse 11, qui donne
I’exposant 2 affecté a —1 (conformément a la définition d’un cofacteur), mais également
I’élément générique a

;» dont I’adresse quelconque #j ne coincide pas forcément avec

’adresse 11. Encore une fois, la confusion causée par le symbolisme (notamment celui des
adresses) vient exacerber la confusion logique, puisque I’étudiant ne comprend visiblement

pas en quoi consiste « montrer pour un élément générique d’adresse ij et conclure ».
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Auestion
Lt ool (nT): (cofR )T
Matrice 1
Ligne A Soit Rfay Qg - v Ry,
Idgoe B Qar Qgg = = »
Ligae C v PN a?n
Ligne D - R
Ligne E B L .J . -
Ligne ¥ Oy Qm ¢t » QOnn v
Matrice 2
tz’” ; 8y AT u Ay - - duy
ne s vy + v )
b S
L D
L::‘:: E e S
[3 . » L
Ligne ¥ (lm a-)n LI a—nn y
Matrice 3
Ligne A cof (A7)~ foofla,) eadlayy . el Cay,)
Ligne B eof (ayd cobfayy - eo /-‘( amy)
Ligne C . . . .
Ligwe D . P 16 Fi n.
Ll::r; E - N = » % -
Lighe ¥ \(—aﬁ(ﬁm) Cd'r(am) s . - c;af(a s}
/
Matrice 4
Ligte A 7-) ﬁO‘L A = tn-unq\ l'.o‘la,ﬂ . . . &o L(q,)
Ligne B cwblag) enblagy . . cuf::(oz,,\
Ligne C ’ . . . f .
Ligoe D . . « o) -
Ligne E . . . . ‘ .
Ligoe ¥ eoflen) f e v cof 4oy )
)
Matrice §
Ligne A t cof R)T. c,a\‘fa ¥ mﬁaﬁ .. e.;l:(ty:,.\
Ligne B . fal"nu\ colflag cobla,g)
Ligne A . .. . .
Ligoe D - . | cof'lag: ) N
Ligne E . . " %
Ligne ¥ mL(mi Collgd . roF'fﬂ..J

Ligne 3

Ligue 4 A1nu (‘n£ (Q-T\ :(Qcp A\)

Ligne 2 P’lif:m:lc;t g lex: Q1 2 ) Oceupe ia m% e Pﬂs £ dQD;'Q mathice

(__Y wt (agl))
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Analyse de la quatrieme production

Matrice 2. Cette matrice est la transposée de la matrice 4 (Matrice 1) et I’étudiant intervertit
les colonnes et les lignes, c’est-a-dire que, par exemple, ’élément a,, se retrouve a la ligne
2, colonne t dans la matrice transposé€e. Contrairement & 1’étudiant précédent, celui-ci garde
les indices de I’élément générique, de position ij dans la matrice 4, intacte. Autrement dit,
I’information concernant la valeur est conservée mais |’information concernant la position est
perdue puisqu’il faut comprendre que cet élément est en position ji dans la matrice

transposée.

Matrices 3, 4 et 5. Pour cet étudiant, le cofacteur semble dépendre d’un €élément plutdt que

de P’adresse d’un élément. Il semble utiliser le cofacteur comme une fonction, ¢’est-a-dire

que pour tout élément a; de méme valeur, en appliquant le cofacteur, on obtiendra une

méme valeur.

Ligne 2 et 3. La manipulation des indices semble difficile pour cet étudiant puisque pour

toutes les manipulations faites dans les matrices, a, représente une valeur seulement.

.
Lorsqu’il se questionne sur la position de 1’élément générique, il y a confusion, du moins

pour le lecteur, puisqu’il arrive a Pexpression cof(a;). Cependant, cet étudiant semble

accepter qu’il arrive a deux expressions différentes. Dans sa manipulation & I’ intérieur des

matrices 3 et 5, il arrive & I’expression cof(a, ) et dans sa réflexion sur la position (ligne 3), il

indique cof (a ;) .

Cet étudiant n’utilise pas I’argument central de la démonstration, ¢’est-a-dire 1’invariance du
déterminant par transposition. Il ne fait pas non plus appel a la définition de cofacteur, ni de

mineur, ni méme de déterminant.



60

Cinquiéme production

L1 g) (of (AT) = (cof A)T

Matriee ¥
Hatrice
Ligne A 10i] Qg Gy tet gofigy= (1)) mia (o)
Ligne# [la| gz (es Ligne 3 .
Ligne C [0y J 0y Q33 ‘ _mmm.u)[auaw “Qas Ogs)
' gl coklay) = (Qerasa = 00
Matebes 2
Matrice AT
Ligoe A an 0,3;‘ &5& .-
ivne B I ; Ligace & : - {174 g -
Lig rli ie Qn aﬁt ,QQEL{LJ} __L_I._ml&(ﬂ?)
R C0is ags 0 Yo s munlag) = (0o 0s3=Qa-Qse )

o ) = e G- Cc)

Analyse de la cinquiéme production

Matrice 1. D’abord, ’étudiant meéne sa preuve en utilisant une matrice d’un format
particulier, 3 x 3. Comme [’enseignante demande de travailler avec un élément jj de la
matrice, I’étudiant remplace par i I’indice double « 11 ». De ce fait, il remplace par i tous les
« 1 » de la premiére ligne et par j tous les « 1 » de la premiére colonne. Il ne peut décoder ce

que ij sous-entend, soit un cas générique, représentant de tous les cas possibles.

Ligne 2, 3 et 4. De la maniére dont il €crit le cofacteur, il semble que pour lui, le cofacteur

dépend non pas d’une position, mais d’un €lément. Comme il manipule I’élément a,,, méme

s’1l le nomme a,

;> S€s calculs sont faits selon I’élément a,, (lignes 3 et 4). 1l arrive a

i+j

exprimer simplement le mineur et le cofacteur puisqu’il n’a plus besoin de mettre (—1)""/ :

de fait, il manipule 1’élément a,, et alors,(—1)*/ = (=1)"*' =1. 1l arrive donc & représenter

le cofacteur associ€ a la position « 11 » dans une matrice carrée A, d’ordre 3.

Matrice 2. Il présente la matrice transposée de A4 en remplagant les lignes par les colonnes et

les colonnes par les lignes. Les indices des éléments donne I’information concernant la valeur
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mais I’information concernant la position est perdue puisqu’il faut comprendre que 1’élément

ij est en position ji dans cette matrice.

Ligne 5, 6 et 7. Comme aux lignes 2, 3 et 4, il arrive a représenter le cofacteur associé a

I’élément a,, de la matrice A" .

Sa démonstration se termine mais en fait, I’étudiant n’a pas pu montrer ce qu’on lui
demandait. Il a représenté le cofacteur associé a I’élément de position « 11 » de la matrice 4
mais il n’a pas pu se représenter 1’é¢|lément de la matrice des cofacteurs transposée. Tout ce

qu’il démontre est que le cofacteur de 1’élément « 11 » d’une matrice 4 est égal au cofacteur

de DPélément « 11» de la matrice 4’. Bien entendu, cette «faille» lui échappe

complétement.

3.4 Bilan de I’analyse diagnostique

Aprés I’analyse des productions, nous remarquons que les difficultés et erreurs des étudiants
relévent & la fois de la manipulation des objets en algébre linéaire et de la démonstration en
général. Nous constatons par ailleurs que les difficultés provoquées par I’introduction de
nouveaux objets et de nouvelles régles de manipulation et les difficultés liées au contréle du

raisonnement déductif et de sa structure logique s’amplifient mutuellement.

Mentionnons qu’en cours, la propriété (AB) =B"A" avait été énoncée et
illustrée par un exemple (avec matrice 2x2). Un exercice des notes de cours demandait de
montrer que (ABC)" = C" B" AT, Dans la Question la du devoir, neuf copies sur douze n’ont
pas utilisé la propriété, ou 1’ont utilisée incorrectement. Toujours pour la Question la, on
n’arrive pas a décoder 1’égalité a montrer a I’aide de la définition de la matrice inverse dans
sept copies sur douze. Six copies sur douze traitent « —1 » comme un exposant dans la

Question 1b, et passent directement de (k4)™ & k' 4™ ou encore a (1/k) 47"
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A la Question 2 du devoir, ot il fallait montrer que cof(AT') = (cof(A))T , une seule copie

sur onze a fait intervenir ’invariance du déterminant par transposition — 1’argument central

de la démonstration — et encore était-ce de fagon totalement inadéquate.

Nous avons remarqué que plusieurs étudiants ont une conception ritualiste de la preuve.
Certains commencent avec 1’égalité & montrer et manipulent pour arriver a des expressions
identiques de chaque coté de 1’égalité. D’autres essaient d’obtenir I’égalité a démontrer a
partir d’une égalité qu’ils considérent vraie. Cette méthode entraine plusieurs erreurs puisque
les étudiants s’engagent dans la démonstration avant d’avoir décodé ce qu’ils doivent
réellement démontrer. Ils entrent, par conséquent, dans un cadre purement calculatoire ce qui
cause de nombreuses pertes de contréle et de sens. Ils appliquent des regles de calculs
familiéres qui, dans le cadre des matrices, ne sont plus adéquates. Maitriser le nouveau
symbolisme, les nouveaux termes, particuliérement quand ils rentrent en conflit avec les
anciens, est difficile pour les étudiants. Comme nous ’avons mentionné, ils traitent « 7' » et

« =1 » comme des exposants et les matrices comme des nombres.

Fréquemment, les étudiants perdent de vue la structure logique de la démonstration et
utilisent le résultat & prouver. Ils introduisent des objets qui ne servent pas dans la
démonstration (par exemple, dans la premiére copie, le terme 4 4™ n’a jamais servi). IIs ne
sont pas conscients de la différence entre équivalences et implications simples (deuxiéme et

troisieme copies). Ils confondent une implication et sa réciproque.

Lorsqu’ils utilisent des résultats, ils ont de la difficulté a lire 1’égalité dans le bon sens. Par
exemple, la régle (4B)” = B'A” doit en fait étre appliquée de droite a gauche dans la
démonstration de la question la. Ils ont aussi du mal a reconnaitre ou appliquer une définition
ou une propriété quand il faut y remplacer une variable par une expression complexe (par
exemple, appliquer correctement une régle énoncée avec 4, quand 4 y est remplacé par BC
ou 47" ou A"). 1ls ont beaucoup d’ennui a interpréter, décoder une régle, une définition. Par
exemple, (47" = (477 est a décoder comme « I’inverse de A s’obtient en transposant
I’inverse de 4 ». Ce qu’il faut comprendre ici, dans une égalité qui concentre & peine une

douzaine de symboles, parentheéses comprises, ¢’est que 4 est une matrice inversible dont on
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~ P . - . T
connait (ou dont on pourra éventuellement calculer) inverse 47! et qu’alors, I’inverse de 4

s’obtiendra simplement en transposant 4™

A la question 2a, il semble que le symbolisme soit trop difficile a gérer pour les étudiants.
Manipuler les indices dans la définition de la matrice des cofacteurs est trés difficile pour

eux, d’autant plus que la matrice impliquée est en fait une matrice transposée.

3.5 Questions retenues pour ’analyse des taches

A la lumiére de I’analyse des productions d’étudiants, nous remarquons que les taches, que
nous avions évaluées comme simples ou relativement simples & [’aide des questions initiales,
sont beaucoup plus complexes qu’il n’y parait de prime abord. Nous croyons qu’une analyse
épistémologique comme propose Robert (c’est-a-dire en terme d’explication de la situation
globale) des tdches et des activités souhaitées est nécessaire pour mesurer une certaine
complexité. Mais nous croyons, a la suite de 1’étude des productions d’étudiants, qu’une
analyse en terme d’activités cognitives possibles des étudiants est tout aussi indispensable.
Idéalement, un travail d’analyse d’erreurs, comme nous ’avons fait, permet de mieux
mesurer la difficulté de ce qui est demandé aux étudiants. Cependant, s’il est souhaitable
qu’une telle analyse soit faite pour chaque tAche, cela parait impossible pratiquement.
Comme nous souhaitons que les enseignants du collégial (et les enseignants en général)
puissent évaluer la complexité de ce qu’ils demandent a leurs étudiants, nous proposons donc
d’utiliser les éléments théoriques relevés au chapitre précédent ainsi que les éléments relevés
dans ’analyse des productions pour compléter le questionnaire proposé par Robert. Nous
ajoutons donc a notre analyse une quatriéme partie qui porte sur les activités cognitives

prévues ou simplement envisageables de la part des étudiants.
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Voici les questions que nous retenons :

Analyse des activités possibles des étudiants

Est-ce que des conceptions ritualistes de la preuve, comme celles soulevées
dans I’analyse diagnostique, peuvent entrainer des erreurs, des difficultés ?
Dans ’énoncé, est-ce qu’il peut étre difficile pour 1’étudiant de décoder ce
qui est a démontrer ? En quoi cela peut-il étre difficile ?

Est-ce qu’il y a lieu de reconnaitre les objets, impliqués dans les résultats,
définitions et théorémes a utiliser, sous une autre forme ?

Est-ce que les résultats, définitions et théorémes a utiliser sont appliqués tels
qu’énoncés ou non ?

Le nouveau symbolisme peut-il interférer avec des régles plus familieres ? Si

oui, lesquelles ?

Il est possible de penser que plus les régles avec lesquelles interfére le nouveau symbolisme

sont familiéres, plus il y a risque de confusion de la part des étudiants. Nous I’avons

remarqué dans les productions avec le symbole « T » traité en exposant.

Le nouveau symbolisme est-il condensé au point ou il pourrait entrainer des
pertes de contréle et de sens ?
Le cadre est-il seulement calculatoire et peut-il occasionner des glissements

vers des cadres plus familiers et des pertes de sens.

L’analyse diagnostique nous a permis d’ajouter une quatrieme dimension a I’analyse, soit

celle des activités possibles des étudiants. Nous entendons par possibles, les activités

prévisibles, envisageables de la part des étudiants. Contrairement aux activités attendues, qui

sont idéales, nous prévoyons dans les activités possibles les erreurs et difficultés que

pourraient avoir les étudiants en cours de démonstration. Evidemment, plus les risques

d’erreurs et de difficultés sont €levés, plus le niveau de complexité de la tache risque d’étre

élevé.



CHAPITRE IV

ANALYSES DES TACHES

Nous entamons maintenant [’analyse des taches proposées aux étudiants du cours d’Algebre
linéaire et géométrie vectorielle. 1| s’agit de toutes les tdches de démonstration données en
exercices, en devoir et en examen. Nous avons subdivisé cette analyse en quatre parties.
D’abord, les tiches données dans le cadre de I’étude des matrices et déterminants, ensuite
celles données en géométrie vectorielle; suivent les tiches dannées dans le cadre des espaces
vectoriels abstraits et finalement, nous présentons les tdches de démonstration en algebre

vectorielle. Cet ordre est celui choisi par 1’enseignante du collégial pour dispenser son cours.

Pour chaque tache, nous présentons I’énoncé en italique accompagné de la solution attendue
dans un encadré et, a la suite, nous proposons les analyses en caracteres droits. Bien qu’il
existe plusieurs démonstrations possibles pour chaque tiche, nous retenons une seule
démonstration qui, selon notre €valuation, apparait comme étant la plus simple. Comme nous
nous intéressons au niveau de complexité des tiches, le niveau de complexité attribué a la
solution la plus simple sera a fortiori valable pour une solution plus compliquée, en ce sens
que le niveau de complexité ne pourra étre que plus grand ou égal si la solution considérée est
plus complexe. Nous proposons pour conclure une synthése de I’analyse des tiches. Nous
indiquons entre parenthéses si la tdche a ét€ donnée en exercice, en devoir, en examen ou en

classe.



4.1 Matrices et déterminants

Tache 1 (Exercice)

En général dans M, ona:
a) (AB)* # A*B’
b) (A+B)Y # A4 £24B + B*

¢) (A+ B)Y(A-B)# A* - B
Justifier.
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Cette premiére tache est particuliére. En fait, nous croyons que ce qu’on demande, ici, est de

montrer  que VANBeM,,,, (AB)Y: = A*B*,

(A+BY = A +24B+ B?

et

(A+B)(A_—B):A2—B2 sont des énoncés faux. Pour cette raison, nous estimons que la

solution voulue est de montrer que J4,3BeM,, , pour lesque]les(AB)2 # A°B*

(A+B)* # A* +24B+ B et (A+ B)A-B)= A* - B*.

vy sl )
Soit 4= et B=
21 1l
ABz_11012~122_38
a)()_2111_13_410
A232:112012:3211:57
2 1)1 1 5 301 2) (8 11
:>3A,HB|(AB)2¢A232
, [[1 1] [o 1}}2 [1 2]2 [7 6}
b) (4+ B)? = + - -
2 1) |11 3 2) L9 10
X 5 [3 2] [1 2] [1 1] [6 7}
A +2AB+ B = +2 + =
s 3) 01 3)7 1 2, L8 1

:3A,33\(A+B)2¢A2+2AB+32
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) [{1 1] [0 1}}2 [_1 0}2 [4 0}
(A-B)? = - - -
21, (11 1 0 ~1 0
5 5 [3 2] [1 2} [1 1] [2 —3]
A" -24AB+ B = -2 + =
5 3 13, U 2) 4 -1
:>3A,33|(A—B)2¢A2—2AB+32
)ABAB_lz—IO_l 0
OUFBA=B= 1 ] o7 o
g (3 A N2
s 3) 1 2) 41

:,saA,aB\(A+B)(A—B)¢Az—32

Description globale de la situation

e Les savoirs a mettre en fonctionnement sont les opérations sur les matrices et la notion de
contre-exemple pour infirmer la véracité d’un résultat quantifié¢ universellement.

e Les matrices sont vues comme objet d’étude.

e Nous sommes et restons tout au long de la démonstration dans le cadre des matrices.
Dans I’énoncé, les matrices sont représentées par des lettres majuscules alors que dans la
démonstration, puisqu’il faut fournir des contre-exemples, il faut travailler avec des
tableaux de nombres. Un changement de registre est donc nécessaire.

» Les opérations matricielles ont été introduites aux étudiants dans le cours qui précéde les

exercices, il s’agit donc d’un savoir nouveau.

Analyse de la tiache

* Les questions peuvent étre reliées puisqu’en choisissant adéquatement un contre-exemple
qui peut satisfaire toutes les inégalités, certains calculs peuvent étre faits une seule fois.
En ce sens, les questions sont reliées. Elles peuvent aussi étre considérées comme
indépendantes si I’on choisit un nouveau contre-exemple a chaque fois.

e La question est fermée puisque les valeurs de vérité sont connues.

* Aucune méthode n’est suggérée.
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Il'y a certains éléments implicites dans 1’énoncé. En effet, les quantificateurs sont cachés.
Ce qu’il faut comprendre de ’énoncé, c’est qu’il existe au moins une matrice 4 et une

matrice B pour lesquelles les égalités (AB)zzAsz, (A+B)* = 4> +24B+B* et

(A+B)Y(A-B)= A% - B? ne sont pas vraies.

Analyse des activités attendues des étudiants

Pour ce qui est d’opérer sur les matrices, le niveau de fonctionnement est technique
puisque les étudiants viennent d’étre introduits aux opérations sur les matrices. Par
contre, le travail de justifier la valeur de vérité des inégalités a 1’aide de contre-exemples
peut étre de niveau mobilisable puisque les étudiants doivent comprendre qu’il ne faut
pas démontrer les inégalités présentées dans I’énoncé, mais bien infirmer, par un contre-
exemple, les égalités qui leur correspondent.

[l y a un changement de point de vue & introduire, car les étudiants ne doivent pas
démontrer qu’en général c’est faux, mais bien montrer, & ’aide de contre-exemples, qu’il
existe au moins deux matrices pour lesquelles les égalités sont fausses. La formulation de
la question peut porter a confusion.

Il'y a lieu de reconnaitre que ce qui est demandé est de montrer que VA4,VBe M, .,

(4B)* = A’B% et (4+ B)(A—-B) = A* - B* sont des énoncés faux.

Une transformation de I’énoncé, telle que présentée au point précédent, est nécessaire
pour pouvoir répondre a la question.

Une quantification est a prendre en compte puisqu’on dit qu’ « en général » les égalités
sont fausses, ce qui est a interpréter comme « il existe au moins une matrice 4 et une
matrice B pour lesquelles les égalités sont fausses ».

Dans le cas de la production d’un contre-exemple, le formalisme est moins important : les
matrices sont a gérer sous la forme d’un tableau de nombres et les étudiants peuvent
choisir la dimension désirée. Le seul aspect formel & prendre en compte est la gestion

logique d’un énoncé quantifié, alors méme que les quantificateurs sont implicites.
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Analyse des activités possibles des étudiants
e Une conception ritualiste de la preuve peut nuire aux étudiants. En effet, on pourrait
s’attendre a ce que les étudiants essaient de démontrer les inégalités. Dans ces cas, on

pourrait s’attendre a des productions comme :
(AB)* = ABAB et A’B* = AABB mais, ABAB# AABB puisque la multiplication de
matrices n’est pas commutative, ¢’est-a-dire que B4 # AB.

e [l semble que Ja formulation de la question complexifie largement la tdche de I’étudiant
puisque telle qu’elle est formulée, on a I’impression qu’il faut démontrer que les

inégalités sont vraies. En fait, il faut plutét montrer, a I’aide de contre-exemple, que les

¢égalités correspondantes peuvent étre fausses.

Cet item nous apparait comme complexe, entre autres, parce que la formulation de la question
est difficile & interpréter. Comme nous ’avons mentionné, malgré le fait qu’on mentionne
«en général » dans le texte, plusieurs €tudiants pourraient confondre et croire que les
inégalités sont vraies pour toutes les matrices. Or, ces inégalités peuvent étre ou ne pas étre
vraies. Ce qu’il faut démontrer est que les €galités correspondantes aux inégalités, ¢’est-a-dire
(AB)* = A*B*, (A+ B)* = 4> +24B+ B* et (A+ B)(A— B) = 4> - B>, sont fausses pour au

moins deux matrices 4 et B.

Tache 2 (Exercice)
Dans M.y, montrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures (ou

inférieures) est une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure).



Démonstration :
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a b ¢ g h i
Soit les deux matrices triangulaires supérieures | 0 d e |et |0 j &k
0 0 /

00 f

ab clg hi ag+bx0+cx0 ah+bj+cx0 ai+bk+c!
0 d e|0 j k|=|0Oxg+dx0+ex0 Oxh+dj+ex0  Oxi+dk+el |, par définition du
00 fL 00/ Oxg+0+0 Oxh+0%j+ fx0 Oxi+0xk+fl

produit matriciel

ag ah+0bj ai+bk+cl
0 dj dk +el |,

0 0 7l

ce qui est bien, par définition, une matrice triangulaire supérieure.

If

Par un méme raisonnement, nous pouvons démontrer que le résultat est vrai pour les matrices

triangulaires inférieures.

Description globale de la situation

s [Les savoirs a mettre en fonctionnement sont la définition de matrice triangulaire et le

produit matriciel.

e Les matrices sont vues comme objet d’étude. La démonstration joue plutdt un rdle d’outil

permettant de faire travailler les étudiants sur les savoirs a mettre en fonctionnement, et

que nous avons énonceés ci-dessus.

e Nous sommes et restons tout au long de la démonstration dans le cadre des matrices.

Dans I’énoncé, les matrices sont représentées en mots alors qu’il faut travailler avec des

tableaux de variables (3 x 3) dans la démonstration. Une traduction de I’énoncé discursif

dans le registre algébrique est nécessaire et laissée a la charge de I’étudiant.

¢ Le produit matriciel et la définition de matrice ont été introduits aux étudiants dans le

cours qui précede les exercices, il s’agit donc de savoirs nouveaux.
q
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Analyse de la tache

La question est fermée puisque la valeur de vérité est donnée. Les €tudiants savent que la
proposition « le produit de deux matrices triangulaires supérieures (ou inférieures) est une
matrice triangulaire supérieure (ou inférieure) » est vraie.

Aucune méthode n’est suggérée, cependant, un format de matrice est imposé.

Le raisonnement a appliquer est formel.

Il n’y a aucun élément implicite dans I’énoncé.

La démonstration est prise en charge par le calcul et donc, sa structure est linéaire et non

complexe.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de fonctionnement est technique puisque les étudiants ont été introduits au
produit matriciel et aux matrices triangulaires, et I’énoncé donne directement la piste de
cé qu’il y a a faire.

Seules les définitions de produit matriciel et de matrices triangulaires sont a invoquer.
Les étudiants doivent alors étre capables d’écrire deux matrices triangulaires a entrée
variables en toute généralité avec douze variables.

Il n’y a pas d’argument a appliquer plus d’une fois.

Il n’y a pas de changement de point de vue a introduire.

Le formalisme est important : les matrices sont & gérer sous la forme de tableaux de
variables, il faut pouvoir reconnaitre les matrices triangulaires dans ces tableaux et ceux-

ci doivent étre aussi généraux que possible, pour que la preuve soit valable.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la preuve ne peut nuire au déroulement de la démonstration
puisqu’il s’agit de faire ce qui est demandé dans la question : faire la multiplication et
vérifier si la matrice obtenue est bien triangulaire supérieure (ou inférieure). Cependant,
comme il n’y a pas d’égalité ou d’expression présentée explicitement dans I’énoncé, un
étudiant tres attaché a cette conception pourrait rester bloqué et ne savoir que faire.

Les définitions a utiliser sont sous une forme facilement reconnaissable par I’étudiant,

mais il pourrait y avoir confusion avec la définition de produit matriciel. On peut
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s’attendre a ce que certains étudiants reforgent leur propre définition du produit matriciel,
qui serait plus simple :

a b cYg h i) (ag bh ci

0 d el0 j k|=|0 d ek|.

00 f£A\007/)10 0 f
En effet, par analogie avec I’addition de matrices, les étudiants pourraient seulement
multiplier les composantes de méme adresse. Comme cette erreur méne & une matrice
triangulaire supérieure, elle nous parait encore plus probable.

e Comme les étudiants doivent travailler avec des matrices 3 x 3 écrites sous leur forme la

plus explicite, c’est-a-dire en tableaux, nous ne croyons pas qu’ils puissent y avoir des

pertes de sens associées a un symbolisme trop poussé.

Cet item nous parait complexe dans la mesure ou la difficulté principale est d’écrire deux
matrices triangulaires aussi générales que possibles. Selon nous, I’erreur la plus fréquente

serait d’utiliser deux fois la méme matrice :

a b cla b ¢
0 del|ll0d el=..

00 F)00 f

ou d’autre erreurs semblables, avec des matrices qui ne seraient pas assez générales.

>

Egalement, plus simplement, un étudiant pourrait faire I’erreur de ne donner qu’un exemple :

1237 8 9
04 510 10 11=...
0060 012
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Tache 3 (Exercice)

Dans M,,,, démontrer les 4 propriétés des matrices transposées.

Soit A et B deux matrices dont les transposées respectives sont A" et BT et soit k un

scalaire;
alors :
1 (AN =4,
2. (kA) =kA",

3. (A+B)Y = A" + B" si A+ Best définie;
(La transposée d'une somme est la somme des transposées.)
4. (AB)" = B" A", si AB est défini.

(La transposée d’un produit est le produit, dans [’ordre inverse, des transposées.)

1. A montrer (4") =4

A_ab
e 4

oN\T
.,'7._abl
<A>_[c }

d
’
a c S .
= b d , par définition de la transposée

= Mk par définition de la transposée




2. A montrer (k4)" = kA"
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P
({3

T
ka kb
= , par définition de multiplication d’une matrice par un scalaire
ke kd
ka ke e .
= , par définition de la transposée
kb kd

a ¢ . T . .
= k[ d} , par définition de multiplication d’une matrice par un scalaire

T
=k d] , par définition de la transposée

3. Amontrer (4+ B) = A" + B" si A+ Best définie;

b
A [a d} et B= [e Z] , A et B sont des matrices 2 x 2, leur somme est définie (2 x 2).
¢ g

oo )

a+e b+ f r L .. ,
= , par définition d’addition de matrices
c+g d+h
+ +
_|are ¢ré& , par définition de la transposée
b+ f d+h
a ¢ e g A . .
= + , par définition d’addition de matrices
b d f h

7 T

a b e f S .

= { j +[ j , par définition de la transposée
c d g h

=A" +B"
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4. A montrer (AB)" = B" A", si AB est défini.

b
A= [a dj et B= [e ;j , A et B sont des matrices 2 x 2, leur produit est défini (2 x 2).
¢ ¢ g

o {0 s 7)

T
+bg af +bh

_|%eToE / , par définition de produit matriciel puisque AB est défini

ce+dg c¢f +dh

ae+bg ce+d .
= & g] , par définition de la transposée

af +bh cf +dh

[ea+ gb ec+gd

fa+hb £ hd} , par commutativité de la multiplication dans R
at c+

e g a c ’ ) . . ,
= 7 onlb 4 , par définition de produit matriciel

r T
e fY(a b ol .
= e par définition de la transposée
c

Description globale de la situation

e Les savoirs a mettre en fonctionnement sont la définition de matrice transposée,
I’addition et le produit matriciels, la multiplication d’une matrice par un scalaire et la
commutativité de la multiplication dans les nombres réels.

o Les matrices sont vues comme objet: par cefte tdche, on vise un travail de mise en
fonctionnement des regles et définitions liées aux matrices transposées. En ce sens, la
démonstration intervient au moins autant en tant qu’outil qu’en tant qu’objet.

e Nous sommes et restons tout au long des trois premieres démonstrations dans le cadre des
matrices. Dans 1’énoncé, les matrices sont représentées par des lettres majuscules alors
qu'on demande de travailler avec des tableaux de variables (2 x2) dans les
démonstrations. Une traduction d’un registre & I’autre est nécessaire et laissée a la charge
de I’étudiant. Dans la quatrieme démonstration, une étape nécessite un changement de

cadre, c’est-a-dire qu’un passage du cadre des matrices a un cadre de 1’algébre des
> p
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nombres réels est nécessaire, pour effectuer les réorganisations a I’intérieur d’'une méme
entrée.

Les étudiants ont nouvellement été introduits aux matrices transposées, a I’addition de
matrice, au produit d’une matrice et d’un scalaire et au produit matriciel. Ce sont tous des

savoirs relativement nouveaux.

Analyse de la tiche

Méme si toutes les démonstrations portent sur les propriétés des matrices transposées, il
n’y a pas d’étapes, chaque propriété a démontrer est indépendante des autres.

La question est fermée puisque la valeur de vérité des propriétés est connue.

Aucune méthode n’est suggérée, mais on demande de démontrer pour les matrices de
format 2 x 2. Ainsi, le registre est indiqué.

Le degré de généralisation est peu élevé puisque la démonstration doit étre faite pour un
format précis de matrices, soit les matrices 2 x 2.

Il n’y a pas vraiment d’éléments implicites dans I’énoncé, sinon que de comprendre que
les démonstrations doivent étre valides pour toutes les matrices 2 x 2.

La structure des démonstrations est simple et prise en charge par le calcul.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de fonctionnement des trois premiéres démonstrations est technique puisque
les étudiants ont ét¢ introduits aux matrices transposées, a ’addition de matrice, au
produit d’une matrice et d’un scalaire et finalement au produit matriciel. De plus,
I’énoncé donne un format de matrice bien précis avec lequel travailler. La derniére
démonstration exige, pour une seule étape, un niveau de fonctionnement mobilisable,
I’étudiant doit utiliser la propriété de commutativité de la multiplication dans les réels.
Pour chaque démonstration, une méme opération sur les matrices est a faire plus d’une
fois.

Aucun changement de point de vue n’est a introduire.

Le symbolisme a gérer est peu complexe puisqu’il s’agit de matrices 2 x 2.
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Analyse des activités des étudiants possibles

o Une conception ritualiste de la preuve pourrait nuire au déroulement de la démonstration.
Les étudiants pourraient débuter la preuve par I’égalité a démontrer et manipuler un ou
deux cOtés jusqu’a obtenir une méme expression de chaque c6té. Comme nous I’avons
remarqué dans les analyses diagnostiques au chapitre I1I, beaucoup d’étudiants qui ont
une conception telle de la démonstration s’engagent dans un processus purement
calculatoire qui, souvent, cause des pertes de sens.

e Ce qui est a démontrer nous parait explicite dans les énoncés. En effet, en plus d’utiliser
un langage mathématique pour les propriétés, on les décrit en mots.

o Les définitions sont a appliquer telles que présentées dans le cours.

o Une confusion possible, comme nous I’avons vue dans ’analyse diagnostique, est de
confondre le symbole de transposition avec celui d’exposant. Cependant, ces conceptions
du symbole de transposition seraient fortement €branlées avec cette question puisqu’il
devient impossible de démontrer les égalités. Egalement, comme pour la tiche
précédente, les étudiants pourraient se réapproprier fautivement la définition de produit

matriciel.

En somme, cette tdche est relativement simple si I’étudiant maitrise la notion de matrice
transposée. La derniére démonstration nous parait légérement plus complexe dii au

changement de cadre nécessaire.

Tache 4 (Exercice)

Dans M, ,, démontrer les 5 propriétés des matrices symétriques et antisymétriques.

I. Le produit d'une matrice A par sa transposée A" est une matrice symétrique, c'est-d-
dire
(447" = 44"
2. La somme d'une matrice carrée A et de sa transposée A’ est une matrice symétrique,
c’est-a-dire

(A+ AN =4+4".
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3. La différence entre une matrice carrée A et sa transposée A est une matrice

antisymétrique,

¢ 'est-a-dire

(A-AY =—4-4").

4. Si la matrice A est symétrique ou antisymétrique alors le produit de A par sa

transposée A’

est commultatif, ¢’est-a-dire

AdT =A4"4.

5. Si la matrice A est symétrique ou antisymétrique alors A est une matrice symétrique,

¢ ’est-a-dire

AP =(4H"

a montrer (447) = 44"

[fa b
e d
a’+b°
ca+db
a’ +b?
ac+bd
a® +b?
ca+db

=A44"

)
war {2
)

22l
{02l

:2)

a iy .
[ N , par définition de la transposée
b
ac+ A e .
, | »pardéfinition de multiplication de matrices
ct+d
ca+db s ,
, par définition de la transposée
2, g2
c +d
ac+bd o T
, | »parcommutativité de la multiplication dans R
ct+d
a c ’ e . . . .
b 4 , par définition de multiplication de matrices
T
a b s .
4 , par définition de la transposée
¢




2. Soit A=

b ;
[a d]’ amontrer (A+ AN =4+ A",
¢
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(Aw:[{; O ;ﬁ

a b a c
= ¢ d + b4 , par définition de la transposée

2a b+c r L . .
, par définition d’addition de matrices
c+b 2d
2a c+b e .
, par définition de la transposée
b+c 2d
c a b S . .
+ , par définition d’addition de matrices
b d c d
a b a ¢ ., . .
+ , par commutativité de I’addition de matrices
¢ d b d
a b) (a bY o ,
+ , par définition de la transposée
c d c d

3.Soit A=

b :
[a d]’ amontrer (A—A"Y =—(4-A").
¢

s

=£
=£

;
b
¢ N , par définition de matrice transposée
c d) \b d

a-a b-c o . .
, par définition de soustraction de matrices
c—b d-d
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a-a c-b s . .
= , par définition de matrice transposée
b-c d-d

-a+a -b+c o e
= , par commutativité de I’addition dans R

-c+b -d+d
(a- —(b-
= (a-a) (b=¢) , mise en facteur de —1
—(c-b)y —(d-4d)
a-a b-c L o .
=- , par définition de la multiplication d’un scalaire et d’une
c-b d-d
matrice
a b a c . . .
=— ~ , par définition de soustraction de matrices
c d b d
a b a bY . . .
=- - , par définition de matrice transposée
¢ d ¢ d
=~(4-47)
. a b . oo \ T 7
4, Soit 4= 5 une matrice symetrique, a montrer 44" =4 4.
[
r [a bYa b !
A4 =
b c)\b ¢
a bYa b L ,
= , par définition de la transposée
b ¢chb ¢
T
b b
= [a ] (a ] , par définition de la transposée
b ¢c)\b ¢

=4"4
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0 -b s
Soit 4= [b 0 ]une matrice antisymétrique. A montrer 44" = A" 4.

[0 Y0 -bY'
b oo e 0
0 -6 0 b s .
= b o lp o , par définition de la transposée

0 b
[ O] , par définition de matrice opposée
o b . ,
NE par définition de la transposée

0o -8 ( (0 b
= [ ] [— [ OB , selon la régle d’associativité du produit matriciel et de la

multiplication par un scalaire

(0 -aY(0 -b
b 0, 0
=44
5. Soit 4= (Z } une matrice symétrique, a montrer 4° = (A4°)" .
c

o

a’+b> ab+be
= b b b 2j , par définition de produit matriciel
a+c +c

2 2
a +b" ab+bc o T
= , | > parlacommutativité¢ de la multiplication dans R
ab+bc b"+c

T
a*+b* ab+bc s .
= , par définition de la transposée

ab+be b +c?

— (A2)'l"
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0 -b
Soit 4= [b 0 }une matrice antisymétrique, 4 montrer A% = (4*)".

” 2[2 _obj[g _ob]

- b2 O ret . . .
:[ sz , par définition de produit matriciel

0
—p? 0 r
:{ 0 sz , par définition de la transposée
— (AZ)T

Description globale de la situation

Les savoirs & mettre en fonctionnement sont les définitions de matrices symétriques et
antisymétriques, la définition de matrice transposée, la définition d’addition de matrices
et la définition de produit matriciel. Egalement, les démonstrations nécessitent la mise en
fonctionnement des propriétés des opérations sur les matrices et des opérations sur les
nombres réels.

Les matrices sont vues comme objet et la démonstration intervient autant en tant qu’outil
qu’en tant qu’objet. On vise un travail de mise en fonctionnement des regles et
définitions liées aux matrices symétriques et antisymétriques mais en méme temps, on
vise un travail sur la démonstration.

Le cadre est celui des matrices mais le cadre de ’algeébre des nombres réels intervient
dans certaines démonstrations. Dans ]’énoncé, les matrices sont représentées par des
lettres majuscules alors qu’on demande de travailler avec des tableaux (2 x2) de
variables et de nombres dans les démonstrations. Une traduction des matrices
représentées par une lettre majuscule au registre des matrices représentées par des
tableaux de variables est nécessaire et laissée a la charge de I’étudiant.

A Pintérieur du méme cours, les étudiants ont briévement été introduits aux matrices
transposées, symétriques et antisymétriques. Au cours précédent, ils avaient été introduits
a I’addition de matrice, au produit d’une matrice et d’un scalaire et au produit matriciel.

Ce sont tous des savoirs nouveaux.
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Analyse de |a tiche

Il s’agit de ]a méme analyse que celle faite pour la tiche 3.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de fonctionnement des savoirs dans les démonstrations est mobilisable puisque
les étudiants doivent gérer des propriétés d’opérations sur les matrices avec des matrices
dont la forme est particuliere (matrices symétriques et antisymétriques). De plus, les
étudiants doivent penser a utiliser la propriété de commutativité de la multiplication dans
les réels et ils doivent pouvoir changer le signe des nombres d’une matrice sans affecter
I’égalité.

Aucun changement de point de vue n’est & introduire.

On ne doit pas introduire d’étapes.

On ne doit pas développer plusieurs arguments a la fois.

Le symbolisme semble peu complexe puisqu’il s’agit de matrices 2 x 2. Cependant, les
matrices 4 manipuler ont une forme bien précise et cette forme se traduit par un

symbolisme précis. Par exemple, pour une matrice symétrique d’ordre 2, x,, = x,,.

Analyse des activités des étudiants possibles

Une conception ritualiste de la preuve pourrait nuire au déroulement de la démonstration.
Les étudiants pourraient débuter la preuve par I’égalit€é & démontrer et manipuler un ou
deux c6tés jusqu’a obtenir une méme expression de chaque c6té. Comme nous ’avons
remarqué dans les analyses diagnostiques au chapitre I1, beaucoup d’étudiants qui ont une
conception telle de la démonstration s’engagent dans un processus purement calculatoire
qui, souvent, cause des pertes de sens et des incohérences d’un point de vue logique.

Ce qui est a démontrer nous parait explicite dans les énoncés. En effet, en plus d’utiliser
un langage mathématique pour les propriétés, on les décrit en mots.

Les définitions sont & appliquer telles que présentées dans le cours mais les matrices
impliquées dans la démonstration ont une forme particuliére, ce qui peut complexifier la

tache.
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e Une confusion possible est de confondre le symbole de transposition avec celui
d’exposant. Aussi, on peut s’attendre a ce que certains étudiants remodele leur propre

définition du carré d’une matrice, sous la forme plus simple :

abz_a2 b*
c d _Cz dz'

e Comme il n’y a pas de symbole propre aux matrices symétriques et antisymétriques,
c'est-a-dire que leur représentation sous la forme d’une lettre majuscule est la méme que
celle de n’importe quelle matrice, les étudiants pourraient entrer dans la tiche avec des
matrices quelconques. En ce sens, le symbolisme utilisé dans la question contient plus
d’information qu’il n’en parait. L’étudiant a lui-méme la charge de générer une
représentation d’une matrice symétrique ou antisymétrique d’ordre 2. Ainsi, il doit
réaliser que x,,=x,, pour la matrice symétrique et que x,,=-—x,, pour une matrice

antisymeétrique.

La tache nous semble assez complexe puisque les matrices impliquées ont une forme précise
a gérer, ce qui n’apparalt pas dans I’énoncé. De plus, quelques changements de cadre sont
nécessaires pour mener a bien certaines démonstrations. En particulier, lorsque les signes des
variables de la matrice doivent changer, il faut penser & multiplier la matrice par 1 mais sous
la forme —1x-1. Certains symboles peuvent entrer en conflit avec des symboles d’autres

cadres, tels que le symbole de transposition et le carré d’une matrice.

Tache 5 (Exercice)

Démontrer que (ABC) =C"B" A sile produit ABC est défini

Démonstration

(ABC)" =CT(AB)", par la propriété de la transposition d’un produit

=CTB" A", par la propriété de la transposition d”un produit
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Description globale de la situation

e Le seul savoir a mettre en fonctionnement est la propriété de la transposition d’un produit
de matrices.

e Le travail vis€ est une mise en fonctionnement de cette propriété. Ainsi, la démonstration
semble jouer un rdle d’outil plus que d’objet. Les matrices sont €tudiées en tant qu’objet.

e Le cadre est celui des matrices. Dans I’énoncé, les matrices sont représentées par des
lettres majuscules et aucun changement de registre n’est nécessaire pour mener la
démonstration & terme.

e Les étudiants ont été introduits aux matrices transposées et aux propriétés de telles

matrices dans le cours précédent les exercices. [] s’agit d’un savoir nouveau.

Analyse de la tache

e La question est fermée puisque nous savons que 1’égalité a montrer est vraie.

e Aucune méthode n’est suggérée.

o Le degré de généralisation est plutét élevé puisque la démonstration doit étre faite pour
toutes les matrices de tous les formats.

e Il n’y a pas vraiment d’élément implicite dans I’énoncé, sinon que de comprendre que les
démonstrations sont valides pour toutes les matrices.

e La structure de la démonstration est trés simple.

Analyse des activités attendues des étudiants

e Le niveau de fonctionnement de la démonstration peut, a prermiére vue, sembler
technique mais nous le considérons mobilisable puisqu’il y a lieu de reconnaitre un
produit de matrices comme une seule matrice.

e Aucun changement de point de vue n’est a introduire.

e On ne doit pas introduire d’étapes.

e On ne doit pas développer plusieurs arguments a la fois.

e Le symbolisme semble peu complexe mais il faut reconnaitre que les lettres majuscules

représentent toutes les matrices de n’importe quel format.
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Analyse des activités des étudiants possibles

Dépendamment de la conception qu’ont les étudiants, une conception ritualiste de la
démonstration peut engendrer des pertes de sens si les étudiants décidaient de manipuler
les deux cotés de 1’égalité a la fois. Cependant, si les étudiants ont plutdt la conception
qu’il faut partir d’un c6té de I’égalité et manipuler pour obtenir [’autre, cela ne leur nuit
pas.

Ce qui est a démontrer nous parait explicite dans les énoncés.

La propriété a utiliser n’est pas a appliquer telle que présentée dans le cours, il y a lieu de
reconnaitre une matrice sous une nouvelle forme, ¢’est-a-dire sous la forme d’un produit
de matrices.

Une fois encore, une erreur possible est de confondre le symbole de transposition avec
celui d’exposant. Ainsi, les étudiants pourraient mener la démonstration en distribuant le

symbole d’exposant et en commutant le produit de matrices :
(ABC) = ATBTCT, en distribuant I’exposant
=B"4"C" , par commutativité
= B"C" 4" | par commutativité

=C"B" A", par commutativité

Le symbolisme est plutdt poussé puisqu’une seule lettre représente un tableau de nombres
de n’importe quel format ; mais il ne s’agit pas d’une matrice particuliére, comme une

matrice symétrique par exemple.

La tdche nous semble relativement complexe. La difficulté est de savoir comment appliquer

la régle (XY)" =Y" X" quand la premiére des deux matrices X résulte en fait du produit

AB, qui doit étre reconnu comme une seule matrice. Mais cette difficulté est aussi amplifiée

par le fait que la regle a en fait été annoncée en classe avec les lettre 4 et Betnon X et ¥'! On

imagine facilement les confusions possibles. Il est difficile de savoir si I’enseignante

s’attendait a une étude plus poussée de la dimension des matrices et des produits. Si c’était le

cas, la solution aurait d0 comporter ce qui suit.
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Soit 4 de format m x n, B de format n x p et C de format p x g. AB est défini, de format m x p

et ABC est défini, de format m x g.(ABC)" est donc de  format g x m. (4B)" est de format
pxm et C'de format ¢ x p ; donc, C” (4B)" est défini, de format ¢ x m. Finalement

BT A" est défini et de format p x met donc C” BT A7 est défini, de format g x m.

Tache 6 (Exercice)
A laide des propriéiés, démontrer les 5 propriétés des matrices symétriques et

antisymétriques, dans 'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

1. Le produit d’une matrice A par sa transposée A est une matrice symétrique, c 'est-a-
dire
(AATY = 44"
2. La somme d’une matrice carrée A et de sa transposée A’ est une matrice symétrique,
¢'est-a-dire
(A+47Y =4+ 4",
3. La différence entre une matrice carrée A et de sa transposée A’ est une matrice
antisymétrique, c'est-a-dire
(A-AY =—(4-4").
4. Si la matrice A est symétrique ou antisymétrique alors' le produit de A par sa

transposée A’ est commutatif, ¢ est-G-dire

5. Si la matrice A est symétrique ou antisymétrique alors A* est une matrice symétrique,

¢ 'est-a-dire

A =4



1. A montrer (44") = 44" .

38

AATYT = (A" 4" | par 1a propriété de la transposition d’un produit
p prop p p

= AA" | puisque la transposée d’une matrice transposée est la matrice elle-méme.

2. Amontrer (A+ A =A+4".

(A+ AT = 4" +(4")", la transposée d’une somme est la somme des transposées

= A" + 4, puisque ]a transposée d’une matrice transposée est la matrice elle-méme

= A+ A", par la commutativité de I’addition de matrices.

3. Amontrer (A—A") =—(4-A4").

A= AN = A" =A™, 1a transposée d’une différence est la différence des transposées
p p
= A" — 4, puisque la transposée d’une matrice transposée est la matrice elle-méme
=-A+ A", par la commutativité de I’addition de matrices.

=—(A-A"), selon la propriété de la multiplication par un scalaire.

4. A montrer 44" = A" 4, sachant que 4 est une matrice symétrique ou antisymétrique.

Soit 4 une matrice symétrique,
AA" = A4, selon la définition de matrice symétrique comme matrice égale a sa transposée

= A" 4, selon la définition de matrice symétrique.

Soit 4, une matrice antisymeétrique,
AA" = A(-A), selon la définition de matrice antisymétrique comme matrice dont la

transposée égale I’opposée

=—~(=A)-A4),car —1x-1=1
=—(A4)"(~4), selon la définition de matrice antisymétrique
= —(=(A" 4)), selon la propriété de la multiplication par un scalaire

= A" 4, puisque ~1x-1=1.
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S. A montrer A% =(A4%)", sachant que 4 est une matrice symétrique ou antisymétrique.

Soit A4 une matrice symétrique,

A% = AA, par définition du carré d’une matrice

= A" A", par définition de matrice symétrique
=(AA)", par la propriété de la transposition d’un produit

=(4%)", par définition du carré d’une matrice.

Soit 4 une matrice antisymétrique,

A* = AA, par définition du carré d’une matrice

=-A(-A), selon la propriét¢ de la multiplication par un scalaire

= A" 4", par définition de matrice antisymétrique comme matrice dont I’opposée égale la

transposée

=(A44)", par la propriété de la transposition d’un produit

2 I3 (R . -
= (4%, par définition du carré d’une matrice.

Description globale de la situation

Les savoirs a mettre en fonctionnement sont les définitions de matrices symétriques et
antisymétriques, la définition et les propriétés des matrices transposées, les définitions et
propriétés des opérations sur les matrices.

Les matrices sont vues comme objet et la démonstration intervient autant en tant qu’outil
qu’en tant qu’objet. On vise un travail de mise en fonctionnement des régles et
définitions liées aux matrices symétriques et antisymétriques mais en méme temps, on
vise un travail sur la démonstration.

Le cadre est celui des matrices. Dans ’énoncé, les matrices sont représentées par des
lettres majuscules et on demande aux étudiants de démontrer a I’aide des propriétés.
Ainsi, aucun changement de registre n’est nécessaire.

A Iintérieur du méme cours, les étudiants ont briévement été introduits aux matrices

transposées, symétriques et antisymétriques. Au cours précédent, ils avaient été introduits
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a ’addition de matrice, au produit d’une matrice et d’un scalaire et au produit matriciel.

Ce sont tous des savoirs nouveaux.

-Analyse de la tache

1In’y a pas d’étapes, chaque propriété a démontrer est indépendante des autres.

La question est fermée puisque la valeur de vérité des propriétés est connue.

Une méthode est suggérée, c’est-a-dire qu’on demande de démontrer a [’aide des
propriétés.

Le degré de généralisation est élevé puisque la démonstration doit étre faite pour les
matrices de n’importe quel format.

Il n’y a pas vraiment d’élément implicite dans I’énoncé sinon que de comprendre que les
démonstrations sont valides pour toutes les matrices.

La structure des démonstrations est simple.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de fonctionnement des savoirs dans ces démonstrations est mobilisable puisque
a peu pres toutes les définitions et propriétés doivent étre manipulées sous une autre
forme que celle présentée dans le cours.

Aucun changement de point de vue n’est a introduire.

On doit introduire des étapes aux démonstrations 4 et 5 puisqu’on ne peut mener les
démonstrations pour les matrices symétriques et antisymétriques a la fois.

Aucune quantification n’est a prendre en compte, sinon que de comprendre que les
démonstrations sont valides pour toutes les matrices ou pour toutes les matrices
symétriques et antisymétriques.

Le symbolisme est plutét complexe puisque les matrices symétriques et antisymétriques

doivent étre manipuler avec les mémes symboles que les matrices quelconques.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la preuve pourrait nuire au déroulement de la démonstration.
Les étudiants pourraient débuter la preuve par I’égalité a démontrer et manipuler un ou

deux cOtés jusqu’a obtenir une méme expression de chaque coté. Comme nous I’avons
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remarqué dans les analyses diagnostiques au chapitre 11, beaucoup d’étudiants qui ont une
conception telle de la démonstration s’engagent dans un processus purement calculatoire
qui, souvent, cause des pertes de sens et des incohérences d’un point de vue logique.

e Ce qui est a démontrer est explicite dans les énoncés. En effet, en plus d’utiliser un
langage mathématique pour les propriétés, on les décrit en mots.

e Les définitions et propriétés ne sont pas a appliquer telles que présentées dans le cours;
en effet, elles sont toutes a appliquer sous un format différent. 1l est fort probable que les
étudiants ne reconnaissent pas les propriétés a appliquer sous cette nouvelle forme. Par
exemple, 4" 4" =(44)" , issue de la régle (4B)" = BT A", est a appliquer dans le sens
inverse qu’elle est présentée aux étudiants ; mais en plus, il faut reconnaitre les matrices
sous une autre forme, c'est-a-dire qu’ici, A=A mais B=A aussi. Pour cette raison, il
nous semble que la régle est d’autant plus difficile a reconnaitre. Cependant avec la
conception que « I'» est un exposant, les étudiants pourraient produire des étapes
paraissant valables, alors qu’elles ne le seraient pas en réalité ! Comment en effet détecter
que I’étudiant n’a pas commuté les deux A4 en passant de A4 4 44)" 2

e Une erreur possible est de confondre le symbole de transposition avec celui d’exposant.
Les étudiants pourraient aussi justifier certains passages par la commutativité¢ de la
multiplication de matrices. Par exemple :

| AA" = 4" 4, par commutativité.

e Comme il n’y a pas de symbole propre aux matrices symétriques et antisymétriques,
c'est-a-dire que leur représentation sous la forme d’une lettre majuscule est la méme que
pour n’importe quelle matrice, les étudiants pourraient entrer dans la tiche en
réfléchissant sur des matrices quelconques. En ce sens, le symbolisme utilisé dans la
question contient plus d’information qu’il n’en parait.

o Le symbolisme peut étre source de confusion puisqu’il n’y a qu’une matrice 4 a
manipuler dans toutes les démonstrations ; ainsi, les reégles sont difficiles a reconnaitre

puisqu’elles sont habituellement présentées aux étudiants avec plusieurs matrices.

1 s’agit du méme énoncé que la tache 4, mais les étudiants doivent prouver les propriétés
pour toutes matrices carrées, de format quelconque. Ainsi, il n’y a aucun changement de

registre a gérer. Il serait possible de croire que, puisqu’il n’y a pas de changement de registre
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a effectuer, la tAche est alors plus facile, mais au contraire, en opérant sur des symboles qui
enferment beaucoup d’information, les étudiants sont susceptibles de produire un discours
vide de sens et de recourir a des régles plus faciles qu’ils se forgent eux-mémes. Egalement,
cette tiche est complexe puisque, dii a la forme des matrices, les régles a utiliser sont

difficiles a reconnaitre.

Tache 7 (Exercice)
Toute matrice carrée A peut s exprimer comne la somme d'une matrice symétrique et
d’une matrice antisymétrique, ¢ est-a-dire
A= %(A+ AN +—;—(A— A").

Montrer que cette affirmation est vraie.

Démonstration

Montrons d’abord que %(A + A" est bien syrﬁétrique :

%(A +47)= (%(A +A™ ) :%(A +A™)T, par la tiche 6, démonstration 2 et par la
propriété (kA)" = kA . Par définition, la matrice %(A + AT ) est bien symétrique.
Montrons ensuite que %(A ~ A") est bien antisymétrique :

—;—(A -AT)= (—%(A —AT)Y = —%(A - AT, par la tiche 6, démonstration 3 et par la

propriété (kA)" = kA" . Par définition, la matrice %(A — A" Y est bien antisymétrique.

1 ] 1 o1 1+ 1 T o
— A+ A+ =(4-A"Y==A+—A" +=4 —lAT, par la distributivité de la multiplication
2 2 2 2 2 2
d’un scalaire sur I’addition de matrices
1 ] 1

= EA +EA +5A7 ——2~A’ , par la commutativit¢ de ’addition de matrices

= A, par définition d’addition (soustraction) de matrices.
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Description globale de la situation

Les savoirs & mettre en fonctionnement sont les définitions de matrice symétrique et
antisymétrique, leurs propriétés, la définition d’addition de matrices et ses propriétés et
les propriétés de la multiplication d’un scalaire et d’une matrice.

Les matrices sont vues comme objet. Il est difficile de déterminer le statut de la
démonstration pour cette tache. Le travail de mise en fonctionnement des regles est peu
¢laboré et alors la démonstration est assez ¢lémentaire.

Le cadre est celui des matrices. Dans I’énoncé les matrices sont représentées par des
lettres majuscules et aucun changement de registre n’est nécessaire.

A Pintérieur du méme cours, les étudiants ont briévement été introduits aux matrices
transposées, symétriques et antisymétriques. Au cours précédent, ils avaient été introduits
a I’addition de matrice, au produit d’une matrice et d’un scalaire et au produit matriciel.

Ce sont tous des savoirs nouveaux.

Analyse de la tache

. . . 1 1 7
11'y a tres peu d’étapes, celles de montrer que les matrices E(A + A yet E(A — A" sont
respectivement symétrique et antisymétrique et la démonstration de [1'égalité

1 e 1 7
A=—(A+A )+=(4-4").
5 )+ ( )
La question est fermée puisque la valeur de vérité est connue.

Le degré de généralisation est assez élevé puisque la démonstration doit étre faite pour les

matrices carrées de n’importe quel format.

Il'y a un élément implicite dans P’énoncé. 11 faut vérifier que les matrices E(A +A47)et

E(A - AT) sont bien des matrices, respectivement, symétrique et antisymeétrique.

La structure de la démonstration est simple.
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Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de fonctionnement de savoirs est technique puisque les définitions et propriétés
y apparaissent .sous une forme connue. Seules les propriétés d’addition et de
multiplication par un scalaire sont & invoquer.

Aucun changement de point de vue n’est & introduire.
. . 1 T 1 T .
On doit montrer que les matrices E(A + A et E(A — A" )sont respectivement

symétrique et antisymétrique.

Aucune quantification n’est a prendre en compte, sinon que de comprendre que les
démonstrations sont valides pour toutes les matrices carrées.

Le symbolisme est condensé et la lettre majuscule ne représente pas une matrice

quelconque mais bien une matrice carrée.

Analyse des activités possibles des étudiants

: . 1 1 ' :

La démonstration que les matrices 5(A+Ar)et E(A—Ar)sont respectivement
symétrique et antisymétrique est implicite dans I’énoncé, alors que la démonstration de
: 1 1 . -
I’égalité A=§(A+AT)+E(A—AT) est explicite. En effet, en plus d’utiliser le

langage mathématique pour cette égalité, on la décrit en mots.

Les régles et définitions a appliquer sont simples.

Une erreur possible serait de confondre le symbole de transposition avec celui d’exposant
mais comme les étudiants ne le manipulent pas, cette confusion n’entrainerait pas
d’erreur (apparente).

Comme il n’y a pas de symbole propre aux matrices carrées, c'est-a-dire que leur
représentation sous la forme d’une lettre majuscule est la méme que pour n’importe
quelle matrice, les étudiants pourraient entrer dans la tdche sans étre conscients que les
matrices sont carrées. Il semble que cela ne poserait pas de probleme pour cette

démonstration.
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Cette tadche nous apparait simple puisque les régles a utiliser sont semblables aux regles de
calcul familieres aux étudiants. Malgré un glissement possible vers ces régles, les étudiants

pourraient mener & bien la démonstration, sans erreur apparente. Cependant, les étudiants
. : 1 T ] T .
pourraient ne pas montrer que les matrices E(A + A )et E(A —A") sont, respectivement,

symétrique et antisymétrique.

Tache 8 (Exercice et examen pour la propriété 1, exercice et devoir pour la propriété 2
et exercice pour la propriété 3)

Démontrer les propriétés des matrices inverses énoncées a la page 42.

Soit A et B deux matrices carrées régulieres de méme ordre ;

Alors ;
1. (AB)"' =B'4"
2.(ANY " =Y

3.4 Y '=4

1. A montrer (4B)" =B™'4™"

D’abord,
AA™" = I, par définition de matrice inverse
AIA™ = I, par définition de matrice identité
A(BB™)A™ = I, par définition de matrice inverse
((AB)B™)A™") = I, par associativité du produit matriciel.

(ABY(B™'A™") = I, par associativité du produit matriciel.

Mais aussi,
A7 4 = I, par définition de matrice inverse
A7'IA = I, par définition de matrice identité

A" (B'B)A = I , par définition de matrice inverse
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(B'A™"Y(A4B) = I, par associativité du produit matriciel.
D’autre part,

(ABY(AB)™ = (AB)™' (AB) = I, par définition de matrice inverse.
D’ou,

(AB)' = B™'A™", par unicité de la matrice inverse.

2. A montrer (A7) = (4™ (cf. p.35)

3. A montrer (47")' = 4.

D’abord,

AA™" = A7 A =1, par définition de matrice inverse

Mais aussi,

(A A™"Y " =47 (47" =1, par définition de matrice inverse.

D’ou

N o, . .
(A7) = A, par unicité de la matrice inverse.

Description globale de la situation

e Les savoirs a mettre en fonctionnement sont la définition de matrice inverse et les
opérations sur les matrices.

o Les matrices sont vues comme objet. La démonstration intervient autant en tant qu’outil
qu’en tant qu’objet. On vise un travail de .mise en fonctionnement des régles
d’opérations, des définitions et des propriétés liées aux matrices inverses mais en méme
temps, on vise un travail sur la démonstration.

o Le cadre est celui des matrices. Dans I’énoncé les matrices sont représentées par des
lettres majuscules et aucun changement de registre n’est nécessaire pour achever la

démonstration.
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Les étudiants ont été introduits aux définitions, propriétés et régles d’opérations sur les
matrices a l’intérieur du cours méme d’Algebre linéaire et géométrie vectorielle. Le

savoir est relativement nouveau.

Analyse des taches

7z

La question est fermée puisque la valeur de vérité¢ de chaque propriété a démontrer est
connue.

Chaque propriété a démontrer est indépendante des autres.

On ne suggere aucune méthode.

Le degré de généralisation est élevé puisqu’on démontre pour n’importe quelle matrice.
Le formalisme est important puisque certaines matrices impliquées ne sont pas n’importe
quelle matrice mais bien des matrices inverses.

Les propriétés sont présentées en langage mathématique seulement ce qui les rend moins
explicites.

La structure des démonstrations est relativement simple.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de fonctionnement des savoirs dans ces démonstrations est mobilisable puisque
a peu pres toutes les définitions et propriétés a mettre en ceuvre doivent étre utilisées ou
reconnues sous une autre forme que celle présentée dans le cours ou dans le manuel.
Aucun changement de point de vue n’est & introduire.

On ne doit pas introduire d’étapes.

On ne doit pas développer plusieurs arguments 2 la fois.

Le symbolisme est complexe puisque certains symboles sont utilisés dans d’autres cadres

et ont d’autres applications.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la preuve pourrait nuire au déroulement de la démonstration.
Les étudiants pourraient débuter la preuve par 1’égalité a démontrer et tenter de manipuler

un ou deux c6tés pour obtenir une méme expression de chaque coté. Il faut pourtant
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débuter la démonstration & I’aide de la définition de matrice inverse ce qui est peu
familier pour les étudiants.

e Ce qui est & démontrer peut paraitre explicite mais comme les propriétés ne sont pas
présentées en mots, nous croyons, a la lumiére de I’analyse diagnostique, que les égalités
sont difficiles a interpréter pour les étudiants.

o Les définitions et propriétés ne sont pas a appliquer telles que présentées dans le cours. 11

est fort probable que les étudiants ne reconnaissent pas les propriétés a appliquer sous ces
nouvelles formes. Par exemple, il y a lieu de reconnaitre que (4B) ' est I’inverse de la

matrice 4B et alors, admettre que 4B n’est pas une opération a effectuer mais bien le

résultat du produit de matrices et ainsi, une matrice. Egalement, les étudiants doivent non
seulement accepter que (A4™') 'est Pinverse de la matrice 47 mais que A4 Pest
également. Ce n’est pas facilement acceptable de la part des étudiants puisque c’est tres
¢loigné de la définition de matrice inverse qu’ils ont vue en classe.

e Une erreur est possible, celle de confondre le symbole de matrice inverse avec celui

d’exposant. Nous pourrions avoir des démonstrations comme :
(ABY ' = 47'B ' = B7' 47" en distribuant ’exposant et par commutativité

R

et (A7) =—

=4.

1
A

Cette tache est complexe puisque nous avons vu en analysant des productions d’étudiants
dans I’analyse diagnostique qu’il est difficile pour eux de maitriser le nouveau symbolisme,
particulierement lorsqu’il entre en conflit avec des symboles déja familiers. Comme nous
I’avons mentionné, il est probable que certains étudiants traitent « —1 » comme un exposant.
[Is ont aussi du mal a reconnaitre ou appliquer une définition ou une propriété quand il faut y
remplacer une variable par une expression plus complexe. Ils ont beaucoup de difficulté a
interpréter, décoder une régle ou une définition, surtout quand le symbolisme condense

beaucoup d’information, comme c’est le cas ici.
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Téache 9 (Examen)

Démontrer le résultat suivant & I'aide des propriétés des matrices:
‘ , 1y o
«Pour toute matrice carrée 4, la matrice E(A - A) est antisymétriquey.

(Indiguer toutes les étapes sans les justifier.)

Démonstration

Une matrice est dite antisymétrique si elle est égale a ’inverse additif de sa transposée.

Vérifions :

T
- [%(AT - A)] = —%(A'f - A", car (k)" =kA”

1 ’ , .y
=— 5 (AT = A7), propriété de la transposée d’une différence de
matrices
1 7 . o :
= ) (A—A"), latransposée de la transposée d’une matrice donne cette
matrice

1

= —5(—AT + A), commutativité de I’addition matricielle
= —%[— A" - A)], mise en évidence du facteur -1

Loy
= (4" - A).

Description globale de la situation

o Les savoirs a mettre en fonctionnement sont la définition et les propriétés des matrices
transposées, les opérations sur les matrices et la définition de matrices antisymétriques.

¢ Les matrices sont vues comme objet. La démonstration intervient autant en tant qu’outil
qu’en tant qu’objet. On vise un travail de mise en fonctionnement des régles
d’opérations, de définitions et de propriétés liées aux matrices transposées et

antisymétriques mais en méme temps, on vise un travail sur la démonstration.
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Le cadre est celui des matrices. Dans 1’énoncé les matrices sont représentées par des
lettres majuscules et aucun changement de registre n’est nécessaire pour mener la
démonstration a terme.

Les savoirs sont tous relativement nouveaux.

Analyse des tiches

La question est fermée, la valeur de vérité étant donnée.

Il n’y a pas d’étapes.

On ne suggere aucune méthode.

Le degré de généralisation est assez élevé puisque la démonstration doit étre faite pour
toutes les matrices carrées de tous les formats.

I n’y a pas vraiment d’élément implicite dans I’énoncé.

La structure de la démonstration est relativement simple.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de fonctionnement des savoirs dans ces démonstrations est mobilisable, les
définitions et propriétés doivent étre utilisées ou reconnues sous une autre forme que
celle présentée dans le cours ou dans le manuel. En effet, elles sont a utiliser ou a
reconnaitre avec des matrices transposées ou avec des soustractions de matrices.

Aucun changement de point de vue n’est a introduire.

On ne doit pas introduire d’étapes.

On ne doit pas développer plusieurs arguments a la fois.

Le symbolisme est complexe puisque certains symboles sont utilisés dans d’autres cadres

et ont d’autres applications.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la preuve pourrait nuire au déroulement de la démonstration.

Les étudiants pourraient débuter la preuve par ’expression donnée dans [’énoncé et

T
1
manipuler pour arriver a I’expression — E(AT — A) | . Ce serait possible d’y arriver
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mais les manipulations sont plus difficiles. Il faut alors introduire des objets neutres
comme multiplier par 1 mais en faisant —1x —1.

Ce qui est a démontrer nous parait explicite dans [’énoncé.

La matrice antisymétrique est a reconnaitre sous une autre forme puisque A est
antisymétrique lorsque A=—-A".

Il y a toujours la possibilit¢ de confondre le symbole de transposition avec celui
d’exposant. Cependant, les étudiants ne pourraient mener a terme la démonstration s’ils

confondaient les significations de ces deux symboles.

Cette tache est relativement complexe puisque ce n’est pas un type de démonstration familier

pour les étudiants et de plus, il faut produire ’expression de la matrice antisymétrique a partir

d’un format trés différent de celui vu en classe.

Téache 10 (Exercice donné en classe)

Si A7 existe alors ‘A‘ # 0. Démontrer.

Démonstration

]:

]nxn

=447 =] 4]

, car le déterminant d’un produit égale le produit des déterminants.

= ‘A‘ #0 et fA"l ‘ # 0, car les termes d’un produit non nul ne peuvent étre nuls.

Description globale de la situation

Les savoirs a mettre en fonctionnement sont la définition de matrice inverse, la définition
de déterminant et les propriétés des déterminants.

Les matrices et déterminants sont étudiés en tant qu’objet. La démonstration intervient
pour faire travailler la définition et les propriétés des déterminants.

Nous sommes dans le cadre des matrices. Dans I’énoncé, les matrices sont représentées
par des lettres majuscules. Aucun changement de registre n’est nécessaire. Cependant,
pour passer du nombre 1 aux déterminants de matrices, un changement de cadre est fait,
c’est-a-dire qu’on passe du cadre numérique au cadre des matrices. Ce changement de

cadre permet d’introduire la matrice identité (/).
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Il s’agit d’un savoir nouvellement introduit en ce qui concerne la définition de
déterminant. A ce stade, les étudiants doivent étre plutdt familiers avec la notion de

matrice inverse.

Analyse de la tiche

Il y a des étapes importantes, notamment celle qui consiste a partir de la valeur du
).

La question est fermée puisque la valeur de vérité du résultat est connue.

déterminant de la matrice identité (1=

IVIXN

Aucune méthode n’est suggérée.
Le niveau de généralisation est élevé puisque le travail est fait pour les matrices carrées
inversibles de toutes dimensions.
Le réle du symbolisme est important puisque nous travaillons avec une matrice et son

Inverse.

Pour la démonstration, il y a une prise en charge de I’enchainement des inférences par le

calcul et alors, les structures sont non complexes.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de fonctionnement est mobilisable, les étudiants ont besoin de s’adapter dans la
maniere de mener a bien la démonstration.

[I'y a un changement de point de vue a introduire puisque I’étudiant doit entamer la
démonstration sans utiliser les déterminants.

Ce qui est demandé est explicite dans 1’énoncé.

Un changement de point de vue est nécessaire pour mener a bien la démonstration.
Aucune quantification n’est a prendre en compte.

Les matrices sont a gérer sous forme de lettres majuscules comme dans 1’énoncé.

Analyse des activités possibles des étudiants

Les définitions ne sont pas utilisées sous une forme facilement reconnaissable. D’abord,

il faut que I’étudiant reconnaisse que ‘AA"‘ est le déterminant de la matrice 44" On
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peut penser que certains étudiants n’acceptent pas la notation ‘AB‘ puisque pour eux, 4B

est une opération a faire, une multiplication de deux matrices, plutét que le résultat du

produit de deux matrices, soit une matrice. Egalement, il faut reconnaitre la propriété
‘AB| = ‘AHB‘ sous une nouvelle forme, c’est-a-dire que dans la démonstration, B = Al

o Une fois encore, il y a possibilit¢ de confondre le symbole de matrice inverse avec un

exposant. Le symbole du déterminant pourrait étre confondu avec celui de valeur absolue.

La tache nous parait complexe puisque les étudiants pourraient avoir de la difficulté a entrer

dans la démonstration.

Tache 11 (Exercice donné en classe)
Démontrer que le déterminant de la matrice inverse de A est I'inverse multiplicatif du

, . , N - -1
déterminant de A, ¢'est-a-dive ‘A 1‘:‘A‘ .

Démonstration

AA™" = I, par définition de matrice inverse

‘AA"' ‘ =|7| =1, par définition du déterminant de la matrice identité

|AHA"‘ =1, puisque le déterminant du produit de deux matrices est égal au produit des
déterminants des deux matrices

‘A"' ‘ = ‘A}-] , par définition et notation de I’inverse multiplicatif d’un réel donné.

Description globale de la situation
1l s’agit sensiblement de la méme analyse que la tdche 10. Cependant, ici, la propriété est
représentée par des lettres majuscules mais elle est aussi décrite en mots. Il y a également un

changement de cadre a effectuer, soit celui de passer du cadre des matrices au cadre de

I’algébre des nombres réels. Ce changement de cadre permet I’interprétation de ‘A'l‘ comme

I'inverse multiplicatif du réel non nul |4|.
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Analyse de la tiche

1l s’agit de la méme analyse que la tdche 10 mais I’étape importante de cette tiche consiste a
partir de la définition de matrice inverse. Ici aussi le réle du symbolisme est important
puisque nous travaillons avec une matrice et son inverse. De plus, on entame la
c\iémonstration en manipulant des matrices et on travaille ensuite avec des déterminants, donc

des nombres.

Analyse des activités attendues des étudiants

1l s’agit de la méme analyse que celle de la tache 10.

Analyse des activités possibles: des étudiants
Encore une fois, ’analyse est semblable a celle de la tache 10. Egalement, une conception
ritualiste de la preuve peut nuire puisque plusieurs étudiants pourraient essayer de débuter la

démonstration a partir d’un des cotés de I’égalité présentée dans 1’énoncé.

Une conception ritualiste de la démonstration et de fausses conceptions pourraient amener les
étudiants a fournir une démonstration de ce type :
_ 1 1 -1
‘A '\: = =lq
4|4
En ce sens, il y a risque de perte de contréle et de sens. Comme le symbolisme est nouveau,
nous croyons que ce dérapage est possible. Egalement, comme il faut d’abord débuter la
démonstration par la définition de matrice inverse, sans utiliser les déterminants, la tiche est

complexifiée d’autant. Nous croyons qu’il s’agit d’une tdche complexe.
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Tache 12 (Exercice)
Soit A une matrice diagonale d’ordre 3 et soit B une matrice quelconque d’ordre 3.

Trouver une régle qui permet de calculer le produit AB.

Démonstration
a, 0 0 by by by
SOlt A - O a22 O et B = bz] b22 b23
0 0 a3 by by by

Selon la régle de la multiplication de deux matrices, nous avons :
ap 0 0 by by by

AB=1 0 ayp 0 )by by by

0 ayy \by1 by by

[

ayby +0+0  apb +0+0  a;b;+0+0
0+0+a33b31 0+0+a33b32 0+0+a33b33

anby  anby  abps

=\ apbyy  apnby  axnby;

ayby  aybyy  aysbss
Pour les matrices d’ordre 3, le produit d’une matrice diagonale par une matrice quelconque
peut, pour un élément ij, se simplifier ainsi :

multiplier la i-iéme ligne de la matrice de droite par [’entrée sur la diagonale a la i-ieéme ligne
de la matrice de gauche.
Nous avons bien trouvé une régle qui définit le produit d’une matrice diagonale par une

matrice quelconque pour les matrices d’ordre 3.

Description globale de la situation
o Les savoirs a mettre en fonctionnement sont la définition de matrice diagonale, la
définition de multiplication de matrices.

» Les matrices sont étudiées en tant qu’objet.
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Nous sommes dans le cadre des matrices. Dans I’énoncé, les matrices sont représentées
par des lettres majuscules et décrites en mots : « une matrice diagonale » et « une matrice
quelconque ». Pour représenter la régle, il est nécessaire d’identifier un élément
générique i de la matrice et pour vérifier la validité de cette régle, comme la question
précise qu’il s’agit de matrices d’ordre 3, il faut manipuler des tableaux de variables. En
tout, il y a quatre registres de représentations utilisés.

Il s’agit d’un savoir nouvellement introduit en ce qui concerne la définition de matrice
diagonale et la multiplication de matrices. Concernant la recherche d’une régle, il s’agit

d’un savoir nouveau, les étudiants ne connaissent pas cette regle et sont peu familiers

avec ce type de tdche.

Analyse de la tiche

Il 'y a des étapes importantes, soit d’abord la conjecture d’une régle et ensuite la
validation de cette régle pour les matrices carrées d’ordre 3.

L.a question est ouverte, on demande de créer une regle pour la multiplication de matrices
diagonales par une matrice carrée quelconque.

Aucune méthode n’est suggérée.

Le niveau de généralisation est assez élevé puisqu’il s’agit de trouver une régle pour un
terme général et ce terme pourrait provenir de la multiplication d’une matrice diagonale
d’ordre » par une matrice carrée quelconque d’ordre n. Cependant, la démonstration de la
validation se fait avec une matrice carrée d’ordre 3. °

Il faut en principe conjecturer et ensuite, démontrer que la régle est vraie. Cependant, le
calcul fait apparaitre la régle de fagon relativement immédiate. La difficulté réside alors
beaucoup plus dans la fagon de symboliser cette régle.

Le réle du formalisme est trés important puisque nous travaillons avec une matrice
diagonale. En ce sens, le choix d’utiliser les doubles indices est nécessaire pour
représenter la régle correctement. Il n’est pas nécessaire de les utiliser dans les matrices
de format 3 x 3 mais cela facilite la découverte de la régle et sa validation.

Pour la démonstration, i} y a une prise en charge par le calcul et alors, les structures sont

non complexes.
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Analyse des activités attendues des étudiants

1l semble que le niveau de mise en fonctionnement des connaissances soit mobilisable
puisque I’étudiant doit trouver la régle avec peu d’indication, mais il peut adapter la régle
générale qu’il connait de la multiplication de matrices.

Une fois la regle suggérée par le calcul, I’étudiant doit trouver la fagon de I’exprimer
symboliquement.

Seules les définitions de produit matriciel et de matrices triangulaires sont a invoquer.

Il n’y a pas d’argument & appliquer plus d’une fois.

La matrice est a gérer sous la forme d’un tableau de variables.

Analyse des activités des étudiants possibles

Comme les ¢étudiants doivent trouver une régle, une conception ritualiste de la
démonstration ne peut-nuire a 'obtention de cette regle. Pour valider la regle, I’étudiant
doit simplement vérifier si le résultat obtenu par sa régle et celui obtenu par la définition
de multiplication de matrices sont bien équivalentes.

Dans I’énoncé, il est clair que I’étudiant doit lui-méme trouver une regle mais ce qui peut
étre moins clair pour lui, ¢c’est que pour que sa régle soit acceptée, il doit démontrer
I’équivalence entre celle-ci et la multiplication de matrices.

Le symbolisme dans la regle est particulier puisque I’étudiant doit utiliser les indices
doubles et en plus, pour les indices de la matrice diagonale, il doit utiliser la mettre lettre

pour les deux indices. Il peut étre difficile pour les étudiants de remplacer x, par

x,; lorsque i=j. Autrement dit, pour les €tudiants, I’indice i représente une ligne alors que

’indice j représente une colonne. Comme les indices ont des significations différentes,

méme s’ils ont la méme valeur, on ne peut remplacer la colonne par une ligne.

[ci, nous pouvons facilement penser que les étudiants peuvent conjecturer et omettre de

valider la regle trouvée, a moins que comme dans la démonstration que nous avons proposée,

le calcul donne directement les entrées qui vérifient la régle. Sans validation, la conjecture

d’une regle reste incomplete. L’écriture de la regle générale peut aussi troubler les €tudiants.

Ainsi, nous jugeons cette tdiche comme complexe.
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Tache 13 (Exercice)

A I'aide des propriétés seulement, démontrer que :

a® b? c*
a)la b cl=(@=-b)b~c)a-c)
|
a+b b +e ¢ +aq a b ¢
b)la,+b, by+c, ¢, +a)=2a, b, ¢
a,+b, bi+ec, o +a a, by ¢
a bl
a) Amontrer, l[a b c¢|=(a-b)b-c)a-c)
11 1
a® bt 1 1
a b c|=-la b c]|,siune matrice est obtenue en permutant deux colonnes ou
1 1 at bt

deux lignes d’une autre matrice, alors son déterminant est I’opposé du déterminant de I’autre
matrice

~a’L, +1L, > L,

—

b-a c—a
2 2 2 2
-a° ¢“-a

b

—(b+a)L, + L, = L,

1 1
0 b-a
0 0

1
c—a
ct-at-(b+a)c-a)
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1 1 1
=—|0 b-a c—a ,carcz—azz(c—a)(c+a)
0 0 (c-ac+a)-(b+a)c—-a)

1 1 |
=—|0 b-a c—a , mise en facteur de (¢ —a)

0 0 (c—-a)c+a-b-a)

1 1 1
=—=0 b-a c—a
0 0 (c—a)c-b)

=—(Ix(b-a)x(c—a)x(c~b)),
le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des ¢léments de sa diagonale
=—(b-a)yx(c—a)x(c—b)
=(a-b)yx(c—a)x(c-b)
=(a-b)yx—(c—a)yx—(c—-b),car —1x-1=1
=(a-b)x(a-c)yx(b-¢)

a +b b +c ¢ +a a b ¢
b) A montrer, |a, +b, b, +¢4 ¢y +a,|=2la, b, ¢,

a; +by by +cy ¢y +ag a; by o

a,+b, b +c, c +a| |a, b+c ¢ +a| |b b+c ¢ +a,

a,+b, by+c, c¢,+a,|=la, b,+c, c,+a,|+b, b,+c, c,+a,l,lafonction

a,+by by+ey, cy+ay| |a; byt+cy cytas| by bytcey o ta,

« déterminant » est linéaire en les lignes ou colonnes de la matrice a laquelle elle s’applique
a b+c, ¢ |b b +c ¢ +a

=la, by+c, |+, b, +c, ¢, +a,|, C;=C, - C;(matrice de gauche),
a, by+cy | by bytey, ¢y +a

si une matrice est obtenue en ajoutant a une colonne un multiple d’une autre colonne, alors la

matrice obtenue et la matrice initiale ont le méme déterminant.
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a b c¢| b b+c ¢ +a
=la, b, c,|+|b, b, +c, c,+a,|, C,-C, - C, (matrice de gauche)
¢y by bytey, oy +ay

[
[

a b ¢l |b ¢ ¢ +q
=la, b, ¢+, ¢, c,+a,|, C,-C, - C,(matrice de droite)
a, by ¢y b, ¢ cy+a
by ¢ q
=la, b, c,|+b, ¢, a,, C;—-C, > C;(matrice de droite)

a, by ¢ |by ¢y a

1
=la, b, cl-la, ¢ b, C, <C

a; by ¢ la; ¢ by

si une matrice est obtenue en permutant deux lignes d’une autre matrice, alors le déterminant
de la matrice obtenue est I’opposé du déterminant de la matrice initiale,
a b ¢ g b ¢
=la, b, c,|+a, b, ¢,l.C, e

a, by o |a; by ¢

a b ¢
=2la, b, ¢,
ay by ¢

Description globale de la situation

¢ Les savoirs & mettre en fonctionnement sont les propriétés des déterminants.

s Les matrices et déterminants sont ¢étudiés en tant qu’objet et la démonstration vise un
travail sur les propriétés des déterminants.

¢ Nous sommes dans le cadre des matrices et dans celui de I’algébre. Dans I’énoncé, les
matrices sont représentées par des tableaux de nombres et variables et 1’étudiant aura a
gérer les matrices sous cette forme pour mener & bien les démonstrations. Aucun

changement de registre de représentations n’est nécessaire. Toutefois, 1l y des
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changements de cadre & effectuer. En effet, pour la démonstration en a), il faut travailler
dans le cadre de I’algebre des réels pour arriver a I’expression voulue.

Il s’agit de savoirs nouvellement introduits en ce qui concerne les propriétés des
déterminants. L’algebre utilisée est familiére et a été apprise des la deuxieéme année du

secondaire.

Analyse de la tiche

Les questions a) et b) sont indépendantes.

Les questions sont fermées, les valeurs de vérité étant connues.

Une méthode est imposée : il faut utiliser les propriétés des déterminants et ne pas
développer selon la définition de déterminant.

Le niveau de généralisation est peu élevé puisque le travail est fait sur des matrices dont
la forme et le format sont précis.

La structure de la démonstration est peu complexe puisqu’il s’agit d’appliquer certaines
propriétés des déterminants. Cependant, trouver quelle propriété¢ appliquer pourrait étre
difficile.

Analyse des activités attendues des étudiants

Il semble que le niveau de mise en fonctionnement des connaissances soit mobilisable
puisque les propriétés ne sont pas & utiliser telles que présentées dans le livre. Egalement,
certaines manipulations des matrices sont nécessaires.

Il ne faut pas choisir de méthode puisqu’elle est imposée.

Il y a lieu d’introduire des étapes puisque par exemple, en a), il faut d’abord rendre la
matrice triangulaire pour ensuite appliquer une propriété des déterminants.

Il y a plusieurs arguments a appliquer plus d’une fois.

Il y a un changement de point de vue a introduire. En effet, appliquer des opérations
élémentaires sur les lignes pour obtenir des matrices « lignes-équivalentes » de méme
déterminant est un changement de point de vue sur la fagon de calculer un déterminant.
Ce changement est a la charge de 1’étudiant.

La matrice est a gérer sous la forme d’un tableau de variables.

i n’y a pas de nouveau symbole a gérer.
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Analyse des activités des étudiants possibles

e Avec une conception ritualiste de la preuve, I’étudiant pourrait décider d’utiliser la
définition de déterminant et arriver & I’expression finale voulue. Cependant, comme ce
n’est pas ce qui est demandé, cet étudiant ne satisferait pas aux exigences de
I’enseignante.

e Il est facile de décoder ce qu’il y a & démontrer.

Cette tdche est trés complexe puisqu’il y a plusieurs manipulations a faire pour pouvoir
appliquer une propriété qui permettra de déterminer le déterminant sans utiliser la définition.
En a), par exemple, I’étudiant pourrait chercher & appliquer certaines propriétés sans rendre la
matrice initiale triangulaire. De plus, rien n’indique a |’étudiant quelle est la manipulation a
faire et quand. Le fait d’avoir a appliquer plusieurs fois de suite le méme type de
manipulation (sans indication!) rend la tiche ardue et étourdissante. L’idée d’introduire des
opérations élémentaires sur les lignes est aussi laissée a la charge des étudiants, quoique la

consigne « a I’aide des propriétés seulement » suggere cette piste.

Il y a beaucoup de manipulations algébriques et, en se référant aux commentaires des
enseignants du collégial concernant leurs étudiants, il semble que ces derniers aient beaucoup

de difficultés avec ce type de manipulations.
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4.2 Systémes d’équations linéaires

Tache 14 (Devoir)
Considérons un systéme quelconque de 3 équations linéaires a trois inconnues :
apx+apy+asz=b
Ay X +apY +ayz =b
A X+ a5y + a5z =by
Un tel systéme peut s'écrire comme une équation matricielle AX=B. Répondre par vrai
ou faux aux questions ci-dessous. Si vous répondez yrai, présentez une argumentation. Si

vous répondez faux, donnez un contre-exemple.

a) Si ‘A‘ #0, alors le systéme d’équations posséde exactement une solution.

b) Si ‘A‘ =0, alors le systeme possede une infinité de solutions.

Démonstration

a) Vrai, si |A| # 0, alors 4 est inversible et alors, le systtme possede une solution unique :

X=A4"B.

En effet, soit AX=B.

Alors A7 (AX)= A"'B, puisque A4 est inversible
(A" A)X = A™' B, par associativité du produit matriciel
IX = A™' B, par définition de matrice inverse

X = A7 B, par définition de matrice identité.

b) Faux, soit le contre-exemple suivant :

Ox+0y+0z=1
O0x+0y+0z=0
Ox+0y+0z=3

Ici, le déterminant de 4 est 0 mais le systéme n’a aucune solution.

Description globale de la situation
o Les savoirs a mettre en fonctionnement sont la résolution des systémes d’équations
linéaires & ’aide des matrices, les propri€tés et opérations sur les matrices, les propriétés

du déterminant et la notion de matrice augmentée.
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Ici, les matrices sont utilisées en tant qu’outil. Les systemes d’équations linéaires sont
I’objet a I’étude. Encore une fois, la démonstration intervient en tant qu’outil et en tant
qu’objet puisqu’on vise un travail sur la résolution des systemes d’équations linéaires
mais en méme temps, on vise un travail de démonstration.

Nous sommes dans le cadre des systémes d’équations linéaires. Dans I’énoncé, le
systéme est présenté par des équations mais dans la démonstration a), un changement de
registre est nécessaire : il faut gérer le systéme a 1’aide de matrices exprimées sous forme
de lettres majuscules. En b), le systéme est géré a I’aide d’une matrice augmentée,

Les systemes d’équations lin€aires et les matrices augmentées sont des savoirs nouveaux,
alors que les propriétés des opérations matricielles et les définitions invoquées en a)

devraient maintenant étre maitrisées par les étudiants.

Analyse de la tache

Les questions a) et b) sont indépendantes, c’est-a-dire qu’il n’est pas nécessaire de
résoudre a) pour résoudre b).

Les questions sont ouvertes puisque les valeurs de vérité sont inconnues.

Aucune méthode n’est imposée.

Le niveau de généralisation est assez élevé, mais la démonstration ne doit pas étre faite
pour tous les systemes d’équations linéaires possibles, mais pour un systéme a trois
équations, trois inconnues.

11y a un élément implicite dans 1’énoncé qui est utile pour démontrer I’affirmation en a).
En effet, si le déterminant de la matrice 4 n’est pas nul, alors la matrice inverse de A4
existe.

La structure de la démonstration en a) est peu complexe puisqu’elle est prise en charge

par des propriétés d’opérations sur les matrices et des propriétés de matrices.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement visé nous semble 4 mi-chemin entre mobilisable et
disponible. Malgré le fait que les systémes d’équations linéaires sont a I’étude au moment
ou I’enseignante demande de faire cette tdche, comme on ne sait pas si les énoncés sont

vrais ou faux et comme la maniére de démontrer est complétement laissée & la charge de
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I’étudiant, il faut que ce dernier se référe lui-méme aux propriétés des déterminants, des
matrices.et des opérations sur les matrices.

Pour entrer dans la tache, il y a lieu de reconnaitre que si le déterminant de la matrice A4
n’est pas nul, alors la matrice inverse de 4 existe. Cela permettra de démontrer que
I’énoncé a) est vrai. Quant a ’énoncé b), il y a lieu de reconnaitre que I’énoncé est faux
pour pouvoir produire un contre-exemple.

Il n’y a pas lieu d’introduire des étapes.

Il n’y a pas d’arguments a appliquer plus d’une fois.

I n’y a pas de changement de point de vue & introduire.

Le systeme d’équations linéaires est a gérer a I’aide des matrices, avec les lettres
majuscules en a) et avec un tableau de nombres en b).

Il n’y a pas de nouveau symbole a gérer.

Analyse des activités possibles des étudiants

Avec une conception ritualiste de la preuve, |’étudiant pourrait s’engager dans une preuve
en essayant de résoudre le systéme avec les variables.

Il n’est pas facile de décoder ce qu’il y a & montrer; d’abord, parce qu’on ne sait pas si
I’énoncé est vrai ou faux mais aussi, parce que les étudiants doivent penser a utiliser les
matrices pour démontrer qu’en a), I’énoncé est vrai et a utiliser un contre-exemple en b)
pour montrer que I’énoncé est faux.

II'n’y a pas lieu de reconnaitre les objets sous une autre forme.

Les résultats sont a appliquer tels que présentés dans le cours.

Comme les étudiants ont plutdt I’habitude de manipuler des équations que de manipuler
des matrices, ils pourraient étre tentés de démontrer en manipulant le systeme

d’équations sous la forme présentée dans |’énoncé.

Cette tache est complexe puisque les étudiants ne connaissent pas la valeur de vérité des

énoncés a) et b). Il y a un élément implicite important, celui de comprendre que si le

déterminant de A est nul, alors 4 est inversible. Méme en sachant que A4 est inversible,

résoudre en multipliant de chaque coté par 4™ ne va pas du tout de soi. Dans le cadre de

[’algebre des réels, les étudiants sont habitués a résoudre une équation comme 5x = 4 en
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« envoyant le 5 en dessous », sans nécessairement avoir conscience qu’il s’agit de multiplier
e C 1. e ,

chaque c6té de I’équation par 3 inverse multiplicatif de 5. Il n’est donc pas du tout certain

que les étudiants reconnaitront I’analogie dans le cadre de |’algebre matricielle. Finalement, il
peut étre difficile de trouver un contre-exemple pour la question b), d’autant plus que les
étudiants ne savent pas si I’énoncé est vrai ou faux. lls pourraient tenter de démontrer que

I’énoncé est vral.

4.3 Espace vectoriel
4.3.1 Vecteurs géométriques

Dans cette partie de ’analyse, plusieurs tdches se ressemblent et donnent lieu a des analyses
similaires. Plutdt que de reprendre les analyses pour chaque tache, nous préférons référer le
lecteur & une analyse similaire et nous nous contentons d’indiquer les différences lorsqu’il y

€n a.

Tache 15 (Exercice) c
Dans le triangle ABC, M est le milieu de AB.

Montrer que l'on a :

25]\71=@+C73 M B

Démonstration

Soit le triangle ABC avec M, le milieu de AB.
Hypothese - AM = MB
Conclusion : 2CM =CA + CB
CA+CB= (W + M) + (CW + Mé) , par la relation de Chasles
=CM +CM +MA+ FB, par commutativité
=2CM — AM + MB , AM étant le vecteur opposé de MA

=2CM - MB+ FB, par hypothese
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=2CM

Description globale de la situation

Les savoirs a mettre en fonctionnement sont : les vecteurs géométriques, les opérations
sur ces vecteurs géométriques (addition, soustraction de vecteurs et multiplication par un
scalaire), leurs propriétés et la relation de Chasles (addition de vecteurs).

La démonstration apparait comme un objet dans laquelle la géométrie vectorielle apparait
comme un outil.

L’énoncé du probleme est a la fois dans le cadre de la géométrie et dans le cadre de la
géométrie vectorielle. Pour mener la démonstration, il faut rester dans le cadre de la
géométrie vectorielle. Les registres de représentations sont le registre discursif dans le
cadre de la géométrie et les lettres majuscules surmontées d’une fleche dans le cadre de la
géométrie vectorielle. Il n’y a aucun changement de cadre ni de registre a faire pour
mener la démonstration puisque 1’énoncé indique clairement le cadre et le registre a
utiliser pour démontrer. De plus, une figure accompagne 1’énoncé.

Les vecteurs géométriques ont été travaillés au secondaire et les démonstrations a I’aide

des vecteurs géométriques aussi, il s’agit donc de notions connues.

Analyse de la tiche

Il n’y a pas d’étapes.

La question est fermée puisque ce qu’il faut démontrer est connu comme étant vrai.

La démonstration doit €tre faite a I’aide des vecteurs géométriques.

Le formalisme est donc important pour montrer que le travail est fait dans le cadre de la

géométrie vectorielle.

[l n’y a pas vraiment d’éléments implicites, sinon que de comprendre que « M est le

milieu du segment AB » s’exprime comme AM = MB a aide des vecteurs.

La structure de la démonstration est prise en charge par le calcul. C’est une structure

relativement simple.

Analyse des activités attendues des étudiants
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Il est difficile d’évaluer si le niveau de fonctionnement visé est technique ou mobilisable.
[1 apparait selon nous comme technique puisque les démonstrations avec les vecteurs
géométriques ont été travaillées en cinquiéme secondaire. Egalement, il n’y a pas
beaucoup de propriétés, définitions et régles a invoquer lors de la démonstration.
L’important est d’utiliser la relation de Chasles correctement et de manipuler des
expressions impliquant les vecteurs.

Pour entrer dans la tiche, il y a lieu de reconnaitre que si M est le milieu du segment 4B,

alors AM = MB. Cependant, il n’y a pas lieu de reconnaitre ce qui est a démontrer; au
contraire, on le retrouve explicitement dans |I’énoncé.

Pour mener la démonstration, il n’y a pas de méthode a choisir, le cadre de la géométrie
vectorielle est imposé et I'outil a utiliser est la relation de Chasles. Cependant, c’est a
I’étudiant de reconnaitre qu’il doit y recourir.

Il n’y a pas lieu d’introduire des étapes.

I n’y a que quatre arguments a invoquer et ils ne doivent pas étre invoqués plus d’une ou
deux fois (dans le cas de la relation de Chasles).

Il n’y a pas de changement de point de vue a introduire.

La seule transformation ici est de traduire « M est le milieu du segment AB » en
AM = MB.

Il n’y a pas lieu d’introduire quelque chose d’intermédiaire.

Pas de quantification a prendre en compte, sinon que de comprendre que cette

démonstration est valable pour tous les triangles.

Le symbolisme a gérer est connu des étudiants depuis la cinquiéme secondaire.

Analyse des activités possibles des étudiants

La conception ritualiste de la preuve stipulant qu’il faut partir d’un c6té de I’égalité et

arriver & exprimer I’expression de départ par I’expression voulue est adéquate dans ce

cas-ci. Cependant, il est possible que des étudiants écrivent: 2CM =CA+ CB pour
commencer la démonstration et manipule un seul c6té pour obtenir une expression
identique au deuxiéme coté. Cette maniere de faire est valable a condition d’étre

conscient qu’il s’agit d’équivalence entre les étapes de la démonstration.
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Ce que I’étudiant doit démontrer est explicite dans I’énoncé, I’étudiant ne devrait pas.
avoir de difficulté a le décoder.

Il n’y a pas lieu de décoder certains résultats ou définitions sous d’autres formes.

Comme le symbolisme est déja connu des étudiants, il semble peu probable qu’il
interfere avec des régles d’autres cadres plus familiers d’autant plus que, mis a part la
relation de Chasles et les vecteurs opposés, les opérations utilisées (addition et
multiplication par un scalaire) ont les mémes propriétés que les opérations usuelles dans
le cadre numérique.

Le symbolisme pourrait paraitre trés condensé et ainsi entrainer des pertes de sens,
puisque I’objet vecteur géométrique est représenté par des lettres majuscules. Cependant,
comme la démonstration est prise en charge par le calcul, en appliquant correctement les
regles de calculs des vecteurs géométriques, il y a peu de risque de perte de sens et de
contrdle. En effet comme les regles ne sont pas en contradiction avec d’autres régles,
I’étudiant qui applique, a tort, les regles de calcul du cadre numérique pourrait réussir sa
démonstration.

Le cadre est calculatoire, mais les régles (mise a part la relation de Chasles) sont les

mémes que les régles du cadre numérique.

En somme, nous considérons cette tdiche comme étant peu complexe puisque les étudiants ont

déja été introduits a ce type de démonstration au secondaire. De plus, ce qu’il faut démontrer

est explicite dans I’énoncé ce qui facilite la tiche. Finalement, la démonstration est

completement prise en charge par le calcul.

Téache 16 (Exercice)

Démontrer que le segment de droite qui joint les milieux des cotés AC et CB d’un triangle

ABC est paralléle au troisieme coté et en vaut la moitié.
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Démonstration

Soit M, le milieu de AC et N, le milieu de CB.

c
Hypothése : AM =MC et CN = NB "
N
Conclusion : lA_B - MN
2 A B

AB =AM +MN + NB, par la relation de Chasles
-~ MC+MN+CN, par hypothese
=MC +CN + MN, par commutativité
= MN + MN , par la relation de Chasles
=2MN

- %E:ATN.

— . — , 1
Comme le vecteur MN est multiple du vecteur 4B par une constante réelle (5), nous

concluons que les vecteurs sont colinéaires et que les segments MN et AB sont parall¢les.
Egalement, comme la longueur du vecteur MN est égale 4 la moitié de la longueur du
vecteur AB , on peut donc dire que la longueur du segment MN vaut la moitié de la longueur

du segment AB.

Description globale de la situation

La description globale de la situation est semblable a la description faite pour la tiche 15. Les
savoirs a mettre en fonctionnement sont les mémes. La démonstration apparait ici aussi
comme un objet dans lequel les opérations sur les vecteurs géométriques sont des outils.
Cependant, 1’énoncé du probleme est dans le cadre de la géométrie seulement. Pour
démontrer, il faut alors traduire ’énoncé dans le cadre de la géométrie vectorielle. Il n’y a
aucune représentation visuelle, le registre de représentation est celui des mots en langage
courant. Il faudra donc traduire en lettres majuscules surmontées d’une fleche. Il y a alors un
changement de registre et un changement de cadre a effectuer. Mais il faut ensuite refaire un

changement de cadre pour interpréter 1’égalité vectorielle obtenue dans le cadre géométrique
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et dire en quoi elle montre ce qui était demandé. Comme pour la tiche 15, les vecteurs

géométriques ont été travaillés au secondaire.

Analyse de la tiche

11 s’agit de la méme analyse que la tdche 15, mais en plus, il faut considérer un autre élément
implicite, le point milieu engendre des vecteurs égaux. Le parallélisme dont il est question
dans I’énoncé de la tache devra se traduire en géométrie vectorielle par la colinéarité de deux
vecteurs, c’est-a-dire qu’il est possible d’exprimer un des vecteurs comme étant un multiple

de ’autre par une constante réelle.

Analyse des activités attendues des étudiants

L’analyse des activités attendues des étudiants de la tiche 16 ressemble aussi a I’analyse de la
tdche 15, mais quelques modifications sont nécessaires. D’abord, le fait que ce qui est a
démontrer est a traduire dans le cadre vectoriel hausse le niveau de fonctionnement visé qui
est, selon nous, mobilisable. Méme si les étudiants ont travaillé les démonstrations avec les
vecteurs géométriques en cinquiéme secondaire, décoder ce qu’il faut démontrer et le traduire
en vecteurs géométriques demande & I’étudiant un certain ajustement. Il y a certaines
indications en mots, mais une adaptation des connaissances de 1’étudiant est nécessaire pour
s’ajuster au contexte particulier. Pour entrer dans la tache, il y a lieu de reconnaitre ce qu’il y
a a démontrer et alors, de comprendre que les vecteurs colinéaires peuvent s’exprimer [’un

comme multiple scalaire de |’autre.

Analyse des activités possibles des étudiants

Encore une fois, ’analyse se rapproche de 1’analyse faite pour la tache 15. Cependant, en
terme de symbolisme, ce que I’étudiant doit démontrer est explicite dans I’énoncé mais ce qui
est a la charge de I’étudiant sont les deux changements de cadre a effectuer (du cadre de la
géométrie synthétique au cadre de la géométrie vectorielle pour revenir au cadre
géométrique) et alors, 1’étudiant doit décoder ce qu’il faut démontrer en terme de vecteurs

géométriques.
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et dire en quoi elle montre ce qui était demandé. Comme pour la tiche 15, les vecteurs

géométriques ont €té travaillés au secondaire.

Analyse de la tache

Il s’agit de la méme analyse que la tdche 15, mais en plus, il faut considérer un autre élément
implicite, le point milieu engendre des vecteurs égaux. Le parallélisme dont il est question
dans I’énoncé de la tiche devra se traduire en géométrie vectorielle par la colinéarité de deux
vecteurs, ¢’est-a-dire qu’il est possible d’exprimer un des vecteurs comme étant un multiple

de I’autre par une constante réelle.

Analyse des activités attendues des étudiants

L’analyse des activités attendues des étudiants de la tiche 16 ressemble aussi a I’analyse de la
tiche 15, mais quelques modifications sont nécessaires. D’abord, le fait que ce qui est a
démontrer est & traduire dans le cadre vectoriel hausse le niveau de fonctionnement visé qui
est, selon nous, mobilisable. Méme si les étudiants ont travaillé les démonstrations avec les
vecteurs géométriques en cinquieme secondaire, décoder ce qu’il faut démontrer et le traduire
en vecteurs géométriques demande & I’étudiant un certain ajustement. Il y a certaines
indications en mots, mais une adaptation des connaissances de 1’étudiant est nécessaire pour
s’ajuster au contexte particulier. Pour entrer dans la tiche, il y a lieu de reconnaitre ce qu’il y
a a démontrer et alors, de comprendre que les vecteurs colinéaires peuvent s’exprimer I'un

comme multiple scalaire de I’autre.

Analyse des activités possibles des étudiants

Encore une fois, I’analyse se rapproche de ’analyse faite pour la tAche 15. Cependant, en
terme de symbolisme, ce que I’étudiant doit démontrer est explicite dans I’énoncé mais ce qui
est a la charge de I’étudiant sont les deux changements de cadre a effectuer (du cadre de la
géométrie synthétique au cadre de la géométrie vectorielle pour revenir au cadre
géométrique) et alors, I’étudiant doit décoder ce qu’il faut démontrer en terme de vecteurs

géométriques.
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Description globale de la situation
Pour la description globale de la situation de la tAche 17, il suffit de se référer & Ja description

de la tiche 16.

Analyse de la tAche

11 s’agit essentiellement de la méme analyse que celle de la tache 16.

Analyse des activités attendues des étudiants

L’analyse des activités attendues des étudiants de la tdche 17 ressemble a celle de la tache
16. 1l faut cependant ajouter qu’il y a un changement de point de vue & introduire, si ’on
compare avec les deux autres démonstrations des taches 15 et 16. En effet, il faut exprimer
un méme vecteur de deux maniéres différentes a 1’aide de la relation de Chasles et ensuite,

additionner les expressions trouvées.

Analyse des activités possibles des étudiants

L’analyse de la tache 17 est sensiblement correspondante & I’analyse de la tdche 15 a
quelques modifications prés. Ici, une conception ritualiste de la preuve peut nuire au bon
déroulement de la démonstration. En effet, si I’étudiant décide de « partir d’un cdté » de
I’égalité pour arriver & exprimer I’expression de départ par ’expression voulue, il risque de
manipuler longtemps les expressions équivalentes sans parvenir & I’expression escomptée.
Comme pour la tiche 16, en terme de symbolisme, ce que I’étudiant doit démontrer est
explicite dans I’énoncé mais I’étudiant doit traduire ce qu’il faut démontrer en terme de

vecteurs géométriques.

En terme de complexité, cette tdche nous apparait comme plus difficile que les taches 15 et
16 puisqu’en plus de devoir traduire ce qu’il faut démontrer en une expression contenant des
vecteurs géométriques, les étudiants doivent mener la démonstration différemment de ce a
quoi ils sont habitués. En effet, exprimer un méme vecteur de deux fagons différentes et
penser & additionner ces deux expressions ne se fera pas d’emblée chez les étudiants.
Mentionnons également que I’énoncé de la tiche est inadéquat. En effet, qu’est-ce que la

demi-somme de deux segments ? On aurait di parler de longueur de segment.
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Tache 18 (Exercice)

Démontrer que si l'on joint les milieux consécutifs des cotés d'un parallélogramme on

obtient un parallélogramme.

A B

Remarque : en géométrie vectorielle, ABCD est un parallélogramme si et seulement si

AB=DC et AD=BC.

Démonstration

Voir la démonstration plus générale de la tiche 19.

Description globale de la situation
Pour la description globale de la situation de la tiche 18, il suffit de se référer a la description
de la tdche 15. Cependant, il y a plus d’information dans le texte de I’énoncé que dans la

figure.

Analyse de la tache

Pour I’analyse de la tache 18, se référer a ’analyse de la tdche 19.

Analyse des activités attendues et possibles des étudiants

Encore une fois, pour les analyses de cette tache, il faut se référer a ’analyse de la tache 19.

Cette tache nous parait complexe pour les raisons explicitées a la tache 19. Notons la

remarque qui est ajouté a I’énoncé de la tdche. Selon I’énoncé, les vecteurs formant le
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parallélogramme pourrait tous étre supportés par une méme droite. Ainsi, selon cette

remarque, on accepte les parallélogrammes dégénérés,

Tache 19 (Exercice)
Démontrer que si l'on joint les milieux consécutifs des cétés d’'un quadrilatére quelconque,

on obtient un parallélogramme.

Démonstration

Soit le quadrilatére ABCD avec M le milieu de AB, N le milieu de BC, O le milieu de CD

et P le milieu de DA .

Hypothése : AM =MB, BN =NC, AP=PD et DO=0C

Conclusion : MN = PO et NO = MP
1. Considérons le triangle 4BC.

MN = —;—A_C’, par latdche 16.
2. Considérons le triangle ADC.
I—D_O’:%A_C’ , par la tAche 16.

:>WV=1—D_O’,parlet2.

Par un méme raisonnement, nous prouvons que NO = MP .
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Description globale de la situation
Pour la description globale de la situation de la tdche 19, il suffit de se référer a la description

de la tache 16.

Analyse de la tache

Il s’agit de la méme analyse que celle de la tdche 16 en ajoutant des éléments implicites. En
effet, en plus de dégager que le point milieu engendre deux vecteurs congrus, il faut
considérer qu’avec un quadrilatére, nécessairement, on peut former des triangles avec les

sommets de ce quadrilatére.

Analyse des activités attendues des étudiants

L’analyse des activités attendues des étudiants pour la tdche 19 est comparable a I’analyse de
la tiche 16. En plus, comme pour la tache 17, il faut tenir compte d’un changement de point
de vue a introduire. En effet, pour les tdches précédentes, il suffisait d’exprimer un vecteur
comme combinaison de plusieurs vecteurs et de manipuler les différentes expressions
équivalentes. Ici, il faut passer par une figure géométrique intermédiaire, le triangle, pour
pouvoir utiliser la démonstration de la tdche 16. Il faut alors considérer les diagonales du
quadrilatére méme si I’énoncé n’en fait pas mention. Il s’agit donc d’un élément implicite a

prendre en considération.

Analyse des activités possibles des étudiants

Pour cette tdche, I’analyse est comparable a celle de la tiche 16. Cependant, avec cette
démonstration (d’autres solutions sont possibles), il y a lieu de reconnaitre un résultat sous
une autre forme. En effet, I’étudiant est amené a reconnaitre qu’avec une diagonale d’un
quadrilatére, on forme deux triangles. L’étudiant pourrait penser qu’il est possible d’utiliser

le résultat démontré de la tiche 16 seulement lorsqu’un énoncé porte sur un triangle.

Cette tache est tres simple si I’étudiant arrive a percevoir qu’une diagonale permet d’obtenir
deux triangles et qu’alors, il est possible d’exprimer les cotés du quadrilatére formé par une
méme expression qui dépend de cette diagonale. Cependant, il nous semble que ce passage

est assez complexe puisqu’il demande & I’étudiant de reconnaitre un résultat sous une autre
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forme ce qui, par I’analyse diagnostique que nous avons faite, est parfois ardu pour les

¢tudiants. Nous considérons donc cette tiche comme complexe.

Tache 20 (Exercice)
Démontrer qu'un quadrilatére qui a deux cotés opposés paralléles de méme longueur est

un parallélogramme.

Démonstration

=7

Hypotheése : Soit le quadrilatére ABCD avec AB=DC.

Conclusion : BC = AD

Considérons la diagonale AC .

. AC = AB + B_é , par la relation de Chasles

2. AC=AD+DC, par la relation de Chasles

= E+B?=E+FC",parl et?2

— AB+BC=AD+ AB , par hypothése

— BC=AD , en soustrayant 4B de chaque coté.

Par la remarque €noncée a la tache 18, le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.

Description globale de la situation
Pour la description globale de la situation de ]a tache 20, il suffit de se référer a la description

de la tache 16.
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Analyse de la tiche

Il s’agit de la méme analyse que pour la tache 17.

Analyse des activités attendues des étudiants
Bien qu’il n’y ait pas de changement de point de vue a introduire, I’analyse des activités
attendues des étudiants pour la tiche 20 est comparable a I’analyse de la tiche 19 puisqu’il

faut considérer la diagonale, ce qui est implicite dans 1’énoncé.

Analyse des activités possibles des étudiants

L’analyse de la tache 20 est sensiblement correspondante a I’analyse de la tdche 17 et celle
de la tdche 19. Ici aussi, une conception ritualiste de la preuve peut induire ’étudiant en
erreur. Comme pour la tache 19, I’étudiant doit considérer la diagonale pour mener a bien la

démonstration,

Cette tche nous apparait comme relativement complexe. Il pourrait étre difficile de décoder
ce qu’il faut montrer puisqu’il faut changer de cadre et traduire I’énoncé géométrique dans le

cadre vectoriel.

Tache 21 (Exercice)
Démontrer qu'un quadrilatére dont les diagonales se coupent en leur milieu est un

parallélogramme.

Démonstration

R

A B
Hypothese : Soit le quadrilatere ABCD dont les diagonales se coupent en leur milieu M.
AM = MC et DM = MB

Conclusion : Le quadrilatere ABCD est un parallélogramme (A—B’ = D_C’)
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AB =AM + MB, par la relation de Chasles
AB = MC + DM , par hypothese
AB =DM +MC , par commutativité de 1’addition de vecteurs

AB =DC , par la relation de Chasles,
donc le c6té AB est paralleéle au coté DC et les deux sont de méme longueur. Par la tache 20,

on conclut que le quadrilatére ABCD est un parallélogramme.

Description globale de la situation
Pour la description globale de la situation de la tdche 21, il suffit de se référer a la description

de la tache 16.

Analyse de la tache

I s’agit de la mé&me analyse que pour la tiche 16.

Analyse des activités attendues des étudiants

Il s’agit de la méme analyse que pour la tiche 16.

Analyse des activités possibles des étudiants

Il s’agit de la méme analyse que la tiche 16.

Cette tdche nous parait moyennement complexe. Il faut traduire [’énoncé en géométrie
vectorielle. Une fois les hypothéses traduites et la conclusion décodée, la démonstration est

simple a mener.

Tache 22 (Exercice)

Démontrer que, dans un parallélogramme, les diagonales se coupent en leur milieu.
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Démonstration

Hypothese : Soit le parallélogramme ABCD et M, le milieu de la diagonale AC, c’est-a-dire
tel que AM = MC

Conclusion : MB = DM

AB = AM + MB , par la relation de Chasles

DC =DM + M—C, par la relation de Chasles

AM + MB = DM + MC , puisque AB=DC (ABCD est un parallélogramme)

MC + MB = DM + MC , on a remplacé AM par VC", qui lui est égal par hypothese

MB = DM , par simplification.

Cette derniere égalité nous permet de conclure que les vecteurs sont colinéaires et donc que
les segments MB et DM sont paralleles. Puisque les vecteurs ont en commun le point A, les

segments MB et DM forment donc la diagonale DB . Finalement, la longueur des vecteurs

(et par le fait méme des segments) est la méme et alors, M est bien le point milieu de DB.

Description globale de la situation
Pour la description globale de la situation de la tache 22, il suffit de se référer a la description

de la tiche 16.

Analyse de la tiche

Il s’agit de la méme analyse que pour la tiche 16.

Analyse des activités attendues des étudiants
11 s’agit essentiellement de la méme analyse que pour la tiche 16. Cependant, un changement
de point de vue est a introduire ici, a savoir, reformuler « les diagonales se coupent en leur

milieu » par « le milieu d’une des diagonales est sur I’autre et est au milieu de cette autre ».

Analyse des activités possibles des étudiants

Il s’agit de la méme analyse que pour la tiche 16.
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Cette tAche nous parait moyennement complexe pour les mémes raisons évoquées a la tiche

précédente et pour le changement de point de vue nécessaire.

Téache 23 (Exercice)
Soit un trapéze quelconque ABCD. On méne les diagonales AC et BD.
Démontrer que le segment EF joignant les milieux des diagonales est paralléle aux bases

et salongueur est la demi-différence des longueurs des bases.

Démonstration

Hypothése : AE =EC et BF =FD
Conclusion : EF est paralléle a AB et H EF H =%(H AB H —\\ DC H)

|. EF =EA+ AB + BF , par la relation de Chasles
2. EF =EC +CD+DF , par la relation de Chasles
2EF =EA+ AB+ BF + EC +CD + FF en additionnant 1 et 2 membre & membre

—_— — —— —— —— ——

—_—— — — e —

2EF =—-EC + AB+ BF + EC +CD - BF , par hypothése

2EF = AB +CD, en simplifiant

7:%(?%5)):]5(25—1)—@

Comme le quadrilatere ABCD est un trapeze, les vecteurs AB et DC sont colinéaires et par
la derniere égalité, EF leur est colinéaire. Autrement dit, les segments AB, DC et EF
sont paralléles. Egalement, la longueur du vecteur EF vaut la demi-différence des longueurs

des vecteurs ﬁ et D—C
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Description globale de la situation
Pour la description globale de la situation de la tache 23, il suffit de se référer a la description
de la tdche 16. Une seule modification : il y a une figure représentant 1’énoncé en mots. Le

changement de registres se fait alors a partir des mots et de la figure.

Analyse de la tache

Il s’agit de la mé&me analyse que celle de la tiche 16.

Analyse de la tache

[l s’agit de la m&me analyse que celle de la tiche 17.

Analyse des activités possibles des étudiants

1l s’agit de la méme analyse que celle de la tiche 17.

Cette tdche apparait comme étant trés complexe puisqu’il faut traduire ce qui est a démontrer
en une expression contenant des vecteurs géométriques. Les étudiants doivent mener la
démonstration différemment de ce a quoi ils sont habitués. En effet, devoir exprimer un
méme vecteur de deux fagons différentes et penser a additionner ces deux expressions ne se
fera pas d’emblée chez les étudiants. La traduction de la derniére égalité dans le cadre
géométrique peut étre difficile pour les étudiants. De plus, les manipulations a faire sont
particulierement compliquées. L’étudiant pourrait ne pas savoir comment diriger son calcul

et pourrait tourner en rond.

Tache 24 (Exercice)

Dans le trapeze ci-contre, on a 3BC = AD.

Démontrer que les diagonales se coupent en un point O situé au quart de chacune
d’elles.




Démonstration

Hypothese : 3BC = AD
Nous allons choisir le point O sur la diagonale AC tel que 3CO=04.
Nous allons ensuite montrer que 3B0=0D.

BO=BC +CO , par la relation de Chasles

—_—

BO = %E +CO, par hypothése et par la relation de Chasles

BO = —;—(ATé+ FD) + C—O, par la relation de Chasles

— ] —=

BO = EAO + %FD +CO , en distribuant le scalaire sur les termes de [’addition

—_—

BO = *%574 + %@ +CO , vecteur opposé
BO=-CO+ éO_D' +CO , par le choix fait pour le point O.

BO = %FD, par simplification

3B0=0D
Par la derni¢re égalité, nous concluons que les vecteurs BO et OD sont colinéaires. Ainsi
les segments BO et OD sont parall¢les. Comme ils ont le point O en commun, ils sont donc

supportés par une méme droite BD. Le point O appartient donc au segment BD, ["autre

diagonale du trapéze et comme 3BO = 0—15 , BO = %E)’ et H B_O’ H = % H _ﬁ) H .

Description globale de la situation
Pour la description globale de la situation de la tiche 24, il suffit de se référer a la description

de la tache 16.

Analyse de la tiche

1l s’agit de la méme analyse que celle de la tAche 17.
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Analyse des activités attendues des étudiants

1l s’agit d’une analyse proche de P’analyse de la tiche 16, mais il y a un changement de point
de vue a introduire. En effet, il ne s’agit pas ici de partir d’un vecteur géométrique a
exprimer comme une combinaison linéaire d’autres vecteurs, mais bien de placer le point O
aux trois quarts sur une des diagonales et de montrer que I’autre diagonale passe bel et bien

par ce point O et qu’il est au quart de cette autre diagonale.

Analyse des activités possibles des étudiants
o Une fois que I'égalité & démontrer a été trouvée de la part des étudiants, ces derniers
peuvent entamer la démonstration en partant d’un c6t€ pour arriver, par manipulation &

I’autre. Cette conception ritualiste de la preuve ne nuit pas dans ce cas particulier.

o 1] faut comprendre que si le point O est au quart du segment, alors 3CO=04.

e Il y a lieu de décoder un résultat sous une autre forme car pour montrer que le point O

est sur la diagonale BD et est situé au quart de celle-ci, il suffit de montrer que
3BO=0D.

e Comme ce symbolisme est déja connu des étudiants, il ne semble pas possible qu’il
interfére avec des régles d’autres cadres plus familiers d’autant plus que, mis a part la
relation de Chasles et les vecteurs opposés, les opérations utilisées (addition et
multiplication par un scalaire) ont les mémes propriétés que les opérations usuelles dans
le cadre numérique.

e Un raisonnement direct ne suffit pas pour mener la démonstration puisqu’il faut d’abord

supposer un point O au quart du segment AC.

Cette tdche nous parait trés complexe dans la mesure o un changement de point de vue est
laissé a la charge des étudiants. Les étudiants ne sont pas familiers avec ce type de
démonstration, qui demande une réinterprétation compléte de ce qui est demandé: «les
diagonales se coupent en O ». On place d’abord un point O sur une diagonale et on montre

que I’autre diagonale passe aussi par ce point O. Egalement, il faut que les étudiants

décodent dans une expression vectorielle que le point O appartient a la diagonale BD . De

plus, les étudiants ont a gérer la proportion donnée en terme de vecteurs.
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Téche 25 (Exercice)
Les médianes d'un wriangle ABC quelconque concourent en un point O situé aux deux

tiers de chacune d’elles a partiv du sommel. Démontrer.

Démonstration

Soit D, E et F les milieux, respectivement, des cotés B_C, AC et AB. Nous allons choisir
un point O sur la médiane issue de A4, tel que A0 =20D . Nous allons ensuite montrer que

BO =20F et que CO =20F . Ces deux ¢égalités permettent de conclure puisqu’elles ne sont
vectoriellement possibles que si B, O et E sont alignés et si C, O et F sont alignés, c’est-a-

dire que si O est sur chacune des deux autres médianes, aux deux tiers de chacune d’elle.

BO=BD + DO , par la relation de Chasles

BOzLTD+%E4, par choix de O
BO = BD +%(5TE + E;I) , par la relation de Chasles

BO=DC + % (FE + E71) , par hypothése, BD =DC

Eﬁz%+(ﬁ+?€+%(&f+§4),par la relation de Chasles Eéz%+6§+?€
%:%5[5+(75+/_475.+%(O_E.+E_’A), par hypothése, EC = AE et par le choix du point O,
_ ]__.

DO =—-04

|

BO = —12— (OE + EA) + OF + AE + %(ﬁ# EA), par la relation de Chasles OA = OF + EA




136

BO = %51:: + %E—/i +OE + AE +%5E+%E_A , distribution du scalaire % sur |’addition

BO = 25E + EA+ AE , en additionnant
BO =20E , par la relation de Chasles.

—

Par la derniere égalité, nous concluons que les vecteurs BO et OF sont colinéaires. Ainsi
les segments BO et OF sont paralleles. Comme ils ont un point commun; O, ils sont donc

supportés par une méme droite BE. Le point O appartient donc au segment BE et comme
JRE— _ J— 2_.
BO=20F, BOngE.
Par un méme raisonnement, nous prouvons que O appartient donc au segment BE et

queaazgc?

Description globale de la situation
Pour la description globale de la situation de la tache 295, il suffit de se référer a la description

de la tache 16.

Analyse de la tache

[ s’agit de la méme analyse que celle de la tAche 17.

Analyse des activités attendues des étudiants
Pour I’analyse des activités attendues des étudiants de la tAche 25, il suffit de se référer 4 la

description de la tache 24.

Analyse des activités possibles des étudiants

On peut se référer a ’analyse de la tdche précédente.

Comme pour la tache 24, cette tiche est trés complexe dii au changement de point de vue a
introduire sans indication, a la réinterprétation de ce qui est a démontrer, & I’ interprétation

des expressions vectorielles et a la traduction de la proportion donnée en terme de vecteurs.
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Tache 26 (Devoir)

Considérons le trapeze ABCD dont la base BC mesure le cinquieme de la base AD . On
construit P et O, les milieux des cotés non paralléles du trapeze, de méme que M et N,
points situés au 1/3 des diagonales du trapéze a partir des points A et D respectivement.
Démontrer que le quadrilatére PONM est un parallélogramme. (Indiquer clairement les

hypotheses et la conclusion en termes vectoriels.)

Démonstration

— oA o = == — . —
Hypotheéses: AD=5BC, AM = EMC , DN = %NB , P et O milieux des cdtés AD et
BC respectivement.
Conclusion:  MN = P—Q
— SBC+BC _ — i .
1. PO = 53% =3BC, dans un trapéze, le segment qui joint Jes milieux des cotés non

paralléles est parallele aux bases et en égale la demi-somme

2. MN = MA+ AD + DN , par la relation de Chasles

-] — _ 1 —_
= TIMC +5BC + 5 NB, par hypotheses

Mais aussi,
3. MN = MC + CB + BN , par la relation de Chasles

—_— — —

= MC — BC — NB , vecteurs opposes

4. En additionnant 2 et 3 membre 4 membre;

— ] — —

2MN:%MC+MC+SBC—BC+%XFB——]\_/E
2M_'N:%W+4§E-%J—v§

4MN = MC +8BC - NB , en multipliant par 2 de chaque c6té
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4M—N:M—'C+8B_C’+ﬁ/,vecteur opposé
4MN = MC +CB + BN +9BC

4MN = MN +9BC

3MN =9BC

MN =3BC

d’ou W:P—Q, par | et par 4,

d’ou le quadrilatére PONM est un parallélogramme par la tiche 20.

Description globale de la situation

La description globale de la situation est semblable a la description faite pour la tiche 16
puisque I’énoncé du probléme est dans le cadre de la géométrie seulement. Pour démontrer,
1l faut alors pouvoir traduire les hypothéses et la conclusion dans le cadre de la géométrie
vectorielle. Il n’y a aucune représentation visuelle, le registre de représentations est celui des
mots en langage courant. Il faudra donc traduire en lettres majuscules surmontées d’une

fleche.

Analyse de la tache

[l s’agit d’une méme analyse que les tdches précédentes, mais dans cette démonstration, les

étapes sont importantes. En effet, il y a lieu d’exprimer le vecteur MN de deux manieres

différentes et d’ensuite additionner les deux expressions obtenues pour éventuellement

arriver a une méme expression que pour le vecteur PQ .

Analyse des activités attendues des étudiants
e Ici, le niveau de mise en fonctionnement est mobilisable. Les étudiants doivent adapter
leur connaissance pour arriver a démontrer [’énoncé.

e Pour entrer dans la tiche, il y a lieu de traduire en une expression vectorielle la

proportion « M est au tiers du segment AC » (Ex: AM = %). II'y a aussi lieu de

1
2
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reconnaitre ce qui est & démontrer puisque vectoriellement, on ne démontre pas tout a
fait ce qui est demandé dans I’énoncé.

Pour mener la démonstration, il n’y a pas de méthode & choisir, le cadre de la géométrie
vectorielle est imposé et alors, ’outil a utiliser est la relation de Chasles.

Il y plusieurs arguments a invoquer, mais ils devraient étre connus des étudiants.

Il'y a un changement de point de vue a introduire, soit celui de prouver que MN = P—Q

pour prouver que PONM est un parallélogramme. Ce changement de point de vue est

laissé a la charge des étudiants.

Les transformations nécessaires sont d’exprimer les vecteurs PQ et AD en fonction du

—_—

vecteur BC .

I est possible que I’étudiant doive introduire quelque chose d’intermédiaire. En effet,
dans notre démonstration, nous arrivons a I’expression 4MN = MC +8BC + BN et nous

voulons avoir I’expression MC +CB + BN . Ainsi, nous ajoutons et retranchons le

vecteur BC .
Pas de quantification a prendre en compte. Cette démonstration est valable pour tous les
trapézes dont la petite base est le cinquiéme de la grande base.

Le symbolisme a gérer est connu des étudiants depuis la cinquieme secondaire.

Analyse des activités possibles des étudiants

Il serait difficile pour les étudiants de démontrer ce qu’on leur demande avec une

conception de la démonstration voulant qu’il faut partir d’un c6té de 1’égalité et arriver a
exprimer 1’expression de départ avec I’égalité suivante : MN = FQ .

Ce que I’étudiant doit démontrer est explicite mais la traduction dans le cadre de la
géométrie vectorielle est laissée a la charge de I’étudiant.

Il 'y a lieu de décoder certains résultats ou définitions sous d’autres formes: si
MN = P_Q , alors PONM est un parallélogramme.

Comme ce symbolisme est déja connu des étudiants, il ne semble pas possible qu’il
interfere avec des régles d’aufres cadres plus familiers d’autant plus que, mis a part la

relation de Chasles et les vecteurs opposés, les opérations utilisées (addition et
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multiplication par un scalaire) ont les mémes propriétés que les opérations usuelles dans
le cadre numérique.

e Le symbolisme pourrait paraitre trés condensé et ainsi entrainer des pertes de sens
puisque I’objet vecteur géométrique est représenté par des lettres majuscules: Egalement,
comme la démonstration est prise en charge par le calcul, nous avons vu dans ’analyse

diagnostique qu’il y a des risques de perte de sens et de controle.

En somme, nous considérons cette tAiche comme trés complexe méme si les étudiants ont
déja été introduits a ce type de démonstration au secondaire. Comme la démonstration est
prise en charge par le calcul, il devient plausible que les étudiants manipulent les quelques
relations et propriétés des opérations sur les vecteurs qu’ils connaissent, mais n’arrivent pas
a démontrer I’énoncé. D’abord parce qu’ils doivent traduire en une expression vectorielle ce

qu’ils ont & démontrer, deuxiémement parce que la démonstration n’est pas sous une forme

habituelle. En effet, il faut exprimer MN de deux maniéres différentes et ensuite additionner
les expressions. Finalement, parce qu’il est possible que I’étudiant doive introduire quelque
chose d’intermédiaire (on ajoute et retranche le méme vecteur). Cela ne ressemble pas a ce

que les étudiants ont I’habitude de faire (par exemple ajouter 4 et retrancher 4 ou multiplier

5
ar — ).
p 5)
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Tache 27 (Devoir)

Considérons un quadrilatére quelconque ABCD et soit MNRS les points situés dans le
rapport % de leur segment a partir de A, B, C et D respectivement. (Le probleme peut

également fonctionner avec un rapport k; plus généralement.)

B N

a) Montrer que : « Sous ces conditions, le vecteur MN + RS est paralléle au vecteur

AB+CD ». (Indiquer clairement les hypothéses et la conclusion en termes vectoriels.)

Faire un dessin qui illustre bien cet énoncé.

b) En considérant toujours la figure décrite ci-haut, trouver une condition
supplémentaire sur la figure ABCD qui assure que le quadrilatére MNRS est un

parallélogramme. Votre condition doit éire assez simple pour étre décrite en mots.

¢) Démontrer ensuite votre résultat: « Dans la figure ci-haut, si [CONDITION

TROUVEE] alors MNRS est un parallélogramme. » (Indiquer clairement les hypothéses

et la conclusion en termes yectoriels.)

Démonstration

a) A montrer (W + ES") = k(ﬂ? + C_b)

I — 11— —

Hypotheses : AM = —AB BN———BC CR——CD et DS = IE;I

Conclusion : (MN + RS) = %(/TE +CD)

(W + ﬁ) = MB+ BN +RD+DS , par la relation de Chasles
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= —3—7423"+—1—R?+3C_D.+lﬁ , par hypotheses
4 4 4 4

4(}\TN + HS‘) =34B+BC +3CD + DA , en multipliant par 4 de chaque coté

_— — — —— —

=2A4B+2CD , par la relation de Chasles
= 2(A_B' + CT))
d’ou (MN + RS) :%(TB+C7))

-

Comme le vecteur MN + RS est multiple du vecteur AB+CD par une constante réelle (%),_

nous concluons que les vecteurs sont colinéaires et que les segments représentés par

MN + RS et AB+CD sont paralléles.

b) La condition nécessaire est que le rapport des points M, N, R et S par rapport aux

segments respectifs AB, BC, CD et DA soit de Y.

¢) La démonstration a été faite a la tiche 19,

Description globale de la situation

I s’agit de la méme analyse que celle de la tiche 26.

Analyse de la tache
L'analyse de la tiche 27 est semblable a celle de 1a tache 26, cependant, ici, il n’y a pas lieu

d’exprimer un méme vecteur de deux maniéres différentes.

Analyse des activités attendues des étudiants

Encore une fois, on peut se référer a I’analyse de la tiche 26, cependant, il faut reconnaitre

que le parallélisme se traduit par cette expression vectorielle : (m + HS’) = k(TB + Fé) .
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Analyse des activités possibles des étudiants
Pour cette démonstration, on retrouve les mémes ¢éléments soulevés que pour la

démonstration précédente.

Nous considérons cette tdche complexe. En plus du type de démonstration auquel les
étudiants sont peu habitués, il leur faut gérer les proportions & travers les manipulations des
vecteurs et des opérations sur ceux-ci. Comme nous avons vu dans la problématique, il

semble que ce type de manipulations soit propice aux glissements de sens.

Tache 28 (Examen)
Considérons un trapéze ABCD dont la longueur de la base BC est le 3/5 de la base AD.
Considérons P situé au milieu de AB et Q situé au 1/5 de AD a partir de A (voir tableau).

Montrer que PODC est un trapéze. (Indiquer clairement les hypothéses et la conclusion en

termes vectoriels.)

Démonstration

Hypothéses : 24D =BC, AP=PB et AQ = 4D

Conclusion : FQ = kCD pour un certain k € R.

1. TQ =PA+ Z@, par la relation de Chasles

P_Q. =BP+ éA_.D , par hypothéses

2. TQ = PB+ EZ‘ +CD + D—Q , par la relation de Chasles
— 33— == —4— .

=PB +§AD +CD +TAD’ par hypothéses

3. En additionnant 1 et 2 membre a membre,
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2PG=BP+ AD+ PR+ AD+CD+ 4D
e — 44— —4— —
:BP+ PB+§AD+'—5——AD+CD
= C—D, vecteurs opposés
dot PO =~CD .
2
Comme le vecteur FQ est multiple du vecteur cD par une constante réelle (%), nous

concluons que les vecteurs sont colinéaires et que les segments représenté par PQet CD

sont paralleles. Par définition de « trapeze », le quadrilatere PODC est un trapéze.

Description globale de la situation
Il s’agit de la méme analyse que celle de la démonstration 26, mais une représentation

visuelle de la figure est fournie.

Analyse de la tache

Il s’agit d’une méme analyse que pour les tdches précédentes mais dans cette démonstration,

les étapes sont importantes. En effet, il y a lieu d’exprimer le vecteur P_Q de deux maniéres

différentes et d’ensuite additionner les deux expressions obtenues pour éventuellement

arriver & une expression contenant le vecteur CD .

Analyse des activités attendues des étudiants

Il s’agit de la méme analyse que celle de la tAche 26.

Analyse des activités possibles des étudiants
Il est aussi possible de se référer a la tiche 26 pour ’analyse des activités possibles des

étudiants.
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Encore une fois, nous considérons cette tache comme trés complexe, méme si les étudiants
ont déja été introduits & ce type de démonstration au secondaire. Comme la démonstration est
prise en charge par le calcul, il devient plausible que les €tudiants manipulent les quelques
relations et propriétés des opérations sur les vecteurs qu’ils connaissent, mais n’arrivent pas
a démontrer |’énoncé. D’abord parce qu’ils doivent reconnaitre ce qu’ils ont a démontrer,

deuxiémement parce que la démonstration n’est pas sous une forme habituelle, il faut

exprimer PQ de deux manieres différentes et ensuite, additionner les expressions.

4.3.2 Indépendance linéaire et dépendance linéaire

Tache 29 (Exercice)

Soit V un espace vectoriel sur R el soil x et y des vecteurs de V et soit

- - — -

u=x+y el v=x—y.Montrer que

a) Si xet y sont linéairement indépendants alors uet v sont aussi linéairement

indépendants.

b) Si xet y sont linéairement dépendants alors uet v sont aussi linéairement dépendants.

Démonstration

a) Si x et y sont linéairement indépendants, alors kl;c + kz; =0k = ky=0.

Vérifions que uet vsont aussi linéairement indépendants. Supposons que pour m,,m, € R,
on ait m1;+m2;=6.Alors, m,;+m1;+m2;—m2;:()

= (my +my)x+(my —my)y=0.

Sachant que x et y sont linéairement indépendants, alors m, + m, =0 et m; —m, =0,

systeme dont m, = 0 et m, =0 est solution unique.

Donc uet vsont linéairement indépendants.

b) Si x et ysont linéairement dépendants, alors y =0 ou X = ky ou pourun certain k € R .

Si y=0,alors u=x=v estclairement une relation de dépendance linéaire entre uet v.
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Sinon, on a

u=ky+y=(k+1)y et v=ky—y=>k-1y.

Si k#1, on peut écrire

- (k+1 - (k+1)-

LD s kD
k-1 (k-1)

= u et v sont linéairement dépendants.

—

Si k=1, alors x=y

:>;=2; et v=0

= u et v sont linéairement dépendants puisque v=0u est une relation de dépendance

linéaire possible.

Description globale de la situation

o Les savoirs a mettre en fonctionnement sont les définitions de dépendance et
d’indépendance linéaire.

e (C’est autant en tant qu’outil qu’en tant qu’objet qu’on utilise la démonstration. On peut
penser qu’a travers cette tiche, le professeur visait un travail de mise en fonctionnement
des définitions de dépendance et d’indépendance linéaire. La tdche peut aussi viser un
travail sur la démonstration, surtout en b) ou il faut gérer deux cas possibles.

o La tiche est dans le cadre des espaces vectoriels abstraits et le registre de représentations
est I’équation vectorielle, tant dans 1’énoncé que dans Ia démonstration. Dans I’énoncé,
on présente ce qui est a démontrer en mots. Une traduction en équations vectorielles sera
laissée a la charge de {’étudiant. De plus, en a), un changement de cadre est nécessaire :
il faut travailler dans le cadre de I’algébre des réels pour résoudre un systéme
d’équations.

o [l s’agit d’un savoir nouveau pour les étudiants qui travaillent pour la premiere fois, dans

le cadre de ce cours, les notions de dépendance et d’indépendance linéaire.

Analyse de la tiche
e Telles que présentées dans la démonstration ci-dessus, les questions sont indépendantes.

e Les questions sont fermées, la valeur de vérité de chacune est connue.
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Aucune méthode n’est suggérée.
Le degré de généralisation est élevé puisque les vecteurs impliqués n’ont pas de

dimension définie. Ainsi, la démonstration est valable pour tous les espaces vectoriels de

toutes dimensions. Cependant, si les vecteurs x et y peuvent étre n’importe lesquels (de

méme dimension) les vecteurs u et v sont précisément donnés en fonction de x et y.

Le réle du formalisme est important puisqu’il faut distinguer les vecteurs des scalaires.
Ainsi, la fleche qui surmonte la lettre minuscule est & conserver tout au long de la
démonstration, d’autant plus qu’en a), on manipule des équations vectorielles et des
équations algébriques usuelles.

La structure de la démonstration est assez simple dans les deux quoi qu’en b), il faut
gérer deux cas possibles, qui ne peuvent étre gérés par la définition plus générale.

Il y a lieu d’utiliser deux définitions de I’indépendance linéaire qui sont é‘quivalentes, la
premiere : « k|;c+ k_z; =0=k =k, =0 » et la deuxiéme : « u et v sont multiples

scalaires ’un de I’autre ». Le choix de la définition & utiliser et a quel moment, est laissé

a la charge de I’étudiant.

Analyse des activités attendues des étudiants

En ce qui concerne [’utilisation des définitions de dépendance et d’indépendance
lingaire, on peut qualifier de technique le niveau de fonctionnement visé, cependant, en
ce qui a trait a la démonstration, le niveau est plutot mobilisable puisqu’aucune méthode
n’est suggérée a I’étudiant.

Pour les questions a) et b), il y a lieu d’introduire des étapes. En a), il faut d’abord gérer
I’équation vectorielle et ensuite, résoudre un systéme d’équations algébriques dans les
réels. En b), il faut gérer plusieurs cas possibles.

11 faut introduire les scalaires m; et m; a la démonstration en a) pour faire la vérification
voulue.

Les définitions de dépendance et d’indépendance supposent des quantifications

implicites: Yk, k,e R, kx+ky=0 = k =k,=0. Pour la dépendance, la
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négation de ces quantifications est difficile & gérer: Ik, &, ER} kix+kyy=0 et

(ki k) = (0,0).

Analyse des activités possibles des étudiants

e Une conception ritualiste ne permet pas d’entrer dans la démonstration puisqu’on ne
présente pas dans I’énoncé une égalité a démontrer. Ainsi, plusieurs étudiants pourraient
étre bloqués deés le départ, ne sachant comment utiliser les définitions de dépendance et
d’indépendance linéaire.

o [l n’est pas difficile pour I’étudiant de décoder ce qu’il doit démontrer car la question est
explicite. Cependant, il pourrait étre difficile de traduire en équations vectorielles ce qui
est a démontrer, surtout en a).

e Dans la démonstration en a), il y a lieu de reconnaitre la définition d’indépendance
linéaire sous une forme légérement modifiée. En effet, I’étudiant arrive a un facteur
multiplicatif qui a la forme d’une addition (ou soustraction) de constantes. Il pourrait ne
pas percevoir qu’il est possible d’arriver & ce qu’il veut avec cette somme (ou
soustraction).

e Le symbolisme nous semble assez familier pour les étudiants.

Cette tache est trés complexe dans la mesure ou il faut pouvoir entrer dans la démonstration.
En effet, méme si ce qu’il faut démontrer est explicite, aucune méthode n’est suggérée. Il

suffit d’utiliser la définition d’indépendance linéaire, mais les étudiants pourrait ne pas
penser a vérifier que les coefficients multipliant # et v sont bel et bien O (en utilisant
I’hypothése que x et y sont linéairement indépendants) pour obtenir I’égalité suivante :

(m, + mz);c +(m; - mz); -0, Egalement, il v a un changement de cadres a effectuer, les

étudiants doivent passer au cadre de ’algébre des réels pour résoudre un petit systéme
d’équations. La principale difficulté est |’utilisation de deux définitions équivalentes de
I’indépendance linéaire. Ces deux définitions n’ont d’abord rien de commun mais I’étudiant
doit passer de I’une a l’autre sans indication. De plus, la négation de ces définitions (la

dépendance linéaire) n’est pas du tout évidente, notamment a cause de la gestion des
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quantificateurs implicites. Par exemple : traduire la négation de Vre®R, wu#rv par

IreR|u=rv. 1 s’agit, selon notre évaluation, de la principale difficulté du probleme.

4.4 Algébre vectorielle

Il est & noter que dans cette partie, nous avons adopté les symboles utilisés dans I’énoncé de

la tdche. Ainsi, le symbole de la norme d’un vecteur u sera noté parfois |

et parfois

U

Téche 30 (Exercice)
Démontrer que le produit scalaire posséde les propriétés énoncées en 6.1.2. Faire la

démonstration pour des vecteurs quelconques de V.

Dans V,, le produit scalaire posséde les propriétés suivantes :

1. commutativité : wev="vey (V;), (V;) ev,
2. distributivité sur ['addition vectorielle a gauche et a droite :

@) us(vrwy=usv+uew  (Vu),(V),(Vw)eV,

b) (viwysu=veutweu=usviuew  (Vu),(¥),(Vw)eV,
3. associativité mixte :

@) (ku)yev=uekv=k(uev) (Vu),(Vw)eV,, (vk)eR

b) (ku)e (mv)=(km)mev)  (Vu),(Vv) eV, (Vk),(Vm)eR

1. A démontrer uev=veu  (Vu),(Vv)eV,

Soit u = (a,,b,,¢,) et v=_(a,,b,,c,)
uev=_(a,,b,c)e(a,,b,,c;)
=a,a, + bb, +c,c,, par définition du produit scalaire

=a,a, + b,b, + c,c,, la multiplication est commutative dans R
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=(a,,b,,¢,)%(a,,by,c,), par définition du produit scalaire

—vey

2. a) A démontrer e (; + ;) —ueytuew (V;),(V;),(V:v) el

Soit u = (a,,b,,¢,), v =(ay,by,0,) €t w=(as,bs,¢5)
us (v+w)= (b)) ((ap,b;,¢0) + (a5,b3,¢5))
=(ay,b,¢))®(a, +a;,by +by,c, +c4), par définition d’addition de vecteurs
=(a,(ay +as)+b,(b, +b3)+¢,(c, +c;), par définition de produit scalaire
=a,a, + a,a; + b,b, + bb; + c,c, + ¢\c;, distributivité de la multiplication sur
’addition dans R et associativité de 1’addition (pour enlever les parenthéses)
=a,a, + bb, +c\c, +aja; + bby +¢,c;, commutativité de I’addition dans R
=(ay,by,c))*(ay,by,¢,) +(a,,b,,c))*(as,bs,cq), par définition du produit
scalaire

=uev+uew

2.b) A démontrer (;+;)o;=;o;+;o;:;o;+;o; (‘V;),(‘V\:),(V;&/.)GV3

Soit u = (a,,b,,¢,), v =(ay,by,¢y) €t w=(ay,b;,¢5)

O +w)ou=((ay,by,¢2) + (@3, bs,¢3)) % (ay,b;,¢,)
=(ay,b,¢;)*((ay,b,,c,) +(a;,by,¢5)), le produit scalaire est commutatif
=(ay,b;,c,)e(a,,by,¢y)+(a),by,c)) 0 (as,by,cq), par 2. a)
=(a,,b,,¢c,)%(ay,b,¢c))+(as,by,¢5)0(ay,b,¢,), le produit scalaire est

commutatif

- - — -

=veyu+wey




3.2) A démontrer (ku)ev=uskv =k(uev) (V),(¥v)eV,, (Vk)eR

Soit u = (a,,b,,c,)et v =(ay,b,,¢,)

(ku)ov = (k(a,,b;,¢)))® (ay,by,¢,)
= (ka, kb, ke, )® (a,,b,,c,) , par la déf. du produit d’un scalaire et d’un vecteur
= ka,a, + kbb, + kc,c, , par définition du produit scalaire, et associativité de la

multiplication dans R (pour enlever les parentheses)

= a ka, +b kb, + c ke, , la multiplication est commutative dans R
= (al,bl ,cl)- (ka,,kb,,ke,), par définition du produit scalaire

= (a,,by,¢,)® k(ay,by,¢,), par la déf. du produit d”un scalaire et d’un vecteur

=uekyv

(kuyev = (k(a),b,,¢))) (ay,by,¢,)
= (ka, kb, ,kc,)® (a,,b,,c,) , par la définition du produit d’un scalaire et d’un

vecteur

= ka,a, +kb,b, + kc,c, , par définition du produit scalaire, et associativité de la
multiplication dans R (pour enlever les parentheses)
= k(a,a, + bb, +¢,c,), mise-en évidence du facteur &

=k((a,,b,,c, )- (a,,b,,c,)), par définition du produit scalaire

= k(uov)

3.b) A démontrer (ku)e (mv) = (km)(mev)  (Vn),(¥v) eV, (Vk),(Vm) e R

Soit 7 = (a,,b;,¢,) et v = (ay,b,,¢,)
(ku) s (mv) = k(ay, by, ¢) @ m(ay, by, c,)
= (ka,,kb,,kc|) ® (ma,,mb,,mc,), par la définition du produit d’un scalaire et

d’un vecteur

= ka,ma, + kb,mb, + kc,mc, , par définition de produit scalaire
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= km(a,a, + b b, + ¢,c,), mise en évidence du facteur & et du facteur m
=km((a,,b,,c,)®(a,,b,,c,)), par définition du produit scalaire

= (km)(u o v)

Description globale de la situation

Les savoirs & mettre en fonctionnement sont la définition du produit scalaire, les
propriétés des opérations dans R, ’addition de vecteurs et le produit d’un vecteur par un
scalaire.

C’est en tant qu’objet qu’on étudie ici ’algeébre vectorielle. La démonstration apparait
alors comme un outil permettant de manipuler les différentes propriétés et définitions
énoncées au point précédent.

La tache est dans le cadre de ’algebre vectorielle et il y a lieu de changer de cadre pour
celui de D'algebre des réels & certaines étapes des démonstrations. Les propriétés a
démontrer sont présentées a I’aide des vecteurs écrits sous la forme de lettres minuscules
surmontées d’une fleche alors que dans les démonstrations, il faut travailler avec les
vecteurs €crits selon leurs composantes. Il y a alors changement de registre laissé & la
charge des étudiants.

La définition de produit scalaire a été nouvellement introduite aux étudiants, mais en ce
qui concerne tous les autres savoirs a mettre en fonctionnement, ils sont connus de la part
des étudiants depuis au moins la cinquieme secondaire (et méme avant pour les

propriétés des opérations dans R ).

Analyse de la tiche

Les questions pourraient étre liées puisqu’on utilise certaines propriétés démontrées
antérieurement pour en démontrer d’autres. Par exemple, on peut utiliser les propriétés |
et 2a) pour démontrer la propriétés 2b). Mais on peut également faire chaque sous-
question indépendamment des autres.

Les questions sont fermées, la valeur de vérité de chaque propriété est connue.

On demande de faire les démonstrations pour des vecteurs quelcongues de V.

Il n’y a pas d’éléments implicites dans I’énoncé.
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La structure des démonstrations est simple puisque le raisonnement est pris en charge par

le calcul.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement des savoirs est technique puisque la définition du
produit scalaire vient d’€tre introduite et toutes les autres connaissances nécessaires sont
connues des étudiants depuis le secondaire.

Il n’y a pas lieu d’introduire des étapes pour démontrer les propriétés.

Il n’y a pas de changement de point de vue a introduire et les changements de registres
vont de soi puisqu’imposer la dimension 3 suggére tres fortement le passage aux
composantes.

Il n’y a pas de quantificateurs a prendre en compte, sinon que de comprendre que ces
démonstrations sont valables pour tous les vecteurs de V.

Le symbolisme est connu des étudiants.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la démonstration ne nuit pas au bon déroulement de la
démonstration puisqu’il suffit de choisir un c6té de 1’égalité & démontrer et de manipuler
jusqu’a obtention de 1’autre.

Il nous semble que ce que [’étudiant doit démontrer est explicite.

Le symbolisme pourrait interférer avec des régles familieres comme les opérations sur les
nombres réels. En effet, un étudiant pourrait avoir de la difficulté a prouver les propriétés

qui lui sembleraient trop évidentes.

Cette tache nous parait peu complexe puisque les manipulations que les étudiants ont & faire

sont connues depuis le secondaire.
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Tache 31 (Exercice)

Dans Vy, si xest un vecteur perpendiculaire aux vecteurs wet v de directions différentes,

démontrer que x est aussi perpendiculaire a tous les vecteurs de la forme au+bv, o a

et b sont des réels. Quelle est I'interprétation géométrique de ce résultat ?

Démonstration

xe (a; + b;) = xeau+xeby , par distributivité du produit scalaire sur 1’addition vectorielle
= a(;c J ;) + b(;c o \:) , par associativité mixte
=ax0+bx0, par hypothése
=0 — x est perpendiculaire a tous les vecteurs de la forme au+bv.

Interprétation géométrique : x est perpendiculaire au plan engendré par uet v.

Description globale de la situation

e Lessavoirs a mettre en fonctionnement sont les propriétés du produit scalaire.

e (’est en tant qu’objet qu’on étudie ici ’algébre vectorielle. La démonstration apparait
alors comme un outil permettant de manipuler les différentes propriétés du produit
scalaire.

e La tiche est dans le cadre de la géométrie vectorielle et la démonstration se fait a I’aide
de I’algébre vectorielle. Ce qu’il faut démontrer est dit en mots et le passage au registre
de I’algébre vectorielle est laissé & la charge de I’étudiant. Egalement, il y a des étapes
qui nécessitent un passage au cadre algébrique.

e La définition et les propriétés du produit scalaire ont été nouvellement introduites aux

étudiants.

Analyse de la tache
e La question est fermée puisque la valeur de vérité est donnée.

e Aucune méthode n’est suggérée.
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Le role du symbolisme est important puisqu’il faut distinguer les vecteurs des scalaires.
Ainsi, la fleche qui surmonte la lettre minuscule est a conserver tout au long de la
démonstration.

L’élément implicite de I’énoncé est qu’il faut montrer que le produit scalaire est nul alors
qu’on demande plutot de montrer que les vecteurs sont perpendiculaires.

La structure de la démonstration est simple puisqu’elle est prise en charge par le calcul.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement des savoirs est entre technique et mobilisable
puisqu’il y a une petite adaptation a faire, ¢’est-a-dire que les étudiants doivent utiliser la
propriété du produit scalaire stipulant qu’il est nul lorsque les vecteurs sont
perpendiculaires, pour montrer que les vecteurs sont bien perpendiculaires.

Il n’y a pas lieu d’introduire des étapes pour démontrer les propriétés.

Il y a un changement de points de vue a introduire, c'est-a-dire que pour montrer que les
vecteurs sont perpendiculaires, il faut montrer que le produit scalaire entre ces vecteurs
est nul.

Le symbolisme est connu des étudiants.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la démonstration peut laisser I’étudiant bloqué puisque dans
I’énoncé, on ne présente pas explicitement ce qu’il faut démontrer.

Ce que I’étudiant a a démontrer est explicite dans [’énoncé de la tdche. Cependant, la
traduction en langage vectoriel est implicite et laissée a la charge de |’étudiant.

Le symbolisme peut interférer avec des régles plus familiéres, c’est-a-dire que dans la
démonstration, on doit gérer le produit scalaire (*) et le produit de nombres réels (x) en
utilisant des symboles différents, mais dans le cadre numérique ou algébrique, ces deux
symboles représentent une méme opération, soit le produit de nombres réels. 11 pourrait

peut-étre y avoir confusion.
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Cette tache nous apparait comme peu complexe. Le seul élément de complexité notable est
celui de devoir reconnaitre que des vecteurs non nuls sont perpendiculaires si et seulement si

leur produit scalaire est nul.

Tache 32 (Exercice)

Dans V,, démontrer que pour des vecteurs u et v quelconques, ona .

- |2 - 12 - 12 - -
a) lu+v| =lu| +|v| +2uey
- = |2 - |2 - |2 [
b)lu—v| =|lu| +|v| —2uevy
c)luev|<|ul|v
Démonstration
- - |2 - - - - . .
a) lu+v| =(u+v)e(u+v), lecarré de la longueur d’un vecteur est €gal au produit scalaire

de ce vecteur par lui-méme

=we(u+v)+ve(u+v), par distributivité¢ du produit scalaire sur I’addition
vectorielle

—(uou)+(uev)+(veu)+(vev), par distributivité du produit scalaire sur
’addition vectorielle

= (Zt o ;) + (; o ;1) + (; o ;) + (; . ;1) , par symétrie du produit scalaire

2 2

=lu| +2(mev)+|v| , le carré de la longueur d’un vecteur est égal au produit

scalaire de ce vecteur par lui-méme

2
+

2

-

u

-

v

+ 2(; e v), par commutativité¢ de I’addition dans R
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2

- -2 - -
by |lu~-v| = ‘ u +(—v)| , soustraire un vecteur revient a additionner son opposé
- |2 -2 - -
=lu| +|-v| +2(ue—v),para)
-2 -2 - -
=|u| +|v| +2{(ue®—-v),lanorme d’un vecteur ou de son opposé est la méme
22 -2 - -
=|u| +|v| —2(uev), miseen facteur de — 1.
c)|uev .:‘ u|x|v/xcosd ‘: ulx|v|xcos@,ou & estl’angle entre les vecteurs u et v
mais comme 0 <cosf <1, alors 0<|u|x|v|xcosf <|u|x|v

- -

uey

-

u

-

d’ou < v

Description globale de la situation

» Les savoirs a mettre en fonctionnement sont la proposition stipulant que le carré de la
longueur d’un vecteur est égal au produit scalaire de ce vecteur par lui-méme et la
proposition disant que le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit des normes
des vecteurs multiplié par le cosinus de I’angle entre les deux vecteurs. Il y a aussi la
définition et les propriétés du produit scalaire.

o C’est en tant qu’objet qu’on étudie ici ’algébre vectorielle. La démonstration apparait
alors comme un outil permettant de manipuler les différentes propriétés, propositions et
définitions énoncées au point précédent.

o La tache se situe dans le cadre de I’algebre vectorielle et il n’y a pas de changement de
cadres a effectuer pour achever la démonstration. Les propriétés & démontrer sont
présentées a l’aide des vecteurs écrits sous la forme de lettres minuscules surmontées
d’une fléche. Aucun changement de registres n’est nécessaire pour mener la
démonstration a terme.

e La définition, les propriétés et les propositions concernant le produit scalaire ont été
nouvellement introduites aux étudiants, mais en ce qui concerne tous les autres savoirs a

mettre en fonctionnement, ils sont connus de la part des étudiants depuis le secondaire.
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Analyse de Ia tache

Les questions sont dépendantes dans la démonstration présentée mais elles peuvent étre
démontrées indépendamment.

Les questions sont fermées, la valeur de vérité de chaque propriété est connue.

Aucune méthode n’est suggérée.

Le réle du formalisme est important puisqu’il faut distinguer les vecteurs des scalaires.
Aussi, le symbole des deux barres (‘ ‘) est utilisé avec des significations différentes a

intérieur d’un méme résultat. Il signifie dans un cas la longueur d’un vecteur et dans un
autre cas la valeur absolue d’un nombre.

II'n’y a pas d’élément implicite dans I’énoncé.

La structure des démonstrations est simple puisque les démonstrations sont prises en
charge par le calcul. En ¢), une déduction intermédiaire, non-prise en charge par le calcul

est nécessaire.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement est mobilisable surtout en ce qui concerne la
question ¢) qui nécessite une adaptation. En effet, les étudiants doivent démontrer une
inégalité ce qui n’est pas habituel pour eux.

Il n’y a pas lieu d’introduire des étapes pour démontrer les propriétés.

I n’y a pas de changement de point de vue a introduire.

Il n’y a pas de quantificateurs & prendre en compte sinon que de comprendre que ces
démonstrations sont valables pour tous les vecteurs.

Le symbolisme de la norme d’un vecteur est nouveau pour les étudiants.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la démonstration ne nuit pas au bon déroulement de la
démonstration puisqu’il suffit de choisir un coté de I’égalité a démontrer et de manipuler
jusqu’a obtention de 1’autre.

II nous semble que ce que I’étudiant doit démontrer est explicite.
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e Le symbolisme pourrait interférer avec des régles familiéres puisque le symbole de la
norme d’un vecteur est le méme que le symbole de valeur absolue qui lui, est connu des

étudiants.

Cette tiche nous parait assez complexe surtout a cause de la question c). Cet exercice a été
tiré du livre utilisé par I’enseignante. Dans ce livre, on utilise le méme symbole pour la

norme d’un vecteur et pour la valeur absolue d’un nombre. Or, en classe, ’enseignante utilise

plutdt le symbole des doubles barres (H “) pour représenter la norme d’un vecteur. Le

symbolisme du livre pourrait occasionner des erreurs de compréhension. En effet, les

étudiants pourraient confondre la norme et la valeur absolue.

Tache 33 (Exercice)

Montrer que pour tout vecteur u, v, w, z de V ,ona:

@+v)o(wrz)=(ew)+@ez)+(vew)+(vez)

Démonstration

T(u +v)e(w+ z)=ue(w+z)+ve(w+ z), par distributivité du produit scalaire sur [’addition
vectorielle
=(wew)+(mez)+(vew)+(vez), pardistributivité du produit scalaire sur

’addition vectorielle
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Description globale de la situation
Le lecteur pourra se référer a I’analyse de la tAche 31 pour la description globale de la

situation.

Analyse de la tache

e Laquestion est fermée, la valeur de vérité est connue.
e Aucune méthode n’est suggérée.

e Il n’yapas d’élément implicite dans 1’énoncé.

e Lastructure de la démonstration est simple puisqu’elle est prise en charge par le calcul.

Analyse des activités attendues des étudiants

e Le niveau de mise en fonctionnement est technique, il ne s’agit que d’une application des
propriétés du produit scalaire.

e Il n’y apas lieu d’introduire d’étapes.

e Il n’y apas de changement de points de vue a introduire.

e |l n’y a pas de quantificateurs a prendre en compte sinon que de comprendre que ces
démonstrations sont valables pour tous les vecteurs.

e Le symbolisme est connu des étudiants,

Analyse des activités possibles des étudiants

e Le bon déroulement de la démonstration peut se faire en choisissant I’un ou ’autre des
cotés de I’égalité a démontrer et en manipulant jusqu’a obtention de I’autre. Cependant,
les manipulations a faire sur les « cdtés droits » sont plus difficiles a trouver que sur les
« cOtés gauches ». En effet, il s’agirait plutdt de faire I’équivalent d’une mise en facteur,
ce qui ne se voit pas si facilement avec des produits scalaires.

¢ Il nous semble que ce que I’étudiant doit démontrer est explicite,

e Une confusion est possible quant au symbole de produit scalaire: il pourrait étre

confondu avec le symbole de multiplication des nombres réels.

Cette tdche nous parait simple.



Téache 34 (Exercice)
Démontrer que le produit vectoriel possede les propriétés énoncées en 7.1.2.

Dans Vs, le produit vectoriel possede les propriétés suivantes :
1. anticommutativité : (;z X ;) = —(; X ;) (Vz:), (V;) evy.
2. distribution sur I’addition vectorielle :
a) ;x(;+;)=;x;+;x;
b) (;+;)x;v:;x;v+;x;v.
(Va), (V) , (Yw) e ¥,
3. associativité mixte :
@) (k) xv=ux (kv)=k(zxv)
b) (ku)x (mv) = km(u x v)

(Vu), (W) eVy, (Vk), (Vm)e R

Démonstration

1. A montrer : (; X ;) = —(; X ;) (V;), (V;) els
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Soit u = (a,,a,,a,) et v=(b,,b,,b,)

(wxv) = (a,by —a3b,,a5b, — a\by,a,b, —a,b,), par définition du produit vectoriel

et
i J k
—(vxu)=-|b, b, by|,truc mnémotechnique pour le calcul du produit vectoriel

a4 a3
= | (byay — bya,)i — (bya; — bya,)j + (ba, — bya, )k |, par définition de déterminant (en
développant selon la premiére ligne)
=(=bya; + bya,, bjay —bsa,, —bya, +bya,)
=(a,b, —a,b,, a;b, —a,by, ab, —a,b,), par commutativit¢ de [’addition et de la

multiplication dans R .
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Amontrer: ux(v+w)=uxv+uxw

Soit u =(ay,a5,a5), v =(by,by,b;) et w=(c;,cy,5)

ux(v+w)=(a,,a,,a;)x (b, +¢, by, +¢c,, by +¢5), par définition d’addition de vecteurs
i J k
= q a, a, |, truc mnémotechnique pour le calcul du produit vectoriel
b +c¢ byt+c, byt
=(a,(by +c3)—ay(b, +c,), ay(by +¢;)~—a,(by +c¢;), a,(by +¢,)—a, (b, +¢))), par le
calcu] du déterminant
=(ayby + aye3 — ashy —asey, asby +asey —ayby —ayey, aby +aic; —ayby - ayc)), par

distributivité de la multiplication sur I’addition dans ‘R

=(a,b, —ayb, +a,cy —asc,, asb, —ab; +asc, —acy, ab, —a,b, +a,c, —a,c,), par
commutativité de |’addition dans R
=(a,by —a,b,, a;b, —a\b;, a\b, —a,b) +(ayc, —asc,, asc, —aycy, ac, —a,c,), par

définition d’addition de vecteurs

- — . — -

=UXVFHUXW

2. b) Par un raisonnement similaire, on peut prouver que (¥ + V)X w=uxw+vxw,
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3.a) A montrer : (k;) X V=X (k;) = k(z—,; X ;)

Soit u=(a,,a,,a;) et v=(b,,b,,b,).

1. (k) x v = (ka,, ka,, kay) x (b, b,,b;)

iy k
=\ka, ka, ka,
by b, b

=(ka,by — kasb,, ka,b, —ka,b;, ka,b, — ka,b,)

2. ux(kv)=(a,,a,,a,)x (kb kb, kb;)

ik
:a, a2 613
kb, kb, kb,

= (a,kb, - a;kb,, a kb, — akbs, a,kb, —a,kb,)

= (ka,b;, — kasb,, kaib, - ka b;, ka,b, —ka, b)), par commutativit¢ de la multiplication

3. k(uxv)=k|(a,,ay,a,)% (b, by,b5)]
ik
=kla, a, a,
b] b2 b3
=k(ayby —asb,, asby —aby, ab, —a,by)
= (k(a,b, — asb,), k(asb, —ab,), k(a,b, — a,b,)) par définition de la multiplication d’un
scalaire et d’un vecteur
= (ka,by — ka;b,, ka,b, —ka\by, ka b, — ka,b,), par distributivit¢ de la multiplication sur
I’addition dans R

Nous avons pu montrer que (k;) XV = 1% (k;) = k(; X ;)
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3. b) A montrer : (k;z) X (m;) = km(; X ;)

Soit u = (a,,a,,a;) et v=_(b,,b,,b;).
ik
(ku)x(mv)=|ka, ka, ka,
mb, mb, mb,
= (ka,mby — kaymb,, kaymb, — kaymb,, ka,mb, — ka,mb,)
= (km(a,by — asb,), km(asb, —a\by), km(a,b, - a,b,)), par la mise en facteur de km
=km(a,by —asb,, ab, —a,b,, a\b, —a,by)

ij ok
=kmja, a, a,

by b, b
= km(ux v)

Description globale de la situation

e Les savoirs & mettre en fonctionnement sont la définition du produit vectoriel, le truc
mnémotechnique et le calcul des déterminants, 1’addition de vecteurs, la multiplication
d’un vecteur par un scalaire et les propriétés des opérations dans ‘R .

e (’est en tant qu’objet qu’on étudie ici ’algébre vectorielle. La démonstration apparait
alors comme un outil permettant de faire manipuler les savoirs mentionnés ci-dessus.

» La tache est dans le cadre de la géométrie vectorielle et la démonstration se fait a ’aide
de I’algebre vectorielle. Les registres de représentations des vecteurs sont la lettre
minuscule surmontée d’une fleche et le triplet de nombres réels. Les démonstrations se
font surtout a 1’aide de la représentation sous forme de triplets. Il y a donc un changement
de registres a faire pour démontrer puisque les vecteurs sont systématiquement donnés
dans I’autre registre dans [’énoncé.

o La définition du produit vectoriel vient d’étre présentée aux étudiants alors que les autres
savoirs a mettre en fonctionnement ont été présentés antérieurement dans le cadre du

cours ou a I’école secondaire.
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Analyse de la tiche

Les questions sont indépendantes.

Les questions sont fermées, la valeur de vérité de chaque propriété est connue.

11 faut mener la démonstration dans V3.

11 n’y a pas d’¢lément implicite dans 1’énoncé.

La structure des démonstrations est simple puisque celles-ci sont prises en charge par le

calcul.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement est technique puisque la définition de produit
scalaire vient d’€tre introduite et toutes les autres connaissances nécessaires sont connues
des étudiants.

Il n’y a pas lieu d’introduire des étapes pour démontrer les propriétés.

Il n’y a pas de changement de points de vue & introduire.

Il n’y a pas de quantificateur & prendre en compte sinon que de comprendre que ces
démonstrations sont valables pour tous les vecteurs.

Le symbole du produit vectoriel est connu des étudiants, mais pourrait interférer avec le
symbole de la multiplication des nombres réels. Les autres symboles sont connus des

étudiants

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la démonstration pourrait nuire. En effet, pour certaines
démonstrations, il est plus facile de partir d’un c6té de 1’égalité, d’obtenir un certain
résultat et de montrer qu’en prenant le deuxieme coté de 1’égalité, on arrive au mé€me
résultat'?. Un étudiant qui part d’un coté et essaie d’obtenir 1’autre pourrait donc avoir
de la difficulté & « se rendre » jusqu’a cet autre.

Il nous semble que ce que I’étudiant doit démontrer est explicite.

> Méme si ¢a ne transparait pas dans la solution &crite telle que nous P'avons rédigée, il nous est arrivé
de trouver de cette fagon cette solution pour quelques sous-tdches de la tche 34.
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e Les définitions sont parfois a appliquer sous une autre forme puisqu’on introduit des
scalaires ou des additions de vecteurs. Les étudiants pourraient alors avoir de la difficulté
a appliquer la définition ou des régles de calcul du produit vectoriel correctement.

e Le symbolisme pourrait interférer avec des regles familieres comme les opérations sur les
nombres réels. Ainsi, un étudiant pourrait avoir de la difficulté a prouver les propriétés
qui lui sembleraient trop évidentes.

e ]l ya beaucoup de manipulations algébriques a faire puisque les démonstrations sont tres

calculatoires.

Cette tdche nous apparait moyennement complexe di aux nombreuses manipulations
algébriques a effectuer. Cependant, s’il n’y a pas de confusion entre la croix (x) signifiant le
produit vectoriel et le méme symbole qui signifie la multiplication de nombres réels et si les

manipulations sont menées adroitement, |a tache sera assez simple.

Tache 35 (Exercice)

- - - —

Soit les vecteurs u, vet w tels que u+v+w=0. Démontrer que uxv=vxw=wxu,

Démonstration

Soit u=(a,,a,,a;), v=_(6,,b,,b;) et w=(c,,c,,c;)

i J k
uxv=la, a, ay
by b, b

=(ayby —asb,, a;b, —a\by, ab, —a,b), par le calcul du déterminant

“~
x4

< 3
X
<!
1l
o
o~
[\8]
o~
(%)

=(bycy — bycy, byc) —bicy, bycy, —byey), par le caleul du déterminant
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mais par hypothése, u +v+w =0, ce qui implique que —a, -b, =¢,, —a, b, =¢, et

—a; —b; =¢;. Ona alors, par substitutions,

(;x;):

(by(—ay —by) = by(—a, = by), by(—a, —b))—b(-a; —b;), b(-a, -b,)-b,(-a, - b))
=(=bya, —b,b, +bya, +b,b,, —bya, —bb, +bja; +b,by, —-ba, —bb, +b,a, +b,b))

=(~byay +bya,, —bya, +b,ay, —bja, +bya,)

=(a,by — asb,, asb, —a,by, a,b, —a,b,), par commutativité de 1’addition dans R .

- - — -

Par un raisonnement analogue, nous pouvons prouver que ¥ xv=wxu.

Description globale de la situation

Il s’agit de la méme analyse que celle de la tiche précédente, cependant, il y a moins de

savoirs a mettre en fonctionnement. Ces derniers sont les formules de calcul du produit

vectoriel et du déterminant et les propriétés des opérations dans R . Egalement, dans le

présent cas, il semble que la tiche vise autant un travail sur le produit vectoriel que sur la

démonstration. En ce sens, cette derniere intervient au moins autant en tant qu’outil qu’en

tant qu’objet.

Analyse de la tiche

La question est fermée, la valeur de vérité étant connue.
Aucune méthode n’est suggérée.

[l n’y a pas vraiment d’élément implicite dans ’énoncé sinon que de comprendre que si

- -

u+v+w=0,alors a, +b,+¢, =0, a, +b, +¢c, =0 et a; +b; +¢; =0.
La structure de la démonstration est simple puisque les démonstrations sont prises en

charge par le calcul. Cependant, les substitutions a faire sont laissées a la charge de

I’étudiant, qui doit trouver par lui-méme comment faire intervenir 1’hypothése

- —

u+v+w=0.
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Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement est mobilisable.
Il n’y a pas lieu d’introduire des étapes pour démontrer les propriétés.

Il 'y a un changement de points de vue a introduire. L’étudiant doit traduire I’hypothése

u+v+w=0 dans le registre de 1”écriture en triplets de composantes, et traduire |’égalité
vectorielle en trois égalités composante a composante.

Il n’y a pas de quantificateurs a prendre en compte sinon que de comprendre que ces
démonstrations sont valables pour tous les vecteurs dont la somme est nulle.

Le symbolisme est connu des étudiants.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la démonstration pourrait nuire au bon déroulement des

démonstrations puisque pour cette démonstration, il faut absolument utiliser le fait que

UtV + w= 0.1 ne s’agit plus ici de manipuler une égalité afin d’obtenir une expression
spécifique.

[l nous semble que ce que I’étudiant doit démontrer est explicite.

Le symbolisme pourrait interférer avec des régles familiéres comme les opérations sur les
nombres réels. Le symbole du produit vectoriel pourrait étre confondu avec le symbole

de la multiplication avec les nombres réels.

Cette tdche nous apparait complexe dans la mesure ou I’étudiant doit utiliser correctement

I”hypothese ut+v+w=0.Le passage dans le registre de I’écriture en triplets de composantes

et celui de I’égalité vectorielle en trois égalités composante & composante ne va pas de soi.

Téche 36 (Exercice)

Montrer que pour tous vecteurs u et v de V,, ona.

2 2 2 2

- -

UuxXy

— -

uey

el

u

-

1%

=+

(Identité de Lagrange)
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Démonstration

2 2

2 2 2

e -

uxy

- -

uey

—

U

.

-2 -2
+ v| sin®@+|u| |v| cos?8,car lalongueur du produit vectoriel

de deux vecteurs est égal au produit de leur longueur par la valeur absolue du sinus de I’angle
entre les deux vecteurs, et le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit de leur

longueur par le cosinus de ’angle entre les deux vecteurs

2 2 2

g

U

-

U

-

14

-2
v| (sin? @ + cos? @), par la mise en facteur de

2 2

,car sin2 @ +cos” 9 =1

—

U

.

v

Description globale de la situation

e Les savoirs a mettre en fonctionnement sont les propriétés des produits vectoriel et

scalaire et I”identité trigonométrique sin® @ +cos” 6 =1.

e C’est en tant qu’objet qu’on étudie ici I’algebre vectorielle. La démonstration apparait
alors comme un outil permettant un travail sur les propriétés des produits scalaire et
vectoriel.

e La tiche est dans le cadre de la géométrie vectorielle et la démonstration se fait a I’aide
de I'algebre vectorielle. Le registre de représentations des vecteurs est celui de la lettre
minuscule surmontée d’une fléche et la démonstration peut se faire dans le méme
registre.

e Les propriétés des produits vectoriel et scalaire viennent d’étre introduites aux étudiants

alors que ’identité trigonométrique est connue depuis le secondaire.

Analyse de la tache

e La question est fermée, la valeur de vérité est connue.

e Aucune méthode n’est suggérée.

e Jln’yapas d’élément implicite dans I’énoncé.

o La structure de la démonstration est simple si I’étudiant trouve quelles propriétés

invoquer.
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Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement est mobilisable puisque les propriétés a utiliser
doivent étre adaptées a la situation.

Il n’y a pas lieu d’introduire des €tapes pour démontrer les propriétés.

Il pourrait ne pas y avoir de changement de points de vue a introduire si I’étudiant fait
appel aux « bonnes » propriétés,

Il n’y a pas de quantificateur & prendre en compte sinon que de comprendre que ces
démonstrations sont valables pour tous les vecteurs.

Le symbolisme est connu des étudiants.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la démonstration ne nuit pas au déroulement de la
démonstration puisqu’il est possible de partir d’un c6té de 1’égalité et d’obtenir le
deuxiéme cbté de 1’égalité.

Ce que I’étudiant doit démontrer est explicite.

lei, I’étudiant pourrait utiliser les définitions de produit vectoriel et s'enliser dans des

calculs plus complexes, par exemple :

2
+

2

- -

UXV uev| =(uxv)e(uxv)+(uev)e(uev), le produit scalaire d’un vecteur

par lui méme est égal au carré de la longueur de ce vecteur

=(ayby —asby, asby —a\by, a\by —asby)e(a,by —asb,, a;b) —ab;, a\b, —asby)
+(a,b, +a,by +asby) e (ab, + a,b, + a;by), par définition du produit vectoriel et du

produit scalaire

= (ayby = a3b,) + (a3, — ayby)* + (@b, — ayb) + (@) +(ayhy) + (ashy)s

par définition du produit scalaire

= a,’b,} —2a,byasb, +a,’b,)” +ay’b = 2abab, + a’b) +a’b,t —2ab,azb, + a;'b)
+ a,2b,2 + a222722 + 61322732

en développant les différences de carré,

L’étudiant pourrait alors avoir de la difficulté & manipuler les expressions avec indices et

exposants et ne pas pouvoir démontrer [’égalité.



171
o Le symbolisme peut porter a confusion, car le symbole ‘ ‘ signifie la norme d’un vecteur

et aussi, la valeur absolue d’un nombre. L’étudiant doit étre vigilant,

Cette tache nous apparalt moyennement complexe car I’étudiant pourrait s’embourber dans

des calculs demandant des manipulations complexes.

Téche 37 (Exercice)

A l'aide du produit vectoriel, démontrer la loi des sinus dans un triangle ABC

quelconque.
Loi des sinus . dans un triangle, le rapport du C
sinus des angles sur le coté opposé :
respectivement a ces angles est constant, a
¢ 'est-a-dire
sind _sinB _sinC A ¢ B
a b ¢
Démonstration

Nous savons que la norme du produit vectoriel de » avec v nous donne |’aire du

parallélogramme engendré par u et v.

Ainsi, I’aire du triangle peut s’exprimer de ces trois différentes fagons :

] N J—
~|cBxci
2

i %‘ ABx AC ‘ et %‘ BAx BC ‘ . Or, la formule de calcul de la norme du

l|— —
produit vectoriel donne 5‘ CBxCA|= %absin C, etc.

D’ou labsinC =lcbsinA =lcasinB,
2 2 2

= absinC =cbsin A = casin B, en multipliant par 2

sinC  sinA4 sinB
- = =

, en divisant par abc, ce qui est bien ce qu’on voulait démontrer.
c a
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Description globale de la situation

Les savoirs a mettre en fonctionnement sont les propriétés du produit vectoriel.

La démonstration est ’objet d’étude et I’algébre vectorielle sert d’outil.

La tiche est dans le cadre de la géométrie et la démonstration se fait a [’aide de ’algebre
vectorielle. La démonstration se fait avec le registre de représentations des vecteurs
représentés par des lettres majuscules surmontées d’une fleche.

Les propriétés des produits vectoriel et scalaire viennent d’étre introduites aux étudiants.

Analyse de la tiche

La question est fermée.

Une méthode est imposée, il faut utiliser le produit vectoriel. Cependant, on ne
mentionne pas comment utiliser ce produit.

Il y a des éléments implicites dans I’énoncé. Nous savons que la norme du produit
vectoriel de deux vecteurs donne I’aire du parallélogramme engendré par ces deux
vecteurs. Dans cette tiche, il faut remarquer que la moitié de I’aire du parallélogramme
donne |’aire d’un triangle engendré par les mémes vecteurs.

La structure de la démonstration n’est pas simple puisqu’il faut exprimer I’aire du

triangle de trois maniéres différentes.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement des savoirs est mobilisable puisque la maniére de
mener la démonstration est peu familiére pour les étudiants. De plus, on laisse a la charge
de I’étudiant le fait que I’aire du triangle est la moitié de I’aire d’un paraliélogramme.

Il 'y a lieu d’introduire des étapes, puisqu’il faut exprimer I’aire du triangle de trois
manieres différentes pour arriver & montrer que les égalités sont vraies.

Il y a un changement de points de vue & introduire, celui d’exprimer I’aire du triangle de
trois maniéres différentes

Il n’y a pas de quantificateurs a prendre en compte sinon que de comprendre que cette

démonstration est valable pour tous les triangles.
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Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la démonstration peut nuire au bon déroulement de la
démonstration. En effet, on ne peut partir d’une seule égalité ici : on doit exprimer de
trois manieres différentes |’aire du triangle pour arriver aux égalités voulues, ce qui ne va
pas de soi pour les étudiants.

Ce que I’étudiant doit démontrer est explicite.

La propriété stipulant que la norme du produit vectoriel de deux vecteurs est égale au
produit de la norme des vecteurs par le sinus de I’angle entre les deux vecteurs n’est pas a
utiliser tel qu’elle est présentée dans le cours. En effet, les étudiants doivent exprimer la
norme des vecteurs selon la lettre minuscule qui représente la longueur du segment sur le
dessin. De plus, la norme du produit vectoriel de deux vecteurs donne I’aire d’un

parallélogramme et non I’aire d’un triangle. Les étudiants doivent adapter la propriété.

Cette tiche nous parait tres complexe car les étudiants doivent non seulement exprimer [’aire
P p

du triangle de trois manieres différentes (ce qui leur est peu familier), mais ils doivent aussi

reconnaitre que I’aire du triangle est en fait la moitié de I’aire du parallélogramme formé par

deux des c6tés du triangle.

Tache 38 (Exercice)

Soit ABC un triangle quelconque dont l'aire est S. A I’aide du produit vectoriel, montrer que

I'aire S de ce triangle peut s ‘exprimer de la fagon suivante : S = Ebc sina ou o est 'angle

au sommet A et ou b et ¢ sont les longueuys des cités respectivement opposés aux sommets B

et C.
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Démonstration

La norme du produit scalaire de deux vecteurs est égale a I’aire du parallélogramme

qu’engendrent ces vecteurs. lci, u = AC et v= AB sont les ctés du triangle de longueur b et

¢ respectivement, et I’angle au sommet 4 entre les deux vecteurs est & . Nous pouvons donc

obtenir I’aire du parallélogramme engendré par u et v, qui sera le double de I’aire du

triangle :

UuxXy

1

- -

Uuxy

-

=bcsina est I'aire du parallélogramme,

1 : . .
= Ebc sina est donc laire du triangle.

Description globale de la situation

Les savoirs a mettre en fonctionnement sont les propositions relatives au produit
vectoriel.

Les vecteurs et le produit vectoriel servent d’outils.

La tiche est dans deux cadres en méme temps, et nécessite une coordination entre ces
deux cadres.

Les propositions concernant le produit vectoriel sont relativement nouvelles pour les

étudiants.

Analyse de la tache

La question est fermée la valeur de vérité est connue.

Une méthode est imposée, soit celle d’utiliser le produit vectoriel.

L’élément implicite est que 1’aire du parallélogramme engendré par deux des vecteurs du
triangle égale deux fois [’aire du triangle.

La structure de la démonstration est simple.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement est mobilisable puisque les propositions a utiliser

doivent étre |égérement adaptées a la situation.
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Il n’y a pas lieu d’introduire des €tapes pour démontrer les propriétés.

L’énoncé spécifie d’avoir recours au produit vectoriel, mais la traduction dans le cadre
vectoriel est laissée a la charge de I’étudiant.

Il n’y a pas de quantificateur & prendre en compte sinon que de comprendre que la
démonstration est valide pour tous les triangles.

Le symbolisme est connu des étudiants.

Analyse des activités possibles des étudiants

Une conception ritualiste de la démonstration peut nuire a I’étudiant car il n’y a pas
d’expression dans 1’énoncé du probleme. En fait, il doit partir de la proposition
concernant le produit vectoriel et I’aire d’un parallélogramme pour ensuite arriver a
I’expression voulue pour exprimer ’aire d’un triangle.

Ce a quoi I’étudiant doit arriver est explicite, mais malgré le fait qu’on donne une piste,

la maniére dont il doit mener la démonstration ne va pas de soi.

Etant donné que les étudiants ont déja prouvé la loi des sinus avant de faire cette

démonstration, nous considérons la tache 38 simple. Cependant, ce qui nous semble

particulierement étrange est le fait qu’on demande aux €tudiants de faire la tiche 37 avant la

tdche 38. Pour nous, il semble qu’on devrait présenter ces tches aux étudiants dans I’ordre

inverse.

Tache 39 (Exercice)

Dans le parallélogramme ABCD ci-dessous, posons AC=u et BD=v.

Si u et vservent de c6té pour un autre

parallélogramme, alors |'aire de ce dernier

parallélogramme est le double de I'aire du

parallélogramme ABCD.

Démontrer a l’aide de la géométrie vectorielle.
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Démonstration

Nous allons calculer le produit vectoriel du vecteur « par le vecteur v, ce qui donnera [’aire

du parallélogramme formé par ces vecteurs :
uxv = ACx BD , par hypothese
= (/TB + B_C.) X (B—C.' + C—D) , par la relation de Chasles

= (A—B +BC)x BC + (ZB + B_C.) xCD , par distributivité du produit vectoriel sur |’addition de

vecteurs

_—— —— — —— —— —

I’addition de vecteurs
= ABxBC +0+0+BCxCD , le produit vectoriel de vecteurs colinéaires est nul ( BC est

évidemment colinéaire & BC et AB est colinéaire & CD par hypothése puisque ABCD est un

parallélogramme)

= ABx BC + BC xCD

mais ABx BC est I’aire du parallélogramme ABCD et BCxCD est aussi I"aire du
parallélogramme ABCD, d’ou

uxv =2 fois I"aire du parallélogramme ABCD

Description globale de la situation

o Les savoirs & mettre en fonctionnement sont les propriétés et propositions relatives au
produit vectoriel.

o Les vecteurs et le produit vectoriel servent d’outils pour la démonstration.

o L’énoncé de la tache est & la fois dans le cadre de la géométrie vectorielle et dans le cadre
de la géométrie synthétique. La démonstration se fait a I’aide de I’algebre vectorielle. Le
registre de représentations de 1’énoncé est principalement le registre discursif mais une
figure accompagne 1’énoncé.

o Les propriétés et propositions concernant le produit vectoriel sont relativement nouvelles

pour les étudiants.
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Analyse de la tiche

La question est fermée.

Une méthode est imposée, soit celle d’utiliser la géométrie vectorielle.

L’>élément implicite est que I"aire du parallélogramme s’obtient par le produit vectoriel de
deux vecteurs non-paralléles qui forment un « coin » du parallélogramme. Egalement, il
faut invoquer le fait que le produit scalaire de vecteurs colinéaires est nul.

La structure de la démonstration est assez simple puisqu’elle est prise en charge par le

calcul.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement des savoirs est mobilisable puisque les propositions
a utiliser doivent étre légérement adaptées a la situation. Il faut choisir les bonnes
propositions pour arriver 4 mener a bien la démonstration. De plus, on utilise des notions
vues antérieurement dans le cours (relation de Chasles).

Il n’y a pas lieu d’introduire des étapes pour démontrer les propriétés.

Il 'y a un changement de point de vue a introduire : on utilise le produit vectoriel pour
calculer I"aire du parallélogramme.

Il n’y a pas de quantificateur a prendre en compte sinon que de comprendre que la
démonstration est valide pour tous les parallélogrammes.

Le symbolisme est connu des étudiants.

Analyse des activités possibles des étudiants

Ce a quoi I’étudiant doit arriver est explicite. Méme si 1’on demande a I’étudiant
d’utiliser la géométrie vectorielle, la maniere dont il doit mener la démonstration est

laissée & sa charge.

Cette tache nous apparait relativement complexe car I’étudiant doit reconnaitre la propriété a

utiliser : le produit vectoriel de deux vecteurs donne ’aire du parallélogramme engendré par

ces vecteurs. Cependant, ce qui nous parait le plus complexe ici est d’arriver au produit

vectoriel de vecteurs colinéaires et de reconnaitre qu’il est nul.
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Tache 40 (Exercice)
Démontrer les propriétés du produit mixte énoncées en 8.1.2.

Dans V3, le produit mixte u e ('; x w) posséde les propriétés suivantes .

1. asSociativité mixte :
(k1) o ((ky v) % (ky w)) = (k,Jey by Y2 o (v % W)
(Vu), (V), (Vw) € V,,(Vk, ), (Vk,), (Vk,) & R.
2. une permutation de deux vecteurs entre eux change le signe du produit mixte
ue (; X :v) = —(; o (; X ;)) (permutation de uel ;)
= —(;t o (;v. X ;)) (permutation de Vet ;v')
= —(; o (; X ;)) (permutation de el :v)
(Va), (Vv), (Vw) € V,
3. une permutation circulaire des vecteurs entre eux laisse le produit mixte inchangé :
we(vxw)=ve(wxu)=we(@xv) (Va), (W), (Vw) € ¥,

4. une permutation des opérations, sans changer [’ordre des vecteurs, laisse le produit

mixte inchangé :
ue(vxwy=(uxvyew (), (¥v),(Vw) € ¥,
5. une répétition du méme vecteur dans le produit mixte annule ce produit .
;o(;x;)=;o(;x;)=z_,t’o(;><7—:£)=0

(Va), (W) e ¥,
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Démonstration

1. A montrer (k,u)» ((k,v) x (k; w)) = (k,Je,k, ) » (v x w))

(k, ZI) ° ((k, ;) X (ky :v)) = (k, 7;) ] k2k3(;1 X ;v’) , par associativité mixte du produit vectoriel

= (kykyky)(u o (v x w)), par associativité mixte du produit scalaire.

2. A montreru e (vx w) = —(ve (ux w))

Soit u = (ay,d,,a,), v=(b,b,,b,) et w=(c,,¢,,¢;)

we (vxw)=(a,ay,a;) % ((by, by, 0)% (¢1,¢4,¢3))

=(a,,a,,ay) e (b,cy —byc,,byc, —bcy,bc, —byc)), par définition du produit vectoriel
=(a,(bycy —bsc,) +a,(byc, = bycy) +ay(bc, —byc,), par définition du produit scalaire
=a,b,c, —a,byc, +a,b,c, —a,bcy +a,bc, —a;bsc,, par distributivité de la

multiplication sur I’addition dans R

~( e (uxw)) =[(b,,b,,5,) 0 (41,0;,0;) % (¢,,;,¢,))]

=—(b,,b,,b5) e (a,cy —asc,, ase, —ajcy, a,c, —asc,)], par définition du produit vectoriel
=—[(b,(aycy —asc,) +b,(asc, —a,cy) + by(a,c, —a,c,), par définition du produit
scalaire

=-{b,a,c, = basc, +b,asc, —b,a,c, +bya,c, —b,asc,], par distributivité de la
multiplication sur I’addition dans ‘R

=—[a,b,c; —a;bc, +a,b,c, —a,b,c, +a,b,c, —a;b;c, ], par commutativité de la
multiplication dans ‘R

=—[-a,b,c, + a,b,c, —asbc, +a,bc, —asb,c, +a,b,c, ], par commutativité de
I’addition dans R

=a,b,cy —a,byc, +a,bc, —a,b,c, +a;byc; —a,b,c,, en distribuant 1.
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Nous avons donc démontré que ue(vxw)=—(ve(uxw)) et de la méme maniére, nous

pouvons démontrer que e (; X ;) = —(;v J (; X ;)) et que ue (; X _w’) = —(; o (;x ;)) .

3.Amontrer;z’O(;x;)z;u(;v.x;)z_v:w(;x;)

ue(vxw)=—(ve(uxw)),parla démonstration précédente
= —(—; o (; X ;)), par la démonstration précédente
=ye (;v. X ;)

De la méme maniére nous pouvons démontrer que ue® (Vxw)=ve(wxu)=we(uxv).

4. A montrer ZO(;x;v):(;zx;)o;

ue(vxw)=we(uxv),parladémonstration précédente

=(u xv) e w, par symétrie du produit scalaire.

S.Amontrer;O(th;):;0(;><;)=;0(;x;¢)20

ue(uxv)=—(ue(uxv)),parla propriété démontrée en 2 (nous avons permuté les
vecteurs u ).

Aucun nombre sauf zéro n’est égal a son opposé, d’ot u e (uxv)=0. Les autres égalités se

prouvent de la méme maniére.

Description globale de la situation

e Les savoirs & mettre en fonctionnement sont les définition et propriétés du produit
scalaire et du produit vectoriel, les propriétés des opérations dans ‘R .

e (C’est en tant qu’objet qu’on étudie ici I’algebre vectorielle. La démonstration apparait
alors comme un outil permettant de manipuler les différentes propriétés et définitions

énoncées au point précédent et de se familiariser avec les propriétés du produit mixte.
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La tache est dans le cadre de I’algébre vectorielle et il y a lieu de changer de cadre pour
celui de I’algebre des nombres réels a certaines étapes de quelques démonstrations. Les
propriétés a démontrer sont présentées a ’aide des vecteurs €crits sous la forme de lettres
minuscules surmontées d’une fleche alors que dans la premiere démonstration, il faut
travailler avec les vecteurs écrits selon leurs composantes. Il y a alors changement de
registres laissé & la charge des étudiants. Pour les autres démonstrations, il n’y a pas lieu
de changer de cadres.

Le produit scalaire et le produit vectoriel viennent d’étre i.ntroduits, on considere ces

savoirs comme relativement nouveaux.

Analyse de la tache

Les questions sont liées puisque la démonstration de certaines propriétés nécessite
d’avoir démontré antérieurement d’autres propriétés; a moins de refaire a chaque fois
tous les calculs. Par exemple, la propriété 3 nécessite d’avoir démontré la propriété 2.

Les questions sont fermées, la valeur de vérité de chaque propriété est connue.

Une méthode est imposée, soit celle d’utiliser la géométrie vectorielle.

IIn’y a pas d’élément implicite dans I’énoncé.

La structure des démonstrations est simple puisque le raisonnement est pris en charge par

le calcul.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement est technique puisque les définitions de produit
scalaire et vectoriel viennent d’étre introduites et toutes les autres connaissances
nécessaires sont connues des étudiants depuis le secondaire.

IIn’y a pas lieu d’introduire des étapes pour démontrer les propriétés.

1l n’y a pas de changement de points de vue a introduire, sauf un changement de registres
pour la premiére démonstration.

Il n’y a pas de quantificateurs a prendre en compte sinon que de comprendre que ces
démonstrations sont valables pour tous les vecteurs de V.

Le symbolisme est connu des étudiants.
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Analyse des activités possibles des étudiants

e Une conception ritualiste de la démonstration ne nuit pas au bon déroulement de la
démonstration puisqu’il suffit de choisir un c6té de ’égalité a démontrer et de manipuler
Jjusqu’a obtention de I’autre.

e [l nous semble que ce que I’étudiant doit démontrer est explicite.

e Le symbolisme pourrait interférer avec des régles familiéres comme les opérations sur les
nombres réels. En effet, on utilise les deux symboles «  » et « x » pour distinguer les
deux produits (scalaire et vectoriel) mais ces symboles ont la méme signification dans le
cadre numérique. Il pourrait y avoir confusion et des étudiants pourraient démontrer une
propriété :

(k, ;) o ((k, ;) x (k4 ;)) =(k, ;l) o (kyk, v ;) , par commutativité de la multiplication

- —

=k k,ks uvw, par commutativité de la multiplication

et croire qu’ils arrivent a ce qui est demandé.

Cette tAche nous parait peu complexe puisque les manipulations que les étudiants ont a faire
sont maintenant connues. Cependant, rappelons-nous que les enseignants du collégial ont
mentionné que les étudiants ont beaucoup de difficultés avec ce type de manipulations

algébriques.

Tache 41 (Devoir)

Soit uy, w2 €V, deux vecteurs unitaires et orthogonaux. Considérons un troisi¢éme élément

vel;.

- -

Montrer que w =v —v;; —vu2 est orthogonal & u et a ua . (Indications : Utiliser uniquement
les propriétés du produit scalaire et la définition de la projection. Ne pas décomposer les

vecteurs en composantes.)
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Démonstration

Les vecteurs w et u; sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. Nous
allons donc montrer que le produit scalaire de w et u1 est nul.

weu, =(v—va —Vv,2)eu, , par hypothése

> — —

=vyeu — vy eu —vu2 oy, , par distributivité du produit scalaire sur I’addition (soustraction)

- — vey - veiy - - e . .
=veu —(( '2 Ju)eu, — ((—22) u,)eu, , par définition de projection orthogonale

[
—_ —_—

U

Uy

=veu, —((veu)u)ou —((veu,)u,)eu, ,car uy et uzsont unitaires
=veu —(veu)(u ou)-(veu,)(u, ®u,), par associativité mixte

=veu —(veu)(u, ou)—0, car u; et uysont orthogonaux, donc leur produit scalaire est

nu!

2

Uy

=veyu —(veu,) , car le produit scalaire d’un vecteur par lui-méme est égal au carré

— — 2
de la longueur de ce vecteur ; mais comme u, est unitaire, || u, | =1, d’oq,

weu =veu —(veu)=0.
Comme le produit scalaire de w et de u, est nul, les vecteurs sont orthogonaux.

Par un raisonnement analogue, nous pouvons démontrer que le produit scalaire de w et u2

est nul, donc qu’ils sont orthogonaux.

Description globale de la situation

e Les savoirs a mettre en fonctionnement sont les propriétés et propositions relatives au
produit scalaire et la formule de calcul de la projection orthogonale.

o« C’est en tant qu’objet qu’on ¢tudie ici I'algebre vectorielle. La démonstration apparait
alors comme un outil permettant de manipuler les différentes propriétés et propositions
énoncées au point précédent et de se familiariser avec la formule de calcul de la

projection orthogonale.
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La tche est dans le cadre de I’algebre vectorielle et il n’y a pas de changement de cadres
a faire pour mener la démonstration a bien. Les vecteurs sont écrits sous la forme de
lettres minuscules surmontées d’une fléche et il n’y a pas de changement de registres &
faire.

Le produit scalaire et la projection orthogonale viennent d’étre introduits : on considere

donc ces savoirs comme relativement nouveaux.

Analyse de la tache

La question est fermée car la valeur de vérité est connue.

Une méthode est imposée, soit celle d’utiliser le produit scalaire et la définition de
projection orthogonale.

I n’y pas d’¢élément implicite dans [’énoncé.

La structure des démonstrations est simple puisque le raisonnement est pris en charge par

le calcul. Mais les manipulations et I’application des propriétés sont plutét complexes.

Analyse des activités attendues des étudiants

Le niveau de mise en fonctionnement des savoirs est mobilisable.

Il n’y a pas lieu d’introduire des étapes pour démontrer les propriétés.

Il v a un changement de points de vue : montrer que les vecteurs sont orthogonaux en
montrant que leur produit scalaire est nul.

Le symbolisme de la projection orthogonale est peu connu des étudiants et il est trés
important. Il n’est pas évident de retenir quel vecteur est projeté sur quel autre vecteur.
C’est une question de convention. Soulignons aussi le choix de la lettre # pour
représenter les vecteurs unitaires. Comme la lettre u est souvent utilisée pour représenter
des vecteurs, I’étudiant pourrait ne pas penser utiliser le fait qu’il est unitaire dans la
démonstration. De plus, le symbolisme devient vite étourdissant : qui est un scalaire et

qui est un vecteur. Le role des parenthéses est alors trés important.



185

Analyse des activités possibles des étudiants
¢ Il nous semble que ce que I’étudiant doit démontrer est explicite.

o Plusieurs propriétés sont a utiliser sous une autre forme que celle habituellement
présentée aux étudiants. En effet, les vecteurs u, et u,sont unitaires et orthogonaux, ce

qui entraine des simplifications a ’application des propriétés du produit scalaire et de la

formule de calcul de la projection orthogonale.

Cette tdche nous parait complexe puisque nous savons que de telles manipulations entrainent
souvent des pertes de contréle chez les étudiants. Il devient difficile de savoir ce qui
représente un vecteur et ce qui représente un scalaire. Le symbolisme représentant la

projection orthogonale est trés condensé et il pourrait y avoir confusion. Egalement, les

—

vecteurs impliqués sont particuliers. En effet, les vecteurs u, et w2 sont unitaires et

orthogonaux.

4.5 Bilan des analyses

Nous avons pu analyser toutes les tdches de démonstration qu’une enseignante du cours
Algébre linéaire et géométrie vectorielle a proposées aux étudiants. Certaines taches étaient
plutdt simples alors que plusieurs tiches nous ont paru complexes. En somme, 8 tiches nous
ont paru simples ou peu complexes, 11 tiches nous ont paru relativement complexes, 14 nous
paraissaient complexes et 8 tiches étaient, selon nous, trés complexes. Nous remarquons
qu’un bon nombre de démonstrations possédent des caractéristiques de complexité
communes. Voici les caractéristiques principales que nous avons relevées de cette analyse,

comme indice de complexité

o Le réle de la démonstration

Nous avons relevé que le role de la démonstration n’est pas clairement défini. Nous savons
que les étudiants sont toujours en processus d’apprentissage relativement a la démonstration
mais généralement, le travail de démonstration n’est pas |’objectif de la tdche. Nous avons

constaté qu’il n’y a que dans les démonstrations géométriques a I’aide des vecteurs que le
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travail est réellement centré sur la démonstration. On demande d’expliciter les hypothéses et
la conclusion. Dans toutes les autres sections, la démonstration apparait plutdt comme un
outil permettant la mise en fonctionnement de nouvelles définitions, régles, propriétés, bref
de nouvelles algébres (matricielle et vectorielle). Cependant, comme la démonstration génére
des difficultés chez les étudiants et comme |’introduction de nouveaux objets, de nouveaux
symboles et de nouvelles régles de manipulation ajoute d’autres difficultés, en général, les

taches proposées sont assez complexes pour les étudiants.

Comme nous [’avons mentionné dans le cadre théorique, la compréhension de ce qu’est le
raisonnement déductif ne peut pas se limiter a une connaissance des théorémes et définitions.
Les étudiants doivent bien connaitre conceptuellement les objets sur lesquels ils travaillent,
ils doivent comprendre les relations entre ces objets et les propositions les impliquant et,
finalement, ils doivent articuler leur discours selon les démarches du raisonnement. Or, dans
ce cas-ci, les étudiants n’ont pas encore une bonne connaissance des objets qu’ils manipulent;
au contraire, on utilise la démonstration pour rendre ces nouveaux objets accessibles. Nous
avons souligné que cette mauvaise connaissance vient souvent amplifier les difficultés

d’ordre logique liées a la démonstration.

o La structure de la démonstration

Nous avons également remarqué qu’il y a beaucoup de démonstrations dont le raisonnement
est pris en charge par le calcul. Méme si la structure de ces démonstrations est souvent
relativement simple, comme nous avons vu dans |’analyse diagnostique, il est possible que
les étudiants fournissent des dém(;nstrations dans lesquelles il y a une confusion entre
différents cadres et ou il peut y avoir des glissements de sens. On pourrait croire que de telles
démonstrations sont plus faciles (elles le sont d’un point de vue de la structure logique
puisque le graphe de la démonstration est linéaire). Mais d’autre part, comme les
démonstrations sont prises en charge par le calcul et qu’en plus, certaines tiches se font dans
un contexte d’apprentissage d’une nouvelle algebre, nous croyons que cela peut amplifier les
risques de faire face au paradoxe de I’apprentissage de I’algébre. Au profit de calculs plus
automatisés, il v a un risque élevé que les étudiants se réapproprient de fagon erronée

certaines définitions et certaines régles basées sur des définitions et reégles plus familiéres,
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plus simples ou plus intuitives. Comme nous I’avons vu dans ’analyse des productions des

¢tudiants, cette réinterprétation des regles entraine alors des pertes de contrdle et de sens.

Lors des démonstrations géométriques a I’aide des vecteurs (tAches 15 a 28), il est possible de
croire que les démonstrations sont simplifiées en utilisant les vecteurs puisqu’il y a en
quelque sorte une algébrisation du raisonnement. Au contraire, il semble que les étudiants
soient alors plus susceptibles de produire des démonstrations dans lesquelles les calculs n’en
finissent plus et dont I’aboutissement n’est pas ce qui est cherché. Citons Tanguay (2002a, p.

45) .

Si I’éleve moyen parvient généralement assez bien a traduire les hypothéses et la thése (la
proposition a montrer) vectoriellement, il ne sait absolument pas comment diriger ses
calculs. Se basant sur les exemples abordés en classe ou dans le manuel, I’éléve introduit
au jugé de nouveaux points a ’aide de la régle de Chasles dans les égalités données par
hypothéses ou a montrer, et se lance ensuite dans des calculs qui tournent le plus souvent
en rond, faute de contréle intuitif,

Tanguay mentionne que faute de contrdle intuitif, les éleves (ou étudiants) se perdent dans
des calculs qui ne finissent pas et souvent, les calculs nécessaires pour aboutir & ce qui est
cherché ne vont pas de soi intuitivement. Effectivement, il est rare qu’en raisonnant sur la
figure, on puisse arriver & décoder en terme de calcul vectoriel ce qu’il faut faire pendant la
démonstration. La figure sert & traduire les hypothéses, la conclusion et elle sert aussi a
guider I’utilisation de la regle de Chasles, mais la démonstration est vraiment prise en charge
par le calcul. Le raisonnement doit alors €tre axé sur ce qu’on veut prouver et sur les
manipulations algébriques a effectuer pour arriver a I’expression voulue. Par ce fait, il arrive
souvent que les calculs faits n’aient aucun lien avec la figure géométrique. Barbin et al.

(2001, p. 9) confirment :

Or, le principe méme d’une méthode, vectorielle ou algébrique, est de traduire les
hypothéses et la conclusion sous forme d’une graphie, vectorielle ou algébrique, afin de
pouvoir ensuite mener les calculs sans regarder la figure, mais en regardant les calculs.
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En effet, Barbin et al. (2001) hésitent méme a considérer comme des démonstrations les

tiches qui demandent ’utilisation de ce qu’ils appellent la méthode vectorielle.

Qu’on considere ce type d’activités comme des démonstrations ou des méthodes, les
stratégies utilisées sont non routiniéres. Tant6t la démonstration peut étre menée par un
raisonnement direct a partir de 1’égalité a démontrer, tantét il faut pouvoir exprimer un méme
vecteur de plusieurs fagons et additionner ou soustraire les expressions pour arriver a ce qui
est demandé. Parfois, il faut supposer qu’un point partage un segment dans un certain rapport
et montrer qu’un autre segment passe par ce point, et il faut quelquefois introduire des

vecteurs intermédiaires pour arriver & démontrer.

En effet, plusieurs fois (taches 9, 10, 11, 14, 17, 18, 19, 22 4 29 et 37), la maniére de mener la
démonstration est peu familiére pour les étudiants. Ainsi, en plus des difficultés de
manipulation du nouveau symbolisme, des difficultés concernant ’organisation de la

démonstration s’ajoutent.

o Le symbolisme

Le symbolisme, particulierement en algebre linéaire, est trés condensé, c’est-a-dire que les
symboles contiennent beaucoup d’information. Nous notons que dans les tiches de
démonstration du cadre des matrices, il arrive fréquemment (comme aux taches 2, 4 et 6)
qu’une matrice soit représentée par une seule lettre majuscule, mais qu’en fait, la matrice est
particuliére (carrée, triangulaire, symétrique, antisymétrique, etc.). Cette impossibilité de
représenter autrement certaines matrices particulieres (puisqu’elles ont la méme
représentation que des matrices quelconques) peut complexifier la démonstration. Le fait que
les étudiants aient affaire a un type particulier de matrices augmente le niveau de complexité,
surtout si la traduction est laissée a leur charge. En effet, comment gérer cette traduction ? En

passant par les matrices écrites en composantes ou en utilisant une propriété particuliere

(comme par exemple : 4=A4"). Quand cette traduction est a la charge de I’étudiant, celui-ci

pourtait ne pas trouver la bonne propriété ou le bon mode de représentation.
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De plus, plusieurs symboles utilisés en algebre linéaire entrent en conflit avec des symboles
utilisés dans les cadres numérique et algébrique (mieux connus des étudiants) ou méme dans
d’autres cadres de 1’algebre linéaire. Nous avons répertori¢ plusieurs symboles pouvant

causer des glissements vers ces autres cadres.

Comme nous ’avons vu dans I’analyse diagnostique, les symboles de transposition (7) et de
matrice inverse (—1) peuvent étre confondus avec un symbole d’exposant. Dans les
exercices du manuel, le symbole de déterminant et le symbole de la norme d’un vecteur sont
identiques et peuvent non seulement entrer en conflit 'un avec 1’autre, mais aussi avec le
symbole de valeur absolue qui est mieux connu des étudiants. D’autant plus que certaines
tdches de démonstration que nous avons analysées comprenaient, dans une méme expression,

a la fois la norme d’un vecteur et la valeur absolue.

Toujours en algebre matricielle, des symboles trés similaires représentent tantdt des matrices

et tantét des nombres. Nous pensons au symbole d’une matrice quelconque 4 et celui, par

exemple, du déterminant de cette matrice noté,

A‘. Les symboles se ressemblent, mais les

étudiants doivent comprendre que dans un cas, il s’agit d’une matrice et dans 1’autre cas, d’un

nombre. Le méme probléme se pose en algébre vectorielle, lorsqu’on additionne deux

>

vecteurs, u + v, cette expression représente un vecteur alors que le produit scalaire uev

donne plut6t un nombre.

Egalement, tous les symboles d’opérations peuvent entrainer des erreurs d’interprétation chez
les étudiants. En effet, pour I’addition et la soustraction de matrices et de vecteurs, on utilise
les symboles connus « + et — ». Pour ce qui est du produit scalaire et du produit vectoriel, on
tente de les différencier en utilisant deux symboles différents, soit respectivement «  » et
« x », mais ces symboles représentent une seule et unique opération dans le cadre numérique

(ou algébrique). Les étudiants pourraient alors ne pas les différencier.
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En somme, les tiches 2, 4, 6, 8, 11, 13, 23, 27, 32, 34, 36 et 41 nous ont paru plus complexes
pour des raisons de gestion du symbolisme, que ce soit la confusion entre symboles, un

symbolisme trop condensé ou pour des raisons de manipulations difficiles.

o La forme des définitions et des regles

Comme nous avons pu le remarquer dans [’analyse diagnostique, lorsque les régles et
définitions sont présentées ou sont a utiliser sous une nouvelle forme, les étudiants ont du mal
a les reconnaifre. Nous donnions ’exemple de remplacer une variable par une expression
plus complexe, par exemple le remplacement de 4 par BC ou 4™ ou 4" dans une régle ou une

définition.

De plus, il est difficile pour eux de lire une €galité dans le bon sens. Comme nous I’avions
donnée en exemple, pour un étudiant, la régle (4B)" = B” 4™ devient difficile a reconnaitre

lorsqu’appliquer de droite & gauche dans une démonstration.

Nous avons relevé plusieurs taches dans lesquelles ce risque de confusion apparait. Par

exemple, dans le cadre de 1’algébre matricielle, dans une tdche comme celle de démontrer
que (ABC) =C"BT4" si le produit ABCest défini (tiche 5), les étudiants doivent
considérer le produit de matrices sous I’angle de son résultat, qui est une « nouvelle »
matrice, et non comme 1’opération de multiplication. Egalement, dans une démonstration, les
étudiants doivent conclure que 47 A7 = (44)", a partir de la regle (4B)" =B" 4", qui est a
appliquer dans le sens inverse ou elle est présentée aux étudiants; mais en plus, il faut
reconnaitre les matrices sous une autre forme, c'est-a-dire qu’ici, 4 =4 mais aussiB= A4 .

Cependant, cette utilisation de la régle avec les deux mémes matrices pourraient renforcer la

conception que « 7' » se manipule comme un exposant.
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- =2
En algebre vectorielle, on retrouve, par exemple, cette expression: |u —v | . Or, dans le

2

-

manuel, la régle sous-jacente est présentée avec un seul vecteur : |u| =wueu. Les étudiants

doivent reconnaitre la différence de deux vecteurs comme €tant un seul vecteur. Ainsi, ils

- =2 - - - o
pourront déduire, a partir de la régle,que |u—v| =(u—-v)e(u-v).

Nous avons pu identifier des difficultés de ce type aux taches 8,9, 18, 19 et 41.

e Les changements de cadres et de registres laissés a la charge des étudiants

En ce qui concerne les changements de cadres nécessaires, pour mener a bien plusieurs
démonstrations, il faut traduire I’énoncé donné en une nouvelle expression qui, une fois
démontrée, démontre 1’énoncé initial. Ceci s’est produit le plus souvent en géométrie
vectorielle. Par exemple, pour montrer que des segments sont paralleles, 1’étudiant doit
montrer que les vecteurs associés aux segments sont colinéaires. Autrement dit, il doit’
exprimer un des vecteurs en fonction de I’autre et ainsi introduire un élément intermédiaire,
par exemple le scalaire k. Pour montrer qu’une figure est un parallélogramme, il suffit de
montrer que les segments opposé€s peuvent étre représentés par le méme vecteur. Nous avons
remarqué que ceci s’est produit en algébre vectorielle également. A Iintérieur méme de
certaines démonstrations (surtout en algébres matricielle et vectorielle), un changement de

cadre était nécessaire, soit celui de passer au cadre de I’algebre des nombres réels.

Dans les tiches soumises aux étudiants, les changements de registres sont plus fréquents que
les changements de cadres. En algebre matricielle, souvent, les énoncés impliquent des
matrices écrites sous la forme de lettres majuscules, mais on demande de démontrer pour un
format précis de matrices. Selon nous, ce changement de registres facilite la démonstration.
Pour plusieurs démonstrations en algébre vectorielle, il faut passer du vecteur représenté par
la lettre minuscule surmontée d’une fleche a sa représentation sous forme de composantes

dans une dimension précise. Encore une fois, pour nous, ce changement de registres ne
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complexifie pas nécessairement la tache, a condition que I’énoncé donne au moins un indice

a [’étudiant qu’un tel changement est a faire.

Les taches qui nécessitent un changement de cadres sont : 4, 16, 20 a 28.
Les taches nécessitant un changement de registres sont: 1,2, 3,4, 12, 14, 16, 17,19 2 23, 25

a31,35et37a40.

e Linterprétation de ce qui est a démontrer, les éléments implicites et les changements de
points de vue
Occasionnellement, des ¢léments implicites ou des changement de points de vue sont a
considérer ce qui, par conséquent, rend la démonstration plus difficile (tdches 1, 14, 24 et 25).
Par exemple, dans une tiche, on mentionne que le déterminant de la matrice 4 est nul. Pour
mener la démonstration, I’étudiant doit alors décoder que la matrice 4 est inversible. En
géométrie vectorielle, on demande une démonstration impliquant un quadrilatére.
Implicitement, comme nous sommes en présence d’un quadrilatére, nous sommes aussi en
présence de plusieurs triangles. Pour démontrer, I’étudiant doit utiliser les triangles inclus

dans le quadrilatére.

e Le sens des démonstrations

Trente-neuf des quarante et une tiches présentées sont fermées, c¢’est-a-dire que la valeur de
vérité des énoncés est donnée ou explicite. Seule la tiche 14 présente un énoncé ouvert. Nous
pouvons nous demander quel role les étudiants préteront aux mathématiques dans ces taches,
et il est aussi légitime de se demander si les étudiants seront réellement en construction de
connaissances. Nous avons d’ailleurs rapporté les propos de Dreyfus (1999), dans le cadre
théorique, disant que les conceptions des €leves et étudiants concernant la démonstration sont
limitées et uniformes puisque la plupart d’entre eux ne savent pas pourquoi ils doivent
démontrer. Le fait de donner la valeur de vérité de presque toutes les tdches renforce alors la
conception que la démonstration est une exigence un peu arbitraire de |'enseignant pour
discriminer les forts et les faibles, et non un véritable moyen de validation pour statuer

définitivement sur la valeur de vérité.



CHAPITRE V

ANALYSE DE LA PREPARATION

Dans ce chapitre, nous évaluons, a la lumiére du bilan de I’analyse des taches, la préparation
que les étudiants regoivent en termes de démonstration et de formalisme. Nous évaluons cette
préparation & travers l’étude des programmes du Ministére, Mathématique 436 et
Mathématique 536 (de quatrieme secondaire et cinquieme secondaire respectivement),
programmes en vigueur jusqu’en 2008-2009. Par la suite, nous allons regarder ce qui est
présenté dans le nouveau programme en processus d’implantation, toujours pour les deux
derniéres années du secondaire. Nous présentons finalement le bilan de cette étude des

programmes.

5.1 Etude des programmes actuels de mathématique

Les programmes de Mathématique 436 et 536 s’adressent aux éleves qui désirent poursuivre
leurs études en sciences, en administration ou dans un domaine technique. Comme en
principe, on prépare les éléves a des études scientifiques, on cite dans le programme Resnick
et Kloffer (1989) pour exposer le point de vue adopté : « Acquérir des connaissances n’est
pas suffisant, il faut de plus que les éléves deviennent des penseurs compétents [traduction

libre | » (Mathématique 536, p. 8).

Trois grands principes (les principes directeurs) ont guidé la rédaction du programme. Ces
principes sont de favoriser la participation active de 1'éleve dans son apprentissage, de
Javoriser le processus de résolution de probléemes et de favoriser ['utilisation de la

technologie. En résolution de problémes, on mentionne que les problémes proposés serviront
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entre autres a « acquérir des habiletés intellectuelles (organiser, structurer, abstraire, analyser,
synthétiser, estimer, généraliser, déduire, justifier, etc.) » (p. 10) et aussi, a « adopter des
attitudes positives (prendre conscience de ses capacités, respecter le point de vue des autres,

faire preuve d'imagination, de créativité, de rigueur et de précision, etc.) » (p. 10).

Quatre objectifs globaux sont présentés dans le programme. D’abord, on demande que 1’éléve
puisse établir des liens, qu’il puisse communiquer, qu’il puisse résoudre une situation-
probléme et finalement, qu’il raisonne en émettant des hypotheses et en les vérifiant de

maniére inductive ou déductive.

5.1.1 Programme Mathématique 436

Dans ce programme, trois objectifs généraux précisent les objectifs globaux mentionnés plus
haut, en déterminant les contextes mathématiques dans lesquels ils seront abordés :

- Accroitre chez 'éléve 1'habileté & utiliser I'algébre;

- Accroitre chez I'éléve I'habileté a analyser des situations géométriques;

- Accroitre l'esprit critique de I'éleve devant une étude statistique.
Regardons ce qui est dit au sujet de la démonstration et du formalisme en algébre et en

géométrie.

Accroitre chez 1’éléve I’habileté a utiliser ’algébre

En ce qui concerne le raisonnement déductif, les éleves pourront démontrer des propositions
en utilisant la géométrie analytique. Selon le programme, les éléves pourraient étre amenés a
démontrer des propositions du type : Les milieux des cétés de tout quadrilatére sont les

sommets d’un parallélogramme.
Concernant le formalisme, voici ce qui est proposé :

La formalisation de la mathématique étudiée dans le programme devrait se traduire par
l'emploi de symboles et de connecteurs logiques ou ensemblistes. On leur reconnait
comme avantage la précision et la concision. L'enseignante ou l'enseignant devrait donc
les présenter a ses éleves au fur et & mesure des besoins, en les expliquant, puis en
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incitant les éléves a les utiliser fréquemment; c'est ainsi que les éléves parviendront a les
comprendre et a les appliquer facilement (MEQ, Mathématique 436, p. 15).

Accroitre chez I'éléve I'habileté a analyser des situations géométriques
On demande ici aux éléves, lorsqu’ils travaillent I’isométrie et la similitude des figures, de
dégager des propriétés et théorémes, de les démontrer quand c’est possible et de les appliquer

a la résolution de problémes.

5.1.2 Programme Mathématique 536

Dans le programme de Mathématique 536, les éléves sont amenés a travailler les objectifs
généraux suivants :

- Accroitre chez I’éléve I’habileté 4 utiliser 1’algebre ;

- Accroitre chez I’éléve I’habileté a analyser des situations géométriques ;

- Accroitre chez I’éléve I’habileté a analyser des données statistiques.
Voyons le role de la démonstration et du formalisme a I’intérieur des objectifs relatifs a

[’algebre et a la géométrie.

Accroitre chez I’éléve I’habileté a utiliser ’algébre

On mentionne dans ce programme que le formalisme qui a été entamé dans le programme
Mathématique 436 doit étre poursuivi et qu’il « devrait se traduire dans |’enseignement par
’emploi de symboles appropriés, de connecteurs logiques et du langage ensembliste »
(MEQ, Mathématique 536, p.16). On ajoute que c’est par I'utilisation qu’en fait

I’enseignant que les éléves arriveront a comprendre le langage symbolique.

On ajoute, dans cette section, que dans le programme Mathématique 536, « démonstrations et
preuves devraient étre constamment présentes, autant en algebre qu’en géométrie » (MEQ,
Mathématique 536, p. 16). Plus précisément, dans cette section, on demande que les éléves
puissent démontrer ’identité d’expressions trigonométriques et appliquer les propriétés des
logarithmes. On envisage la possibilit¢é que I’enseignant démontre ces propriétés des

logarithmes mais ce n’est pas une prescription.
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Accroitre chez I’éléve I’habileté a analyser des situations géométriques

En cinquiéme secondaire, les éléves doivent démontrer certaines propriétés des vecteurs
(ex uly = ;o;:O) et des propositions a I’aide des vecteurs (ex : Les médianes d’un
triangle se rencontrent aux deux tiers de leur longueur a partir du sommet). Les éleves
doivent aussi démontrer des propositions lorsqu’ils travaillent les relations métriques dans le
cercle et le triangle rectangle. Tout comme en algébre, on mentionne que les démonstrations
et preuves doivent étre présentes continuellement. On signale également que ’utilisation de
la technologie est d’une grande utilité; entre autres, elle permet « de formuler les conjectures,
d’en discuter et de les tester » (op. cit., p. 27). Remarquons cependant qu’on ne spécifie pas

qu’il faille les valider par la démonstration.

Toujours en géométrie, on nous dit qu’il est important de se centrer autant sur la

compréhension de la preuve que sur sa mécanique.

Dans les deux programmes, 436 et 536, les attentes quant a la démonstration sont énoncées
assez clairement, a travers les objectifs globaux, terminaux ou intermédiaires. Pour chaque
théme abordé (géométrie analytique, isométrie et similitude, vecteurs, etc.), on retrouve en

annexe une liste de propriétés pouvant faire I’objet de démonstrations.

5.2 Etude du programme en processus d’implantation

Au moment d’écrire le présent mémoire, le nouveau programme du secondaire est encore en
processus d’implantation. La partie de ce programme qui touche le deuxiéme cycle
(troisieme, quatriéme et cinquiéme secondaires, en préparation) propose un choix de trois
profils de formation, que les auteurs nomment séguences. La troisiéme secondaire offre une
formation générale et, dés la quatrieme, les €éléves choisissent selon leurs intéréts 1’une ou

I’autre des séquences suivantes :
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— La séquence Culture, société et technique vise a préparer les €léves a poursuivre leurs
études dans le domaine des arts, de la communication, des sciences humaines et
sociales. On s’attend a ce que les éléves qui choisissent cette s€quence ne fassent plus
beaucoup de mathématiques ultérieurement. On cherche alors a développer le jugement
critique des éléves. Cette s€quence devrait permettre I’enrichissement de la formation
de base en mathématique et ce, dans tous les champs mathématiques (arithmétique,
algébre, probabilités, statistiques et géométrie). Cette formation ne permet pas aux
éléves de poursuivre des études en sciences de la nature au Cégep. Les éléves qui
choisissent cette séquence en quatrieme secondaire pourraient poursuivre, en
cinquiéme secondaire, dans la méme séquence ou choisir d’opter pour la séquence
technico-sciences. Cependant, ils ne pourraient passer a la séquence sciences
naturelles. Pour les quatriéme et cinquiéme années du secondaire, on accorde 4 crédits
mathématiques a cette séquence. Les responsables du nouveau programme prévoient
’ajout d’un cours d’appoint de 2 crédits qui pourrait permettre le passage, de la
quatriéme a la cinquiéme secondaire, entre cette séquence et la séquence sciences

naturelles.

— La séquence Technico-sciences prépare les éléves aux domaines techniques tels que
I’alimentation, les techniques en biologie ou en physique, I’administration, la
communication graphique, etc. Toutefois, avec une formation mathématique en
Technico-sciences, les éleves pourraient étre admis en sciences de la nature au
collégial. Cette séquence offre une formation en algebre et géométrie qui se répartit sur
deux ans et une formation en statistiques et probabilités qui s’échelonne sur un an.
C’est une séquence dans laquelle les apprentissages ont une portée concréte, surtout
basée sur l’application. Les éleéves sont amenés & conjecturer, mais n’ont pas
nécessairement a valider, & I’aide de démonstrations formelles, toutes les conjectures
proposées. Puisque le domaine technique est trés instrumenté, on encourage fortement
’usage d’instruments a des fins d’apprentissages. Un éléve de quatriéme secondaire en
Technico-sciences pourrait décider de poursuivre dans n’importe laquelle des trois

séquences en cinquieme secondaire.



198

— La séquence Sciences-naturelles permet aux éleves de poursuivre des études en
sciences de la nature au Cégep. On mentionne aussi que cette s€quence, dont le niveau
d’abstraction est un peu plus élevé que dans les deux autres séquences, pourrait
intéresser les éleves qui s’orientent vers la recherche. Les éléves poursuivent leur
formation en algebre, en géométrie, en statistiques, mais ne travaillent plus les
probabilités. Les statistiques sont exploitées en lien avec les fonctions. Cette séquence
met [’accent sur la compréhension du fonctionnement de certains phénomenes souvent
liés au domaine des sciences. Alors que ce n’est pas explicitement mentionné dans la
séquence Technico-sciences, on favorise ici explicitement 1’élaboration de preuves et
démonstrations en algébre et en géométrie. Un éleéve de cette séquence en quatrieéme
secondaire pourrait décider de continuer dans n’importe laquelle des trois séquences en

cinquiéme secondaire.

Les enseignants du collégial doivent donc s’attendre a ce que les étudiants inscrits aux cours
de mathématiques des filiéres scientifiques du collégial proviennent des séquences Technico-

sciences ou Sciences-naturelles.

A travers ces trois profils, les éléves doivent développer leurs compétences & communiquer &
l'aide du langage mathématique, a déployer un raisonnement mathématique et a résoudre
une situation-probléme. 1’explication générale de la compétence déployer un raisonnement
mathématique évoque ’importance de travailler plusieurs types de raisonnement (par
analogie, par disjonction de cas, déductif, inductif, a I’aide d’un contre-exemple et par
I’absurde), de conjecturer, critiquer et justifier lors d’activités mathématiques. Réaliser des
preuves est une composante de cette compétence et, selon le programme, elle devrait étre

évaluée chez les éléves.



Les mathématiques au programme selon les séquences

Tableau 5.1
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4° secondaire

Culture, société et technique

Technico-sciences

Sciences naturelles

Arithmétique
et algébre

- Inéquations du premier degré a
deux variables ;

- Fonctions réelles (polynomiales de
degré 0, 1 et 2, exponentielles,
périodiques, en escaliers et définies
par parties) ;

- Systémes d’équations du premier
degré a deux variables.

- Nombres réels (nombres radicaux,
puissance de bases 2 et 10) ;

- Inéquations du premier degré a
deux variables ;

- Fonctions réelles (polynomiales de
degré 2 (forme canonique avec les
seuls parametres multiplicatifs),
exponentielles, périodiques, en
escaliers et définies par parties) ;

- Systéme d’équations du premier
degré a deux variables.

- Identités algébriques ;

- Equations et inéquations du
deuxiéme degré a une variables ;

- Fonctions réelles (polynomiales de
degré 2 (formes générale et
canonique) et en escaliers) ;

- Systéme d’équations du premier
degré & deux variables et composé
d’une équation du premier degré et
d’une équation du deuxieme degré
a deux variables.

Géométrie

- Géomeétrie analytique
(accroissements : distance, point de
partage, pente et droite et demi-
plan : parallélisme et
perpendicularité) ;

- Relation dans le triangle (sinus,
cosinus, tangente, loi des sinus et
formule de Héron).

- Géométrie analytique (distance
entre deux points, coordonnées
d’un point de partage et droites :
équation, pente, parallélisme,
perpendicularité et médiatrice) ;

- Relations métriques et
trigonométriques dans le triangle
rectangle

- Géométrie analytique (droites et
distance entre deux points) ;

- Relations métriques et
trigonométriques dans le triangle
(sinus, cosinus, tangente, loi des
sinus et des cosinus).
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5° secondaire

Technico-sciences

Sciences naturelles

Arithmétique
et algébre

Inéquations du premier degré a deux variables ;
Fonctions réelles (polynomiales de degré 2 (forme
canonique avec tous les parametres et forme générale),
rationnelles et sinusoidales);

Opérations sur les fonctions ;

Systeme d’inéquations du premier degré a deux
variables ;

Systeme d’équations et d’inéquations de différents
modeles fonctionnels.

Nombres réels (valeur absolue, nombres radicaux,
exposants et logarithmes) ;

Fonctions réelles (valeur absolue, racine carrée,
rationnelle, exponentielle, logarithmique, sinusoidale,
tangente et définie par parties) ;

Opérations sur les fonctions ;

Systeme d’inéquations du premier degré a deux
variables ;

Systéme d’équations du deuxieme degré.

Géométrie

Figures équivalentes ;

Géométrie analytique (lieux géométriques, positions
relatives, lieux plans et coniques) ;

Relations métriques dans le cercle et trigonométriques
dans le triangle (lois des sinus et cosinus).

Géométrie analytique (cercle trigonométrique et
identités trigonométriques, vecteurs et coniques).
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5.2.1 La séquence Technico-sciences

Les processus importants de cette séquence sont la modélisation et la prise de décision. On
dit dans le programme que I’éléve devrait alterner entre « preuves pragmatiques » et
« preuves intellectuelles » ; on peut penser que les auteurs du programme désignent par ces
derniéres, comme chez Balacheff (1987), les démonstrations plus formelles. Or, a la lecture
de la description détaillée de cette séquence, la démonstration ne nous semble pas y avoir une
place si importante. Notamment, les éléves sont amenés a faire de la géométrie analytique,
mais avec une tout autre visée que celle de démontrer des résultats géométriques. Ils se
concentrent sur les concepts de distance entre deux points, de droite, de pente et de coniques
avec une approche par lieu géométrique. lls ont principalement recours a la géométrie
analytique pour modéliser. De plus, on demande que I’éléve découvre les relations métriques
dans le triangle rectangle (ou quelconque) a partir de ses connaissances du concept de

similitude, sans mentionner toutefois I’importance de démontrer les conjectures trouvées.

5.2.2 La séquence Sciences-naturelles

Dans cette séquence, on mentionne que le processus de modélisation est central et que le
niveau de formalisation augmente. En algebre, on demande a I’éléve de démontrer des
identités algébriques. En géométrie, les éleves travaillent les figures isométriques et
semblables, les figures et solides équivalents, les relations métriques dans le triangle
rectangle, les rapports frigonométriques, les coniques et finalement les vecteurs.
Contrairement au programme actuel, il n’y a pas dans le nouveau programme I’exigence
explicite de démontrer les propriétés des vecteurs, ni de démontrer des propositions
géométriques a l'aide des vecteurs. Seules les opérations addition, soustraction et

multiplication par un scalaire semblent étre a 1’étude.

La deuxiéme année du cycle (secondaire 4) apparait comme celle ou la démonstration devrait
étre davantage sollicitée. L’étude des figures semblables et isométriques, des rapports
trigonométriques et des relations métriques dans le triangle rectangle gagnerait, selon le

programme, a €tre faite par la découverte. Conjecturer est un processus dominant. On
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mentionne que 1’éléve pourra utiliser les conjectures (qu’il aura énoncées et validées
empiriquement) a titre de justification en résolution de problémes. On note que certaines
propriétés seront déduites « ... a ’aide d’un raisonnement organisé a partir de définitions ou
de propriétés déja établies tout en introduisant la rigueur souhaitée » (MELS, p. 192).
Egalement, comme I’approche privilégiée est « analytique », il n’y a plus de géométrie

euclidienne ni d’étude des relations métriques dans le cercle.

5.3 Bilan de I’étude des programmes

Etablissons un bref bilan des transformations apportées par le nouveau programme en

comparaison avec le programme des années 1990.

Dans le nouveau programme, I’accent est surtout mis sur les processus généraux que les
enseignants doivent mettre de I’avant en classe. Par exemple, on insiste sur le fait que les
éléves doivent conjecturer et démontrer, mais on ne sait pas & quels concepts ou contenus
donner priorité. C’est dans la séquence Sciences naturelles que les éleves sont le plus

susceptibles d’étre amenés a démontrer.

Il nous semble clair que le nouveau programme laisse plus de latitude aux enseignants pour
ce qui est du traitement des contenus, ce qui pourra stimuler I’enseignant consciencieux et
donner lieu & un enseignement riche et dynamique. Mais & ’inverse, un enseignant moins
impliqué pourrait avoir tendance a évincer les contenus auxquels I’éléve n’a pas acces par
’exploration, ou encore a ne demander systématiquement que des conjectures et des
validations empiriques ou informelles, sans jamais solliciter le raisonnement déductif. Si ’on
s’en tient & ce qui est explicitement prescrit dans le nouveau programme, on peut donc

difficilement dire que les é1éves seront mieux préparés au raisonnement déductif,

Nous remarquons, en plus, la place prépondérante que prend I’algébre. Ainsi, si les
enseignants décident de travailler les démonstrations avec leurs éleves, ils seront amenés a le
faire en algébre (pour démontrer les propriétés des nombres réels), en géométrie analytique et

ils pourront aussi démontrer des expressions trigonométriques. Nous remarquons que la
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géométrie du cercle et du triangle qui, dans le programme actuel, visait un travail de
déduction, semble avoir été évacuée du nouveau programme en Sciences naturelles et semble
avoir un tout autre but (que celui qu’il avait dans le programme des années 1990) en
Technico-sciences. Remarquons aussi que dans le programme des années 1990, la géométrie
analytique est sous ’objectif général qui concerne ’algebre alors que dans le programme en

voie d’étre implanté, il est classé en géométrie.

La question se pose : est-ce qu’une algébrisation de la géométrie permet de mieux préparer
les éléves a poursuivre des études mathématiques au collégial, surtout en ce qui concerne la
démonstration et le formalisme commandés par le cours d’Algebre linéaire et géométrie
vectorielle? Nous croyons qu’au contraire, |’économie des raisonnements qu’apporte
I’algébre, bien qu’utile en mathématiques, n’est pas une solution profitable d’un point de vue

didactique et pédagogique au secondaire.

Selon Thom (1974, p. 53), « la géométrie euclidienne est un intermédiaire nécessaire entre le
langage usuel et le langage algébrique ». En effet, dans le langage ordinaire, chaque mot, bien
que non formalisable, contient un sens bien précis. A 1’opposé, dans le langage formel
algébrique, un symbole, pris indépendamment, ne contient pas de sens. Ainsi, la géométrie
euclidienne peut étre considérée comme un intermédiaire entre les deux langages. En effet,
I’objet mathématique est défini par un mot ou une figure qui peut étre formalisable mais
aussi, le sens du mot ou de la  figure est accessible. Citons encore Thom (ibid, p. 53) : « La
géométrie permet un éclatement psychologique de la syntaxe, sans avoir a sacrifier le sens,
toujours donné par ’intuition spatiale ». Et Thom ajoute en note de bas de page: « Et en

méme temps, le sens d’un élément y est déja donné par une définition formalisable ».

Comme au collégial, plus précisément en algebre linéaire, on cherche a initier les étudiants a
de nouvelles algébres permettant entre autres de démontrer des résultats géométriques dans
un cadre purement calculatoire, il semble important que les éléves du secondaire aient pu
travailler dans un cadre intermédiaire. Surtout que les enseignants du collégial s’attendent a

ce que les éleves du secondaire aient travaillé ce type de démonstrations.
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Comme nous 1’avons mentionné dans le cadre théorique, I’économie de raisonnement des
démonstrations algébriques peut entrainer des pertes de contréle et de sens puisque les
symboles ne représentént rien pour les éléves ou étudiants. Pour pouvoir juger des
possibilités de ces derniers, il faut pouvoir les placer devant des situations a travers lesquelles
ils peuvent donner une signification aux objets qu’ils manipulent. De ce point de vue, nous
- sommes d’avis qu’en remplagant le langage propre a la géométrie par un langage algébrique
trop t6t dans l’enseignement, I’on occasionne un saut cognitif trop élevé et alors, les
compétences des éleves au secondaire et au collégial seront affectées négativement. On aurait
avantage selon nous a travailler d’abord les démonstrations en géométrie synthétique avant
de se lancer dans des démonstrations algébriques (en algébre ou en géométrie). D’autant plus
que les démonstrations en géométrie offrent un grand choix de problémes de niveaux de
difficulté différents. En algébre, les démonstrations accessibles aux éleéves et étudiants des
cours de mathématiques pré-universitaires ne sont pour la plupart que de simples applications
de régles et définitions. Nous employons le mot simple ici du point de vue mathématique et

non simple du point de vue des étudiants.

Quant au formalisme, les directives du nouveau programme sont au moins aussi vagues que
dans le programme actuel, et ne vont pas au-dela des « veeux pieux », comme « s’assurer du
respect des régles et des conventions propres au langage mathématique » (MELS, p. 129), ou

encore .

Mentionnons aussi la compréhension des roles des quantificateurs [...] et des opérateurs
logiques [...]. Etant donné que plusieurs définitions de termes et de symboles se précisent
a mesure que progressent les apprentissages, il importe de leur accorder une attention
particuliere afin de s’assurer que I’éléve en comprenne le sens, en pergoive I’utilité et
ressente le besoin d’y recourir (MELS, p. 126).

Cinq formations différentes pourraient permettre & un éléve d’accéder a un programme de-
sciences de la nature au Cégep :
- Culture, société et technique en secondaire 4, cours d’appoint et Technico-sciences

en secondaire 5 ;
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- Culture, société et technique en secondaire 4, cours d’appoint et Sciences naturelles
en secondaire 5 ;

- Technico-sciences en secondaire 4 et 5 ;

- Technico-sciences en secondaire 4 et Sciences naturelles en secondaire 5 ;

- Sciences naturelles en secondaire 4 et 5.

Nous évaluons donc que les enseignants du Cégep devraient s’attendre, apres la réforme, a
avoir des groupes plus hétérogeénes, a ce que leurs étudiants soient outillés de fagon tres
variable, tant au niveau des contenus que du degré de formalisme avec lequel auront été
abordés ces contenus. De plus, si les éléves provenant de la séquence Technico-sciences
peuvent étre admis en sciences pures au Collégial, nous croyons qu’il pourrait y avoir une
différence marquée quant a leur compétence a démontrer et a déduire, par rapport aux

étudiants provenant de la séquence Sciences-naturelles.



CHAPITRE VI

CONCLUSION

A I’issue de ce travail, nous constatons qu’il peut y avoir une rupture entre les exigences de
niveau secondaire et celles de niveau collégial en ce qui concermne le formalisme et la
démonstration. Nous proposons, en guise de conclusion, des pistes de réflexions et

d’interventions visant & amoindrir ce décalage.

6.1 Au secondaire

Comme nous |’avons mentionné, dans les programmes de mathématiques du secondaire,
notamment dans le programme en voie d’implantation, on demande aux enseignants
d’amener les éléves a conjecturer. 11 faudrait cependant que les enseignants comprennent
I’importance de démontrer les conjectures et d’y mettre en ceuvre de véritables raisonnements
déductifs. Les prescriptions du nouveau programme, si elles sont bien prises en considération
par les enseignants, auront alors I’avantage de faire plus souvent porter les démonstrations sur
des résultats moins accessibles & I’intuition, pas d’emblée acceptés comme vrais par I’éléve,
des conjectures ou se pose un véritable « enjeu de vérité » (Grenier et Payan, 1998). Par
ailleurs, il serait profitable de faire travailler la démonstration en dehors de tout cadre
algébrique, avec des preuves ou I’enchainement des inférences n’est pas nécessairement
linéaire. Selon Thom (1974), le cadre de la géométrie synthétique (ou euclidienne, c’est-a-
dire sans coordonnées) peut étre profitable et servir d’intermédiaire, avant d’accéder au

niveau d’abstraction que demandent les preuves algébriques (cf. § 5.3).
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[

Selon nous, 1’algebre aurait avantage a étre travaillée autant que possible & travers des
problémes contextualisés, ce qui est largement prescrit par le nouveau programme de
mathématiques. Travailler les manipulations algébriques en contexte peut aider les éleves a
attacher une plus grande importance aux symboles qu’ils manipulent et ainsi, favoriser une
meilleure interprétation de ces symboles. Nous avons vu, a travers I’analyse des problémes
faite au chapitre IV, a quel point cette compétence a donner du sens et décoder les symboles
est cruciale pour aborder le formalisme des cours du collégial. Par exemple, en quatrieme et
cinquiéme secondaire, il est possible de donner du sens aux variables que les éléves doivent
manipuler lors de I’étude des fonctions, surtout si ces fonctions modélisent des situations

contextualisées.

Egalement, les enseignants devraient utiliser plus systématiquement les notations
ensemblistes et la syntaxe qui s’y rattache ce que commande le programme. Par exemple,

dans le programme de Mathématique 436, on peut lire :

La formalisation de la mathématique étudiée dans le programme devrait se traduire par
I'emploi de symboles et de connecteurs logiques ou ensemblistes. On leur reconnait
comme avantage la précision et la concision. L'enseignante ou l'enseignant devrait donc
les présenter a ses éleves au fur et a mesure des besoins, en les expliquant, puis en
incitant les éléves a les utiliser fréquemment; c'est ainsi que les éléves parviendront a les
comprendre et a les appliquer facilement. ( p. 15)

Dans les programmes actuel et en voie d’implantation, on laisse entendre que les notions
ensemblistes ont purement un rdle utilitaire, ce qui pourrait laisser croire aux enseignants que
la syntaxe qui s’y rapporte n’est pas importante. Pourtant, les travaux de Dorier et al. (1997)
tendent 3 montrer que des connaissances de logique et de théorie des ensembles sont
souhaitables pour aborder un cours d’algebre linéaire. Il est donc important & notre avis que

les enseignants s’attachent & expliciter cette syntaxe.

En ce qui concerne I’enseignement des vecteurs en cinquiéme secondaire, il serait intéressant
de repenser la maniere de les aborder. En effet, comme nous I’avons mentionné a plusieurs

reprises, le raisonnement pour démontrer un résultat a I’aide des vecteurs est souvent évacué
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puisqu’il est pris en charge par le calcul. Il est méme possible de mener la démonstration a
terme en ne réfléchissant qu’aux symboles manipulés et non plus a ce qu’ils représentent
(figure géométrique). De plus, ce type de démonstration est complétement repris au collégial.
Or, plusieurs autres démonstrations, accessibles aux éléves de cinquiéme secondaire, peuvent
étre faites a I’aide des vecteurs. On peut, par exemple, demander aux éléves de démontrer,
avec les vecteurs et en toute généralité (a savoir ici avec des points situés dans n’importe

quels quadrants), la formule dite « du point de partage ».

Il serait aussi intéressant que les éléves puissent effectuer des changements de registres
lorsqu’il est question de vecteurs. Voici un exemple de question qui pourrait étre présentée au

secondaire :

Soit la droite d d’équation 7y =-4x+3. Montrez que le vecteur (4, 7) est orthogonal & la

droite d :

a) d’abord approximativement, a |’aide d’une construction graphique appropriée ;

b) ensuite exactement, en passant par I’expression vectorielle de la droite.

c) Démontrez plus généralement et vectoriellement que le vecteur (a, b) est orthogonal a

toute droite dont 1’équation est de la forme by =—ax +c.

d) Utilisez ce qui précéde pour montrer que deux droites dont les pentes sont opposées et

inverses, sont perpendiculaires.

Dans cet exemple, il y a changement de cadres et de registres. En effet, ’éléve doit passer de
la droite représentée sous la forme d’une équation cartésienne et d’abord I’exprimer
graphiquement, pour ensuite l’exprimer sous sa forme d’équation vectorielle (ou
paramétrique). Egalement, nous avons guidé la démonstration plus générale (en ¢) en
demandant de montrer le résultat pour une droite et un vecteur particulier (en b). En ce sens,
pour la démonstration générale, une méthode est suggérée, soit celle d’utiliser les vecteurs, et
I’étudiant est éclairé par la question b. Un élément est toutefois implicite, celui de calculer un
produit scalaire pour déterminer I’orthogonalité. Il serait aussi possible de refaire la tiche,

mais cette fois avec le vecteur directeur, soit (—b,a).
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Un autre exemple d’une tdche nécessitant des changements de registres et cadres est donné

dans Tanguay (2002b), section 5.

6.2 Au collégial

Nous avons déja mentionné que pour |’appropriation d’un concept, il est non seulement
important que les éléves et étudiants puissent passer d’un registre de représentations d’un
objet mathématique a un autre de ses registres, mais aussi qu’ils puissent passer d’un cadre a
un autre. Or, dans ’analyse des tiches que nous avons faite, cette coordination entre les
différents cadres est peu sollicitée chez les étudiants et dans les quelques taches ol on leur
demande, le passage d’un cadre a ’autre est trés difficile. En effet, les changements de cadres
sont présents dans les démonstrations des propriétés des figures géométriques (passage du
cadre de la géométrie synthétique a celui de la géométrie vectorielle et vice versa). A travers
nos analyses, nous avons soulevé qu’interpréter un résultat sous la forme d’une expression
vectorielle en géométrie synthétique complexifie la tdche. Nous avons donc pensé a une
maniere d’aborder une tdche comme la tiche 24, pour que les difficultés reliées a la

démonstration soient moins importantes.

Un réaménagement possible de la tiche 24
Cette tache permet une coordination guidée entre le cadre de la géométrie synthétique et celui

de la géométrie vectorielle.

Dans le trapéze ci-contre, on a 3BC = AD. Soit un point O sur la diagonale%, tel que

3CO=04.

D C

Est-ce que le point O appartient 4 la diagonale BD 7 Si oui, démontrez. Sinon, Jjustifiez.
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La visée du réaménagement de la tAche 24 est de faire interpréter un résultat obtenu sous une
forme vectorielle dans un cadre géométrique. Les difficultés reliées a I’enchainement de la
démonstration sont en partie évacuées mais |’interprétation d’une égalité vectorielle dans le
cadre de la géométrie synthétique reste. Egalement, la question est ouverte, ce qui peut
favoriser une perception plus juste des étudiants face a la démonstration en mathématiques. I

est voulu que le point O sur la figure ne soit pas bien placé.

Egalement, il semble qu’aborder I’algébre linéaire par sa théorie axiomatique demande un
niveau d’abstraction trop grand pour les étudiants du collégial. Citons Tanguay (2002b,

p.37):

L’idée que les théoremes et résultats nouvellement dérivés ne dépendent que des axiomes
de la théorie, indépendamment des objets spécifiques auxquels on les applique, est en
totale rupture avec la pratique et les conceptions mathématiques d’un étudiant de niveau
collégial. [...] Il faut bien comprendre que cette rupture est inévitable dans les cours
d’algebre linéaire. Il s’agit donc de savoir comment |’aménager, et la question n’est pas
simple.

Par exemple, a propos du produit scalaire, Tanguay (2002b, § 6) propose une séquence

d’enseignement qui met I’accent sur son sens géométrique.

Un travail d’analyse d’erreurs, comme nous I’avons fait aux chapitres III et IV, permet de
mieux mesurer la difficulté de ce qui est demandé aux étudiants. 1l semble que les
enseignants du collégial n’évaluent pas toujours bien le niveau de complexité des taches
soumises aux étudiants. Ainsi, il serait souhaitable que les enseignants (du collégial)
s’attachent avec autant d’application que possible a évaluer ces difficultés, les ruptures et
sauts cognitifs impliqués, au besoin par le biais d’un tel travail d’analyse. Par exemple, nous
avons remarqué que les tiches de démonstration proposées par I’enseignante concernant le
déterminant était d’un niveau de difficulté particuliérement élevé. Pourtant plusieurs
démonstrations concernant le déterminant sont accessibles aux étudiants. En voici quelques

exemples :

- Montrez que det 47 =det 4 lorsque 4 est une matrice 2 x 2 ou une matrice 3 x 3.

- Montrez que det 4B =det Adet B lorsque 4 et B sont deux matrices quelconques 3 x 3.
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- Montrez que le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure ou inférieure 3 x 3 est
égal au produit des entrées sur sa diagonale principale. Généralisez ensuite aux matrices

triangulaires n x n,

En analysant le niveau de difficulté des tiches soumises, les enseignants du collégial se
donneraient alors de meilleurs moyens pour aménager une transition moins abrupte du
secondaire vers le collégial. Les sauts cognitifs inévitables pour aborder le symbolisme utilisé
au collégial sont souvent trop grands pour des étudiants qui arrivent du secondaire. Une
analyse des tdches comme celle que nous avons faite permettrait alors d’amoindrir la passage

au formalisme, ce qui devrait constituer pour les enseignants une préoccupation constante.

Par exemple, dans la tiche de la question 1a du devoir (voir § 3.3.1), il faut savoir interpréter
correctement I’expression présentée a 1’aide d’a peine une dizaine de symboles :

@y =@,
Malgré le fait que I’expression soit concise, ce qu’il faut comprendre est complexe : ¢’est que
A est une matrice inversible dont on connait (ou dont on pourra éventuellement calculer)
I’inverse 4™ et qu’alors, I’inverse de 4" s’obtiendra simplement en transposant 4. Nous
proposons donc un réaménagement de cette tdche qui, selon nous, pourrait aider les étudiants

a mieux comprendre I’expression AN =

Un réaménagement possible de la Question 1a du devoir
On suppose que la propriété A" = (4" aura été vue en cours, et illustrée a travers

quelques exemples et exercices.

Question 1. La propriété (47)" = (47",

a) Considérez la matrice L donnée par

1 0 -5 3
2 -1 4 -
32 3 0

4 -3 -2 1
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Montrez que la matrice M, donnée ci-dessous, est I’inverse de L ;

=4 =25 11 1
23 92 4 4
23 0 1
M= 23 23 23 '
6 49 =5 -1
23 92 46 4
19 45 -6 -1
123 46 23 2 |

b) Déterminez I’inverse de la matrice W, donnée par :

-4 3 6 19
23 23 23 23
=25 =9 49 45
92 23 92 46
17 =5 =6
46 23 46 23
1 =1 =1
L 4 042_

¢) Démontrez la propriété (47)" = (47", pour toute matrice As,3 inversible.
d) Démontrez la propriété (A7) = (47, pour toute matrice A, inversible,
neN".

Indice : utilisez la définition et I’unicité de I’inverse d’une matrice carrée donnée.

Cette tdche, comme nous la proposons, prend en compte les difficultés identifiées aux
chapitres III et IV. Afin de ne pas inciter |’utilisation de ’algorithme de Gauss-Jordan, nous
avons choisi des entrées fractionnaires et une matrice de format 4 x 4. On notera que le fait
qu’une réponse correcte a d) constitue également une réponse correcte & c) peut étre utilisé en
classe par ’enseignant comme base de discussion, d’ordre méta-mathématique, sur ce qu’est
une démonstration générale et sur les avantages que cette généralité confére au résultat

démontré.

D’autres ‘pistes de solutions sont envisageables et mériteraient d’étre approfondies. Nous
sommes conscients qu’il peut étre difficile pour les enseignants d’entreprendre I’analyse des
taches qu’ils soumettent aux étudiants puisque I’investissement requis en temps n’est pas

disponible pour chacun. L’élaboration d’une grille encore plus fine d’analyse des tiches
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pourrait étre envisagée, dans le but qu’elle soit utilisable par les enseignants. Aussi, des cours
de didactique des mathématiques pourraient étre offerts aux enseignants du collégial. Nous
avons pu remarquer que certaines tdches proposées aux étudiants étaient trés complexes.
Notamment, la deuxiéme tdche présentée dans la méthodologie était de toute évidence
beaucoup trop complexe pour les étudiants. Ainsi, des formations a contenus didactiques
portant sur les enjeux réels de I’enseignement des mathématiques post-secondaires (le réle et
le sens de la démonstration, le symbolisme, le formalisme, etc.) devraient étre offertes aux
enseignants du collégial. Finalement, un quatriéme cours de mathématiques pourrait &tre
obligatoire et préalable aux cours de mathématiques actuellement offerts dans les
programmes de sciences du collégial (Calcul différentiel, Calcul intégral et Algébre Iinéaire
et géométrie vectoriel). Quelques Cégeps, comme le college Ahuntsic ou le cégep
Maisonneuve, offrent un cours de mathématiques de base dans lequel on prend soin

d’introduire aux différents types de démonstrations et a un formalisme accru.
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