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RESUME

Ce mémoire porte sur la densité du premier temps de passage d’un processus
gaussien et markovien & travers une frontiére. Ce probléme est résolu pour quelques cas
particuliers, mais il n'est pas encore possible pour I'instant de le résoudre de fagon ana-
lytique pour une frontiére déterministe quelconque. (Di Nardo et al., 2001) ont proposé
une méthode qui utilise des fonctions symétriques pour un ensemble de frontidres qui
généralisent celles de (Daniels, 1996). C’est ce qui est principalement étudié ici. De plus,
deux exemples d’applications en finance sont considérées. Finalement, on regarde aussi
un exemple de simulations pour comparer cette méthode & celle de (Durbin et Williams,
1992).

Mots clés : Processus gaussien et markovien, mouvement brownien, processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, premier temps de passage.







INTRODUCTION

La théorie des processus stochastiques est un sujet important en probabilité. Elle permet
de modéliser plusieurs phénomeénes dans différents domaines. Par exemple, les processus

stochastiques sont amplement utilisés en finance, en santé et en ingénierie.

Une fois qu’un phénomene est modélisé par un processus stochastique, il pourrait étre
pertinent de se demander & quel moment il va atteindre pour la premiére fois un cer-
tain état. C'est ce qu'on appelle le premier temps de passage. Bien siir, il s’agit d’'un
événement aléatoire auquel est associé une probabilité. On s’intéresse alors a la densité
de probabilité du premier temps de passage afin d’obtenir, par exemple, la probabilité

d’un tel événement sur un horizon donné.

Ce sujet a été beaucoup étudié au cours des dernieres décennies, en particulier dans
le cas du mouvement brownien. La question est résolue pour quelques cas précis. On
connait par exemple la densité du premier temps de passage d’un mouvement brownien
standard & travers une frontiere affine. Par contre, si on s’intéresse & une classe plus
large de processus stochastiques, comme les processus & la fois gaussiens et markoviens,

le probléme n’est pas résolu pour une frontiére déterministe quelconque.

Ce mémoire porte principalement sur la méthode de Di Nardo, Nobile, Pirozzi et Ric-
ciardi (DNPR) (Di Nardo et al., 2001) qui propose, dans un premier temps, une
forme exacte de la densité du premier temps de passage pour les processus gaussiens et

markoviens & une famille de frontiéres qui généralise les barrieres de (Daniels, 1996).

Apres avoir vu quelques rappels et définitions de base dans le chapitre 1, le chapitre
2 traite en détail de la méthode DNPR. Au chapitre 3, on retrouve deux exemples en
finance ol la méthode DNPR peut étre utilisée. Finalement, au chapitre 4 des simula-

tions sont effectuées afin de comparer les méthodes numériques de (Di Nardo et al.,




2001) et de (Durbin et Williams, 1992).




CHAPITRE I

RAPPELS

Pour commencer, introduisons quelques définitions en lien avec les processus a temps
continus les plus répandus, soit le mouvement brownien (et de ses déclinaisons) et le
processus d’Ornstein-Uhlenbeck ainsi que la notion de temps de passage. Enfin, quelques

propriétés des processus gaussiens et markoviens sont présentées.

Définition 1.1. Un processus stochastique {W(t) : t > 0} est un mouvement brownien

standard s'il satisfait les propriétés suivantes :

1. W(0) = 0 presque siirement ;
2. W(t) est a accroisement aléatoire et stationnaire, W(t) — W(s) ~ N(0,t — s),
t>s>0;

3. pour tout t >0, W(t) ~ N(0,¢).

Définition 1.2. Soit {W(¢) : t > 0}, un mouvement brownien standard, alors X(t) =
ut+ oW (t) est un mouvement brownien avec dérive, ou u € R et o > 0. Les parametres

1 et o correspondent respectivement & la dérive et a la volatilité.

Définition 1.3. Un mouvement brownien géométrique est le processus aléatoire {X () :
t > 0} défini par

o2

X0 = X0y (3~ 2) c4owo].

ol W(t) est un mouvement brownien standard.




Définition 1.4. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est le seul processus stochastique
a étre a la fois gaussien, markovien, stationnaire et continu en probabilité. Il satisfait

I’équation différentielle stochastique suivante :

dX(t) = ~p(X(¢t) — w)dt + odW (1),

ou W (t) est un mouvement brownien standard, u € R est I'espérance asymptotique,
o > 0 est la volatilité et p > 0 représente la force de la réaction aux perturbations.
Cette équation différentielle stochastique se résout assez facilement. Sa résolution permet

d’écrire le processus d’Ornstein-Uhlenbeck sous la forme explicite suivante :

X(t) = X(0)e™ + u(l — e + \;—;:pW(ezpt ~1)e*

1l posséde les propriétés suivantes :

E(X () = u,
2
Cov(X(s), X(t)) = g_pe—pls—tl,
E(X ()| X(0) = z0) = g+ (z0 — p)e ™,
0.2

Cov(X(s), X(t)| X(0) = zo) = %(eﬂ?ls—tl — gpletly,

Définition 1.5. Le premier temps de passage d’un processus {X (t) : ¢ > 0} au niveau
a est défini comme suit,

T, = inf{t > tp : X(t) = a},

si X(to) < a. Sinon,

T, = inf{t > to : X(t) < a}.

Pour calculer P(T, < t) dans le cas ol X(¢) est un mouvement brownien standard,




regardons le lien avec P(W(t) > a), ot a > 0.

P(W(t)>a) = P(W(t)>alT, < )P(Ta <) +P(W(t) > a|Ts > )P(T, > 1)
= P(W(t) > a|T, < )P(T, < t).

Par symétrie, on peut voir que P(W(t) > a|T, < t) = 1/2. En effet, sachant que le
processus est passé par le point a entre ( et Z, la probabilité qu'il soit supérieur & a en

t est égale & la probabilité qu'il soit inférieur & a. Donc,

P(T,<t) = 2P(W(t) > a)

2 / © 2 P
—— e #dzr.
V2t Ja
Donc, T, ~ IG(00,a?) pour un mouvement brownien standard. Pour un mouvement

brownien avec dérive, c’est plutdt, T, ~ IG (l%, a2>.
Présentons maintenant la définition de la loi inverse gaussienne que ’on note IG.

Définition 1.6. X ~ IG(u, ) est une variable aléatoire inverse gaussienne si

AV (A =w?
< 7)) = 2D =AY
P(X <=z /0 [ 27ry3} exp ( 207y ) dy,

ott g, A > 0. De plus, cette loi a une espérance de u et une variance de /.

Il n’est pas toujours possible de définir la densité du premier temps de passage aussi
facilement. Par exemple, cela devient beaucoup plus compliqué lorsqu’il s’agit du pro-
cessus d’Ornstein-Uhlenbeck. Nous reviendrons sur le calcul de ce cas particulier au

chapitre 2.

Le mouvement brownien ainsi que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck partagent plu-
sieurs propriétés au niveau de leur comportement dynamique dont certaines se re-

trouvent dans la définition suivante d’une famille générale de processus.

Définition 1.7. Un processus gaussien et markovien est un processus qui satisfait a la




fois les propriétés d’un processus de Gauss et d'un processus de Markov. Un processus

gaussien et markovien X (t) satisfait les trois propriétés suivantes :

— Si h(t) est une fonction non nulle de ¢, alors Z(t) = h(t)X (t) est aussi un processus
gaussien et markovien.

- Si f(t) est une fonction non décroissante de ¢, alors Z(t) = X(f(t)) est aussi un
processus gaussien et markovien.

— Tl existe une fonction h(t) non nulle et une fonction f(t) non décroissante tel que

X(t) = h(t)W(f(t)), ou W () est un mouvement brownien standard.

Les processus gaussiens et markoviens peuvent étre caractérisés par trois quantités :
- mft) := E[X(8)];

- e(s,t) = B[[X(s) - m(s)][X (2) — m(t)]] = LD — py (s)hs(8), ot 5 < u < ¢

Tout processus gaussien et markovien & trajectoire continue peut étre défini en fonction

d’un mouvement brownien standard :

X(t) = m(t) + ha(YW(r(t))

olt W{(.) est un mouvement brownien standard (Di Nardo et al., 2001).

La densité de transition de X (¢), f(z,t|y,7), pour ¢ > 7, est une loi normale avec

E[X(8)|X(7) = y] = m(t) + hj(t)

h (7_) [y_m(T)], (11)

ha(t)
ho(T)

Var[X ()| X (1) = y] = ha(t) | Pa(t) - hi ()| . (1.2)




Par exemple, pour un mouvement brownien standard, on a m(t) =0, hy(t) = ¢, ha(t) =

1, donc ¢(s,t) = s et r(t) = ¢. Finalement,
EX(@)X(r) =yl =y,

Var[X ()| X (1) =y] =t — 7.

Pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, on a m(t) = u+e P (y — u), h1(t) = \/—'2—;(6”* =
e~P?), ho(t) = e, done ¢(s,t) = g—;(e“"(t_") — e7P(t+9)) et r(t) = €2 — 1. Finale-
ment, pour t > 1

E[X($)|X(7) =] = p+ ey — p),

0.2
Var[X(8)X (r) = 4] = (1 - &),







CHAPITRE 11

METHODE DE DNPR

Dans ce chapitre, nous allons voir deux méthodes pour obtenir la densité de probabilité
du premier temps de passage. Avec la premitre méthode, nous allons obtenir une forme
explicite lorsque la frontiére a atteindre est de la forme S(t) = m(t) + d1hi1(t) + dah2(t),
ol di,ds € R. Avec la deuxiéme méthode, nous utiliserons des fonctions symétriques
pour obtenir la densité du premier temps de passage lorsque la frontiere & atteindre est

une certaine généralisation des frontiéres de Daniels.

2.1 Premier temps de passage (via DNPR)

De facon un peu plus générale, on définit une barriére déterministique S(t), qui varie
dans le temps, continue et différentiable. On peut ensuite définir le premier temps de

passage & cette frontiére comme suit :

Tsy= tiéltfo{t 1 X(t) > S(1)},

ou X (o) = o < S(tg) et X (t) est un processus gaussien et markovien. Puis, la densité

de probabilité du premier temps de passage est

0
9(S(t), tlzo,t0) = 2 P(Ts() < t).!

1. La notation s’inspire fortement de l'article (Di Nardo et al., 2001) tout au long du mémoire.




Ensuite, on peut aussi définir la fonction de densité de probabilité avec contrainte que

la frontiere n’est pas atteinte avant ¢ comme suit,

oAl ) = (%P(X(t) < & X(r) < S(r),9r < t|X(to) = z0),

pour zg < S(to), ¢ < S(t), pour tout t > ty. On a alors que

S(t) t
/ oz, t|zo, to)dr =1 — / g(8(r), 7|z, to)dr,

—00 to

pour 2y < S(to). On s’intéresse & trouver une forme générale pour la densité du premier

temps de passage g(S(t),t|zo,to). Pour commencer, posons

F(S(t), t|zo, to)

F(8(2), t|zo, to)

P(X(2) < (@)X (to) = zo),

F(S(t), t|zo, o),

1/)(S(t),t|230,t0)

Il
|
—
U
—~
L
p
K
)
o
T
(=]
p

On a que

P(X() > SH)IX(to) = 20) = /S:)f(y,tlwo,to)dy
= 1- F(S(),t}z0,t0)

et, d’apres (Fortet, 1943), on a aussi

PX() > S()X (o) =20) = [ [ L f(y,tIS(T),T)dy] o(S(r), lzo, to)ar

to




Dongc, en combinant,

1= F(5(t), tlzo, t0) = /t{/S:)f(y,tIS(T),T)dy} 9(8(7), 7|zo, to)dr

t [o%]
/ 9(S(7), 720, t0) / @, 45(r), 7)dydr
to S(t)
t
_ /t 9(S(r), |0, to)[L — F(S(), 4S(r), T)]dr (2.1)

t t
= / 9(S(), 7lo, to)dr — / 9(S(r), Tlzo, to) F(S(2), 8|S (r), 7)dr.

0 to
On a alors,

[tg(S(T),Tlxo,to)dT =1-— F(S(t), t|zo, t0) + /t g(S(1), 7|xo, t0) F(S(2),t|S(7), T)dT(2.2)

0 to

Maintenant, en dérivant de chaque c6té par rapport & ¢, on obtient

t
9(S®), thmosto) = —¢(S(t),t|x0,t0)+g£ /t 9(S(7), 7|0, to) F(S(2), 1S (), 7)dr,

= ~(5(0), teo,to) +
4
9(5(0)tiz0, 105 + [ a(S(r) lan,to)(S(0),15(7), e

et donc,
t
g(S(t)’ t|$07 tO) = _2¢(S(t)a t|$0a tO) +3 / g(S(T)) T|$0a to)lp(S(t), tIS(T)’ T)dTa
to
s’écrit sous la forme d’une équation intégrale de Volterra de 2e espece. Posons,
\D(S(t)’ t|x07 to) = Ilp(S(t)) t|x0> to) ot k(t)f(S(t), tIQJO, to) + T(t) [1 - F(S(t)v tle) tO)] )
ol k(t) et (t) sont des fonctions continues sur [tg, 00) et ot zo < S(t). On a donc,

9(S(t), tlzo, to) = —2L(S(t), tlwo, to) + 2/t9(5(7),7|$0,to)‘I’(S(t)atIS(T),T)dﬂ (2.3)

to
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En effet,

g(S(t), t|zo, 20)

—29(S(), oo, to) +2 /t:g<s<f>,T|wo,to>w<s<t>,t|s<r>,T>df

_[B(S(1), oo, to) — k(A (S(), o, o) — r(2){1 — FS(t) Hzo, to)}]

+2 /t: GBI, et

<[B(S(2), 45 (r),7) ~ KOF(SE@), 4S(r),7) = r(B){1 — F(S(),4S(r), ) Ndr

—2VU(S(2), t|zo, to) + 2/tQ(S(T),ﬂxo,to)‘I’(s(t)at|5(T),T)dT

to

t
+2k(2) [f<s<t>,t|wo,to> - Q(S(T),Tlfvo,to)f(S(t),ﬂS(T),T)dT]

to

t
Tar(s) [{1 ~ F(S(0)tloo, t0} — [ 9(8(r),rlan, o)1 ~ FIS(0),H5(7), v)}dv]

—2W(S(t), t|zo, to) + 2 /ttg(S(T),Tlxo,to)\Il(S(t), t|S(r), T)dr,

par (2.1) et sa dérivée par rapport & S(t). Maintenant qu'on a la forme générale (2.3)
pour g(S(t),t|zo,to), la densité du premier temps de passage, nous allons effectuer

quelques calculs pour obtenir des résultats explicites pour deux cas particuliers, en

commencant par le cas du mouvement brownien.

2.1.1 Mouvement brownien

D’abord, on sait que les fonctions de densité et de répartition d’un mouvement brownien

au point S(t) étant donné W (tp) = xo sont les suivantes :

et

RY
F(S(t), t|zo, t0) = -\/ﬁe}cp <“% (SE?_ t:)O) )

F(S(t), oo, to) = 3

S(t) — Zo
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Erf est la fonction d’erreur définie comme suit : Erf(a) = % foa e~tdt. Posons z =

S(t)—zo

S(t)—zo 8z _ _S'@)
V2(t—to)’ - V2(t—t0)

P(S(t), t|zo, to)
On a donc,

U(S(t), t|zo, o) = F(S(t), t|zo,t0) [k(t) + 8'(t) -

Cette équation ne peut pas

~ Bt Alors,

OF(5(2), t|z0, to)

Il

ot
1 2 _,00z
= 2 @
Y L) 5(t) — o
T VR [ VRGw) @ t)PP
1 - S(t) — X
= i Fm“mﬁ%ﬂ
_ S(t) — Z0

80, tan 0[50 |

2(t — to)

ng)——t:)o} +r(t)[1 = F(S(t), t|zo, to)]-

facilement étre résolue dans un cas général. Par contre,

si S(t) est une fonction affine, et si on prend r(t) = 0 ainsi que k(t) = —ﬂ;ﬁ, alors

U(S(t),t|S(r),7) = 0. Dans ce cas, on obtient facilement une solution,

9(5(t), tlzo, to)

—2U(S5(2), tleo, to)

_2f(.5'(t),t|x0,to)% [s'(t) _

(t —to)
at+b— Ivo]
(t—to)

—mwmmmﬂi@iiﬂ]

(t —to)
ato+b— zo
[—W] f(S(2), tizo, to)
[ato +b-— xo]
(t — to)
atg+b— 29

Vor(t —to)2

S(t) - xo]

—F(S(8), tizo, to) [a _

1
exp
V2my/t—to

e

(5t) = 0)*
2(t - to)

i,

(at + b — zq)?
2(t - to)

)
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On voit que si a = 0, on retrouve la densité de la loi inverse-gaussienne avec paramétres
p = 0o et A = (b— x)% Par contre, si 'on s’intéresse & un premier temps de passage
3 une frontiere qui n’est pas affine, on réalise que le probléme devient beaucoup plus

complexe.

La méthode que l’on vient de considérer permet tout de méme de résoudre le cas du
processus d’Ornstein-Uhlenbeck pour un certain type de frontiere. C’est ce que l'on va

regarder dans la prochaine sous-section.

2.1.2 Ornstein-Uhlenbeck

Maintenant, pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck,
et

ar(X (£)|X (to) = 20) = o—(1 — e~ %(t=0)),

Puis, on sait que c’est un processus gaussien, donc

— - = —p(t—t0)12
S
\/ﬁ\/g—p(l — e 2p(t=t0)) ‘27»(1 — e—2p(t— 0))
et
=5 —p(t—to)
F(S(2), tlzo, t0) = - 1+ Erf — (w0 — pe
: \/ - (1 — e~20(t—t0))
Posons

_ 8(8) = = mo = pep

\/ a_:( 1 — e—20(t-t0))

afin de calculer ¥(S(t),t|zo, ), alors

9z _ S'(t) + plwo — pe=P10)  [S(2) — p — (wo — p)e Plt—0)|g2e—20(t~t0)
ot \/"—:(1 i e—2p(t—to)) (0_:(1 mt e—2p(t—to)))3/2




$(S(2), |z, to)

Il

Pl

Donc,

U(S(t),t|zo,to)
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F(S(t)’ tl.’l?o, tO)
2

]
—e % dz
T

_2 | §'(8) + plzwo — peP(t—to)

an(l — e~2p(t—to))

o=

€

-

_[5(8) = 1 — (w0 — p)ePli—to)]g2e=2elt—t0)
(gpi(l - e—2P(t—to))) o

1 -22 | ot —p(t—to)
e~ [8'(t) + p(zo — p)e~Pl—t
v 27!'\[%:;(1 — e~2p(t—t0)) [

_ [S(t) — pu — (x0 — p)ePlt—to)|g2e—2p(t—to)
("—:(1 = e—2P(t—to)))
F(8(t), t|zo, to) [S’(t) + p(zo — p)e—Pit-t)

_p[S(t) — U= (.’L‘() - /J,)e“P(t—to)]e—2p(t—to)
(1 — e=2e(t—t0)

p(zo — we Pt p(S(t) — )
f(S(t)a tl.’l,‘o,t()) l:sl(t) T 1 — e—20(t—to) = e2p(t—to) — 1

F(S(2), tlzo, to) [S'(t) + p(S(t) — )

ep(t—tO) -
(150 e~ o]

= F(S(t), t|zo, to) [S'(t) + p(S(t) — )+

p(t—to)
&Wto—) [(S(t) — w)er) — (g5 — #)] * k(t)]

+r(t)F(S(t), |20, to)-

Théoréme 2.1. Pour un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, soit S(t) une frontiére de
classe C2[ty, 00). Alors, lim,_; U(S(2),t|S(7),7) =0 et T(S(¢),t|S(7),7) =0 VT : tp <
T < t si et seulement si S(t) = pu + Ae=P + Bef?, k(t) = —Bpe” et r(t) = 0,A,B€R.
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Démonstration. Nécessité.

Posons

pep(t'—T)

H(t,7,S(r)) = 8'(8) + p(S(E) — 1)+ 7oy () = e = (S(r) = )] + k(o).

Comme f(S(t),t|S(r), 7) diverge lorsque 7 — t, on doit d’abord avoir que H(t, 7, S(r))
tend vers 0 lorsque 7 — t, car lim,_,; ¥(S(¢),t|S(r),7) = 0 par hypothése. Calculons

cette limite :

lm H(t,7,5(r) = 8(2)+p(S() ~ 1)

P(t—T)
%w+g4ﬁ£%;ﬂw@—mwﬂ—wm—m”

= S)+p(S() — ) +k(2)
+p lim {e_p(t__r)l_ g [(S(t) — w)eft=T) — (S(r) — ,u)} }

Tt

= ﬂﬂfﬂﬂﬂ—m+ﬂﬂ+%.

Pour lever I'indétermination, utilisons la regle de I’'Hospital :

1(¢)eP(t—T) — p(t—r)
lim H(t,7,8(1)) = S'(t)+p(SE) — p) + k() + pS (t)e +(S(t) — p)pe
e —pe"P(t-—T) — pep(t=7)

S0t~ + p(S(®) - et
—e—p(t—t) — ep(t—t)

S'(0) + p(S(t) = ) + k(t) + SO+ (SO — )

-2
S'(t) + p(5(t) — 1)
> .

t=#

= S'(t)+p(S(t) — u) + k(t) +

= k() +

Comme il faut que lim,  H(t,7,5(7)) = 0, on doit avoir k(t) = ﬂﬂgﬂﬁtﬁ. Par

conséquent,

' = (t—)
H(t,r,5()) = TOXXEO ) | 2T ((5(0) - et — (5(r) - )]
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et, encore avec la régle de I’Hospital, on peut voir que
lim £(t,7, S(r))H(t,7, 5(r)) = 0.

De plus, puisque

liy () F(S(2), 18(r), 7) = "2,

on doit donc aussi avoir 7(t) = 0. Finalement, pour trouver S(¢), il faut résoudre

P’équation différentielle suivante :

oo(t=7)
S0+ p(S() ~ ) + 12 [(S6) = e = (5(r) = )] =0,

soit encore

S'(t)+ S(t) |p+ C.

2 peZP(t—T)
1—e20(t-7) |

Puisque I'équation est linéaire, on va d’abord résoudre le cas ot C' = 0. Alors, la solution

pour ce cas est

S(t) = Ae~ T 1)t

3 2p(t—T) ; ; :
oun f=p+ %ﬁi’wm et A est une constante arbitraire. Mais

/ £)dt

1

pt — [In(e~2Pt=") _ 1) 4 2p(¢ — 7))

pt —In(e=2°(=") _ 1) — 2p(t — 1),
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st bien que

S(t) = AlePi(e72t) — 1))
= Ale (1 - ()

= Ae~? 4 Bet.

Puis, clairement, S(t) = pu est une solution particuliére, donc S(t) = u + Ae™P* + Beft.

Finalement,
— I — p—
oy = “SO=AS0O-0)
_ —(—Ape~?* + Bpef') — p(Ae~P + Be)
a 2
= —Bpe.
Suffisance.

En partant avec les hypotheses suivantes, S(t) = u + Ae= + Bef?, k(t) = —Bpe?® et
r(t)=0,A,B€R,ona
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H(t,r,8(r)) = S'(t)+n(S(t) - )
p(t—)
+ iy (50 — e = (S(r) - )] + (1)
= (~Ape** + Bpe™) + p(Ae™"" 4 Be)
pePt=7)
1 — e20(t-7)
= 2Bpef
pep(t—r) B
1= o= [Ae T + BeftePt=T) _ (Ae~PT + Be’”)] — Bpet
pep(t—‘r)
1— e2p(t-7)
Bpefte?r(t=7) _ B pePTePt=T)
1 — e20(t—7)
BpepteZp(t—'r) =s Bpept
1 — g20(t—T)
Bpert[e?r(t-T) _ 1]
1 — e2p(t—7)
= Bpe* — Bpe

[(Ae"’t + BePt)ePt=T) _ (Ae=T 4 Be”"')] — Bpeft

= Bpe”t + {Be”te”(t"’) - Be”T]

= Bpe” +

= Bpeft +

= Bpe +

= 0.

Done,

U(S(t),t1S(7),7) = f(S(2),t1S(7),7) x 0+ r()F(S(t),t|S(r),7) =0,

car r(t) = 0. a
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On peut maintenant trouver la densité g lorsque S(t) = u+ Ae Pt 4+ Beft, k(t) = — Bpet
et r(t)=0,A,BeR:

g(S(t), tlzo,t0) = —2¥(S(¢),t|xo,t0)

-2 [f(S(t), tlxo, to) X

! 5 (t—to)
(s (t) + p(QS(t) 2 1 fe:;(:_to) {( S(t) — w)ert—t0) — (g — m]ﬂ

—Ape™P + Bpeft + p(Ae *t + Beft) o
2

2/ F(S(0tos o) (

ep(t"'to) _ -
1 = Ea(to) [(Ae '+ Beft)er ™) — (g #)])}

-2 [f(S(2), t|zo, to) x (Bpe’+
p [Ae—Pto + BePterlt—to) _ (zo — #)])]

e—P(t—to) — gp(t—to)
Befte=p(t—to) _ Beptep(t—to)
—2 [f(S(t),tlzo,to) xp ( e—p(t—to) _ ep(t—to)

Ae~Plo 4 Bepteplt—to) — (g — #))J

e—P(t-tO) —_ eP(t—tO)

= _2f(8(2), o, to) X (Be”t° + Ae~P — (g5 — #))

e—plt—to) — gp(t—to)

Dans le cas olt S(t) = u, la densité se simplifie comme suit :

_ B = T
g(/—‘wtlxoato) = —2pf(/.t,t|$0,to) X (e—P(t—to) = ep(t_t0)> E

Encore une fois, dans le cas o la frontiere a une autre forme que celle énoncée dans le
théoreme précédent, une solution analytique est moins évidente. La méthode proposée

dans la prochaine section permet cependant de résoudre quelques autres cas particuliers.
2.2 Propriétés de symétrie

Maintenant, nous allons voir une méthode qui utilise des propriétés de symétrie pour

trouver la densité du premier temps de passage. Pour ce faire, définissons quelques




19

propriétés de symétrie.

Lemme 2.1. Soit X(t), un processus gaussien et markovien avec (1.1) et (1.2) comme

espérance et variance conditionnelle respectivement. On pose

¢(z,t) = exp <_M> ’

hz(t)
y(t) = m(t) + dihi(t) + daha(t),

ult) = m() + diha(6) + diha(t),
Y(z,t) = 2u(t) — =,

ol dy,dz,d¥,d% € R. u(t) est appelé la courbe de symétrie par rapport ¢ la fonction de
1142

symétrie Y(z,t). La courbe de symétrie y(t) < u(t). Alors,

#(z,1)
¢(.’L‘0, tO)

f(z,t|zo, to) = f(@(z, t), t|(zo, to), to) (2.5)

et

mx—MMho-WW)>. (2.6)

waafwwmﬂJMmm%=ﬂ%”%¢““®(‘huwmuw—hummxn
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Démonstration. Commengons par démontrer (2.5). D’abord, on pose

ha(t)

Palt )hl(to)

V(®) = Var(X ()| X (to) = a) = ha(®) [h1<t)

ol a € R, afin de simplifier I'écriture.

Pour commencer, développons f(v¢(z,t), t|¢¥(zo, to), to)-

F(@(z, 1), (o, to),t0) = 27rlv(t) S ['21/1(1:) &
ha(t)

2
<2u(t) =8 = mY) = hatto) (2u(to) — zo ~ m(to))) }

o Iy i [_ v
T Vv TV

(2 [u(t) —g— }Z 2(? (u(to) — wo)]

= = —eXp |—=—— X
V2rV (t) p[ 2V(1)

2
(4 [u(t) —z— ;’;i?) (u(to) ~ :co)] (2.78)

2= ()~ 2 (20— ma) ) (270

En remplacant u(t) par m(t) + dihi(t) + dsha(t) et en posant k(t,to) = z — m(t) —

,fz 2((;2) (zo — m(tp)), (2.7a) peut s’écrire comme suit :

hz (t)

4k(t, to)? + 4d3? | hy(t) — alto)

2
hl(to)] - 8d3k(t, o) [hl(t) ((t)) ()] .

De fagon similaire, (2.7c) peut s’écrire comme suit :
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ha(t)

— Whl(to) .

—4k(t, t0)? + 4dlk(t, to) [hl (t)

Donc,

1
NorZoR [ 2V (D)

<4k(t, to)? + 4d} [hl (t)

f(¢($, t)7 tl¢($0> tO), tO) =

B ha (t)
ha(to)
ha(t)

—8d}k(t, to) [hl {£) - Whl(to)] + k(t, to)?

_4k(t, t0)2 + 4d1‘k(t, to) l:hl (t) = sz((ii?) hy (to)] )}

hl(to)r

vt
v () T V)

2
(k(t, t0)? + 4d?2 [hl(t) ~ halto) hl(to)}

—4dtk(t, to) [hl () - %%hl(t"ﬂ)}

23k(t t0) o a2 (hl(t) _ hl(tO))] .

= f(z,t|zo,to) exp [

ho (t) Z hz(t) hz(to)
Mais,
2d3k(t,to) _ 2di(z — u(t) _ 2di(zo — u(to)) +2d? (gl(_t) B h1(t0)>
ha(t) ha(t) ha(to) Y \ha(t)  ha(to)

et dong,

00z, 0.tz o), o) = o, t) e,
ou encore,

(2, a0, t0) = S22 £(4( 0, (2o, o) o)

Maintenant, démontrons (2.6). D’abord, en développant les densités conditionnelles et
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en prenant le logarithme de chaque coté, on se rend compte que démontrer (2.6) est

équivalent & démontrer ’égalité suivante :

*z—u 2
2d1(h2( - ®) , 2V1(t) (2u(t) —z—mft) - :22((15?) faee m(to))> (2.82)
2
= (t) (m m(t) = 22 (tt)) Ji =gl ))
2(z — ))(mo U(to))
@ateo) - )@ )
Développons (2.8a).
*r —u .
2d1(h2 . ®) 2V1( > (2u(t) B ] ,ZZ(&?) (o= m(to)))
_ 2d’f(zzzt;‘(t)) + 2V1(t) [(2u(t) — 20)? + k(t, to)? + 2(2u(t) — 20)k(t, to)]
= 2_Vi(t_)k(t’ to) +
2z — u(t)) 41V (1) ha(t)
ol [ A ¢ (o - ult) = 24 o) + 120 - mte)|
_ 1 2(z - (t)) ha(to)
= Wit )~ G ha)
di(h1(t)ha(to) — ha(to)ha(t))ha(t) ho(t)
—u(t) + m(t) + (zo — m(to))
{ R () (t0) B ha(to) ]
_ —I—-k(t 4 )22+ - 2(z — u(t)) [d’{hl(t)hz(io)o
VD) T h(halte) — a(to)ha(®) | ha(f)
~diha(t0) = () + dihn(t) + d5ha(0) T +mlt) 2+ (o = m(to))}
L 2z u(t) * ,,
_ Wk(t’ t0)2 + hl(t)hg(to) = (to)hz(t [—dlhl(to) — dzhg(to) +zo— m(to)]

B 1 hy(t) . 2(z — u(?t))(zo — u(to))
= W (“"m(t) ~ Falta) ™ "”“"”) A halle) ~ @)D
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A Tlaide du lemme 2.1, on peut démontrer le théoréme 2.2 qui permet de trouver la
densité du premier temps de passage pour certains types de barriéres en utilisant les
propriétés de symétrie énoncées. Entre autres, ce théoreme donne des solutions pour
le mouvement brownien et le processus d’Ornstein-Uhlenbeck pour certains types de
frontiéres qui n’étaient pas couvertes dans les sections 2.1.1 et 2.1.2 qui sont en fait des

généralisations de frontiéres considérées initialement par les travaux de (Daniels, 1996).

Théoréme 2.2. Soit,

_ (@)ha(to) — halto)ha(t) |

5(t, to) = u(t) 2u(to) — y(t0)]

n(c),

ot c>0, et

oz, ty(to), to] = flz, tly(to), to] — cd2u(to) — y(t), tol flz, t|2u(to) — y(to), to]. (2.9)

Alors,

u(to) — y(to) ha(t) dr(t)

+0) —r(to) halte) dt J ot tlulto).to] - (210)

g[S(t7 tO)? tly(tO)) tO] =

et

/i
[ alste.to) tytto) tolde = Jim FIS(t, o), (o), o] +

to
2d[u(to) — y(to)]
cex"(‘ () >’<
lim F[S(2, to), t|2u(to) — y(to), to] (2.11)

Démonstration. D’abord, montrons (2.10). On sait que,

S(t,to) t
/ a[ﬂ:,tly(to),to]d.’l? =1- / g[S(T7 to),le(to),to]dT, (2'12)
to

—00
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ce qui implique que

g[S(t, tO)a t|y(t0), to] = ——

S(t,to)
ot / ofz, tly(to), to]dz.

Posons
Ex(t) = BOX(8)|X (o) = y(to)) = m(t) + hh—;(%[y(to) — m(to)
et
Ea(t) := B(X(8)| X (fo) = 2uto) — y(to) = m(t) + %%[Qu(to) ~ y(to) — m(io)].

On a alors que,

g[S (¢, to), tly(to), to]

o [Sto)
-2 o[z, tly(to), to]dz
—0o0

= —J%TF[S(t, to), Ty (to) tol—

cp[2u(to) — y(to), tol F[S(t, o), t|2u(to) — y(to), to]]

= [ FIS(t,t0), tly(to), to] (S’(t, to) — Ej(t) — L tO)z_V?;)(t))VI(t)) (2.13a)
—co[2u(to) — y(to), tol f[S(t, to), t|2u(to) — y(to), o] (2.13b)
<S’(t, tO) - E’z(t) _ (S(t7 tO) ;VE(i:?)(t))Vl(t))jl : (2.13(:)

On pose z¢ = 2u(to) — y(to), donc 1(zg, to) = y(to). Commencons par regarder le terme
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(2.13Db) afin de la réécrire différemment.

— c¢[2u(to) — y(to), to] F[S (2, to), t|2u(to
=Cf[S(t, tO), tl.’l)o, t0]¢[$, t] f(l/)(:l:, t)a tly(tO

f(z,t|zo, to

=cf[S(t, t0), t|zo, o] f(w(m(;t)iltxlg,(zz)) i

f(x,t|xo,to)exp( %%Mﬁﬁ%%%
(y(t) tlxo,to
N ( 2(z —u(t )x
hl( hg t() hl(to hz(t
FIS(& %), tlzo, to] £ (9(z, ), tly(to) ),t0)
f(¥(z, 1), tlzo, to)

R

~ y(to), to]
) tO)

~—

~—

X

S’

(2.14a)

(2.14b)




26

Maintenant, concentrons nous sur la partie (2.14b),

f[S(t, to),t|$0,t0]f(’l,b($,t), t]y(tO)’tO)
F(¥(z,1), t|zo, o)

, exp ( 1(S tto —Ez t))z) exp ( %gv,bg:c V)—tElgt)) )

21V (t exp ( 1 (st -—Ez 3 2>

v

- /27rlv(t) xp <_2_Vl_5 [(S(2:t0) — E2(1))? + (¥(, t) — Ea(1))?

1
= \/mexp ( 2V( ) [S(t t0)2 2S(t to)Ez(t)
+E1(2)? - 29(z,t)E1(t) + 29(z, 1)Ea(2)])
= G0 exp (_Fl(t) [(8(t, t0) — Ex(t))?
+2(E1 (t) - Eo(2) (S(t to) ¥(z,1))))

NGO exp( v [Sht) - (t))2]>
exp( mt)?(E() Ba(0)(5(t0) — ¥(z.) )

]H

= J(5( %), tly(to), to)
1 4hy(t)

ex2 (57 g (41t — u(t)(STt ) ~ (2.1
= f(S(t to), tly(to), to)

1 4ho(t)
(-5 eyt - utt

(1t~ (a0 - 2O Coh = al)1ald) )
= f(5(t t0),ty(to), to)

1 4ho(t)
2 (35737 g (ko) ~ u(t)) () = 9(a,0) ~ a9

s (u(to) = y(ta)) (& ~ u(t) \ 1
= (5t ta), ot to) exp (2 BN

]
3

(2.15)
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Donc, en remplagant (2.14b) par (2.15), on obtient
cp[2u(to) — y(to), to] FIS (2, o), t2u(to) — y(to), to] =
com (- 2ty 15010 e /GO0 ) _
P\ m®h2(to) — halto)ha(?) F(y(®), tleo, to)
2(z — u(t)) (ulto) — y(to))
cexp( hl(t)hZ(to) hl(to)h2 ))

(u(to) —ylto))(z—u(t)) \ 1 _

St ta), e to)exp 2oL HANE=20) £
f(S(t,t0), tly(to) to).  (2:16)

Ensuite, on remplace (2.16) dans (2.13).

g[S(t’ tO)’ tly(tO)a tO]
= =[5t 0ot ] (570t0) - B - ELL POV

——c¢>[2u(t0) = y(t0)7 tO]f[S(ta t0)7t|2u(t0) = y(tO): tO]

(S'(t, to) — Ej(t) — (S(tvtO);Viz)(t))V’(t)H

= —f1S(e oyt t] (1 t0) - By - LBV
+1(6 0ttt (6 10) - Bye) - LRV

= 715t ta) tuCa, o] [EL(0) - Byt - (B IVE],
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Maintenant, développons les espérances et variances.

oISt o), thy(to) o] = FISC, to), Hu(to) to][ 2h ?[u(m y(to)}+
25814 (10) — y(to)] [y (H)ha(t) + R (B)ha(t) — —2—<—r—2*"“2’?§?’“(t°)]]

/
2
2hy( )[ (t) - %ﬁlhlto]

= FIS(t,to), ty(to), ﬂﬁ”(% [~2k(t)+

[Pa(8)n (8) + B (8)ha(t) — LalelluCo)]
[ (2) — 220 (1)

= fIS(t, to), tly(to), to]

R (£)ha (81 (to)
[u(to) — y(to)] [—%( )i (£) + 22202l t0)

ha(to) [1(6) ~ 228 s t0)]
[%@m@+mmhm_%ﬁ%%w%
[hl (t) — to)hl(to)]

_ [u(to) — y(to)] | Pa(t)ha(t) — ha(t)R5(2)
f[S(t7 t0)7t|y(t0)7t0] h2(t0) [ hl( ) h2 t hl (tO) ]

ﬂﬂh ()
= f[S(t to), tly(to), tol[u(to) — y(to)] h.1(t)h2(t0) ha (t)ha (to)
= f[S(t,to), tly(to), tol [u(to) — y(to)] [(r(t) h r(}tlz)();;(to)hz(t)] T

= 11500 the) o A= bl )

Puis, pour (2.11), on intégre de chaque coté de (2.9) par rapport & z de —oc0 & S(t, tp),

i.e.

S(t,to)
/ ol, ty(to), toldz =
—00

S(t o)
/_ flz, tly(to), to] — cp2u(to) — y(to), o] x flz,t|2u(to) — y(to), to]dz.
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Avec (2.12) et en faisant tendre ¢ vers T, on a

T S(t,to)
l= / g[s(tatO)vtly(tO),tO]dt = thnfll" f[m’tly(tO)atO] -
to —1 J—o
col2u(to) — y(to), tol f [z, t|2u(to) — y(to), to]dz
= lim FIS(t, to), tly(to), to] — edl2u(to) — y(to), o]

x lim F[S(¢,0), |2u(to) — y(to), to].

Donc,

T
/ g[S(t7 tO)’ t,y(tO)a tO]dt =" l= tliIEzl" F[S(t,to), tly(tO)a tO] s C¢[2u(to) - y(tO)’ tO]

to

X tli{r% F[S(ta tO), tl2u(t0) = y(tO)a tO]‘
g

Dans le prochain chapitre, on montrera comment ce théoréme peut étre utile dans le

contexte d’une option & barriére et en gestion de portefeuille.







CHAPITRE III

EXEMPLES D’APPLICATIONS

3.1 Valeur d’une option & barriére

En finance, un produit dérivé est un instrument financier dont la valeur change en
fonction du taux ou du prix d’un actif appelé sous-jacent. C’est un contrat entre deux

partis, un acheteur et un vendeur, dont le réglement se fait & une date ultérieure.

Une option est un exemple classique de produit dérivé. Dans ce cas, ’acheteur obtient
le droit, et non pas ’obligation, d’acheter (call) ou de vendre (put) un actif sous-jacent

& un prix fixé a 'avance (strike), pendant une période donnée ou & une date déterminée.

Il existe plusieurs types d’options, par exemple les options américaines et européennes.
Dans ce chapitre, on va s’intéresser aux options & barriéres, plus précisément aux options
avec une seule barriére, i.e. une option qui est <activée» (ou «désactivées) si le prix
atteint une barriére. Le probléme qui nous intéresse ici est de calculer la valeur d’une

telle option. Notons d’abord qu'’il existe quatre cas possibles :

— Down-and-in : Au moment de ’achat, le prix est au-dessus de la barriére et ’option
peut &tre utilisée seulement si le prix descend en dessous de la barriére au moins une
fois.

— Up-and-in : Au moment de I’achat, le prix est en dessous de la barriére et ’'option
peut étre utilisée seulement si le prix monte au-dessus de la barriére au moins une

fois.
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— Douwmn-and-out : Au moment de I’achat, le prix est au-dessus de la barriére et 'option
ne peut pas étre utilisée si le prix descend en dessous de la barriere au moins une fois.
— Up-and-out : Au moment de I’achat, le prix est en dessous de la barriére et I'option

ne peut pas étre utilisée si le prix monte au-dessus de la barriére au moins une fois.

La valeur de I'option pour chacun des cas peut étre déterminée & partir d’une seule
situation, nous allons ainsi nous intéresser uniquement au «Down-and-in call> (DIC),

ol «call» signifie que I’on adopte le point de vue de l’acheteur.

26
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Figure 3.1 Prix d’un actif

La figure 3.1 est un exemple du prix d'un actif, Z(¢), qui évolue dans le temps. Si quel-
qu’un achéte une option «down-and-in» sur cet actif au temps 0 avec comme barriére
1.5, 'option serait activée, car le prix atteint la barriére un peu avant ¢t = 0.4 et cette
personne pourrait alors exercer son option a profit. En effet, lorsque la barriére est at-
teinte, 'option agit comme une option standard (vanille). Il est connu que la recette
a l'échéance d'une option standard & la date T est le max(Z(T) — K,0), ol Z(T) est
le prix de P’actif au temps T et K est le prix d’exercice fixé par Poption. A partir de

cela, on peut trouver facilement la valeur de 'option. Par contre, la valeur d’un DIC
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est un peu plus difficile & obtenir, car celle-ci varie selon que la frontiére est atteinte ou
non. Donc, pour calculer la valeur d’un DIC, on doit d’abord calculer la probabilité que
le prix du sous-jacent atteigne la barriére avant le temps T. Pour ce faire, nous allons

utiliser le théoréme 2.2.

3.1.1 Densité du premier temps de passage

On suppose d’abord que le prix Z(t) satisfait la dynamique risque-neutre de Black-

Scholes-Merton,

dZ(t) = rZ(t)dt + o Z(t)dW (), (3.1)

ol t € [0,T], W(t) est un mouvement brownien standard, Z(0) = Z > 0, 7 > 0 est le
taux d’intérét et o est le taux de volatilité. On dénote aussi par K le prix d’exercice et

par B la frontiere fixe. On a que Z > B.

En fait, ’équation (3.1) se résout facilement et donne

Z(t) s Ze('r-—a'z/2)t+aW(t) .

Donc, calculer la probabilité que Z(t) = B pour au moins un t sur (0,7 revient &

calculer la probabilité qu’il existe t € (0,T) tel que W(t) = L1t Z)_y’“z/ 2t Alors, le

probléme se résume 3 trouver la densité de probabilité du premier temps de passage

d’un mouvement brownien standard & une frontiére affine.

On sait que pour un mouvement brownien standard, hy(t) = t, ho(t) = 1 et r(t) = t.

De plus, on pose

—2(r — 0%/2)In(B/2)

a2

c = )
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v ===~ s
et
u(t) = 282,

ol ¢; = In(e). On a bien y(t) < u(t) ¥t € (0,T). Avec ces définitions, on obtient

I’expression désirée suivante :

_ [P1(£)h2(0) — h1(0)ha(t)]es

il = el 2(u(0) — y(0))
_ WB/2) te;
o : (m(g/z> N [m(g/Z) N 2(;1;;/2)])
_ Wn(B/Z) (r-d*/2)t
n o o ]
Maintenant, & 1’aide du théoreme 2.2,
95,0, ty(0),0) = A=Y G IE fre(, 0), 110,
10
= o 15(:0) 4y(0),0
B o —2(r —0?/2)In(B/Z) 1 /|
T 20— o?/2) o2 o — (‘Ex
In(B/Z) (r—o%/2)t In(B/Z) 10 .
( c o o _2(7'—02/2))
_nzmp 1 (1 ((r —o%/2)t+ 1n(Z/B)>2
B o Vomtd P17 oVt '

3.1.2 Calcul de la valeur de Poption

Pour calculer la valeur d’une option & barriére, on peut utiliser le premier temps de
passage. En effet, si le premier temps de passage est inférieur & T, i.e. Tg < T pour
Z(t), alors le DIC devient une option standard & partir de ce temps ¢ € (0, T). Donc, la
valeur du DIC au temps t (DICy) est égale & la valeur d’une option standard au temps

t avec prix de départ Zg = B, C(B,t) (car la barriére B est atteinte en ce point). Si le
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premier temps de passage est apres T, la valeur DICr est nulle. Plus rigoureusement,

le prix d’un DIC est donné par
Ezole™ (2(T) ~ K) Lz <my],

ot ’espérance et les probabilités sont sous la mesure risque-neutre. En utilisant successi-
vement la propriété télescopique de l'espérance conditionnelle et la propriété de Markov

forte de Z(t), on peut écrire la valeur initiale d’un DIC comme suit :

Ezle”T(Z(T) - K)*1yry<my]
= Ezle ™ 1ir, <«1Ezle T T8 (Zr — K)*|Fry)]
= Ezle ™ Ly <n)Ele T (Z(T)*? - K)*|t = T3]
= Ezle P11, «1C(B,1)]

T
= / ¢~ C(B, )Py, (T € dt)
0

2 / * OB, )9(5(t,0), Hy(0), 0)dk.
0

ol Z(T)%PB est une copie indépendante du mouvement brownien géométrique avec valeur

initiale Z(¢t) = B et C(B, 1) est la valeur d'une option standard, i.e.

C(B,t) = BN [ln<B/K>+<r+<1/2>a2)<T—t>]

oVT -t
_KerT-ON [ln(B/K) + ((77' —T(i/tZ)Uz)(T = t)] ’

ol N|[.] est la fonction de répartition de la loi normale standard.

Alors,
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b)) /OT{ —rs (BN [ln(B/K) + (r+1/2a2)(T—s)]

a\/:r_—§2
Ko T-sy | I(B/K) + (r =1/26%)(T = 5)
ln(:Z/B) [ 1 m(zc/’B)T+_(: —1/202)3D
e (1 [MERE R e

On peut évaluer cette intégrale analytiquement, mais les calculs sont plutét labo-

rieux. Nous allons en voir les principales étapes. D’abord, on pose z = In(Z/B),
= In(K/B) et u = r — (1/2)0?. Puis, en posant c(c) = BN [:ﬁ%u;%’-";@] -

Ke (TN [%ﬂ] et en utilisant le théoréeme fondamental du calcul, on obtient

T
PIG = / e " max[0, B — Ke™"T— x+us]ds
0

Ko
/ / Ke " T=9[do)y/T — sdv— —n [‘”;/_“3] ds

= ‘1+127

oudy = :k—:’\/ﬂz,—?z et n[.] est la fonction de densité de la loi normale standard. Débutons

avec I, on pose z =k — rT et T* = —z/r, donc B — Ke "{T—%) > 0 si et seulement si

0 <T* <T. Nous avons,

T.
L = / e (B — Ke " Ty Z_ “"3} ds
0

o

o7 ~2r/c A 2r/a?+1
= ZN[e] — Ke "TN[es) + B (§> Nles] — Ke™T (E) Nled]

lorsque 0 < T* < Tetolie; = = B T;‘l L ,es = e1+ovVT* e3 = lnlb) Z)%f\/%/ 20%)T*

et eg = e3 — oV T*. Les propriétés suivantes (Berger, 1996) ont été utilisées pour arriver

a ce résultat :
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2
3y
75 on a

pour a, (3, v quelconques, T > 0 et nly] =

Cll [% + ﬁ\/g} = g~obraVB ity [% + \/-512_7\/?}

et

[ 7 [ o (v [P oo [

Ensuite, pour la deuxiéme intégrale,

T g
= —r(T— + us
f e / =" / Ke " T=9n[dy]VT — sdv—sn [””——] ds.
b 0 2 oV | ovs

En posant t = -g—;(T — 5), par le théoréme de Fubini et le fait que n[—y] = nfy,

2 —rT T
o R / Ldt,
2 0

ou

& & /Ot 1 n[k—r(T——t)—(r—1/202)(15—3)] z {z+,u,s]ds

n
oVt—s ovt—3s oVss | o8
= - B 5 pld i B2 _ bt
- 1 exp( 2tux 2t,u(z+rt)+§z+rt) + +ut>exp< z |2+ )
oy 2t 2o oVt| oVt

A Paide de la transformée de Laplace et quelques manipulations, on peut voir que

Iy =

e_%;n[z+z+(r—u)t} B
oVt oVt

e 24z +(r—p)t 1 —z2+z—(r—p)t
( o [ oVt } Tk [ oVt ] Losry-

Il y a maintenant deux cas possibles, 7* <0< T ou 0 <T* < T.
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CASA:T*<0<T

DIC = L+
5 0+02Ke“"T/Te_%’£n[z+a:+(r—p)t] 5
2 0 oVt oVt

A Paide de lidentité suivante (Berger, 1996),

[ [ s ) o] )

et de quelques manipulations,

DIC = —KeT _g) = [ BZ/KZ)U \/(1—1/202)T]
+B (g)‘«r » { BZ/KZ);:/(TH 1/202)1"}

CASB:0<T*<T

Dans ce cas,

DIC = L+1

= ZNet] - KC_TTN[eZ] +B (g)-%/a Nes] - KorT (%) —2r/o?+1 Nled
+0.2K2e—rT {/OT ejﬁ" I:z+:z:1—\(/1t_‘—u)t:| B
(S [ - o [P )

En utilisant (3.2), on obtient encore

DIC = —Ke'T <%) e [ln(Bz/K Z);:/(% = 1/202)T]
+B (%) * N [ln(Bz/K z);/(% + 1/202)T] .
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3.2 Gestion de portefeuille
3.2.1 Définition du probleme

En théorie du portefeuille, une méthode d’optimisation bien connue et populaire est
la stratégie moyenne-variance de Markowitz. Dans ce modéle, le rendement d’un ac-
tif est une variable aléatoire et un portefeuille est une combinaison linéaire d’actifs.
Donc, le rendement d’un portefeuille est une variable aléatoire. La méthode consiste &
minimiser la variance du rendement du portefeuille & une échéance donnée pour une
certaine espérance. Dans cette section, on considére (2, F,P), ou  est un ensemble
d’événements, F une filtration de dimension m & laquelle est adaptée un mouvement
brownien standard multidimensionnel {W(t),0 < t < T} et P est une mesure de pro-
babilité. Notons que les m mouvements browniens unidimensionels sont indépendants.
On considére un portefeuille avec m + 1 actifs (de valeur Z;(t)), dont un sans risque,
i.e. pour t > 0,
Zo(t) = ze 6 r(s)ds,

ol 7(t) est le taux d’intérét. Pour les m autres actifs, la valeur Z;(t) satisfait 1’équation

différentielle stochastique suivante :

220 = 20 |t + o)) (33)
=1
Zi(0) = z>0, (3.4)

avec ;(t) le terme de dérive et 0y;(t) le terme de volatilité. On définit ensuite 7 (t) =
(m1(t),. .., m™m(t)) le portefeuille au temps 0 < ¢ < T. Ensuite, z(t) est la richesse de
l'investisseur au temps ¢ avec z(0) = z¢ > 0. En supposant que le portefeuille est défini
sur un intervalle continu, autofinancé et qu'’il n’y a aucun coiit de transaction, z(t) doit

satisfaire I’équation différentielle suivante :

dz(t) = [r(t)e(t) + n(t)bE)|dt + () o (t)dW (2), (3.5)
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ot b(t) = (u1(t) — r(t),- .., um(t) — r(t)) (Salminen et Borodin, 2002).

Définition 3.1. Un portefeuille 7(.) est dit admissible si n(.) € L%([0,T],R™) et si

I’équation différentielle (3.5) a une solution unique (7(.)).

L’objectif est alors de trouver un portefeuille admissible 7(.) tel que E(z(T)) = aelo Haide,
ol a est connu & l’avance et satisfait a > xy. Le portefeuille optimal est un portefeuille

qui satisfait ces conditions et qui minimise la variance.

Soit v € R, et considérons le portefeuille suivant,
my(t) = = (e(®)o(t)) " b(B)lay(t) - 7el ™%, 0<t<T, (3.6)

ol z(t) est le processus de richesse correspondant. Notons que ce portefeuille est le
plus efficace correspondant & tout a > zg si v = %%f;? ou A(t) = fot |0(s)|?ds,
6(t) = o(t)~1b(t) et z > zo.

En substituant (3.6) dans {3-5); onobtient

dzy() = (Ir(t) - 0Pl (1) + veb " p(t)2) a
+ (vl — o, (1)) 0t aW ().

Cette équation différentielle posséde une solution unique qui est la suivante :
=i fi : r(s)ds :
2,(8) = 7o 4 (o yyexp ([ r(s)ds - (t) ), (3.7)
0

ol p(t) = 3B(t) + fOtH(s)dW(s). On pose W(B(t)) = ng(s)dW(s), il en découle que
o(t) = 38(t) + W(B(t)).

On s’intéresse & la probabilité d’atteindre le montant désiré, aelo r(8)ds avant un certain

temps T, i.e.

7(T) = inf{0 < t < T : 2, (£) = aelo"(8)ds}, (3.8)
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En remplagant (3.7) dans (3.8), on obtient
T5(T) =inf{0 < t < T': p(t) = L(v)}, (3.9)
ol L(vy) = log (77%“”20) On peut donc en déduire que (3.8) est équivalent &
n() = int {0 <+ < T3 W(BE) = L) - 361} (3.10)

ce qui revient & calculer la probabilité qu’un mouvement brownien atteigne une droite

avant T
3.2.2 Calcul de la probabilité P(r,(T) < T)
Maintenant, pour le calcul de P(7,(T") < T'), utilisons le théoréme 2.2. On commence

par poser u(B(t)) = L(v), y(B(t)) = 0 et ¢ = exp(3L(7)). On a bien uw(B(t)) > y(B())
Vt € (0,T). De plus,

_ ha(B(#)h2(0) — h1(0)h2(B(2)) !

S(B(),0) = u(B()) 2[u(0) — ¥(0)]

n(c)

car il s’agit d’un mouvement brownien. Maintenant, on n’a qu’a utiliser 'équation (2.11)

T
P(r(T)<T) = /0 a(S(B(1),0), B(8)[y(0), 0)dt
= 1- lim FIS(8(:),0), B(1)y(0),0] +
eo{20(0) — 9(0),0] Jim, FIS(B(2),0), B(1)[2u(0) ~ 4(0), 0
= 1-lmN (-————Lm - %ﬁ(t)) +
t—=T ﬁ(t)

. ~L(y) — 36(1)
exp(3L(7)) lim N (W)

o Ly 3
5 N( F6<T>+2”ﬂ(T)>+

Ly) 3
exp(3L(v))N (— 2T 2 ﬂ(T))-
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I1 est intéressant de noter que lorsque - tend vers I'infini, positivement ou négativement,
L() tend vers 0, ce qui implique que P(7,(T) < T') tend vers 1. On peut donc conclure,
que plus on prend v grand (négativement ou positivement), plus on a de chance d’at-
teindre notre objectif. Ce résultat montre qu’il n’est pas utile de regarder seulement la

probabilité d’atteindre notre objectif, car le risque n’est pas bien pris en compte.




CHAPITRE IV

SIMULATIONS

Les méthodes étudiées au chapitre 2 permettent de calculer de fagon précise la densité
du premier temps de passage & travers une certaine frontiére. Par contre, le probléme |
n’est pas résolu pour toutes les frontieres. Il est donc naturel de penser & développer

des méthodes d’approximations numériques.

Deux méthodes seront comparées dans le présent chapitre. D’abord, il sera question de
la méthode DNPR (Di Nardo et al., 2001), puis de celle de Durbin et Williams (Durbin
et Williams, 1992). Notons que toutes les simulations dans le présent chapitre ont été

effectuées avec le logiciel MATLAB.

4.1 Méthode DNPR

Cette méthode consiste & discrétiser (2.3) afin d’évaluer l'intégrale. Tout d’abord, afin

d’alléger la notation, definissons

g(t) = g(S(t)>t|m0at0) t) to € T’ tg < t)

U(t) := U(S(t),t|zo, to) t,to €T, ty < t,

U(t|r) := ¥(S(¢),t{S(7),T) s ETHh<T=2&
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On pose un pas de discrétisation p > 0 et ¢ = tp + kp (k € N*). Donc (2.3) devient
to+kp
glto+kp) =—20(to+kp)+2 [ gr)U(to + kplr)ar. (4.1)

to

Pour estimer I'intégrale de (4.1), on divise le probléme en deux cas possibles, k pair et

impair. Ensuite, la régle de Simpson est utilisée (Atkinson, 1989).

1. CAS k pair (k = 2n, n € N¥)

On évalue l'intégrale en posant trois poids, %, % et % ato+jp, to+ (j+ L)p et
to + (7 + 2)p respectivement, ou j =0,1,...,k—2.

2. CAS k impair (k=2n+1, n € N*)

On sépare 'intégrale en une somme de deux intégrales,

Tt (Pn—2)p
o(r)T(to + kp|r)dr = / 9()U(to + kplr)dr
to to

to+(2n+1)p
+f g(T)¥(to + kp|T)dT
to+(2n—2)p

La premiére intégrale s’estime de la méme fagon qu’en 1., puis pour la seconde, on
utilise la régle % de Simpson. On pose des poids de %, %, % et % ato+ (2n — 2)p,

to+ (2n — 1)p, to + (2n)p et to + (2n + 1)p respectivement.

On évalue donc numériquement g(tp + kp) & l'aide de P'algorithme itératif suivant :

g(to +p) = —2¥(to +p), (42)
k-1

G(to + kp) = —2(to + kp) + 2p Y _ wi,;6(to + 7p) ¥ (to + kplto + jp)  (4.3)
Jj=1

FaS.J,
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ol g(to+ kp) représente ’évalution numérique de g(to+kp) et les poids wy, ; sont définis

comme suit :
k pair et j impair = wg; =4/3
k pair et j pair = wi; =2/3
k impair, j impairet j <k—4 = wp;=4/3
k impair, j pairet j < k-4 = wg; =2/3
kimpairet j=k—-3 = w;=17/24
kimpairet j =k —-2,k—1 = w;=9/8.

Le théoréme 4.1 de (Di Nardo et al., 2001) montre que §(to + kp) tend vers g(to + kp)

lorsque p — 0. Plus précisement,

Théoréme 4.1. Soit p le pas de discrétisation, t,, = to + Np, N € N*, on pose
Agp == g(to+ kp) —G(to +kp)  (k=1,2,...,N).

Alors
1171_1)1(1)|Akp|=0 =12 004Y)

pour tout kp fize.

Ainsi, il est montré que

|Akp| < 2NpeBMEPI30)[(Tg)1y,, 2p/3)], (44)
ou
M= max |¥(t7)
to<7<t<tm
et
w[(Pg)kp,2p/3] =  sup  |g(m)¥(to + kp|r1) — g(72) ¥ (to + kp|T2)|
71,72€[tg,to+kp
jri—m2|<2p/3

Voyons maintenant la méthode de Durbin.
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4.2 Méthode de Durbin

En 1985, Durbin a publié une formule explicite pour la densité du premier temps de
passage d’un processus gaussien & une frontiére générale (Durbin, 1985). Par contre,
cette formule n’est directement calculable que dans certains cas. Une approximation a
été suggérée pour le cas général, mais c’est seulement dans un article publié en 1992
(Durbin et Williams, 1992) que des bornes pour ’erreur de l'approximation ont été
énoncées. Dans ce dernier, on regarde plus précisement le cas du mouvement brownien
et pour ce cas particulier, la formule publiée en 1985 devient une série ol les termes
sont des intégrales multiples de dimensions croissantes. C’est sur ce cas que nous allons

nous concentrer pour la suite.

Soit W(7) un mouvement brownien standard pour 0 < 7 < oo et a(r) la barriére, ol
a(0) > 0, a(t) est dérivable de fagon continue sur (0,T) et a(7)/7—a’(T) > 0 sur (0,T),

(Durbin, 1985) a montré que la densité du premier temps de passage au temps 7 = ¢ est

£

{4\ } WP
Py =0o)J

{t); 0=<1t<T,

b(t) = lim =

sttt —s

E[l s, wy(a(s) — W(s))IW () = a(t)]

et f(t) est la densité de W () sur la barriére, i.e.

0 = e (-242)

De plus, 1w} est une fonction indicatrice qui est égale & 1 si W n’a pas croisé la

frontiere avant s. b(t) est toutefois difficilement calculable dans la plupart des cas,
mais (Durbin et Williams, 1992) donnent une forme calculable de p(t) dans le cas du

mouvement brownien :

k

p(t) =) (-1 g + (-1)Fre(®),  k=1,2,...

j=1



a7
ot
/ [ [ B ) o5
,I_Il [_(%—7(_) “w—ﬂ} fltsms- .t )ty ity (to=1)
et

- [ b<t>H[a(tZ_13 —p 2 -dten]x 69

Ty v o o, Bhelly - o oy {tn =1).

Notons que le terme 74(t) est difficilement calculable, car il dépend de b(tx). Par contre,
(Durbin et Williams, 1992) montrent que le terme ri(t) est inférieur au terme gx4; (%)
lorsque la frontiére est concave sur tout le domaine. Lorsque la frontiére est convexe sur

tout le domaine, ’erreur maximale est plutot

Ire(8)] < y(t)k2= (-1 27 1/2 [r (%k)] " - (4.7)

Dans les deux cas, le terme 74(t) est donc négligeable. On approxime alors p(t) par

k

Z 1Y 1), k=1,2,... (4.8)

=1

On verra plus tard que cette série converge trés rapidement.

Pour évaluer (4.5), la méthode d’intégration Monte Carlo a été utilisée. Pour ce qui est

de la densité conjointe, on peut utiliser la propriété de Markov,

k—1
fltirse oty t) = [ £l @) (G0 =), (4.9)

i=1

ou
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f(tiltica) =

M : 1t )2
i exp (_ (a(tt) a(tz—l)tz/tz—l) ) , (410)
\/27Tt1'(1 = ti/t,;_l) 2ti(1 . ti/ti—l)

car t;_1 > t;. Il est & noter, qu'’il y a une coquille dans I'article de (Durbin et Williams,

1992). En effet, le terme f(t) de I'équation (4.9) est manquant.

Voyons un exemple pour démontrer la rapidité de la convergence de la série. On regarde
la densité du premier temps de passage d’un mouvement brownien standard 4 la frontiere
a(t) =t +1 évalué a I'instant £ = 1. On connait la valeur exacte de cette densité avec
I’équation (2.4) ol Pon pose o = tp = 0. On va estimer cette valeur avec I’algorithme de
Durbin pour certaines valeurs de & entre 1 et 100. Notons que I’on prend 1000 itérations

pour évaluer les intégrales multiples (4.5) par Monte Carlo.

Tableau 4.1 Densité du premier temps de passage a la barriére t +1 évaluée 4t =1
[ Vraie valeur (p(1)) | 0.053990966513188 | |

k k(1) lp(1) — pe(1)], x10~
1 0.053990966505641 0.754674794878340
2 0.053990966513106 0.008251732630526
3 0.053990966513140 0.004809347364798
4 0.053990966513107 0.008151118668920
5 0.053990966513113 0.007554373793184
10 0.053990966512662 0.052618326362719
20 0.053990966513206 0.001791622405989
50 0.053990966513090 0.009855311011719
100 0.053990966513142 0.004583833312921

Le tableau 4.1 montre qu’aprés seulement une itération 10 bonnes décimales ont été
obtenues. Aprés une autre itération, on obtient deux autres bonnes décimales. Ensuite,
le gain semble négligeable. Donc, pour la suite, ¥ = 2 sera utilisé. Dans la prochaine
section, nous allons comparer les deux méthodes.

4.3 Comparaison des méthodes

Comme exemple de comparaison, nous allons regarder la densité du premier temps de
passage 4 la barriére 11(1.02)* d’un mouvement brownien standard débutant & ¢g = 0 et

zo = 10. Ce qui revient au méme que de regarder la densité du premier temps de passage




49

4 la frontiére 1100(1.02)* d’un mouvement brownien avec volatilité o = 100 débutant &

to = 0 et ¢ = 1000. Cette frontiére représente alors le montant total d'un placement de

11008$ & un intérét de 2%. Cet exemple est intéressant lorqu’on se demande si on devrait

placer notre argent & risque ou non.

Pour V'algorithme DNPR, un pas de discrétisation de 1073 a été utilisé. Ce dernier a

convergé en 821.89 secondes.

Pour D’algorithme de Durbin, un pas de discrétisation de 10~2 a aussi été utilisé. De

plus, 1000 itérations ont été effectuées pour estimer les intégrales (4.5) par Monte Carlo.

L’algorithme a convergé en 229.21 secondes, il est donc au moins 3.5 fois plus rapide

que celui de DNPR.

Tableau 4.2 Densité du premier temps de passage & la barriere 11(1.02)*

t g(t) bornes de 'erreur p(t) bornes de l'erreur
(DNPR) pour DNPR (Durbin) pour Durbin
0.2 | 0.292912566715552 2.6288x10~° 0.292938862707296 | 2.6298x10~12
0.4 | 0.359502258825788 3.5192x1075 0.359540189233436 |  3.7504x10~12
0.6 | 0.295188993776138 2.8437x107° 0.295224065456903 | 4.6277x10~12
0.8 | 0.234797575683002 2.1671x1073 0.234819445975382 |  5.3853x 10712
1.0 | 0.189272086474555 1.8642x10-° 0.189270558163733 | 6.0706x 1012
1.5 | 0.119893600704894 1.3240x 1073 0.119830560314722 |  7.5803x10~12
2.0 | 0.083321307228794 1.5391x 105 0.083177705604467 | 8.9309% 10712
2.5 | 0.061661071233042 1.7220x 1073 0.061451630936828 | 1.0183x10~
3.0 | 0.047682500258086 1.8851x10~5 0.047368827595750 | 1.1381x10~1!
4.0 | 0.031158118218828 2.1633x10~% 0.030668536640198 | 1.3673x 10~
5.0 | 0.022008707321616 2.3972x105 0.021349123352643 |  7.9466x10~!!

A la vue du tableau 4.2, on remarque que l’algorithme de Durbin est beaucoup plus

précis. Par contre, I'algorithme de Durbin se complexifie beaucoup lorsqu’on cesse d’étre

en présence d’un mouvement brownien tandis que la méthode DNPR est tout aussi

simple pour tout processus gaussien et markovien.







CONCLUSION

Dans ce mémoire, la méthode DNPR a été étudié en profondeur.

Premiérement, les détails de plusieurs preuves de (Di Nardo et al., 2001) ont été faits.
Les cas du mouvement brownien et du processus d’Ornstein-Uhlenbeck ont été traités
en exemple pour une frontiére de la forme S(t) = m(t) + d1h1(t) + daha(t). Ensuite, une

méthode basée sur des propriétés de symétrie qui permet de résoudre la question pour
les barrieres du type S(t,%0) = u(t) — %@ﬁ) In(c), ¢> 0 a été vu.

Deuxiémement, deux exemples ol le théoréme des propriétés de symétrie peut étre
utilisé ont été étudiés, soit pour calculer la valeur d’une option & barriére et en gestion

de portefeuille.
Finalement, Defficacité des algorithmes de DNPR, et de Durbin ont été comparée.

La méthode DNPR permet de calculer explicitement la densité du premier temps de
passage pour certains cas qui n’avaient pas été résolus. Par exemple, (Daniels, 1996)
avait proposé une méthode pour le mouvement brownien et un ensemble de frontieres.
Ici, DNPR proposent une formule explicite pour les processus gaussiens et markoviens
et un ensemble de frontidres qui généralise celles de Daniels. Il serait intéressant de

regarder si cette méthode peut se généraliser pour toute frontiere.






APPENDICE A

PROGRAMME MATLAB

Voici les commandes utilisées dans MatLab 7.10.0 pour générer les résultats du chapitre

4.

A.l1 Méthode DNPR

D’abord, voyons ’algorithme pour la méthode DNPR.

Pour commencer, on définit les 3 termes qui définissent un processus gaussien et marko-
vien dans I’article de (Di Nardo et al., 2001), hy(t), ho(t) et m(t). Ici, les simulations

sont effectuées pour un mouvement brownien avec y = 0 et o = 100.

function [b] = hi(t)
b=t;
end
function [bl = h2(t)

b=ones(1,length(t))*10000;

end

function [b] = m(t)
b=zeros(1,length(t));

end
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Ensuite, on définit la barriere & atteindre S(t).

function [b] = S(t)
r=0.02;

obj=1100;
b=obj*(1+r)"t;

end

Puis, on définit les densités de transition f(z,t|zo, o), f(S(t),|S(7),T) et les fonctions
U(z, t|zo, to) et U(S(t),t|S(r), 7).

function [b] = £(t,x0,t0)
E=m(t)+(h2(t)/h2(£0))*(x0-m(t0));
var=h2(t)*(h1(t)-h2(t)*h1(t0)/h2(£0));

b=(1/sqrt (2*pi*var))*exp(-(1/2)*(S(t)-E)~2/(var));

end

function [b] = ftau(t,tau)
E=m(t)+(h2(t)/h2(tau) ) *(S(tau)-m(tan));
var=h2(t)*(h1(t)-h2(t)*h1(tau) /h2(tau));
b=(1/sqrt (2*pi*var) ) *exp(-(1/2)*(S(t)-E)"2/(var));

end

function [b] = Psi(t,x0,t0)
b=(1100%(1.02°t) *Log (1.02)+(~S (£)+x0)/ (t-t0)) *£ (t,x0,t0) /2;

end

function [b] = Psitau(t,tau)

b=(1100%(1.02"t)*Log(1.02)+(~-S(t)+S(tau))/(t~tau) ) *ftau(t,tau)/2;

end
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Maintenant que toutes les fonctions nécessaires sont bien définies, on peut faire les

simulations.

tic

p=0.001; % pas de discrétisation
T=5; % temps final

t=[p:p:T];

x0=1000;

t0=0;

N=T/p;

k=1:1:N;

w=zeros (N,N-1);

Tl W

for k=2:N
for j=1:(k-1)

if ((mod (k,2)==0) && (mod(j,2)==1))
wik,j)=4/3;

elseif ((mod(k,2)==0) &% (mod(j,2)==0))
w(k,j)=2/3;

elseif ((mod(k,2)==1) && (mod(j,2)==1) && (j<=k-4))

w(k,j)=4/3;
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elseif ((mod(k,2)==1) && (mod(j,2)==0) && (j<=k-4))
w(k,j)=2/3;

elseif ((mod(k,2)==1) && (j==k-3))
w(k,j)=17/24;

elseif ((mod(k,2)==1) &% (j==k-2))
w(k,j)=9/8;

elseif ((mod(k,2)==1) && (j==k-1))
w(k,j)=9/8;

else

w(k,j)=0;
end
end
end

g=zeros (1 N length (t) ) 5

g (1)=-2%Psi(t(1),x0,t0);

for j=1:(k-1)

s=s+ w(k,j)*g(j)*Psitau (tO+k*p, tO+j*p) ;

end



g (k) =-24Psi (t0+k*p,x0, t0)+2%p*s;

end

toc

Calcul de la borne maximale.

=O;

for j=1:N
for k=(j+1):N

temp=abs (Psitau(t0+k*p,t0+j*p));

if (temp>M)
M=temp;

end

end

end

taul=0;
tau2=0;

sup=0;
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k=5000; %% a faire varier

for i=1:100000

taul=k*p*rand(1);

tau2=taul+rand (1)*2*p/3;

if (tau2<(k*p))

y=abs (g(ceil(taul/p))*Psitau(k*p,taul)-g(ceil (tau2/p))*Psitau(k*p,tau));

if (y>sup)
Sup=y;

end

end

i=i+l;

end

%% Borne maximale :

del=2*N*p*exp (8*Mxk+*p/3) *sup



A.2 Méthode de Durbin

Création de la fonction pour la borne & atteindre.

function [ a ] = a(t)
r=0.02;

obj=11;
a=obj*(1+r)~t-10;

end

Définition des fonctions f(blc) et f(2)

function [ fs ] = fs(b,c)
fs=(2%pi*b*(1-b/c)) " (-1/2) *exp(-.5*(a(b)-a(c) #b/c) "2/ (b*x(1-b/c)));

end

function [ £ 1 = £(t)

n=length(t);

g=(2*pi*t(n)) "~ (-1/2)*exp(-.5%(a(t(n)))"2);

f=fs(t(1),t(n))*g;

if n>=3

for i=2:(n-1)
f=f*fs(t(i),t(i-1));

end

end

if n==1

f=(2xpixt)~(-1/2)*exp(-(.5*(a(t))"2)/t);
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end

end

Définition de g;(t).

function [int] = qi(t,n)
h=0.000001;
ap=(a(t+h)~a(t-h))/(2*h);
int=(a(t)/t-ap)*f(t);

end

function [int] = q2(t,n)
h=0.000001;
apO=(a(t+h)-a(t-h))/(2*h);

for i=1:n

s(1)=t*rand;

ap(1)=(a(s(1)+h)-max(a(s(1)-h),0))/(2%h);

g=(a(s(1))/s(1)-ap(1));
p=((alt)-a(s(1)))/(t-s(1))-ap0);

tot (i)=q*p*f([s,t]);
"xt"2/2

end

int=sum(tot)*t/n;

end

function [int] = qj(t,j,n)



h=.000001;
apO=(a(t+h)-a(t~h))/(2+h);
s=zeros(1,j~1);
ap=zeros(1,j-1);

w=zeros (1,n);

for i=1:n

s(1)=t*rand;

if (j>=3)
for k=2:(j-1)

s (k)=s(k-1)*rand;
end
end
h=min(s(j-1),.00001);
ap(1)=(a(s(1)+h)-a(s(1)-h))/(2%h);
for k=2:(j-1)
ap(k)=(a(s(k)+h)-a(s(k)-h))/(2%h);

end

qd)=(a(s(j-1))/s(j-1)-ap(j-1));

p=((a(t)-a(s(1)))/(t-s(1))-ap0);

for 1=2:(j-1)
p=p*((a(s(1-1))-a(s(1)))/(s(1-1)-s(1))-ap(1-1));

end

tot (1)=q(i)*p*f([s,t]);
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end

int (1)=sum(tot)*t~(j-1)/(factorial(j-1)*n);

end

Définition de p(t).

function [pl = pk(t,k,n)
if k==1

p=qi(t,n);
elseif k==

p=qi(t,n)-q2(t,n);

else
p=ql(t,n)-q2(t,n);
for i=3:k
p=p+ ((=1)°(1-1)Iwmqf By )
end

end

end
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