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RESUME

Comme enseignante au secondaire, j’ai toujours attaché de I’importance a la
compréhension des concepts abstraits et au sens que 1’éleve peut donner a ce qu’il apprend.
J’ai voulu aller explorer la factorisation en algebre, car elle cause souvent des difficultés chez
les éléves. Une avenue intéressante pour 1’enseignement de la factorisation est, selon moi,
I'utilisation de représentations visuelles, comme la méthode du rectangle. Cette méthode
permet de représenter 1’expression. & factoriser comme des aires de rectangles dont il faut
trouver les mesures des cotés. En effet, dans I’Histoire, plusieurs mathématiciens ont utilisé
des représentations visuelles pour factoriser des expressions algébriques. Les recherches sur
le sujet m’ont amenée a distinguer cinq habiletés & développer autour de la factorisation:
I’habileté a savoir reconnaitre la forme de factorisation a utiliser selon 1’expression
algébrique, I’habileté a reconnaitre des formes équivalentes, a reconnaitre des formes qui ne
se factorisent pas, a représenter visuellement une expression algébrique et a faire le lien entre
la démarche algébrique et la représentation visuelle. De plus, ces recherches soulignent
I’importance du role de I’enseignant. Je fais donc une étude de cas auprés d’une enseignante
qui intégre des activités sur la factorisation construites par la chercheure et utilisant les
représentations visuelles. Pour mieux comprendre comment 1’enseignante s’approprie les
représentations et les utilise pour développer des habiletés importantes chez ses éléves, je
vais me concentrer pour I’analyse sur quelques composantes de I’intervention éducative : la
composante  épistémologique, didactique/cognitive et double dimension
médiatrice/médiative. Les résultats principaux de cette étude montrent que 1’enseignante
s’approprie les représentations visuelles dés le premier cours. Elle les utilise a différents
moments qui n’étaient pas prévus dans les discussions avec la chercheure, ce qui améne a
distinguer trois réles pour les représentations visuelles : donner du sens, contrer des erreurs et
servir de réinvestissement a long terme. Un autre résultat important tourne autour des
habiletés liées a la factorisation. L’expérimentation permet de mieux saisir ces habiletés.

Mots clés : Factorisation, représentation visuelle, pratique enseignante



INTRODUCTION

Mon expérience d’enseignante au secondaire est & 1’origine de mon questionnement
autour de la factorisation en algébre, concept qui cause des difficultés chez plusieurs éléves.
Dans les manuels scolaires est présenté ce qu’ils appellent la méthode du rectangle qui mise
d’aprés moi, sur la compréhension chez les éléves de cette notion mathématique. Dans cette
méthode, chaque terme qui compose une expression algébrique (que 1’on veut factoriser) est
représenté par 1’aire d’un rectangle. Il s’agit pour factoriser d’assembler les différents
morceaux en un seul rectangle (d’un seul tenant). L’expression factorisée sera alors traduite
par le produit des cotés du rectangle obtenu. L’enseignant a un role primordial dans la
compréhension d’un concept chez les éléves. Dans ce travail, je m’intéresse a la pratique
enseignante, plus particuliérement & une enseignante qui n’utilisait pas les représentations
visuelles dans son enseignement de la factorisation. Je vais m’attarder a ’appropriation par
une enseignante des représentations visuelles dans 1’enseignement de la factorisation, plus

particuliérement & la méthode du rectangle.

Le chapitre I présente 1’origine de mon questionnement 1ié 2 mon expérience comme
enseignante autour de la factorisation et explicite I’importance de ce concept dans le
programme de formation de 1’école québécoise. Différentes recherches relevent des
difficultés des éléves en lien avec la factorisation et rapportent des résultats autour de deux
approches d’enseignement, 1’utilisation de la calculatrice symbolique et la manipulation de
matériel comme les tuiles algébriques. Je m’intéresse a une approche différente, 1’utilisation
de représentations visuelles dessinées (la méthode du rectangle). Les recherches soulignent
I’importance de 1’enseignant pour I’apprentissage de la factorisation par exemple pour faire le
lien entre une démarche visuelle et algébrique. Les deux objectifs de I’expérimentation sont
d’analyser les pratiques enseignantes autour de I’utilisation de la méthode du rectangle dans

I’enseignement de la factorisation dans les classes de mathématiques du secondaire et de




dégager la place et le réle qu’occupent les représentations visuelles dans les pratiques

enseignantes portant sur la factorisation

Au chapitre 11, le cadre théorique est élaboré d’une part sur le concept de factorisation.
Une incursion dans 1’histoire montre que la factorisation a souvent été accompagnée de
représentations visuelles. Différentes recherches m’ont amené & distinguer cing habiletés a
développer chez les éleves pour travailler le concept de factorisation. D’autre part, un cadre
d’analyse est explicit¢é pour permettre d’analyser la pratique enseignante. Différentes
composantes de ce que Lenoir (2009) nomme I’intervention éducative ont été plus
particuliérement ciblées dans cette étude, la composante épistémologique, la composante
didactique (aussi nommée cognitive par Robert et Rogalski, 2002) et la double dimension

médiatrice (ou médiative, Robert et Rogalski, 2002).

L’enseignante qui s’est montrée volontaire pour participer a cette recherche a une
grande expérience au deuxiéme cycle du secondaire. Cependant, celle-ci n’utilisait pas les
représentations visuelles dans son enseignement. L’objectif a donc été revu en termes
d’appropriation par une enseignante des représentations visuelles sur la factorisation. Des
situations autour de ce concept et impliquant des représentations visuelles dessinées ont été
élaborées. Elles ont été expérimentées avec cette enseignante chez des éléves de la séquence
sciences naturelles (SN) en deuxiéme année du deuxiéme cycle du secondaire. Dans le
chapitre III, la méthodologie privilégiée, 1’étude de cas, est explicitée. Les situations
impliquant 1’utilisation de représentations visuelles ont été baties selon une ingénierie
didactique et leur analyse a priori est présentée. Dans ce chapitre sont également décrits les

instruments de collecte de données et le cadre d’analyse qui va guider mon étude.

Dans le chapitre IV sont conduites plusieurs analyses, les notes de cours de
I’enseignante, deux entrevues menées avec cette derni¢re (une avant et l’autre apres
I’expérimentation) et 1’analyse de deux séances en classe bien ciblées. Cette analyse tient
compte a la fois des composantes épistémologique, didactique/cognitive et double dimension
médiatrice/médiative de |’intervention éducative et du cadre de référence élaboré autour des
habiletés dans la factorisation. De plus la place, le réle et 1’appropriation des représentations

visuelles par I’enseignante sont décrits.



Au dernier chapitre, une lecture transversale de 1’analyse menée au chapitré précédent
permet de dégager de la pratique de I’enseignante des fagons de travailler les habiletés a
développer chez les éléves autour de la factorisation et de discuter autour de 1’appropriation
des feprésentations visuelles par 1’enseignante. Cette analyse permettra ainsi de revenir sur

les objectifs de cette recherche.




CHAPITRE ]

PROBLEMATIQUE

1.1 Origine de mon questionnement de départ

Comme enseignante au deuxiéme cycle du secondaire, j’ai pu remarquer que plusieurs
éleves ressentent des difficultés quand on leur demande de factoriser, certaines erreurs étant
plus reliées a la manipulation algébrique alors que d’autres se situent au niveau de la
compréhension méme du concept et de son utilité. Factoriser un polyndme exige plusieurs
manipulations algébriques qui sont source d’erreurs chez les éléves. Certains éléves ont
également de la difficulté a trouver le plus grand facteur commun dans une expression
algébrique. Par exemple dans I’expression I2x + 30y, les éléves identifient parfois 2 comme
plus grand facteur commun de 12 et 30, au lieu de 6. Lors de certaines mises en évidence
double, des éléves ne reconnaissent pas un bindme comme pouvant étre le plus grand facteur
commun. Par exemple, si on demande de factoriser x(2x+3) + 2y(2x+3), des éleves ne
verront pas que (2x+3) est le facteur commun. De plus, 1 n’est pas toujours pergu comme un
carré, ainsi devant I’expression (x* -1) les éléves diront ne pas pouvoir factoriser comme suit
(x-1)(x+1). Dans le méme ordre d’idées, certains éléves ont de la difficulté a percevoir qu’un
nombre qui n’est pas un carré parfait peut s’exprimer sous la forme d’un radical. Par

exemple, devant I’expression algébrique 4x> — 13, les éléves auront de la difficulté 2

factoriser comme suit (2x —v13)(2x ++13) | 413 n’étant pas un entier naturel. Les éléves
ressentent également des difficultés quand il faut ajouter une constante lors de la factorisation

d’un trinéme carré parfait. Par exemple, pour pouvoir factoriser le trindme x* + 6x + 7 il faut



ajouter une constante (qu'on soustrait pour garder [’égalité), ainsi on a:

X +6x+9-9+7=(x+3)? 2= (x+3—-+2)(x +3+2).

Une erreur classique a laquelle je me vois confrontée année aprés année est la
suivante : (a+b)’ = a’+b°. Dans certains guides de I’enseignant, une piste de solution est
amenée pour aider les €léves dans la factorisation, ce qu’ils appellent le modéle du rectangle :
Conceptions

Ecrire (a + b)’ = a’ + b” ou (a — b)* = o’ — b’ constitue I’une des erreurs les plus
courantes et récurrentes chez les éléves en algebre. Ils ont tendance a transférer
d’une fagon exclusive la propriété du carré d’un produit (ab)’ = a’b’, au carré
d’une somme ou au carré d’une différence. Il importe donc d’attirer leur attention
sur ce fait. Le modéle du rectangle permet de donner un sens a 1’expression (a +
b)? et peut fournir aux éléves une image mentale qui les aidera a se rappeler que
(a + b)’ est plus grand que ou égal a a° + b’ (les expressions sont égales
seulement si ab=0). (Boucher et al., guide de I’enseignant, 2010, p.71, c¢’est moi
qui souligne).

La méthode du rectangle consiste a la construction d’un support visuel permettant aux
éléves de se créer une image mentale. Ainsi, factoriser revient a trouver les dimensions d’un
rectangle, 1’aire de ce demier étant donnée. Par exemple, D’expression algébrique
10x*+5xy+4x+2y représente ’aire de quatre rectangles que 1’on dispose comme suit pour
obtenir un grand rectangle. L.’aire de ce rectangle peut également s’écrire (2+5x) (2x+y), qui

est la forme factorisée de 1’expression algébrique.

-~ 4x ' 2y
10x? Sxy
s
s 5

Figure 1.1 Une illustration de la méthode du rectangle.

Cette méthode utilisant la géométrie pour illustrer I’algébre semble avoir été utilisée
dans I’histoire. En effet, plusieurs manuels du secondaire présentent des mathématiciens qui

ont utilisé cette visualisation. Ainsi, Al-Khawarizmi est cité dans plusieurs manuels



(Intersection, 2009; Visi-on, 2009) parce qu’il faisait référence a la complétion de carré et a la

résolution d’équation du deuxiéme degré'.

De plus, j’ai aussi remarqué que les éleves avaient de la difficulté avec le concept
méme de factorisation. Ils demandent souvent pourquoi on apprend a factoriser et dans
quelles situations cela peut étre utile. La question revient souvent chez les éléves : « A quoi
va me servir de savoir factoriser un trindme? Et la complétion de carré? » Comme le relévent
Bednarz et Janvier (1992), les éléves ne voient pas toujours la pertinence de 1’algébre, méme
s’ils sont capables de I’utiliser hors contexte. Elles partent du constat que l’algébre est
introduite par des manipulations algébriques, ce qui amene de nombreuses difficultés chez les
éleves qu’elles ont recensées.

L’apprentissage y est seulement formel, jamais fonctionnel et la signification, le
contrdle, la validation y sont a toutes fins pratiques absents. Cet apprentissage qui
consiste a vouloir maitriser un outil symbolique qui fonctionne a vide conduit, nous
I’avons vu, au fait que les éléves s’alignent sur un maniement formel, lui donnant
alors toutes sortes d’interprétations. Ils ne voient pas la pertinence de cet outil et ne
sont pas a méme de 'utiliser lorsque nécessaire (il s’agit pour eux d’un outil non
fonctionnel). (Bednarz et Janvier, 1992, p.18)

Comme enseignante au secondaire et connaissant les difficultés des éleéves autour de la
factorisation, je me questionne sur le role et la place des représentations visuelles et sur les
interventions possibles de I’enseignant. C’est donc la pratique enseignante qui m’intéresse.
Avant d’aller regarder la pratique enseignante de plus prés, je me suis intéressée a ce qui a
déja été fait au sujet de la factorisation en algébre, & ce que demande le programme, et a

plusieurs interventions qui ont déja été faites autour de 1’enseignement de la factorisation.

! Ce point sera traité dans le cadre théorique au point 2.2



1.2 Difficultés autour de la factorisation relevées par la recherche

On peut regrouper les difficultés ressenties par les éléves en factorisation en trois
catégories pertinentes pour notre présente recherche. D’abord, il y a des difficultés liées a la
manipulation algébrique (Matz, 1982; Bednarz et Janvier, 1992). Il y a ensuite des difficultés
reliées au sens accordé au symbolisme (Bednarz et Janvier, 1992) et finalement des
difficultés reliées a la non reconnaissance des formes équivalentes (Matz, 1982; Ball, Pierce

et Stacey, 2003).

1.2.1 Des difficultés liées a la manipulation algébrique

Les difficultés entourant la manipulation algébrique sont largement documentées
(Bednarz et Janvier, 1992; Booth, 1984; Matz, 1982). Pour ne pas alourdir le texte, je ne
m’attarderai a expliciter que quelques-unes de ces difficultés, préférant me concentrer sur les

difficultés reliées au sens et a la reconnaissance de formes équivalentes.

Matz (1982) reléve des erreurs chez les él¢ves du type 2x + 3y = 5xy ou 2y (3y) = 6y.
Connaitre les bonnes propriétés algébriques et les comprendre est essentiel ultérieurement a
la réussite de problémes de factorisation. Parfois, les éléves font des erreurs dans la
distributivité, ils oublient des termes ou oublient de multiplier certains termes. Par exemple,
un éléve peut écrire 2(2x +1) = 4x + I au lieu de 4x + 2. Le signe moins peut amener des
erreurs comme dans 1’exemple suivant : -2(x + 4) = -2x + & au lieu de -2x -8. Comme
mentionné au point 1.1 et aussi constaté par Damboise (2007), les éléves font souvent 1’erreur
d’écrire (a+b)’ = a® + b’, ces expressions n’étant pas équivalentes. Les éléves distribuent la

puissance a I’intérieur de la parenthése au lieu de développer 1’expression.

1.2.2 Des erreurs reliées au sens accordé au symbolisme

Certains chercheurs (Bednarz et Janvier, 1992; Matz, 1982) ont répertorié des
difficultés reliées a la signification accordée aux lettres ou aux notations algébriques. Ainsi,
des éléves associent les lettres en algébre a des objets concrets au lieu de les associer a un

nombre (Bednarz et Janvier, 1992). Booth (1984) donne I’exemple d’un éléve qui affirme



que la variable « y » pourrait étre un yacht, un yaourt ou un objet débutant par « y ». Comme
le sens accordé au symbolisme est A la base de la compréhension, ces difficultés vont avoir

des conséquences tout au long de 1’apprentissage de 1’algébre.

De plus, Matz (1982, p. 45) souligne qu’arriver a un résultat numérique est une finalité
pour 1’éléve tandis qu’un résultat algébrique est moins évident & interpréter. Bednarz et
Janvier vont dans ce méme sens, certains éléves eonsidérant qu’une expression numérique
constituée d’au moins deux termes n’est pas terminée :

Pour beaucoup d’éleéves, une expression telle que x + 4 en algebre est
considérée comme une expression «non achevée». Ils trouvent en effet
difficile, et ceci en accord avec les conceptions qu’ils ont développées des
opérations en arithmétique, de considérer dans cette expression un résultat
(Bednarz et Janvier, 1992, p.12).

Finalement, devant un probléme arithmétique mis en contexte, la plupart des éléves du
deuxiéme cycle vont étre a 1’aise. Par contre, si on transforme ce méme probleme avec des
données algébriques, il en est tout autrement. Il peut étre difficile pour un él¢ve de faire la
transposition entre le mode numérique et le mode algébrique pour résoudre un probleme
concret. Damboise (2007) donne I’exemple de 1’aire d’un rectangle. L’€léve sait tres bien
comment trouver les c6tés d’un rectangle si on donne 1’aire sous forme numérique, mais si
1’aire est représentée par une expression algébrique, ils ne savent pas comment s’y prendre. 11

peut étre difficile pour 1’éléve de voir que les symboles algébriques représentent 1’aire ou les

cotés d’un rectangle.

1.2.3 Des difficultés reliées a la non reconnaissance des formes équivalentes

Matz (1982) souligne que la factorisation est intimement reliée a la distributivité, le
signe d’égalité étant un signe de relation bidirectionnelle. En effet, en algebre, on peut

développer une expression algébrique pour trouver son expression équivalente :
2x(3x+4) =6x” +8x, le processus inverse étant la factorisation. On cherche alors a

décomposer une expression algébrique en facteurs : x? + 5x + 4 = (x+4) (x +1).



Développer

y

5(x + 3) 5x + 15

%

Factoriser

Figure 1.2 La relation bidirectionnelle entre développement et factorisation.

Matz a constaté que les éleéves ont de la difficulté & percevoir ce caractére réciproque
du développement par rapport a la factorisation de polynémes. En arithmétique, le processus
de résolution d’un probléme est souvent unidirectionnel contrairement au processus
algébrique qui peut aller dans les deux sens. Matz souligne que méme si 1’égalité est une
relation symétrique, 1’éléve ne pergoit souvent pas cette symétrie.

This style of reasoning operates backwards from the answer template, relying

the bi-directional view of the equals sign to connect the process of factoring

with the process of expanding (or multiplying out). The bi-directionality of

algebraic process injects a flexibility into algebraic problem-solving which, in

the eyes of some students makes the activity more complicated. (Matz, 1982,

p.44)

La factorisation est ainsi reliée a la reconnaissance de formes équivalentes d’une
expression algébrique, I'une développée et I’autre factorisée, ce qui est une difficulté chez les
éléves. A cet effet, Ball, Pierce et Stacey (2003) insistent sur I’importance de reconnaitre des
expressions équivalentes. C’est une habileté importante en mathématique qui cause des
difficultés aux éléves. Ces chercheurs ont bati une activité avec la calculatrice symbolique
pour mesurer I’habileté des éléves & reconnaitre des expressions algébriques équivalentes.
Les éléves avaient a décider si deux expressions algébriques étaient équivalentes en s’aidant
de la calculatrice. Ils explicitent que la calculatrice symbolique s’est avérée un bon outil pour

les éléves, car elle permet de transformer des expressions algébriques de la forme factorisée a

la forme développée et inversement.

Guin et Trouche (1999) vont dans le méme sens. Ils ont eux aussi cherché a voir le

potentiel de la calculatrice symbolique dans 1’apprentissage de 1’algébre. Ils ont noté des
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difficultés des éléves a différencier les formes factorisées et développées suite & une
mauvaise utilisation des commandes « expand » et « factor » de la calculatrice symbolique.
Dans leur étude, ils font remarquer qu’une utilisation correcte nécessite une compréhension
conceptuelle de ces fonctions, ce qui n’est pas toujours le cas et peut entrainer des erreurs de
manipulation. Certains éléves abandonnaient 1’idée de comprendre la commande a employer
et utilisaient alors arbitrairement une commande ou transcrivaient le résultat de la calculatrice

sans se poser de questions sur I’équivalence des expressions.

Ces chercheurs ont étudié la factorisation et 1’équivalence d’expressions aupres des
éléves en utilisant la calculatrice symbolique. La calculatrice peut étre un outil pour travailler
cette habileté des éléves qui est importante. A ce stade de notre réflexion, nous voudrions
montrer I’importance de s’attarder a la factorisation en algébre et & I’équivalence entre des

expressions qui causent des difficultés chez les éléves.

1.3 Importance de la factorisation

La factorisation en algebre est un concept important dans le cheminement d’un éleéve.
La section suivante montre qu’elle occupe une place importante dans le programme de

formation et qu’elle est primordial dans le développement de concepts mathématiques.

1.3.1 La factorisation dans le programme de formation

La factorisation de polynémes est une partie importante dans le programme de
mathématiques au deuxié¢me cycle du secondaire (MELS, 2007). Elle constitue souvent un
chapitre complet dans les manuels scolaires et est une partie qui différencie le programme
enrichi du programme régulier. Le programme de formation actuel de 1’école québécoise
place la multiplication d’expressions algébriques, la division de polynomes et la factorisation
de polyndmes dans les processus a acquérir, a la deuxi¢me année du deuxi¢me cycle
(secondaire 4) dans la voie Sciences Naturelles et a la deuxiéme et troisiéme année

(secondaires 4-5) dans la voie Tecnico-Sciences. Auparavant, tous les él¢ves, a la premiére

année du deuxiéme cycle (secondaire 3), ont appris la mise en évidence simple en méme
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temps que la multiplication de deux bindmes. Des éleves de 15 & 17 ans au secondaire

travaillent donc des problémes de factorisation. On remarque aussi que le développement

d’expressions algébriques n’est pas nécessairement vu en méme temps que la factorisation.

Le tableau 1.1 montre une partie de la progression des apprentissages en algebre au

secondaire et résume bien les années ou sont vues la multiplication d’expressions

algébriques et la factorisation.

Tableau 1.1 Progression des apprentissages en algebre (MELS, 2007, p. 138)

1" et 2*

Algebre Rk
Expressions algébrigees: addition et soustsaction, ewltiplication et diwision par une constaste, X -
mauttiplication de mondmes
Exprassions algshriques » multipfication (egeé « %) o dvision Tun palynéme par us mondme
Expeessions algbeiques: maltiplication et division d'un polynoma par un bindme {avec ou sans reste)
NOUE | LORpeSSiOn: (IONTGR (Y3100 TR CHiOUIR X axeassion: 2kRoones 3 ke, B TS, Ia sechirche sy
oonindien cvuTEn B 1'aiin oo ce supressions rabonneles o8 Siite Bu o3 00 b ddenmibata o Fise et en
Fetph o Pt
Factadisation de polynimes {mise en éuvidence smple)
Factarisation de polinbmes fmise en dvidence duohled

¥ L 1™ et2"
Algehre {Suite) oy

Factorisation de tindmes 3 Faide des racines ¢ 4-=b o8t oy b—Fdac
de trinfmes a Fa racines :g___‘% ety =
Identités alyéhriques du second dage {uindme o parbit et différence de deux canés)
Compdition dy caré ffaciosisation et passage entre différentes forrmes d'éotture)

ST TS SN

3
m B LN T 5
sed. 5. S0 SeC.  SeL. S8l

X
X X
X
X X
€sT TS SN
3

o A 5 B 2 4 g9

seC. sef.  SeC. SeC.  3eC.  sel

X X
X X
X X

Dans le tableau ci-dessous le programme spécifie les concepts et processus a acquérir

en arithmétique et en algébre. J’ai souligné les éléments liés a la factorisation :
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Sens du nombre réel, des expressions algébriques et des liens de

dépendance
Concepts de la 2e
- Processus
année du cycle
— Expression — Manipulation d’expressions algébriques
algébrique
» Multiplication d’expressions algébriques
* Identité |
algébrique (du second * Division de polynémes (avec ou sans reste) |
degré)

« Factorisation de polynémes

« Equation et
inéquation du second * Développement, réduction ou substitution
degré d’expressions a ’aide d’identités algébriques

remarquables

a une variable ou
deux variables » Résolution d’équations et d’inéquations du
premier et du second degré a une ou deux variables,
selon le contexte : algébriquement ou graphiquement

Tableau 1.2 Concepts et processus en algebre (MELS, 2007, p. 104)
1.3.2 La factorisation comme outil au service d’autres concepts

La factorisation est un concept préalable a la résolution d’équations du deuxiéme degré
A une inconnue. En effet, dans le manuel Intersection (Boucher et al., 2009), 1a derniére partie
du chapitre sur la factorisation est consacrée a la résolution d’équations quadratiques®. Les
auteurs présentent deux fagons de résoudre ce type d’équation : par factorisation (produit et
somme) ou par complétion de carré. Dans la présentation du manuel, la complétion de carré
n’apparait pas comme une méthode de factorisation, ce qui me questionne. On sent ici que ce

sont deux choses différentes alors qu’elles sont en fait reliées.

La factorisation est aussi un préalable a 1’étude des fonctions quadratiques. L’éléve
doit connaitre les trois formes de la régle d’une fonction quadratique : la forme générale, la

forme canonique et la forme factorisée. Il doit utiliser la factorisation pour passer par

? Historiquement la factorisation était utilisée pour résoudre des équations (voir section 2.2)
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exemple de la forme générale a la forme factorisée. Cette forme est utile notamment pour
connaitre les zéros de la fonction. Toujours dans le manuel Intersection (Boucher et al.,
2009), on retrouve un tableau expliquant les étapes a suivre pour passer de la forme générale

a la forme factorisée.

Tableau 1.3 Passage de la forme générale a la forme factorisée (Boucher et al., 2009,

p. 156)
f(x) = 2x? 4x -30
Démarche
1. Mettre le a en évidence ' f(x) = 2(x2-2x-15)

2. Factoriser le trindme afin d’obtenir la

régle sous la forme factorisée. f(x) = 2(x+3)(x-5)

La factorisation permet également de simplifier des expressions algébriques, de
résoudre des systémes d’équations semi-linéaires et de trouver des valeurs inconnues dans

des problémes écrits.

Nous venons d’exposer I’ensemble des fonctions attribuées a la factorisation au
secondaire. Cet apergu a permis de constater le réle fondamental qu’occupe la factorisation
comme outil mathématique et comme concept a enseigner au secondaire. Vu 1’importance du
concept, des recherches ont déja été faites sur le sujet. Dans ces recherches, deux approches
autour de la factorisation peuvent étre discernées, 1’une reposant sur la calculatrice
symbolique et I’autre centrée sur les tuiles algébriques. Ces recherches visent & pallier aux

difficultés ressenties par les éléves autour de la factorisation.
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1.4 Recherches réalisées autour de la factorisation

1.4.1 Recherches développées autour de I’utilisation de la calculatrice symbolique

Dans son mémoire de maitrise, Damboise (2007) part d’un constat de difficultés des
éléves autour de la compréhension de ce qu’est un facteur en mode algébrique, alors que ce
concept est clairement compris dans le mode numérique. Elle y voit un blocage empéchant
I’éléve de faire la transposition entre ce qu’il voit de fagon numérique et ce qui est vu de
fagon algébrique. Elle reléve également des difficultés des éléves au niveau des problémes
écrits liés a la factorisation. Elle donne l’exg:mple de la recherche des c6tés d’un rectangle
quand D’aire de celui-ci est donnée. Les éléves réussissent bien dans un mode numérique,
mais ne font pas le lien quand vient le temps de faire la méme chose en mode algébrique. Elle
a mis en place une expérimentation autour de la calculatrice pour pallier & ces difficultés. Elle
fait une étude comparative entre deux groupes ayant des difficultés en algebre, 1’un utilisant
la calculatrice symbolique et I’autre seulement le papier et le crayon. Dans le groupe utilisant
la calculatrice symbolique, elle pouvait par exemple donner I’expression 3x(7x+8) +2(7x+8)
et demander d’écrire la forme factorisée avec la commande « factor » et la forme développée
avec la commande « expand » de la calculatrice. Le groupe n’utilisant pas la calculatrice
devait faire ce méme travail avec papier-crayon. Ensuite quelques questions étaient posées
aux éléves : « Comment peux-tu décrire la forme factorisée d’une expression? » ou « Quelle
est la relation qui existe entre la forme factorisée et la forme développée? ». L’analyse des
résultats a démontré que le groupe utilisant la calculatrice symbolique s’était plus amélioré
que I’autre groupe dans les dimensions technique (utilisation des méthodes de factorisation)
et théorique (compréhension des concepts liés a la factorisation). La chercheure souligne que
la calculatrice dans ce groupe a ainsi été génératrice de formes exactes, a eu une fonction
vérificatrice et a été instigatrice de discussions. Ce sont ces trois fonctions qui, selon
I"auteure, ont donné confiance aux éléves en leurs réponses et qui les ont rendus plus
efficaces pour factoriser avec papier-crayon (dimension technique), mais qui ont aussi fait

émerger des discussions riches, et une sécurité qui a permis une analyse théorique des
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résultats obtenus (dimension théorique). La calculatrice symbolique semble donc étre un bon
outil pour I’apprentissage de la factorisation, mais il n’est pas toujours évident pour les
enseignants de s’en procurer pour toute la classe. Les éléves n’ont pas habituellement accés a

ce type de calculatrice.

Kieran et Drijvers (2006) ont aussi travaillé autour de !’utilisation de la calculatrice
symbolique en factorisation. Leur but était de comprendre de quelle fagon la pensée
algébrique et les techniques se développent chez les éléves travaillant dans un environnement
combinant la calculatrice symbolique et le papier-crayon. Ils ont expérimenté aupres d’éléves
la factorisation du polynéme x” -1 a 1’aide de la calculatrice. Ils voulaient non seulement faire
trouver aux éléves une forme générale pour la factorisation de x" — I, mais aussi les faire
réfléchir sur la factorisation compléte des expressions. Les tdches combinaient le travail avec
la calculatrice symbolique et le papier-crayon. L’idée était de confronter 1’éléve au résultat
obtenu par papier-crayon versus celui obtenu par la calculatrice. Cette confrontation a fait
évoluer les techniques de factorisation et les perceptions des éléves. Les éléves ont aussi pu
pousser plus loin leurs conjectures sur les développements de x” -1. Les allers-retours entre le
papier et la calculatrice symbolique ont permis d’approfondir la théorie chez les éléves.
Quand les éléves voyaient que leur résultat papier-crayon ne correspondait pas au résultat
donné par la calculatrice, ils tentaient de retrouver le résultat de la calculatrice avec une
méthode papier-crayon. Ils poussaient alors leur réflexion plus loin et amélioraient leur

technique. Par exemple, certains éléves donnaient la factorisation suivante :
x* —1=(x=1).(x* +x* + x+1) . Le résultat de la calculatrice avec la commande « factor »

étant plutét (x-1).(x+1).(x*+1), les éléves retournaient alors a leur factorisation pour faire une
mise en ¢évidence double avec le deuxiéme facteur. Cette réflexion n’aurait pas
nécessairement été faite sans la calculatrice symbolique. Kieran et Drijvers en arrivent a la

conclusion que :

La technique et la théorie émergent dans une interaction mutuelle. Les
observations dans les deux thémes ont montré comment les techniques ont fait
émerger des idées théoriques et dans ’autre sens, comment les réflexions
théoriques ont amené les éléves a développer et utiliser des techniques efficaces.
(Kieran et Drijvers, 2006, p. 256, ma traduction)
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Ainsi la calculatrice symbolique offre des avenues intéressantes pour l’ét'ude de la
factorisation. Cependant, il peut paraitre difficile pour certains enseignants ou certaines
écoles d’intégrer les calculatrices symboliques dans une classe ordinaire. D’autres chercheurs
se sont intéressés A exploiter 1’enseignement de la factorisation a travers 1’utilisation de tuiles

algébriques.

1.4.2 Recherches autour des tuiles algébriques en lien avec la factorisation

L’importance des représentations visuelles en lien avec la factorisation est mise de
I’avant par Radford (1996) quand il décrit le role de la géométrie dans le développement de
’algébre. 1l fait une revue de quelques liens historiques entre la géométrie et 1’émergence de
I’algébre. Radford y voit ensuite des implications pour I’enseignement. Il se pose des
questions sur le role de I’histoire dans I’enseignement de 1’algébre et une de ses questions

d’ouverture est :

Est-il & notre avantage de développer certains éléments de « découpage et

reconfiguration géométrique » [...] dans nos classes pour faciliter ’acquisition de

concepts algébriques de base? Est-ce que l’enseignement de procédures de

« découpage et reconfiguration » peut éveiller les éléves a la pensée analytique

requise dans I’apprentissage de 1’algébre? (Radford, 1996, p. 51, ma traduction)

Allant dans ce méme sens, Sharp (1995) a comparé deux classes du secondaire dans
I’apprentissage de la factorisation, ’'une d’elles ayant utilisé 1’approche traditionnelle et
’autre les tuiles algébriques. Aucune différence n’a été notée entre les résultats scolaires de
ces deux groupes d’éléves. Toutefois, elle a remarqué une évolution dans le comportement
des éléves face aux tuiles. Au début de I’expérimentation, les éléves faisaient une distinction
claire entre les tuiles et les mathématiques ce qui n’est plus le cas a la fin de la recherche, les
éléves utilisant alors les tuiles comme un outil leur permettant de résoudre des problémes.
Les propos des éléves autour des tuiles disparaissent au long de 1’étude pour faire face au

contenu mathématique, les tuiles servant comme support visuel a la résolution et a la

mathématisation.

Dans son mémoire de maitrise Hosson (1999) a cherché a cerner 1’apport de tuiles

algébriques comme matériel concret dans 1’apprentissage de 1’algébre et plus précisément, la
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multiplication et la division de polynémes. Dans son cadre théorique, Hosson note la
nécessité d’une vision historique pour montrer que le raisonnement géométrique est
omniprésent dans I’histoire de I’algebre. Son cadre conceptuel illustre que des manipulations
algébriques peuvent étre associées a des manipulations géométriques. Ainsi, on peut illustrer

le produit géométrique de (a + b)? de la fagon suivante :

a b
a a ab
b| ab b?

Figure 1.3 Représentation du carré d’un binéme tirée d’Hosson (1999, p. 30)

Dans son expérimentation, Hosson a utilisé les tuiles algébriques présentes dans les
manuels scolaires, qui s’apparentent aux représentations utilisées dans I’histoire, pour faire

un lien entre la géométrie et 1’algebre.
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(a)

(b) (¢)

xZ

(d)

Figure 1.11 Matériel utilisé pour I’expérimentation

Figure 1.4 Tuiles algébriques tirées d’Hosson (1999, p.32)

L’expérimentation de Hosson a consisté en quatre entrevues d’éléves de troisiéme
secondaire. La premiére partie de I’expérimentation concernait la multiplication de binémes
tandis que la deuxiéme traitait de la division de polyn6mes. Les résultats de ces entrevues
montrent que les éleves comprennent bien comment construire des rectangles avec les tuiles
algébriques quand on a des termes positifs. Par contre, en général, les éléves ne font pas le
lien entre les manipulations faites géométriquement et celles produites algébriquement. Ils
observent le résultat final mais ne font pas nécessairement attention par eux-mémes aux
étapes de construction qui permettent de donner du sens aux algorithmes de multiplication ou
de division de polynomes. Elle observe aussi que les manipulations sont trés variées d’un
éléve a 1’autre et que l’on arrive ainsi & des résultats différents et parfois complexes. Ces
réponses aménent cependant des discussions trés constructives sur 1’équivalence
d’expressions algébriques. Les €leves placent les tuiles différemment et il n’est pas évident
que toutes les réponses sont équivalentes. L’approche par tuiles algébriques semble aussi plus
efficace dans le cas de la division que pour la multiplication. En effet, certaines

manipulations géométriques dans la division correspondent directement aux manipulations
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faites algébriquement et aident donc quand vient le temps de diviser de fagon algébrique. Les
limites de I’approche par les tuiles algébriques se situent surtout dans la soustraction de
surfaces ou au niveau des aires négatives dans la multiplication. L’auteure fait donc quelques

recommandations quand elle propose d’intégrer les tuiles algébriques a 1’enseignement.

L’utilisation d’une telle approche [...] cesse d’étre pertinente quand on

propose des cas ou il faut soustraire une aire selon les deux dimensions du

rectangle. On obtient des expressions trop lourdes et il faut parfois faire

plusieurs calculs intermédiaires pour simplifier les expressions. Les éléves

sont alors concentrés sur les manipulations géométriques et ils oublient de

raisonner. [...] En fait, il faut s’arréter au moment ou 1’utilisation des tuiles

algébriques devient plus compliquée qu’apprendre les algorithmes de calcul.

(Hosson, 1999, p.167)

Hosson propose, a la fin de son mémoire, de déterminer les raisonnements des éléves
dans le cas de la factorisation de polyndmes. Ainsi, connaissant les avantages et les limites
des tuiles algébriques, il serait intéressant d’adapter cet outil pour [’utiliser dans
I’apprentissage de la factorisation. Une représentation visuelle est sans aucun doute un ajout
positif si elle reste simple et tend & disparaitre quand 1’éléve est plus a 1’aise avec le concept

et peut travailler davantage algébriquement.

Dans cette étude je m’intéresse a la fagon dont 1’enseignant utilise les représentations
visuelles pour I’enseignement de la factorisation, plus particuliérement a la méthode du

rectangle (voir section 1.1.).

1.5 Comparaison entre les tuiles algébriques et la méthode du rectangle

La méthode du rectangle est utilisée en arithmétique pour travailler la multiplication de
deux nombres. Englert et Sinicrope (1994) proposent ce modéle pour visualiser la
multiplication de deux nombres entre 10 et 100. Comme on peut le voir dans la figure 1.5, les
deux nombres représentent les c6tés d’un rectangle et leur multiplication correspond & 1’aire
de ce rectangle. On partage ces ctés pour avoir les unités et les dizaines séparément. Ensuite,
on calcule I’aire des quatre rectangles formés. Chacune des aires de ces rectangles peut étre

lie a une étape de 1’algorithme de multiplication que les €léves apprennent au primaire.



20

(f) Second multiplication of the tens digit

0 +9q

Figure 1.5 Représentation visuelle de la multiplication (Tirée d’Englert et Sinicrope, 1994,
p.448)

Les auteurs affirment que le temps investi dans une approche visuelle comme celle-ci
en vaut la peine car les éléves sont par la suite capables de donner du sens & 1’algorithme de
multiplication et ont donc une compréhension plus permanente de ce concept. Ils citent aussi

Skemp (1971) qui affirme qu’:

Utiliser des modeles de manipulation est nécessaire pour que les enfants puissent

bétir des structures pour comprendre des concepts plus abstraits, ces structures les

rendent capables d’apprendre plus de concepts mathématiques et de résoudre des

problémes. (Englert et Sinicrope, 1994, p. 448, ma traduction)

Les auteurs ajoutent qu’en utilisant le modéle du rectangle pour la multiplication, les
éleves se font donc une structure qu’ils pourraient appliquer ensuite pour la multiplication de
fractions ou la multiplication de polynémes. C’est cette derniére avenue que j’ai décidé

d’explorer. Au lieu d’avoir un c6té qui mesure /0 + 2, ce méme c6té peut devenir 3x + 2 par

exemple.

J’ai choisi d’utiliser la méthode du rectangle pour différentes raisons. Tout d’abord, les
tuiles algébriques impliquent une grande quantité de matériel a amener en classe. Pour que
les éléves apprennent en manipulant, il faut plusieurs ensembles de tuiles, au moins un par
équipe de deux ou trois éléves. L’enseignant pourrait avoir seulement son ensemble et

montrer aux éléves comment procéder, mais on perd I’avantage premier des tuiles, qui est de



21

faire une manipulation par soi-méme pour faire un lien avec la démarche algébrique. De plus,
on ne peut utiliser les tuiles pour factoriser des polynémes avec des termes qui ont de grands
coefficients, 4 cause de la limite de matériel. Méme un cas assez simple comme
10x? +5xy +4x + 2y requiert 21 tuiles. On peut ajouter  cela que I’utilisation des tuiles
devient trés laborieuse pour des expressions négatives ou avec des expressions plus
complexes. Finalement, Hosson (1999) souligne qu’avec les tuiles algébriques, les éléves
sont souvent trop concentrés sur les manipﬁlations géométriques au détriment des

manipulations algébriques.

Voyons comment on procéderait avec ces deux outils pour I’exemple suivant :
10x? +5xy+4x+2y. Tout d’abord, on présente chacun des termes de cette somme, soit

par des tuiles algébriques, soit avec des représentations dessinées. Il s’agit ensuite de les

assembler pour former un grand rectangle.
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Démarche avec les tuiles algébriques Démarche avec la méthode du rectangle
X i X P X | X b 3 10x2
i) 2 X2 ) 2
5xy
Xy Xy Xy
Xy Xy

x* |2 | xy
2 |2 | xy S 10x2 5xy 5%
X
x| x| xy
x| x| xy
% [ |y
X y
X y 2 2
% ¥ 4x 2y
2x y

Figure 1.6 Comparaison d’une démarche avec tuiles et de la méthode du rectangle

Comme on peut le remarquer, la méthode du rectangle implique moins de
manipulations, on a moins de morceaux, donc moins de possibilités de les placer pour former

un rectangle. De plus, on est plus proche de la démarche algébrique. Cependant, je n’ai pas
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trouvé d’étude portant sur cette représentation visuelle dans I’enseignement de la

factorisation.

Les recherches autour de la factorisation ont beaucoup porté sur 1’éléve et son
apprentissage, a travers 1’élaboration de séquences d’enseignement. Peu de chercheurs ont
essayé de comprendre ce qui se passe en classe au moment de l’enseignement de la
factorisation et de s’attarder sur la place et le role des représentations visuelles. Pourtant,
Robert (2001) souligne que I’enseignant intervient largement sur les apprentissages des
éleves, méme s’il n’est pas le seul facteur. D’ailleurs, plusieurs chercheurs (Hosson, 1999;
Pierce, 2002; Shama et Dreyfus, 1994) mettent de I’avant le rdle essentiel de I’enseignant

dans I’enseignement de la factorisation en lien avec des représentations visuelles.

1.6 Le r6le de I’enseignant dans 1’enseignement de la factorisation

Hosson (1999) souligne ’importance des interventions de 1’enseignant(e) qui doit
prendre en compte la diversité des raisonnements et doit porter une attention particuliére a
faire le lien entre la démarche géométrique et algébrique, reliant chaque étape de calcul avec
la manipulation géométrique. Pierce (2002) ajoute que le role de I’enseignant est primordial
pour aider les éléves dans la tache de reconnaissance des formes équivalentes. En effet, selon
lui, la discussion sur les expressions prend peu de temps et aide les éléves a prévoir un
résultat algébrique. Ainsi, comme font remarquer Shama et Dreyfus (1994) la combinaison
de la méthode algébrique et visuelle peut étre bénéfique seulement si on comprend bien le
lien entre les deux. Le role de ’enseignant(e) est de favoriser ce lien étroit et raisonné entre

les modes visuel et algébrique.

A

Comme présenté, plusieurs recherches se sont intéressées a étudier 1’apport de
différentes outils (calculatrice symbolique, tuiles algébriques) pour pallier aux difficultés que
les éléves ressentent face a factorisation. Toutefois Shama et Dreyfus (1994) et Hosson
(1999) soulignent ’importance du réle de I’enseignant pour accompagner les éléves pour
faire le lien entre ce que l'outil présente et 1’écriture algébrique qui en découle. Je n’ai

cependant pas trouvé de recherche qui s’intéresse aux pratiques d’enseignement €laborées a
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partir de la factorisation. Dans cette recherche, je souhaite ainsi étudier la pratique effective
des enseignants autour de ['utilisation des représentations visuelles dans une séquence

d’enseignement de la factorisation.

1.7 Objectifs de recherche

Mon questionnement tourne autour de I’utilisation des représentations visuelles, plus
particuliérement la méthode du rectangle. Celles-ci visent a donner du sens a la factorisation
pour les éléves du secondaire. Je m’intéresse également au role de ’enseignant dans cette
construction de sens. A quels moments les représentations visuelles sont-elles introduites
(place des représentations visuelles dans la séquence d’enseignement) et & quelles fins (rdles

de ces représentations)? Les objectifs de la recherche peuvent s’énoncer comme suit :

- Analyser les pratiques enseignantes autour de 1’utilisation de la méthode du rectangle dans

I’enseignement de la factorisation dans les classes de mathématiques du secondaire.

- Dégager la place et le role qu’occupent les représentations visuelles dans les pratiques

enseignantes portant sur la factorisation.
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CHAPITRE II

CADRE DE REFERENCE

Dans la problématique, il a été question de plusieurs difficultés liées a la factorisation
et de I’importance que cette notion a dans le programme scolaire du secondaire au Québec
ainsi que certaines initiatives de recherche pour contrer ces difficultés. Dans le cadre
théorique, je vais m’intéresser au concept de factorisation sur un plan théorique. Certaines
recherches citées dans la précédente section m’aideront d’abord a définir le concept de
factorisation. Ensuite, une incursion dans 1’histoire permettra de voir 1’importance qu’ont
eues les représentations visuelles dans 1’évolution de ’algebre et plus particuliérement, dans
le développement et la factorisation en algebre. L’importance des représentations visuelles et
les défis soulevés par I’utilisation de celles-ci dans un contexte de factorisation dans une
classe du secondaire seront étudiés par la suite. Tout cela amenera la construction d’un cadre
sur les habiletés & développer en factorisation. Finalement, comme cette recherche s’intéresse
également a I’enseignant, il sera aussi nécessaire d’avoir recours a un cadre sur les pratiques

enseignantes.

2.1 Les différentes formes de factorisation

Comme mentionné dans la problématique, on ne peut parler de factorisation sans parler
de développement et de distributivité. En effet, en algebre, on peut développer une expression
algébrique pour trouver son expression équivalente : 2x (3x + 4) = 6x? +8x. Le processus
inverse est la factorisation, on cherche alors & écrire une expression algébrique en un produit

defacteurs : x2 +5x + 4=(x + 4) (x +1).
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Matz (1992) souligne que factoriser veut dire réécrire toute 1’expression algébrique
comme un produit de facteurs. J’ai déja mentionné que, selon Matz, la relation réciproque
entre le développement et la factorisation peut causer des problémes chez certains éléves. En
arithmétique, le processus de résolution d’un probléme est souvent unidirectionnel
contrairement au processus algébrique qui peut aller dans les deux sens. La factorisation
s’exprime ainsi a travers un produit de facteurs, et est reliée a la distributivité et au

développement de polyndmes.

Plusieurs manuels scolaires affirment que factoriser, c’est « exprimer des expressions

algébriques par une multiplication de facteurs » (Guay, 1996, p. 63; Breton, 1997, p. 169).
Dans le Glossaire Mathématique, la factorisation est liée aux polynémes :

Décomposer un polynéme en facteurs consiste a chercher des polyndmes de

degrés inférieurs dont le produit est égal au polynéme donné. Cette

opération est appelée une factorisation. (De Champlain, 1994, p. D12-13)

Factoriser, c’est ainsi décomposer un polynéme en facteurs de degrés inférieurs. Le
produit des facteurs obtenus est équivalent au polyndéme de départ, on peut retrouver le
polyndme de départ en développant 1’expression factorisée. On peut remarquer que dans
I’enseignement secondaire, il n’est présenté aux éléves qu’une seule et unique factorisation
possible. Par exemple 8x?16x sera factorisé a 1’école comme suit : 8x(x-2) alors qu’il existe

une infinité de factorisations possibles dans R (ensemble des réels), comme par exemple
1
16x(5x—1). Un survol des manuels du deuxiéme cycle du secondaire m’a permis de

constater que la possibilité de faire au moins deux factorisations n’est pas présentée. De plus,
dans les manuels du secondaire, il y a peu de factorisations impliquant des irrationnels. La
démarche attendue d’un éléve pour la factorisation du polynéme 2x* —2x est (x? — 1) (2x).
L’éléve doit alors reconnaitre que (x*-1) se factorise encore en (x-1).(x+1), la forme attendue
est donc (x-1).(x+1).(2x). On pourrait ici s’arréter a la premiere forme (x*1).(2x) qui est une

forme de factorisation correcte car les polyndmes qui apparaissent sont de degrés inférieurs
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au polyndme de départ . On pousse toutefois les éléves a poursuivre la factorisation mais a
quelles fins?
Pour certaines expressions algébriques (bien choisies), une représentation visuelle

permet d’illustrer la factorisation. Par exemple, pour factoriser 1’expression
x* +xy+4x+4y, il faut trouver les cotés d’un rectangle dont I’aire est représentée par ce

polyndéme. En plagant les termes du polyndme comme des parties du rectangle, on peut
trouver que les cotés sont (x+4) et (x+y) et donc, que I’on peut factoriser le polynéme
x* +xy+4x+4dyen (x+4) (x+y).

On retrouve dans les glossaires mathématiques tout comme dans le programme
scolaire québécois plusieurs techniques de factorisation’. La premiére 4 étre vue est souvent
la mise en évidence simple ou ’on recherche un seul facteur commun (le plus grand)

comme dans I’exemple suivant : 5x + /5 = 5(x + 3). La mise en évidence double est reliée a

la mise en évidence simple :

Lorsqu’on applique la mise en évidence simple plusieurs fois, on parle de
mise en évidence répétée. Si elle est appliquée deux fois, on parle de double
mise en évidence.

Exemple : x° +2x+3x> +6 = x(x? +2) +3(x* +2) = (x* +2).(x +3)

(De Champlain, 1994, p. D13)

On voit, parmi les principales techniques de factorisation, la différence de deux
carrés, ou ’on peut décomposer, par exemple, x? - 4 en (x + 2) (x - 2). Dans les manuels
scolaires, on souligne a 1’éleve qu’il y a certaines identités algébriques, comme le trindme

7

carre.

Un trindme qui peut s’exprimer comme un bindme élevé au carré s’appelle un
trinéme carré. Exemple : Le trindme x? + 6x + 9 est un trindme carré, équivalent a
(x+ 3)%. (Guay, 2008, p. 54)

Les identités remarquables comme la différence de carrés, a>- > = (@ + b) (a - b), le

carré d’une somme (a+b)’ = @’ + 2ab + b’ et le carré d’une différence (a-b)* = a*-2ab + b’

sont également des outils au service de la factorisation.
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On voit également la décomposition d’un trindme qui peut se traduire sous la forme
d’un produit de deux binémes, comme dans 1’exemple suivant : x*- 5x + 6 = (x— 3) (x — 2).

On montre souvent la technique du produit et somme pour faire la factorisation d’un trinéme.

Ainsi, dans 1’exemple précédent, il faut trouver deux nombres dont la somme est -5 (le
coefficient du terme en x de I’expression) et le produit est 6 (le produit du coefficient en x? et

du terme constant). Ces deux nombres sont -2 et -3. L’éléve peut alors récrire 1’expression

x% —5x+ 6 en une expression équivalente : x2 - 2x -3x + 6 et faire ensuite une double mise et

évidence pour obtenir 1’expression factorisée : (x - 2).(x - 3).

On aborde notamment dans I’enseignement de la factorisation la complétion de carré
comme technique pour factoriser un trindme en ajoutant une certaine valeur a une expression
pour obtenir un trinéme carré. Ainsi, si on veut factoriser le trinbme x* + x - % par
complétion de carré, on le transforme successivement en :
Xtx+U-%-Y=Kx+B)P-1=Cx+Y%+DE+Y%-1) = x+3/2)(x-1%).

Reconnaitre les différentes formes reliées a la factorisation est donc une habileté

8-

[\

développer chez 1’éléve. Dépendamment de 1’expression donnée, il faut étre habile
reconnaitre laquelle de ces formes est la plus adaptée pour factoriser. L’éléve doit voir que
dans D’expression [2x? - 3x, il doit faire une mise en évidence simple pour obtenir
I’expression factorisée 3x.(4x-1). L’expression 4x°-9 représente une différence de carrés
pouvant étre factorisée comme suit : (2x-3).(2x+3). Identifier la forme de factorisation a
utiliser est essentiel. L’éléve posseéde une boite a outils (toutes le formes de factorisation) et il
doit choisir parmi ces formes celle qu’il doit utiliser et ce, selon I’expression donnée. De
plus, I’éléve peut €tre amené & utiliser plus d’une forme de factorisation. Par exemple, si on a
- I’expression suivante : 27x? - 12, I’éleve doit d’abord voir qu’il y a une mise en évidence
simple 2 faire pour obtenir 3.(9x%-4). Ensuite, il doit déceler qu’il peut factoriser encore la

différence de carrés pour obtenir la factorisation : 3.(3x-2).(3x+2).

Le concept de factorisation est apparu trés t6t dans 1’histoire et il est accompagné de

représentations visuelles.

3 Je vais présenter ces techniques telles qu’elles sont vues au secondaire. Il ne faut toutefois pas oublier
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2.2 La factorisation dans 1’histoire

Un détour dans I’histoire des mathématiques semble démontrer le r6le important qu’a
jouée la géométrie dans 1’algebre. On peut remonter aussi loin que 1’époque babylonienne
(2000 a 1600 avant Jésus-Christ) pour retrouver des représentations géométriques
d’équations algébriques. Cette idée de lier géométrie et résolution de probléme a caractére
algébrique a été développée tout au long de I’histoire avec notamment les Grecs (3° siécle) et
les Arabes (9° siécle). Pour mieux comprendre le raisonnement derriére les représentations
utilisées dans ’histoire, je vais présenter les trois civilisations qui ont utilisé la géométrie et

les manipulations pour résoudre des problémes algébriques.

2.2.1 Les Babyloniens

Certaines tablettes babyloniennes, datant de 2000 a 1600 avant Jésus-Christ, proposent
des problémes écrits & résoudre. La résolution est représentée par des mots expliquant les
* calculs 2 faire, on fait référence a des carrés et 2 leur relation avec leurs cotés. Par exemple,
pour parler de ce qui serait aujourd’hui x? les Babyloniens parlent de « surface » et pour x, ce
serait «le c6té ». Hoyrup (2007) donne un exemple de ce qu’était un probléme et sa

résolution sur une tablette babylonienne :

Jai ajouté la surface et le c6té de mon carré et c’est %. Prends 1 comme étant le

coefficient du c6té de mon carré. Divise 1 en deux parties. 2 x 2 = Y%. Tu I’ajoutes a

%. 1 est le carré de 1. Tu enléves % que tu as multiplié par lui-méme, et % est le coté

de mon carré. (traduit par Hosson, 1999, p. 8)

Une représentation visuelle de cet algorithme expliqué en mots rend la résolution du
probléme beaucoup plus claire. Ce probléme en particulier peut étre représenté

géométriquement par la figure suivante :

que la factorisation n’est pas unique.
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Figure 2.1 Représentation visuelle de la complétion de carrés dans 1’histoire (Tirée
d’Hoyrup, 2007, p. 267)

La premiére figure correspond A la représentation visuelle de départ. On a la
« surface », x%, qui correspond au carré, et le « cOté » qui est représenté par un rectangle de
dimension x par 1. Ensuite, on divise ce rectangle en deux parties pour le repositionner. On a
alors ajouté un carré de dimension % par %. Cela correspond a 1’action algébrique d’ajouter
le carré de la moitié du coefficient du terme en x pour obtenir un trinéme carré. On a ensuite
un carré de dimension x par 2. On peut alors trouver la valeur de x. Cette fagon de résoudre
1’équation correspond a la méthode de complétion de carré telle que vue au secondaire. En

effet, selon Hoyrup (2007), 1a traduction de ces étapes en algebre serait :

=R 3 gter IxF R)A=E T ()
& Frlytypr=ut4n =1
& ot =g
e yth=l]
o x=Y%

Figure 2.2 Etapes algébriques de la complétion de carré (tirée d’Hoyrup, 2007, p. 268).
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Présentement, la méthode de complétion de carré est surtout enseignée de facon
algorithmique. Il peut ainsi étre difficile pour un éléve du secondaire de donner du sens a ce
qu’il fait. En ajoutant une représentation visuelle & la méthode de factorisation, comme le
faisaient les Babyloniens, il est plus facile de voir les étapes du raisonnement derriére la

fagon de faire, tout en donnant du sens a la technique.

2.2.2 Les Arabes

Un peu de la méme fagon que les Babyloniens, les Arabes ont tenté de résoudre des
problémes algébriques en représentant des valeurs inconnues par des c6tés de rectangles. Au
début du neuviéme siécle, le mathématicien arabe Al-Khwarizmi a répertorié six types
d’équations du deuxiéme degré et a bati des algorithmes de résolution pour chacun d’eux. Il

illustrait ses fagons de faire par des représentations visuelles.

Par exemple, pour trouver la solution d’une équation de type x? +bx = c, il explique un
algorithme qu’on peut relier & une représentation géométrique. Charbonneau (1996) donne

I’exemple de 1’équation x? +10x = 39 résolue par Al-Khwarizmi.

La partie gauche de 1’équation (x> +10x) correspond a un rectangle formé par un carré
de c6té x et par un rectangle de base 10 et de hauteur x. Le c6té droit de 1’équation
nous dit que I’aire de ce rectangle correspond a 39 unités. [...] Al-Khwarizmi divise le
rectangle d’aire 10x en quatre partie d’aire de 10/4x et les place sur les quatre cotés du
carré. La nouvelle figure, qui a la forme d’une croix, a toujours une aire de 39. En la
complétant en un carré plus grand, on a une nouvelle aire de 39 + 4(10/4)? et les cOtés
sont de x + 10/2. On obtient alors que (x + 10/2) -(10/2)*> = 39 et donc

10,, 10
x=,/— Hap—==
que (2) 5
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K

Figure 2.3 Autre représentation visuelle de la complétion de carrés (Tirée de Charbonneau,
1996, p. 27, ma traduction)

Cette autre fagon d’utiliser les représentations visuelles pour résoudre un probléme
algébrique montre la force d’une figure pour la compréhension d’une démarche. Ici encore la

représentation visuelle sert d’appui pour donner 1’idée de la solution d’un probléme.

2.2.3 Les Grecs

On a vu que les Babyloniens et les Arabes ont utilis€ chacun a leur maniére des
représentations visuelles pour résoudre des problémes algébriques, notamment pour trouver
des solutions a des équations quadratiques ou pour factoriser. Les Grecs avaient eux aussi
leur fagon de faire. Par exemple, Diophante se référe a des représentations géométriques pour

résoudre un tel probléme :

Trouver les deux nombres tels que leur somme est égale a 20 et leur produit égale 96.

(Tirée de Radford, 1996, p. 44, ma traduction)

Pour résoudre ce probléme, Diophante construit d’abord un carré dont les cotés sont la
moitié de la somme des deux nombres. On obtient un carré de 10 unités de coté et de 100
unités carrées d’aire. Il y a donc un excédent de 4 unités carrées d’aire que Diophante
représente par un carré de 2 unités par deux unités, a enlever. On peut alors transformer, avec
une procédure de découpage et de reconfiguration, la figure en un rectangle de 12 unités par 8

unités, qui sont les deux nombres recherchés.
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First, construct a
square whose side
is a haif of the sum
of numbers

exceeding arca

®
-
s 10 -2 i

: o 10+2 L
The problem now is to

transfonn this figure into This is done by coi
ing the
:’et:ctangleoﬂhesmw rectangle on the top and

moving it to the right

Figure 2.4 Représentation visuelle de la différence de carrés dans I’histoire (Tirée de
Radford, 1996, p. 44)

Cette facon de faire rend le processus dynamique. Chaque étape de la résolution du
probléme peut étre représentée par une figure ou par une transformation de celle-ci. Ce qui
est doublement intéressant, c’est que méme si 1’éléve n’a pas de notions algébriques, il peut
approcher ce probléme de fagon visuelle en comprenant les propriétés de la figure. Il serait
intéressant de faire le lien avec les étapes algébriques qui découlent de cette démarche plus

géométrique.

Dans ces trois grandes civilisations, les représentations visuelles sont ainsi
omniprésentes dans la résolution de problémes. Il y a donc un intérét a se pencher sur ce type

de représentation pour supporter les différentes étapes menant a la factorisation.

2.3 Importance des représentatioﬁs visuelles

Dans plusieurs domaines de la mathématique, on a recours a des représentations

visuelles pour ajouter une dimension plus concréte & certains concepts. On représente des
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probabilités visuellement par des arbres, on trace des esquisses par exemple pour approcher
les fonctions. Par représentations visuelles, j’entends une fagon de représenter de fagon
spatiale les €éléments d’un probleme pour aider & le résoudre. Shama et Dreyfus (1994)
expliquent bien ce qu’est une représentation visuelle dans le contexte d’une résolution de

probléme.

Le terme « visuel » est utilisé pour référer a la maniére par laquelle 1’information
mathématique est présentée et utilisée durant la résolution de probléme. En fait, la
représentation « visuelle » n’a pas grand-chose a voir avec la vision comme un des
cing sens. Elle fait plutdt référence a I’utilisation de propriétés spatiales [...]. (Shama
et Dreyfus, 1994, p. 45, ma traduction)

Duval (1994) a aussi beaucoup travaillé sur les représentations en mathématiques. Il

explique lui aussi 1’utilité de figures dans la résolution de probléme.

Permettant ainsi de saisir d’un coup une situation dans son ensemble, les figures sont
le moyen le plus direct d’en explorer les différents aspects, d’anticiper les résultats
d’une démarche, de sélectionner une solution. Cette rapidité et cette économie
d’appréhension d’une situation justifie ’importance que les mathématiciens attachent

au role des figures dans la solution des problémes. (Duval, 1994, p. 121)

Duval énonce plusieurs maniéres d’appréhender une figure dans une démarche de
solution de probléme. Il peut y avoir une appréhension perceptive d’abord, une appréhension
discursive, séquentielle ensuite et finalement, celle qui m’intéresse plus particulierement, une
appréhension opératoire d’une figure. L’appréhension opératoire selon Duval, a une fonction

heuristique. On veut utiliser des figures pour « montrer Iidée de la solution d’un probléme »

(Duval, 1994, p. 126).

I.’appréhension opératoire est ’appréhension d’une figure donnée en ses différentes

modifications possibles en d’autres figures. [...] Ces traitements peuvent étre effectués

aussi bien mentalement que réalisées matériellement (par des actions de pliage ou de

découpage de feuilles, par I’emploi de puzzles de pi¢ces de différentes formes [...]).

(Duval, 1994, p. 126)

Pour illustrer ses propos, Duval montre ’exemple de la relation de Pythagore qui a été
illustrée avec des figures par plusieurs mathématiciens. On peut mieux comprendre
I’appréhension opératoire, quand on voit les transformations qu’on a faites a une figure de

départ, pour arriver a voir la relation de Pythagore dans le triangle rectangle. Ainsi, le
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mathématicien Hindu a formé un puzzle. Le carré de départ a la méme aire que celui de la
fin, donc on garde des propriétés de la figure. Cependant, en déplagant des morceaux du
puzzle, on peut recréer une certaine égalité. L aire du premier carré est représentée par quatre
triangles et un carré de c6té c. L’aire du carré final est aussi composée des mémes quatre
triangles et des deux carrés, respectivement de c6té a et b. Donc, on peut en déduire que ¢? =
| a’ + b°. Comme présenté, cette technique opératoire peut trés bien s’appliquer en
factorisation, ayant été utilisée dans 1’histoire notamment pour la technique de complétion de

carrés.

L Sl
\ b e

Figure de départ

Lau Hat

Figure 2.5 Représentation visuelle de la relation de Pythagore (tirée de Duval, 1994, p.132)

Souvent, en algebre, un probléme peut étre résolu de différentes fagons. Shama et
Dreyfus (1994, p.45) soulignent que beaucoup de probléemes peuvent étre résolus

algébriquement et visuellement et que la combinaison des deux méthodes peut étre bénéfique.

Le mélange des deux stratégies, visuelle et algébrique, combine fréquemment les

avantages des deux, mais elles peuvent seulement étre utilisées par quelqu’un qui non

seulement comprend bien les stratégies, mais aussi fait le lien entre les deux. (Shama

et Dreyfus, 1994, p. 45, ma traduction)

On voit donc que les représentations visuelles sont un support intéressant pour
I’apprentissage des mathématiques et ici, dans 1’apprentissage de la factorisation. Toutefois

I’utilisation de représentations visuelles demande une certaine habileté, notamment dans

’ordre des rectangles que I’on place pour faire, par exemple, une mise en évidence double.
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24 Les défis soulevés par I’utilisation des représentations visuelles en lien avec la

factorisation

Dans une analyse conceptuelle rédigée dans le cadre d’un cours au BES (Baccalauréat
en enseignement au secondaire) & 'UQAM, Trottier et Janvier (1999) soulignent que la
subdivision du rectangle constitue une difficulté importante chez les éléves. En effet, dans la
représentation visuelle d’une mise en évidence double, 1’éleve doit remarquer que chaque
secteur a un cdté commun avec deux autres secteurs, la fagon de placer les rectangles n’est
donc pas arbitraire, il doit y avoir un facteur commun horizontalement et un facteur commun
verticalement et ce, pour chaque ligne et chaque colonne. Ainsi, une fois que le premier
rectangle est placé, on doit placer les autres par rapport a ce premier rectangle. On doit donc
développer I’habileté a représenter visuellement ’expression & factoriser. Prenons par
exemple I’expression 2x + 2y + 3x + 3y. L’¢éléve doit d’abord interpréter chacun des termes
comme 1’aire d’un rectangle. Le terme 2x représente ainsi 1’aire d’un rectangle dont il faut
déterminer la mesure des c6tés. On a plusieurs cas possibles : les cotés peuvent mesurer 2 et x
oul et 2x ou 4 et 2 x, etc. Le choix de la longueur des c6tés du rectangle se fait en prenant
en considération les autres termes de I’expression et en repérant les facteurs communs. On
peut ainsi remarquer par exemple que le terme 2y et 2x ont un facteur en commun 2, on
choisira ainsi comme c6tés des rectangles d’aires 2y et 2x les mesures des cotés (2 et x) et (2
et y). Ce raisonnement appliqué a tous les termes de I’expression permet de construire la

représentation suivante :

Figure 2.6 Représentation visuelle d’une expression algébrique a factoriser.

Une autre habileté a mettre en place chez les éléves est celle de savoir reconnaitre les

différentes formes de factorisation (Trottier et Janvier, 1999), comme vu au point 2.1.
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L’¢éleéve exerce un engagement réfléchi face a 1’expression développée afin de trouver la
technique de factorisation la plus adéquate pour factoriser I’expression. Les techniques de
factorisation sont la mise en évidence simple ou double, la différence de carré, le carré d’une
somme, le carré d’une différence et la complétion de carrés. Il y a ainsi une distinction entre
les connaissances, on connait les différentes techniques de factorisation, et les

métaconnaissances (Artigue, 1993) qui portent sur 1’utilisation, 1’utilité, la gestion de ces

techniques, selon 1’expression fournie. Ainsi devant l’expressionx2 +4x+3, I’éléve doit
étre capable de reconnaitre parmi toutes les techniques de factorisation (qui sont des
connaissances) celle qui va lui permettre de factoriser cette expression. Dans ce cas-ci, c’est
la complétion de carrés (ce choix d’une technique de factorisation est ce qu’on appelle une

métaconnaissance).

Comme le souligne Hosson (1999), il est plus difficile pour les éléves de visualiser des
soustractions d’aires. Des exemples utilisant des négatifs peuvent alors causer des problémes.
De plus, comme les éléves peuvent placer les tuiles différemment ou écrire leurs réponses
sous différentes formes, il y a un travail & faire pour vérifier que les réponses sont

équivalentes.

Plusieurs chercheurs (Matz, 1984; Guin et Trouche, 1999; Ball, Pierce et Stacey, 2003)
soulignent 1’importance de reconnaitre des formes équivalentes en algébre. Certaines
recherches ont été menées dans le but de développer cette habileté chez les éléves, mais des
difficultés demeurent. Les formes factorisée et développée sont deux formes d’écriture
particulires, il existe toutefois d’autres formes d’écritures équivalentes. Par exemple 2 partir

de la représentation visuelle suivante :
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2 4x 2y
10x? Sxy
S5x
123 ¥

Figure 2.7 Représentation visuelle des formes factorisée et développée d’une expression
algébrique. :

On peut trouver différentes écritures équivalentes autres que la forme factorisée
(2+5x).2x + ») ou 1a forme développée 4x+2y +10x 2 4+5xy | par exemple les écritures

2.(2x+ ) +10x* +5xp; 4x+2y +5x.(2x+Y) etc.

De plus, tel que présenté, Hosson (1999) et Shama et Dreyfus (1994) relévent
I’importance du lien entre la représentation visuelle et la résolution algébrique. L’habileté a
faire des allers-retours entre le mode visuel et le mode algébrique est a 1a base d’une bonne
compréhension des différentes étapes d’une démarche menant a la factorisation. Dans
I’exemple ci-dessous, la factorisation du polynéme 6ab +9a +8b +12 repose sur une
représentation visuelle qui est modifiée dans 1’action pour arriver a construire un grand
rectangle avec les différents petits rectangles de départ. Chacune de ces modifications du

visuel illustré, sert de support & I’écriture algébrique menant ainsi 2 la factorisation.
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Del,Ilal:Clle Démarche visuelle
algébrique
6ab
12
6ab +9a +8b +12
’ 9a
' 8b
3a 4
2b 6ab 8b
3a(2b+3)
+4(2b+3) e
3 9a
3a 4
2b
(3a+4)(2b+3) 3

Figure 2.8 Un exemple d’allers-retours entre la démarche algébrique et la démarche visuelle.

Finalement, Damboise (2007) souligne la difficulté des éléves a reconnaitre des

expressions qui ne sont pas factorisables. Par exemple, face a 1’expression a* + b° les éléves

sont portés a factoriser comme suit (a+b)(@a+b). Visuellement, on peut représenter

I’expression a?+b? par I’aire de deux carrés, I’'un de c6té a et ’autre de c6té b, alors que
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I’expression (a+b)? représente ’aire d’un c6té a+b. Une habileté qui en ressort est celle de

reconnaitre des formes qui ne se factorisent pas.

2.5 Un cadre de référence autour de la factorisation

Le tableau ci-dessous regroupe les cinq habiletés reliées a la factorisation qui se

dégagent des études précédentes.
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Tableau 2.1 Cadre de référence autour de la factorisation

Habileté a reconnaitre la forme de
factorisation a utiliser selon I’expression a
factoriser

Trottier et Janvier (1999)

Une expression algébrique étant
donnée, on repére la ou les forme(s) de
factorisation a utiliser parmi toutes les

formes connues

Habilité a représenter visuellement
Pexpression algébrique a factoriser

Trottier et Janvier (1999)

Un premier rectangle étant placé, il
faut par la suite disposer les autres de telle
facon a ce que 1’assemblage de tous forme

un grand rectangle. Pour assembler les
différents rectangles, il faut reconnaitre des
cdtés communs.

Habileté a faire le lien entre la
représentation visuelle et la résolution
algébrique

Shama et Dreyfus (1994)

Hosson, (1999)

Des allers-retours entre la
représentation visuelle et les manipulations
algébriques sont faits. Chaque
transformation de la figure se traduit par une
expression algébrique utilisant des propriétés
(associativité, mise en facteurs, etc.)

Habileté a reconnaitre des formes
qui ne se factorisent pas

Damboise (2007)

Dans I’ensemble des réels, certaines
expressions ne sont pas factorisables, par
exemple a’+b?

Habileté a reconnaitre des formes
équivalentes

Matz (1984)
Ball, Pierce et Stacey (2003)

Guin et Trouche (1999)

Différentes formes existent, comme la
forme factorisée, développée et des formes
« intermédiaires » entre ces deux formes. Il

s’agit de voir qu’elles sont toutes
équivalentes.

Dans un contexte de factorisation, les études précédentes laissent penser qu’incorporer

des représentations visuelles peut étre bénéfique et rendre plus riche ce concept. Il serait

important d’introduire la factorisation par des représentations visuelles en faisant le lien entre
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les manipulations algébriques et cette représentation visuelle. Les figures peuvent ainsi servir
d’introduction a la factorisation, comme outil de découverte et de compréhension du concept.
Le fait de représenter un probléeme algébrique par des figures géométriques peut donner 1’idée

de la démarche a suivre pour solutionner un probléme.

Le tableau synthése précédent va servir de cadre de référence pour analyser les tiches
autour de la factorisation dans une séquence d’enseignement. Dans la problématique, le role
déterminant de 1’enseignant dans 1’apprentissage de la factorisation a été souligné. Il est donc

important de se donner des outils pour appréhender la pratique enseignante.

2.6 Un cadre de référence pour analyser les pratiques

2.6.1 Les pratiques enseignantes
Pour Robert et Rogalski (2002), les pratiques en classe désignent :

Tout ce que I’enseignant ou 1’enseignante met en ceuvre avant, pendant et apres la
classe (conceptions activées au moment de la préparation des séances, connaissances
diverses, discours mathématique et non-mathématiques pendant la classe, gestes
spécifiques, corrections de productions d’éleves, etc.) (p. 506)

Lenoir (2009) donne une définition de la pratique d’enseignement qui s’approche de

celle de Robert et Rogalski :

Il s’agit d’un ensemble d’activités gestuelles et de discours opératoires singuliers et
complexes en situation, ancré dans I’immédiateté du quotidien, qui se traduit dans
’utilisation originale de savoir-faire dans une situation particuliére et qui s’actualisent
temporellement au sein de trois phases, pré, inter et postactive. (p.12)

D’apres Lenoir, pour saisir la complexité de la fonction enseignante, il importe de voir
la pratique enseignante & travers trois phases. La phase pré-active d’anticipation qui est
I’ensemble des actions de planification, la phase interactive qui est 1’actualisation en classe
et la phase postactive de rétroaction qui est I’évaluation des deux premiéres phases. Ainsi, on

pourrait s’intéresser a analyser la planification des enseignants a travers ses notes de cours

notamment (phase pré-active), de s’attarder aux séances en classe et les rétroactions aprés
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chacun des cours (phase interactive) et a une entrevue a la fin de ’expérimentation (phase
post-active).

D’aprés ces chercheurs, la pratique peut ainsi s’appréhender a travers plusieurs
¢éléments comme par exemple les gestes, les discours, les connaissances, les conceptions et
ce, avant, pendant et aprés la classe. Il est également important de cerner le quotidien ou
Pactivité a lieu, ¢’est-a-dire la situation particuliére ou elle se déroule.

Lenoir (2009) a construit un systéme conceptuel qui permet d’accéder a la pratique.
Les deux concepts centraux de son cadre sont I’intervention éducative et la médiation. Il
s’intéresse plus particuliérement aux modalités d’enseignement adoptées, au « comment
enseigner ». Je rejoins 1’auteur quand il énonce que l’enseignement n’est pas une

application directe de modéles construits.

« Comment enseigner » requiert dés lors de se pencher non sur le degré d’application
par les enseignants de quelque méthode que ce soit, mais sur le rapport social en
situation - un rapport social d’objectivation — qui s’établit entre un enseignant et ses
éléves a propos des objets d’apprentissage prévus, quels qu’ils soient, a faire acquérir,
c’est-a-dire sur I’ensemble des gestes et des paroles qui instaurent ces interactions

(.11)

2.6.2 Intervention éducative et médiation

Comme les pratiques enseignantes sont complexes, & travers la conceptualisation de
I’intervention éducative, Lenoir expose les multiples dimensions de ’agir de 1’enseignant dans

ses rapports aux éléves. Il définit I’intervention éducative comme suit :

Par intervention éducative, nous entendons dés lors, d’un point de vue opérationnel,
I’ensemble des actes et des discours singuliers et complexes, finalisés, motivés et
légitimés, tenus par une personne mandatée intervenant dans une perspective de
formation, d’autoformation, ou d’enseignement dans un contexte institutionnellement
spécifique — ici I’institution scolaire — en vue de poursuivre les objectifs éducatifs
socialement déterminés. (p.14)

L’intervention est centrée sur 1’action de I’enseignant qui est dans un « processus
interactif intentionnel situé temporellement ». Pour caractériser 1’intervention éducative,

Lenoir utilise des composantes qui permettent d’appréhender la multidimensionnalité de la

pratique d’enseignement. Il dégage onze composantes résumées dans le tableau suivant.
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Tableau 2.2 Composantes de I’intervention éducative

Composantes Description

Rapport a I’évolution et aux transformations qui

HISTE ont marqué la fonction et la pratique enseignante.

Rapport au milieu social, culturel, économique,

Giiasine’e politique, aux attentes sociales, etc.

Rapport aux finalités éducatives, aux finalités
Curriculaire institutionnelles, aux choix des savoirs retenus; a
la structuration des savoirs.

Epistémologique Rapport aux savoirs.

Rapport aux principes, aux normes et aux régles
qui guident la conduite sociale, a la réflexion
Ethique et morale critique sur les valeurs sociales qui influencent les
pratiques, a la responsabilit¢ sociale de
I’enseignement face aux finalités et a ses éléves.

Rapport aux savoirs a enseigner & propos de
Didactique I’apprentissage, aux processus d’enseignement
spécifiques aux différentes matiéres scolaires.

Rapport a la gestion du temps, de 1’espace de la

Organisationnelle discipline, des routines, des facteurs externes et
internes.
Psychopédagogique Rapport aux éleéves d’ordre relationnel.
Rapport a I’identité professionnelle, a la formation
Socioaffective antérieure, & la motivation, aux options et visées
: personnelles.

Rapport de I’éléve au savoir et rapport aux
processus médiateurs externes d’ordre
pédagogicodidactique.

Double dimension
médiatrice

Temporelle Rapport au temps.

On retrouve certaines de ces composantes chez Robert (2001) qui précise que les
pratiques sont complexes, cohérentes et qu’elles subissent certaines contraintes. Robert
constate qu’il faut tenir compte de la complexité des pratiques, de la nécessité d’observer en
classe pour analyser les pratiques et I’importance de se centrer sur 1’enseignant qui a le
monopole de la cohérence de ce qui se déroule en classe. Elle distingue plusieurs contraintes

qui sont a prendre en considération :

(...) des contraintes externes comme les programmes, les horaires, la composition des
classes, ’habitus 1ié a I’institution et des contraintes internes comme les conceptions
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personnelles, les compétences et 1’expérience, les habitudes, la recherche de confort,
de satisfaction, la nécessité d’une insertion sociale supposant une certaine légitimité.
(Robert 2001, p.6)

Les contraintes externes définies par Robert pourraient étre associées aux composantes
contextuelle, curriculaire et temporelle de Lenoir. Les contraintes internes pourraient étre
associées aux composantes éthique et morale, psychopédagogique et socioaffective de

Lenoir.

L’intefvention éducative est indissociable de la médiation. Lenoir distingue deux
médiations : la médiation cognitive et la médiation pédagogicodidactique. La médiation
cognitive est le lien entre le sujet apprenant et I’objet de savoir. La connaissance résulte
d’une intervention active de la part du sujet sur I’objet (1’assimilation), et de la part de 1’objet
qui agit sur le sujet (I’accommodation), tout ceci dans un espace social. Cette médiation
cognitive ne sera pas étudiée dans cette étude. La médiation pédagogicodidactique est le lien

entre I’enseignant et la médiation cognitive, c’est elle qui m’intéresse dans cette étude :

La médiation est alors pédagogicodidactique, en ce qu’elle fait fondamentalement

appel a la fois aux dimensions psychopédagogiques (le rapport aux éléves) et aux

dimensions didactiques (le rapport au savoir), afin de mettre en ceuvre les conditions
jugées les plus propices a 1’activation par 1’éléve du processus de médiation cognitive.

Ainsi les deux médiations s’interpellent et interagissent. (Lenoir, 2009, p 17).

L’enseignant est vu comme un constructeur de sens, un médiateur dont le rble est
capital dans le processus d’enseignement-apprentissage.

Lenoir ajoute le concept de dispositif qui permet de concrétiser la rencontre entre les
deux médiations. Il distingue les dispositifs d’ordre instrumental qui sont des objets externes
comme le manuel, 1’équipement informatique, 1’audiovisuel, des dispositifs d’ordre
procédural qui sont fondamentalement relationnels. Un dispositif procédural de type
pédagogique, socio-affectif et organisationnel serait les stratégies d’enseignement, les
techniques, les méthodes pédagogiques, qui sont indépendantes des contenus disciplinaires.

Je porterai une attention particuliere aux dispositifs utilisés par les enseignants lors de

I’enseignement de la factorisation.
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Le schéma ci-dessous reprend les concepts faisant partie des pratiques enseignantes et

décrit les relations entre eux.

 Tdéologies
Educationnelles

Mo fleve
Intégration des processus
d*apprentissage of des savoirs:

\ . Savoirs scieplifiques,
scolaires et socinux

’ Programmes
Gk d’études
interaction -

L+ Savoirs scolaires

Figure 2.9 Cadre conceptuel de I’intervention éducative (Tirée de Lenoir, 2009, p.25)
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2.6.3 La double approche de Robert et Rogalski*

Robert et Rogalski (2002) s’intéressent a 1’activité de 1’enseignant. L’activité désigne
ce que fait et dit ’enseignant, ce qu’il pense, va penser apres 1’action ou a pensé pour le faire.
« Il ne s’agit donc pas seulement de I’action mais aussi de ce qui géneére, accompagne et
controle I’action et qui est en partie invisible ». Il s’agit de reconstituer les activités proposées
aux éléves, ce qu’elles appellent « I’itinéraire cognitif ». Elles proposent de procéder par un
découpage des transcriptions en classe qui correspondent a des épisodes, indexée par une
activité potentielle des éléves. Elles distinguent deux composantes, la composante cognitive
et la composante médiative. La composante cognitive se rapproche de la composante
didactique de Lenoir. Il s’agit d’analyser ce que l’enseignant planifie pour agir sur les
connaissances mathématiques des étudiants, quels savoirs seront travaillés et quels itinéraires
cognitifs I’enseignant a choisis. La composante médiative se rapproche quant & elle de la
double dimension médiatrice de Lenoir. Il s’agit d’analyser les modes d’interaction en classe
des différents acteurs, de voir comment 1’enseignant organise les médiations entre les éléves
et entre lui et les éleves. Les autres composantes de Lenoir se retrouvent également dans
Robert et Rogalski a travers les marches de manceuvre, les contraintes sociales et
institutionnelles et la composante personnelle. Ces derniéres risquent d’apparaitre plus

ponctuellement.

Le tableau ci-dessous présente les composantes de la pratique enseignante dégagées

par les deux chercheurs et auxquelles je vais m’intéresser.

* Je reviendrai sur cette double approche dans le chapitre 3.
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Tableau 2.3 Composantes de I’intervention éducative retenues dans 1’étude

Composante épistémologique

(Rapport aux savoirs)

Composante Didactique/cognitive

(Rapport aux savoirs a enseigner a propos de
’apprentissage, aux processus d’enseignement
spécifiques aux différentes matiéres scolaires)

Composante Double dimension médiatrice/médiative

(Analyser les modes d’interaction en classe des différents
acteurs, voir comment 1’enseignant organise les
médiations entre les éléves et entre lui et les éléves)

2.7 Conclusion

7

A la lumiére de ces considérations, & savoir que la factorisation ne se résume pas
seulement a trouver des facteurs et que les'représentations visuelles tendent & étre tres
efficaces dans ’approche de concepts mathématiques, je crois qu’intégrer des représentations
dans ’introduction a la factorisation semble prometteur. Non seulement, les représentations
visuelles peuvent apporter un regard plus riche sur la factorisation mais en plus, elles peuvent
potentiellement donner du sens 4 des manipulations algébriques. Dans I’histoire, on a vu que

les représentations visuelles accompagnaient souvent les techniques de factorisation.

Comme dans I’histoire, les représentations visuelles concernaient les cas ou les termes
sont positifs, je crois qu’il serait plus simple de rester avec des cas positifs en début
d’apprentissage, ou 1’on intégre les représentations visuelles. Cette remarque est renforcée
par 1’étude de Hosson qui souligne que les cas d’aires négatives compliquent 1’intégration des
tuiles algébriques dans 1’apprentissage. Ainsi, les représentations visuelles seraient utiles en
début d’apprentissage et serviraient d’outil de compréhension des techniques de factorisation.
Ce support tendrait & disparaitre plus on avance dans I’apprentissage de la factorisation,

notamment avec des cas ou les termes sont négatifs.
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Je fais donc I’hypothése qu’intégrer des représentations visuelles au début de
’apprentissage des techniques de factorisation permettrait de donner du sens a celles-ci et
contribuerait & son apprentissage ultérieur, L’éléve qui aura donné du sens & une technique

pourra peut-étre mieux s’en rappeler, mieux ’utiliser et finalement faire moins d’erreurs.
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CHAPITRE 111

METHODOLOGIE

3.1 Orientation méthodologique : 1’étude de cas

Les objectifs de la présente recherche dégagés de la problématique sont :
e Analyser les pratiques enseignantes autour de 1’utilisation de la méthode du
rectangle dans l’enseignement de la factorisation dans - les classes de

mathématiques du secondaire.

¢ Dégager la place et le réle qu’occupent les représentations visuelles dans les

pratiques enseignantes portant sur la factorisation.

Ainsi, je cherche 4 mieux comprendre un phénomeéne, soit les pratiques enseignantes
au moment de I’utilisation des représentations visuelles dans la factorisation. Cette recherche
est donc qualitative et se situe dans un courant interprétatif. Karsenti et Savoie-Zajc (2004)

donnent une définition du courant interprétatif qui confirme ce choix pour ma recherche.

Ce courant est animé du désir de comprendre le sens de la réalité¢ des individus; il
adopte une perspective systémique, interactive, alors que la recherche se déroule dans
le milieu naturel des personnes. (p. 126)

On retrouve différents types de recherches qualitatives comme 1’étude de cas, la

recherche action, la recherche collaborative... La pratique enseignante autour de 1’utilisation

des représentations visuelles dans 1’enseignement de la factorisation est au cceur de cette
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étude. Un intérét est ainsi porté au point de vue de I’enseignant, a son rationnel dans les choix

qu’il fait. A quels moments utilise-t-il les représentations visuelles et 4 quelles fins?
Ce questionnement m’améne a choisir 1’étude de cas définie comme suit :

L’étude de cas est une technique particuliére de cueillette, de mise en forme et de

traitement de ’information qui cherche a rendre compte du caractére évolutif et

complexe des phénoménes relatifs a un systéme social qui comporte ses propres

dynamiques (Mucchielli, 1996 cité par Karsenti et Demers, 2000, p. 77).

Un seul cas a été choisi car il s’agit d’analyser un phénoméne complexe en profondeur.
Mucchielli (1996), dans Karsenti et Demers (2000), affirme qu’ « un des grands avantages de
I’étude de cas est de fournir une situation ou 1’on peut observer I’interaction d’un grand
nombre de facteurs, ce qui permet de saisir la complexité et la richesse des situations
sociales » (p.228). Comme il y a en jeu beaucoup de choses a analyser, le role de
I’enseignant, celui des représentations visuelles, la fagon dont les représentations visuelles
sont utilisées, ou elles le sont et pourquoi; il est préférable d’étudier un seul cas. Le but n’est
pas de valider une technique infaillible, mais plut6t de comprendre comment on peut intégrer
les représentations visuelles dans une séquence d’enseignement sur la factorisation et le réle
que celles-ci y jouent. Comme Eisenhardt (1989) le mentionne dans Karsenti et Savoie-Zajc

(2004)

La représentativité du cas est secondaire et c’est la qualité méme du cas qui devient le
souci principal du chercheur. Celui-ci peut alors tirer plus facilement profit de 1’étude
de cas dans la construction d’une théorie nouvelle, dans 1’observation d’un phénoméne
ou dans la découverte de nouveaux faits. (p. 210)

3.2 Le choix du cas et modalités de fonctionnement

Le choix du cas. La factorisation apparait comme un concept central dans la séquence
Sciences Naturelles & la deuxiéme année du deuxiéme cycle. Dans la séquence Technico-
Sciences, la factorisation est vue dans les trois années du deuxieéme cycle. Il est donc plus

facile de faire une expérimentation en Sciences Naturelles ou toutes les formes de
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factorisation sont étudiées. Il faut donc un enseignant ayant au moins un groupe dans cette
séquence. Comme je cherche a comprendre les choix didactiques dans I’enseignement de la
factorisation, il est préférable d’avoir un enseignant ayant enseigné au moins une fois la
factorisation. De plus, ’enseignant désigné doit utiliser les représentations visuelles dans

I’enseignement de ce concept.

J’ai approché Line, une collégue, qui s’est portée volontaire pour participer 4 mon
projet. Line a 20 ans d’expérience et a enseigné les mathématiques du deuxiéme cycle, en
particulier la factorisation depuis le début de sa carriére. A notre premiére rencontre, je me
suis apergue que celle-ci n’utilisait pas de représentations visuelles dans son enseignement de
la factorisation. J’ai quand méme souhaité poursuivre 1’étude avec Line qui a montré un
intérét pour cette recherche, curieuse de voir les avantages de 1’intégration de cette approche
dans une planification, qui je cite, « fonctionne trés bien ». Lors de ’entrevue de départ,
I’enseignante précise qu’elle a déja vu dans les manuels la méthode du rectangle,

représentation visuelle qu’elle n’a par contre jamais intégrée dans son enseignement.

Line : Oui, oui, mais je I’ai vu...je ’ai jamais enseigné moi comme ¢a, mais je 1’ai
déja vu c’est ¢a en troisiéme secondaire je pense, en deuxiéme, troisiéme secondaire,
il y avait des choses comme ¢a (...) C’est une autre fagon et peut-étre que moi je vais
bien aimer ta technique, on verra. (10 mai 2010, lignes 457-458)

Nous convenons toutes les deux pour que je prépare des activités sur la factorisation
autour des représentations visuelles. A ce stade de la recherche, ce sont des « Activités
Patricia » comme les nomme Line que celle-ci va intégrer dans sa planification. Elle se place
alors en spectatrice, ne s’engageant pas dans 1’élaboration des activités avec la chercheure,

comme le souligne 1’emploi des pronoms possessifs « ton, ta » relevés dans son discours.

Line : D’accord. Toi, quand tu veux venir pour présenter ton activité, est-ce que tu
veux que j’aie déja amorcé I’enseignement de cette notion-1a dans ma classe ou est-ce
que tu veux que ce soit completement nouveau pour eux-autres? (10 mai 2010, lignes
93 4 95). (...) Ce serait 1a que toi on verrait ta premiére activité. (....) Oui. Ici je vais
marquer « activité de Patricia », d’accord, et on va se prévoir un petit temps pour faire
une activité. (10 mai 2010, lignes 159 & 162). (....) La ici, je vais marquer exercice,
bon je vais marquer exercice Patricia. Toi ¢a va étre exercice un. (10 mai 2010, lignes
189-190)
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Modalités de Uexpérimentation. Line enseigne la factorisation en début d’année
scolaire. Elle précise que plusieurs éleves s’inscrivent dans la séquence Sciences Naturelles
en mathématique sans avoir le niveau nécessaire pour pouvoir suivre. En présentant la
factorisation dés le début, chapitre qui est considéré comme assez ardu, plusieurs éléves
décident de changer de séquence mathématique aprés avoir eu de la difficulté. Ce choix ne
serait plus possiblé si ’année était plus avancée. L’expérimentation s’est ainsi déroulée en
septembre et octobre 2010, dans un groupe de 25 éleves de la séquence Sciences naturelles
en deuxiéme année du deuxiéme cycle (15-17 ans). Ces éléves avaient été initiés a la mise en

évidence simple en premiére année du deuxi¢me cycle.

Pendant la discussion, nous abordons la place de chacune dans I’expérimentation. Je
propose de construire des situations et des exercices impliquant des représentations visuelles
mais celles-ci seront présentées en grande partie aux éléves par 1’enseignante qui doit étre a

1’aise avec les taches que je vais proposer et va ainsi demander une implication de sa part.

3.3 Objectifs et questions de recherche

Suite 4 la discussion avec Line, mes objectifs de recherche se sont précisés. Le premier
objectif de la recherche qui se dégage de la problématique est d’analyser les pratiques
d’ehseignement autour de D’enseignement de la factorisation dans les classes de
mathématiques du secondaire. Comme Line n’utilise pas les représentations visuelles dans
son enseignement, le premier objectif doit étre revu en termes d’analyse d’appropriation des
représentations visuelles par une enseignante, le deuxiéme objectif n’est pas modifié. Les

deux objectifs de la recherche s’énoncent comme suit :

- Analyser ’appropriation par une enseignante des représentations visuelles dans une
séquence d’enseignement portant sur la factorisation ou plusieurs tiches ont été

construites par la chercheure.
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- Dégager la place et le role qu’occupent les représentations visuelles en factorisation

dans la pratique d’une enseignante.

Plusieurs questions de recherches découlent de ces objectifs :

1) Comment s’ins¢rent les représentations visuelles dans la séquence d’enseignement?
Comment [’enseignante utilise ces représentations dans son enseignement

(consignes, taches, roles et place des représentations visuelles)

2) Comment la vision de I’enseignement de la factorisation chez 1’enseignante se modifie

suite a I’intégration des représentations visuelles dans sa séquence d’enseignement?

Comme précisé au point 3.2, j’ai été en charge de batir des situations et exercices
intégrant des représentations visuelles. Celles-ci ont été élaborées selon une ingénierie

didactique.

3.4 Ingénierie didactique

L'ingénierie didactique (Artigue, 1996), vue comme méthodologie de recherche, se
caractérise en premier lieu par un schéma expérimental basé sur des «réalisations
didactiques » en classe, c'est-a-dire sur la conception, la réalisation, l'observation et 1'analyse
de séquences d'enseignement. L'ingénierie didactique se situe dans le registre des études de
cas dont la validation est essentiellement interne, fondée sur la confrontation entre analyse a
priori et analyse a posteriori. Le processus expérimental d’une ingénierie didactique se
découpe généralement en quatre phases. La phase 1 des analyses préalables contient entre
autres I’analyse épistémologique des contenus visés, I’analyse de I’enseignement usuel et de
ses effets, I’analyse des conceptions des éléves, des difficultés et des obstacles. La phase 2 de
conception et d’analyse a priori est & concevoir comme une analyse de contrble du sens qui
servira plus tard, en confrontant I’analyse a priori et 1’analyse a posteriori  valider les

hypothéses. Dans cette phase 2,
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On décrit les choix effectués au niveau local et les caractéristiques de la situation a-
didactique qui en découlent, on analyse quel peut étre l'enjeu de cette situation
pour I'éléve, en fonction en particulier des possibilités d'action, de choix, de décision,
de contrdle et de validation dont il dispose, une fois opérée la dévolution,
dans un fonctionnement quasi isolé du maitre, on prévoit des champs de
comportements possibles et on essaie de montrer en quoi l'analyse effectuée
permet de contréler leur sens et d'assurer en particulier que les
comportements attendus, s'ils interviennent, résulteront bien de la mise en
cuvre de la connaissance visée par l'apprentissage. (Artigue, 1996, p. 258-259)

/

La phase 3 est celle d’expérimentation et la phase 4 englobe celle d’analyse a
posteriori et de validation qui s'appuie sur l'ensemble des données recueillies lors de
l'expérimentation (observations réalisées des séances d'enseignement, productions des
éléves en classe, questionnaires, entretiens individuels ou en petits groupes). La validation
se fait alors en confrontant les analyses a priori et les analyses a posteriori. Comme c’est la
pratique enseignante qui m’intéresse, je retiens essentiellement un choix des taches élaboré

par une analyse a priori.

3.5 Description des situations et analyse préalable

Les identités remarquables (carré d’une somme, d’une différence et de la différence de
carrés) ont été illustrées par une représentation visuelle. Deux activités ont ét€ congues pour

I’introduction de la mise en évidence double et pour la complétion de carrés.

Représentations visuelles autour du carré d’un binéme. La premicre situation qui
intégre les représentations visuelles dans 1’enseignement de la factorisation est la présentation
d’un diaporama autour du carré d’un binéme. L’objectif ici est, d’une part, d’associer
Iécriture (@ + b)*a Paire d’un carré de cotés (a +b) et d’autre part de voir que I’on peut
écrire cette aire de différentes fagons, 1’'une d’elles étant composée de quatre parties : a? ab,
ba et b, on obtient alors des expressions équivalentes. Algébriquement, il s’agit de voir que
I’on fait la double distributivité (illustrée avec des fléches, voir figure 3.1). On travaille ici
I’habileté a faire des liens entre le visuel et I’écriture algébrique. Inversement, si on a une

expression algébrique de la forme a?+2ab+b? on pourra 1’écrire comme 1’aire d’un carré de
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cbté (a+b). 1l s’agit dans le cas de la factorisation d’assembler les deux carrés d’aire a’et

b et les deux rectangles d’aire ab en un seul rectangle (d’un seul tenant). Cet assemblage est
une des habiletés a travailler comme vu dans le cadre théorique. On peut constater que dans
le cas du carré d’une différence, la représentation visuelle est moins facile & comprendre. 11
faut dans ce cas ajouter un morceau qu’on a enlevé a deux reprises. De plus, pour faire le
visuel de I’expression a*t+2ab+b? on doit partir de deux carrés et deux rectangles, les
assembler pour en faire un grand carré (ce qui est aisé€). Par contre, pour le carré d’une
différence, ce processus devient difficile car dans 1’expression développée a*-2ab+b? on a
deux rectangles d’aire —ab. Dans ce cas, on ne peut raisonner que dans un sens (de la forme
factorisée a la forme développée) et on s’appuie sur le caractére bidirectionnel entre les
formes factorisée et développée pour concl_ure. La figure suivante montre a gauche les notes

de cours de I’enseignante et 4 droite la représentation visuelle ajoutée pour illustrer le carré

d’un binéme.
Approche algébrique (notes de Approche visuelle (proposée par la chercheure)
cours de I’enseignante)

Le carré d’un binéme : Représentation visuelle a B
(a+b)? = a? +2ab +b? de (a+b)? a
(binéme)? = trindme carré parfait Aire : (a+b)?

b

a?| ab

Représentation visuelle
de (a+b)* | i
Aire : a? +2ab +b2

bZ

=L ,
On a (a+b)? = (a+b).(a+b) = a’+ab+ba+b
Inversement, on a les 4 morceaux et on les
assemble comme ci-dessus pour obtenir un grand
rectangle.

(a-b)? = a?-2ab +b* Représentation visuelle
(binéme)? = trindme carré parfait de (a-b)?
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Aire : (a-b)?

L’aire en gris est équivalente au grand carré a?
auquel on enléve deux rectangles ab. Cependant,
comme on enléve deux fois le carré b2 on doit
1’ajouter, on obtient donc I’expression a*2ab+b?

Figure 3.1 Comparaison entre 1’approche algébrique
et I’approche visuelle dans le cas du carré d’un bindme.
Les représentations visuelles apportent ici un support a 1’éléve et permettent d’111ustrer

I’écriture algébrique, de lui donner du sens. Visuellement, 1’éléve est amené a voir que le
développement d’un bindme au carré donne quatre morceaux et pas deux, erreur fréquente

chez les éléves comme souligné dans la problématique.

Représentation visuelle autour de la différence de carrés. Dans ’approche de la
différence de carrés et d’apres les notes de cours de l’enseignante, il y a d’abord une
reconnaissance de la forme de cette identité remarquable (voir points 1 et 2 dans le tableau ci-
dessous, colonne de gauche). Par la suite, aux points 3 et 4, les notes de cours précisent
comment procéder pour trouver la forme factorisée. On peut remarquer que dans le cas de la
différence de carrés, I’enseignante part de la forme développée pour arriver a la forme
factorisée qui est au cceur méme de la factorisation. Dans les notes de cours de ’enseignante,
les pictogrammes servent a illustrer une forme générale de la différence de carrés. Je fais
I’hypothése que 1’ajout de ces pictogrammes par ’enseignante a comme réle de contrer la
difficulté des €léves a voir que le terme « a » peut représenter n’importe quel produit de
termes constants et de variables comme 4a’b’. Elle finit par un exemple dans lequel on
vérifie, en développant le deuxieme membre de 1'égalité, que I’expression obtenue est

équivalente. Line travaille ainsi (2 sa fagon) le caractére bi-directionnel de la factorisation.
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Les représentations visuelles associées a la différence de carrés utilisées ici sont celles
décrites dans I’histoire des mathématiques (voir section 2.2). Elles illustrent pourquoi les
deux expressions a’-b° et (a-b)(a+b) sont équivalentes et s’appuient sur une manipulation
géométrique de la figure de départ. La figure de départ qui représente 1’expression a?-b? est
un carré de c6té « a » auquel on a soustrait un autre carré de c6té « b » (on sﬁppose que a est
plus grand que b). On doit modifier la figure pour obtenir un rectangle dont on pourra trouver
les mesures des c6tés. En coupant la figure vis-a-vis le carré de c6té « b » (voir figure 3.2) et
en déplagant ce morceau de I’autre c6té de la figure, on obtient un rectangle mesurant (a-b)
par (atb). Comme l’aire de la figure reste inchangée, ’expression de départ a’-b? est
équivalente a (at+b).(a-b). Cette manipulation a été présentée aux éléves sous la forme d’un
diaporama. On travaille dans cette présentation I’habileté a représenter visuellement de deux
fagons différentes la différence de carrés et on montre aux éléves que ces deux

représentations sont des expressions équivalentes.

Approche algébrique Approche visuelle

(planifi¢e par ’enseignante) (apportée par la chercheure)

La différence de deux carrés: Représentation visuelle de a-b?.

az-b? = (a-b)(atb) (aire de la partie ombrée) =
Méthode pour factoriser une différence de i
deux carrés: 2 :
1- Bindme avec un (-) (obligatoire) Rt TR

a

2- Les deux termes sont des carrés parfaits .
pour obtenir une

3- Extraire la racine de chaque terme f Lk
igure équivalente

4-(lere racine - 2eme racine)(lere racine b
+2eme racine)

Tout bindme identifiable a une différence de
carrés peut itre risé selon le modéle | La représentation
.2

suivant: . > ol b
visuelle équivalente N
- (A' O ) ( A O a a?-b? est donc (a-b)(a+b)

(aire du rectangle ombré)

Exemple: 4x2-9 = (2x-3)(2x+3)
Vérifions: (2x-3)(2x+3)
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= 4x?+6x-6x-9
=4x*-9

Figure 3.2 Comparaison entre 1’approche algébrique et 1’approche visuelle dans le cas
de la différence de carrés

Exercice autour de la mise en évidence double. Dans 1’exercice ci-dessous, il s’agit
d’abord de faire représenter aux éléves les c6tés inconnus d’un rectangle auquel on ajoute une
quantité. On travaille ici I’habileté a faire le lien entre le visuel et 1’algébrique. L’expression
algébrique (x +2) représente une certaine longueur a laquelle on ajoute deux unités. Ensuite,
quand 1’éléve a placé les mesures des cotés, soit (x+2) et (y+5) dans cet exercice, il doit
trouver 1’aire du nouveau rectangle créé en le divisant en quatre rectangles qui sont alors
d’aire xy, 2y, 5x et 10. Ce processus en est un de distributivité qu’ils ont déja vu a la
premiére année du deuxi¢me cycle du secondaire. La question posée leur demande de faire
I’inverse. On donne d’abord les aires des rectangles et 1’éleve doit trouver les cotés. On
travaille ici I’habileté a représenter visuellement une expression a factoriser. L’éléve doit
comprendre qu’il ne peut pas placer les rectangles de n’importe quelle maniére. Cet exercice
permet de travailler le caractére bidirectionnel de la relation entre développement et
factorisation de polynémes (Matz, 1982) et fait travailler les éléves sur les expressions

équivalentes.
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Exercice 1

#1. Michel posséde un patio rectangulaire dont il ne connait pas les dimensions. Ce
patio est représenté par le rectangle de dimensions x et y sur le schéma. Il veut I’agrandir cet
¢té de 2 m d’un c6té et de 5 m de 1’autre. Quelle seront alors ses dimensions (longueur et

largeur) et sa superficie totale?

#2. Le voisin de Michel posséde un patio rectangulaire qui a comme surface : xy, 4x,

3y et 12. Représente le patio du voisin de Michel et donne ses dimensions.

#3.Michel mesure son patio et réalise que x vaut 1 m et y vaut 2 m. Lequel des deux

patios, celui de Michel ou du voisin est le plus grand?

Figure 3.3 Exercice sur la double mise en évidence

Dans la premiere question, les dimensions attendues sont (x+2) et (y+5). Pour la
superficie totale plusieurs solutions sont possibles : xy + 5x + 2y + 10 ; (y+5).x + (y+5).2 ;
y. (x+2) + 5.(x+2) ; x.(y+5) + 2y + 10; etc... La mise en évidence double est ainsi pergue
comme la mesure d’une surface que 1’on considére sous différents points du vue qui sont tous

équivalents. Dans la deuxiéme question, le passage contraire est demandé, la factorisation :
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y 4
X Xy 4x
3
¥ 12
&

Figure 3.4 Représentation visuelle de la double mise en évidence.

Cet exercice permet de travailler le caractére bidirectionnel de la relation entre
développement et factorisation de polynémes tel qu’amené par Matz. Dans la troisiéme

question, un travail numérique est requis :

Dimensions du patio de Michel : 3 m par 7 m

Surface du patio de Michel : 21 m?

Dimensions du patio du voisin de Michel : 4 m par 6 m
Surface du patio du voisin : 24 m?

Le patio du voisin de Michel est plus grand que celui de Michel.

Situation autour de la complétion de carrés. Cette situation est tirée du manuel
Visions (Cardin et al., 2008, p. 167), la complétion de carrés y est traitée sous 1’aspect
historique et repose sur des représentations visuelles (voir cadre théorique, section 2.2). Cette
activité permet de montrer aux éléves de quelle fagon la complétion de carrés a été utilisée
dans I’histoire. Une équation du deuxiéme degré est représentée dans cet exercice

visuellement (par des rectangles et un carré). On part d’une équation du second degré

x?+10x=39que I’on cherche & résoudre. On peut remarquer que lutilité de la
factorisation est ici présentée aux €léves, c’est un outil qui permet de résoudre des équations.

Dans le cas d’une expression du second degré a une inconnue qui n’est pas un carré parfait,
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on va pouvoir « compléter le carré ». Les représentations visuelles entrent ici en jeu.

x2représente I’aire d’un carré de cdté x et 10x I’aire d’un rectangle. L’objectif est de
construire un carré avec ces deux figures pour obtenir une expression du type (coté du carré)®
qui permet par la suite de résoudre 1’équation. Le terme en «x » (/0x dans ce cas-ci) est
séparé en deux rectangles que 1’on place de chaque c6té d’un carré, 1’aire de chacun de ces
deux rectangles est de x. La raison est simple, on cherche a construire un carré, on va donc
rajouter la méme figure & droite du carré et en bas du carré. On travaille ici une des habiletés
relevées dans notre cadre de référence, celle de représenter convenablement les figures. Le
rectangle a comme c6tés 5 et x. Il a donc un c6té commun avec le carré de départ de c6té x.
On place ces deux figures en conséquence. Pour obtenir un carré, on compléte la figure
obtenue par un carré d’aire 25. On obtient alors un carré de coté (x+5). Ainsi
x> +10x =(x+5)* =25(il ne faut pas oublier d’enlever 'aire 25 dans le deuxiéme
membre de 1’égalité). Il y a ici un va-et-vient entre la méthode algébrique et visuelle (une des
habiletés de la factorisation). L’¢éléve va faire un lien entre la démarche algébrique et la
démarche visuelle pour compléter 1’expression et avoir un carré parfait. On donne ainsi du

sens a la méthode de la complétion de carrés. L’exercice juxtapose ainsi le registre algébrique

avec le registre visuel.
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a.

<.

d.
e

peut étre appliqué a toute équation de ce type. Voici comment
il pose le probiéme:

A

Pour résoudre cette équation, Al-Khawarizmi construit la figure
ci-contre. Il trace d’abord le carré gris dont les c6tés mesurent x.
Il sépare ensuite le terme 10x en deux parties qu'il représente par
les rectangles blancs. Selon I'équation, Iaire totale de cette figure
est égale a 39. 5%

Lalgorithme d’Al-Khawarizmi

Au début du 1x° sigcle, le mathématicien arabe Muhamed Ibn

Mussa Al-Khawarizmi a écrit un traité dans lequel il explique Un algorithme est une sute
la fagon de résoudre une équation de degré 2. Son algorithme d'opérations que I'on doit effectuer
systématiquement pour résoudre

un probiéme. La mot afgorithme vient
justement du nom d'Al-Khawarizmi.

Le dirham est ure ancienne mesure de poids arabe, turque
et perse. C'est aujourd’hui 'unité monétaire du Maroc.

PR T T T S O T 20 0 VO U TR O S B

: Huxammen
: KN aﬁbmmﬂ En notation algébrique actuelle, cela se traduit

s nmsnespar Péquation x? 4+ 10x = 39,

Sx

Reproduisez cette figure et, comme le propose Al-Khawarizmi,
complétez-la pour former un carré. Quelle est aire de

la partie que vous avez ajoutée ? Quelle est 'aire du carré
ainsi obtenu? Déduisez-en la valeur de x.

Al-Khawarizmi ne tenait compte que des solutions positives.
Quelle est la solution négative de cette équation?

Il est possible de représenter cet algorithme  I'aide d’une suite d’équations équivalentes
comme il est illustré ci-dessous. Complétez ces équations en expliquant chaque étape.

s

RHI0H T =394

Utilisez la méme démarche pour résoudre I'équation x* + 8x = 4.

Transformez I'équation 2x* — 12x + 10 = 0 en une équation équivalente quon pourrait
résoudre en suivant les étapes décrites en c. Résolvez ensuite cette équation.

Figure 3.5 Exercice sur la complétion de carrés (tiré de Cardin et al., 2008, p. 167)
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Le tableau ci-dessous fait une synthése des habiletés qui ont été travaillées dans chacun

des exercices élaborés dans I’expérimentation.

Tableau 3.1 Habiletés travaillées dans les exercices

Carré d’un
binéme

Différence de
carrés

Mise en
évidence
double
(exercice du
patio)

Complétion de
carrés
(résolution
d’une
équation dans
Phistoire)

Habiletés a
reconnaitre la forme
de factorisation a
utiliser selon
’expression a
factoriser

Habileté a
représenter
visuellement
I’expression
algébrique a
factoriser

Habileté a faire le
lien entre la
représentation
visuelle et la
résolution
algébrique

Habileté a
reconnaitre des
formes équivalentes

Habileté a
reconnaitre des
formes non
factorisables

D’apres le tableau, on remarque que les situations construites tournent autour de trois

des cinq habiletés : I’habileté a représenter visuellement 1’expression algébrique a factoriser,
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I’habileté a faire le lien entre la représentation visuelle et la résolution algébrique et 1’habileté
a reconnaitre des formes équivalentes. L’habileté a représenter visuellement va de pair quand
on travaille avec des représentations visuelles avec 1’équivalence d’expressions algébriques.
Les deux autres habiletés seront travaillées dans un test écrit qu’on a distribué aux éleves

avant I’expérimentation (voir section 3.7.3 et Appendice A)

3.6. Intégration des situations dans la séquence d’enseignement

L’expérimentation s’est étalée sur 5 semaines. Le tableau suivant (3.2) fait état de la
planification de la séquence d’enseignement de Line durant le chapitre portant sur la
factorisation. Mes ajouts concernant les représentations visuelles de la factorisation sont
mentionnés dans la colonne de droite. L’ordre de présentation de chacune de ces méthodes de

factorisation y est annoté.

Tableau 3.2 Planification de I’enseignante et ajouts de la chercheure

Planification de Line Ajouts de la chercheure
Cours 10 : Identités remarquables : Présentation de la représentation
visuelle du carré d’un bindme
16 septembre Le carré d’un binéme
Cours 11 : Identité remarquable : Présentation de la représentation
visuelle de la différence de carrés
17 septembre La différence de carrés
Cours 12: Révision de la mise en Début d’un exercice sur la double mise
évidence simple en évidence avec les représentations
21 septembre visuelles (Exercice du patio)
Cours 13 : Théorie et exercices sur la Fin et correction d’un exercice sur la
double mise en évidence double mise en évidence avec les
22 septembre représentations visuelles (Exercice du
patio)
Cours 14 Factorisation d’un trindme par
produit/somme
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Cours 15 :

Révision et exercices sur
toutes les techniques de
factorisation

Cours 16 :

Révision et exercices sur
toutes les techniques de
factorisation

Cours 17 :

Réduction d’une expression
rationnelle

Cours 18 :

Résolution d’équations du
deuxi¢me degré a une variable

Méthode de résolution ou on
utilise la factorisation et la
propriété du produit nul

Cours 19:

5 octobre

Résolution d’équations du
deuxiéme degré a une variable

Méthode de résolution ot on
utilise la complétion de carré

Exercice sur la représentation visuelle
de la complétion de carré vue par Al-
Khawarizmi

On peut remarquer que Line débute 1’enseignement de la factorisation par des

techniques de factorisation nouvelles pour les éleves, le carré d’un bindme et la différence de

carrés. Par la suite, elle revient aux connaissances préalables des éléves avec la mise en

évidence simple pour faire le lien vers la mise en évidence double. Ce choix me semble

original, ne faisant pas les mémes comme enseignante. Dans ]a premiére entrevue, Line

explique la raison de ce choix, elle suit la séquence proposée par le manuel.

Line : Mais la différence de carré, moi j’y vais comme c’est présenté dans le livre, et
la différence de carré je la présente avant la double mise en évidence. [...] Moi j’ai
suivi ]’ordre du livre, j’ai monté mes notes de cours a partir du nouveau livre.

La complétion de carré apparait d’apres la planification de 1’enseignante comme une

technique de factorisation a part des autres. Line présente toutes les techniques de

factorisation, elle les révise et ensuite termine avec la complétion de carré comme technique

de résolution d’équation. Jusqu’au cours 17, la factorisation sert a réduire des expressions

algébriques. Au cours 18, Line donne une autre fonction a la factorisation, celle de résoudre
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des équations. Une équatioﬂ est donnée, 1’éleve doit reconnaitre quelle technique de
factorisation utiliser et ensuite utiliser la propriété du produit nul pour la résoudre. Ainsi,
I’éléve qui a 1’équation suivante : x?+5x+4=0 doit trouver la factorisation par produit et
somme du trinéme pour obtenir (x+1).(x+4)=0. Pour que ce produit soit nul, il faut qu’au
moins un des deux facteurs soit nul. On obtient que x =—1oux =—4. Elle finit sa séquence
d’enseignement par la technique de complétion de carré qui est directement liée dans sa

planification a la résolution d’équation.

3.7 Instruments de collecte de données

Pour comprendre la pratique enseignante et plus précisément comment s’aménage
I’intégration des représentations visuelles dans 1’enseignement de la factorisation de Line, la
collecte de différentes données sont nécessaires. Trois composantes sont ciblées dans cette
étude (Robert et Rogalski, 2002; Lenoir, 2009) : 1a composante €pistémologique (rapport aux
savoirs), la composante didactique/cognitive (rapport aux savoirs a enseigner a propos de
I’apprentissage, aux processus d’enseignement spécifiques aux différentes matiéres
scolaires) et la composante double dimension médiatrice/médiative (les modes d’interaction
en classe des différents acteurs, comment ’enseignant organise les médiations entre les
éléves et entre lui et les éléves).

Pour avoir accés a la composante €pistémologique, qui est le rapport au savoir de
Line, je vais analyser ses notes de cours pour faire ressortir ’image du savoir qui s’en
dégage. Je vais également avoir recours aux séances en classe et aux entrevues avant et aprés
expérimentation.

Pour la composante didactique/cognitive, plusieurs collectes de données sont
nécessaires : les notes de cours, les séances en classe et les entrevues. Je dégagerai les
savoirs travaillés, les itinéraires cognitifs planifiés et ceux qui émergent. Cette analyse
s’appuiera sur le cadre de référence développé autour des habiletés & développer dans
Iutilisation des représentations visuelles pour la factorisation. La composante double
dimension médiatrice/médiative est appréhendée a travers les séances en classe puisqu’il

s’agit d’analyser les interactions dans 1’action entre I’enseignante et les éléves et entre les
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éléves. Comment s’organisent ces échanges? Le schéma ci-dessous illustre les trois

composantes de I’intervention éducative avec les outils de collecte de données utilisés.

Tableau 3.3 Composantes et outils de collecte de données

Composantes

(Lenoir, 2009; Robert et
Rogalski, 2002)

Outils de collecte de données

Epistémologique

(Rapport aux savoirs)

Entrevue avant expérimentation
Notes de cours
Observation de deux séances en classe

Entrevue aprés expérimentation

Didactique/cognitive

(Rapport aux savoirs a enseigner a
propos de I’apprentissage, aux
processus d’enseignement spécifiques
aux différentes maticres scolaires)

Entrevue avant expérimentation
Notes de cours

Observation de deux séances en classe
Mini-entrevues

Entrevue aprés expérimentation

Double dimension
médiatrice/médiative

(Modes d’interaction en classe des
différents acteurs, eomment
I’enseignant organise les médiations
entre les éléves et entre lui et les
éléves).

Observation de deux séances en classe

3.7.1 Observation en classe

Une observation directe en classe a été réalisée pendant toutes les séances portant sur

la factorisation ou il y avait des ajouts de la chercheure dans la planification de

I’enseignante. J’étais toujours présente, c’est 1’enseignante qui prenait la parole avec les

éléves sauf a quelques reprises. Pour 1’exercice sur la mise en évidence double, j’ai guidé les
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éleves a la demande de I’enseignante qui n’avait pas eu le temps de regarder 1’exercice. Des
enregistrements vidéo de chacune des séances en classe ont été produits. Une caméra fixe a
été placée a I’arriere de la salle de classe. J’ai fait le choix de faire les transcriptions de deux
séances en classe a des fins d’analyse, celle portant sur la différence de carrés et celle sur la
complétion de carrés’. Ces deux séances sont particuliérement intéressantes et éclairent

’objet de cette recherche.

3.7.2 Entrevues avec I’enseignante

Plusieurs entrevues ont eu lieu avec 1’enseignante, au début de I’expérimentation, apres
’action (aprés chaque séance en classe) et a la fin de 1’expérimentation. Ces entrevues ne sont
pas du méme ordre. Les entrevues du début et de la fin sont des entrevues semi structurées

tandis que celles faites apres les séances sont plus « a chaud ».

Entrevue avant expérimentation. Dans la rencontre avec 1’enseignante qui a eu lieu
en mai 2010, plusieurs points ont été abordés. Quelques modalités ont été discutées,
quelques-unes trés techniques comme 1’autorisation signée pour enregistrer la rencontre, la
demande a la direction d’école, la collection de volumes utilisés. Le fonctionnement de
’expérimentation a été précisé, le nombre de rencontres, le nombre de périodes requises pour
I’expérimentation et les sujets ciblés par la recherche. On a également discuté du
fonctionnement habituel de Line en classe, sa planification, 1’ordre dans lequel elle voit les
formes de factorisation, le mode de travail en classe, individuel ou en équipe. Les roles de

chacune sont précisés, c’est Line qui enseignera et je serai la en observatrice.

Je me suis attardée a trois aspects durant I’entrevue. D’abord, je voulais avoir des
informations sur 1’expérience de 1’enseignante et son implication dans le milieu pour décrire
plus facilement le contexte de recherche. Ensuite, j’ai voulu comprendre ou se situait la

factorisation dans sa planification de ’année.” En troisiéme lieu, je me suis penchée sur la

5 Le corpus de données a analyser en profondeur est trop grand pour un mémoire de maitrise, un choix
a été donc fait. '
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fagon dont elle enseigne la factorisation pour comprendre ses choix didactiques dans la
séquence d’enseignement avant toute intervention. Les exercices que j’ai élaborés ont été

également présentés a I’enseignante.

Au départ je précise que 1’objectif de 1’expérimentation est de voir ce que peuvent
apporter les représentations visuelles dans I’enseignement de la factorisation. Comme il a été
mentionné a la section 3.2, Line n’utilisait pas les représentations visuelles dans son
enseignement de la factorisation mais elle précise alors qu’elle utilise le tableau blanc
interactif, les couleurs et différents reperes visuels pour les éléves. On discute aussi de la

place des représentations visuelles.

Line : D’accord. Toi, quand tu veux venir pour présenter ton activité, est-ce que tu
veux que j’aie déja amorcé 1’enseignement de cette notion la dans ma classe ou est-ce
que tu veux que ce soit complétement nouveau pour eux-autres?

Interviewer : Je pense que ce serait comme les premiéres périodes.

Je présente ensuite a Line les trois activités, soient 1’activité sur la différence de carré,
1a double mise en évidence et la complétion de carrés. L activité portant sur la double mise en
évidence (exercice du patio) est soumise tel que vu a la section 3.5. Je montre ensuite & Line
une activité dans laquelle I’éléve doit trouver lui-méme comment transformer un carré d’aire
a’ auquel on a retranché un carré d’aire b* en un rectangle. Cela implique du papier, des
ciseaux et du travail d’équipe pour trouver de quelle fagon découper la figure pour obtenir un
nouveau rectangle. C’est une activité qui fait référence au processus de découpage et
reconfiguration vu dans 1’histoire (voir section 2.2.3). Suite a cette proposition, Line ameéne
de la possibilité de faire cette activité avec un diaporama une fois que les éléves auront trouvé
la bonne forme de découpage. Elle semble intéressée A travailler cette activité en classe et
propose méme de se voir durant 1’été pour travailler sur le processus de découpage et de
reconfiguration avec traitement de texte ou avec un diaporama. Cette approche est celle
finalement privilégiéé comme vu a la section 3.5. En septembre, au moment de
I’expérimentation, j’ai proposé a Line une présentation par diaporama du processus de

découpage et reconfiguration pour la différence de carrés. Nous avons opté pour cette
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présentation en classe aupres des éléves pour ne pas changer leurs habitudes de classe en
début d’année (les éléves n’étant pas habitués a travailler en équipe et avec du matériel).
L’activité sur la complétion de carré a été présentée tel que vu a la section 3.5.
J’explique alors a Line que le but de cette activité est de faire comprendre aux éléves le sens
derriére la technique. L’enseignante est tres a 1’aise avec cette technique, elle souligne que
pour faire une complétion de carrés, on doit additionner le carré de la moitié du terme en x

pour obtenir un trindme carré parfait. L’activité doit permettre de visualiser cette étape.

A la fin de ’entrevue, Line montre son enthousiasme envers le projet, elle est contente
que mes activités s’insérent bien dans sa planification et croit qu’elles vont apporter quelque

chose de plus a son enseignement.

Cette premiére entrevue m’a permis de comprendre le contexte dans lequel va se
dérouler la recherche, les contraintes et routines tel qu’explicité par les chercheurs (Lenoir,

2009; Robert et Rogalski, 2002).

Entrevue aprés expérimentation. Dans ’entrevue finale, 1’objectif est de faire un
retour sur l’expérimentation, d’éclairer certains choix, de préciser, s’il y a lieu, les
changements qu’elle ferait suite 4 I’expérimentation dans sa planification, de faire expliciter
a ’enseignante les avantages et les limites d’introduire des représentations visuelles dans
’enseignement de la factorisation,

Les mini-entrevues. Des mini-entrevues ont été réalisées parfois avant et parfois apres
les séances en classe. Ces entrevues étaient plut6t informelles. Un retour est fait sur ce qui
s’est passé en classe, sur un réaménagement possible des situations et des interventions.

Les transcriptions des deux entrevues et des mini-entrevues ont été effectuées.

3.7.3 Test écrit

Un test écrit a été élaboré destiné aux éléves au tout début de 1’expérimentation. Dans
cette recherche, je ne m’attarde pas a l’apprentissage effectué par les éléves suite a

I’expérimentation. Toutefois, il m’a semblé intéressant de connaitre 1’état des connaissances
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des éléves avant enseignement de la factorisation. Ce test visait & révéler le degré d’aisance
dans I’utilisation des représentations visuelles en lien avec la mise en évidence simple (que
les éléves ont travaillé dans la premiére année du deuxiéme cycle du secondaire). Quel sens

accordent les éléves aux représentations visuelles?

Il se dégage de I’analyse du test écrit que les éléves n’associent pas facilement
’écriture algébrique a sa représentation visuelle avant enseignement. C’est dans ce passage
entre ces deux registres que le role de l’enseignant est important comme le soulignent
plusieurs chercheurs (Hosson, 1999; Pierce, 2002; Shf;lma et Dreyfus, 1994), celui-ci
favorisant un lien entre la méthode algébrique et visuelle donnant ainsi du sens aux
différentes étapes menant a la factorisation. L’analyse plus détaillée de ce test écrit est

présenté a 1’appendice A.

3.8 Cadre d’analyse

Pour analyser les pratiques des enseignants, Robert et Rogalski (2002) distinguent
deux types d’analyse : des analyses globales et des analyses locales qui ont lieu a partir du
déroulement en classe. Dans cette étude, ces analyses locales vont me permettre de détecter
les activités de I’enseignant. Les analyses globales permettent :

de compléter ces informations en reconstituant les fils conducteurs des choix et des
décisions, instantanées ou préparées, c’est-a-dire les invariants ou les déterminants

(p.508).

A des fins d’analyse, j’ai découpé les transcriptions des séances en classe en épisodes
déterminés par des activités successives. Chaque épisode sera par la suite analysé du point de
vue des savoirs, reliés dans notre cas aux habiletés liées a la factorisation et des échanges
entre 1’enseignante et les éléves. Il s’agit de reconstituer et de recomposer le systéme
complexe et cohérent des pratiques de I’enseignant en les reliant aux différentes composantes

issues du cadre de référence autour des pratiques (Lenoir, 2009; Robert et Rogalski, 2002).
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Mon objectif étant d’analyser 1’appropriation par une enseignante des représentations
visuelles dans la factorisation, je m’intéresse plus particuliérement aux trois composantes de
Lenoir et Robert et Rogalski vues précédemment soient : la composante épistémologique, la
composante didactique/cognitive et la composante double dimension médiatrice/médiative. Je
suis consciente que les autres composantes seront aussi présentes et interviendront a certains
moments que je préciserai. Pour analyser ces composantes, je reprendrai les trois dimensions
d’analyse de Robert et Rogalski. La premiére dimension est liée aux contenus travaillés en
classe et a la répartition des activités prévues entre enseignant et éléves (scénario prévu). On
regarde alors les liens entre savoirs anciens et savoirs nouveaux. On décrit aussi la nature des
taches prévues. Cette premiére dimension s’apparente & la phase pré-active de Lenoir ou on
s’intéresse a 1’action de planification (voir 2.6.1). La seconde dimension concerne les fonne§
de travail des éléves pendant les séances (travail individuel, en groupe), mais aussi les
interactions rapides avec I’enseignant, 1’écoute d’un éléve ou de I’enseignant au tableau, les
interactions entre les éléves et le support de ’activité (oral, écrit, tableau). La troisiéme
dimension est liée aux échanges avec 1’enseignant ou ’enseignante pendant les séances. Ces
aides apportées par I’enseignant dans son discours ou au tableau peuvent étre directes (rappel
des hypothéses d’un théoréme, argumentation) ou indirectes (appel & la mémoire,
structuration). Ces deux dimensions se rapprochent de la phase interactive de Lenoir (voir
2.6.1) ou on se penche sur l’actualisation en classe. La demniére phase de Lenoir sera
également prise en considération, la phase post-active qui concerne 1’évaluation des deux
premiéres phases et qui se fera avec I’enseignante.

A travers I’analyse didactique/cognitive, j’irai voir plus précisément comment
I’enseignante travaille les habiletés liées a la factorisation dans ses notes de cours et dans les
séances en classe.

Le tableau suivant présente le lien entre les composantes ciblées et les outils de collecte
de données utilisés tel que présenté dans le tableau 3.3. Le cadre de référence sur les habiletés
a développer autour des représentations visuelles en lien avec la factorisation guidera toute

I’analyse.




Tableau 3.4 Cadre d’analyse

Composantes

(Lenoir, 2009;
Robert et
Rogalski, 2002)

Outils de collecte de .

données
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s Entrevue avant

expérimentation
. ¢ Notes de cours
Epistémologique
e Observation de
(Rapport aux
] deux séances en
$avoirs)
classe
o Entrevue apres
expérimentation
e Notes de cours
e Observation de
deux séances en
classe
Didactique/cognitive .2
1 g e Mini-
(Rapport aux savoirs a entrevues

enseigner a propos de
I’apprentissage, aux
processus
d’enseignement
spécifiques aux
différentes matiéres
scolaires)

¢ Entrevue avant
expérimentation
o Entrevue apres

expérimentation

¢ Habileté a reconnaitre la
forme de factorisation a
utiliser

(Trottier et Janvier, 1999)
» Habileté a représenter
visuellement 1’expression
algébrique a factoriser
(Trottier et Janvier, 1999)
¢ Habileté a faire le lien
entre la représentation
visuelle et la résolution
algébrique

(Shama et Dreyfus, 1994;
Hosson, 1999)

¢ Habileté a reconnaitre

des formes équivalentes

.(Matz, 1984; Ball, Pierce

et Stacey, 2003; Guin et
Trouche 1999)

e Habileté a reconnaitre
des formes qui ne se
factorisent pas

(Damboise, 2007)
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Double dimension
médiatrice/médiative

(Modes d’interaction en
classe des différents
acteurs, comment
1’enseignant organise les
médiations entre les
éleves et entre lui et les
éleves).

Observation de
deux séances en

classe
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CHAPITRE IV

ANALYSE DES RESULTATS

Pour structurer 1’analyse des résultats, je vais prendre en considération les trois phases
de Lenoir (2009) : la phase pré-active, interactive et post-active. Dans la premiére phase, on
s’attarde a I’ensemble des tdches de planification, aux contenus prévus qui seront travaillés
en classe, a la répartition des activités et a la nature des taches. Pour analyser cette premicre
phase, je vais m’attarder a 1’entrevue menée avec 1’enseignante avant 1’expérimentation et a
une analyse de ses notes de cours touchant plus pérticuliérement a la différence de carrés et a
la complétion de carrés qui sont les deux techniques de factorisation que j’ai décidé
d’analyser. Les notes de cours de ’enseignante sont distribuées aux éléves. Dans la phase
interactive, on s’intéresse a I’interaction entre éléves et aux échanges entre I’enseignant et les
éleves. Pour ce faire, je vais analyser les deux séances en classe sur les contenus spécifiés
précédemment. Dans la phase post-active, il s’agit de faire une rétroaction, une évaluation
des deux premiéres phases. L’entrevue finale menée avec 1’enseignante sera la collecte de

données privilégiée dans cette phase.

Une mini entrevue a été menée avec 1’enseignante apres la séance sur la différence de
carrés (cours 11) et une autre avant la séance sur la complétion de carrés (cours 19). Ces
mini-entrevues nous renseignent a la fois sur la planification de ’enseignante (la phase pré-
active) et sur la phase post-active dans laquelle nous faisons Line et moi un retour sur
I’expérimentation. Pour que le lecteur puisse mieux suivre I’analyse menée, j’ai décidé

d’inclure ce qui ressort des mini entrevues avec 1’analyse des deux séances en classe.
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4.1 Analyse de la premiére entrevue (avant expérimentation) et des notes de cours de

I’enseignante

Comme vu dans la méthodologie, Line a décidé d’enseigner la factorisation en début
d’année, car plusieurs él¢ves font le choix de changer de séquence mathématique aprés avoir
eu de la difficulté avec ce chapitre considéré assez ardu. Ce choix ne serait plus possible si
I’année était plus avancée. Dans ses notes de cours®, elle commence d’abord par quelques
notions sur 1’équivalence en géométrie. Elle donne les propriétés suivantes : deux figures sont
équivalentes si elles ont la méme aire et deux solides sont équivalents s’ils ont le méme
volume. Il y a ensuite quelques exemples et exercices avec des figures ou solides équivalents
qui ont des mesures qui sont des nombres. Ensuite Line révise la loi des exposants, 1’addition
et la soustraction de polynémes ainsi que la multiplication en algébre. Ensuite elle montre

aux éléves a diviser un polynéme par un bindme.

C’est au dixiéme cours que ’enseignement de la factorisation débute. Line voit dans
I’ordre : le carré d’un bindme (trindme carré parfait), la différence de carrés, la simple et la
double mise en évidence, la factorisation d’un trinéme par produit et somme et finalement la
factorisation par complétion de carrés (voir tableau 3.2). Ces techniques de factorisation sont
structurées de la méme fagon dans ses notes de cours. D’abord est présentée la forme
générale a laquelle elle donne un sens. Line utilise les termes mathématiques exacts pour
illustrer chacune des expressions obtenues. Une certaine rigueur mathématique se dégage a

travers I'utilisation du vocabulaire mathématique utilisé dans ses notes de cours. Dans la *

¢ Les notes de cours complétes de Line se retrouvent 4 I’ Appendice B
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méthodologie (figure 3.2), I’exemple des notes de cours autour de la différence de carrés a été
explicité. Dans ’extrait suivant issu des notes de cours de Line, la forme générale d’un carré

d’un bindme est associée a un trindme carré parfait.

Le carré d’un binéme :(a + b)* = a> + 2ab + b’

(a-b) =a?-2ab+ b

!

( bindme ) > = trinéme carré parfait

Figure 4.1 Notes de cours, carré d’un bindme.

Par la suite, ’enseignante donne un exemple dont les termes ont des coefficients
différents de un. Mon expérience comme enseignante m’a amené a constater que les éléves
ressentent des difficultés a associer la forme générale aux différents exemples associés. La
symbolisation pose ici probleme. Dans 1’exemple suivant, on a que « a » représente le terme
«3x ». Dans ses notes de cours, Line ne développe pas (3x -5) (3x-5) et utilise ensuite la
double distributivité pour obtenir une forme équivalente. Elle présente plut6t le résultat final
en précisant que le premier terme est le carré de 3x, le deuxiéme terme et le double du produit
des deux termes et le dernier est le carré du deuxiéme terme du bindéme initial. L.’approche est
ici trés procédurale. Des fléches illustrent souvent dans les notes de cours une procédure
séquentielle a suivre, donnent une explication ou font des liens entre une forme algébrique et

le vocabulaire mathématique qui y est attaché.

Pour accélérer les calculs : (3x - 5)° = 9x" - 30x + 25

WA

Ce terme est le Ce terme est Ce terme est le
carré de 3x le double du g
. carré de -5
produit de
3x par -5

Figure 4.2 Notes de cours, exemple du carré d’un binéme.
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A chaque nouvelle forme de factorisation, une méthode pour factoriser pas a pas est
présentée avec des étapes procédurales et séquentielles a suivre. Elle désigne chacune des

étapes par des numéros.

Meéthode pour factoriser un trinéme carré parfait :
1- Calculer la racine du premier et du demier terme

2- Le signe du deuxiéme terme du trindme est le méme que le
signe du deuxiéme terme du bindme

Exemple : 9x° — 24xy + 16y* = (3x — 4y)*

v -

3x 4y

Figure 4.3 Notes de cours, méthode pour factoriser un trindme carré parfait.

Une série d’exercices finalise chaque technique de factorisation. La figure suivante
montre les exercices correspondant a la factorisation d’un trinéme carré parfait. On peut
remarquer que les numéros présentés sont d’un ordre de complexité croissant. Dans les deux
premiers exemples, il s’agit simplement d’appliquer «la méthode » pour factoriser un
trindme carré parfait. Pour les numéros 3, 5 et 6, I’éléve doit d’abord faire une mise en
évidence simple pour ensuite utiliser la factorisation du trinéme carré parfait. Line travaille

ainsi I’habileté 4 reconnaitre la méthode de factorisation a utiliser selon 1’expression &

factoriser.
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Exercices : Factorise les polyn6mes suivants avec la méthode du trindme
carré parfait ;

1. 25x* - 90xy + 81y =2. x> +4x+4 =

3. 4b*—12b+9=4. x*+10x+25=

5. 12x° - 36x> +27x = 6. 8x> +24x%y + 18xy* = |

Figure 4.4 Notes de cours, exercices du trinéme carré parfait.

Dans I’exemple qui m’intéresse plus particuliérement ici, la différence de carrés, la
premiére étape décrit comment on reconnait qu’il s’agit d’une factorisation par la différence
de carrés : il doit y avoir un signe négatif dans le binéme et deux termes qui sont des carrés.
Line appuie cette idée en inscrivant que c’est « obligatoire ». Cette habileté a pouvoir
reconnaitre la forme revient dans beaucoup de techniques de factorisation dans les notes de
cours de I’enseignante. On sent une grande importance pour Line & déchiffrer 1’écriture
algébrique pour y déceler des indices qui permettront par la suite son traitement en termes de

techniques de factorisation.

La différence de deux carrés :a” -b" = (a-b) (a+b)
Meéthode pour factoriser une différence de deux carrés :
1- Bin6me avec un (-) (obligatoire)

2- Les 2 termes sont des carrés parfaits

3- Extraire la racine de chaque terme

Héme

4- (1°® racine + 2°™ racine) (1°° racine - racine)

Figure 4.5 Notes de cours, méthode pour factoriser une différence de carrés.
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Par la suite, il est intéressant de voir qu’elle montre la bi-directionnalité de la
factorisation en faisant le processus inverse, du trinéme carré parfait au carré du binéme. Il y
a donc un lien, conscient ou non, de 1’enseignante entre le développement et la factorisation

mis de I’avant par la vérification de la forme obtenue.

ex 4x —9=(2x—-3)(2x+3) Vérifions: (2x—3)(2x+3)=
2 4x*+ 6x - 6x - 9 '
2x 3 4%’ —9

Figure 4.6 Notes de cours, vérification de la différence de carrés.

Comme pour les autres types de factorisation, Line propose des exercices gradués en
ordre de complexité sur la différence de deux carrés. Le premier, 144a” — 81b% peut sembler
simple, mais comme Line s’attend a ce que 1’éléve fasse la factorisation « compléte », il peut
causer des difficultés. 1.’éléve fera probablement d’abord la différence de carrés et obtiendra
I’expression (12a-9b).(12a+3b), qui se factorise encore en faisant une mise en évidence
simple. On obtient alors la réponse escomptée : 3(4a-3b).(4a+3b). Passer a cette dernicre
forme peut cependant étre difficile pour 1’éléve et causer des erreurs dans la manipulation
algébrique comme par exemple (12a-9b).(12a+3b) = 3.(4a-3b).3.(4a+3b). Les exercices 3 et 5
ont une forme différente des autres numéros, certains éléves peuvent ici étre surpris. Dans ces
deux exercices, un des carrés dans 1’expression est un bindme élevé au carré. On obtient le
binéme en faisant la racine carrée. L’exercice 5 peut étre plus difficile car on a un signe
négatif devant une parenthése, ce qui peut causer des difficultés chez certains éléves dans la
manipulation algébrique de cette expression. Les exercices 4 et 6, en plus de 1’exercice 1
renferment une mise en évidence a faire. On sent encore ici le souci de Line de rappeler aux
éléves qu’il y a plus d’une forme de factorisation a faire dans certaines expressions et que le
plus simple est souvent de commencer par la mise en évidence si cela est possible.
Finalement, les exercices 7 et 8 contiennent une difficulté supplémentaire. Les éléves doivent
factoriser une premiére différence de carrés soit : x*- y* = (x%-y?).(x2+y?). Cette derniére

expression contient elle aussi une différence de carrés. L’éléve doit alors reconnaitre une
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autre différence de carrés dans D’expression (x2-y?). La factorisation attendue est

(x=y)(x+y).(x* +y?).

Exercices :
1. 144a°—81b’= 2. Xy -25a%=
3. (x-2-121= 4. 4b*-36=
5. 36-(y-4y= 6. 50x’—18a*=
7. x-y'= 8. 8la'—625b* =

Figure 4.7 Notes de cours, exercices sur la différence de carrés.

Apres le cours 14, ou Line a introduit toutes les techniques de factorisation sauf la
complétion de carrés, un tableau est présenté dans lequel |’enseignante s’attarde
explicitement & I’habileté 4 reconnaitre la technique de factorisation & utiliser selon
1’expression & factoriser. A travers ses notes de .cours, on sent I’importance de reconnaitre la
forme a factoriser dans ce souci de 1’enseignante de donner une méthode pour savoir quelle
technique de factorisation utiliser. On voit toujours 1’aspect procédural de ce travail. 1l serait
intéressant de voir si cette procédure est construite avec les éléves ou donnée telle quelle.
Line explicite ’ordre dans lequel il faut regarder les méthodes de factorisation, elle précise
que I’on doit continuer tant que I’expression contient un facteur pouvant étre factorisé et

ajoute que 1’éleéve doit se vérifier en développant 1’expression obtenue. On retrouve encore 1a

des étapes claires de la démarche a suivre.

1- Effectuer une simple mise en évidence s’il y a lieu.

2- Trouver le cas de facteurs approprié :

Binéme avec (-) _Différencg de carrés

Produit / somme

/
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Carré parfait

Polyndme a 4 termes Doub!le mise en évidence

3- Effectuer la factorisation tant qu’il est possible de le faire.

4- Vérifier en effectuant le produit des facteurs.

Figure 4.8 Notes de cours, comment savoir quelle méthode utiliser.

Pour Line, la plus grande difficulté pour les éléves est de savoir quelle forme de
factorisation utiliser, comme elle 1’explique dans [D’extrait issu de [’entrevue avant

1’ expérimentation.

Line : Bon, le plus de misere 1a c’est que quand ils apprennent situation par situation,
un par un, ¢a va. Mais sauf que quand c’est tout mélé, que 1a ils ont a choisir, 1a ils ont
de la misere, c’est 1a qu’ils ont de la misere.

Interviewer : Qu’est-ce que tu fais pour les aider 1a-dedans?

Line : Ben 13 pour les aider la-dedans, je reprends toujours leur méthode 13, un a la
suite de 1’autre, oui, je reprends toujours ¢a.

Cette habileté est importante pour Line car dans ’entrevue elle m’explique comment
1’éléve sait quelle méthode utiliser. Elle donne des reperes algébriques aux €léves dans les

expressions.

Line: Aprés ¢a, je leur dis, qu’est-ce que tu fais si tu en a plusieurs, si tu as un bindme
avec un moins, c’est une différence de carré, si c’est un trindme, c’est produit somme
ou carré parfait. Si tu as un polynéme & quatre termes, c’est une double mise en
évidence. (10 mai 2010, lignes 41 a 44)
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Elle m’explique aussi dans la rencontre comment elle procéde en classe. Elle utilise un
tableau interactif, fait des fleches, met en couleur par exemple les termes & mettre en
évidence. De plus, elle précise qu’elle suit ’ordre présent¢ dans le manuel pour

I’enseignement des différentes méthodes de factorisation.

Pour la complétion de carrés, elle utilise une boite représentant le terme a ajouter pour
obtenir un trindme carré parfait. Dans la démarche suivante, tirée de ses notes de cours, les
trois premiéres étapes servent  transformer I’équation sous la forme x? + bx = c. Ensuite, la
procédure pour trouver le nombre a ajouter pour obtenir un trinéme carré parfait est la
suivante : on divise le deuxiéme terme en deux (représenté par le triangle) pour ensuite mettre
ce nombre au carré. Ensuite, on trouve les deux solutions possibles en extrayant la racine. On
remarque que chaque étape est d’abord expliquée en mots et ensuite illustrée avec un

exemple ou chacune des étapes est numérotée.
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Meéthode de résolution ou ’on utilise la complétion du carré
Meéthode :

1- Ecrire I’équation sous la forme x*+bx=c

(lignes 1,2 et 3 des exemples);

2- Ajouter un terme de chaque c6té de 1’égalité pour obtenir un trindme
carré parfait du c6té gauche ;

3- Déterminer les solutions par extraction des racines carrées.
Exemple; :

1-2x% - 24x +54=0

2-x%-12x +27=0

3x’—12x = 27

VAN

4 £ - QX + |;6_|=-27+
I 12

s A ;
trindme carré patfait

/8] =

x-6)=-3 ou (x—6) =3

x=3 ou x=9

Figure 4.9 Notes de cours, complétion de carré.

Les boites et les triangles servent d’aide-mémoire pour Line, comme elle 1’explique

durant ’entrevue.

Interviewer : Je savais que tu avais une bonne fagon d’enseigner et que c’était
structuré, je voulais juste ajouter une...

Line : C’est parfait, parfait. Moi je dis que faut que ¢a soit un trinéme carré parfait,
pas 1a j’encadre ¢a pis toute ¢a, mais 1a toi...
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Interviewer : Ils vont faire le lien avec qu’est-ce qu’ils ont vu avant.

Line : C’est ¢a, pis tsé 1a quand il va y avoir ¢a, on va dire, pensez a votre boite. (10
mai 2010, lignes 468 4 471)

Line est trés a I’aise avec sa planification, elle ne ressent aucun besoin a cette étape de
la remettre en question, 1’ajout des représentations visuelles apparait comme un service
qu’elle me rend pour que je poursuive mon étude (comme vu dans la méthodologie). En effet,
Line aurait trés bien pu me laisser faire les activités avec les éléves. Je prenais ainsi les
données pour analyser les retombées chez les éléves. Line n’avait pas alors de changements a
faire dans sa pratique. A la premiére entrevue, ’enseignante est plutét détachée, les activités
sont plutot celles de la chercheure. Elle les insére dans sa planification comme : « Activité
Patricia ». De plus, quand je lui parle des représentations visuelles, elle affirme qu’elle les a
déja vues mais qu’elle ne les a jamais intégrées dans son enseignement.

Line : Oui, oui, mais je I’ai jamais vu...je I’ai jamais enseigné moi comme ¢a, mais je
I’ai déja vu c’est ¢a en troisiéme secondaire je pense, en deuxiéme, troisiéme
secondaire, il y avait des choses comme ¢a.

Line : Oui. Ici je vais marquer « activité de Patricia », d’accord, et on va se prévoir un
petit temps pour faire une activité. (10 mai 2010, lignes 159 4 162)

Line : L4 ici, je vais marquer exercice, bon je vais marquer exercice Patricia. Toi ¢a va
étre exercice un. (10 mai 2010, lignes 189-190)

A ce stade, aprés la premiére entrevue, Line est enthousiaste que je vienne essayer
«mon projet » dans sa classe, mais en dit peu sur ce qu’elle pense de I’intégration des

représentations visuelles en factorisation.

Cette entrevue permet ainsi de dégager les visions des deux partenaires de la recherche.
11 ressort de mon discours des éléments du cadre théorique comme 1’importance du visuel qui
permet de comprendre le concept en jeu, I’importance de développer des habiletés lies a la
factorisation comme la bidirectionnalité et de faire un lien avec I’histoire des mathématiques.
Dans 1’extrait ci-dessous, je décris de plus I’importance de donner du sens & ces techniques

de factorisation, d’expliciter le pourquoi.
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Interviewer : Factoriser c’est I’inverse de développer qu’ils connaissent déja.
(10 mai 2010, lignes 13)

[

Interviewer : C’est un petit peu parce que dans 1’histoire c’est de méme que ¢a
c’est fait.

Interviewer : a?-b?, souvent ils associent ¢a... c’est pas aussi évident (atb)(a-
b), d’ou ¢a vient, pourquoi, tandis que la s’ils 1’ont vu, ils vont peut-étre mieux
s’en rappeler et se souvenir d’ou ¢a vient. (10 mai 2010, lignes 239 & 243)

.4

Interviewer : Pis pour la complétion de carrés, pis moi honnétement, je suis
ben bonne en mathématiques, la complétion de carrés, j’ai jamais vraiment
compris d’ou ¢a venait et pourquoi on fajsait ¢a. Avec ¢a, j’ai un peu compris
pourquoi. Parce que tsé dans la complétion de carré on dit qu’on additionne le
carré de la moitié du deuxiéme terme, mais pourquoi on fait ¢a, moi je 1’ai
jamais su. (10 mai 2010, lignes 300 a 306)

Dans sa réponse a mon commentaire, Line laisse voir sa vision plus rigide des
mathématiques reliée a un vocabulaire précis et a 1’utilisation de moyens mnémotechniques
pour se rappeler des étapes a suivre, comme les boites. Les représentations visuelles sont
vues par 1’enseignante comme une technique différente de la sienne a présenter aux éléves et

qui est va étre mise a 1’épreuve dans 1’expérimentation.

Line : Ok, parce qu’on veut avoir un trindme carré parfait. Non, non mais tsé€ ¢’est une
autre facon pis peut-étre que moi je vais bien aimer ta technique, on verra. Moi je dis
que faut que ¢a soit un trindme carré parfait, pas 1a j’encadre ¢a pis toute ¢a, mais 1a
toi...

Interviewer : Ils vont faire le lien avec qu’est-ce qu’ils ont vu avant.

Line : C’est ¢a, pis tsé 1a quand il va y avoir ¢a, on va dire, pensez a votre boite. (10
mai 2010, lignes 468 a 471)

- Syntheése de I’analyse de ’entrevue et de ses notes de cours

Ces analyses donnent des indications sur la composante épistémologique, c’est-a-dire
le rapport au savoir de Line. Les mathématiques apparaissent comme rigides, on sent une
grande rigueur mathématique de la part de Line qui se traduit par !’utilisation ¢’un

vocabulaire précis a travers ses notes de cours et dans son discours. De plus, le savoir
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mathématique est trés séquentiel, des étapes doivent étre respectées dans un ordre précis,
d’une écriture formelle, 4 un exemple, a la vérification. Le savoir apparait comme un savoir a
apprendre et par la suite & appliquer. Le « pourquoi » des étapes a suivre n’est pas pris en
considération.

Aprés I’analyse de la premiére entrevue et des notes de cours de 1’enseignante, des
éléments autour de la composante didactique/cognitive sont mis de 'avant & travers
I’explicitation d’habiletés & développer autour de la factorisation. On voit que Line travaille
la bi-directionalité donc I’habileté & reconnaitre des formes équivalentes a travers la
vérification des expressions factorisées obtenues et ce, dans chacune des techniques de
factorisation (ce qui a été relevé dans ses notes de cours). L’habileté a reconnaitre la forme de
factorisation a utiliser selon 1’expression a factoriser est également travaillée par Line, elle
explicite que celle-ci cause des difficultés aux éléves, elle consacre donc tout un cours dans
lequel des étapes sont présentées pour expliciter la fagon de reconnaitre la forme & factoriser.
La vision séquentielle des mathématiques de Line influence ici sa planification. Il s’agit
d’expliciter des repéres algébriques dans les expressions (1’¢léve doit s’attarder sur 1’€criture
algébrique qui est parlante) et par la suite & y appliquer une technique précise de
factorisation. Le pourquoi est évacué de ce travail. Cette habileté ne devrait quant & moi ne
pas étre présentée telle quelle aux éléves mais devrait étre découverte par eux pour favoriser
ainsi une meilleure compréhension. Pour aider les éléves dans la reconnaissance des
expressions a factoriser, Line a recours a des moyens mnémotechniques comme mettre dans
une couleur différente les termes qui seront mis en évidence, représenter par une boite les
termes 4 ajouter dans la complétion de carrés et par des triangles le terme en x dans cette

méme technique de factorisation.

Line travaille donc & sa maniére 1’habileté & reconnaitre la technique de factorisation &
utiliser selon ’expression a factoriser et plus implicitement 1’habileté & reconnaitre des
expressions équivalentes en faisant la vérification de certaines techniques en développant les
expressions obtenues avec la factorisation. Selon ses notes de cours et a travers son discours,
elle ne semble pas travailler I’habileté & reconnaitre des formes qui ne se factorisent pas.

Etant donné qu’elle n’utilise pas les représentations visuelles, il est normal qu’elle ne
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3

travaille pas a ce moment-ci les deux derniéres habiletés, soient 1’habileté a représenter
visuellement une expression et 1’habileté & faire le lien entre la démarche algébrique et

visuelle.

Une autre habileté est mise de 1’avant dans les notes de cours de 1’enseignante a travers
I’analyse des numéros proposés dans les exercices. En effet, dans plusieurs de ces numéros,
I’éléve est amené a appliquer pour une méme expression deux techniques de factorisation.

Dans certains exemples la méme technique est appliquée deux fois.

Dans I’entrevue avant expérimentation, 1’enseignante et moi-méme touchons a d’autres
composantes de ’intervention éducative relevées par Lenoir (2009). La composante
organisationnelle est abordée. Line semble préoccupée par le temps et est soulagée de voir
que les activités que j’apporte ne vont pas changer 1’ordre de présentation de ses notes de

cours ni ajouter trop de cours a sa séquence sur la factorisation.

En ce qui concerne ’appropriation par I’enseignante des représentations visuelles, je
peux constater qu’a ce stade de la recherche, Line n’est pas trés impliquée par la mise en
place de ce qu’elle nomme une nouvelle «technique». Elle est consciente que les
représentations visuelles sont présentées dans les manuels mais elle ne s’y est pas vraiment
attardée. De plus, elle ne s’investit pas vraiment dans les activités que je lui propose a part sur
celle de la différence de carrés (voir 3.7.2) ou la discussion tourne surtout autour du mode de
présentation de 1’activité (diaporama ou par manipulation avec du matériel). Dans I’entrevue
avant I’expérimentation, je lui présente ’importance de travailler certaines habiletés de la
factorisation comme la bidirectionnalité, la reconnaissance des différentes formes de
factorisation et de suivre une démarche semblable a celle vécue dans 1’histoire des
mathématiques. Je mise sur I’importance du pourquoi, de la compréhension des étapes a
suivre en mettant de ’avant ma propre expérience et mon enthousiasme en découvrant ces

explications.

4.2. Analyse de deux séances en classe et des mini-entrevues associées
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La séquence d’enseignement sur la factorisation s’étale sur dix cours de 60 minutes qui
ont été filmés. J’ai choisi d’analyser deux de ces cours, le deuxieéme (cours 10, voir tableau
3.2) portant sur la différence de carrés et le demier (cours 19) autour de la complétion de
carrés. Il ressort de ces deux cours des résultats intéressants a analyser du point de vue de
I’objet de cette étude. De plus, ces cours se situant au début et & la fin de la séquence
d’enseignement, je pourrai relever de possibles indices sur 1’évolution de 1’appropriation des
représentations visuelles par Line. Les autres cours ont été également visionnés mais une
analyse moins systématique a é&té menée. Des éléments relevés de 1’analyse de ces autres

cours seront rapportés au chapitre V lors de la discussion.

Pour les deux cours, Différence de carrés et Complétion de carrés, des mini-entrevues
ont été effectuées avec 1’enseignante. Celles-ci viendront compléter les analyses des séances

en classe.

4.2.1 Analyse de la séance en classe portant sur la différence de carrés

Pour mener 1’analyse des séances en classe, j’ai découpé les transcriptions en épisodes
tel que stipulé par Robert et Rogalski (2002, voir 2.6.3). Cinq catégories ont guidé I’analyse :
les habiletés sur la factorisation travaillées, les interventions de 1’enseignante avec les éléves,

’appropriation des représentations visuelles par 1’enseignante, la place et les réles de

représentations visuelles. Chacun des épisodes est structuré en tableau, dans la colonne de

gauche, j’ai noté les éléments qui ressortent des séances en lien avec les deux premiéres
catégories, ceux-ci seront exemplifiés par des extraits de verbatim annotés dans la colonne de

droite. I.’analyse des trois autres catégories est présentée a la fin de chacun des tableaux.
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Cette analyse en tableau du cours sur la différence de carrés nous donne des
informations sur les trois composantes de ’intervention éducative, sur la fagon dont Line
travaille les habiletés reliées a la factorisation et son appropriation des représentations

visuelles.

Dans cette séance, des indices sur la composante épistémologique, soit la vision des
mathématiques de Line, son rapport aux savoirs sont explicités. Comme vu dans I’analyse des
notes de cours et de la premiére entrevue, Line semble avoir une vision des mathématiques

comme une série de techniques, de recettes ou de méthodes a retenir.

Line : Donc 12 on retient ¢a, que si on a a factoriser a* -b? ¢a nous donne « a » plus

« b » multiplié par « a » moins « b » (lignes 52-53)

L’utilisation d’un vocabulaire rigoureux est présent tout le long de la séance. Par
exemple, Line souligne que (a-b) et (a+b) sont des conjugués et reprend les termes exacts
décrivant chacune des expressions algébriques comme par exemple «un trindme carré

parfait », « binéme au carré ».

Plusieurs éléments éclairant la composante didactique/cognitive de 1’enseignante sont
précisés. Dans cette séance, Line travaille toutes les habiletés de la factorisation relevées dans
le cadre théorique. L’habileté a reconnaitre des formes équivalentes, a travailler le caractére
bidirectionnel de la factorisation et de la distributivité est mise de I’avant dans les épisodes 1,
3 et 5. Dés ’explicitation de la définition de la factorisation (épisode 1), Line s’appuie sur un
exemple numérique pour illustrer le caractére bidirectionnel « factoriser-développer ». Dans
la présentation de la technique de la différence de carrés (épisode 1), elle précise aux éléves
1’équivalence entre les formes d’un bindme au carré et du trinéme carré parfait associé. Les
représentations visuelles viennent appuyer cette habileté, Line illustre les expressions
équivalentes en transformant la figure géométrique en une autre figure ayant la méme aire.
Cette habileté est également travaillée dans 1’étape Vérification (épisode 3). Line pousse les
éléves a vérifier la factorisation obtenue en développant 1’expression obtenue. Finalement,

dans Dintervention autour de 1’expression x*+y* (épisode 5), Line a recours cette fois aux
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expressions non équivalentes, elle ne peut reconfigurer, découper la figure obtenue avec

x*+y” pour obtenir un carré.

Tout ce travail autour des expressions équivalentes est li¢ & I’habileté a faire le
lien entre I’écriture algébrique et les transformations faites sur la figure. Ce méme

Y

processus de découpage et de reconfiguration permet de travailler ’habileté a
représenter visuellement une expression algébrique & factoriser. L’habileté a faire le
lien entre le visuel et 1’algébrique apparait indissociable de 1’habileté a reconnaitre
des expressions équivalentes. Travailler avec les représentations visuelles nous amene
donc a travailler sur I’équivalence des expressions. Ces habiletés sont sollicitées dans
les épisodes 1 et 2. Line précise aux éléves ce que signifie visuellement chaque
expression algébrique, « le c6té du carré, I’aire du carré » (épisode 1), « on recherche
le c6té du carré a partir de son aire » (€pisode 2).

La quatrieme habileté travaillée qui apparait dans un exercice est celle de reconnaitre
des formes qui ne factorisent pas (épisode 5). Line est amenée a la travailler avec 1’exemple
de la somme de carrés qui comme vu dans la problématique cause des difficultés chez les
éléves. Les représentations visuelles apparaissent dans cet incident 1’outil privilégié par Line
pour contrer cette erreur. Visuellement les éléves sont amenés a voir qu’on ne peut construire

un nouveau carré a partir de deux carrés.

Finalement, Line travaille I’habileté a reconnaitre la forme de factorisation a utiliser
selon I’expression algébrique (épisode 3). Ce travail se fait sans les représentations visuelles.
Line ameéne les éléves a s’attarder sur 1’écriture algébrique, a y repérer des indices leur
permettant de détecter la forme de factorisation a utiliser. Dans le cas de la différence de
carrés, il s’agit de voir qu’on a un moins qui est obligatoire (I’enseignante insiste 1a-dessus)
et deux carrés. Dans cette séance, cette habileté se précise. Line améne les éléves a voir que
pour certaines expressions, on peut appliquer deux techniques de factorisation 1’une apres
’autre. L’ordre apparait ici important, 1’enseignante fait remarquer aux éléves qu’il est plus
aisé de procéder d’abord par la mise en évidence et par la suite par la différence de carrés que

de faire I’inverse. Grice a cette enseignante, on comprend mieux [’habileté a reconnaitre la
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forme de factorisation & utiliser. Ce n’est pas seulement savoir quelle expression améne a
quelle forme de factorisation, mais aussi dans quel ordre on doit appliquer la factorisation

pour étre plus efficace.

La composante double dimension médiatrice/médiative m’améne & m’intéresser aux
modes d’interaction en classe et voir comment 1’enseignante organise les médiations entre les
éleves et entre elle et les éléves. Dans cette séance, Line utilise des phrases-clés que les
éleves répétent dans le but de servir d’aide-mémoire : « beau trinéme carré ». Elle se sert
d’images, de métaphores et de mots-clés : « un trinéme carré parfait ce sont deux parenthéses
identiques », « pour la différence de carrés, on obtient deux jumeaux non identiques ». De
plus, les gestes viennent appuyer ces métaphores (elle mime les parenthéses avec les mains).
Les éleves répondent a des questions précises, fermées. Les questions de Line sont trés
dirigées et laissent peu de place a des possibles explicitations de la part des éléves. J’ai pu
remarquer qu’elle se soucie de la compréhension de ses éléves en leur demandant « est-ce

que tout le monde comprend? » a plusieurs reprises.

Cette séance améne des éléments intéressants quant & I’appropriation des
représentations visuelles par Line. Dés 1’épisode 1, I’enseignante intervient lors de ma
présentation aupres des éléves sur la différence de carrés avec des représentations visuelles.
Elle prend la parole a deux reprises voulant gérer la discussion ce qui montre une certaine
aisance de sa part pour ces représentations. De plus, ’enseignante intégre les représentations
dans ses notes de cours (épisode 3), elle les rajoute sur le tableau interactif en reprenant les
différentes étapes de manipulation. Dans 1’épisode 2, Line utilise les représentations visuelles
dans un exemple, elle donne du sens a 1’expression algébrique comme 1’aire d’un carré a
laquelle on soustrait un autre carré. Les représentations visuelles sont ainsi utilisées a la fois
dans le cas général et dans les exemples. Finalement, dans 1’épisode 5, Line s’appuie sur les
représentations visuelles pour contrer une erreur des éléves autour de la factorisation de x*+y*
(elle montre que celle-ci ne se factorise pas). Pour contrer cette erreur, elle utilise également
sa phrase mnémotechnique « on obtient un beau trinéme carré parfait » pour souligner que

x*+y* ne peut étre égal & (x+y)” car ce dernier représente un beau trindme carré parfait. Ainsi,
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dans les épisodes 2, 3 et 5 le recours aux représentations visuelles par I’enseignante est

totalement spontané.

Dans la séance sur la différence de carrés, les représentations visuelles sont utilisées
dans plusieurs des épisodes. Au début du cours, les représentations visuelles servent a
présenter, illustrer, donner du sens a la technique de factorisation de la différence de carrés et
ce, dans le cas général et dans des exemples. Les représentations visuelles ont également un
role bien particulier qui est de contrer les erreurs, présenter des arguments pour montrer que

0

certaines expressions ne se factorisent pas.

4.2.2 Analyse de la mini-entrevue associée a la différence de carrés

Au cours suivant, qui a eu lieu quelques jours aprés celui sur la différence de carrés,
Line aborde I’utilisation des représentations visuelles. Elle semble treés enthousiaste. Elle
avait remplacé une enseignante dans un autre groupe qui avait seulement vu la factorisation
de fagon algébrique. Dans ce groupe, la méme question sur la somme de carrés est revenue.
Line m’explique alors qu’elle a fait la représentation visuelle au tableau et que plusieurs
¢éléves ont alors compris pourquoi cette expression ne pouvait pas se factoriser, contrairement

a la différence de carrés.

Line : La j’ai dit bon, 14 j’ai fait un carré, 1a ¢a ¢’était « a » au carré, « a » fois « a », le

petit « b », « b» fois « b », fac 13, tout le monde a allumé! Pis 1a c¢’était d’autres qui

disaient : « Ah, c’est pour ¢a! ». J’entendais plein de monde dans la classe qui avaient

cette réaction 13, oui! Ils ont compris.

Cette expérience a amené 1’enseignante a reconsidérer sa planification. Elle annonce
clairement qu’une prochaine fois, elle attendra que le questionnement vienne des éléves avant

d’utiliser les représentations visuelles. Celles-ci viendront en réponse a un besoin provenant

d’eux, et non au début de I’apprentissage d’une nouvelle technique de factorisation.

Line : Une autre année moi 13, je vais le faire comme ¢a, je vais le faire au début
algébrique pis apres, apres 1, ils vont avoir commencé a faire des exercices, 1a je vais
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le sortir géométrique, pis 1 ils vont comprendre mieux. Ils vont vraiment comprendre
pourquoi, ils vont I’avoir. Je me suis dit en tout cas que c’était intéressant.

Interviewer : Qu’ils se posent la question. Moi je me demandais, peut-étre

qu’ils se posent méme pas la question.

Line : Pis si.... de le faire au début, ben 12 ¢a a emipéché les miens de se poser

cette question la.

)

Mais au début ils n’avaient pas des réactions : « Ah! C’est pour ¢a! »

Line propose donc de travailler 1’habileté & reconnaitre certaines expressions qui ne
factorisent pas a I’aide de leur représentation visuelle. Elle ajoute qu’elle changerait la place
des représentations visuelles qu’elle n’utiliserait pas au tout début pour présenter la

technique de factorisation comme nous 1’avons fait dans cette expérimentation.

4.2.3 Analyse de la mini-entrevue associée a la complétion de carré

Juste avant le cours sur la complétion de carrés qui a lieu plusieurs cours apres celui
sur la différence de carrés, Line m’apprend qu’elle a eu le temps d’aborder algébriquement la
complétion de carré avec plusieurs éléves. En fait elle a déja amorcé l’enseignemeﬁt
algébrique de la complétion de carré au demier cours. Officiellement par contre, le cours
théorique sur la complétion de carré se passe cette journée ou ils compléteront leurs notes de

cours. Quelques éléves ont cependant déja commencé les exercices.

Line souligne que c’est ainsi qu’elle aimerait procéder 1’année prochaine pour sa
séquence sur la factorisation, elle explicite clairement un changement dans sa planification :

Line : L’année prochaine, moi je vais le faire comme ¢a, je vais le faire un peu
algébriquement et aprés je vais leur montrer avec ¢a (avec les représentations
visuelles).

Ce changement provient de 1’épisode décrit dans la section précédente ou Line a
enseigné a un autre groupe qui n’avait pas vu les représentations visuelles. C’est la réaction
des éléves, leur compréhension amenée par les représentations visuelles qui a favorisé ce
changement d’attitude.

Line : En tout cas, tu aurais dii voir leur réaction. Quand ils ont dit « Ah c’est pour ¢a
madame ». La je me suis dit, il faudrait que Patricia soit 1a!
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Il y a un souci de la part de I’enseignante de garder les représentations visuelles pour
les ressortir, les utiliser & des moments clés, quand les éléves se questionnent, ne
comprennent plus. Les représentations visuelles favorisent ainsi la compréhension chez les
éléves, les indices d’une telle compréhension proviennent de leurs dires, ils 1’ont exprimé

clairement.

Dans cette mini-entrevue, 1’enseignante explicite ce qu’elle va faire dans le cours. Elle
m’explique comment elle va faire ’activité que j’avais proposée (voir la méthodologie,
figure 3.5). Elle précise qu’elle ne projettera pas a 1’écran ’activité comme telle mais va
plut6t laisser le temps aux éleves de lire la situation et qu’elle va dessiner la figure au
tableau. On sent ici une prise de position de 1’enseignante qui adapte 1’activité a sa pratique,
se ’appropriant. Ce n’est plus « I’activité Patricia » comme elle la décrit dans ’entrevue
avant I’expérimentation, il y a un réaménagement de la tdche proposée.

Line : Bon 14 ici moi je le mettrai pas sur powerpoint ¢a parce que je vais le dessiner,
je vais le dessiner avec de la couleur comme ga. Je veux préparer cette affaire 1a et
apres ¢a je vais y aller avec ma théorie dans ¢a (le cahier de notes de cours), mais ¢a,
¢a va étre la deuxiéme partie.

[5sa]

Line : Bon la je vais aller faire la figure. Je vais mettre du noir et ensuite de la couleur.
Eux autres ils ont fait ga comme ¢a, 13 je suis pareil, 1a je vais en rajouter. La 10x...
Patricia : C’est 5, 5.

Line : Je devrais leur dire que pour lui 10x, c’était un grand qu’il a séparé en deux? Je
devrais-tu le faire le rectangle 10x, le séparer en deux... Ils vont le voir, je vais leur
dire. Ok, la ici je vais leur dire, ¢a c’est x, ben c’est x au carré et 1a eux-autres ils vont
le trouver et ¢a ici c’est 5x, donc c’est X et eux vont me dire ici c’est 5 et ici c’est 5,
alors ¢a c’est quoi? C’est ¢a! Pas pire hein, wow!

Ce demier extrait nous informe sur la composante didactique/cognitive. Line a le souci
de faire le lien entre la représentation visuelle est la démarche algébrique notamment quand
elle parle du rectangle que 1’on coupe en deux parties ou quand on cherche les c6tés des
carrés. Elle veut travailler cette habileté sans que 1’on en ait parlé avant. On voit qu’elle se
pose elle-méme des questions sur comment elle va enseigner & 1’aide des représentations
visuelles. Elle demande si elle devrait dessiner le rectangle que 1’on sépare en deux parties.
Elle répond elle-méme a cette interrogation. Ce processus nous montre que Line commence

a intégrer les représentations visuelles, elle se les approprie. Elle amene des éléments de sa
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propre pratique, comme mettre de la couleur, a I’aspect visuel de la complétion de carré. Elle
a intégré les représentations visuelles dans sa planification de la fagon qui lui semble le plus -
efficace, c’est-a-dire un peu aprés avoir commencé 1’enseignement algébrique de la
technique. On sent & travers ce discours que l’enseignante a bien réfléchi sur les
représentations visuelles utilisées dans la complétion de carrés et qu’elle est satisfaite de ce
qu’elle a fait : « Pas pire hein, wow! ». De plus, dans cet extrait, I’enseignante explicite les
interactions qu’elle va avoir avec les éléves. Les questions qu’elle prévoit sont encore

fermées « 12 je vais leur dire ¢a c’est x, ben c’est x au carré, eux autres ils vont le trouver et

ca ici ¢c’est 5x ». Les éléves sont guidés dans le raisonnement a produire.

Line explicite que pour procéder a la complétion de carrés, les €éléves vont avoir

besoin d’un préalable essentiel : le bindme au carré qui donne un trindme carré parfait.

Line : Moi 13, ce qui me reste a voir avec eux autres, c’est ¢a, la complétion de carré,
mais il y en a qui ont déja commencé, ¢a ne sera pas une grosse affaire et ils
connaissent 13, un bindme au carré, ¢a donne un trindme carré parfait et c’est ¢a le
gros de ¢a. Donc ¢a, ¢a ne sera pas un probléme pour eux autres.

Line affirme que la complétion de carrés est simple une fois que les éléves ont compris
qu’ils devaient utiliser la factorisation d’un trinéme carré parfait qui est une connaissance
des éléves. Elle suppose que ce ne sera pas un probléme pour les éléves. Sa technique
algébrique d’enseignement de la complétion de carré semble donc fonctionner, mais les
éléves donnent-ils du sens a ce qu’ils font? Comprennent-ils pourquoi on proceéde ainsi? Les

représentations visuelles vont d’aprés moi permettre d’asseoir cette compréhension.

4.2.4 Analyse de séance en classe sur la complétion de carré

L’analyse de cette séance sera présentée dans le méme format que celle sur la

différence de carrés, un tableau & deux colonnes.
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On voit toujours dans cette séance que pour Line, les mathématiques supposent une
suite logique d’étapes a respecter. Il y a des étapes a suivre pour faire une complétion de carré
tout comme pour les autres formes de factorisation. Méme si Line a encore cette vision
séquentielle (composante épistémologique), on voit qu’avec la représentation visuelle, elle
intégre un aspect plus dynamique et pose certaines questions qui visent & faire comprendre
aux éleéves pourquoi certaines étapes de la démarche existent, notamment lorsqu’elle
demande pourquoi on place les rectangles d’une telle fagon. Cette question vise vraiment a
faire comprendre le sens de la démarche a 1’él¢ve et n’est pas une question fermée ou une
question qui sert de truc mnémotechnique. C’est un apport important des représentations

visuelles qui ouvrent la voie vers la compréhension, le sens des techniques de factorisation.

Dans cette séance, Line travaille toujours les trois habiletés (composante
didactique/cognitive) qui sont de faire le lien entre la démarche visuelle et algébrique, de

reconnaitre les formes équivalentes et de représenter visuellement une expression. Dans

I’épisode 1, Line s’attarde  expliciter ce que représente 1’équation x” +10x=39. Elle le
fait de deux fagons différentes. D’une part, elle verbalise 1’équation en explicitant que c’est
un nombre au carré auquel on lui ajoute 10 fois ce méme nombre ce qui donne 39. D’autre
part, elle donne un sens géométrique, c’est 1’aire d’un carré de coté x auquel on lui ajoute

I’aire d’un rectangle qui est /0x, on obtient ainsi 39.

A la différence du cours sur la différence de carré, Line avait déja montré la technique
algébrique de la complétion de carré. Elle fait donc un lien avec la technique algébrique qui a
déja mari chez les éleves depuis le dernier cours. Les allers-retours entre les deux univers
sont tres clairs et fluides (épisode 1 et 2). Elle rappelle qu’Al-Khawarizmi divise le terme en
«x» en deux rectangles qu’il place aux c6tés du carré (visuel), c’est pourquoi on divise
toujours le terme en « x » en deux (algébrique). Ensuite Al-Khawarizmi compléte le carré en
ajoutant une partie (visuel), c’est pourquoi on ajoute le carré de la moitié du terme en « x »
pour obtenir un trindme carré parfait (algébrique). En plus de travailler ces habiletés avec les
représentations visuelles, Line voit dans quel ordre faire les techniques de factorisation. Ce
travail se fait cependant de maniére algébrique, mais Line rappelle toujours aux éléves que
pour faire la technique d’Al-Khawarizmi, il faut avoir une certaine forme d’équation. La

représentation visuelle est alors en arri¢cre-plan (épisode 3). La représentation visuelle n’est
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plus produite dans le cas ol le terme en x est négatif mais elle guide la démarche a faire. Ceci
rejoint mes constats et ceux de certains chercheurs (voir cadre théorique), les représentations
visuelles sont limitées A certaines expressions algébriques et elles sont plus difficiles 4 opérer

dans le cas par exemple ou on doit enlever une certaine partie d’aire.

Il est intéressant de constater que dans le cours précédent, Line a présenté la
complétion de carré avec des équations de la forme x> +bx+c=0. Quand elle présente la

représentation visuelle, la forme de 1’équation est différente x*+bx=—c, les éléves
accrochent sur cette nouvelle forme d’équation et une discussion a lieu pour montrer que ces
deux équations sont équivalentes. On peut donc travailler sur une forme ou sur 1’autre. Dans

les épisodes 3 et 4 ou Line présente les exercices & faire, les équations sont de la forme

x> +bx+c=0, la premiére étape qu’exige Line est de la transformer enx* +bx = —¢ pour
avoir la méme forme d’équation que celle d’Al-Khawarizmi. Mais cette étape est-elle

vraiment nécessaire pour résoudre 1’équation?

Dans cette séance, I’habileté a reconnaitre la technique de factorisation a utiliser est
également travaillée. Dans 1’épisode 4, Line met 1’accent sur le fait qu’un trindme carré
parfait finit toujours par un plus (le terme constant est toujours positif). I1 y a une
reconnaissance sur 1’écriture algébrique pour en retirer les informations et les associer a des

expressions connues. Dans ce méme épisode, Line souligne que pour des expressions de la

forme ax® + bx + c avec a différent de 0, il faut mettre le a en facteur pour retrouver la forme

d’Al-Khawarizmi.

Meéme si Line utilise les représentations visuelles, elle a toujours recours aux phrases-
clés apprises depuis plusieurs cours, comme le « beau trindme carré parfait » (épisode 1). Elle
continue d’utiliser des cases rouges, pour le terme a ajouter pour avoir un trindme carré
parfait. Ces repéres visuels servent 4 organiser la démarche escomptée. Elle fait cependant
maintenant le lien entre les cases rouges et le carré ajouté pour compléter le grand carré du

départ.
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C’est ce lien que ’enseignante fait entre la technique de Line qui était déja efficace
selon elle et 1a représentation visuelle, qui montre qu’elle s’est approprié les représentations
visuelles. Elle fait facilement un lien entre ce qu’elle faisait avant et ce qu’elle intégre de
nouveau. On voit un va-et-vient entre les notes de cours de Line, sa technique algébrique et la
représentation visuelle utilisée dans 1’histoire. Dans cette séquence d’enseignement, les
représentations visuelles apparaissent aprés qu’un enseignement algébrique de la technique
ait eu lieu. Elles permettent de comprendre alors pourquoi on procéde ainsi dans cette
technique. Line explicite bien que les représentations facilitent la compréhension, elle en fait
part aux éléves (épisode 1). A 1’épisode 2, Line précise aux éléves qu’ils ne sont pas obligés
de faire les représentations visuelles pour chacun des exercices mais que celles-ci peuvent les
aider au tout début. Elle souligne que ce support géométrique va permettre de retrouver la
technique de factorisation si jamais ils I’ont oubliée 2 la fin de ’année scolaire. A 1’épisode 3,
les représentations visuelles deviennent un support auquel réfeére 1’enseignante, elle ne le
représente plus au tableau mais fait appel aux étapes que ces représentations .générent, ce qui
lui permet de ne pas produire le support visuel d’une expression algébrique ol le terme en x

est négatif. Ainsi, les représentations visuelles donnent un modéle a suivre.

Une autre composante de I’intervention éducative apparait dans cette séance en classe,
la composante psychopédagogique, la relation entre 1’enseignante et les éléves. En effet, Line
qui n’aime pas trop prononcer le nom d’Al-Khawarizmi, demande toujours au méme éléve de

le dire. Cela crée un lien entre elle et 1’¢él¢éve et la classe apprécie ce geste.

4.3 Analyse de I’entrevue apres expérimentation

Dans la phase post-active, Lenoir (2009) propose de faire un retour sur les deux
premiéres phases de 1’expérimentation. Ce retour a été fait dans une entrevue quelques jours
aprés I’expérimentation. Le but de cette entrevue était de voir les aspects postifs ou négatifs
des activités et de voir s’il y a des changements qui pourraient étre apportés.

En reparlant des représentations visuelles de chacune des formes de factorisation

travaillées, Line confirme qu’elle changerait la place des représentations visuelles. Au lieu de
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montrer la représentation visuelle dés le premier cours sur une forme de factorisation, elle
montrerait d’abord de fagon algébrique et attendrait au cours suivant pour montrer la
représentation visuelle. Elle donne ’exemple du carré d’un bindme (a+b)* = a’+2ab+b%. Je
faisais 1’hypothése avant l’expérimentation que les représentations visuelles seraient
particuli¢rement efficaces en début d’apprentissage. Line vient infirmer cette hypothése en
affirmant que selon elle, les représentations visuelles sont ont leur place plus tard dans
’apprentissage pour répondre a des questions et donner du sens.

Line : Bon moi 13, regarde, je pense la que, & cause que j’ai eu 1’expérience avec
d’autres groupes, qui n’avaient pas eu cette fagon 13 a début, je te I’avais dit, ils étaient
surpris, le petit gars il disait ah!! Ben moi je pense que je le ferais algébriquement. La
je leur dirais algébriquement pis la que j’ai 2ab parce que 1a ils s’annulent pas, mais
(atb) (atb)...La ils s’annulent pas parce que c’est plus 2ab. La je le montrerais
algébriquement.

Interviewer : La fagon avec les fléches...

Line : Oui, 12 apres je leur ferais peut-étre faire un cours d’exercices algébriques et 1a
en corrigeant ce devoir 13, 14 je le montrerais. Parce que vraiment..

Interviewer : Tu verrais dans le fond est-ce que les jeunes mettent le a> + b*> comme
ca...

Line : Oui, pour qu’ils n’oublient pas qu’est-ce qu’il y a entre les deux. Ok. Pis que la
bon ils peuvent développer comme avant (a +b) (a+b), mais c’est long 13, ¢a fait a> +ab
+ab +b?. Mais 1a, pour pas qu’ils oublient, pourquoi c’est ab +ab, mais 13 je leur
montrerais. Parce que c’est siir qu’il y en a dans le devoir ils vont I’avoir mal. Pis 1a,
ils vont comprendre pourquoi ils 1’ont eu mal, mais ils vont l’avoir essayé
algébriquement pis 14 ¢a aura pas fonctionné, pis 13 ils vont comprendre pourquoi tsé
12 je trouve que le fait d’avoir travaillé dessus pis apres de voir visuellement, ils vont
comprendre pourquoi. Quand on montre direct un visuel, y’en a que... ils savent pas a

quoi ¢a sert.
Interviewer : Ouin, fac peut-€étre attendre qu’ils fassent I’erreur pour certains
[l

Line : Pas pour amorcer, mais apres. Parce que je trouve que ¢a leur permet de faire
des liens pis de comprendre pourquoi mais si ils ’essaient avant juste algébriquement,
12 ils vont voir ’utilité de ¢a, plus.

f o]

Line: Oui parce que y’en a dans le groupe que je le sais qui eux-autres ils ne
comprenaient pas pourquoi on faisait ¢a.

Interviewer : Peut-étre pas au début. I.a méme chose pour la différence de carrés, ils
devaient peut-étre se demander pourquoi on parlait de ¢a nous-autres, le carré qu’on
enléve, pis déplacer des affaires...

Line : Tandis que la s’ils le font, ben 14 ici c’est plus ab ensuite —ab 14 ils vont
s’apercevoir, ¢a s’annule pis ¢a donne a? -b? pis 1a aprés ¢a je leur ferais faire un
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devoir la-dessus pis 1a ensuite dans la correction du devoir 1a y’en a qui vont I’avoir
mal, c¢’est siir sfir sfir qu’il y en a qui vont 1’avoir mal, ben 13 je montrerais ¢a.

Nous reparlons ensuite de chacune des activités vécues en classe. Line souligne
qu’elle a aimé travailler avec la représentation visuelle de la différence de carrés qu’elle
pouvait mettre en paralléle avec la représentation visuelle de la somme de carrés en réponse
a des questions des éléves. La premiére peut étre découpée pour obtenir une expression
équivalente tandis que la deuxi¢éme non.

Line : C’est pour ¢a que ¢a se factorise pas ¢a, 13 il y avait des affaires comme ¢a que
je leur disais 14. Quand c’est une somme de carrés, on n’est pas capables de découper
et d’aller le mener a c6té 1a, parce que 1a ¢a fonctionnera plus.

Le cas de I’exercice du patio sur la multiplication de bindémes et la double mise en
évidence est différent. Line aurait gardé I’exercice de la double mise en évidence au début de
I’apprentissage de celle-ci car on utilisait dans cet exercice des notions déja vues en
troisiéme secondaire. Les éléves n’avaient qu’a voir qu’il fallait faire deux mises en

évidence.

Interviewer : Ils n’avaient pas vu encore la double mise en évidence.

Line : Non, sauf que bon... ¢a ils ’avaient pas vu la double mise en évidence mais ils
avaient déja vu la mise en évidence simple, tsé en troisiéme secondaire. Fac 1a ¢a
c’était pas, disons pour eux-autres complétement quelque chose de nouveau. Quand on
enseignait directement a partir de ¢a, pour eux c’était plus facile de faire un lien.
Interviewer : Ok, avec la simple mise en évidence, qu’ils faisaient deux fois.

Line : C’est en plein ¢a.

Interviewer : Tu la garderais?

Line :Moi je la garderais au début ¢a.

La derniére activité faite en classe, celle de la complétion de carré, a été faite au
moment ou les éléves avaient déja amorcé la technique algébrique de la complétion de carré.
Line confirme que c’est a ce moment que la représentation visuelle lui semble le plus

efficace.

Line : Bon, 1a c’est ¢a, j’avais vu un petit bout pis j’ai trouvé que c’était utile pour
eux-autres parce qu’ils ont bien compris. D’avoir fait notre activité ol on 1’a fait, ils
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avaient commencé a le voir déja, pis 1a ils ont pu, qu’est-ce qu’ils ne comprenaient
pas, ils ont pu associer pourquoi ¢a faisait ¢a.

Gl

Line : Le faire au début sans, pis aprés ¢a quand on va corriger le premier devoir 1a je
vais le faire avec ¢a. La je vais commencer mon cours en leur parlant de ¢a, de cette
fagon de faire 1a, pis 1a je vais leur dire, faut jamais oublier la partie qu’ilyaen  bas
parce qu’on la rajoute, pis pourquoi on la rajoute, pour avoir un carré parfait.

On voit un aspect important de la composante épistémologique dans 1’entrevue finale.
Line attache de l’importance a [’utilit¢ de la factorisation. Elle affirme qu’avec les
représentations visuelles, certains €léves vont mieux comprendre & quoi sert la factorisation.
Selon elle, les représentations visuelles ont aidé des éleéves & comprendre le sens de ce qu’ils

faisaient contrairement a s’ils le faisaient seulement algébriquement.

Line : Ben moi je pense que oui. Que ¢a a aidé du monde. Y’en a qui sont trés visuels
pis qui ont plus de misére & comprendre quand c’est juste algébrique, ils ne savent pas
a quoi ¢a sert. Tandis que 1a ils savent. Moi je trouve que oui, c’est quelque chose
d’utile pis que méme si ¢a atteint juste 3 personnes ben ces 3 personnes 13, ¢a les
rattache.

Cette importance accordée au sens revient dans ’entrevue quand Line répéte que les

éléves vont comprendre pourquoi ils font certaines étapes dans une démarche.

Line : pis pourquoi on la rajoute, pour avoir un carré parfait.

Patricia : Ok. Pis pourquoi on le divise en deux...

Line : C’est ¢a, pourquoi on le divise en deux 13, notre 10x, ben 1a c¢’est 5x, 5x, parce
que je veux avoir deux c6tés pour avoir un carré parfait, deux cotés qui vont mesurer
la méme chose.

Dans cette entrevue, Line m’apprend aussi qu’elle fait des liens avec I’histoire des

mathématiques dans son cours habituel. Elle le fait avec humour quand nous reparlons de

1’éléve qui pronongait toujours Al-Khawarizmi & sa place.

by

Interviewer : Il restait Al-Khawarizmi. A matin, je repensais 3 notre petit gars en
arriére qui nous le disait!

Line : Ben 13, 13 je lui ai dit que quand on va parler de la parabole, je vais lui amener
un poster pis c’est Hypatia. Je lui ai dit je I’aime elle, c¢’est mon idole...
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Dans I’entrevue aprés expérimentation quelques points de la composante

by

didactiques/cognitive sont touchés. Line reparle surtout de 1’habileté a savoir quelle
technique de factorisation utiliser selon I’expression. Elle me montre la page de notes de
cours qui décrit I’ordre des factorisations & faire (Voir figure 4.8). C’est une méthode par
étape que les éleves doivent suivre. Elle travaille donc toujours cette habileté de fagon

algébrique, en étapes et n’utilise pas les représentations visuelles pour celle-ci.

Line : Ben 13 pour les aider la-dedans, je reprends toujours leur méthode 13, un a la
suite de 1’autre, oui, je reprends toujours ¢a.

Comme il a été dit plus tdt, Line a aimé utiliser les représentations visuelles pour
travailler 1’habileté a reconnaitre des expressions qui ne se factorisent pas. Elle reparle aussi
de ’importance de faire le lien entre la démarche visuelle et algébrique, notamment dans le

cas de la complétion de carré pour que les €leves comprennent les étapes de résolution.

Line : Fac 1a je leur dit toujours, si ici je veux avoir un beau trindme carré parfait,
qu’est-ce que je vais faire? La ici ils vont me faire la racine carrée de x?, ¢a va étre x,
ici lui 1a ils savent que c’est deux fois x fois le terme qui manque ici. Donc ¢’est pour
¢a que 12 il va falloir qu’ils divisent par deux. Par 2x autrement dit. Fac 1a ¢a va leur
faire 5, pis 1a pour que ce soit un trindme carré parfait, ils savent que ici c’est au carré,
fac 14 ¢a va leur donner 25. Pis 13 ici ils vont rajouter le 25, de I’autre c6té faut que ¢a
reste égal. ) ‘
Interviewer : Pis 1a les racines...

Line : C’est ¢a. Je prends lui pis je le divise par 2 pis 13 ils prennent lui pis ils le
mettent au carré ici.

Interviewer : Je me rappelle tes petites fléches.

Line : Mais il y en a qui comprennent pas pourquoi c’est divisé par deux. Fac 1a c’est
divisé par deux parce que ici c¢’était 10x, pis j’ai divisé 5x la, 5x la. Pour avoir un
carré, parce que 14 c’est x, 13 c’est x. Fac 12 il faut que ¢a soit 5x, 5x, la méme chose
vu que les deux c6tés faut qu’ils mesurent la méme chose.

Interviewer : Ah c’est bon. Fac que tu 1’aies vu un peu pis qu’ils aient décanté ¢a pis le
lendemain...

Line: Pis 1a ceux qui n’ont pas compris ben...parce qu’il y en a toujours qui
comprennent pas...ben la eux-autres ils ont associé, pis ils ont vu 14 pourquoi qu’il
fallait diviser par deux.

[...]

Pis pourquoi 13, si y’en a qui me disent pourquoi 13, pourquoi faut diviser par deux,
ben la je peux associer 1.
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I’ extrait précédent montre bien que Line s’est approprié les représentations visuelles a
sa fagon. Elle utilise toujours sa technique par étapes, avec des fleches dans les notes de cours
qui montrent le chemin & suivre, mais intégre maintenant un lien avec les étapes visuelles de

la démarche pour donner du sens a la technique apprise.

A la fin de entrevue nous revenons sur les roles des représentations visuelles dans
I’enseignement de la factorisation. Comme il a été vu précédemment, Line croit que les
représentations visuelles peuvent donner du sens aux techniques de factorisation et contrer
des erreurs fréquentes des éléves. Elle ajoute un troisiéme rdle intéressant dans une
perspecti.ve de long terme. Elle affirme que les représentations visuelles aideront les éléves a
se souvenir de la technique dans 1’avenir. Elle utilise une comparaison avec une vidéo dans

leur téte qui les aiderait & se rappeler pourquoi ils faisaient une telle étape.

Line : Tsé 1& ceux qui étaient, qui comprenaient déja, 1a ¢a renforcit, pis 1’année
prochaine quand ils vont avoir & réutiliser ¢a ils vont avoir le vidéo dans leur téte 13,
pourquoi que ¢a faisait ¢a. Tsé pour eux-autres ¢a va rester la.
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CHAPITRE V

DISCUSSION AUTOUR DES RESULTATS

Différentes analyses ont été conduites dans le précédent chapitre dans les trois phases
de la pratique enseignante, phases pré-active, interactive et post-active (Lenoir, 2009). Elles
prennent place autour des notes de cours de I’enseignante, des entrevues menées avant et
aprés ’expérimentation, de deux séances en classe (celles portant sur la différence de carrés
et sur la complétion de carrés) et des mini-entrevues associées a chacune de ces séances.
Certaines des composantes de I’intervention éducative guident cette analyse, la composante
épistémologique, la composante  didactique/cognitive, la  double dimension
médiatrice/médiative et la composante psychopédagogique. Le cadre‘de référence élaboré
autour des habiletés a développer chez les éléves en lien avec la factorisation sous-tend le
regard mené dans ces analyses. Dans ce chapitre, une lecture transversale de chacune de ces
composantes est présentée, celle-ci permettra de relever des fagons de faire pour travailler les
différentes habiletés autour de la factorisation et de caractériser la pratique de Line. De plus,
I’analyse globale perme’.c de comprendre comment [’enseignante s’approprie les
représentations visuelles et de dégager leur rble et leur place dans la séquence

d’enseignement. 2

5.1 Discussion autour de la composante épistémologique

Lenoir distingue dans 1’intervention éducative la dimension épistémologique. Celle-ci

s’attarde au rapport au savoir de 1’enseignant. Dans le tableau suivant une synthése de ce qui




134

ressort autour de la composante épistémologique dans les différentes données recueillies est

présentée.
Tableau 5.1 Composante épistémologique

Entrevue avant - Vision rigide des mathématiques

expérimentation - Utilisation de moyens mnémotechniques
- Rigueur mathématique, utilisation d’un vocabulaire mathématique

Notes de cours précis
- Approche procédurale, étapes séquentielles

Séance sur la - Les mathématiques sont vues comme une série de techniques, de

différence de carrés | recettes ou de méthodes a retenir

- Les mathématiques supposent une suite logique d’étapes a respecter
- L’ajout des représentations visuelles améne un c6té dynamique et
force I’enseignante a poser des questions de compréhension qui visent
a donner du sens a la technique de factorisation

Séance sur la
complétion de carré

- L’utilité de la factorisation est mise de 1’avant

- Comprendre le sens de la technique est important a présenter aux
éleves

- Etapes séquentielles inévitables pour travailler certains points

Entrevue aprés
expérimentation

1l se dégage de 1’analyse des notes de cours, des séances en classe et des entrevues, une
vision du savoir de Line assez rigide. Cette vision se traduit par une approche procédurale des
techniques de factorisation et par ’enseignement d’étapes séquentielles pour résoudre des
taches. Dans ses notes de cours, les étapes sont bien numérotées et Line précise en entrevue
« je reprends la méthode, une a la suite de 1’autre ». De plus, le savoir mathématique apparait
rigoureux, elle prend soin d’utiliser un vocabulaire précis, de faire le passage entre le verbal
et 1’écriture algébrique, « un trinéme carré parfait, un bindme au carré, les conjugués, etc. »
On retrouve ainsi chez Line des traces de ce que Thompson (1984) nomme une conception
statique des mathématiques. Ce chercheur a examiné les relations pouvant exister entre les
conceptions des mathématiques et 1’enseignement de cette matiére auprés de trois enseignants
du secondaire. Il dégage deux types de conceptions chez les enseignants. Une conception
statique des mathématiques qui amene une approche procédurale des mathématiques. Dans
son étude, deux des trois enseignants voyaient les mathématiques comme un ensemble de
régles et de procédures. Au début de 1’expérimentation, Line peut étre catégorisée dans cette

conception. Cela se refléte dans son enseignement qui est directif et qui suit généralement un
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canevas bien construit ou 1’éléve apprend certaines procédures. Elle précise méme en classe
(dans la séance autour de la différence de carrés) « on retient ¢a, si on veut factoriser... ». La
deuxiéme conception des mathématiques chez les enseignants relevée par Thompson est une
conception qu’il nomme dynamique, elle améne & une approche des mathématiques plus
heuristique. Durant 1’expérimentation, méme si Line garde son approche par des techniques
en étapes séquentielles, elle intégre dans son enseignement un c6té dynamique a travers
’utilisation de représentations visuelles. Ces représentations 1’aménent & travailler avec les
éléves le pourquoi des étapes séquentielles, ce qui n’était pas fait avant. Ce changement de
conception est perceptible lors de la mini-entrevue menée avec 1’enseignante aprés la séance
sur la différence de carrés. Elle explique que les représentations visuelles ont permis aux
éléves de comprendre, c’est leur réaction face au déclic qu’ils ont eu qui fait que Line
envisage les mathématiques d’une autre fagon. On peut relever dans la séance sur la
complétion de carré et dans l’entrevue finale une importance accordée a I'utilit¢ de la
factorisation et au sens donné par les éléves a ce qu’ils font. Line pose des questions pour
vérifier la compréhension des éléves sur le concept. Elle insiste sur 1’explication de chacune
des étapes pour produire la complétion de carrés, il y a un pourquoi qui guide 1’ordre de la
démarche i suivre. Il ne s’agit plus simplement, comme elle le faisait avant
’expérimentation, de représenter les termes par des boites et de débouler les étapes une apres
’autre, elle améne les éléves & comprendre 1’idée générale de ce qu’on fait. Il y a donc eu un
changement dans la conception du savoir de Line explicable 4 1’utilisation des représentations

visuelles qui donnent du sens a chacune des étapes de 1’algorithme.
5.2 Discussion autour de la composante didactique/cognitive

Cette dimension de D’intervention éducative de Lenoir (2009) touche au rapport de
Line vis-a-vis les savoirs 3 enseigner ainsi qu’aux processus d’enseignement, dans notre cas,
la factorisation. L’analyse a été menée ici en prenant appui sur le cadre de référence élaboré
autour des habiletés a développer en factorisation. Dans le cadre théorique, les cinq habiletés
relevées apparaissaient comme distinctes les unes des autres, non reliées entre elles.

L’analyse des données apporte un résultat nouveau a ce sujet. Aprés 1’expérimentation, je
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constate qu’il y a trois habiletés qui sont entremélées, 1’habileté a représenter visuellement
une expression algébrique, I’habileté a faire le lien entre la démarche visuelle et algébrique et
I’habileté a reconnaitre des formes équivalentes. Lorsque 1’on prend appui sur des

représentations visuelles, travailler une de ces habiletés améne a visiter les autres.

Avoir une expression algébrique et la représenter visuellement par 1’aire d’un ou de
plusieurs rectangles est la premiére étape concernant I’habileté a représenter visuellement.
Cette habileté exige en deuxiéme lieu d’étre capable une fois qu’un premier rectangle est
placé, de disposer les autres pour que 1’ensemble représente un plus grand rectangle. Une
reconnaissance des cotés communs est a la base de cette habileté. Pour le lien entre la
représentation visuelle et la résolution algébrique, ce sont des allers-retours entre ces deux
démarches qui sont au cceur de cette habileté. Chaque transformation de la figure se traduit
par une modification de 1’expression algébrique. Finalement, 1’habileté a reconnaitre des
formes équivalentes correspond a la capacité de détecter le caractére bidirectionnel entre

différentes écritures et principalement les formes développée et factorisée.

Le tableau suivant regroupe ces trois habiletés et leur traitement dans les données

recueillies qui proviennent surtout des séances en classe.
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L’utilisation de représentations visuelles améne a travailler ’habileté a représenter une
expression algébrique. Au moment de I’expérimentation cette habileté est travaillée non
seulement dans les deux séances analysées mais aussi dans d’autres séances portant sur la
factorisation. Une analyse plus globale des autres séances en classe améne a faire ce constat
et ce, dés le premier cours autour du carré d’un bindme. Cette habileté est centrale dans la
séance autour de la double mise en évidence. Cette derniére, comme il a été précisé
précédemment, a été pilotée par la chercheure. Line ne semblait pas & I’aise avec I’idée que
les éléves allaient prendre en charge eux-mémes 1’activité. Il s’agissait de trouver des fagons
de placer des rectangles dans le but de trouver leurs dimensions. Il était alors intéressant
d’aller chercher les raisonnements des éléves, bons ou mauvais pour leur faire comprendre le
sens de la double mise en évidence. La gestion de cette activité est différente de celles sur le
carré d’un bindme, la différence de carrés ou la complétion de carré. En effet, les démarches
des éléves sont sollicitées, il s’agit pour I’enseignant de ramasser les différentes productions
et de les gérer par la suite en avant de la classe. On part dans ce cas-ci de ce que proposent les
éléves pour construire le concept de la mise en évidence double alors que pour les autres
techniques de factorisation, il s’agit de faire une présentation plus magistrale. Dans cette
séance, les éléves étaient amenés & découvrir par eux-mémes comment placer les rectangles
et comment trouver les cotés d’un rectangle quand on a I’aire, donc a trouver de quelle fagon
on peut procéder quand on factorise. Dans cette séance, cette habileté a été travaillée par les
éléves alors que dans les autres séances, Line est plus a 1’aise a présenter directement la fagon
de procéder. Elle a utilisé pour ce faire des diaporamas déja préparés. C’est dans le cours sur
la complétion de carré que Line explique aux éléves 1’importance de reconnaitre des cotés
communs dans les différents rectangles construits pour arriver & un seul rectangle composé
des autres rectangles. Line a recours a ce raisonnement d’elle-méme. Comme elle I’explicite
dans la mini-entrevue qui a lieu avant cette séance, elle a bien réfléchi a la fagon de présenter
son cours et on peut supposer qu’elle pergoit cette habileté reliée aux représentations

visuelles mais que celle-ci est sGirement implicite.

I’habileté 3 faire le lien entre la représentation visuelle et la résolution algébrique est

également travaillée pendant les séances en classe. On peut souligner que Line fait ces allers-
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retours entre ces deux démarches naturellement, sans contrainte de ma part. Au début du
cours, Line présente la représentation visuelle. C’est quand elle exploite les notes de cours
qu’elle réinvestit les représentations visuelles en les insérant dans ses notes de cours et en
liant toutes les étapes algébriques aux étapes visuelles. Chacune des étapes séquentielles
qu’elle faisait algébriquement dans les notes de cours est maintenant reliée a une étape
géométrique. De plus, elle souligne lors de ’entrevue finale 1’importance de cette habileté
dans la compréhension des éléves autour des étapes qui menent a la factorisation. C’est une

différence essentielle avec 1’habileté précédente, Line est consciente et explicite clairement

I’importance de ce lien.

Cette expérimentation m’a fait réaliser qu’un travail avec des représentations visuelles
améne a travailler autour des expressions équivalentes puisqu’il s’agit de transformer la
figure en une figure ayant la méme aire donc en une figure équivalente. Contrairement aux
deux premiéres habiletés qui n’étaient pas travaillées par Line dans sa planification initiale,
I’enseignante fait une place a cette habilet¢ de maniére algébrique comme identifié dans
I’entrevue initiale et dans les séances en classe. Dans ses notes de cours, Line améne les
éléves a vérifier chacune des techniques de factorisation en développant I’expression tout en
utilisant un vocabulaire mathématique précis pour décrire chacune des deux formes. Ainsi, le
caractére bi-directionnel de la factorisation et de la distributivité est présent dans son discours

et dans ses notes de cours.

Avec I’introduction des représentations visuelles, 1’habileté a reconnaitre des formes
équivalentes est travaillée autrement. Line met en place un vocabulaire nouveau relié a I’aire
d’une surface qui reste inchangée si on modifie la figure avec un processus de découpage et
de reconfiguration. Cet ajout est d’autant plus intéressant que les éléves ont vu au départ dans
ce chapitre les figures équivalentes en géométrie avec des mesures qui sont des nombres. Les
premiéres pages des notes de cours (Voir Appendice B) étaient consacrées a 1’équivalence de
figures géométriques et les éléves avaient a trouver différentes mesures dans des figures
équivalentes. Lors de ’analyse de la planification initiale de I’enseignante, cette partie des

notes de cours de ce chapitre semblait complétement déconnectée de la suite, c’est-a-dire la
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factorisation. Aucun lien n’était fait dans les notes de cours entre I’équivalence en géométrie,
qui fait partie du programme scolaire et la factorisation en algébre. A travers I’introduction
des représentations visuelles dans 1’enseignement de la factorisation, le lien entre ces deux
parties se fait maintenant naturellement, les figures équivalentes géométriquement vue au
début du chapitre sont réinvesties dans la factorisation a travers des expressions algébriques
équivalentes. Les représentations visuelles permettent ainsi de relier des concepts
mathématiques entre eux, ils ne sont pas déconnectés, compartimentés comme pensent

plusieurs éléves.
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Le travail sur ’habileté a4 reconnaitre la méthode a utiliser selon I’expression a
factoriser apparait lors de I’entrevue avant expérimentation, dans les notes de cours, dans les
deux séances en classe analysées et lors de I’entrevue finale. Ceci montre 1’importance
accordée par Line a cette habileté. Celle-ci n’est pas au méme niveau que les autres quatre
habiletés. Il s’agit ici de ce que nous pourrions appeler une « méta-habileté ». Elle est
travaillée dans la présentation de chacune des techniques de factorisation a travers des reperes
visuels. Line améne les éleéves A s’arréter devant 1’écriture algébrique pour la décortiquer,
pour la faire parler. Par exemple, une différence de carrés doit obligatoirement (mot que
’enseignante utilise) étre composée de deux termes qui sont des carrés et qui sont séparés par

un signe négatif.

Elle est également travaillée une fois que toutes les techniques de factorisation ont été
vues pour repérer celle qu’il convient d’utiliser devant une expression algébrique donnée.
Elle donne aux éléves une méthode en étapes pour qu’ils sachent dans quel ordre faire les
techniques de factorisation s’il y en a plusieurs a utiliser dans la méme expression. Ils
vérifient toujours s’ils peuvent faire une mise en évidence, ensuite, si c’est un bindme avec
un moins, ils voient s’ils peuvent faire une différence de carrés, s’ils ont un trindme, ils
peuvent factoriser par produit et somme ou par complétion de carré et finalement, s’ils ont un
polyndme & quatre termes, ils font une double mise en évidence si c’est possible. Ces étapes
a faire sont données telles quelles dans les notes de cours et le processus n’est pas construit
avec les éléves. Il aurait été intéressant selon moi de faire ressortir ces étapes par les éléves
eux-mémes. Cette habileté a reconnaitre quelle technique utiliser est aussi travaillée dans les
notes de cours a travers des exercices gradués en ordre de difficulté, a travers les séances
quand Line insiste sur des repéres dans les expressions pour savoir de quel type elles sont.

Dans I’entrevue finale elle reparle de cette méthode en étapes qui est efficace selon son

expérience.

Line met I’accent sur un élément nouveau. L’importance de 1’ordre dans lequel on
utilise les différentes techniques de factorisation. Elle précise qu’il ne faut pas seulement
savoir quelle technique utiliser mais aussi dans quel ordre les faire pour étre efficace.

L’enseignante fait remarquer aux éleves qu’il est plus facile et efficace (moins long) de
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5 . : : oy 2 2 7
procéder toujours en premier par la mise en évidence. L’exemple 144a” —81b°est donné
aux ¢éleéves. Certains d’entre eux ont procédé a une différence de carrés

(12a —9b).(12a +9b) et s’arrétent ici. D’autre essaient de faire la mise en évidence et font

des erreurs de manipulation algébrique. Line intervient alors en précisant aux éléves qu’il
faut d’abord faire une mise en évidence simple et apres procéder a la différence de carrés. On
peut remarquer qu’il n’est pas « moins long » de le faire d’une fagon ou d’une autre. Il a été
intéressant de confronter les éléves a ces deux fagons de procéder, plusieurs chemins peuvent
mener 2 la bonne réponse. En demandant aux éléves de faire la mise en évidence simple en
premier, on ¢€vite dans ce cas-ci une erreur qui serait d’écrire

(12a —9b).(12a +3b) = 3(4a —3b).3(4a +3b) .

Line précise, et je la rejoins dans ses propos, que cette habileté est d’une grande
difficulté pour les éléves. Pour travailler cette habileté, on n’a pas recours aux représentations

visuelles qui ne sont pas a ce stade de la réflexion sur la factorisation d’une grande utilité.

De cette analyse ressort des différences entre les habiletés 4 développer en lien avec la
factorisation. Certaines d’entre elles ne peuvent é&tre travaillées qu’a travers des
représentations visuelles comme 1’habileté & représenter visuellement 1’expression algébrique
a factoriser et I’habileté a faire le lien entre la représentation visuelle et la démarche
algébrique. D’autres habiletés peuvent étre travaillées a la fois algébriquement et
visuellement comme I’habileté a reconnaitre des formes équivalentes (le caractére bi-
directionnel) et I’habileté a reconnaitre des expressions qui ne se factorisent pas. Finalement,
I’habileté a reconnaitre la forme de factorisation a utiliser selon 1’expression a factoriser est
d’un autre ordre, c’est une connaissance sur des connaissances. Les représentations visuelles

sont ici au second plan. L’éléve est rendu ici & un niveau plus symbolique.
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5.3 Discussion autour des composantes double dimension médiatrice/médiative et

psychopédagogique

Dans la double dimension médiatrice/médiative, on s’intéresse au rapport de 1’éléve au
savoir et le rapport aux processus médiateurs externes d’ordre pédagogicodidactique. La

dimension psychopédagogique traite du rapport aux éleves d’ordre relationnel.

Tout au long des entrevues et des séances en classe, il ressort de la dimension
médiatrice/médiative que Line utilise fréquemment des moyens mnémotechniques pour que
les éleves se souviennent des notions ou des étapes a faire. Elle utilise des phrases-clés que
les éléves doivent répéter, des métaphores qui servent d’images pour retenir une notion et
méme des gestes répétés qui illustrent par exemple la différence de carrés (Line fait les deux
parenthéses avec ses mains). Les éléves utilisent ces trucs, connaissent les termes utilisés par
Line, par exemple les jumeaux non-identiques qui sont les conjugués dans la différence de
carrés. Par contre, ces trucs ne servent pas & comprendre un concept mais plutot a le retenir.
Méme 1’introduction de la représentation visuelle d’Al-Khawarizmi dans la complétion de
carré a été un prétexte pour avoir un autre aide-mémoire. Line rappelait aux éléves la

méthode de I’ Arabe et demandait ce qu’il faisait en premier pour placer les rectangles.

L’enseignement magistral de Line 1’améne & poser des questions fermées, plus
algébriques. Les seules questions plus ouvertes qui visent la compréhension arrivent quand
on introduit les représentations visuelles ou Line demande aux éleves pourquoi telle action
est faite, pourquoi on fait certaines transformations sur la figure. Cependant, elle ne laisse pas
beaucoup de temps aux €éléves pour s’exprimer et précise sa question pour qu’elle devienne
plus directe. Line demande souvent aux €leéves s’ils comprennent mais ne leur demande pas
de reformuler dans leurs mots ou d’expliquer une étape, ce qui aurait été intéressant dans
I’introduction des représentations visuelles. Dans ses interventions, Line garde toujours en
téte de faire faire aux éléves les mémes étapes de résolution a chaque nouveau probléme. Elle
veut que les éléves connaissent la technique. Elle pose toujours les mémes questions pour que
les éléves sachent 1’étape suivante. Son approche séquentielle 'apparait dans chacune des

séances.
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Line n’interagit pas beaucoup avec les éleéves sauf pour quelques questions assez
fermées. Dans un cas précis on en apprend plus sur la composante psychopédagogique de
I’intervention éducative. Line crée un lien avec un éléve en particulier qui a la tache de
prononcer le nom d’Al-Khawarizmi. L’éléve se préte au jeu et le reste de la classe apprécie

cette intervention de Line.

5.4 Appropriation des représentations visuelles par 1’enseignante, leur place et role dans la

séquence d’enseignement

Pavais fait I’hypothése en début d’expérimentation que les représentations visuelles
seraient particuliérement utiles en début d’apprentissage d’une nouvelle techmique de
factorisation pour illustrer les étapes de factorisation et leur donner du sens. C’est donc ce qui
a été fait dans les premiéres séances. Les activités utilisant les représentations visuelles pour
le carré d’un bindme, la différence de carrés et la double mise en évidence ont été vues au
tout début des cours. Par la suite, Line présentait la partie plus algébrique et faisait un lien

avec le visuel.

Cependant, Line a vu les choses différemment. L’élément déclencheur a été son
remplacement dans une autre classe. Quand elle a eu a remplacer une enseignante qui
montrait la factorisation de fagon seulement algébrique, il y a eu plusieurs questions des
éléves. Pour répondre a ces questions, elle a montré la représentation visuelle de la différence
de carrés et de la somme de carrés. La réponse des éléves a été immédiate, ils ont compris
pourquoi on obtenait les conjugués dans le cas de la différence de carrés et pourquoi on ne
pouvait pas factoriser une somme de carrés. Devant ’enthousiasme des éleves qui
manifestent ouvertement leur compréhension, Line prend position sur la place des
représentations visuelles dans la séquence d’enseignement. Celles-ci ne doivent pas
nécessairement étre présentées en début d’apprentissage mais plutt aprés que [’aspect

algébrique est été fait.
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C’est ce qu’exprime Line dans la mini-entrevue qui suit la séance sur la différence de
carrés. Elle a alors, sans m’en parler, décidé de changer un peu la planification prévue pour la
derniére séance sur la complétion de carré. Elle a vu la complétion de carré de fagon
algébrique et au cours suivant, ol je venais dans sa classe avec l|’exercice sur la
représentation visuelle d’Al-Khawarizmi, elle a présenté la méthode plus visuelle pour
résoudre par complétion de carré. Elle a donc changé la place des représentations visuelles et,
comme elle 1’a répété dans I’entrevue finale, a trouvé que c’était le meilleur moment pour le
faire. Les éléves ont eu le temps de voir la technique, de la comprendre ou de se poser des
questions. La représentation vient donc en soutien & la démarche algébrique, sert a I’illustrer
et a donner du sens aux étapes de résolution. Les représentations visuelles ont alors selon elle
un role explicatif, servent & donner du sens, a contrer des erreurs mais aussi a long terme & se

rappeler d’un concept ou d’une technique.

On voit a travers les différentes étapes de 1’expérimentation que Line s’approprie les
représentations visuelles. Au départ, ce sont mes activités, elle est peu intéressée a les
changer, elle participe pour me faire plaisir et ne semble pas particuliérement certaine du
potentiel des représentations visuelles. Ala premiére séance sur le bindme au carré, elle
montre d’abord la représentation avec le diaporama préparé et est alors peu engagée. Tout de
suite a la fin du diaporama, elle remplit ses notes de cours avec les éléves. C’est 1a qu’elle
intégre la représentation visuelle associée. Elle refait le dessin au tableau des quatre parties
qui font le bindme au carré et les relie aux termes algébriques dans ses notes. Plus tard, elle
fait la méme chose avec les autres représentations. A chaque fois, elle les redessine en les
rajoutant dans ses propres notes de cours pour faire un lien entre les termes algébriques et
leur représentation visuelle. Elle utilise également les représentations visuelles de son propré
chef pour intervenir sur une erreur fréquente chez les éléves. Finalement, on sent.qu’elle est &
I’aise avec les représentations car elle prend totalement en charge le déroulement du cours
dans la complétion de carré. Elle utilise la représentation au moment ou elle en ressent le

besoin.

Line précise dans ’entrevue finale que dans sa planification future les représentations

visuelles auront leur place dans I’enseignement de la factorisation.
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CONCLUSION

Plusieurs difficultés des éléves en factorisation sont répertoriées dans la recherche.
Certaines interventions ont été mises en place pour aider les éléves & mieux comprendre ce
concept, notamment la calculatrice symbolique et I’utilisation de matériel concret comme les
tuiles algébriques. Dans ces recherches, on ne s’attarde pas essentiellement au rdle de
’enseignant, mais plutdt aux apprentissages des éléves. AJ ’ai voulu explorer une autre piste,
celle de la méthode du rectangle. En effet, ces représentations visuelles sont présentes dans
les manuels mais les enseignants ne sont pas tous enclins a les utiliser. Je voulais m’attarder
sur le role de ’enseignant lors de I’utilisation en classe de ces représentations visuelles.
Différentes recherches affirment que le réle de 1’enseignant est primordial lors du passage

“entre le mode algébrique et le mode visuel dans la factorisation.

Un cadre de référence a été construit autour de la factorisation. J’ai dégagé cinq
habiletés a travailler dans la factorisation : représenter visuellement 1’expression algébrique a
factoriser, faire le lien entre les représentations visuelles et la démarche algébrique,
reconnaitre les formes équivalentes, reconnaitre des expressions qui ne se factorisent pas et
reconnaitre la forme de factorisation a utiliser selon 1’expression a factoriser. Pour analyser la
pratique enseignante, je me suis basée sur le cadre de Lenoir (2009) et Robert et Rogalski
(2002) a travers certaines composantes dont la composante épistémologique, la composante

didactique/cognitive et la double dimension médiatrice/médiative.

Une étude de cas a été menée avec Line, une enseignante de secondaire 4, dans un
groupe de la séquence Sciences Naturelles ol toutes les techniques de factorisation sont

étudiées. Cette enseignante n’utilisait pas les représentations visuelles dans son enseignement
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de la factorisation. J’ai donc construit plusieurs tiches qui font dppel & la méthode du

rectangle qui ont été insérées dans la sa séquence d’enseignement.

Les objectifs de cette recherche sont :

- Analyser ’appropriation par une enseignante des représentations visuelles dans une
séquence d’enseignement portant sur la factorisation ou plusieurs tiches ont été

construites par la chercheure.

- Dégager la place et le réle qu’occupent les représentations visuelles en factorisation

dans la pratique d’une enseignante.

Différentes questions de recherche ont été soulevées auxquelles je peux répondre apres

I’étude présentée ici.

Bref aperc¢u des résultats a travers les questions de recherche

Comment s'insérent les représentations visuelles dans la séquence d’enseignement?
Comment [’enseignante utilise ces représentations dans son enseignement (consignes, taches,

roles et place des représentations visuelles)

L’enseignante qui a participé & cette étude a été plus & ’aise avec les activités de type
plus magistral. Elle a choisi de piloter les activités qui étaient sous forme de diaporama plut6t
que de travail en équipe chez les éléves. Elle utilisait les représentations visuelles pour venir
appuyer la démarche algébrique de chacune des techniques de factorisation. D’elle-méme elle
travaillait ’habileté & représenter visuellement une expression, a faire le lien entre la
démarche algébrique et visuelle et travaillait 1’habileté & reconnaitre des expressions
équivalentes. Line a insisté sur I’importance d’expliquer aux €léves pourquoi on obtient un
certain terme algébrique et a quoi il peut étre reli€ dans une figure géométrique. Aprés avoir
vu la maniére algébrique, elle revenait aux représentations visuelles pour donner du sens,

celles-ci pouvant servir d’aide-mémoire. Elle a également montré aux éléves pourquoi une
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expression telle que la somme de carrés ne pouvait étre factorisée avec sa représentation

visuelle.

Tel que recommandé dans les précédentes recherches portant sur 1’étude de tuiles
algébriques (Sharp 1995, Hosson 1999), des expressions simples ont été choisies, qui
contenaient rarement des termes négatifs. Les représentations visuelles donnent du sens aux
expressions positives mais forcent le raisonnement quand celles-ci sont négatives et
s’éloignent beaucoup trop de I’intuition. Il faut en effet enlever une aire ce qui devient vite
complexe a gérer avec des figures géométriques. Line a utilisé les représentations visuelles au
début de sa séquence d’enseignement sur la factorisation mais elle s’en détache a mesure que
les exercices avancent et se complexifient. Dans les exercices présentes aux éleves, les
représentations visuelles ne sont pas utilisées. Elle y fait toutefois référence pour que les
éleves gardent en téte le sens de ce qu’ils faisaient et qu’ils se rappellent des étapes a faire. Le
modéle d’Al-Khawarizmi par exemple servait aux éléves d’exemple de démarche a suivre.
Dans l’entrevue finale, Line souligne que I’expérimentation vécue va apporter un
changement dans sa planification initiale ou les représentations visuelles n’avaient pas leur
place. Elle prévoit les introduire tout le long de I’enseignement des différentes techniques de
factorisation aprés une présentation algébrique. Le support visuel permet alors-de donner du
sens, les éléves peuvent alors comprendre ce qui a été présenté précédemment. Line prend
une position ferme sur cette place des représentations visuelles qu’elle teste en classe avec la

complétion de carré.

Dans les recherches, le role explicatif des représentations visuelles est mis de 1’avant.
Ainsi, les différentes techniques de factorisation sont construites pas a pas en parallele avec
un support visuel tout en faisant un lien entre les démarches algébrique et visuelle. Celui-ci
permet de comprendre comment on procéde pour factoriser, a donner du sens aux différentes
techniques enseignées. L’analyse des séances en classe et des entrevues fait ressortir deux
autres roles des représentations visuelles qui sont intéressants a considérer. Le support visuel
est un outil pour contrer les erreurs des éléves, pour intervenir de fagon efficace sur leurs
difficultés. 1.’égalité (a+b)’=a’+b? peut €tre mis en échec en utilisant un support visuel.

L’éléve voit ainsi que I’aire d’un carré de c6té (a+b) n’est pas la méme que I’aire de deux
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carrés. De plus, 1’éléve peut voir recours & un support visuel quand celui-ci ne se souvient
plus de la technique de factorisation. La représentation visuelle permet d’installer dans la
mémoire a long terme cette habileté, 1’éléve pouvant factoriser une expression donnée en se
ramenant 4 un support visuel et faisant ainsi des liens entre la représentation visuelle et la

démarche algébrique.

Comment la vision de I’enseignement de la factorisation chez l'enseignante se modifie suite a

lintégration des représentations visuelles dans sa séquence d’enseignement?

Line est une enseignante trés structurée, qui a une approche assez magistrale et
séquenticlle des mathématiques. Suite & I’expérimentation, cette vision est toujours présente.
Toutefois, 1’analyse améne a constater que Line ajoute dans son enseignement de la
factorisation un c6té dynamique grice a ’ajout de représentations visuelles dans sa
planification. Avec celles-ci, elle met plus d’emphase sur la compréhension du concept. Il y a
toujours des étapes a suivre algébriquement pour résoudre un probléme mais celles-ci
prennent tout leur sens grice aux représentations visuelles. Elle pose plus de questions
ouvertes, de compréhension et cherche & montrer ’utilité que peut avoir la factorisation. Par
exemple, lors de la présentation de la complétion de carré, Line a recours a des boites pour

indiquer qu’il y a des termes manquants, ceux-ci sont maintenant accompagnés d’une

explication qui repose sur les représentations visuelles.

Retour sur le cadre de référence

La composante didactique/cognitive a été particuliérement analysée dans ce travail.
C’est le rapport avec les savoirs a enseigner, dans ce cas-ci, la factorisation. Un cadre de
référence a été élaboré sur les habiletés a développer en factorisation. J’en ai dégagé cinq qui
sont : I’habileté a représenter visuellement 1’expression algébrique & factoriser, faire le lien
entre les représentations visuelles et la démarche algébrique, reconnaitre les formes
équivalentes, reconnaitre des expressions qui ne se factorisent pas et reconnaitre la forme de

factorisation 2 utiliser selon 1’expression a factoriser. L’analyse menée permet de porter un
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regard nouveau sur ces habiletés. En effet il apparait que trois habiletés sont intimement
liées : I’habileté a représenter visuellement une expression algébrique a factoriser, I’habileté a
faire des liens entre la représentation visuelle et la démarche algébrique et 1’habileté a
reconnaitre des formes équivalentes. L’habileté a représenter visuellement une expression
algébrique exige que 1’on puisse disposer des rectangles de fagon a ce qu’ils forment un plus
grand rectangle. 11 faut donc repérer des cotés communs. Dans tout ce travail il y a une
reconnaissance des formes équivalentes. De plus, lors du passage a 1’écriture algébrique, un
lien doit étre fait entre les différentes étapes de la démarche visuelle et ses correspondantes
dans le mode algébrique. La quatriéme habileté, celle de reconnaitre des expressions qui ne
se factorisent pas, a joué un réle déterminant dans 1’appropriation par I’enseignante des
représentations visuelles. Les €leéves face & 1’expression a*+b? ont tendance & factoriser en
(at+b)®. Line intervient en utiliéant les représentations visuelles et elle affirme que cette
intervention a aidé les éléves & comprendre cette erreur davantage qu’avec une intervention
de type algébrique. La cinquiéme habileté qui est de reconnaitre la forme de factorisation a
utiliser selon I’expression a factoriser est une habileté méta. C’est la plus difficile, qui
requiert une bonne compréhension des techniques de factorisation. L’expérimentation améne
un point intéressant. Face a des expressions qui nécessitent deux formes de factorisation,
’enseignante met de 1’avant I’importance d’étre « efficace » en utilisant d’abord la mise en
évidence simple ou double. En effet, si ’éleve fait ’inverse, il s’expose & des difficultés de
manipulation algébrique et peut se retrouver avec une expression qui n’est pas la forme la
plus factorisée. Finalement, 1’expérimentation permet de voir que les habiletés peuvent étre
travaillées seulement dans un mode (visuel ou algébrique) ou peuvent étre travailles dans les

deux modes simultanément comme présenté dans le tableau ci-dessous.

Tableau 6.1 Classement des habiletés selon les modes visuel et algébrique

Habiletés travaillées dans Habiletés travaillées dans Habiletés travaillées dans
le mode visuel le mode visuel ou le mode algébrique
‘algébrique

Représenter  visuellement | Reconnaitre des formes | Reconnaltre la forme de

I’expression a factoriser. équivalentes. factorisation a utiliser selon




156

Reconnaitre des expressions | 1’expression a factoriser.

qui ne se factorisent pas.

Faire le lien entre la
représentation visuelle et la

démarche algébrique.

Limites de la recherche

Une limite de cette recherche est le manque d’informations sur la séquence
d’enseignement sur la factorisation de Line avant 1’expérimentation. Il aurait été intéressant
d’avoir plus de détails des raisons derri¢re sa planification, sur ses notes de cours pour mieux
comprendre le rationnel de sa pratique. Par exemple, j’ai constaté que les exercices dans les
notes de cours sont souvent gradués en ordre de complexité, mais Line en est-elle consciente?
Quelles sont les raisons derriére ce choix? Quelles sont les difficultés autour de ces exercices
qu’elle a pu constater dans sa pratique? Au moment des entrevues, je ne savais pas

I’importance qu’auraient pu avoir ces réponses.

Avant I’expérimentation, Line et moi concevions une activité autour de la différence de
carrés dans laquelle les éléves découvrent cette technique de factorisation en manipulant du
matériel. Des ciseaux étaient prévus pour permettre le découpage et reconfiguration des
figures par les éléves. Apres discussion, nous avons finalement abandonné cette idée car cette
fagon de procéder est différente de celle que les éléves sont habitués  vivre et avons opté par
une présentation avec un diaporama ou les éléves ne sont pas aussi actifs. Suite &
I’expérimentation, je constate qu’il aurait été intéressant de poursuivre avec 1’idée de cette
activité. Comment Line aurait-elle géré cette situation? Quelles auraient été ses impressions

suite a cette expérience avec les éléves.

Retombées et prolongements de la recherche
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Cette étude a eu une retombée de formation auprés de 1’enseignante. Line a réinvesti
les activités expérimentées, introduisant par la suite les représentations visuelles dans sa
planification. De plus, i’enseignante est maintenant conseillére pédagogique. Dans ses
séances de formation, elle met de 1’avant I’importance des représentations visuelles, elle
partage ainsi 1’expérience vécue dans cette étude amenant d’autres enseignants a considérer

I’apport des représentations visuelles.

L’année ou ’expérimentation a eu lieu, une question dans les examens de fin d’année
du Ministére a posé probléme dans la commission scolaire. L’¢éléve devait factoriser un
polyndéme donné pour trouver les c6tés d’un terrain. Une aire est donnée et 1’éléve doit penser
a factoriser pour trouver les cotés. Comme la factorisation n’a pas nécessairement été vue
sous un angle géométrique, cette question a posé probléme et a méme été modifiée par
’équipe d’enseignants pour éviter que les éléves bloquent sur cette question. Aprés
I’expérimentation, dans les formations aupres des enseignants, Line et moi avons insisté sur
I’importance de lier factorisation et représentation d’un rectangle et avons mis de 1’avant cet
exemple de question. De plus ’ajout des représentations visuelles permet de faire un lien
entre différents concepts mathématiques, de lier géométrie et algébre amenant une vision des

concepts mathématiques plus homogéne.

Comme enseignante au secondaire, j’ai ét€é confrontée a des éléves en difficultés
d’apprentissage en individuel a I’automne 2012 et j’ai approché la factorisation, surtout la
différence de carrés par le visuel. J’ai constaté que les éléves ont vraiment bien saisi cette
technique de factorisation en utilisant des nombres. Souvent, on en reste dans 1’aspect
algébrique ou dans l’utilisation de représentations visuelles impliquant des expressions
algébriques, dans I’abstraction. Avec des nombres, la technique de factorisation est pergue
autrement. On présente la différence de carrés comme un carré mesurant 9 par 9 auquel on
soustrait un autre carré mesurant 3 par 3. Par la suite, on fait le méme processus de
découpage et de reconfiguration mais avec ces nombres. On a alors que 9°-32 est équivalent a
(9-3).(9+3). Cette fagon de procéder a convaincu plusieurs éléves qui ont alors bien compris
.le lien entre la différence de carrés en algbre, en géométrie et avec dés nombres plus

concrets. Il serait donc intéressant de voir dans une expérimentation future 1’apport de
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nombres concrets chez les éléves pour donner du sens et mieux comprendre la factorisation

en renfor¢ant 1’idée d’équivalence.

Comme prolongement possible, il serait intéressant d’aller analyser différentes
pratiques sur la factorisation & partir du cadre de référence qui a ét€ développé suite a cette
recherche. 11 serait intéressant de faire faire des manipulations concrétes aux éleves, de
comparer un groupe témoin et un groupe expérimental 1’'un qui utilise les représentations
visuelles et I’autre sans ce support, de travailler cette technique a 1’ordinateur, et de constituer

un groupe de réflexion sur cette question avec une équipe d’enseignants.
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APPENDICE A

ANALYSE PARTIELLE DU TEST ECRIT DISTRIBUE AUX ELEVES AVANT
EXPERIMENTATION

Voici I’analyse de deux questions d’un test destiné aux éléves avant 1’expérimentation.

Question 3. Dessine deux rectangles différents dont 1’aire est de 10y? et donne leurs

dimensions (longueur et largeur).

Cette question a été élaborée‘ pour vérifier I’habileté des éléves a représenter
visuellement une expression algébrique et leur habileté a trouver différentes représentations
possibles. Plusieurs représentations visuelles sont possibles, par exemple, des rectangles dont
les cotés sont 2y et Sy ou Iy et 10y ou ¥ y et 20y, etc. Il faut tenir compte ici d’une contrainte
reliée au visuel, on ne peut représenter des surfaces dont les cotés sont 1 et 10y* ou 2 et 5%,

etc.

Aprés analyse des productions, on peut noter que tous les éléves (sauf un) ont donné
deux représentations visuelles différentes comme c’était demandé€. Toutefois seulement sept
éleves (29%) ont représenté de fagon correcte les longueurs, comme dans la production ci-

dessous :

3. Dessine deux rectangles différents dont Faire est de 10y* et donne leurs
dimensions (longggur et largeur). ’
| i 199

L = Iy
: }O‘j z

Zj.

%
: )O:) |
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Production de 1’éléve #9 |

Ces éléves ont utilisé pour déterminer chacun des c6tés des rectangles une longueur en
fonction de y, ils s’appuient sur le fait quey-y = yzet décomposent par la suite 10 en

facteurs premiers, 10 =5 x2; 10 =10 x 1. Ces él¢ves respectent les dimensions : /0y, 2y, 5y
et Iy étant des longueurs. Ces 7 éléves ont tous utilisé les mémes décompositions, soit 2y et

5y, et 10y et 1y.

La majorité des éléves (14 sur 24 ou 58% des éléves) ont utilisé y? pour représenter un
cdté du rectangle. On peut donc remarquer que les éléves ne sont pas trés familiers avec les
représentations visuelles en algebre car « y? » représente une surface carrée. Il est donc moins
logique visuellement de I’utiliser pour représenter une longueur. Malgré tout, quand on
multipliait les c6tés du rectangle, on obtenait bien 10y2. Voici un exemple d’une production

d’éleve :

Question 3 du prétest, production de I’éleve #17

Trois éléves (12,5%) ont donné une réponse erronée comme dans 1’exemple ci-

dessous :

T
WA
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Production de 1’éléve #8

~ On peut remarquer que ces €léves présentent plusieurs difficultés. D’une part, le sens
accordé a la multiplication sens aire n’est pas compris, les éleéves effectuent une addition au
lieu d’une multiplication entre les c6té§ du rectangle._L’expression 10y” est ainsi décomposée
de la fagon suivante 1y + 9y = 10y” et 6y + 4y = 10y>. D’autre part, des difficultés sont
présentes autour du sens accordé aux termes semblables et on note des difficultés dans la

manipulation algébrique, qui sont des difficultés récurrentes chez les éléves pour quiy +y =

».

Question 7. Donne les dimensions et 1’aire du rectangle suivant. Peux-tu trouver au

moins trois fagons différentes d’écrire 1’aire de ce rectangle?

4y 5
—rt—>
Longueur :
3x
Largeur :
Aire :

Nous avons demandé ici trois fagons différentes d’écrire ’aire du rectangle pour

pousser les éléves a trouver d’autres écritures que la factorisée (4y+5):-(3x+4) ou la
développée 12xy +15x+16y +20. Plusieurs autres écritures sont possibles comme
4y-(3x+4)+5(3x+4). Celles-ci s’appuient sur la représentation visuelle et sont obtenues

en considérant 1’aire des différents rectangles construits comme dans 1’exemple ci-dessous :
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3x

Exemple defrg 7 du prétest

Huit éléves ont trouvé les deux formes les plus classiques, les formes factorisée et
développée et n’ont pas donné d’autre écriture équivalente. Parmi ces huit éléves, un d’entre
eux a tenté de faire une mise en évidence sur la forme développée de 1’expression, mais a fait
une erreur de manipulation algébrique. Les sept autres éléves ont donné 1’une de ces deux
formes (deux éleves la forme développée et cing la forme factorisée). Trois autres éléves sont
restés dans le registre algébrique, ils ont trouvé 1’expression factorisée et ont fait des
manipulations algébriques ou numériques pour obtenir des expressions équivalentes, comme

dans I’exemple suivant ;

7. Donne les dimensions et I'aire du rectangle suivant. Peux-tu trouver au moins

trois fagons différentes d’écrire I'aire de ce rectangle?

4y 5
Longueur: Y )
' 3x
Largeur: ¥ +" A
41' . |
Aire Zﬂ'i("?yﬂ) C:’H"t) it {y#y;-y).},‘.ql) QH’)‘}XH) ﬁ < %éy#%.S)*X(‘\,g\{;.%) |

Figure 14. Question 7 du prétest, production de I’éleve #7

On voit donc que 75% des éléves sont familiers avec les formes factorisée et
développée des expressions algébriques, mais qu’ils ont de la difficulté a trouver d’autres

formes équivalentes. Ce résultat concorde avec les résultats des recherches (Matz, 1984; Ball,




163

Pierce et Stacey, 2003; Guin et Trouche, 1999). Le quart des él¢ves a additionné les termes
algébriques au lieu de les multiplier. Ils n’ont pas compris le lien entre 1’aire du rectangle et
le produit a faire. On peut souligner ici des difficultés dans le sens accordé aux opérations de

polynémes.

I’analyse du prétest montre que les éléves n’associent pas facilement 1’écriture
algébrique a sa représentation visuelle avant enseignement. C’est dans ce passage entre ces
deux registres que le role de I’enseignant est important comme le soulignent plusieurs
chercheurs (Hosson, 1999; Pierce, 2002; Shama et Dreyfus, 1994), celui-ci favorisant un lien
entre la méthode algébrique et visuelle donnant ainsi du sens aux différentes étapes menant a

la factorisation.
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1) Figures et solides équivalents

2) Expressions algébriques équivalentes
3) Expressions rationnelles équivalentes
4) Factorisation

5) Résolution d’équations du 2°™ degré & une variable

Nom : Groupe :
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1) figures et solides équivalents
Aire des solides :

On détermine 'aire totale d’'un solide en faisant la somme des aires de toutes ses
faces.

Ex.: 1) Prisme droit 2) Cylindre droit 3) Sphere

a

A = 2ac + 2ab + 2bc A= 2mr? + 27rh A = 41r?

Figures équivalentes :

Deux figures planes sont équivalentes si elles ont la méme aire.

exemples :
3 3
§ 5
exemple;:
3 3
B 10
exemples:
3 2
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Volume des solides :

Déterminer le volume d’un solide, c’est mesurer 'espace occupé par ce solide.

Ex.: Vet A représentent respectivement le volume du solide et I'aire de sa base.

1) Prismes droits et 2) Pyramide droite et 3) Boule
cylindre droit cone circulaire droit

&

V=A4-h V= 2— | v=2C

solides équivalents :

Deux solides sont équivalents s’ils ont le méme volume.

exemples: —
4 h=12
4
4 4 D
4
exemple;:
rayon =5 rayon =5
hauteur = 4 hauteur =12
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2) Expressions algébriques équivalentes

Relation de Pythagore

La relation de Pythagore nous permet de calculer la longueur d’'un c6té du triangle
rectangle lorsque les longueurs des 2 autres c6tés sont connues.

Exemple : Trouve la mesure de I'hypoténuse Exemple : Trouve la mesure du cdté AC

du triangle rectangle ci- dessous : dans le triangle rectangle ci-
dessous :
A B 5 C
10 X 15 X
C 8 B A
réponse : réponse :

Lois des exposants :

1 Le produit de bases identiques donne la méme base affectée de la somme des
exposants.

am.an= am+n

Exemple : 2%2%=2%=27

2. Le quotient de bases identiques donne la méme base affectée de la différence des
exposants.

a'IIl+ an=am -n

Exemple ;: 2°+2%=2%4 =21



Un exposant négatif devient positif en changeant la base par son inverse

multiplicatif.
g = L=l
a a”
Exemples: 2°=1=1 L. yef1%= [ 8= 2°
2° 8 2% 2 1

Jumelons ces 2 lois pour ne pas avoir d’exposant négatif :

e m<n n n-m ex. : T 53

1 g 1 1
2 27

Toute base affectée de I'exposant 0 donne 1.

Bompes: 131373 (IP=1 (lop=

168
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Le produit de deux bases différentes affecté d’un exposant revient a multiplier
chaque base affectée de 'exposant donné.

(ab)" =amp"™

Exemple : (2-5)3= 2353

La puissance d'une puissance égale la base affectée du produit des exposants.

(am)n = amon

Exemple : (3%)2=3%2=3%

Une fraction affectée d'un exposant indique que le numérateur et le dénominateur
sont affectés par ce méme exposant.

- L . B
Exemple : [§J=?.?.?=%
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Pratiquons ces lois a I'aide d’exemples importants.

Note : Dans un méme exercice, lorsque plusieurs lois s’appliquent, I'ordre dans lequel
nous les appliquons n’a pas d'importance.

Donne tes réponses dans les plus petites bases possibles avec des exposants

positifs.
1. 2%e2°= 2 (a +x)% (a+x)* =
3. 3%3%= 4, 2%e3%=
5. 3%°e81= 6. 15e5"=
7. 6-3 L 63 = 8. 24 o 2'6=
0. atea®s 0. (1)°-
6 2
2 3
1. S = .12, e —
2 3
3. g +q = 4, (3=
. a “a = 14, B* = {9Ps
2
3
4 (a+x)
15. n-1 = : 16. m =
4 (a+x)
14 2 2
17. 42043+45 = 18, &+ 3%=
19. (5¢2)°= 20. (2%ac)"=
21. (7x%y)’e 70%y)* = 22. | {8*s2Y=

25 (=1} 24. |

25. (2% = 26. (% (b?)’=
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Effectue les opérations ci-dessous et donne tes réponses dans les plus petites bases
possibles avec les exposants positifs.

1. (8Xy)-3. (2X2y3) - 2 (3 a+2)-3 2 (9 a-3)-2=
3. (49X°y?)?e (Txy™)' = 4. ((-3))72=
5. (-3x7y") e (9xy)! = 6. g -
4—1 3 3 2
7. f-z < 8. aca’ =
8a)
t sl L
9. ;—7x—4')i—— = - 10. xzoxgoxT =
-3
g iy 1
=R | w —2\4 _
1. : } - 12. (a 2) -
\ XV
v 3
13. (x2y3) o )2C - 14 (x3)00(x1/2y£_
Xy

15. 6

[@)]
|
(9]
o=
BN
@
I
Q
[\ )
)
~—c
1]
—
=
(98]
S~
Il

17.

N
I
W
[\®]
(98]
[ ]
N
)

[ QN
NEEE
I
o

.
<Ja
') (F8]
N
-
1]

19.

©
&
(F'S)
w‘O\
—
o0
S
T
1] 3
N
o
o0
Q
(\&)
N
A:
[\ @]
Q
”“"'




21.

23.

25.

27.

29.

CH

33.

35.

37.

39.

22,

24.

26.

28.

32.

40.

L7

sia>b

sin<5




Opérations sur les expressions algébriques :

1. Terme : expression composée d’'un produit entre un coefficient numérique et une ou
des variables.
ex: 3x, -12a%, ;ﬁ
5

4 : n’est pas un terme (la variable doit apparaitre au numérateur),
x C'est une expression algébrique fractionnaire.

Un terme contient une partie numérique (coefficient) et une partie littérale
(variables affectées des exposants).

ex: -4x%y° le coefficient est
5 la partie littérale est

2. Polynéme : expression algébrique composée de plusieurs termes réunis par des
opérations d'addition et de soustraction.

ex: 42 : monéme
2x + 3y : bindme
2a +3b%—4¢® - trinéme

3x*—4y+3z—-5 :polynébme & 4 termes

3. Termes semblables : termes formés des mémes variables affectées des mémes
exposants.

ex: 4%y et -3 x%y?

4. Degré d'un terme : la somme des exposants des variables.

ex: 5x°  estdu degré 4abc® estdu __ degré
-2x2y estdu___ degré X estdu___ degré.
6 est de degré :

5. Degré d'un polyndme : parmiles degrés de chaque terme, c’est le plus élevé.

ex: 32 —4x3 + x est du degré.
4x%y - 5xy° — x%? estdu degré.

6. Polyndme ordonné : les termes sont placés par ordre décroissant de leur degré.

ex: 3x*—4x%3+5 bien ordonné correspond a
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Addition de polyndmes :Nous additionnons les coefficients des termes semblables, la
partie littérale demeure identique.

Exercices : Effectuer les additions suivantes : (simplifier)

1.3+ 78 = 2.43+22+ X3 +5x% =

3.(4a%) +5a%b+b3= 4. 3ab + (-5ab) + 2b? + (-2b?) =

5. (4 -22+X)+(-Tx®—4x2+3x)=[6.7a’b +3 =

Soustraction de polyndmes : Nous soustrayons les coefficients des termes semblables,
la partie littérale demeure identique.

Exercices :
1. Soustraire 4x%y de 7x% réponse
attention : le premier terme est aprés le mot “'de™

2. De 4a-3b soustraire —2a +b réponse
3. (4x2— 3y + 2x) - (-2x2 +3y-x)= réponse
4. Soustrais -5x°y? de 4x%y? réponse
5. De-4x + 3y - 6retranche —-4x+y-2 réponse
6. 43y +2xy’ — (2% -4 xy® ) = réponse

7. (Ba+3b-c)—(2a-3b-2c)+(a+b+c) réponse
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Multiplication de polynomes :

a) mondme x mondéme : Nous multiplions les coefficients et additionnons les
exposants des variables identiques.

Exercices : Effectue les opérations suivantes :

1. 3x%yedxy’ = 2. a’b%ce2ab’=

3. -2a’hle3ab*= 4., Be-3x*=

5. X%ye-5xy’= 6. 4Xyze-2xy?e 3yz’= o

b) mondéme x polynéme : Nous multiplions chaque terme du polynéme par le
mondme.

Exercices : Effectue les opérations suivantes :

1. 3x(4x®+2x-5)= 2.  -1(2a+3b)=
3. -3a’b(-4ab®+ab - 5ab’) = 4. -2x%y(3% - 4x+ 2% - 5) =
c) polyndéme x polynéme : Méthode de distributivité : nous multiplions chaque

1er

terme du 2°™ polyndme par le 1% terme du 1%

polyndéme ainsi de suite.

= 3xe2Xx + 3xe-5 + 202X + 2¢-5
= 6xX°- 15x + 4x - 10
= 6x%- 11x - 10

ex: (3x+2)(2x - 5)

Exercices : Effectue les produits suivants :

—_—

(3a —4b) (a + 2b) = 2. (2x-3)(2x%-5x)=

i

(2x-1) (3¢ -5x+2) = 4. (Ba%+4b-1)(-2a+5)=

5. (2m+3nf= 6. (x—3)%=
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Division de polyndomes

a) monéme + mondme : 1- On respecte la loi des signes
2- On divise les coefficients
3- On soustrait les exposants des variables identiques

Exercices : Effectuer les divisions suivantes :

i J@fyteants 2. AP s2xy =
3. 33y ex¥yi= 4, 158%h°+ -3 =
5.  8a’’+8a’h’=__ 6. 12Xy = 18x%y° = _

Note :  Le résultat ne dait pas contenir
d’exposant négatif.
2 x = 2x
3 3

b) polynéme + mondme : On divise chaque terme du polynéme par le mondme.

Exercices : Effectue les divisions suivantes :

1. (8X°—4x? +6x) +2x = 2. (-20a%b* + 15a%b° + 30a°p%) + -5a%b? =

3. (20x%° - 15xy? - 6x°y) + 3x%y% =

c) polyndme + polyndme : 1- Ordonner les deux polyndmes en ordre décroissant
2- Diviser les polyndmes comme des entiers.

ex: x°+3x+3 +
-+ _x) X+2

2x +3

-(2x + 2)

1

donc (x> +3x +3) + (x +1) = (x +2) + __1
(x+1)
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Exercices : Effectue les divisions suivantes :

1. X*+5x+6 X+3 2. X¥+7x+12 X+3
3. 6a?-2a-20 2a-4 4. 4x2-2x-10 2x + 3
5. 35a2—47ab + 6b? | 5a—6b 6. x?-12x-15 2=

7 B T 4T 3x+4 8. X°-6x2+11x-6 x—3




9. 2x2+ 13x + 20 x+5

6x° +13x% - 11x+2 |3x—1

Ox® - 42x? + 76x- 48 | 3x® — 10x + 12
-8 X—2
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10. 2c?+7c+3 c+3

12. 6x3-4x%+ x+1 2x° = 2x +1

14, 23 -8x+x*+12-7x% | x? +2 - 3x
a-1
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Expressions rationnelles équivalentes

Expression rationnelle: quotient de deux polynémes Le diviseur doit
étre différent de
0 car on ne peut

pas diviser par 0

Exemples : — ou x#0
X
3x+1 <
ou x=1
x=1
x+y
2

Réduire une expression rationnelle :

factoriser pour avoir un facteur commun

diviser le numérateur et le dénominateur par le facteur
commun en supposant qu'il n’est pas égal a 0.

Exemple; : —2—2'1—-'14— = —m = Z— ou x+2#0
X +2x x(x+2) x
x#—2
Exemple; : 18 a +6a2b

9a +3ab
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Addition ou soustraction:

Exemple :

Multiplication :

Exemple :

Division :

Exemple :

184

Opérations sur les expressions rationnelles

mettre au méme dénominateur ;

additionner ou soustraire les numérateurs.

2, 1_2 1 _2+l

X o xy xy xy Xy

multiplier les numérateurs entre eux et les
dénominateurs entre eux ;

réduire si possible.

=l

Diviser par une fraction rationnelle revient a
multiplier par l'inverse de cette expression.

B




Exercices :

1. g+ 4d°+ 3% + 3 =

b 2b  4b®
2. x + 4y*+ 3xy =+
2 3a 2b
2 (#x+1)
3 =

X 2%

2a
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Identités algébriques remarquables
Le carré d’un binéme : (a+ b)?=a+2ab +b?
(a=b)?=2a%=2ab +b?
( bindbme) 2= trindme carré parfait
Pour accélérer les calculs : (3x= 5)%= 9x* —30x + 25
Ceterme est Ce terme est Ce terme est
le carré de 3x le double du le caré de -5
produit de
3x par -5

Méthode pour factoriser un trinéme carré parfait :

1- Calculer la racine du premier et du dernier terme
2- Le signe du deuxiéme terme du trinéme est le
méme que le signe du deuxiéme terme du bindme

Exemple : 9x2 — 24xy + 16y% = (3x — 4y)?
3x 4y

Exercices : Factorise les polyn6mes suivants avec la méthode du trindbme carré parfait :

1. 25x2 - 90xy + 81y? = 2. +4x+4=

3. 4b2-12b+9= 4. x> +10x+25=

5. 12x% — 36x% + 27x= _ 6. 8x° +24x%y + 18xy* =
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La différence de deux carrés : a’=b% = (a=b)(a +b)

Méthode pour factoriser une différence de deux carrés :

1- Binébme avec un (-} (obligatoire)
2- Les 2 termes sont des carrés parfaits
3- Extraire la racine de chaque terme

4- (1°® racine + 2°™ racine) (1% racine - 2°™

racine)

Tout bindme identifiable a une différence de carrés peut étre factorisé selon le modéle

suivant :
2 2
A-O=[A-O[A+O
ex: 4x2-9=(2x-3)(2x+ 3) vérifions : (2x— 3) (2x + 3) =
& ¢ 4+ 6x - 6x - 9 |

2x 3 4x2-9 |
Exercices :
1. 144a’-81b2= 2. xy?-25a%=
1. =Bl =4 = 4. 4b*-36=
5. 36-(y—4)= 6. 50x°—18a*=
r A el 8. 81a*-625b%=
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4) La factorisation

Cas de facteurs :

a). Simple mise en évidence :

Méthode :
1-Trouver le plus grand facteur commun dans chaque terme.
2-Diviser chaque terme par ce facteur.

3-Ecrire ce facteur devant le nouveau polynéme.

2 est le plus grand facteur commun

4x+2
=2x+1

Exemple : 4X+ 2= 2(2x+1)

Exercices : Factorise les polyndmes suivants :

2x% 4+ 2x = 2. 4ab +6b% =
43° + 8ab +12 = 4. 2ac +6bc +12c? =
5ax’—6a = 6. 25m2n®—15m — 10n° =

X(X+2)+2y(2 +x) = 8. 2x(y-3)-5(y-3)=

2x(y — 6) + 6(-6 +y) = 10. - 42xy + Ty’ ="
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} Double mise en évidence :

1- Polyndme a 4 termes (obligatoire)

2- Simple mise en évidence, 'l y a lieu. .
3- Regrouper les termes 2 par 2 selon leur facteur commun
4- Faire une mise en évidence pour les 2 premiers termes
5- Faire une mise en évidence pour les 2 demiers termes
6- Mettre en évidence le facteur entre parenthéses

ex: 2xy — 6x— 5y +15
2xy —6x—5y+ 15
(2xv-3)-5(y-3)

(y—m[zx -5 ]

réponse: (y-3)(2x-5)

Exercices : Factorise les polyndmes suivants :

1. 6ab-4a+3b-2=

2. XP+4y+2x+2xy =

3. 2y°-6y?+3y—-9=

4, 7abc + 84c + 21bc + 28ac =
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c) Produit / somme :

1- Trindme de la forme x% + bx + ¢ 1- Trindme de la forme ax? + bx + ¢

2- Trouver 2 nombres : soit m et n dont 2- Trouver 2 nombres : soit m et n dont
men =c| : produit m e n = aec|: produi
m+ n =b|: somme m+n=b [:somms

3-(x+ m)(x +n)
3- Transformer le trindme : ax> + bx + ¢
alaidedemetn © ax + mx+ nx +

4- Faire une double mise en évidence

20-4=§ le6=6
ex: X°—6x+8= 2+4=-6|:p | ex: 2%2+7x+3= 1+6=17
(x=2)(x—4) s 22 +1x +6x +3= ———
x(2x + 1) +3(2x + 1)
vérifions : (X — 2)(x — 4) = X° — 4x— 2x + 8 (2x+ 1) (x + 3)
=x* -6x +8

Exercices : Factorise les trindbmes suivants avec la méthode produit/somme :

1. x> - 3x—10 = 2. x> - 4xy - 12y’=

3.2+ 7x+10= 4, X>—8x+16=

5. 33 +11x+6 = 6.2c2+5¢c+2=
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Exercices : Factorise les polyn6mes, en suivant cette méthode :
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=

Effectuer une simple mise en évidence s'il y a lieu.

2- Trouver le cas de facteurs approprié :
Binéme avec(-) — Différence de carrés
Produit / somme
Trinbme <
Carré parfait
Polynéme a 4 termes ——»  Double mise en évidence
3- Effectuer la factorisation tant qu'il est possible de le faire.
4- Vérifier en effectuant le produit des facteurs.
1. a’+ab-ab-b%=
2. 2a*+3ab+2ab+3b’=
3. a*+8a+7=
4, axw? — axw — 12ax =

4b2 - 25¢% =




10.

143

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19!

20.

21.
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15x% - 77x + 10 =

5-6c+c?=

14a% + 28a’b? + 42a%? = |

36 + 24y +4y" =

8x%— 4x—24 =

17x + 20x* - 63 = |
64c? — 100b? =

36b* — 49x%y® =

3%+ 23x + 30 = _

Xy—2x+2y—4-=

a’+ 16a + 64 =

4x2 - 16y% =

2+ 3x+1=

Y-8y +2=

8x2+ 28x + 24 =

4a%b +5a%b% =
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Exercices : Réduis les expressions rationnelles

1. x*-3x = X (X = 3) = x .
x*-9 (x—3) (x +3) (x + 3)

2. 4a°-3a+4ab-3b =

12a -9

3. (x—3)>-16
— 4x -21

x+7x+10 _

&

x4

64x—16x+ _

5. O3
8x+39x -5

2

6. 10x 1525 _

10x-20x-30

7, G ee8)

2x +x -21

196

pour x-3#0
x#3

pour e

pour

pour _

pour

pour sl

pour



g.4ax*5x249-30 _
x-Tx+6
o 3x8x35 .
6x-11x-7
10. 29x 2_49 H
Ox +42x+49
i ——352_43‘ D -
x-10x+25

o, (49

x +8x +7
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pour _

pour _

pour _

pour

pour _
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5) La résolution d’équations du 2°™ degré a une variable

a) Méthode de résolution ou I'on utilise la factorisation et la propriété du produit nul

o Propriété du produit nul :

AB =0, sietseulementsi A=0ou B=0

Méthode de résolution :
1- Ecrire 'équation sous la forme p(x) =0;
2- Décomposer en facteurs le polynéme p(x) ;

3- Appliquer la propriété du produit nul et résoudre les équations du
1° degré qui en résultent.

Exemple : 2(x2 +x)= 20 -x

ou

ou




199

Exercices : Résous les équations suivantes en appliquant la propriété du produit nul :

AB =0, siet seulementsi A=0ou B=0

1. x*+12x=-36 2. (x+12 =16
ou ou
ou ou

3. 25=(x+2) 4.  2x*=5x
ou ou

ou ou
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b) Méthode de résolution ou I'on utilise la complétion du carré

Méthode : 1- Ecrire I'équation sous la forme x2+bx=c
(lignes 1,2 et 3 des exemples);

2- Ajouter un terme de chaque cété de I'égalité pour obtenir un
trindme carré parfait du c6té gauche ;

3- Déterminer les solutions par extraction des racines carrées.

Exemple; : Exemple,:

1-  2x*-24x+54=0 - -3x%+9x+12=0
2- x2—12x +27=0 2-

3 KL=A2x = 27 3

i | — 12x + =-27 +[36] i L=

(x—6)=-3 ou (x-6) =3 ou

x=3 ou x=9 ou




Exercices : Résous les équations suivantes par complétion du carré :
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1. 2x*-8x+6=0 2. 2f°-16f-66=0
ou ou
ou ou

3. X*-4x+3=0 4, x*+12x-133=0
ou ou

ou ou
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a®-8a-9=0 6. VY>—6y-16=0
ou ou
ou ou

2y* — 40y + 128 = 0 8. 2x°-8x+6=0
ou ou

ou ou
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