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RESUME

Le sujet principal de ce mémoire est la théorie de Hodge symplectique que Tseng
et Yau ont développée pour des variétés symplectiques.

Nous commencons par un rappel d’algebre linéaire et de géométrie avant de
résumer les concepts introduits par Tseng et Yau. Nous présentons des résultats clas-
siques comme le théoréme de Moser et celui de Darboux. Nous démontrons aussi l’exis-
tence d’une métrique compatible pour chaque variété symplectique. Nous citons aussi
la décomposition de Hodge.

Nous allons, par la suite, résumer les idées de base de la théorie de Hodge sym-
plectique, qui est inspirée de la décomposition de Hodge riemanienne, en appliquant ses
résultats aux variétés presque-kithlériennes. Pour ce faire, nous rappelons les résultats
de Merkulov et de Mathieu & propos de la propriété forte de Lefschetz. Nous présentons
les formes primitives et la représentation sl(2,C) de cellesci. Nous allons présenter la
démonstration de Lejmi d’une proposition de McDuff & propos des zéros de champs de
Killing sur une variété compact présque-kéhlérienne. Par la suite, nous allons présenter
les travaux de Tseng et Yau en débutant par les différentes cohomologies qu’ils ont
définies et nous présentons différents résultats qu'’ils ont obtenus.

Apres un bref rappel de P’algébre de Lie, nous présentons 2 exemples de variétés
que nous allons pouvoir classifier & partir de cette théorie. Nous allons présenter un
exemple de 4-variété non-kiilhérienne ot nous utilisons le résultat de McDuff et Lejmi
pour y parvenir et nous reprenons I’exemple de Tseng et Yau d’une 6-variété qui ne
posséde pas la propriété forte de Lefschetz en utilisant les outils présentés le long de ce
mémoire.

Mots clés : Variété présque-complexes; géométrie symplectique ; théorie de hodge.







INTRODUCTION

La théorie de Hodge est connue depuis longtemps. Sur une variété riemannienne com-
pacte, on peut décomposer les k-formes en une partie harmonique et un reste, relatif
au Laplacien construit & partir de la métrique. Cette décomposition induit un isomor-
phisme entre ’espace des k-formes harmoniques et la cohomologie de De Rham avec
coefficients réels. Lorsqu’on a une variété symplectique compacte, il existe toujours des
structures compatibles riemanniennes, dites presque-kdhlériennes. D’autre part, sur les
variétés symplectiques, il est possible de créer d’autres cohomologies qui ne sont pas
nécessairement isomorphes & la cohomologie de De Rham et dans ce cas, il est pos-
sible de définir une décomposition de Hodge dite symplectique, & partir d’une structure

presque-kdhlérienne.

Dans ce contexte, les travaux de Tseng-Yau (Tseng et Yau, 2009) montrent qu’il y a un
lien entre la propriété forte de Lefschetz et la décomposition de Hodge sympllectique de
formes. Une conséquence de cette décomposition est la création d’outils pour trouver des
variétés compactes qui ne sont pas kdhlériennes tout en étant symplectiques. Les variétés
compactes qui possédent la propriété forte de Lefchetz, qu’il serait trés tentant d’appe-
ler variétés de Lefschetz, sont indistinguables des variétés kahleriennes dans certaines
cohomologies. Il faudra donc introduire de nouvelles cohomologies & partir des formes
primitives P¥(M) et étudier plus en détail ’espace L™*(M) qui généralise les formes
primitives. Ces nouveaux espaces, construits & partir de la forme symplectique, auront
des propriétés plus spécifiques qui vont permettre de mieux comprendre la propriété
forte de Lefschetz. Par exemple, certaines cohomologies symplectiques posséderont tou-
jours une décomposition en formes primitives a la différence de la cohomologie de De

Rham sur une variété riemannienne.






CHAPITRE I

ESPACES VECTORIELS

1.1 Espaces vectoriels symplectiques

Ce chapitre résume des résultats d’algébre linéaire qui sont utilisés en géométrie sym-

plectique.

Définition 1.1. Un espace vectoriel symplectique (V,w) est la donnée d’un espace
vectoriel réel V' de dimension finie et d’une forme bilinéaire, anti-symétrique et non-

dégénérée w sur V.
Remargue 1.2. Puisque w est anti-symétrique et non-dégénérée alors, dimgV > 2.

Définition 1.3 (Sous-espace symplectique). Un sous-espace vectoriel W d’un espace
vectoriel symplectique (V,w) est dit symplectique si w|w est une forme symplectique

sur W.

Définition 1.4. Soient (V,w) un espace symplectique et W C V, le complément sym-

plectique W* de W est définie par,
WY = {v e V|w(v,w) =0 Yw € W}.
Lemme 1.5. Pour un sous-espace W C V,

dimg W + dimg WY =dimgr V,
(W) =w.




Démonstration. Considérons l'opérateur §,, défini par :

fo : Vo V*

v w(v, ).

Comme la 2-forme w est non-dégénérée, ker i, est trivial et donc, ’'opérateur f,, est un

isomorphisme.
Soient I'injection vy : W = V et oj;,V* — W*, la projection duale.
Définissons ﬂ“’lw = 1}y o}, de sorte que W* = ker fi,|w alors,
dimgV = dimpW?* + dimp ker f,|w
ce qui compléte la preuve. O

Lemme 1.6. Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique et W un sous-espace. Alors,

W est symplectique par rapport a wy,, ssi

V=WeWw". (1.1)

Démonstration. Par le lemme précédent, il suffit de montrer que W N W% = 0. Or,
WNWwY ={veW|ww)=0VvVwe W} ={0}, (1.2)
car, w est non dégénéré sur W. O

Définition 1.7. Soit W C V, alors :
1. W est isotrope si W C WY <= w),, =0;
2. W est coisotrope si W¥ C W ;

3. W est lagrangien si W = W* # {0} <= wj,, =0 et dimgW = jdimgV.

Lemme 1.8 (Espace vectoriel symplectique de dimension 2). Soit (V,w) et dimg V = 2.

_Alors, il existe une base {e1, ea} telle que w((u1,v1), (ug, v2)) = urv2 — viug.




Démonstration. Comme w est non-dégénérée, il existe u,v tels que w(u,v) # 0. De
plus, w est bilinéaire, ainsi on peut supposer que w(u,v) = 1. Les vecteurs {u, v} sont
linéairement indépendants, sinon u = cv et on obtiendrait w(cv,v) = 0. On a trouvé

une base {u,v} de V telle que :

w(siu + 82, tiu + tov) = s1tiw(u, u) + sytow(u, v) + satiw(v, u) + sotew(v,v)

= 81ty — 11 89.

Théoreme 1.9. Soit un espace vectoriel symplectique (V,w). Alors,
1. dimgV = 2n;

2. Il existe une base {u1,vi,uz,vy,...,Un, vn} telle que :

w(us, Uj) = 05, et w(ui,uj) = w(vi,vj) =0

Démonstration. On va démontrer que V = Vi@Vo®- - - @V, ot les V; sont de dimension 2.
Supposons que dimg V > 2. Comme w est non-dégénérée, il existe une paire de vecteurs
v1,v2 € V tel que w(v1,v3) = 1. L'espace engendré par v, v, est un sous-espace V;. Par
le lemme 1.6, on obtient V = V1 @ V¥ ou V; et V}* sont symplectiques. Par I’hypothése

de récurence, V¥ = Vo @ V3 @ - -- ® V;, ce qui termine la preuve. [

Corollaire 1.10. Une 2-forme w est non-dégénérée ssi w™ = wA ... Aw # 0.
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" Démonstration. La premiére implication est triviale par le théoréme 1.9. Démontrons
la deuxiéme implication par I’absurde. Si w™ # 0 et w est dégénérée, il existe u # 0 tel

que w(u,v) = 0,Yv € V, alors 1,w™ = 0, ce qui est une contradiction. ¥

Définition 1.11. Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique. Une transformation

linéaire ® de V est dite symplectique si :
P'w = w,

ot (®*w)(u,v) := w(Pu, ®v) pour tout u,v € V.




Corollaire 1.12. Soit w; une famille de formes symplectiques sur R?". Il eziste une

famille de transformations linéaires ®;, telle que ®fw; = wy.

Démonstration. 1l suffit de prendre des bases {vf,v!,...,v%,ut,... ul,} comme au
théoréme 1.9 relativement & w; et ®; est la transformation linéaire qui prend la base

standard et 1’envoie sur {v§, v¢,..., v, ul,. .., ub}. |

Définition 1.13. Le groupe symplectique Sp(V,w) d'un espace vectoriel symplectique

(V,w) est 'ensemble des transformations linéaires symplectiques de (V,w).
Ezemple. Le groupe symplectique de 1’espace (R??,wp) est
Sp(R™", wo) = {¥ € GL(R?™) : T Jy¥ = Jp},

ou

Corollaire 1.14. Il existe un isomorphisme entre les groupes Sp(V,w) et Sp(R?*,wy).

Corollaire 1.15. Si ¥ € Sp(V,w) alors, det(¥) = 1. C’est-a-dire Sp(V,w) est un
sous-groupe de SL(V).

Démonstration. Par le définition, il est facile de voir que det(¥) = £1. De plus, les

espaces symplectiques sont orientables par le corollaire 1.10, donc det(¥) > 0. O

Lemme 1.16. Sp(2n) N0(2n) = Sp(2n) N GL(n,C) = O(2n) N GL(n,C) = U(n) ou
GL(n,C) est vu comme un sous groupe de GL(2n,R) en associant A + v/—1B d la

matrice :

A -B
B A




Démonstration.
¥ € GL(n,C) <= VJp = Jo¥ (1.3)
T € Sp(2n)) <= T J0 = Jy (1.4)
VeO@2n) «— vIv=1 (1.5)

On peut facilement voir que si deux des trois propriétés sont vérifiées, la troisieme sera

aussi vérifiée.

Pour montrer que les intersections donnent U(n), prenons ¥ € O(2n)NGL(n,C). Alors,

A -B
¥ =
B A
avec les propriétés suivantes :
ATB = BT 4, ‘ (1.6)
ATA+B'B=1,. (1.7)

Ce sont exactement les conditions pour une matrice ¥ = A++/—1B d’étre unitaire. [

1.2 Structures complexes

Définition 1.17 (Structures complexes.). Une structure complexe sur un espace vec-

toriel V est un automorphisme linéaire J tel que J? = —1.

On peut construire & partir de (V, J) en espace vectoriel complexe Vg :

CxV=Vv
(1.8)
(s +it,v) = sv + tJw.

Ainsi, (V,J) est de dimension paire, dimg V = 2 dim¢ V¢
Définition 1.18. Notons J(V') 'espace des structures complexes sur V.

Proposition 1.19. Soit (V?",J) un espace vectoriel réel de dimension 2n muni d’une

structure compleze J. Alors, il existe une base {v1,vs, ..., Vn, Jv1, Jvo,...,Jupn}.




Démonstration. Soit (-,-) un produit scalaire sur V2, alors (-,-); = () + (J-, J*)
est un nouveau produit scalaire invariant & sous ’action de J. Prenons v1, Jui, alors
(v1, Jur)s = (v1,Jv1) + (Ju1, J2v1) = 0. Ainsi, V = span {vy, Ju1} ® Vi* ot Vi! est
un sous espace vectoriel de dimension 2(n — 1) complémentaire au span {v1, Ju;} par
rapport au produit scalaire (-, ). Par récurrence, on termine la preuve comme le cas

n =1 a été démontré implicitement. i

Définition 1.20 (Complexification d’un espace vectoriel). Soit V' un espace vectoriel

réel. Sa complexification est donnée par :
Ve=VerC=VoV (1.9)

ou
JVC : Vc — Vc
(1.10)
(u,v) = (v, —u).

Proposition 1.21. Soit {V, J) un espacevectoriel réel muni d’une structure compleze
J. Considérons aussi l’espace vectoriel VCE ~V @V avec la structure J¢ qui agit par :

Ju, v} = (Ju, /).
On peut décomposer VC de la maniére suivante : V¢ = V10 @ VOl og

V0 = {v € V| Ju = iv}, (L2:T)
VOl = (v e VJv = —iv}. (1.12)

Proposition 1.22. Soit (V*,J) un espace vectoriel réel de dimension 2n.

Ve =V @ VOl est sa complezification. Alors,
V0 = (v —iJujv € V} et VO = {v +iJv|v € V}.

De plus, la conjugaison est un isomorphisme allant de :

Vl,O Y VO,l
(1.13)
v—1iJv—=v+iJo.




Théoréme 1.23. Tout espace vectoriel complexe est isomorphe 4 :
(RZn’ JO)
ot Jo est la structure complexe standard sur R?" :

0 -1 |
Jo = |
1 0 |

et 1 est lidentité sur R™.

Remarque 1.24. 1l suffit de montrer que pour un espace vectoriel V muni d’une structure |

complexe J, il existe un isomorphisme ® tel que :

®Jy = J®.

Démonstration. Soit {p1,q1,p2,q2,--.,Pn,qn} une base de R?" munie de la structure

complexe standard :
Jopi = gi, Jogi = —p;.

Soit, {u1 + w1, ug + v, ..., un + v, } une base de V1.0, Alors,
{ul,U2, v ooy Up,V1,v2,... ,’Un}
est une base de V' et donc, la structure complexe peut étre décrite de la maniére suivante :
Ju; = —v;, Ju; = u;.

Il ne reste plus qu’a définir notre isomorphisme par son action sur les bases de R?" et

{3

®:R™ 5V
(1.14)
{pl) q1y-+.yPn; q'n.} = {ula —V1y ..., Un, ‘"'Un}-
Un simple calcul confirme le résultat. a

La structure J sur un espace vectoriel V peut induire une action sur son dual V*.
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Définition 1.25. L’action de J* sur V*, ot J est une structure complexe sur V, est
définie par :
Fa(X) = a(J7X) = a(~JX) = —a(JX), (1.15)
VX e VVa e V*.

Lemme 1.26. L’action de J* sur une k-forme a € \¥(V*) est donnée par :

J ol vy 09 0p) = a(J—l’Ul, J_l’l)g, ST J_l’uk)
(1.16)
= (=1)*a(Juy, Jus, ..., Jug),

ol v1,v9,...,U, € V.

Définition 1.27. Soit un espace vectoriel V' de dimension réel paire, ainsi qu’une struc-

ture complexe J sur cet espace. On note par V* le dual du complexifié V.

Proposition 1.28. Soit (V?*,J) un espace vectoriel de dimension paire munie d’une
structure compleze J. Alors le complezifié de son dual se décompose : V*¢ = V' @ V.
De plus,

Vou={a e V*|J'a = ~ia}, Vi = {a € V*|J*a = ia}.

Remarque 1.29. D’aprés notre convention, AM(V*) = Vos-

Définition 1.30 (AP2V*¢). Soit une k-forme v = ap A By ol p+ g = k et p, g sont les
degrés de oy et B, respectivement. Alors, v € APAV* si oy, € APV g et By € ATV O

Proposition 1.31 (Décomposition de A V*¢). Soit V*¢ le complezifié du dual de V', un
espace vectoriel de dimg = 2n possédant une structure compleze J. L’algébre extérieure

de V*¢ se décompose de la fagon suivante :

A= En: ATy = (1.17)
r=0

YR Y AP, (1.18)
pHg=r
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1;3 Structures complexes compatibles avec une forme symplec-

tique.

Définition 1.32. Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique et J une structure com-
plexe sur V. On dit que J est compatible avec w si la forme est invariante sous ’action

de J c’est-d-dire : Jw = w et w(v, Jv) > 0 Vv € V'\ {0}.
Lemme 1.33. Si J est compatible avec w, g(u,v) = w(u, Jv) est une forme bilinéaire

symétrique, définie positive et invariante sous ’action de J.

Démonstration.

J*g(u,v) = g(Ju, Jv) = w(Ju, J*v) = w(u, Jv) = g(u,v),
9(u, v) = w(u, Jv) = w(Ju, J2v) = —w(Ju,v) = w(v, Ju) = g(v,u),

9(u,u) = w(y, Ju) > 0,
si u # 0. |

Lemme 1.34. Soit (V,w) un espace symplectique et J une structure compleze compa-

tible. Alors, il eziste une produit hermitienne H(-,-) sur V, C (V, J).

H:V,xV,:=»C

(u,v) = wlu, Jv) + iw(u,v).

Démonstration.

H(u,v) = w(y, Jv) +iw(u,v) = w(Ju, J2) + iw(u, v)
w(v, Ju) — iw(v, u)

= Hiw,u),

H(u,u) = w(u, Ju) + iw(y, u) = w(y, Ju) > 0,
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siu#0.

H(u, Jv) = wlu, J2v) + iw(u, Jv)
= —w(u,v) + iw(u, Jv)
= i(iw(u, v) + w(u, Jv))

= iH(u,v).
|
Théoréme 1.35. Tout espace vectoriel symplectique posséde une structure compleze
compatible.
Démonstration. Tout espace sympletique est symplectomorphe & R?" avec la forme
standard wo, alors on peut supposer que (V,w) = (R**,wp). Ainsi,

0 -1
0

Jo =

la structure standard sur R?® est wg-compatible. O



CHAPITRE II

VARIETES

Ce chapitre traite des variétés, des structures que 'on va étudier plus en profondeur
avec les outils que Tseng et Yau ont inventé. On y introduit les notations qui seront
utilisées aux chapitres suivants. Nous allons aussi présenter quelques résultats qui nous

seront utiles pour les exemples au chapitre 4.

2:1 Variétés symplectiques

Définition 2.1. Une forme symplectique w sur une variété différentiable lisse M est

une 2-forme différentielle fermée non-dégénérée en tout point.

Une variété symplectique (M,w) est la donnée d’une variété M lisse munie d’une forme

symplectique w.
Remarque 2.2. Une variété symplectique est de dimension paire, voir le théoréme 1.9.

n
Ezemple. R*™ munie de wy = Y. dx; A dy; est une variété symplectique.
i=1

Définition 2.3. Soit F': M — R une fonction lisse et Xp: M — TM un champ de
vecteurs associés a F' par I'identité suivante ¢x,.w = dF. Un tel champs est hamiltonien

et F est la fonction hamiltonienne.

Remarque 2.4. Pour tout champ de vecteur hamiltonien, dF(Xp) = (tx,w)(XF) =
w(XF,Xr) = 0 ce qui équivaut & dire que le champ de vecteur Xp est tangent aux
courbes de niveaux de F. De plus, Lx,w = d(tx,w) + tx(dw) = ddF = 0. Ainsi Xp

est symplectique, c’est-a-dire le flot de X préserve w.
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Définition 2.5. Un difféomorphisme ® d’une variété (M,w) est un symplectomor-
phisme si

*w(X,Y) = w(®.X,8.Y) =w(X,Y),
pour tout champs de vecteurs lisses X,Y sur M.

Lemme 2.6. Toute variété symplectique est orientable et de plus, lorsque la variété
est compacte, sa forme symplectique w définit une classe non-triviale dans la deuziéme

cohomologie de De Rham H3n(M).

Démonstration. La forme symplectique w définit une forme volume v,, par :

T

Yy = —
nl

(voir le corollaire 1.10).
Les propriétés du produit wedge impliquent que si [u,] = [“’n—T] #0,alors W] #0. 0O

Définition 2.7 (Isotopie symplectique). Soit (M, w;) une famille lisse de formes sym-
plectiques telle que [wilqr = [wo]dr pour tout ¢. On dit qu’une telle famille est une

isotopie.

Théoréme 2.8 (Théoreéme de Moser). Soit (M, w;) une isotopie pour t € [0,1] ou M
est compacte telle que wy = wo + doy ot oy est une 1-forme sur M. Alors, il existe ¢

tel que Pfwy = wp et ¢o = 1.

Démonstration. Soit wy = wp + day, alors il existe un unique champ de vecteur X; tel

que tx,w; = —a ainsi qu'une famille de difféomorphismes, ¢, telle que j—td)t =Xiod
et ¢o = 1.
Alors,

prwr = wo

ce qui veut aussi dire

d
:ﬁ@:wt = EWO =0, .
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Etant donné que
d , d
E(ptwt = ¢;(awt + Lx,wt)
.. d
= ¢y (a(wo + doy) + dux,wt)
o
= qbt‘(d(aat + thwt)) =31
on a donc,
P;wi = wo.
1

Corollaire 2.9. Soient wy et wy deuz formes symplectiques compatibles avec la méme
structure presque-compleze J sur M compacte. Supposons (wi]qr = (walar. Alors wi est

isotope a wsy.

Démonstration. tw;y + (1 — t)wy est notre famille de formes. Comme w; et ws sont non

dégénérées, leur somme convexe le sera. ' O

Théoréme 2.10 (Théoréme de Darboux). Toute variété symplectique (M,w) est loca-

lement symplectomorphe & (R™,wp).

Démonstration. Soit ¥ : U = B)(0) une carte qui envoie z 4 0 alors K = B)/3(0) €
B(0). De plus, w|, = wp|, Nous prenons '’homotopie suivante w; = tw + (1 — t)wo. 1l
s’agit bien d’une homotopie, car wi(z) = wo(z). Comme wp et w sont non-dégénérées,

il existe B¢(0) telle que w} # 0 sur B(0). Ainsi, on obient w; = wp + do; et posons

= —aﬁ“". Alors, il existe § > 0 tel que ¢Xt définie pour |s| < § car, B(0) compacte.
Sans perte de généralité, on peut conclure que par une homothétie il existe B,(0) telle
que :

1. w; soit une isotopie;

2. ¢t est défini pour ¢ € [0,1].

Par le théoréme de Moser, on obtient le résultat. 0
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Corollaire 2.11. Soit une variété symplectique (M, w) de dimension 2n. Alors, il existe
un atlas U = {Uy} de M tel que,
ba : Uy = a(U,) C R™
Prwo = w.
ot wy est la forme symplectique standard sur R?".
Définition 2.12 (Dualité symplectique). Soit (M, w) une variété symplectique et T, M

et Ty M Despace tangent et cotangent au point z € M, on définit les applications

suivantes :
By Tz(M) — T;(M)

(2.1)
X w(X,),

o : Ty (M) = T,(M)
oot 22—
tel que w(al, ) = a.

Remarque 2.13. Comme w est non dégénérée, on obtient des isomorphismes.

Définition 2.14. Pour a = oy Aag A-+- Aoy € Q¥(M), Popérateur de Hodge symplec-

tique *,, est défini sur (M, w) de la maniére suivante :
%, QF(M) = Q¥ F (M)
¥l = bofw Uy = Lal{w o Lagw c+-0 Laiw Vw
s w™ [N
ol v, = 77 est la forme volume associée a w.

Définition 2.15 (Codifférentielle symplectique). Soit une variété symplectique (M, w),
alors l’action de ¥, la codifférentielle symplectique, sur une k-forme est donnée par la

formule :

0¥ = (—1)’“"‘1 *, d %y .

Remarque 2.16. §* = d* est 1’adjointe formelle symplectique de d.
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Définition 2.17. Une k-forme a est dite harmonique symplectique si :
- da=0Ma=0.
Note. H¥(M,w) est 'espace des formes harmoniques symplectiques sur (M, w).

Définition 2.18 (Opérateurs de Lefschetz). On définit les opérateurs suivants :

Ly, : QF(M) - Q**2(M)

a—wAa
ainsi que son dual,

Ay : QM) = QF(M)

a— i(w#)a
et

HE: QF(M) — Q% (M)

a— (n—k)a
ou i(,#) est le produit intérieur par le dual symplectique de la 2-forme w.

Définition 2.19. Une variété symplectique (M,w) possede la propriété forte de Lef-

schetz si I’application suivante est un isomorphisme pour tout k < n,

L** . H*(M,R) - H>™*(M,R) ki
2.3
[o] = [W" ] A o).
Définition 2.20. Une k-forme o est dite primitive, si de maniére équivalente, ’une
deux conditions suivante est satisfaite :

L. Aya=10,

el = i)

Remarque 2.21. On dénote I'espace des k-formes primitives P*¥(M) ot P¥(M) C QF(M).
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Définition 2.22 (Structure de APoisson). Soit I’application :

¢ : C®(M) - T(M) 5
fe Xf

ou

Lx,w = df.

Soit (M,w) une variété symplectique. Le crochet de Poisson de deux fonctions f et g

est donné par :
{f,9}= w(vaXg)'

En d’autres termes, {f, g} = tx,w(Xy) = df (X,) = X, - f.

On dit qu’une variété M posseéde une structure de Poisson, s'il existe un crochet de

Poisson sur C*°(M) qui engendre une structure d’algébre de Lie.

Lemme 2.23. Montrons que Xz = —[Xy, X,].

Démonstration. En effet,
d{g, f} = dw(Xy, X¢) = dix,tx,w = tx; x,|w-

Car, uxyjw = Lxtyw — ty Lxw = (dix + txd)iyw — vy (dix + ixd)w) = dixiyw. O

Proposition 2.24. Soit une variété symplectique (M, w) alors, le crochet de Poisson

induit une structure d’algébre de Lie au niveau des fonctions lisses, C®(M,w).

Démonstration. Nous devons montrer que :

({f1, {fos f3}} + {f, {3, 1}} + {f3, {f1. f2}}) = 0.

Par le lemme précédent et la définition, on sait que :

Xpo-w(Xpp Xp) = Xy, S5 fie} = i fid, £i}

= w(X{fj,fk}’ Xz) =w(Xy, [ij7 X))

(2.5)
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ou i, 7,k € {1,2,3} et tous différents.

Comme w est symplectique,

0=dw(Xs, X5, Xp3) = Xpy - (X, Xpy) = Xpy - w(Xpy, X)) + Xy - 0(Xpy, X )
— (X5, Xpls Xpo) + (X5, Xps], Xp) — ([ X gy X1 ], X1y
= {{Xps X3 X5} = ({X 5, X5} X o} + {{X 50, X5, } X g }
+ {Xp X} Xn} — {Xn X5} X} + {{X g, Xps } X1}
=2({f1, {f2, fs}} + {fo: {f3, f}} + {f3, {1, f2}})-

W)

Note. Les variétés symplectiques sont des cas particuliers des variétés de Poisson, c’est-
a-dire des variétés munies d’un crochet de Poisson qui engendre une structure d’algébre
de Lie sur I’espace des fonctions lisses C*°(M) et ot {f, -} est une dérivation suivant la

régle de Leibniz.

2.2 Variétés riemanniennes

Court rappel de géométrie riemannienne. Nous en profitons pour citer la décomposition

de Hodge.

Théoréme 2.25. Toute variété posséde une infinité de métriques riemanniennes.

Démonstration. Soit (R, go) ol go(z,y) = > p—; Tkyk la forme bilinéaire symétrique
standard sur R™. Pour toute variété M, il existe un atlas {Uy, do} et une partition de
'unité subordonnée 1, & cet atlas. Pour conclure, il suffit de prendre g. = 3 co kg0
ouc>0. i O

Définition 2.26 (Opérateur de Hodge riemannien). Sur une variété riemannienne

orientée de forme volume vy, on note *, 'opérateur de Hodge riemannien défini par,

*90 A\ B = g(a, B)vg.
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Lemme 2.27. Sur une variété riemannienne orientée (M, g) de dimension m on définie

Vopérateur xg sur une p-forme :

*ga = aﬁngg

ot vy est la forme volume définit par vg(e1, e, ...,em) = 1 pour toute base orientée
positive {e1,€2,...,em}.
a=a1ANag A ANap, ou les a; sont des 1-formes. Alors, of = a§ A ag ARRRWA af,

et

au_mg(XpH,Xp_l_z, iy gk == vg(ag, aﬂz, o ag,Xp_H, Ko ol )

Définition 2.28. Une k-forme o est harmonique riemanienne si :

da=8a=0 (2.6)
ol §9 = d*s I'adjointe formel de d par rapport & la métrique g. -
Note. ’H’;(M ,g) est l'espace des formes harmoniques riemaniennes ou g-harmoniques.

Théoréme 2.29 (Décomposition de Hodge). Soit (M, g) une variété compacte rieman-
nienne alors, pour chaque entier p, 0 < p < 2n HH(M, g) est de dimension finie et on

peut décomposer QP (M, g) en somme directe :

QP(M, g) = Ay (P (M, g)) & HE(M, g) 27)
= d5(QP(M, g) © 84(QP(M, 9)) & HE(M, g)

ot Ay est le Laplacien. riemannien et HP(M, g) Uespace des p-formes g-harmoniques.

Démonstration. Voir (Warner, 1983) O

Corollaire 2.30 (Isomorphisme Hodge-de Rham). Soit (M, g) une variété compacte

riemannienne. Alors,

H*(M",R) = Hg(M", g).
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Théoréme 2.31 (Dualité de Poincaré). Soit M™ une variété compacte orientée de

dimension n. L’application :
rg : HE(M™, g) » H"F(M™, g)
est un isomorphisme et donc,

H*(M™, R) = H" *(M™,R).

Démonstration. Il suffit d’utiliser que le Laplacien Ay et *;, commutent, et 1'isomor-

phisme de Hodge-de Rham H¥(M™ R) =~ Hk(M", g). O

2.3 Variétés kahlériennes et variétés presque-kahlériennes

Nous allons introduire les structures kihlériennes et presque-kahlériennes. Ces derniéres
seront utiles pour simplifier des calculs, particulierement dans le cas symplectique. Le

théoréme 2.34 de cette section est un résultat clé pour la suite des choses.

Définition 2.32. Une variété (M, J,w, g) est dite presque-kihlérienne si elle posséde
une structure presque complexe J qui est compatible avec la métrique g et la forme

symplectique w.

Définition 2.33. On dit qu’une structure presque complexe J sur une variété symplec-
tique (M,w) est compatible si J induit une isométrie pour w et si w(J-,-) = g(-,-) est
une métrique. On dit que g est une métrique riemannienne compatible.

Théoreme 2.34. Toute variété symplectique posséde une infinité de métrigues rieman-~

niennes compatibles.
Démonstration. Pour faire la preuve, nous allons démontrer ’existence de structures
presque complexes compatibles sur toute variété symplectique.

Soit (M,w) une variété symplectique et g une métrique quelconque sur M. Comme w

et g sont tous les deux des formes bilinéaires non-dégénérées, définissons un opérateur :

Ay : T M = Tp M, we(Xz,Ys) = g2(Az Xz, Ya).
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qui est une section non dégénérée de T*M ® T'M non dégénérée pour tout z.

Notons que
9(AX,Y) = w(X,Y) = —w(¥; X) = —g(AY, X) = —g(X, AY),

c’est-a-dire que A est anti-symétrique par rapport a g. Par la décomposition polaire,
nous pouvons donc décomposer A tel que A = BJ ol B = VAAL est symétrique et
définie positive. J est orthogonale et A et B commutent. Posons J = B71A. Alors,

I’adjointe par rapport & g de J, noté J1, est égale a :
Jt=(B1A) = (~AB1=-B1A=—J.

De plus, il est évident avec le résultat précédent que J est une structure presque complexe
comme JJ+ = 1. Ainsi, la relation suivante AL = —A nous permet de conclure que :
BJ = JB. En effet, A+ = (BJ)t = —JB, mais AL = —A = —BJ. Ainsi on obtient
BJ = JB.

I est facile de vérifier que J est un endomorphisme symplectique. En effet,

w(JX,JY) = g(AJX,JY) = g(JAX, J,Y) 08
= g(AX,Y) = w(X,Y). |

De plus, w(X, JX) = g(AX,B~1AX) > 0, car B~! > 0.

Pour conclure, nous devons revenir sur la variété et montrer que la métrique construite

est lisse le long de la variété. Pour ce faire, notons que la fonction qui prend A — B =

VAAL est lisse.

En effet, dans le cas présent, il est suffisant de montrer que le log(AA") est une appli-
cation lisse, car VAAL = e7108(AAT) ] egt par ailleurs évident que la fonction expo-
nentielle est lisse. La définition de log est donnée par la série suivante :
n
log(l - X) = —_—
g(l-X)=1+ Z =
neN*

B 1-x)"
= log(X) =1+ ) s
neN*
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Les valeurs propres de AA; sont toutes non nulles car, AAL est inversible. Si on se
restreint sur un compact X € M le minimum des normes sur K existe alors on a trouvé

un € tel que ||AAL|| > e existe Vz € K. Ainsi VAAL est une fonction lisse.

La fonction qui & A — J est lisse. En effet, la métrique compatible est lisse si A est
lisse en fonction de z € M, mais comme w est lisse en fonction de z € M . Donc,

A= BJ=VAALlJ est lisse. . O

Définition 2.35. Une structure kdhlérienne compatible avec une variété symplectique
(M?", ) est une structure presque-kihlérienne (g, J) compatible, telle que V9w = 0 ou

V9 est la connection de Levi-Civita.

Note. A la différence du cas presque-kdhlérien, la structure complexe J est nécessaire-
ment intégrable. Notons qu’il y a des variétés symplectiques qui n’admettent aucune

structure kdhlérienne compatible (voir ’exemple de Thurston au chapitre 4).

Lemme 2.36. Soit (M,w,J,g) une variété symplectique avec une structure compleze

compatible J. Alors, xg = J*y.

ou ’action de J sur /\lc T*M est donné par, J(a1 A+ Aag) = (Jar A~ A Jag)

Démonstration. 1l suffit d’utiliser que la forme w est compatible ¢’est-a-dire, w(-,-) =

g(J'a )

Définition 2.37 (tenseur de Nijenhuis). Sur une variété (M, J), on peut considérer le -

tenseur Ny de type (1,2), définit par,

NJ(X7Y)= ([JX,JY]_‘J[JX7Y]_J[X>JY]_[va])

N

ot X,Y € T(M) et [, -] est le crochet de Lie.

Proposition 2.38. Le tenseur N posséde les propriétés suivantes :
1. Ny(X,JX)=0,YX cT(M);

2. Nj, =0 sur R? o Jy est la structure presque-compleze standard;




24

3. Nj(X,Y) = —=Ny(Y, X).

Lemme 2.39. Soit une variété presque-kihlérienne (M,w, J, g) et V9 la connerion de

Levi-Civita induite par g. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Ny=0;
2. ViJ=0;
3. Vw = 0.

Démonstration. (2) <> (1)
Comme VY est la connexion de Levi-Civita,
VLY - Vi X = [X,Y]

et

V4 (JYY=(VLNY FIVLY.
Le tenseur de Nijenhuis peut alors s’écrire de la fagon suivante,
1
Ny(X,Y) = 3 (Vix )Y = J(VED)Y = (V4 J)X + J(V§1)X) = 0
et si VIJ = 0 il est évident que N;(X,Y) =0.

D’autre part,

Il

9UNS(X,Y), 2) = g((Vx )Y — J(V)Y — (Vo D)X + J(V4)X) , 2)

9(
9(J(VE DX + (Vi5)Y, Z) — g(J(VEIY + (Vo) X, Z)

I

W(JX,Y, Z) + dw(X, JY, Z) — 29((VL )X, JY).

Comme M est presque-kahlérienne, dw = 0. Alors, Ny =0ssi VIJ=0.
(2) <= @)

- VJ = 0 est équivalent & Vw = 0, car Vg = 0 et que les structures sont compatibles. [
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Définition 2.40 (Opérateurs d° et §¢ ). Soit une variété riemannienne (M, g) et J une

structure complexe sur M. On définit d¢ et 6¢ par,

ot =0 N (2.9)
8= JooJt (2.10)

ol §9 = d*s est le dual riemanien de d.
Lemme 2.41. Les opérateurs différentiels suivants agissent sur une k-forme o par,

n
da = Ze’{ A Ve,

i=1

n
d'a= Z Je} A Ve, 0,

i=1

n
d9a=8ao=— E €i2Ve,a,

i=1

n
da=d"vwa=a=— E €1V e, 0,

i=1

ot w(e;, €5) = 035 et V est la connection de Lévi-civita.

n
Démonstration. La démonstration suivante nous sera utile : §“ = — > ;4V,,.
i=1

Soit & une p-forme et {ej, ey, ..., e,} une base orthonormée.
Ma= (=1 v, dx, o

= (=P D wu(ef A Ve, (+0)
i=1 .

= (—1)P*! Z *u(€] Ax,Ve, ()

i=1
n
=-> &.Vea.
i=1
O

Lemme 2.42. Soit (M,w) une variété symplectigue munie d’une structure presque-

kihlérienne compatible (g, J). Alors, L*s = (—1)% x; Lxy = %, Lx, = A.
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Démonstration.
(La, B) ——-/wAaA*ﬂ:/aAwA*ﬂ:/a/\**-l Aw x B
= /a A *(*_lL * ) = {a, * 1L x B) = {a, L*B)
La deuxeme égalité provient des relations suivantes :
Jx=xJ, Jw=w
et
(—1)k*L* =J2xwAx= Jx J(w A *) = ky(w A Jx) = x,L %, .

O

Remarque 2.43. 11 est intéressant de noter que la relation A = #, L%, est strictement

symplectique.

Lemme 2.44. L’action de A sur une k-forme o est donnée par, Ao = 1 gy, = L*s.

. I

Démonstration. On suppose que w = Y, dp; Adg; est écrite en coordonnées de Darboux.
i=1

Comme on a des opérateurs linéaires, il est suffisant de calculer dans les coordonnées

{p1,- - Prs 015+, G0}

On doit vérifier que ’action de x~1dp; Adg; ANx = —1 o 1 o . Il est suffisant de montrer

B L
dp; 9g;

que x ldpi Ax =10 .
9p;
Supposons que a = dp; A o alors,

«~Ldp; A *dp; A ar = *"Ldp; A ae\(i} = x“lage = ar =1 s dp; A\ .

8p;

Donc, * ldpi A = (=1)** L s« dpi Ax =1 O

2

9p;

Lemme 2.45. Soit (M,w, J,g) une variété presque-kahlérienne et oy, € Q¥(M) alors,
[A, L]ak = Hkak.

En d’autre terme, les opérateurs H, L, A induisent une représentation de sl(2,C).

(Voir Anneze B pour plus de détails.)
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Démonstration. Par le lemme précédent, nous avons démontré que l’action de A =

—Y ;Lo ta . Ainsi, on peut écrire P'opérateur [A, L] de cette fagon :

dp; OJq;

[A,L]=; [L_ég_il,aim,dpi/\dqi]

Prenons oy, € Q*(M) telle que o = dpr Adgr Adpa Adgg ot A,B,IC {1,...,n} sont

des sous-ensembles disjoints et soit J = {1,...,n}\(AUBUI).

Nous obtenons par la définition de ay que
dp; A dg; A oy, = 0,

sii¢ Jet

tets ap=0,

R
aq,- api

sii¢ .
D’un autre coté, nous avons que si ¢ € I,

dpi Ndgiot e L o o = oy,
aqi Bp,'

etsii€e J,

Lot s odp; Adg Aoy = ag.

o L
Tqiapi

Ainsi, il suffit de faire la somme suivante :

[A, Loy, = Z [La%ba%’ dp; A dg;o

)

= (I = ) ew
=(n—k)og
= H*ay,

car, |A| + |B|+2|I| =k et |J| =n — (|A] +|B| + |1)).

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
(2.15)
(2.16)

a

Lemme 2.46. Soient 4 ou x, et A, B des opérateurs agissant sur des k-formes. Alors,

[4, B]* = [B*, A"

ot [A,Bl]=AoB—BoA et *x=%y ou* = %,.
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Démonstration. Soit o et B € Q¥(M). Alors,

<[A, B]aaﬂ) -= <(AB - BA)aaﬂ) = <ABa’ ﬂ) = <BAa7 :B)
= (a, B*A*B) — (a, A*B*j3)
= (o, [B*, A7]B)

ou (:,-) est une forme bilinéaire symétrique. O

Théoréme 2.47 (Action de §* sur une variété presque-kdhlérienne.). Soit (M, w, J, g)

une variété presque-kihlérienne. Alors 8% = —[A, d] sur M.

Démonstration. En effet, prenons une k-forme a et montrons que [§*, L] =d :

[0“ Lia=8wAa)—wA i

—Z ——_IV ) w/\a)+w/\(—?_|V 5 Q)
. 1 l

9p;

0
_Z—FJ(wAV%a)+wA£JV zza

o s} o
= ——_lw/\Vaa w/\—_IVaa+w/\—_|Vaa
= q1, 3% 9p; aq 9p;

_de,/\v 2 o

i=1

= da,
en prenant le dual, on obtient le résultat. 0O

Lemme 2.48. Soit (M,w, J, g) une variété presque-kihlérienne. (M,w, J, g) posséde les

relations suivantes :
[d,A] =—-6% [d,L]=0 [d,H]=d
[6W>L] =d [6w1A] =0 [50.;, H] =
[do¥,L]=0 [dé“,A]=0 [dé¥,H]=0.
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Démonstration. Lorsque 'opérateur H est dans le commutateur, le résultat est trivial

comme il s’agit d’une multiplication par une constante.

Le résultat suivant,

[d,L] = [6“,A] = 0

s’obtient car, w est une forme fermée. [§“, A] = 0 est obtenu en prenant le dual sym-

plectique de la premiére égalité.
Finalement démontrons que,
[dé“, A] = [d6¥, L] = 0.

En effet, le résultat est direct :

[d8¥, A] = [d[d, A], A] (2.17)
= [d(dA — Ad), A] (2.18)
= [-dAd, A] (2.19)
= = dhdh + dhdA =O. (2.20)

Passant par le dual on obtient la deuxiéme équation.
L’équation suivante [d, A] = §“ est une définition et en passant au dual on obtient,

[0“, L] = d.

Corollaire 2.49. A partir de la définition précédente de §* on déduit,

dé¥ +6d =0.

Démonstration. On a déja démontrer que ¢ = [A, d] alors,

[A, dJd + d[A, d] = —dAd + dAd = 0.
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Acceptons sans démonstration le résultat suivant : Voir ’article (Mathieu, 1995)

Théoréme 2.50 (Mathieu). Soit (M,w) une variété symplectique. Alors, les trois

conditions suivantes sont équivalentes.
1. La variété (M,w) posséde la propriété forte de Lefschetz

2. Le morphisme de compleze (0*(M),8¥) — (Q*(M)/dQ*(M), %) induit un iso-

morphime au niveau des cohomologies induites par ces complezes.

3. Toute classe dans la cohomologie de de Rham posséde un représentant harmonigue

symplectique.

Théoréme 2.51 (Merkulov). Soit (M,w) une variété symplectique ayant la propriété
forte de Lefschetz. Alors, d et 8“: Q*(M) — Q*(M) possédent la propriété suivante :
imdé¥ = imd Nker §* = im §* Nkerd.

Démonstration. Par le deuxiéme point du lemme précédent, on peut conclure que-:

imdNkerd =imdNimd* = im §* Nkerd.

On va démontrer que Yo € Q¥(M) telle que a = dy = 6“8 ot B € Q*1(M) et
v € QF1(M), il existe 7 € QF(M) telle que a = d6*“7. Le résultat est vrai pour des

2n-formes, en effet, oz, = 6“Bon+1 OF Pont1 € Q¥ = {0} donc, a = 0.

Montrons que I'on a aussi le résultat vrai pour une (2n — 1)-forme. Soit fon, € 27,
alors dffs, = 0. Donc, par le théoréeme précédent, on sait qu’il y a un représentant

harmonique : fon, = B4, + dran—1. Comme B est harmonique symplectique on obtient

§“BH = 0 et donc, agn—1 = d6“(—Ton—1)-

Supposons le résultat vrai pour des (k + 2)-formes et montrons que I’on obtient le
résultat pour des k-formes. Soit oy € Q¥(M), telle que oy, = dyk_1 = 6“Bxs1. Posons

ko = dPky1 € ker §“. Par le théoreme 2.50, 2, agso = §“vi+3-

Comme ag49 est une (k + 2)-forme qui satisfait ’hypothése de récurrence, il existe
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Vgtra € Q¥T2(M) telle que :
Qg2 = d6°Vp g, (2.21)
de plus,
d(Bri1 — 8“vs2) = 0. (2.22)

Et comme tout représentant & une partie harmonique par le théoréme de Mathieu, on

sait que :
Bre+1 = By + dri + V2, (2.23)
ke = 0“Brs1 = 0 (Blhs + dmi + 6“viy2) = 8dr. (2.24)
Ainsi on obtient oy = dé*(—7%), car ,B,fﬂ_l est harmonique symplectique. O

Définition 2.52 (Décomposition de Lefschetz). On dit que a € 2F(M) possede une

décomposition de Lefschetz s'il existe des formes primitives §; telles que :

a=Y "L o (225)

ot B; € PI(M).

Les formes primitives peuvent alors se calculer en fonction de la forme décomposée :

1
a= E ﬁLro_zk_z,. (2.26)
oil les Gy_o, € P2
e 1:
Qp—gr = (m§=0 ar,m'T‘n‘ILmAm_‘-T)aa (2.27)

et les arm € Q.
Lemme 2.53 (Action de d, 0“ et d6“). Soit une k-forme o = > 2L Be_or et fj €
PI(M).
1
do=" L7 dB—r (2.28)
1
Fa=)" L7 (dBr—2r—2 + 6“Br—ar) | (2.29)

1
dia =" ~L7db" B—ar (2.30)
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Démonstration. L'équation (2.28) s’obtient en utilisant que w est fermée. L’équation
(2.29) s’obtient en utilisant que [0, L] =d == 0“L = d+ Lé* et ’équation (2.30) est

une conséquence de : [dd¥, L] = 0. O

Lemme 2.54. Soient ﬂk,Bk,Bk € P¥(M), k < n. Alors, l’action des trois opérateurs

différentiels est donnée par :

Bk = Brt1 + LBr-1

sik <m.
B = LBr—1
si k=n.
Dans tous les cas,
8“Br = —HPr-1,

do™ iy, = —(H + l)dBk—l-

Démonstration. Ti suffit de démontrer que A%dfSy, = 0. En effet,
—AZdBy = A8“B = §“AB; = 0.
Car [d,A] = &“. O

Proposition 2.55. Soit a € QF(M )} une k-forme possédant une décomposition de Lef-
schetz et Gg_gr € P2 (M) les formes primitives correspondantes & sa décompositions

de Lefschetz alors,

dd¥a =04 dé“ag—9, =0V r,

da=a=0&dag_o=0Vr.
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Démonstration. Les deux premiéres équivalences sont des conséquences des identités :
[d6¥, A] = [d6¥, L] = 0. (2.31)
O

Proposition 2.56. Sur toute variété presque-kihlérienne on obtient les identités sui-

vantes !
1. 6d°+d6=0;
2. §¥d + dév = 0.

Démonstration. On a démontré que :

(Al =4 (2.32)
[A,d] = —8Y (2.33)
ce qui nous permet de conclure que :
dd° = [A, d9d° = —d°AdS; (2.34)
d° = d°[A,d°] = d°Ad5; (2.35)
d=[d,Ald = dAd; (2.36)
dé¥ =d[d,A] = —dAd, (2.37)
ce qui donne le résultat. ' a

Définition 2.57 (Décomposition des formes complexes en bidegrée ). Considérons I’es-
pace suivant A'(M) ® C = T*(M) ® C. Par des résultats précédents sur les espaces
vectoriels, on sait qu'il existe une structure presque complexe que 1'on note J qui agit
sur T*(M) par :

Ja(X) = —a(JX).

Alors, il existe /\1’0 (M) et /\0’1(M ) qui sont les espaces propres qui correspondent aux
valeurs propres —i et ¢ de J. Ces deux espaces donnent la décompositions :

0,1

1 1,0
Aanec=\oane \m).
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Définissons .
p,0 1,0
A1) = AP (@) = AT o(M)
et
0,9
A\@1) = At /\ = NTTg (M).
Alors,
P
A1) = NPT (M) N Tg (M).
Donc,

T 21
ANonec= f A

r=p+q
Définition 2.58. Soit (M, w, g,J) une variété presque-kahlérienne . On peut décompo-

ser ' (M)@C = Y QP9(M). On définit mp 4 : Q" (M) ® C — QP9(M) la projection
ptq=r _
canonique. Les opérateurs 9 et d sont définis sur une (p, g)-forme de la maniére suivante :

5 = Wp,q+1 o d'

Définition 2.59. Soit (M,w,g,J) une variété kéhlérienne. Définissons les opérateurs

suivants :
mAE
O = 89" + 89 (2.38)
0 =65 + 5 (2.39)

ol 8* et 0* sont les adjointes formelles de 8 et O respectivement par rapport au produit
hermitien Ly induit par le produit suivant : (o, 8) = [ H(a, ﬂ)‘;’l—': out H est un produit
M

hermitien.

Si J est intégrable, d = mp1 40 d+ mpgr10d =0+ 0.

Théoréme 2.60. Soit (M,w,g,J) une variété kahlérienne, alors,
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[Lvd] == 0) [L*76] = 0,
[L,8] = d°, [L*,d] = —6“.

2. Alors Ay commute avec *, d et L. De plus,

Démonstration. Voir (Wells, 2008). O

Note. Le résultat précédent nous permet de conclure que [y et ljg sont des opérateurs

réels.

Théoréme 2.61 (Lefschetz). Toute variété kihlérienne compacte posséde la propriété

de Lefschetz forte. (Voir définition 2.19)

Démonstration. Comme [ est un opérateur réel pour les variétés kahlériennes alors,
A = 20 préserve le type des k-formes. De plus, [A, L] = 0. Donc les formes harmoniques
sont envoyées sur des formes harmoniques par 'opérateur L. Dans l’annexe B, sur la
représentation sl(2, C), on montre que les formes sont décomposées en formes primitives.
Ainsi,

H'(M,g) =) L*PH™>(M,qg).
k]
I

Corollaire 2.62. 1. L’opérateur L induit un isomorphisme au niveau des cohomo-
logies.

L™P: HP(M,g) = H™ (M, g);

2. Les nombres de Betti impairs d’une variété compacte kihlérienne conneze sont

tous pairs.
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Démonstration. Comme 'opérateur [J est un opérateur réel, c’est-a-dire J = 0. On
obtient que HP? = H%P = H9P. De plus, l'opérateur O préserve le type des formes.

Donc,

Hy(M)= Y HM(M)= > HIP(M).
ptaq=r p+g=r

En particulier, si 7 est impair :

Hy(M)= D HpYM)
prg=r

= @ mon D HEM)

p<q et p+g=r g<p et pt+q=r

= @ HRYM)® HDYM).

p<q et p+g=r

Proposition 2.63 (Lejmi). Soit (M2, w, J,g) une variété compacte presque-kéhlérien-
ne qui posséde la condition forte de Lefschetz. Si a est une 1-forme §9-ezacte et d°-

fermée, alors o = d°f pour une fonction f.

Démonstration. Soit f = Ja et a = §9¢ ou ¢ est une 2-forme. De plus, posons
P(,) =, J).
Alors,

8(, ) = J8UT
= J&(J 12
= —J8%

=—-Ja=-4.
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On en déduit que S est §“-exact car a est d°-fermée, nous allons voir que 3 est fermée :

d°a =0
= JdJ la=0
= —JdJ 1J2a=0
= —JdJa=0
= —Jdf =0
= df =0.

Par la proposition 2.51 on sait que S est dans imdé“ et donc, 8 = dd“~ ot1 7y est une
1-forme. Cela nous permet de conclure que o = —d®0“, car Jdf = JdJ~'f si f est une

fonction et dans notre cas 8%y = J§J 1y = §J 1y, car §J"1y est une fonction. O

Lemme 2.64. Si (M, g) est compacte, riemannienne , orientée et X est un champs de
Killing alors,
(¢%)" : H*(M, g) — H*(M, g)

est lidentité .

Démonstration. (Voir Gauduchon p. 59) O

Corollaire 2.65. Si (M, g,w) est une variété presque Kihlérienne et X un champs de

Killing pour g alors, Lxw = 0.

Démonstration. (Voir Gauduchon p. 59) =

Proposition 2.66 (Lejmi, McDuff). Soit X un champ de vecteur de Killing c’est-d-
dire Lxg = 0 sur une variété compacte presque-kihiérienne (M,w, J,g) satisfaisant la

propriété de Lefschetz forte. Alors, X a des zéros <= X est hamiltonien.

Démonstration. Soit X un champ de Killing sur (M,w, J,g), soit o = X’ le dual
riemanien du champ X et vy = “T’l—';— une forme volume. On a une décomposition de

Hodge de a = ay + §9¢.
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Comme Lxg =0 = Lxoayg =0, mais on a aussi que Lxayg =dotxy +tx oday =
doxay = da(X) donc, a(X) est constant. Alors, on peut conclure que (o, ay) =
(am,an) = [ap Axar = [g(ab, auH = [ g((X*)}, amr) ¢ = fap(X)vg =0, car
X admet des zéros et ap(X) est constant. Ce qui nous donne : ag = 0. Donc, a = §9¢.

En d’autre terme, a est §9-exact.

Remarquons que comme X est de Killing :

Lxw=dixw
= dw(X,")
=dg(X,J-)
= —dJo.

Par le lemme de Lejmi, f = txw = dé°€, donc dJa = 0 et donc X est un champs

hamiltonien. O



CHAPITRE III

COHOMOLOGIE SYMPLECTIQUE

Nous utiliserons les notations des sections précédentes. Pour simplifier, lorsqu’une seule
forme symplectique est sous-entendue, les opérateurs L, et A, seront notés par L et A

respectivement.

31 Cohomologie symplectique d’apres Tseng-Yau

Nous allons commencer & définir des cohomologies qui sont différentes de la cohomo-
logie de de Rham HX,(M) en utilisant des opérateurs différentiels que l'on a définis

précédement. Rappelons que :

ker d N Q*(M)
k(L) —
Han(M) = 3 S ok D)

De maniére analogue, définissons une cohomologie & partir de 'opérateur §¢

Définition 3.1 (cohomologie symplectique).

ker 8% N QF (M)
k -
HylM) = oo QM)

Cette cohomologie est bien définie, car § o §* = 0. Elle est appelée la cohomologie

symplectique.

Posons aussi : -

kerd + §“ N Ok (M)
k ==
Ha\po (M) = im d&~ N Qk(M)
et
) k
HE (M) ker dé% N Q% (M)

= (imd +imow) N QM)
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Pour les mémes raisons que pour la cohomologie symplectique, ces deux cohomologies

sont bien définies, car dé“ = —4*d.

Théoréme 3.2. x, est un isomorphisme de Hio(M) Hgﬂ_k(M)

Démonstration. En utilisant la définition

8 = (=1)F x,, dx,,
le résultat découle facilement.
Soit aj une k-forme d-exacte et o) _, une k — l-forme tel que ax = doag_;. Ainsi
kO = *,do_; = %,d*2 op = (=1)%¥a_; = &*(-1)*a,_, I
Définition 3.3. Nous allons introduire les opérateurs elliptiques liés & la cohomologie
de De Rham et & la cohomologie symplectique :

Ay =d*d+dd*,

Agw = 09502 4§98 ——

Pour plus de détails, voir ’annexe A.

Proposition 3.4. Agu est un opérateur elliptique.

Soit {81,602, ..,0n,01,0s,...,0,} une base de I’espace cotangent tel que g = 3 8; ®8; +
8 ®6;

Comme les symboles sont définis & partir des opérateurs de degré maximal, sachant que
[V, J ] =Ny s

on peut utiliser les identités de Kahler pour le calcul de symboles. En d’autres termes,
pour calculer les symboles, on peut supposer que N;(X,Y) = 0. Nous avons les relations
suivantes :

d~ 0+0d

d¢ ~ —i(0 — 0)

— 0¥~ i(8* — %)
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ou ~ est 1’égalité de symboles.

On peut donc calculer Agw. En effet,

Ago = (69)* 8 + §(8%)* i
~ (0 = BN (0" — 5) — (8" — B) (0" — 5"
~ (8 — §)(8* — 8*) + (8* — 5*)(8 — &) (3.1)
~ §8* + 0*0 + 8O* + 9*0
~ Ag

Ce qui nous permet de conclure que Asw est elliptique.

Théoreme 3.5 (Décomposition symplectique de Hodge). Soit (M, w, J,g) une variété
symplectique compacte avec une métrique riemannienne compatible. Alors, il eziste une

décompo-sition de l’espace des k-formes en fonction de la cohomologie symplectique :

QF (M) = HE (M) @ 8“QF (M) @ 6%~ (M).

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que celle de la décomposition de

Hodge standard. O

3.1.1 d + §“-Cohomologie et di“-cohomologie

Considérons les complexes exactes suivants :

QF (M) L5 k(M) 2 R (M) @ QF-1 (M) (3.2)
k) 2 k) 2 ok (M) (3.3)
Q101 & k(M) L5 k(M) (3.4)

Remarque 3.6. Les formes dé“-exactes sont d-fermées et d“-fermées, donc (d + &¥)-

fermées.
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Définition 3.7. Définissons les cohomologies suivante d+6“-cohomologie et dé“’-cohomologie

a partir des complexes précédents.

ker (d + 6*) N QF (M, w)
imdéw N Qk(M,w)

ker d6% N Q% (M, w)

imd + im v N Q% (M, w)

HﬁHJW)(Ma w) =

(3.5)

Hgdw (M’ w) ¥

(3.6)

Remarque 3.8. On vient de définir des cohomologies qui ne dépendent que de la structure

symplectique, d’ou la notation.

Définition 3.9. Les Laplaciens associés a ces cohomologies respectivement sont donnés

par :

Agygo = d8¥(d6%)*s + M(d*9d + 6“*96%) (3.7)
Agsw = (d6°)*s (d6¥) + \(dd*s + 6“6%*) (3.8)

ou A est une constante strictement positive.

On appelle une forme a (d + §“)-harmonique (respectivement dé*-harmonique) si,
Agyswa = 0 (respectivement Agswa = 0).
Lemme 3.10. Caractérisation des formes (d + §*)-harmoniques et dé¥-harmoniques.
1. Agpsgwa =0 ssida = a = (dé¥)*a = 0;
2. Agswa =0 ssid*9a =*9qa=(dd")a=0.

Remarque 3.11. L’espace des k-formes (d + 6*)-harmoniques est représenté par

HE 5o (M,w). Les k-formes d§“-harmoniques sont désignées par H¥s. (M, w).

Les cohomologies définies ont une décomposition similaire & la décomposition de Hodge

comme les deux théorémes suivants le démontre :

Théoréme 3.12. Soit (M,w,J,g) une variété presque-kihlérienne compacte. Alors,

nous avons les résultats suiants sur la (d + §“)-cohomologie.

1. HE 5u(M) est de dimension finie;

2. QF(M,w) = HE 5o (M, w) & d8¥QF(M,w) & (d*sQFH 4 dwrsQF-1);
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8 HE s (M,w) = HE o (M,w).
Théoréme 3.13. Soit (M,w,J,g) une variété presque-kdhlérienne compacte. Alors,
nous avons le résultat analogue pour la dé“-cohomologie.

1. HEs. (M) est de dimension fini;

2. OF(M,w) = HEs (M, w) @ (d0¥)*9QF (M, w) @ (dQF—1 + swQk+1);

8. Hhpo (M, w) = HS, (M,w).

Lemme 3.14. Les laplaciens possédent les propriétés suivantes :

[Ad+5“’a H] =0, [AdJ‘“’H] = O)
[Ad+5“’, Lw] = 07 [Ad5”7 Lw] = 07
[Ad+5w, Aw] = 0, [Ad&u, Aw] =] 0

Corollaire 3.15. Soit (M?"*,w, J, g) une variété symplectique compcte avec une struc-
ture presque-kahlérienne compatible. Alors, lopérateur de Lefschetz induit un isomor-
phisme au niveau des formes (d+8“)-harmoniques et dd¥ -harmoniques et donc au niveau

des (d + 6“)-cohomologies et d§“-cohomologies :

LV% 1Y o (M w) = 1R (M, w) (3.9)
LnF e (M, w) 2 HITF (M, w) (3.10)

sont des isomorphismes.

Théoréme 3.16. Soit (M,w) une variété compacte qui posséde la propriété forte de
Lefschetz ou, de maniére équivalente, le d6“-lemme voir théoréme 2.51, si et seulement

si les homomorphismes canoniques,
D0+ HY s (M,w) = HE(M, g)

et
D 5w : H,Q‘&w(M, w) — Hg(M, 9)

sont des isomorphismes pour chaque k.
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Corollaire 3.17. Sur une variété compacte qui posséde la propriété forte de Lefschetz,

ou de maniére équivalente le dé“-lemme, on a :

dim HY(M) = dim HE s(M), (3.11)
dim HY(M) = dim Hb(M). (3.12)

Proposition 3.18. Les laplaciens des cohomologies Hyysw(M,w) et Hgsw(M,w) sont

reliés par la relation suivante :
*Ad+5w = Ad&“’*

Corollaire 3.19. Sur une variété symplectique compacte (M,w), les (dé*)-cohomogies

.et (d+ §“)-cohomogies sont conjugées c’est-da-dire,

* 1 His (M) — HIGE(M)

0o K
est un isomorphisme. Plus particuliérement,

dim HY. (M) = dim Hayg*(M).

3.1.2 (d N §¥)-Cohomologie

Définissons la ( dN§*)-cohomologie. Elle est en quelque sorte une combinaison des deux

précédentes. Elle posséede essentiellement les mémes propriétés.

Notons {*(M) l'espace des formes dd”-fermées. Alors, on peut vérifier que les lignes

suivantes sont exactes,

QF1an & Qk(M)$Qk+1(M),
() S Q4 (),

k(M) b Qk+1(M)

J,m.

Q1) 4

(M) =

Q¢ (M)
(M) =
(

o M) &y ok L ok-1(m).




45

On peut donc regarder la cohomologie suivante,

ker(d + &) N QM)
k —
Hdﬂ&“ (M) = ko“i(M) 4 JWQ"'*'I(M) i

Définition 3.20 (Forme dNd“-harmonique). Une k-forme a est dite dNé¥-harmonique

si
da = §a =0,
d'a=0a=0.
Définition 3.21 (Laplacien de la d N §“-Cohomologie).

Agnsw = Ag+ Dgw
(3.13)
= dd* + d*d + d¥v* 4 6% 6%,

Corollaire 3.22. Une k-forme est d N §¥-harmonique ssi Agngwar = 0.

Remargue 3.23. Les k-formes d N §“-harmoniques sont dénotées par H¥ 5. (M,w).
Lemme 3.24. Hf s (M, w) = HE(M,w) N HE (M, w) = HE 5 (M, w) N HE (M, w).
Démonstration. Soit o € HE~s(M,w), par la deﬁniti(.)n de HE . (M,w), on sait que
Ago = Asgua = 0. Pinverse est tout aussi direct. (Pour le restant, voir lemme 3.10.) O
Corollaire 3.25. Soit (M,w,J,g) une variété presque-kihlérienne compacte. Alors,

1. HE 50 (M, w) est de dimension finie;

& IR o8 . (M) = Hgg;f (M,w) est un isomorphisme.
Démonstration. D’une part, on a déja montré que HE(M,w) et HE, (M,w) sont tous
deux de dimension finie. D’autre part,

L7k uk (M, w) = HEPR (M, w)
L™F 1 (M, w) — HE5(M,w)

sont des isomorphismes et donc, en particulier, sur 'intersection ils le seront encore. O
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3.1.3 Cohomologie primitive

Définition 3.26 (Cohomologie primitive). Considérons les cohomologies HJ, 5. (M),

HE., (M) et HX 5. (M). Alors, les cohomologies primitives respective sont données par,

ker d N P¥(M,w)

k —
PHiys = tmago N PF(M,w)’ (314)
ker dé“ N P*(M, w)
PHk w — Z .
4@ = imd+imé¥ N P*(M,w)’ A95)
. 3 k
PHE . = imdN P*(M,w) (3.16)

imd + im & N PE(M,w)’
Of.l PH‘I;n&w = PH‘I;_H;N ﬂPH(’;&w.
Théoréme 3.27 (Décomposition primitive symplectique.). Soit (M?",w) une variété

symplectique compacte. Ses cohomologies primitives possédent la propriété suivante : I

eziste une décomposition de Lefschetz pour les cohomologies primitives,

1. HE 5o (M) = @, L PHE S (M), —
2. HE, (M, w) = @, LT PHE (M, w);

5. Mg (M, w) = @, L PHESI(M,w).

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que celle d’une variété satisfai-

sant la condition de forte de Lefschetz. ]

Corollaire 3.28. Les (d N §¥)-cohomologies des variétés kahlériennes compacte sont

toutes isomorphes auz d-cohomologies de méme dimension.

Remarque 3.29. Les cohomologies précédemment définies peuvent étre utilisées afin
de déterminer si une variété ne posséde aucune de structure kdhlérienne. De plus,
HE 5o (M, w) = HE(M,w) est équivalent & avoir la condition forte de Lefschetz sur

une variété symplectique compacte.




CHAPITRE IV

DECOMPOSITION DES COHOMOLOGIES PRIMITIVES

Les cohomologies primitives définie au chapitre précédent peuvent se décomposer plus
finement. La décomposition que nous allons présenter est similaire & la décomposition
de Hodge des formes en fonction de leur bidegré. Pour ce faire, nous commencgons par

étudier plus en détail I’action de 'opérateur d sur ’espace des formes primitives.

4.1 Décomposition des formes en terme de £L™*(M, w)

Sur des formes primitives, ’action de 'opérateur différentiel d est relativement simple

& décrire. Soit une k-forme primitive oy, & partir du lemme 2.54 nous avons que :
dog = @41 +w A Gg_1.

ou

Qp+1 €t Q-1

sont des formes primitives de degré k + 1 et k — 1 respectivement, donc
d:P¥ 5 PHlgwaAPHL (4.1)

D’un autre coté, I’action de d sur une forme o = w A 8 est donnée par :
dwAB)=dwAB+wAdf=wAdB. (4.2)

Si B est une forme primitive, on aura une décomposition de la forme df = Bg11+wA Bk—l

ce qui implique que d(wAB) = wA Bri1+w?A Bk—l- Les résultats précédents nous incitent
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& définir P’espace suivant :

L™ (M,w) = {" A Bs|Bs € P¥(M,w)}

Remarque 4.1. Le degré d’une forme a € L™*(M,w) est de degré 2r + s. De plus,
P M,w) = LO(M,w).

Définition 4.2 (L’opérateur R agissant sur £™*(M)). On définit l’action de R sur
["* € L™*® comme suit :

RIC=pl,
Définition 4.3 (Les opérateurs 0;,0_). Avec ce que 'on a fait précédemment, on peut
définir implicitement les opérateurs d1 de la maniére suivante :
d: Pk PHlguapr!
Br = 01 B +w A O=Pr

Remarque 4.4. De manieére plus concise, sur les formes primitives, 'opérateur d =

Oy + wAO_ et donc, d défini une application de L™ vers LTS+ @ Lr+1s—1,
Proposition 4.5 (Action de 04 sur L™*(M,w)).

Ba 1 L5 (M,w) = LM, w)
8+L" B = L' Bry1
8-L" B = L" B

o

dL™ B = L"dB = L™04Bc +w A OB = L' Bry1 + L™ Br_;.

Proposition 4.6. Soit (M,w) une vaeriété symplectique. Les opérateurs 04 et O_ sa-

tisfont les propriétés suivantes :

L (azl:)2 =0;

2. (040 +0.8y) =0;
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3. [64,L]=0;

4. [LO_,L]=0.

Démonstration. Sur des formes primitives, on a d = 8+ + LJ_, donc :
d? = 82 + L(840_ + 8_84) + L?5%

et comme d? : L™® — LT512 @ Lr+1s @ £T+25-2 |a proposition est démontrée sachant

que d? = 0.
On sait [d, L] = 0 ce qui implique que sur une forme primitive, [0+ + LO_, L] = 0. Donc,

[0y, L] + [LO_, L] = 0. : O

4.2 Deux nouvelles cohomologies PHj, (M, w).

Pour alléger les notations, nous allons poser £L"* := L™%(M, w) lorsqu’il n’y a pas d’am-

biguité.

Lemme 4.7 (Le complexe 04). Définissions deur nouveauz complezes a partir des

opérateurs Oy et O— :

8. 0. 0. i O -

Lr,O +! Lr,l +; +3 Lr,n r—1 +E L r’ (4.3)
a_ o_ - 1 O- -

Lil s gl | o frmr=li= piieT, (4.4)

Comme on a déja vu que 82 = 0, alors ces complexes sont exacts. De plus, lorsque r = 0

on a I’égalité suivante : £%¥ = P*. On obtient ainsi les complexes suivants :

po 2k, p1 B, O pn-1 O, pn (4.5)
plprd  Eprt &pn (4.6)

A partir de ces complexes exacts, il est possible de définir des cohomologies sur 'espace

L (M, w).
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Définition 4.8. Soit les complexes de chaine du lemme 4.3. Définissons deux cohomo-

logies induites par ces complexes :

" ker 04 N L™ (M, w)
Hg;t (M’ w) = im 3i£r,sq=1 i

(4.7)

Proposition 4.9. De plus, comme L commute avec O+ pour r assez petit on a que :
3 0’

Hy (M,w) ~ Hy® (M, w). (4.8)

Définition 4.10 (PH3, ). Soit (M,w) une variété symplectique. Définissons une nou-

velle cohomologie primitive de la maniére suivante :

_kerdi N Loe
"~ im 6L LOsFL
__keroLNP°
T im fp PsFL

— PH}, (M,w).

Hy* (M, w)

(4.9)

Définition 4.11 (83°). Soit (M, J,g,w) une variété symplectique avec une structure
presque-complexe compatible. On peut définir 'adjointe riemannienne 3;9 de O+ & partir

du produit suivant :

wﬂ%a/mﬁﬁm-
M

Définition 4.12 (Formes d+-harmoniques). On dit d’une k-forme primitive 8 qu’elle

est dyi-harmonique si :

01Bk =0 et 8?8 =0.

Remarque 4.13. On note les k-formes 0;-harmonique par PHE L (M).

Définition 4.14 (A, ). Le lapacien associé a ces formes est donné par I’équation

suivante :

DNp, = 040} + 0)70x. (4.10)
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Proposition 4.15. Les k-formes 0i-harmoniques sont les formes dans le noyau de

Vopérateur Ag, .

Démonstration.

(B',08,8") = /g(ﬂl,Aaiﬁl)Uy
= / 9(B', 8283 + 832 0+8")v,
= [ o(8",0:02840, + [ o(6",8320:8")v,
= 0+8'|1 + 638>
Donc, (8,25, 8') =0 ssi 9:8' =0 et 815! = 0. )

Remarque 4.16. Nous avons fait cette preuve qu’une seule fois, car la démonstration est

similaire quelque soit le laplacien que I'on a défini.

Théoréme 4.17. Soit (M,w,J,g) une variété symplectiqgue compacte et (g,J) une
structure compatible. Alors Vk < n,

1. dim PH}, (M) est finie;

2. Il existe un isomorphisme canonique tel que : P’Hg y = FH gi 7

3. P* = PHE, & 0. P! @ 8P

Démonstration. La preuve est sensiblement la méme que pour le théoreme de Hodge. O

Proposition 4.18 (Action des opérateurs 84 et 0,0 sur les formes primitives). Soit

une variété symplectique (M,w) et lespace des s-formes primitives P*(M) sur M .

Alors,
8_ = H'Ad= H™18%, (4.11)
8, =d— LHAd, (4.12)
0:+0- = (H + 1)dAd. (4.13)
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Lemme 4.19. Soit (M,w) une variété symplectique, alors les opérateurs 6+' et O0_

agissent sur L™* de la maniére suivante :

1

. W

O = grapg((H + R+1)d+Ls), (4.14)
. -1 W 1

L= FTIRii® B+ (5

Proposition 4.20. Sur les variétés symplectiques (M,w) on a les relations suivantes :

LA=(H+R+1)R, ©(4.16)
AL=(H+R)(R+1). (4.17)

Corollaire 4.21 (Action de ¢“ sur L™* ). L’action de 6“ sur L™ est donnée par les
opérateur Oy de la maniére suivante :

1

= ——
H+R

AB, — (H + R)o_. (4.18)

Démonstration. On a déja démontré que 6* = [d, A] sur une k-forme «. On sait aussi
que sur £™*, action de 'opérateur d est donnée par : d% B = I—;!:dﬂ et d =04+ LO-
sur les formes primitives. Avec le lemme précédent, on peut conclure avec de simples

calculs. O

Corollaire 4.22. L’action de dé¥ : L™*(M) — L™°(M) est donnée par,

d8¥ = —(H + 2R+ 1)0,.0_.

Démonstration. On a déja défini
d: LM(M) = L(M),

ainsi que

8 : LT3 (M) — L (M).
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En combinant les deux équations on obtient,

W __ L =
d* = (04 + LO-) (g Ad+ — (H + R)O-)
= ~04(H + R)O_ +0_Lyr—5A0;

= -84 (H + R)d_ + 0_R0,
= —(H +2R+1)8;9_.

O
Proposition 4.23. Soit (M,w) une variété symplectiqgue compacte. Alors, V0 <k <n
PR, =P

Définition 4.24 (84+0--lemme). Soit une variété symplectique (M,w) et une k-forme
B € P*(M) telle que dB = 0. Alors, on dit que (M,w) posséde le 8;0_-lemme si les

conditions suivantes sont équivalentes.
1. B est O4-exact;
2. B est O--exact pour k < n;
3. B est 040-_-exact.

Remarque 4.25. 11 s’agit d’une condition équivalente & la condition forte de Lefschetz,

par contre, dans ce cas, on exige la condition au niveau des formes primitives.

Proposition 4.26 (Action de 93* sur des formes dans L™*(M,w)). Soit 9} agissant

sur L™%(M, w). Alors action de 9}* peut se décrire en terme de Oy :

P
8 = g Aow (4.19)
(LO_)* = —(H + R)o._.. (4.20)

Démeonstration. Comme §** = §* et que d = 04 + LO- sur des formes primitives, alors
d* = (84 + LO_)*. On sait par le corollaire 4.21 que d* = g35A8, — (H + R)0_. 1I

suffit de regarder le degré de chaque opérateur pour conclure. O
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Proposition 4.27 (Action de 8} sur des formes dans £™*(M,w).). Soit une variété
symplectique (M,w) et g une métrigue compatible avec w. Alors, on peut définir les

opérateurs 8:_9 et 879 :

* 1

g e *w ) * —
8 = (@5 (H+R+1)+ ()N 5, (4.21)
* i 1

O sabis s *w\*g __ g% . .
O = ()Y - Ly g R+t s

Proposition 4.28 (Complexe elliptique associé aux complexes 04). Le compleze sui-

vant est elliptique :

0-2tp0 Hopt 2, Y1 B pa
134.3_

0 1 n—-1 n

0 o~ P [ P o- T 8- » o- i

Note. Nous aceeptons-sans-démonstration 1€ résultat précédent. Voir les travaux (Tseng
et Yau, 2010)

Proposition 4.29. Soit (M,w) une variété symplectique compacte. Alors, lorsque k =

0,1, nous avons les égalités suivantes.

PHf (M) = H{(M), PH}_(M) = Hj.(M).

Démonstration. Par la proposition 4.18, les formes J_-fermées et §“-fermées sont les
mémes et il en est de méme pour le cas des formes exactes. Donc, le résultat pour
PHE (M) = HE,(M) est démontré pour k = 0, car Q¥(M) = P*¥(M) pour k = 0, 1.
Pour 'autre cohomologie, il est facile de vérifier que 04 = d sur des fonctions. Alors, le

résultat est trivial dans le cas k£ = 0.
Pour PH §+ (M), montrons que toute forme J,-fermée est d-fermée.

Soit B une 1-forme primitive 8;-fermée. Alors, dB = 0 + w A Bo, mais d®> = 0 ce qui

implique que d(wABy) = wAdfy = 0. Comme [ est une fonction, on peut dire qu’il s’agit
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de la fonction constante nulle, sinon w serait exacte et donc, w serait un représentant

de la classe trivial dans la cohomologie de De Rham.

Et ﬁnalerrient, pour le cas PH} (M) prenons f; = §“a ot a € Q2(M) et f1 € QY(M) :

Ma =8B+ wA Bo) . (4.23)
= —HO_fy + dfp. (4.24)

11 suffit de montrer que dfy est J_-exacte pour conclure. En effet, on peut supposer que
Jas Bo = 0. Donc By est §*-exact comme o est §“-fermée, fy = 6] pour ] € P1(M)
et donc B; = 8- (—(n —1)B2 + nd+B}). a

Théoréme 4.30. Soit (M,w) une variété symplectique possédant le 840_-lemme.

Alors, pour 2 <k < n,

PH} (M) = Hip(M)NP*(M), PH} (M) = H (M) NP*(M).

Démonstration. Démontrons que PH §+ (M) = H%, nP*(M). Soit B une k-forme 0,-
fermée. Donc, df, = L,B,%_l. Aussi, d2 = 0 ce qui implique que ﬁ%_l est d-fermée alors,
d,6’,%_1 = 0. Par ’action de d sur des formes primitives, on sait que ,3,%_1 = 0_p. Par le
8, 0_lemme, il existe une k — 1 forme primitive Bx_; telle que ,3,%_1 = 8+8_B,%_1. Pour
conclure, prenons un représentant de la classe trivial : B + 84 Bk, € [0] € PH5R(M) et

montrons qu’il est d-fermé.
d(Be + O4Br-1) = LBy + LO_01 Br—1 = L(Bi_, + 0-8+B}_1) =0.

Soit Br = 0+Pk—1 alors By est d-fermée et O;-exacte. Alors, par le 0;0—-lemme, B =
d6“ By ot B € PH(M).
Démontrons que PHE (M) = HE, (M) N P¥(M). Par des résultats précédent, nous

n’avons qu’a montrer qu’une forme §“-exacte implique qu’elle est d_- exacte.

Soit B € P*(M) telle que 6 Br41 = Bk et donc By, est §“-fermée. Alors, il y a deux cas

possibles :
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1. dfy = 0. Alors, par le 8,8_-lemme on obtient B = 0_(945k) ;
2. dfy = B,y Alors, dBL,; = 0 et donc, par le méme lemme, B, = 8+0_fp ;.

On peut créer une forme d-fermée :

d(Be — 0_Ppy1) = 0.

Encore une fois, par le 4 0_-lemme,

Br — 0-PBRy1 = 0-(Orwr)
et donc,
By = O_(By1 + Oy )

ou [ est 0_-exacte ce qui compléte la preuve.

4.3 Exemples.

Pour les exemples suivants nous avons besoin de faire un rappel de la théorie des algebres
de Lie nilpotentes. Voir (Humphreys, 1972), (Fino et Grantcharov, 2003) et (Wells, 2008)

pour plus de détails.

Définition 4.31 (Algebre de Lie nilpotente). Une algebre de Lie n est nilpotente s’il

existe p € N tel que w? = {0} ot n*+1D) = [n,n®), k=1,2,...

Proposition 4.32 (Engel, Lie). Soit n C gl(V) une algébre de Lie nilpotente. Alors, il
eriste une base {e1,...,en} de V telle que tout A € n est représenté par une matrice

triangulaire supérieur. .

Théoréme 4.33 (Ado-Iwasawa). Soit n une algébre de Lie nilpotente. Alors, il eriste

une représentation v : n — gl(V) et un groupe N est conneze et simplement conneze

tel que exp:n~ N C GL(V).

Théoréme 4.34 (Lie). Pour toute algébre de Lie g, il existe un unique groupe de Lie

conneze et simplement conneze G (a isomorphisme prés) tel que Lie(G) = g.
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Théoréme 4.35 (Malcev). Soit n une algébre de Lie nilpotente et N sont groupe de

Lie conneze et simplement connexe. Alors, il existe un sous groupe discretI' C N tel
n

que N/T' soit compacte et existe une base {e1,...,en} de n telle que [e;,e] = Y cé‘jek,
E k=1

ol cfj e Z.

Théoréme 4.36 (Grantcharov-Fino). Soit M = G/T" une variété compacte, ot G est un
groupe de Lie simplement conneze et conneze, et I un sous groupe discret. Supposons,

en plus, que T' est unimodulaire c’est-d-dire qu’il eziste une forme volume ad-invariant

vo sur g = Lie(G). Alors, l'application P : QF(M) — N*(g*)

al—)&(Bl,...,Bk) :=/ am(Bl|m,---,Bk|m)'U0
meM

définie un isomorphisme entre Hin(M) et H*(g*) od

la cohomologie d’algébre de Lie H*(g*) est définie & partir de ’opérateur d :

% kerd
Hk(g )= T

d:/\kg*—+/\k+lg*

Bl X o) Yo B Yl B Koy s s T 5 i)
i<j
Plus particuliérement, P(da) = dP(a).
Démonstration. Prenons des champs de vecteurs { Xy, ..., X,} invariants & gauche sur
G et une forme différentielle sur M ; nous allons confondre {Xy, X3,...,X,} avec les
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champs de vecteurs projetés sur M = G/I". Alors,

d(P())(Xo,- .., Xn) =D _(-1)Y Pa([Xi, X;}, Xoy ..., Xiy o, Xjy o, Xn)
i<j
= Z(—1)i+f /M a([Xi, Xi), Xoy -y Kiy -0, Xy o o> X )00

i<y

= [ (@)oo Koo~ [ R
2 / () (R« Bt
M

car vg est ad-invariante et donc, [, X - fvo = Lx [, fvo = 0 pour tout champs de

vecteur invariant a gauche sur M.

Remarque 4.37. La démonstration montre que P commute avec tout opérateur. sur
Q*(M) qui est invariant & gauche par rapport & G. Notons que A*(g*) C Q*(M)
est identifié avec les formes invariantes & gauche par rapport & l'action de G. Ainsi,
P(a) = P(6*a) et 0+ Pa = P(O+a) car, les opérateur précédents sur G sont-inva~—

riant par multiplication & gauche.

4.3.1 4-variétés symplectiques non-kahlériennes.

Les variétés symplectiques ne sont pas toutes des variétés kdhlériennes. En effet, Thurs-
ton a donné la description d’une variété symplectique ne possédant aucune structure

kdhlérienne (Salamon et McDuff, 1995). Pour se faire, définissons, le groupe d’Heisen-

berg :
1 z =2
Nil®={AeGL(3,R)|A= {0 1 y| ouz,y,2€R}.
00 1 '

le groupe nilpotent simplement connexe associé & 1'algébre de Lie

i sl = (000) =000 e = R
= L= \pad/ " = \aba/ = = \boe/ )
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(voir Théoréme 4.34).

Soit M = S x (Nil3/T) ot I' = GI(3,Z) N Nil® est le réseau de matrices & coefficients
entiers dans Nil3. Il est facile de voir que le quotient Nil®/T" est compact (voir Théoréme
4.35). Alors, les 1-formes suivantes sont invariantes & gauche dt, dz, dy, dz — zdy sur le
groupe de Lie S* x Nil3. On peut aussi construire une forme symplectique sur S x Nil®

invariante & gauche :

w = (dz A (dz — zdy) — dy A dt), (4.25)
Jdr = dz — zdy, Jdy = dt, (4.26)
g=dzQ@dz+dy®@dy+dt @ dt + (dz — zdy) @ (dz — zdy). (4.27)

On peut donc définir une forme symplectique w sur (M, J) en passant au quotient.

Posons vg := vy = v, cette forme volume est ad-invariante (vérification directe).

Par la proposition 2.63, on sait que si la variété était kdhlérienne, ou plus généralement
si elle satisfaisait la propriété forte de Lefshetz, alors toute 1-forme a qui est §9 et d°-
fermée sur M s’écrit o = d°f. Montrons qu’il existe une 1-forme qui ne satisfait pas

cette condition. En effet, prenons o = dt,
d9dt = §9(Jdy) = 8“dy = (dA — Ad)dy = 0.

De plus,
= Jidy=1.

Or, il n’existe pas une telle fonction f avec dr = d°f, car dx n’est jamais nulle sur M

(car dz est une forme invariante & gauche sur S* x Nil3).

Donc, cette variété ne posséde aucune structure kéhlérienne.

Note. Pour la variété M = (S x Nil®/T,w) il est aussi possible de démontrer que le
premier nombre de Betti est 3. En effet, par le théoréeme 4.36 de Grantcharov-Fino,
HLo(Nil3/T) ~ H(nil®). En fait, si ! = dr,e? = dy, €3 = dz alors, el Ae? Ae® est une

forme volume que l'on peut montrer ad-invariante sur nil®.
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Il en résulte,
Hlp(S! x Nil®/T) = Hip(S*) @ HO(nil®) ® H (nil®) ® HOp(S') = RO R? = R,

En effet, H(nil®) = {a e N(nit®)|a((z, y]) = 0,Vz, y € m-ﬁ} _

D’autre part,

) telle que a, 8,7 € R}

0

0

0

10 01 000
00),e2=1000),e3=(001)¢.
00 00 000

I1 est facile de calculer & partir des générateurs que e*([e;, e3]) = 1.

(=] le]

Alors,
H'(nil3) = span {el, es} =~ R2,
Donc, le nombre de Betti de degré 1 est 3 et la variété n’est pas kahlérienne par la

décomposition de Hodge{-eorottaire 262y,

4.3.2 Variétés symplectiques de dimension supérieure ne possedant

pas la propriété forte de Lefschetz.

L’exemple suivant est tiré des travaux de Tseng et Yau. Soit n = spang {e1,..., e}

définie par les relations suivantes :

[e1, €2] = —eq, [e2,€3] = —es,
le1, e4] = —es, [ea,e4] = —es, (4.28)
[e1,e5] = —eg.

De manire équivalent la base duale {e!,...,e®} de g* est définie & partir des relations

suivantes :
de! =0, det =el né?,
de? =0, de® =e! et (4.29)

des=0, de® =2 Aet+ e Aed+el Ad.
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Soit N le groupe de Lie simplement connexe et connexe qui correspond & n par le

théoréme 4.34.

Une forme symplectique invariante & gauche sur N® est donnée par :
w=e'Aeb +e2Aned - et
avec une structure presque complexe compatible :
J(e1) = eq, J(e2) = es5, J(e3) = —eq
et une métrique riemannienne :
g=e1 ®el+62®62+63®e3+e4®e4+es®e‘r’+es®es.
Par le théoréme 4.35 , il existe une variété compacte M® = N®/T" qui est munie d’une

structure presque-kéhlérienne (w, g, J).

Nous allons démontrer que cette variété ne posséde pas le 8_0,-lemme. On peut vérifier

que la forme volume vy = w3/3! est bi-invariante.

Nous procédons par ’absurde. Nous allons utiliser ’application de moyenne P donnée

dans le théoreme 4.36 (voir remarque 4.37).

Prenons e Ae? = 0 e* = 0_(e* Ael Aef —e* Ae2 AeP). Selon le 840_-lemme, il devrait
exister une 2-forme B telle que 8,0_8 = €' A €. Pour simplifier les calculs, rappelons

que le 8, 0_-lemme est équivalent au dé“-lemme (voir remarque 4.25).

Nous allons démontrer que e! A €2 n’est pas dé“-exact. Comme e! A 2 est invariant
a gauche, en utilisant 'opérateur P défini au théoreme 4.36 et par la remarque 4.37
nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que S est invariante & gauche. Alors,
B =2 fij)et A el ou f;; sont des constantes. Nous calculons 3 partir de (4.29),

6
d6“B = d[d,A]8 = dAdB =d (Z a,-ei)

=1

ol les a; sont des constantes calculables & partir de :

AdB = (fi)Ad(e* A e)
ij
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Cependant, par (4.29) aq = 0 donc, d6“8 # el A €2.

Si nous regardons les cohomologies de De Rham, HX,(M), pour k = 1,3 nous pouvons

remarquer que I'opérateur L n’est pas un isomorphisme.

En effet,

Hjp(M) = span{e',é? e’} (4.30)
H3p(M) = span{wAe?,wAe’, (€ +e'l5), e, (4.31)

(6534 o 6623), (6516 e 6534 4 28263 e 6624)}

ce qui montre que l'on a pas d’isomorphisme entre Hip(M) et H3(M). En parti-
culier, b1(M) = 3,b3(M) = 5. Ainsi, il est évident que ’on n’a pas d’isomorphisme
entre Hip(M) et H3p(M) par l'action de l'opérateur L. Donc, cette variété n'est pas

kahlérienne et, en plus, ne possede pas la propriété forte de Lefschetz.



APPENDICE A

OPERATEURS DIFFERENTIELS

Définition A.1. Soit ( = (V,p, M) n = (W, q, M) deux fibrés vectoriels de rangs r et

s respectivement.

Un opérateur différentiel est un opérateur K—linéaire P tel que :

P: C®(V,() = C*(W,() (A1)

supp(Ps) C supp(s)
Théoréme A.2. Soient U un ouvert de M et P un opérateur différentiel linéaire de
UxR" a U x R®. Pour chaque K € U, il eziste un entier m > 0 et des applications
Yo € C® de K a End(R",R®) tel que pour tout z € K et u € C®(K,r) on a :

(Pu)(z) = > ta(z)(Du)(z)

|a|<m
\ la] lee]
Oua:(al,a%"',an)alal:a1+"'+an etDa( ) (%ial&a_:;;:“_“’ ’Eua___u’;-)

Définition A.3 (Symbole d’un opérateur différentiel). Soient E, et F; des fibres de E
et F respectivement au point z € M et soit u € C®(E) tel que uly = 2 et ¢ € C°(M)
satisfaisant ¢(z) = 0 et d¢(z) = ¢ alors,

o¢(Pyx) : By = Fy
est défini par :

1
aph Pl )z = HP(qSku)L,.
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Définition A.4 (Opérateur elliptique). On dit qu’un opérateur différentiel
P:E—-F

de degré k est elliptique si son symbole principal (d’ordre k) est un isomorphisme de E,

a F; pour tout € # 0. En particulier, le rang(E) = rang(F') pour que P soit elliptique.

Proposition A.5. Soit L un opérateur différentiel de E — F, alors il existe un
opérateur dual noté L* de F — E. De plus, or(L*) = or(L)*.
Proposition A.6. Le symbole principal posséde les propriétés suivantes :
1. 0¢(A+ B,z) = 0¢(A,x) + 0¢(B, x)
2. 0¢(AB,z) = 0¢(A,x)o¢(B, x)
Ezemple. Le calcul de symboles de certains opérateurs différentiels.

1. Soit d la dérive extérieure, un opérateur de degré 1,

d: TF(M) = TF (M)

Soit z € M, ¢ € C®°(M) tel que ¢(z) = 0 et dd|, = £ et prenons une 1-forme o.
Alors,

og(d)als = d(go)ls
= dd|s A afs + ¢(z)da, (A.2) -
=€EAalp
2. On peut vérifier que 69(¢a) = #d9(a) — ¢441x. Donc,
a¢(8%)(@) = —¢ge
3. Calculons le symbole du Laplacien Ay = d59.+ d9d. Par la proposition précédente,
ainsi que les calculs précédents, nous avons le résultat comme suivant :
0¢(dé? + §%d)(a) = =€ A g — a(§ A a)
=—EAtg —taf Ao+ EAga (A.3)
= ~[él1*(c).-

On peut conclure que le Laplacien A, est un opérateur elliptique.




APPENDICE B

REPRESENTATION SL(2,C)

Nous allons faire un rappel rapide sur la représentation s{(2, C) dans ’algébre extérieure

sur un espace vectoriel hermitien.

Définition B.1 (Algebre de Lie). Une algebre de Lie est la donnée d’un espace vectoriel

V de dimension finie, munie d’un produit bi-linéaire anticomutatif appelé crochet de Lie :
[, 1:8 . g9
tel qu’il satisfait 'identité de Jacobi :
[, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, 2]} = 0.

Définition B.2 (Représentation d’algebre de Lie). Une représentation est un homo-

morphisme injectif d’algebres de Li.e
¥ : g — End(V)
ou l'algebre de Lie de End(V') est munie du le crochet suivant :
[A,B] = AB — BA,
ou 4,B € End(V).

Définition B.3 (si(2,C)). On note par sl(2,C) I’ensemble des matrices complexes 2 x 2

de trace nulle. Cet espace est une algebre de Lie de dimension complexe 3.
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v

Proposition B.4. L’algébre sl(2,C) est générée par les éléments

01 00 1 0
61 = y 62 = 5 63 =
00 10 0 -1
satisfaisant auz relations
[e1, ea] = 2es, [es3,e1] = 2e1, [e3,e2] = —2e.

Définition B.5. Une représentation 9 : g — gl(V) est irréductible s’il n’existe aucun
sous espdce propre Vo C V tel que v(v)(Vo) C Vo Vv € g. De plus, deux représentations
sont équivalentes s’il existe un isomorphisme d’espace vectoriel ¢ : V; — V5 tel que pour

les représentations 1)1 et 2 de Vi et V; possédent la relation suivante :

Py = ¢ lhagh.

Définition B.6 (représentation réductible). Une représentation est dite réductible si

elle est la somme directe de représentation irréductible.

Définition B.7. Une algébre g est semi-simple si dim g > 2 et si elle ne posséde aucun

idéal abélien non-trivial.

Ezemple. sl(2,C) est une algebre de Lie semi-simple, car elle ne posséde aucun idéal

non-trivial.

Théoréme B.8 (Weyl). Soit ¢ : g = gl(V) une représentation d’une algébre de Lie

semisimple. Alors, ¥ est completement réductible.

Corollaire B.9. Toute représentation de sli(2,C) dans un espace vectoriel compleze V

est completement réductible.

Définition B.10. [Vecteurs primtifs| Soit ¢ : sl(2,C) — End(V) une représentation et
Vi = {v € V|4(e3)v = Av} 'espace propre de 9(es) correspondant & la valeur propre A.
On dit qu’un vecteur vg € V), est primitif de poids A si ¥(e;)vo = 0.

Lemme B.11. Pour tout vecteur v € V5 vecteur propre pour ¢(e3)‘ relativement a la

valeur propre X , alors Y(e1)v € Vayz et P(e2)v € Vya.
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Démonstration. (es)y(e1)v = ¥([es, e1])v + Y(e1)(es)v = 2¢(e1)v + A(er)v). O

Lemme B.12. Toute représentation v de sl(2,C) d’un espace vectoriel compleze pos-

séde au moins un vecteur primitif vy de poids ).

Démonstration. Soit un vecteur v qui est un vecteur propre de (e3). La suite suivante :
{vo, ¥(e1) v, ¥(e1)?v,. .., (e1)",... } est fini comme chaque élément est un vecteur
propre de poids différent (voir le lemme précédent). Comme les espaces propres sont finis,

la suite dois se terminer et donc 1(e1)*v = 0 et ¥(e1)¥ v est un vecteur primitif. - [I

Lemme B.13. Soit V un espace vectoriel irréductible. Prenons vg € V un vecteur
primitif et posons v_1 = 0,vx = (1/k!)@(e2)vo Alors,

1. Yler)ve = (A —k+ 1)vg-1;

2. Plea)vr = (1 +k)vk;

3. Y(es)vk = (A — 2k)vg.
Corollaire B.14. Soit V et ¢ comme au lemme précédent. Alors, (e3) est diagona-
lisable c’est-a-dire V = @)V). '
Théoréme B.15. Soit un espace vectoriel complere de dimension m 4+ 1 > 1 et soit
{vo,v1,...,um} une base de V. Alors la représentation suivante :

1. Yley)vn = (m—n+L)vp_1;

2. Plez)un = (n+ vy

3. P(es)vp = (m — 2n)vy,
est irréductible et notée par V(m) .

Définition B.16. Soit V un espace hermitien de dimension fini et W = V* Qg C.

L’espace des formes complexes A W posséde les opérateurs suivants :

L =wA (B.1)

A=L" (B.2)
2n

M= Z(n — D)7 (B.3)
p=0




68

On définit une représentation p : si(2,C) = End(AW) de la maniére suivante :

pler) = A, pe2) = L, p(es) = H.
On peut vérifier que les opérateurs possedent les relations suivantes
[H, L}=2L , [H,A] = -2A , [L,Al=2H.
Alors,
p:sl(2,C) - /\W
est une représentation.
Remarque B.17. Par les définitions B.10 et B.16, une k-forme « est primitive si Ao = 0.

Corollaire B.18 (Corollaire de B.14). Soit V' un espace vectoriel hermitien com-
pleze de dimension n et /\k W défini comme précédemment. Alors, une k-forme o est

décomposable en une somme de formes primitives c’est-a-dire :

o= " Br—or (B.4)

r

ot les formes Br—-or sont de degré k — 2r.

Théoréme B.19. Soit (M, J,w, g) une variété kihlérienne. M posséde la propriété forte
de Lefschetz :

(M) = L"PHE (M) (B.5)

-
ot HE(M) est espace des k-formes harmoniques et PH¥(M) est l’espace des k-formes

harmoniques primitives.

Démonstration. Comme Ay commute avec L et L* le résultat est direct. En effet, par
la proposition 2.56,
[Ag, L] = AyL — LA,
= (dé + dd)L — L(dd + éd)
=déL + dLd — (dLé + Lid)
= —d[L, ] — [L,6]d = —dd® — d°d = 0,
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car sur une variété kilhérienne, 89+ 00 = 0 et dd® = 2i89. La preuve est la méme pour

[Ag, L*] = 0. Alors, la décomposition B.4 implique la décompsition B.5. a
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