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En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y
habitue.

- John von Neumann

Les mathématiques ne sont pas une moindre immensité que
la mer.

- Victor Hugo
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RESUME

Ce mémoire porte sur la théorie des espéces introduite par André Joyal en 1981.
Développée systématiquement par Bergeron, Labelle et Leroux au LaCIM, la théorie
donne une élégante présentation de la théorie des séries formelles et posseéde des appli-
cations dans plusieurs disciplines allant de la combinatoire énumérative & la physique
statistique. Une opération importante de la théorie consiste en 'opération de dérivation
pour laquelle Labelle et Lamathe ont introduit en 2009 une généralisation de 'opérateur
différentiel standard D en donnant une interprétation combinatoire & Q(X, D)F(X), ou
QUX,T) et F(X) sont des espéces & deux et une sortes d’éléments respectivement. Yeh
a montré que de tels opérateurs peuvent étre décomposés de fagon unique en sommes
de produits d’opérateurs plus simples appelés opérateurs différentiels combinatoires
atomiques. Dans leur article, Labelle et Lamathe ont présenté une liste des premiers
opérateurs différentiels atomiques. Dans ce mémoire, nous apportons une contribution
originale & la théorie des espéces. En particulier, nous explicitons plusieurs notions de
cette théorie en fournissant notamment une preuve détaillée d’un théoréme, di & La-
belle et Lamathe, permettant de calculer I'application d’un opérateur moléculaire sur
une espece donnée. Ensuite, nous donnons deux algorithmes permettant de déterminer
si un opérateur différentiel moléculaire donné est atomique. Nous étendons ensuite la
liste des opérateurs différentiels donnée dans (Labelle et Lamathe, 2009).

Les résultats de ce travail furent présentés a la conférence GASCom 2012 qui eut
lieu & I'université de Bordeaux du 25 au 27 juin 2012.

Mots clés : opérateurs différentiels combinatoires, opérateurs moléculaires, opéra-
teurs atomiques, espéces de structures.







INTRODUCTION

Depuis son introduction par Joyal en 1981 (Joyal, 1981), la théorie des espéces de
structures a une influence notable dans plusieurs disciplines incluant la combinatoire,
la physique théorique, type de données algébriques (Yorgey, 2010), ainsi que pour la
génération aléatoire (Claessen et Hughes, 2000; Canou et Darrasse, 2009) ou exhaus-
tive (Runciman, Naylor et Lindblad, 2008) de structures combinatoires. Cette théorie
demeure un champ de recherche actif pour lequel le lecteur trouvera un exposé détaillé

dans la monographie de Bergeron et al. (Bergeron, Labelle et Leroux, 1998).

Un des concepts fondamentaux de la théorie des especes est celui de dérivée d’une espéce.
En effet, pour une espéece quelconque F', 'interprétation combinatoire de DF' est bien
connue. De plus, un opérateur différentiel combinatoire plus général a été introduit par
Joyal (Joyal, 1986). Il donne, pour toute espéce G, une interprétation combinatoire
4 un opérateur différentiel noté G(D). Mais, quelle interprétation combinatoire peut
on donner & un arrangement circulaire d’opérateurs D et X, o X est 'opérateur de

multiplication par I’espéce X, défini par FF— X - F'?7

Labelle et Lamathe ont répondu & cette question dans (Labelle et Lamathe, 2009) (voir
aussi (Sney-Lacasse, 2007)) en introduisant une généralisation de 'opérateur différentiel
G(D). Pour une espéce 3 deux sortes Q(X, T, ils ont défini un opérateur Q(X, D), appelé
opérat.eur différentiel combinatoire généralisé. Toute comme pour les espéces ordinaires,
un tel opérateur peut étre décomposé en une somme de produits d’opérateurs X™D* /K
appelés opérateurs différentiels combinatoires atomiques, ot K est un sous-groupe de
S k- Ici, Sm est le sous-groupe de Sy, 4 permutant indépendamment les ensembles
{1,2,...,m} et {m+1,m+ 2,...,m + n}. Ils ont donné une liste partielle de ces
opérateurs pour m + k < 7 (voir aussi (Chiricota, 1993) pour les espéces moléculaires).

L’un des buts de ce mémoire est de développer un algorithme permettant de déterminer



si un opérateur différentiel moléculaire donné est atomique. Nous utiliserons ensuite cet
algorithme pour étendre la liste afin d’y inclure tous les opérateurs pour m + k < n,
n € N. Ce mémoire constitue une contribution substantielle au texte original de Labelle

et Lamathe ainsi qu’au mémoire de maitrise de Sney-Lacasse.

Ce travail est divisé en trois chapitres. Le premier contient un rappel des notions de
base de la théorie des especes, telles que présentées dans le livre de Bergeron, Labelle
et Leroux (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994). Plus précisément, nous y rappelons
les notions d’espéces de structures et des principales séries associ€es & celle-ci. Nous
définissons ensuite les opérations combinatoires de base de cette théorie. Puis, nous
nous attardons & 1’étude des espéces pondérées et multisortes. Nous décrivons ensuite
les espéces moléculaires et atomiques, deux concepts centraux de ce mémoire. Nous
terminons en étendant le concept d’especes multisortes pondérées a celui de C-especes

multisortes pondérées, tout en complétant certains aspects inédits de cette extension.

Au deuxiéme chapitre, nous tournons notre attention vers I’étude des opérateurs différen-
tiels combinatoires. Nous étudions d’abord I'opérateur différentie] ordinaire D. Ensuite,
nous généralisons cet opérateur en introduisant la notion d’opérateurs différentiels com-
binatoires purs. Enfin, 4 la maniere de poupées russes, nous généralisons ces opérateurs
en introduisant la notion d’opérateurs différentiels combinatoires généralisés. Au fil
du chapitre, nous tentons de lier ces trois types d’opérateurs en présentant plusieurs
résultats ayant des interprétations combinatoires similaires lorsqu’on passe d’un contexte

a l'autre.

Enfin, le troisieme chapitre porte sur le sujet d’étude principal de ce mémoire, soit les
opérateurs différentiels combinatoires moléculaires et atomiques. Aprés un bref rappel
des notions de base, nous donnons une démonstration compléte d’un théoréme fonda-
mental, introduit dans (Labelle et Lamathe, 2009), permettant de calculer le résultat
de 'application d’un opérateurs différentiei combinatoire moléculaire & une espéce quel-
conque. Ensuite, nous fournissons un premier algorithme, de type «force brutes, per-

mettant de déterminer si un tel opérateur est atomique. Puis, nous généralisons aux



cas des espéces & deux sortes certains résultats présentés dans (Chiricota, 1993), afin
de donner un algorithme non-trivial fournissant un critére d’atomicité d’un opérateur
différentiel moléculaire. Nous terminons par une bréve analyse comparative de ces deux

algorithmes.

Finalement, le lecteur trouvera en annexe une table de définitions des principales espéce's
de structures (Appendice A), le code source en Python des implémentations des deux al-
gorithmes (Appendice B), une liste exhaustive des opérateurs différentiels combinatoires
atomiques X™D"/H, H < Sy, , pour m+n = 8 (Appendice C) et un tableau donnant
le nombre d’opérateurs différentiels moléculaires et atomiques pour 9 < m+n < 10
(Appendice D). Notons que des tables complétes pour 9 < m + n < 10 sont disponibles

sur demande.







CHAPITRE I

ESPECES DE STRUCTURES

1.1 Rappel des notions de base sur la théorie des especes

Cette section contient un bref rappel des notions de base sur la théorie des espéces. Le
lecteur est invité & consulter (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994) pour des définitions

plus détaillées et des exemples supplémentaires.

1.1.1 Définitions

De fagon informelle, on peut définir une structure s comme étant un couple (-, U) ou vy

est une construction faite sur un ensemble sous-jacent U.

Exemple 1.1.1. Pour U = {a,b,c,d,e, f,g} et
’7 = {(a’ c)? (b’ C), (c, d)’ (d7 e)’ (d’ f)’ (d7 g)7 (67 f)7 (f7 g)’ (g’ e)}} 5 = (’7, U) décrit une

structure de graphe orienté simple ot le couple (i,7) représente une fleche allant de

1 vers j. Ce graphe est représenté a la figure 1.1.

De fagon formelle, nous avons la définition suivante d’une espece de structures :

Définition 1.1.2. Une espéce de structures est une régle F' qui associe
1. & chaque ensemble fini U, un ensemble fini F[U];

2. & chaque bijection o : U = V, une fonction Flo] : F[U] = F[V], telle que chaque

fonction satisfasse auz propriétés de fonctorialité suivantes :




[ Ee

i

2

/N
L/

Figure 1.1 Structure de graphe orienté sur U = {a, b, ¢, d, e, f, g}.

(a) pour toutes bijections o : U =V et 7: V = W, l’égalité F(r o o] = F[r] 0 F|o]
est vérifiée;

(b) pour la bijection identité Idy : U — U, I’égalité F[ldy] = Idpp est vérifiée.

Conformément 3 la terminologie usuelle de la théorie des espéces, une F-structure (ou
structure d’espéce) sur U est un élément s de F[U]. De plus, on appelle transport des
F-structures le long de o la fonction F[o]. Finalement, notons que nous emploierons le

terme espéce au lieu d’espéce de structures afin d’alléger le texte.

Exemple 1.1.3. Considérons C [’espéce des cycles, qui associe a tout ensemble fini U,

Uensemble C[U] des cycles d’éléments de U. Posons U = {1,2,3}. Alors,

Cae N CH
e = < @,< D
&) g

De plus, considérons la bijection




T
®

Figure 1.2 Représentation générale d’une F-structure.

Alors, on a le transport Clo] : C[U] — C[{a, b, c}] obtenu en réétiquetant les points des
C-structures sur U selon g. On montre alors facilement que les propriétés de fonctoria-

lités sont vérifiées.

Le lecteur trouvera une liste des définitions des principales espéces de structures dans
Pappendice A. La figure 1.2 donne la représentation générale d’une structure apparte-

nant & une espece F.

Maintenant, nous établissons le concept d’égalité entre deux espéces. Rigoureusement,
deux esp&ces F' et G sont égales si et seulement si F[U] = G[U] et Fo] = G[o] pour tout
ensemble fini U et pour toute bijection o : U — V. Cependant, ce concept d’égalité est
beaucoup trop restrictif. Afin de définir une égalité plus pratique, définissons d’abord

ce qu’est un isomorphisme d’espéces.

Définition 1.1.4. Soient F' et G deuz espéces. F' est isomorphe ¢ G s’il existe une
famille de bijections ay : F[U] — G[U] telle que, pour toute bijection entre ensembles

finiso : U — V, on ait Glo] o ay = ay o Flo].

Cette derniére définition nous permet d’énoncer ce qu’on entend par égalité entre deux

espéces. Par convention, on dit que deux espéces F' et G sont égales (combinatoirement)




si et seulement si F' est isomorphe a G. On écrit alors F' = G.

La définition suivante sera essentielle lorsque nous aborderons les principales séries d’une

espece.

Définition 1.1.5. Soient U et V' deuz ensembles et s1 € F[U), s9 € F[V]. On dit que

s1 et so ont le méme type d’isomorphie s’il existe une bijection
o:U—V

telle que F[o](s1) = s2.

1.1.2 Principales séries associées aux espéces

L’un des principaux intéréts de la théorie des espéces est le dénombrement des F-
structures pour une espeéce donnée F'. Pour ce faire, nous introduisons trois séries for-
melles associées aux espeéces. Mais d’abord, rappelons la définition du type cyclique

d’'une permutation.

Définition 1.1.6. Soit ¢ une permutation d’un ensemble fini U. On appelle type cy-
clique de o la suite (01,09,...), ot, pour tout i > 1, a; est le nombre de cycles de

longueur 1 dans la décomposition de o en cycles disjoints.

Par exemple, le type cyclique de ¢ = (2)(4)(1 3)(5 6)(7 8 9), une permutation de
U=1[9),est (2,21,0,0,...).

Nous pouvons maintenant définir trois séries formelles associées aux espéces.

Définition 1.1.7. Soit F' une espéce donnée.

1. La série génératrice de F', notée F(z), est la série formelle définie par

F(z) = an%

n>0

ou fn, = |F[n]| est le nombre de F-structures pouvant étre construites sur un ensemble

donné de n éléments.




2. La série génératrice des types d’isomorphie de F, notée f(m), est la série
formelle définie par

F(e) = Y Fus”

n>0
ou ?,: est le nombre de types d’isomorphie de F-structures sur n éléments.

3. La série indicatrice des cycles de F, notée Zr(z1, 22,23, ...), est la série formelle

définie par
1
ZF(IE1,$2,$3, R ) = Z E'- (Z ﬁxF[a]:I:‘lrlxgzxga .. )
n>0  \o€Sn

ot la suite (01,02,03,...) est le type cycliqgue de la permutation o € Sy, et fix F[o]
est le nombre de F-structures sur n points laissées fizes par Flo]; c’est-a-dire, le

nombre de F-structures dont o est un automorphisme.
Remarque. En groupant les permutations par leur types cyclique, on peut réécrire la
série indicatrice des cycles comme

i
1714127205133 03! . . .

ZF($1,$2,:L'3,...) = Z ﬁxF[nl,nz,ng,...]
n1+2n2+3nz+...<oo

(pour une preuve détaillée, voir (Sney-Lacasse, 2007)).

On peut alors simplifier cette notation en posantx = (z1, 22, Z3,...), n = (n1,n2, N3, . ..),
x® = zzi?33% ... et aut(n) = 1™n12™nyl3%ng!. ... Avec ces notations, on peut
réécrire la série comme

xn

aut(n)’

Zp(x) = Y, fix F[n]

n1+2ng+3nz+...<00
Exemple 1.1.8. Soit L, S et C, les espéces des listes d’éléments, des permutations
et des cycles respectivement. On a (voir (Bergeron, Labelle et Lerouz, 1994) pour les
détails) :
1. L{z) = &5, L(z) = 155 ot Zr(e1,22,%3,...) = 7257 ;

2. Sy = ﬁ, S(x) = Ilix1 ﬁk- et Zs(z1,22,23,---) = [I1>1 ﬁ g
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3. C(z) = —log(1 — ), C(z) = 2= o (1,25, B3y ) = =300 Q—gfllog(l — Zg)-
En terminant, la proposition suivante lie les séries génératrices et génératrices des types
d’isomorphie & la série indicatrice des cycles. Une démonstration est donnée, entre autre,

dans (Sney-Lacasse, 2007).

Proposition 1.1.9. Pour toute espéce F', on a
~ Flg)=2Zr(2,0,0,.-.), &
- ﬁ(w) = Fpln, 2" 2%, ..).

1.1.3 Opérations de base

Il existe plusieurs opérations combinatoires s’appliquant aux espéces. Dans cette sous-
section, nous présentons les principales opérations sur les espéces qui sont utilisées au fil
de ce mémoire ; soit ’addition, la multiplication, le produit cartésien, la substitution, le
pointage et la dérivation. Notons toutefois qu’il en existe davantage, comme par exemple

la composition fonetorielle.
Dans les définitions suivantes, U et V sont des ensembles finis.

Définition 1.1.10. Soient F' et G deuzr espéces données. On note F' + G la somme

de F et G définie de la facon suivante

(F + G)[U] = F[U) + G[U] (somme disjointe ensembliste).

Le transport des structures le long d’une bijection o : U — V' est défini par :

Flo)|(s) sise F[U],
Glo](s) sise GUI.

(F +G)o](s) =

En d’autres termes, une (F + G)-structure sur U est soit une F-structure, soit une

G-structure sur U.

Remarque. Rigoureusement, on a que (F + G)[U] = (F[U] x {1}) U (G[U] x {2}).
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Figure 1.3 Représentation générale d’une (F' + G)-structure.

La figure 1.3 donne la représentation générale d’une (F' 4+ G)-structure.
Définissons maintenant le produit d’espéces.

Définition 1.1.11. Soient F et G deuz espéces données. On note F - G le produit de
F et G défini de la fagon suivante

(F-Q)Ul= > FUi]xG[Ua],
(U1,U2)

o UhulUy=U etU1NU; =@.

Le transport des structures le long d’une bijection ¢ : U — V est défini, pour toute

(F - G)-structure s = (f, g), par
(F- G)lo(s) = (Flo1l(f), Gloal(9)),
oU 0, =0 |U;; 1€ {1,2}.

En d’autres termes, une (F - G)-structure sur U est une F-structure sur une partie de

U et une G-structure sur une autre partie (disjointe de la premiére) de U.

La figure 1.4 donne la représentation générale d’une (F - G)-structure.
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Figure 1.4 Représentation générale d’une (F' - G)-structure.
A préseﬁt, nous définissons un autre type de multiplication, soit le produit cartésien
d’especes. '

Définition 1.1.12. Soient F et G deuz espéces données. On note F X G le produit
cartésien de F et G défini de la fagon suivante,

(F x Q)[U] = F[U] x GIU].

Le transport des structures le long d’une bijection o : U — V est défini, pour toute

(F x G)-structure s = (f, g), par

(F x G)[ol(s) = (Flo](f), Glo](9))-

En d’autres termes, une (F' x G)-structure sur U est un couple formé d’une F-structure
sur U et d’'une G-structure sur U. Contrairement, au produit d’espéces, la. F-structure

et la G-structure sont définies sur tout I’ensemble U.
La figure 1.5 donne la représentation générale d’une (F x G)-structure.
Nous pouvons maintenant définir la substitution d’especes.

Définition 1.1.13. Soient F' et G deux espéces données telles que G[@] = &. On note
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Figure 1.5 Représentation générale d’une (F x G)-structure.

F oG la composée (partitionnelle) de G dans F définie de la facon suivante,

(Fo®)Ul= >  Flrlx]][Glrl

T partition U pET

ot ™ parcourt toutes les partitions de U et p parcourt les classes de .

Le transport des structures le long d’une bijection o : U — V' est défini, pour toute

(F o G)-structure s = (g, (Yp)per), par

(F o G)[o](s) = (@, (Tp)per)

ol

- T est la partition de V' obtenue par le transport de w le long de o,

- pour chaque 7 = o(p) € T, la structure Y5 est obtenue de la structure yp par G-

transport le long de o |p,

~ la structure @ est obtenue de la structure ¢ par F-transport le long de la bijection T

induite sur T par o.
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Figure 1.6 Représentation générale d’une (F o G)-structure.

De facon imagée, une (F o G)-structure sur U est une F-structure dont les éléments

sous-jacents sont des G-structures placées sur les classes d'une partition de U.
La figure 1.6 donne la représentation générale d’une (F o G)-structure.

Il est maintenant temps de définir deux opérations fondamentales pour ’étude des
opérateurs différentiels combinatoires, soit le pointage et la dérivation. S’il semble natu-
rel de considérer cette derniere, le pointage, par contre, parait moins important. Pour-
tant, cette opération intervient dans de nombreux résultats étudiés plus loin dans le

texte.

Définition 1.1.14. Soit F' une espéce donnée. On note F* le pointage de l’espéce

F défini de la fagon suivante,

F*[U] = F[U] x U.

Le transport des structures le long d’une bijection o : U — V' est défini, pour toute
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T

Figure 1.7 Représentation générale d’une F'*-structure.

F-structure pointée s = (f,u), par

F*lo](s) = (Flo](f), o (u))-

En d’autres termes, une F-structure pointée sur U est une F-structure sur U dans

laquelle un élément de ’ensemble sous-jacent a été distingué.
La figure 1.7 donne la représentation générale d’'une F'*-structure.

Nous terminons cette sous-section par la définition de la dérivation d’espéces.

Définition 1.1.15. Soit F une espéce donnée. On note F' (aussi notée %F, ou encore

DF) la dérivée de l’espéce F définie de la fagcon suivante,
F[U] = FlU*],
ou Ut = U U{x} et ot x est un point choisi & l'extérieur de U.
Le transport des structures le long d’une bijection o : U — V est défint par

F'lo](s) = Flo™1(s),

ot ot : UU{x} — VU {*} est lestension canonique de o définie par o™ (u) = o(u) si

u€U et ot (x) ==
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Figure 1.8 Représentation générale d'une F'-structure.

En d’autres termes, une F’'-structure U est une F-structure sur ’ensemble U augmenté

d’un élément extérieur.
La figure 1.9 donne la représentation générale d’une F'-structure.

11 est intéressant de remarquer que le pointage et la dérivation sont liés par ’équation
combinatoire F* = X - F'. Une observation attentive de la figure 1.9 permet de s’en

convaincre.

Remai‘que. Il existe une fagon systématique de choisir un point extérieur & tout en-
semble fini U. Il suffit de prendre x = U, et alors Ut = UU {U} est le successeur de

U. Ceci nous donne bien que U ¢ U pour tout ensemble fini U.

1.1.4 Séries associées et opérations de base

Afin de clore cette section, nous énongons plusieurs résultats permettant de connaitre
)

leffet qu’ont les opérations combinatoires de base sur les séries associées. Pour les

preuves de ces propositions, le lecteur est invité & consulter (Bergeron, Labelle et Leroux,

1994) ainsi que (Sney-Lacasse, 2007).
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Figure 1.9 F* = X - F'

Tout d’abord, la proposition suivante décrit l’effet de la somme sur les séries associées.

Proposition 1.1.16. Soient ' et G deux espéces. Alors, les séries associées d l'espéce

F + G satisfont aux égalités suivantes,
(i) (F+G)(z) = F(z) + G(z),
(i) (F+G)(z) = F(z) +C(a),

(iii) ZF+G(.’E1, L2 L5 ) = ZF(El, B25 L35+ ) + Zg(il,‘l, z9,Z3,.. )

De fagon similaire, on a, pour le produit, la proposition suivante :

Proposition 1.1.17. Soient F' et G deux espéces. Alors, les séries associées d l’espéce
F - G satisfont auz égalités suivantes,

(i) (F-G)(z) = F(z)G(=),

(i) (F-G)(z) = F(2)G(),

(iii) ZF.G(il:l, T3y 4 ) = ZF(il:l, 9,I3, .- .)Zg(:l:l, L9 3 )

Avant de pouvoir énoncer la prochaine propriété, il faut d’abord rappeler la notion de

produit de Hadamard de deux séries.
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Définition 1.1.18. Le produit de Hadamard de deux séries, noté X, est le produit
coefficient & coefficient défini, pour les séries génératrices et indicatrices, de la fagon

suivante :

1. Soient flm) = (ano fn%) et glx) = (ano gn%) deuz séries exponentielles,

alors

flx) x g(z Efngn

n2>0

2. Soient f(x) =3, fnﬁ; et g(x) = Zgn—j deuz séries indicatrices. Alors

aut(n
xl‘l
x) = z fngnm

Ces définitions nous permettent d’énoncer la proposition suivante.

Proposition 1.1.19. Soient F et G deux espéces. Alors, les séries associées & l'espéce

F x G satisfont auz égalités suivantes,
(i) (FxG)(z) = F(z) x G(z),
@ Fx O@) = (Zr % Z6)(a,755%.),

(iii) ZFXG(Q:l, T2y L3y . ) = ZF(:I.’:l, Z2,T3,.. ) X Z(;(:El, Z2,Z3,.. )

La prochaine proposition décrit ’effet de la substitution sur les séries associées.

Proposition 1.1.20. Soient F' et G deuz espéces telles que G[@] = &. Alors, les séries

associées ¢ l'espéce F' o G satisfont aux égalités suivantes,
(i) (FoG)(z) = F(G(x)),
(i) (F 2 G)(@) = Zr (G(2),G(?),G(a%, ..),

(iii) ZFog(xl,xg,:L‘g,, .. ) = ZF (ZG(.’I:l, T2y .. .), ZG(:IIQ,I4, e .), ZG(CL‘3,:1:6, o .), .. )

Passons maintenant au pointage et & la dérivation.

Proposition 1.1.21. Soit F' une espéce. Alors, les séries associées a l'espéce F*® satis-

font aux égalités suivantes,
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() F*(s) = 2 F (),

(i) F*(z) = o (%ZF) (z,22,2%,...),

(111) ZF- (11,‘1,122,.’1,'3, .o ) =T (32—1ZF) (.’L‘l,.’L'z, x3,.. )
Proposition 1.1.22. Soit F une espéce. Alors, les séries associées o I'espéce F' satis-
font auz égalités suivantes,

(@) F'(z) = £F(2),

(i) F(z) = (%ZF) (z,22,25,...),

(1) -Ze (e, Bos9400:) = (aileF) { gy W )

On remarque encore une fois que le lien unissant le pointage et la dérivation se reflete

lors du passage aux séries.

1.2 Espeéces multisortes et pondérées

Le but de cette section est de généraliser les concepts et résultats précédents aux especes

définies sur plus d’une sorte d’éléments et dont les structures ont un poids associé.

1.2.1 Espéces multisortes

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que des especes définies sur un seul ensemble
sous-jacent. Or, il est possible d’étendre les notions de la pr.écédente section aux especes
définies sur des ensembles ayant plus d’une sorte d’éléments. C’est ce qu’on appelle des
especes multisortes. Cependant, avant de définir ce type d’espeéces, nous définissons ce

qu’on entend par multiensemble.

Définition 1.2.1. Soit k > 1. Un multiensemble U (a k sortes) est un k-uple d’en-
sembles U = (U1,Ua,...,Ux). Un élément u € U; est appelé élément de U de sorte
1. Soient U = (U1,Ug, -+ ,Ug) et V= (V1,Va,---, Vi) deuz multiensembles. Une mul-
tifonction o : U — V est une famille 0 = (01,09, -+ ,0%) de fonctions o; : Uy = Vj,

i=1, k.
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De fagon naturelle, il est possible d’étendre la définition d’espéce (& une sorte) a celle

d’espéce multisorte.

Définition 1.2.2. Une espéce sur k sortes est une régle F' qui associe

—
=]

i chaque multiensemble fini U un ensemble fini F|Uy,Us,...,Ux];

)
=Y

i chaque multifonction bijective o = (01,09,...,0%) : U = V entre multiensembles,

une fonction,
Flo] = Flo1,02,...,0k] : F[U1,Us,...,Us] = F[V1,Va,..., Vi,

telle que ces fonctions satisfont auz propriétés de fonctorialité suivantes

(a) pour toutes multifonctions bijectives o = (01,09,...,0%) : U = V et 7 =
(T1,72y .-, Tk) : V = W, Végalité F|T o o] = F[r] o Flo]| est vérifiée;

(b) pour la multifonction identité Idyo : U — U, Uégalité F[ldy] = Idpp est

vérifide.

La figure 1.10 donne la représentation générale d’une structure appartenant & une espéce
g g p p

multisorte F'.

11 est possible d’associer une espéce de singleton a chaque sorte ¢ d’éléments.

Définition 1.2.3. Pour tout 1 < i < k, on définit l’espéce (sur k sortes) X; des

singletons de sorte i par

U si|Uj| =1 etU; =3 pour tout j #£ ¢
xqop={ & g~ L

g, sinon.

A partir de cette définition, on peut écrire I’espece & k sortes F' comme F'(Xq, Xo,- -+ , Xj).

De plus, cette écriture est compatible avec I'opération de substitution.
p p

Remarquons que dans le cas ol £ = 1, on se retrouve avec une espeéce définie sur une

seule sorte d’éléments. Les espéces multisortes sont donc bien une généralisation des

espéces a une sorte.
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Figure 1.10 Représentation générale d’une F-structure & trois sortes d’éléments.

Les opérations d’addition, de multiplication, de substitution, de dérivation et de pointage
s’étendent toutes au contexte multisorte. Le lecteur est invité & consulter (Bergeron,
Labelle et Leroux, 1994) pour une étude plus détaillée de ces opérations sur les espéces,
ainsi que des exemples additionnels. Cependant, étant donné son importance dans le
présent mémoire, ’opération de dérivafcion dans le cas multisorte mérite une attention

particuliére.

Soit ’espece & k sortes F(X1, Xa,: -+, Xk). Alors, il existe k dérivées (partielles) de F'.
L’opérateur de dérivation par rapport & la sorte ¢ pour 1 < 7 < k est noté par a%;
Analoguement & la définition de la dérivée dans le cas a une sorte, on définit la dérivée

de F(X1,Xs,- -, Xk) par rapport & la sorte ¢ par

0
F ) [U,Us,--- ,Ug] = FU1,Us,y-- Ui+ {*:i},-- - , Ul
0X;

Il est intéressant de remarquer que ’égalité combinatoire F* = X - F' peut s’exprimer,

pour le cas des especes & plusieurs sortes d’éléments, par

¥ b
P =X F,
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ol une F'®i-structure est une F-structure dans laquelle on a pointé un élément de l’en-
semble sous-jacent de sorte . Mentionnons que les régles usuelles du calcul différentiel

demeurent valides dans ce cas.

Maintenant, nous introduisons deux concepts importants liés aux espeéces multisortes

qui sont tres utiles pour la suite de ce mémoire.

Définition 1.2.4. (Classe d’isomorphie selon une sorte) Soit F(Xi, Xa,...,Xx) une
espéce a k sortes d’éléments. Pour 1 < i < k donné, on considére l’espéce a k —
1 sortes Xa,...,Xi-1,Xit1,..., Xk, notée F(Xi,...,Xi—1,1, Xit1,...,Xx) ou encore
F(X1,X2,...,Xk)|x;=1 dont les structures sont les classes d’équivalences de structures
selon la relation suivante : pour deuz F-structures s et t, on a s «~t si et seulement si

il existe une bijection o; : Uy — Uj; telle que
F[Id,...,Id,03,1d,...,1d|(s) = ¢.

Remarque. Géométriquement, la définition 1.2.4 correspond d oublier la nature des
éléments de sorte i. Par convention, les points noirs (@, B, A, etc. ) représentent des
éléments d’ensemble sous-jacent (aussi appelés éléments étiquetés) alors que les points
blancs (O, O, A, etc. ) représentent des éléments dont on a oublié la nature, mais dont
la sorte est conservée (aussi appelés éléments désétiquetés, voir figure 1.11). Pour une
définition plus compléte, le lecteur est invité d consulter (Bergeron, Labelle et Leroux,

1994).
Nous définissons maintenant une nouvelle opération généralisant le produit et le produit
cartésien.

Définition 1.2.5. Soient F(X,T) et G(X,T) deux espéces & deuz sortes d’éléments.
On définit le produit cartésien partiel selon la sorte T de F' et G, noté F(X,T)xr
G(X,T), par

F(X,T) xr G(X, T)[(U, V)] = {(f,9) | f € F[U1,V] et g € G[U2, V]}

ou U UUs = U et Uy NUs = @. Le transport des structures est défini, pour toute
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%

Figure 1.11 Représentation générale d’une F(X, T')|r.=1-structure.

bijection o = (011, 09, 03) telle que oy : Uy —> Uy, ag: Up —> Up et a3 : V — V, par

a(f’g) = (F[al,a3]faG[a2,a3]g)'

La figure 1.12 donne la représentation typique d’une F(X,T) x7 G(X, T)-structure.

Remarque. En posant F(X,T) = F(X) et G(X,T) = G(X) dans la définition 1.2.5,
on obtient

F(X,T) xr G(X,T) = F(X) - G(X).
De méme, en posant F(X,T) = F(T) et G(X,T) = G(T), on obtient

F(X,T) xr G(X,T) = F(T) x G(T).
Le produit cartésien partiel est donc une généralisation du produit et du produit cartésien.
En terminant, nous étudions la série indicatrice des cycles de F(X,T) xr G(X,T),

les autres séries étant obtenues en généralisant la proposition 1.1.9 au cas multisorte.

Notons qu’une analyse plus poussée du sujet est disponible dans (Sney-Lacasse, 2007).
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Figure 1.12 Représentation générale d’une F(X,T) xr G(X, T')-structure.

Notons d’abord que la série indicatrice d’une espece F'(X, T') peut s’écrire sous la forme

Zpx,r) (%1, T2, - - -3 t1, 2, - - —Z fo(azl,xz, SRR 4

k>0 T res

ol

Tl 205 955« Z Z fix Flo, 7]z* 32 - - -

n>0 " oeS,
(voir (Sney-Lacasse, 2007) pour les détails). Ceci nous permet de définir le produit

cartésien de deux séries indicatrices.

Définition 1.2.6. Soient

f:f(a:l,xg,...;tl,tz, )—Z Z fT ZT1,Z2,. .)t?t?...

k>0 TGS}:

et

g=g(a:1,:c2,...;t1,t2, ) _Z Z gT T1,Z2,- ')t‘{lt;z"'

k>0 TGSk

deuz séries indicatrices. Le produit cartésien partiel de f et g, noté f x4 g, est la série
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indicatrice définie par

1
Fxeg=(fxe9)(z1,22, .. i t1, 82, ...) = Zy Z fr(z1, 22, .. Jgr(21, 22, - JITHT - ...
k>0 T€ESK
De la définition 1.2.6 découle la proposition suivante, définissant la série indicatrice du

produit cartésien partiel de deux espéces & deux sortes par rapport a la sorte T'.

Proposition 1.2.7. Soient F(X,T) et G(X,T) deux espéces & deuz sortes d’éléments.
La série indicatrice des cycles de F(X,T) xr G(X,T) est donnée par

ZrxT)xr6(x.1) (% ) = Zpx,1) (%, t) Xt Zox,1)(%, 1),

gk = (e, 85 o) BEE="T01, 00,50

1.2.2 Especes pondérées

Maintenant, rappelons ce que sont les espéces pondérées, c’est-a-dire les espéces pour
lesquelles on a attaché un poids & chaque structure. Ce type d’espéces est trés utile car il
permet un dénombrement plus raffiné des structures. Mais d’abord, définissons ce qu’on

entend par un ensemble A-pondéré.

Définition 1.2.8. Soit A un anneau de polynémes ou de séries formelles en une ou
plusieurs variables a coefficients dans un sous-anneau K C C. Un ensemble A-pondéré
est un couple (A,w), ot A est un ensemble et w: A —> A est une fonction qui associe

un poids w(a) € A d chaque o € A.

A partir de la notion d’ensemble A-pondéré, on peut définir la notion d’espece A-

pondérée.

Définition 1.2.9. Soit A un anneau de polynémes ou de sé€ries formelles en une ou
plusieurs variables d coefficients dans un sous-anneau K C C. Une espéce A-pondérée

est une régle F' qui associe,

1. & chaque ensemble fini U un ensemble fini A-pondéré (F|U),wy) ;
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2. & chaque bijection o : U — V une fonction Flo] : (F[U],wy) = (F[V],wy)
préservant les poids telle que chaque fonction satisfasse auz propriétés de foncto-

rialité suivantes
(a) pour toutes bijections o : U =V et 7:V — W, Uégalité F[r o o] = F[r] o Fo]
est vérifiée;

(b) pour la bijection identité Idy o : U — U, I’égalité F[ldy| = Idpy; est vérifiée.

Afin d’illustrer I'utilité de ce type d’espéces, considérons l'exemple suivant :

Exemple 1.2.10. Soit S l’espéce des perrnutafions. On assigne un poids 4 chaque

élément o de S[U] de la fagon suivante :
w(o) = tf)

ot fx(o) est le nombre de cycles de longueur k < |U| de o. Cette espéce pondérée permet—

alors de compter le nombre de permutations de U ayant | cycles de longueur k.

En terminant, mentionnons qu’il est possible de redéfinir les notions d’addition, de
multiplication, de substitution de pointage et de dérivation en termes d’espéces multi-
sortes pondérées. Ces redéfinitions font en sorte que les especes conservent les propriétés

énoncées précédemment au niveau des séries formelles.

1.3 Especes moléculaires et atomiques

Dans cette section, nous étudions la décomposition d'une espece. Nous savons que tout
nombre entier se décompose, de fagon unique, en produits de puissances de nombres
premiers. De la méme fagon, nous aimerions trouver une décomposition standard de
toute espéce F. Les espéces moléculaires et atomiques vont nous permettre de faire

cette décomposition.
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1.3.1 Especes moléculaires et atomiques & une sorte

Dans un premier temps, nous définissons le concept d’espece moléculaire et atomique

dans le cas des espéces & une sorte d’éléments.

Définition 1.3.1. Une espéce M est dite moléculaire s’il n’y a qu’un seul type d’iso-

morphie de M -structures.

On peut aussi montrer qu’une espéce est moléculaire si et seulement si elle est indécompo-
sable (sauf trivialement) sous la somme. En d’autres termes, pour toutes especes P et

Q, M =P+ Q si et seulement si P =0ou Q =0.

De fagon analogue, on a la définition d’une espéce atomique :

Définition 1.3.2. Une espéce A est dite atomique si elle est moléculaire et si elle
est indécomposable (sauf trivialement) sous le produit. En d’autres termes, pour toutes

espéces P et Q, A = PQ si et seulement siP=1ouQ =1.

Exemple 1.3.3. L'espéce X - Ey est moléculaire non-atomique alors que ’espéce Eo

est atomique.

La proposition suivante, due & Yeh dans (Yeh, 1985) et dont la démonstration est assez

technique, permet de relier les espéces moléculaires aux espéces atomiques.

Proposition 1.3.4. Toute espéce moléculaire s’écrit comme un produit fini d’espéces
atomiques de fagon unique & l'ordre des facteurs et a isomorphisme prés. En d’autres
termes,

M= AMAD . AT

ol les A; sont des espéces atomiques distinctes.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, nous définissons ce qu’est une

sous-espece.
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Définition 1.3.5. Soit F' une espéce. On dit que l’espéce G est une sous-espéce de
F si, pour tous les ensembles finis U et V et toute bijection o : U — V, on a :

- G[U] € F[U],

- Glo] = Flo] |-

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

Proposition 1.3.6. Toute espéce F peut étre décomposée (de fagon unique) selon la

forme standard

F= )Y fuM

MeM

ot M est l’ensemble (dénombrable) des espéces moléculaires et fir € N est le nombre

de sous-espéces de F' isomorphes ¢ M.

Une conséquence de ce résultat est que deux espeéces F' et GG sont isomorphes si et
seulement si fps = gy pour toute espéce M € M. De plus, les propositions 1.3.4 et
1.3.6 impliquent qu’une espéce se décompose de fagon unique par rapport aux especes
atomiques. Plus précisément, toute espéce peut étre considérée comme un élément du

demi-anneau N[[A]] ol A est la liste des espéces atomiques.

Exemple 1.3.7. Soit G<4 ’espéce des graphes simples sur 4 points ou moins. Alors,

on a la décomposition moléculaire suivante (voir figure 1.13) :

G<a =14+ X +2E3+2E3+2X -Ex+2E4+2E>-Ey+2F20Ep+2X - E34+2X? - Ex+ Ey0 X2

Maintenant, nous aimerions pouvoir construire I’ensemble M des espéces moléculaires.
Pour ce faire, on considére un systéme de représentants Conj(S,) des classes de conju-
gaisons des sous-groupes de S,. Ensuite, on construit, pour chaque sous-groupe H €

Conj(Sy), une espéce moléculaire My correspondant & P’action transitive

Sp X Sp/H — Sy /H.

Finalement, on pose M,, = {Mg|H € Conj(Sp)} et M = MgUM:1J---.
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Figure 1.13 Types d’isomorphie de I’espece des graphes simples sur n < 4 points.

Voici une description explicite de ’espéce moléculaire My .

Définition 1.3.8. Soientn > 0, H un sous-groupe de Sy,. On définit [’espéce moléculaire
My, notée %, par

X’n

F[U] = {AH |\ : [n]>U, bijection}
pour tout ensemble fini U, ot \H = {\ohlh € H}. Le transport X7[8] : Z-[U] —

KHl[V], ot B:U — V est une bijection quelcongue, est défini en posant
X'n
7 BIAH) = (Bo N H

Remarque. Intuitivement, My[U] = Z7[U] est l'ensemble des mots bijectifs de lon-

gueur n sur U & permutation dans H prés des lettres.

On peut vérifier que ceci définit bien une espece moléculaire et que toute espéce moléculai-
re M € M peut s’crire sous la forme M = %~ ot H = Stab(s) et s € M[n] est une
M-structure quelconque. De plus, il est démontré, entre autre, dans (Sney-Lacasse,
2007) que deux espeéces moléculaires -)Ii,—n et X—; sont égales si et seulement si n = m et

H est conjugué & K dans Sy,.
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'd N ' o N

a b €

——>—eo o

b & a

———eo > —+o —>

¢ a b

c

Oo————C———0 b

Figure 1.14 '((1X_23355 =C3

Exemple 1.8.9. Soitn =3, U = {a,b,c} et H = ({(12 3)) un sous-groupe cyclique de

S3. Alors, on calcule par la définition précédente que

(D CIHE)CIEI)

Cet ensemble est isomorphe a C3[U] = {(a b ¢),(a ¢ b)}, l’ensemble des cycles de

=iol
=
Il

longueur 3 sur U. La figure 1.14 permet de visualiser cet isomorphisme.

Plus généralement, si H = (o) otio = (1 2 --- n) € Sy, alors, 2= = C, pour tout

n>1.

Puisque ’espéce —’% est moléculaire, toute espéce (& une sorte) F(X) peut é&tre écrite,

par la proposition 1.3.6 et la remarque précédente, sous la forme standard
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FX)=). > fHE(}Tn (1.1)

n2>0 HeConj(Sn)
ol fgy est le nombre de F-structures sur [n] dont le stabilisateur est conjugué & H.

Remarque. Nous utiliserons la forme compacte H < G pour signifier éu’un groupe
H parcourt un systéme de représentants des classes de conjugaisons des sous-groupes
d’un groupe G, c’est-d-dire H < G ssi H € Conj(G). Ainsi, (1.1) prend la forme plus

compacte

FX) =Y Y fur

n>0 HLSy
L]
1.3.2 Espéces moléculaires et atomiques multisortes pondérées

Pour terminer cette section, mentionnons qu'’il est possible d’étendre le concept d’espéce
moléculaire aux cas multisorte et pondéré. Pour ce faire, on considere les groupes Sy, x
Spg X -+ + X Sp, ol (n1,ng,- -+ ,ng) parcourt tous les multicardinaux possibles. Dans ce

cas, k est le nombre de sortes d’éléments des espéces considérées.

De plus, le groupe Sp; X Sp, X - - - X Sp, est isomorphe au groupe Sy, n,,... n, des permuta-
tions de [ny +ng+ - - - +ng] permutant entre eux les n; premiers éléments (considérés de
sorte X1 ), puis les no éléments suivants (considérés de sorte Xz), etc. A tout sous-groupe

H de Sy, g, n,, correspond une espece moléculaire & k sortes dénotée

X{”ng .. _X;clk
I7] .

Tout comme dans le cas 3 une sorte, toute espece & k sortes F(Xi, Xo, -, Xx) peut

étre écrite sous la forme standard

Xn1Xn2 e _Xnk
F(XI,X2,"' an) =S Z Z fH ! 2H & (12)

n1,M2, ’nkzo HSSﬂ.I,nz,-'- Mg
L]

ou fg € N.
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Vu son utilité pour la suite de ce mémoire, nous explicitons ici quelques résultats sur le

produit d’espéces & deux sortes.

Définition 1.3.10. Soient H et K deux sous-groupes de Sy, p, et S, b, Tespectivement.

Le sous-groupe H * K de Sy, 14,6, +b, €St défini par
HxK={w=hxk|heH etke K},

avec

w(l)...w(a1+as+b+b) = h(1)...h(a1) (a1 +k(1))...
.. (a1 + k(a2)) (a2 + A1 4+ a1))...
..(ag +h(a1+b1)) (a1 + b1 + k(1 +ag))...
...(a1 + b1 + k(a2 + b)).

Exemple 1.3.11. Sih=23154€ S32 etk=126453¢€ So4, alors
h+k=2314576119108¢€ Ss6.

Proposition 1.3.12. (Bergeron, Labelle et Leroux, 1998) Soient X% T% /H et
Xo2Tbs /K deux espéces moléculaires & deuz sortes, o H et K sont des sous-groupes
de Sg, 5, €t Sa,p, Tespectivement. Alors,

xoab1  xaxbe X a1+azbi+b2
H K = H+xK

Le produit cartésien H x K peut étre identifié au groupe H * K gréice & I'isomorphisme
(h,k) = h * k. De 13, nous déduisons le corollaire suivant qui est fondamental pour la

construction du groupe H * K & partir des générateurs de H et K.

Corollaire 1.3.13. Si H et K sont engendrés par les ensembles {h1,ha,..., hp} et

{k1,k2,...,kq} respectivement, alors H x K est engendré par l’ensemble

{hl * IdK, hz *IdK, ceey hp * IdK,IdH *kl,IdH *kz, ¥ ,IdH *kq}.

Finalement, pour le cas pondéré, on suppose dorénavant que le poids de chaque structure

est un mondme unitaire de A. Dans ce cas, on peut écrire toute espéce moléculaire sous
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la forme standard pM ol p est un mondme unitaire dans A = N[[s, ¢, u,---]] et M est
une espéce moléculaire & k sortes. On a alors que toute espéce (& k sortes) A-pondérée

s’écrit sous la forme standard

niyn2 ... Yk
Xl 2" Xk

FW(X17X27"' ’Xk)= Z Z fH(s7t’u7"') H (1'3)

n1,M2, N 20 H_<_Sn1,n2,m Ko
.

ou fr(s,t,u,---) € A.

Exemple 1.3.14. Soit A<y s 'espéce des arborescence sur 4 points ou moins, pondérée
par f(s,t) = s#1(@2(0) 45 (@) est le nombre de noeuds intérieurs (sans la racine)
de l’arborescence o et wa(«x) est le nombre de feuilles de av. Alors, on a la décomposition

moléculaire sutvante de cette espéce (unisorte) pondérée (voir figure 1.15)

A<s; = X+tX24+2XEp + stX3 + P X E3 + st?X2Ey + st?X* 4 s°tX*

= X +tX2+?XEy+ stX3 + 33X E3 + st’X2Ey + (st + %) X4

Remarque. La proposition 1.3.6 n’est pas valide dans le cas pondéré. Par ezemple,

(sX2)-(tE3) = stX?E3 = (tX?)-(sEs3) représentent trois écritures différentes de l’espéce

(st)X2E3 comme produit d’espéces atomiques. Pour avoir l'unicité, il suffit, dans un

premier temps, de se doter d’un ordre sur ’ensemble des espéces moléculaires. Ensuite,
X1 X2 Xk

on place systématiquement tous les poids d gauche de ——2r—k— en conservant [’ordre

d’apparition dans l’expression.

1.4 Extension aux C-especes

11 est possible d’étendre les décompositions moléculaires (1.1) et (1.3) aux cas ou les co-
efficients fy et fy(s,t,u,---) sont, respectivement, des nombres complexes (fi € C) et

des séries formelles en les variables s, t, u, etc. & coefficients complexes (fu(s,t,u,---) €



n=1 N . p=3 \
®
fsty=1 | | flst)=t | | [f(st) =14 f(s,t)=st |
et \

| fim i =¥ fls,t) = stl2 Fle 5 = a® f(s,t) = st

Figure 1.15 Types d’isomorphie de 1’espéce des arborescences sur n < 4 points,

pondérées par f.

Cl[s,t,u,---]]) 1. Ceci donne lieu au concept de C-espéces multisortes pondérées.

Les opérations d’addition, de multiplication, de dérivation et de pointage sont faciles
a étendre & ce contexte par linéarité et bilinéarité. La difficulté se situe au niveau de

Popération de substitution.

Le but de cette section est donc d’expliciter le probléme d’extension de I’opération de
substitution au contexte des C-espéces. Dans un premier temps, nous expliquons com-
ment faire dans le cas des especes & une sorte non-pondérées. Puis, nous nous attaquons
au cas multisorte pondéré. Mentionnons cependant que ce probléme a été résolu simul-

tanément par Yeh et Joyal (voir (Yeh, 1985) et (Joyal, 1985Db)).

1. Plus généralement, C peut étre remplacé par un demi-anneau binomial ou par un A-anneau.

Voir (Yeh, 1985) et (Joyal, 1985a) pour une étude plus poussée du sujet.
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(gn, choix)

(gn, choix)

(gnv, choix)

Figure 1.16 M oG =3 p. s wpP

1.4.1 Extension dans le cas unisorte non-pondéré

Dans un premier temps, essayons d’étendre ['opération de substitution au contexte des
especes & une sorte d’éléments et non-pondérées. On remarque d’abord que pour définir
FoG,ou F =3 yyepmfuM et G =Y yepgnN avec G(0) = g1 = 0, il suffit, par
linéarité, de définir

MoGzMo(Z gNN>

NeM

ol M est une espece moléculaire de degré n (M = %’1)
Regardons d’abord le cas ou les coefficients gy € N sont variables. Posons a priori

MoG = Z wpP.
PeM

Intuitivement, une M o G-structure moléculaire sur [k] appartenant & ’espéce P a la

forme indiqué & la figure 1.16,
olidegN; < ket ) ,degN; = k.

Or, on a gn; choix pour N;. Donc, on a une contribution de []; g, choix pour cette

forme de I’espéce P.

Mais, il y a un nombre fini de fagons d’exprimer une espéce moléculaire P sous la forme
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de la figure 1.16. Donc, en sommant, on trouve que wp est un polyndéme

wp = wp ((QN)NeMsk)
en un nombre fini de variables (gn5) yeus-

Remarque. En fait, nous verrons un peu plus loin que wp est une combinaison linéaire

9N, )

de coefficients binomiauz ( %') a coefficients dans N.

Finalement, dans le cas ou les gn appartiennent au corps C des complexes, on prend le

méme polynéme pour définir M o P.

Bien que ce raisonnement intuitif fournisse une bonne explication de la problématique,
il ne constitue cependant pas une preuve formelle. Afin, de démontrer que 'opération
de substitution est bien définie dans le cas des C-espéces, nous utilisons la méthode de

Yeh, développée dans (Yeh, 1985).

D’abord, si n1,n9,... sont des entiers positifs ou nuls, alors, pour toute espéce F,

F(n1X1 +noXo+.. ) = F(Xl +Xo+.. ) X E(anl +noXo + .. ) (1.4)

Une observation attentive de la figure 1.17, illustrant 1’équation 1.4 dans le cas de

’espéce pondérée & trois sortes F(3X + 5Y + 100Z), permet de s’en convaincre.

Or,

E(n1X1+n2X2+...) = E(anl) E(nng)
= (BX))" - (BE(X2))™ ...
= (B (L4 B ().

ou E4(X;) désigne 1’espece des ensembles non vides de singletons de sorte <.

De plus, par le binéme de Newton, nous avons que
[o.0]

> (}) @

k=0

1+ E+(X))"

Il

nn—-1)---(n—k+1)
k!

(By(X))*

I
WL

a
Il
(=)
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17

Figure 1.17 F(3X + 5Y + 100Z) = F(X + Y + Z) x E(3X + 5Y +1002)

Remarquons que le terme ™= ",;!"_’H'l est un polyndme en la variable n & coefficients

rationnels. Ce résultat nous permet d’écrire

E(niXi+neXa+...)=]] Z(Zj>(E+(Xi))k" = 3 <H (Zj)(E+(Xi))k,->

1 k; k1,k2,...

qui est une combinaison linéaire & coefficient polynomiaux en les variables ni,ng,...

d’espéces moléculaires de la forme de produits de E;(Xj).

Nous pouvons donc écrire ’équation 1.4 comme

FlnXi+mXo+...) = FX1+Xp+...)x > (H (::)(E*'(Xi))k‘)

k1,k2,...
1 WS (;g) (P + Xa + ) x [T(EA (X))
ki1 ko,... N
= ij(nl,nz, - .)Mj(X17X2a ue )
)

olt wj(n1,ng,...) est un polyndme appartenant & Clny, ng, .. .| et ot M;(X1,X2,...) est

une espece moléculaire multisorte.
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Finalement, en numérotant les espéces moléculaires unisortes M; = X, My = X2,

Ms; = E», etc. nous obtenons la représentation suivante de la substitution de C-espéces.

FoG=F (Z niMi) = B (ZniXi)

Xii=M;

qui est une combinaison linéaire & coefficients polynomiaux appartenant & Q[ni, ng, .. ]

PN z . k
d’espéces moléculaires M; = X?

Exemple 1.4.1. Vérifions que la décomposition moléculaire de l'espéce C3(mX) est
bien une combinaison linéaire & coefficients polynomiauz en la variable m d’espéces

moléculaires. En appliquant la méthode de Yeh, nous obtenons que
C3(mX) = C3(X)x E(mX)
= C3(X) x (1+ E4(X)™
o0
- m
= G(X E .
e % Y (1) (E4x)

k=0

., "
— C3 X§<k>(E1+E2+E3+) 1

Or, puisque C3(mX) est une espéce d’ordre 3, la précédente égalité devient

o (0 (3) s ()

(T)C;g x F3 +2<7721)C3 x F1FEs + (?)C;; X Ef

m(m — 1)(m — 2)

C3(mX)

= m(C3 X E3) + m(m == 1)((:3 X XEQ) + 3l (C3 X X3)
= mCs+m(m—1)X3+m(m_§)|(m—2) K3

3 _
= i 3 mX3+m(33

qui est bien une combinaison linéaire & coefficients polynomiauz a coefficients rationnels

en la variable m d’espéces moléculaires.

Mentionnons que cette définition est correcte au sens ou les identités usuelles pour

lopération de substitution, telles que (F-G)o H = (Fo H)-(Go H) et (FoG) =
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(F'oG)-G', sont encore valables en invoquant le principe de prolongement des identités

polynomiales, évoqué dans (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994).

Proposition 1.4.2. (Principe de prolongement des identités polynomiales)

81 Plw1, ;.. ., %m) € Cle1, 23,0 s 0m] & Ql@1,20, ., 2m) € Clor, &3, .05 Tw] oML
tels que, pour tout (n1,ng,...,nm) € N, on ait P(ny,na,...,ny) = Q(n1,n2,...,7m),
alors P=6) dans Clz1,&3,. .. 5%8m)-

Démonstration. Considérons le polynéme D = P — Q. Par hypothese,
D(ny,ng,...,nm) = 0 pour tout (ny,ng,...,nm) € N™. Nous voulons montrer que
D = 0dans C[z1, z2, . . .,Zn]. Pour ce faire, nous procédons par induction sur le nombre

m de variables.

D’abord, si m = 1, alors D(n1) = 0 pour tout n; € N. Le polyndme D € C[z;] possede
donc une infinité de racines. Par conséquent, D est identiquement nul puisque tout

polynéme non nul posséde un nombre fini de racines.

Maintenant, supposons que le résultat est vrai pour m et considérons un polynéme D €

Clz1, 2, . - -, Tm+1] satisfaisant D(nj,na,...,nm+1) = 0 pour tout (n1,n2,...,Nmt+1) €
N™*1, Fixons & présent (ny,7ng,...,ny,) € N™. Etant donné que Clz1, 22, ..., Tmi1] =
Clzx1, 2, - - » Tm][Tm+1), on & que D peut s’écrire sous la forme d’un polynéme
D{t51; 88y~ o s Brg1) =PolBL, By s - o Bin) + DLEL B2, o+ 0 3 B ) i1
2
+ pa(Z1, 22, . . -, Tm)Tm1” + 0

En particulier, le polynéme en la variable z, 41
D(ny,na,...,Tmt+1) =po(n1,Ne, ..., Nm) + p1(N1, N2, - - -y M) Tt 1
+p2(n1, M2, .y e )Tmg1® + -

s’annule pour une infinité de valeurs de la variable z,,1. Il est donc identiquement nul.

Ceci signifie que tous les coefficients p;(ni1, ng, . . . , ny,) sont nuls. Comme (ny, ng, . .., 7y,
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est arbitraire, ’hypothése d’induction nous permet de conclure que chaque p; est iden-
tiquement nul. Par conséquent, D est lui aussi identiquement nul, ce qui prouve le

résultat. o

Remarque. Il eziste une version plus générale de la proposition 1.4.2. Pour plus de

détails, le lecteur est invité & consulter (Bergeron, Labelle et Lerouz, 1994).

Exemple 1.4.3. Vérifions que la relation (F - G)o H = (Fo H) - (G o H), vraie pour

les espéces ordinaires, est toujours valide dans le cas ot F', G et H sont des C-espéces.

D’abord, pour le cas des espéces ordinaires, nous avons que (F-G)o H = Y papP
ot ap est un po'lynéme en un nombre fini des variables fyr, gy et hg. De méme,
(FoH) - (GoH) =) pbpP oubp est un polynéme en un nombre fini des variables
fr, gy et hg. Or, nous savons que [’égalité (F -G)o H = (Fo H)-(Go H) est vraie
lorsque far, g et hg sont des nombres naturels. Par conséquent, on a ap(fum, gn, hg) =
be(far, 9N, hg), pour tout far, gn et hg € N. Done, par le principe de prolongement des

identités polynomiales, ap est identiquement égal a bp. En particulier, ap = bp dans le

cas ou les coefficients sont complezes.

1.4.2 Extension dans le cas multisorte pondéré

Pour clore ce chapitre, nous étendons le concept de C-espéce au cas des espéces mul-
tisortes pondérées. Tout comme dans la section précédente, les opérations d’addition,
de multiplication, de dérivation et de pointage sont faciles & étendre & ce contexte par
linéarité et bilinéarité. Par conséquent, nous montrons comment étendre l’opération
de substitution au contexte des C-espéces multisortes pondérées. Pour ce faire, nous

procédons de fagon analogue & la section 1.4.1.

D’abord, observons ce qui se passe dans le cas unisorte pondéré. Pour deux espéces
(unisortes pondérées) F(X) = > e rg fm(s,t,.. )M et G(X) = > yep9n(s, .. )N,
fm(s,ty.. ), gn(sst,...) € N[[s, t,...]], nous avons que (FoG)(X) = Y pcpqwp(s,t,...)P.

Nous voudrions montrer que wp(s,t,...) € N[s,t,.. ]].
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Premiérement, on considere 1’égalité suivante,
F(U1X1 + v Xo+ .. ) = F(Xl + Xo+.. ) X E(U1X1 + v Xo+.. .), (15)
ouy; = Vi(s,t, o ) € N[[S, T i ]]

Posons, v; = EpeMon n;, i OU p parcourt l'ensemble des mondmes unitaires en les

Shls11 v
De plus, nous avons que

EunXi+wmnXo+.. ) =E(wX;)- E(wXs)-....

Or,siv= ZuGMon nui, alors

EwX) = E (( Z nup) X)
- pwEMon

= HE(nuNX)
b
= [IE@x))™.
m
Mais,
E(pX) = Eo(pX)+ E1(pX) + Ea(pX) + Bs(uX) + -+
= 14+ puX +p2Ea(X) + P Es(X) + - .
Donc,

EwX) = J[Q+pX+uPE(X) + pPE3(X) + - )™
m

[1A + EL(X) + 42 Ea(X) + pPEs(X) +---))™
n

- H (Z (T;:) (LB (X) + p2Ba(X) + pPE3(X) + - )k)
© k>0

est une combinaison linéaire & coefficients dans C[[s, t,...]] de produits d’espéces de la

forme E;(X)™.
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Finalement, en substituant le dernier résultat dans (1.5), nous avons

FinXi+wmXs+...) = F(X1+Xa2+...) x [comb. lin. & coeff. dans C[[s, ,...]]
de prod. d’esp. de la forme E;(X)™"7]
= [comb. lin. & coeff. dans C|[[s,t,.. ]|
d’éléments de la forme | (F(X1 +Xo+...)x H Ei(X)m"’J)
= [comb. lin. & coeff. dans C[[s,t,...]]

d’esp. moléculaires M (X1, Xa,...)].

Par conséquent, si G(X) = >y 9n(s,t,. .. )N, alors (MoG)(X) = M(D> v X;)

est la bonne définition de ’opération de substitution.

Vi:=gNi
Xi:=N;

Exemple 1.4.4. Vérifions que la décomposition moléculaire de ’espéce unisorte pondérée
C3((2s + s%t)X) est bien une combinaison linéaire & coefficients dans C|[s, t]] d’espéces
moléculaires. En appliquant la méthode décrite plus haut, tenant compte du fait que

Cs X M = 0 pour toute espéce moléculaire M concentrée sur une cardinalité différente

de3 et queC3 Xx X3 =2X3, C3 X XE2 = X3 et C3 x F3 = C3, nous obtenons

Cs((2s +s*)X) = C3(X) x E((25 + s°) X)

)
= C3(X) x (B(2sX) - E(s’tX))
= C3(X) x ((B(sX))? - E(s’tX))
= C3(X)x (145X + 2Eo(X) + s*E3(X) +---)?-
(14 8%tX + s*12Eo(X) + s*3E3(X) + --+))
= C3(X) x (- + (s%3 + 25%) E3(X) + (26° + 25* + 253) X Ep(X)
+( X3+ --2)
= (% + 233)63.(X) + (25°82 + 25% + 253) X3 + (251) X3
= (2% + 45t + 26%) X3 + (%3 + 25%)C3(X)

qui est bien une combinaison linéaire & coefficients dans C|[s, t]] d’espéces moléculaires.

En terminant, mentionnons que pour étendre 'opération de substitution au contexte des
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C-espéces multisortes, pondérées ou non, on procede de la méme maniere en utilisant
’équation suivante :

F(ryXy) = F(Xy) X B(yXy),

ou Vinij = v1 X1+ roX1o + .o Xor X+ ... €t Xij = X33+ X9+
oy X+ Xoo+ ...






CHAPITRE II

OPERATEURS DIFFERENTIELS COMBINATOIRES

2.1 Opérateurs D et D"

Dans cette section, nous poursuivons 1’étude de I'opérateur de dérivation D amorcée &
la section 1.1.3. Rappelons que nous y avons défini les notions de dérivation dans le cas
unisorte et multisorte, ’effet de l'opérateur D lors du passage aux séries, ainsi que le
lien combinatoire unissant les opérations de pointage et de dérivation. Les propriétés et
exemples introduits ici permettent une meilleure compréhension des notions présentées

ultérieurement.

2.1.1 Définition

L’application de 'opérateur de dérivation D sur une espéce ' permet d’obtenir DF,
I’espéce dérivée de F. Par conséquent, on peut appliquer & nouveau l'opérateur D sur
celle-ci afin d’obtenir 'espéce DDF, notée D2F. En itérant ce procédé, on obtient, pour

n € N, l'opérateur D™ défini par

F si n=0
DR = (2.1)
DD™1F & n>1

En d’autres termes, une D™ F-structure sur un ensemble fini U est une F-structure sur

'ensemble sous-jacent U U {1, %2, ..., %p}, OU %1, *g,. .., %, €st une suite ordonnée de n
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Figure 2.1 Représentation générale d’une D*F-structure.

points distincts et extérieurs & U. La figure 2.1 donne la représentation générale d’une

D*F-structure.

Exemple 2.1.1. Soient C et L les espéces des cycles et des listes respectivement.Il-est——
démoniré, entre autre dans (Bergeron, Labelle et Lerouz, 1994), que DC = L et que

DL = L2. Par conséquent, on a par définition que
D*e=DDE=DL=1.
De plus, cette égalité combinatoire se refléte lors du passage auz séries. En effet, on a
a* ; 1 d 1 1
—h|—]=— = ;
dz? l-=z de \l-=z (1-1z)?

2.1.2 Propriétés et exemples

L’opérateur de dérivation donne lieu a une foule d’identités et de propriétés combina-

toires. Nous énongons ici les principales.

La premiére proposition est une version combinatoire de la dérivation de somme, de

produit et de substitution de fonctions. Le lecteur est invité & consulter (Sney-Lacasse,
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2007) pour une démonstration de celle-ci. Rappelons que F' et DF' sont deux notations

équivalentes de la dérivée de F.

Proposition 2.1.2. Soient F' et G deuz espéces. Alors, nous avons les égalités combi-
natoires suivantes.

() (F+G))=F+¢&,

i) (F-G))=F -G+ F- -G,

(ili) i G[@]) = @, alors (Fo G) = (F' o G) -G

Exemple 2.1.3. Montrons, par récurrence surn, I’égalité combinatoire DX™ = nX™ 1,

ot X% =1 et n € N. Soit U un ensemble fini. Si n = 1, alors par définition,

DX[U] = X[U + {x}] =

)

{U+{*}} si U+ {+} =1
1%

sinon

qui est équivalent a

{3 s Wi=0

%] sinon

DX[U] = X[U + {+}] =

On a clairement que DX est isomorphe & 1 = X°. Maintenant, supposons que DX™ =
nX™ 1 pour un certain n > 1 et montrons que DX™! = (n+1)X"™. Par la proposition
2.1.2 (ii), on a que
DX™ = (X".X)

= DX"- X+X"-DX

= pX1l. X+X"1

= nX"+ X"

= (n+1)X"

d’ot1 le résultat.

Exemple 2.1.4. Montrons, & partir de la proposition 2.1.2, que l’égalité combinatoire

D(E(G)-F) = E(G)-(F'+G'-F) est vraie pour toute espéce F et G telle que G[@] = @.
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Figure 2.2 (FxG) =F' x &

On a
D(E(G)-F) = E(G@)-F+E(G) F

= E'G)-G-F+EQG) F
= E(G) G -F+EG)-F'
= E(G)(G-F+F).

d’ou le résultat.

Remarque. On a pour le produit cartésien (F x G) # F' x G+ F x G’ en général.
Par ezemple, en prenant F = G = E, on a (F xG) = (E x E) = E' = E, mais
FIxG+FxG@=ExE+ExE =EXE+FExE=EFE+EFE =2E. Cependant, la
formule suivante est vraie

(Fr@)=Fx@G

comme le démontre la figure 2.2.

Rappelons que pour toute espéce F', nous avons 1’égalité combinatoire F* = X - F’ (voir
figure 1.1.3). En utilisant cette relation en conjonction avec la proposition 2.1.2, nous

obtenons la proposition suivante donnant les régles de calcul de ’opération de pointage.

Proposition 2.1.5. Soient F' et G deuz espéces. Alors, nous avons les égalités combi-

natoires suivantes.

i) (F+G)>*=F"+G",
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(i) (F-G)*=F*-G+F-G",

(iii) 8i G[@] =@, alors (Fo G)* = (F' o G) - G".

Démonstration.
(1)
(F+G)* = X(F+G)
= X(F'+)
= X . F+X.-&
= F*'+G°,
(i)
(F-G)* = X(F-GY
= X(FF-G+F-@)
= X-FF.-G+X -F-@&
= X-FF.G+X -G -F
= F*-G+F-G°,
(iii)
(FoG)* = X(FoG)
= X(FoG) -G
= (FFoG)-X-G&
= (Flo@G)-G".

Pour deux espéces F' et G, il est possible de définir une forme combinatoire bilinaire
< F,G > représentant ’ensemble des types de F' x G-structures. Cette forme bilinéaire

est définie par

<F,G >= F(X) XG(X)IX:=1. (2.2)
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Figure 2.3 Représentation générale d’une < F, G >-structure.

En fait, une < F,G >-structure est une F' x G-structure sur laquelle on a oublié la

nature des éléments. La figure 2.3 représente une < F, G >-structure typique.

Remarque. Si on veut vwir < F,G > comme une espéce, il faut, pour tout ensemble

fini U, qu’il y ait un nombre fini de < F, G >-structures.sur U.

Nous n’énoncerons pas ici toute les propriétés de cette forme bilinéaire. Le lecteur est
invité & consulter (Sney-Lacasse, 2007) pour une étude plus détaillée du sujet. Mention-

nons toutefois la propriété suivante :

< DF,G>=<F,X-G>.

K

Par analogie avec 1’algebre linéaire, on dira que ’opérateur D, de dérivation est adjoint
J

a gauche de Popérateur X, de multiplication par X.

Afin de terminer cette section, nous énongons une proposition qui peut étre utilisée
comme nouvelle définition de I'opérateur D. Celle-ci prend un tout autre sens lorsqu’on

définit la notion d’opérateur différentiel combinatoire généralisé.

Proposition 2.1.6. Soit F(X) une espéce de structure. Alors, la dérivée de F' peut

étre exprimée par

DF(X) = (E(X)-T) x F(X 4+ T)lr.=1,
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ot T est une sorte auziliaire. De fagon équivalente, on a que

DF(X) =T Xp F(X + T)IT:=1-

De la proposition 2.1.6, on déduit le corollaire suivant.
Corollaire 2.1.7. Soit F(X) une espéce. Alors,

D"F(X) = T" xg F(X 4+ T)|r.=1.

Démonstration. Procédons par récurrence sur n. Sin = 0 alors
D°F(X) =T° xp F(X + T)|r=1 = 1 X7 F(X + T)|r.=1 = F(X).

Supposons maintenant la propriété vraie pour n et montrons que ceci implique qu’elle

est aussi vraie pour n + 1. Par définition,
D" F(X) = DD"F(X) = D(T" x1r F(X + T)|r.=1)-

Or, D(T" x7 F(X +T)|7:=1) = T*"! x¢ F(X + T)|r.=1 (une observation attentive de

la figure 2.4 permet de s’en convaincre). On a donc le résultat souhaité. &

2.2 Opérateur G(D)

La section précédente donnait un sens combinatoire & une liste d’opérateurs D en
définissant, pour toute espece F', 'espece D" F'. Ici, nous répondons & la question plus
générale suivante : quel sens peut-on donner & un arrangement quelconque d’opérateurs
D? La figure 2.5 illustre ce probléme pour un arrangement circulaire d’opérateurs

différentiels.

Joyal a répondu & cette question dans (Joyal, 1986) en introduisant un nouvel opérateur
différentiel, défini pour toute espéce unisorte G(X), appelé opérateur différentiel pur.

On le note G(D).
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Figure 2.4 D(Tn X F(X + T)sz:l) = PR X F(X + T)IT:=1-

D/ : \D

D D

Figure 2.5 Arra.ngement circulaire de cinq opérateurs différentiels D.
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Apreés avoir défini ce type d’opérateur et donné les séries génératrices associées, nous don-
nons quelques propriétés et exemples utiles & la compréhension des opérateurs différentiels

plus généraux introduits & la section suivante.

2.2.1 Définitions
Avant d’énoncer la définition principale de cette section, nous rappelons la notion
d’espéce polynomiale.

Définition 2.2.1. Soit G(X) une espéce se décomposant canoniquement comme

G(X) =) Gn.

n>0
On dit que G(X) est polynomiale en X (ou finitaire en X ) si 3N > 0 tel que G, =0
pour tout n > N. En d’autres termes, AN > 0 tel que G[U] = & pour tout ensemble fini

U de cardinalité plus grande ou égale & N.

Exemple 2.2.2. C(X) n’est pas polynomiale en X. En effet, il n’eziste pas de n > 0
tel que C, = 0.

Nous sommes maintenant préts a introduire la notion d’opérateur différentiel pur.

Définition 2.2.3. Soit G(X) une espéce. On définit l'opérateur différentiel pur
G(D) en posant, pour toute espéce F'(X),

G(D)F(X) = (E(X) - G(T)) x F(X + T)lrims
ou, de maniére équivalente,
G(D)F(X) = G(T) x7 F(X + T)lr:m1.

Le lecteur désirant obtenir plus de détails sur ’équivalence de ces deuz définitions est

invité ¢ consulter (Sney-Lacasse, 2007).

Remarque.

— La définition 2.2.3 est analogue a la proposition 2.1.6.
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Figure 2.6 Représentation générale d'une C7(D)F(X)-structure.

~ Pourque ladéfinition 2.2.37ait du sens, il doit y avoir un nombre fini de G(D)F(X)-
structures sur tout ensemble fini sous-jacent. Par contre, si G(X) est polynomiale (en

X ), alors G(D)F(X) est toujours définie.

La figure 2.6 illustre une C7(D)F(X)-structure typique. Mentionnons que, C7(X) étant
polynomiale, C7(D)F(X) est définie pour toute espéce F(X).

Exemple 2.2.4. Posons G = Ly,. On a alors, pour toute espéce F(X), que L,(D)F(X) =
D"F(X). En effet, puisque L, = X", on peut montrer par le corollaire 2.1.7 que

Lo(D)F(X) = Ln(T) 1 F(X +T)|r:=1
= TR F(X +T)|T;=1
= DPF(X).
Remarquons que ce résultat montre que Uopérateur D™ s’interpréte combinatoirement

comme l’application d’une liste de n opérateurs différentiels D & une espéce quelconque

F(X).
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2.2.2 Séries associées

Nous n’étudions ici que la série indicatrice des cycles de G(D)F(X), les séries génératrices
et génératrices des types d’isoniorphie étant obtenues a partir de la proposition suivante,
généralisant la proposition 1.1.9. La démonstration est analogue a celle de la proposition
1.1.9.
Proposition 2.2.5. Pour toute espéce 4 n sortes F(X1,Xs,...,Xn), on a

(1) Flgy; @ e g ) = e (B 0 Dy o v 025 0500 1 o 5§ 0,05 50 88

(1) P, 85, < s ) = g, 5, 83 - .o 108, T &, - e | By T By o).

Le théoréme suivant décrit comment obtenir la série indicatrice des cycles de G(D)F(X).

Sa démonstration est conséquence de la proposition 2.3.5 plus bas.
Théoréme 2.2.6. Soient deus espéces F(X) et G(X). Alors, la série indicatrice des
cycles de G(D)F(X) est donnée par
0 0 0
Zg(D)F(X)(IIJ]_,.’L'z, vy ) = ZG(X) (a—zl, 25$—2, 3—8?3, .. > ZF(X)($1,$2, .. )
Exemple 2.2.7,

1. Posons G(X) = X et vérifions que Zg(pyr(x) = Zpr(x)- En effet, puisque
Zxlei, 25y...) =21, 04
Zeoypx)(T1,Z2,...) = Zx (-32—1,23—2—2, = ) Zrx) (1,22, .. .)
= aileF(X)(xlaw% Gah

= Zprx)(z1, 22, .. .)-

2. Posons G(X) = C4(X), alors

1 (o6 d? 9
ZC4(D)F(X) (w1, %9 -..) = i\ 54 ot 48_.'D% + 80_:1:4 ZF(X)(:z:l, |

puisque Ze,(x)(T1, T2, -..) = %(z‘{‘ + 2% + 214).
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2.2.3 Propriétés et exemples

Nous terminons cette section en énongant quelques propriétés des opérateurs différentiels
purs. La premiére proposition donne des relations facilitant le calcul de tels opérateurs.
Proposition 2.2.8. Soient F'(X), G(X) et H(X) des espéces et a € N. On a alors
(i) (@G)(D)F(X) = a(G(D)F(X)) = G(D)(aF)(X), |
(i) (G+ H)(D)F

(X) =
(iil) G(D)(F + H)(X) = G(D)F(X) + G(D)H(X),
(X)

G(D)F(X) + H(D)F(X),

(iv) G(D)(H(D)F(X)) = (G H)(D)F(X),
(v) < GID)F(X),H(X) >=< F(X),G(X)H(X) >.

Démonstration. (i), (ii) et (iii) sont immédiats par définition et par les propriétés du

produit cartésien. (iv) et (v) sont démontrées dans (Sney-Lacasse, 2007). -

Remarque. La proposition 2.2.8 (iv) explicite la maniere d’effectuer la composition

d’opérateurs-différentiels-purs. Il s’agit de considérer ’'opérateur obtenu par Ie produit

des deux espéces associées aux opérateurs que ’on souhaite composer.
p

En posant G = F dans la définition 2.2.3, on obtient un cas particulier d’opérateur

différentiel appelé opérateur de translation. On peut alors montrer que

E(D)F(X) = F(X +1). (2.3)

Plus généralement, on a que
E"D)F(X)=F(X +n). (2.4)
Remarquons cependant que pour que (2.3) et (2.4) soient vraies, 'espece F(X) doit

étre polynomiale. D’autres relations peuvent également étre obtenues en considérant
polyn

l'opérateur Eo(D). Notamment, on a que

E3(D)(F - G) = (E3(D)F)G + F'G' + FEy(D)G
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et
E2(D)(E o F) = (E o F) . (Ez(D)F-I—Ez(FI)).

Finalement, en considérant 1’espéce B des arborescences binaires, nous obtenons 1’opéra-
teur différentiel pur B(D) appelé dérivée Catalan. Il est possible d’établir de fagon
simple une relation permettant de résoudre des équat.ions différentielles de la forme
B(D)F(X) = G(X). En effet, en résolvant 1'équation quadratique bien connue B =
1+ TB? (voir (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994)), on obtient la relation d’équivalence
suivante :

B(D)F(X) = G(X) <= F(X) = (1 - DB(D))G(X). (2.5)

Il est aussi possible de généraliser (2.5) en considérant n’importe quelle espece B(T)
ayant un terme constant égal & 1. L’équation (2.5) prend alors la forme

B(D)F(X) = G(X) © F(X) = ﬁa()() (2.6)

ot gy = By = Tkeo(—LDFBL(D))E.
2.3 Opérateur Q(X, D)

Nous continuons dans cette section 1’étude des opérateurs différentiels combinatoires
amorcée aux sections 2.1 et 2.2. Nous considérons ici une classe d’opérateurs différentiels
encore plus généraux que ceux introduits précédemment. En procédant de maniére ana-
logue au deux sections précédentes, nous nous posons désormais la question suivante :
quel sens peut-on donner a un arrangement quelconque d’opérateurs D et de X 7 La

figure 2.7 illustre ce probléme pour un arr.angement circulaire de D et de X.

Labelle et Lamathe ont répondu & cette question dans (Labelle et Lamathe, 2009)
en introduisant une nouvelle classe d’opérateurs différentiels, définis pour toute espece
3 deux sortes d’éléments Q(X,T'), généralisant les opérateurs différentiels purs. Ces
opérateurs sont appelés opérateurs différentiels combinatoires généralisés et sont notés

Q(X, D).
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Figure 2.7 Arrangement circulaire de quatre X et de trois opérateurs différentiels D.

Apres avoir défini ces opérateurs ainsi que leurs séries génératrices, nous nous attardons &
I’étude de la composition de tels opérateurs. Ensuite, nous fournissons quelques résultats

remarquables concernant cette nouvelle classe d’opérateurs différentiels.
2.3.1

Avant de donner la définition principale de cette section, nous établissons la notion

d’espéce finitaire en une sorte 7.

Définition 2.3.1. Soit Q(X,T) une espéce & deuz sortes. On dit que QU X, T) est fini-
taire en T si, pour tout ensemble fini U de points de sorte X, il n’y a pas de Q-structure

sur le multiensemble (U, V) pour tout ensemble fini assez grand V de points de sorte T.

Exemple 2.3.2. L’espéce A(X,T) des arborescences dont les noeuds sont des points
de sorte X et les feuilles des points de sorte T n’est pas finitaire en T'. En effet, pour
toute arborescence ayant seulement un noeud (la racine), il peut y avoir une infinité de
feuilles possibles (voir figure 2.8). Donc, pour un ensemble fini U tel que |U| = 1, il

eziste au moins une A-structure sur (U, V) pour tout ensemble V tel que |[V| > 1.

Cependant, lespéce G(X,T) des graphes simples dont les sommets sont de sorte X et

les arétes de sorte T' est finitaire en T puisqu’il y a (72‘) arétes possibles sur un ensemble
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Figure 2.8 A(X,T)-structure sur (U, V) telle que |U| =1et |V| > N pour N > 1.

de n sommets.

Nous sommes maintenant préts & décrire une des notions fondamentales de ce mémoire,

soit celle d’opérateur différentiel combinatoire généralisé.

Définition 2.3.3. (Opérateur différentiel combinatoire généralisé) Soient Q(X,T) et
F(X) deux espéces ¢ deuz et une sortes d’éléments respectivement. Si QU X,T) est fi-
nitaire en T ou st F(X) est polynomiale en X, on définit Uespéce Q(X, D)F(X), cor-
respondant & Uapplication de l'opérateur différentiel combinatoire généralisé QU(X, D) a
F(X), par

UX,D)F(X) =UX,T) X F(X +T)|r.=1.

Remarque. En posant (X, T) = Q(T) dans la définition 2.3.3, on obtient la définition
d’opérateur différentiel pur. Les opérateurs différentiels combinatoires généralisés sont

donc bien une généralisation des opérateurs différentiels purs.

La figure 2.9 illustre une Q(X, D)F(X)-structure typique.

Exemple 2.3.4.
1. Bn posant Q(X,T) =T, on obtient l'opérateur D de dérivation usuel.

2. L’espéce A(X,D)C5(X) est définie puisque Cs5(X) est une espéce polynomiale en X .
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Figure 2.9 Représentation générale d’une Q(X, D)F(X)-structure.

Par contre, A(X, D)C(X) n’est pas définie puisque A(X,T) n’est pas finitaire en T

et C n'est pas polynomiale en X.

Remarque. A partir de maintenant, nous supposons que les conditions de finitude et

de polynomialité sont toujours satisfaites afin d’alléger le tezte.

2.3.2 Séries associées

De maniére analogue & la section 2.2.2, nous étudions ici la série indicatrice des cycles
associée & Q(X, D)F(X), les autres séries étant obtenues & partir de la proposition 2.2.5.

La démonstration de la proposition suivante est donnée dans (Sney-Lacasse, 2007).

Proposition 2.3.5. Soient Q(X,T) et F(X) deuz espéces & deuz et une sortes d’éléments
respectivement. Alors, la’ série indicatrice des cycles de Q(X,D)F(X) = G(X) est

donnée par

o} i} o
Ze(21: 03y -) = 2 (:1:1,:1:2, 1ol ?371«‘;’2-3_-’15—2’33—%’ ” ) B, W, )
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Des propositions 2.3.5 et 2.2.5, on tire le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.6. Soit X, D)F(X) = G(X). Alors, les séries génératrice et généra-

trice des types d’isomorphie sont données par

a \"/( g \"2
0 G(w)=>:m,n2,...wm,nz,..«z,o,o,...>[(WI) ()" 5 | .0,0,..,

nilnal...

[yt 10 i)

nilnal...

=~ e I =— nz...
@G@=zmmywmuﬁ@%»V%)@m %

0U Wny ng,...(T1, T2, Z3,...) sont définis par

n1 n2
tl ,t2 ¢ o

17n 12720, . .

ZQ(X,T) (:1)1, To,T3,...;01,02,13,.. ) = Z wnl,nz,_,,(zl, T9,T3,.. )
ni,ng,...20

2.3.3 (-composition

Nous tournons maintenant notre attention vers la notion de composition d’opérateurs
différentiels généralisés. Rappelons que la proposition 2.2.8 (iv) explicitait comment ef-
fectuer la composition d’opérateurs différentiels purs; il s’agissait simplement de considé-
rer I’opérateur associé au produit des espéces associées aux opérateurs devant étre com-
posée. La question se pose alors : existe-t-il, pour Q1(X,T), Q2(X,T) et F(X) données,

une espéce Q3(X,T) telle qu’on ait

Q3(X, D)F(X) = (X, D)[(X, D)F(X)]?
Labelle et Lamathe ont répondu & cette question dans (Labelle et Lamathe, 2009) en
introduisant une nouvelle opération appelée ®-composition.

Définition 2.3.7. Soient Q1(X,T) et Q2(X,T) deux espéces a deux sortes d’éléments.
On définit la ©-composition de Q; (X, T') avec Q2(X, T), notée 01 (X, T)000(X,T) =
Q3()( ’ T); par

Q3(X, T) = QQ(X,T + T()) Xy Ql(X + T07T)|To:=l

ou Ty est une sorte auxiliaire.
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La proposition suivante, démontrée entre autre dans (Labelle et Lamathe, 2009), montre
que l'opérateur différentiel associé & Q;(X,T) ® Q2(X,T) correspond exactement a la

composition de Q;(X, D) par Q2(X, D).

Proposition 2.3.8. Soit Q2(X,T) © (X, T) = Q3(X,T). Alors on a, pour toute
espéce F(X), que

La proposition 2.3.8 répond donc & la question posée précédemment.

Le calcul de la série indicatrice des cycles de Qo (X, T) ©Q; (X, T') est effectué en utilisant

le résultat suivant, démontré dans (Labelle et Lamathe, 2009).

Théoréme 2.3.9. Soient Q1(X,T) et Qo(X,T) deux espéces a deuz sortes. Alors, la
série indicatrice des cycles de Qa(X,T) © Q1 (X, T) est donnée par

s ()" ()" ) ()" (o) 2

171p 127251 |

n1,n2,me.
Exemple 2.3.10. En utilisant le théoréme 2.3.9, calculons la série indicatrice des cycles
de Eo(XT) ® XG3(T) ot G3(T') est lespéce des graphes simples sur 3 points. Nous
savons que Zx = x1, Zpyx) = 5(22 + x2) et Zgyx) = 3(2a% + 3z132 + 33). Alnsi,
ZEy(XT) = %((.7;1151)2 +$2t2).et ZxGy(T) = 2—;*(21&? + 3t1te +t3). En utilisant le Sdoreme

2.3.9, on trouve que les seules valeurs de ni,ng, . .. qui fournissent une contribution non

g\ 1. 8"
() (235) - 2o

sontn; <2, np<1et0=mn3=mn4=.... De fagcon semblable, les seules valeurs de

nulle de

n1,ng, ... qui fournissent une contribution non nulle de

a ni a n2
(8—$1> (28—$2) e ZXg3(T)

sontny <1 et =mng=n3 =mng =.... Ainsi, les seuls termes qui contribuent au

calcul de Zp,(xT)oxG5(T) S0nt ceus qui correspondent aut indices satisfaisant ny <1 et
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D=1y = g = A == ., o5 est-t-dive (G, g, 100 .) = (00,0, ... @f (y, Bg .. =

(1,0,0,...). On a donc

Zeyxmoxcr) = 3((@1t1)?+zats) - 221(2t3 + 3tyty + t3)
+  1(2x2t1) - 2(2t3 + Bt1ty + t3)
= 2235 + 233ty + Jadtits + Fmimatty + mmotitd

+ %xl.’rztzt;; + %x%t‘f + 2x%t%t2 + %x%tlts.

Il serait beaucoup plus long de calculer d’abord Eo(XT)®©XG3(T') et d’en déduire ensuite

la valeur de la série indicatrice des cycles.

2.3.4 Propriétés et exemples

Nous terminons cette section en énoncant brieévement certains concepts liés aux opérateurs
différentiels combinatoires généraux. Le lecteur intéressé trouvera une étude plus détaillée

dans (Sney-Lacasse, 2007).

Rappelons d’abord que nous avons introduit a la section 2.2.2 une forme bilinéaire
< F,G > telle que la propriété < DF, G >=< F, XG > soit vérifiée pour toutes espéces
F et G. De plus, la proposition 2.2.8 (v) donnait une généralisation de cette derniére
dans le cas des opérateurs différentiels purs. Cette propriété de la forme bilinéaire se
généralise aussi aux opérateurs différentiels combinatoires généraux de la fagon suivante :
pour toute espéce & deux sortes (X, T) e't toutes especes & une sorte FI(X) et G(X),
on a

<QX,D)F(X),G(X) >=< F(X),D, X)G(X) > .

Maintenant, nous rappelons la définition ainsi que quelques propriétés de 'opérateur
adjoint de Q(X, D). En effet, I’ opérateur adjoint d’un opérateur différentiel Q(X, D) est
I'opérateur (Q(X, D))* = Q*(X, D) défini par

Q*(X, D) == (D, X).

'On peut alors montrer que si 21(X, D) et Q22(X, D) sont deux opérateurs différentiels

combinatoires généraux, alors
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Figure 2.10 Représentation générale d’'une A(X D)F(X)-structure.

(Q2(X,D) (X, D)) = Qi(X,D)® 04X, D)
Q4(D, X) © Q2(D,X).

On dit qu’un opérateur est auto-adjoint si Q*(X, D) = Q(X, D). De fagon équivalente,
on dit que I’espece Q(X, T') est symétrigue si UX,T) = Q(T, X).

Un cas particulier intéressant d’opérateur différentiel auto-adjoint est celui de A-pointage.
Ce type d’opérateur fournit une généralisation de I’opérateur de pointage ordinaire intro-
duit & la section 1.1.3. L’opérateur de A-pointage est défini, pour toute espéce unisorte
A(T), par A(XD). En fait, il s’agit de I'opérateur associé & 'espéce A(XT). La figure
2.10 illustre une A(X D)F(X )-structure typique.

Remarquons qu'en posant A(T) = T, on obtient 'opérateur A(XD) = XD. Nous
avions déja remarqué la relation F'* = X F'. Par conséquent, le A-pointage est bien une

généralisation du pointage ordinaire.

En terminant, considérons ’espéce Fy = E — 1 des ensembles non vides. On définit
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alors l'opérateur de différence finie A par
A =E, (D).

Rappelons que nous avions défini, & la section 2.2.3, 'opérateur de translation E(D)
ayant la propriété E(D)F(X) = F(X + 1) pour toute espéce F. De 14, il est facile de

voir que l’on a, pour toute espéce F(X),

AF(X) = E4(D)F(X)






CHAPITRE III

OPERATEURS DIFFERENTIELS COMBINATOIRES MOLECULAIRES ET
ATOMIQUES

3.1 Calculs sur les opérateurs différentiels combinatoires moléculaires

Cette section est consacrée & ’étude d’une classe d’opérateurs différentiels combinatoires
particuliers, soit les opérateurs différentiels combinatoires moléculaires. Tout comme
dans le cas des espéces moléculaires, ces opérateurs différentiels moléculaires sont consti-
tués d’opérateurs atomiques. Aprés avoir défini les notions d’opérateurs différentiels
combinatoires moléculaires et atomiques, nous présentons un théoreme, dii 4 Labelle
et Lamathe, permettant le calcul de ’espéce obtenue par ’application d’un opérateur

moléculaire sur une espéce moléculaire.

Les notions d’espéces moléculaires et atomiques peuvent étre étendues aux opérateurs
différentiels combinatoires. En effet, on dit que Popérateur Q(X, D) est moléculaire
(resp. atomique) si et seulement si I'espéce (X, T') est moléculaire (resp. atomique). Il
est donc clair que tout opérateur moléculaire est isomorphe & un opérateur X™D"/H

ol H est un sous-groupe de Sp, 5.

Nous avons vu & la section 1.3 que toute espéce ordinaire & une sorte F(X) peut étre
écrite, de fagon unique & isomorphisme prés, comme une combinaison linéaire (possible-

ment infinie) d’espéces moléculaires 3 une sorte,
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FX) =Y fugr,
Hn

ou H parcourt un systéme de représentants des classes de conjugaison des sous-groupes
de Sp, et ou fg € N est le nombre de sous-especes de F' isomorphes & X"/H. De
la méme fagon, toute espéce a deux sortes (X, T) peut étre écrite, de fagon unique
a isomorphisme prés, comme une combinaison linéaire (possiblement infinie) d’espéces

moléculaires & deux sortes,

Xk
UX,T)= ) wg R

K,mk

ou K parcourt un systéme de représentants des classes de conjugaison des sous-groupes
de Sy k, et ol wi € N est le nombre de sous-especes de 2 isomorphes & X . Par

conséquent, pour évaluer Q(X, D)F(X), il est suffisant de connaitre le résultat de

Xmpk xn
K H'

(3.1)

Labelle et Lamathe ont énoncé dans (Labelle et Lamathe, 2009) un théoréme fonda-
mental permettant le calcul effectif de (3.1). Cependant, leur article contenait seulement
une esquisse de la preu\;e. Etant donné I'importance de ce résultat pour ce mémoire,
nous énongons maintenant une définition et un lemme permettant de donner une preuve

détaillée du théoréme.

Définition 3.1.1. Soient A, B et C des groupes finis et soient wgq : A — C et
wp : B — C des homomorphismes de groupes. Le produit fibré (pullback en anglais,
voir (Awodey, 2006)) de A par B sur C est le sous-groupe de A x B, noté A x¢ B,
défini par

AxcB={(a,b) € AXx B|wa(a) =wg(b)}.

Le lemme suivant montre que, pour calculer le développement moléculaire de toute
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espece F, il suffit de considérer le stabilisateur de chaque élément de ’ensemble des

représentants des F-structures & isomorphisme pres.

Lemme 3.1.2. (Développement moléculaire de F(X,T) (Bergeron, Labelle et Leroux,

1998)) Soit F(X,T) une espéce d deuz sortes d’éléments. Le développement moléculaire

" de F(X,T) est le suivant :

Xmm
FGT)= ¥ >, Stab() [

m,n>0 \ s (S F[m,n]/Sm,n

ot s € F[m,n]/Smn signifie que s parcourt un ensemble de représentants des structures
sur [m,n] 4 isomorphisme preés.
Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat priﬁcipa.l de cette section.

Théoréme 3.1.3. (Labelle et Lamathe, 2009) Pour tout sous-groupe H < Sp, K <

Smjks A < Sak et B < Sy, nous avons

o AEDR RN  Eeps G N
(1) I PR © e 7 XT [ H) |T:=1:

X'n-—ka

1t LRI
(i) L = S Y € s a\Su/H eHw- TS

oy XOTk xérk ) e i
(iii) B T e — E‘rg (m2A)\Sk/(m2B) Axs, BT’

Xa

O [XZTk]T:=1 Y
0t w € Sp_kk\Sn/H signifie que w parcourt un systéme de représentants des classes
bilatérales HioHjz, 0 € Sp; miG = {9i € S, | (91,92) € G}, G £ Spynp; B™ =
(Id,7)B(1d, ') ; A xg, B est le produit fibré (pullback) de A par B sur S.

Démonstration.
(i) Immédiat par la définition 2.3.3.

(ii) Soit H < S,. Alors, une X"/H-structure wH sur [n], ol w € Sp, peut étre

vue comme une (X + T)"/H-structure sur n — k éléments, 1,2,...,n — k, in-
terprétés comme étant de sorte X et k éléments, n — k + 1,...,n, interprétés

comme étant de sorte T. Sous cette interprétation, deux telles structures wH et
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w'H sont isomorphes ssi 3o € Sy x telle que owH = w’ H. De fagon équivalente,
o € Sp—kx et Ih € H tels que w' € owH. En d’autres termes, w et w’ ap-
partiennent & la méme classe bilatérale dans Sy,_ix\Sn/H. Par le lemme 3.1.2,
la somme doit étre faite sur w € Sp_kx\Sn/H. Nous concluons en notant que
Stab(wH) = {0 € Sp—k | owH = H} = Sp_x NwHw™L.

(iii) Soient A < S, et B < Sy k. Les X°T*/A xr XPT*/B-structures sont de la forme
((a1,71)A4, (az, 2)B).

Il y a une action de S p k sur ces structures : pour (81, B2, i) € Sap ks

(,Bla Bo, #)((041,7'1)14, (012, 7-2)B) = ((ﬁl’ u)(al, Tl)Aa (ﬁ% N)(a2>7'2)B)
= ((Bra1, um1)A, (B2az, um2)B).
Alors, ((a1,71)A4, (ag,7)B) = (o1, a2, 71)(4, (Id, 77 17)B). Cela signifie que
((01,71)A, (a2, 2)B) ~ (A, (Id, 7)B). De plus,
(A7 (Ida TI)B) i (al, a2, w) (A> (Id’ T)B)
<~ A= ={e {rH™
< (o1,w) € A et (ag, ()" lwr) € B
Alors, w € mp(A) et w € T'me(B)7~ . Réciproquement, s'il existe w € ma(A) N
T'ma(B)T 71, alors il existe « et B tels que (a,w) € A et (8, (') 'wr) € B, d’ou
(a, B,w)(A4, (Id,7)B) = ((o,w) A4, (B,wr)B) = (4, (Id,7") B).
Finalement, comme 7’ = wrw’ avec w’ € ma(B), on a que

7r2(A)'r'7r2(B) = 7r2(A)T7r2(B).

Donc, 7 et 7' appartiennent & la méme classe bilatérale (mpA)\Sk/(m2B). Par
conséquent, en vertu du lemme 3.1.2, la somme doit étre effectuée sur
7 € (maA)\Sk/(m2B). Finalement, le stabilisateur Stab((A, (Id,7)B)) d’une struc-

ture est donné par I’ensemble

{(o1,09,w) € Sapk | (01,02,w)(A,(Id, 7)B) = (4, (d,7)B)}
= {(01,02,w) € Sapx | (01,w) € A and (02,w) € (1d, 7)B(1d, 7 ")}
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qui est canoniquement isomorphe au groupe
{((ol,wl), (02,602)) € Ax B” | wy = w2} =4 X Sy, BT,

(iv) Soit s une XoT*/A-structure, oii A = Stab(s). Soit s la [X*T*/A],._,-structure
associée & s, obtenue en désétiquetant tout ses éléments de sorte T'. Alors, Stab(s;) =

{01 €S, | Jog € Sk, (01,02)8 = s} = {0’1 €S, l Joe A, mo= 01} = m A.

Remarque. XTT X — =4 #lg-=%k

Exemple 3.1.4. Vérifions, d Uaide du théoréme 3.1.3, I’égalité combinatoire 2b ol —
2X. Méme si cet ezemple semble trivial, il donne tout de méme une bonne indication
de la fagon dont le théoréme 3.1.3 s’applique pour le calcul de dérivées combinatoires

généralisées.

Rappelons d’abord que opérateur différentiel ordinaire D est l'opérateur différentiel
combinatoire généralisé associé a l’espéce QU X, T) = %?1 =T. De plus, on a X = ‘§11

etX —L2—W

Par 3.1.3 (i), on a

0 X0D X2 _[XOT (X +T)?
DX =Ty - [ @ T me) } e
De 13, on calcule par 3.1.3 (ii) que
X+T)? & X2-kTk
(1 2) X%w € 8 k,k\S2/{(1)(2)) <(1) (2)>w_1 & S2_k"k . (3.3)

Or,

So—kk\S2/((1)(2)) = {S2—kko((1)(2)) | o € S2}
= {821k (1)(2){(1)(2)), Sa—r,k(1 2){(1)(2))}-
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Donc, pour k =0, on a

S20\82/{(1)(2)) = {S20(1)(2)((1)(2)), S20(1)(2)((1 2))}
= {(1@),(12)}{(12),1)(2)}}
= {{(DA),(12)}} ={%},

et par conséquent w € S50\S2/((1)(2)) = w € {(1)(2)}.
De la méme fagon, on trouve pour k = 1 que
S1,1\82/((1)(2)) = {(1)(@)}, {1 2)}},
et par conséquent w € S51,1\52/((1)(2)) = w € {(1)(2), (1 2)}-
Finalement, on a pour k = 2 que w € Sp,2\S2/((1)(2)) = w € {(1)(2)}.

En remplagant dans (3.3), on obtient

(X+T? _ X270 e ZE S, - X! \
— @ 0] (@) NS (L 2(Q)E)T2)NS11)/
X072
+(«nm»m&3)
X270 XiT! X072
= +2 +

(DE@) (W) (DE)

Maintenant, par 3.1.3 (iii), I’équation (3.2) devient

XOT' (X +T)? _[x°m! X270 Xt X072
@y T {OO) ]T=1 . [((1)) o (((1)(2» eyt ((1)(2)>)L:=1
xort  xt

= P+2<«D>XT«DQ»>+@T:1

X171
[ ("'é(Wz((l)))\zS;/(Wz((l)(z))) (D) x5, (1)(2)) )]

T:=1

Par définition, 72((1)) = {g2 € S1 | (91,92) € Soq = ((1))} = {(1)}. De méme,
m2((1)(2)) = {(1)}. Done, 7 € (ma((1)))\S1/(m2((1)(2))) = {{(1)}}. Par conséquent,

la somme de (3.4) doit &tre effectuée sur 7 € {(1)}.
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Ensuite, ((1)(2))” = (Id,7){(1)(2))(Id, 7~*) = {((1), (1))}. Puis, (1)) x5, (()(2))" =
{((D), (M} = {D2)} = (1))

Finalement, on a

DXx? =

It
O
>

Exemple 3.1.5. Calculons, & laide du théoréme 3.1.3, le résultat de E2(X D)Cy(X).

Rappelons d’abord que C4(X) = m—z&g—m et que Eo(XT) = Rl_}gzﬂ%ﬁ'

Par3.1.3 (i), on a

x> xt [ X (X +T)*
BP0 = (g e 250 ~ (6 (1388 s
De 14, on calcule par 3.1.3 (ii) que
(B 3 b S
(230~ 2 (230w nG s OO

k=0w € 545 x\S4/{(1234))

Or, le produit cartésien partiel selon la sorte T' n’est ici défini que si k = 2. Donc, pour

k=2,0na
Z T Z P il
=il = =1
8 S AR AY w((1234))w=1NSs—rk o & T w((1234))w=1N Sz
X2
= {1234) NSy

Xope
T @3){1239)23) N5,
X272 X212
1@ " {12ED)
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Maintenant, par 3.1.3 (iii), '’équation (3.5) devient

x°r? X +n)" _ Xqe X272 X272
[((1 234) T2 34)>]T=1 7 [«1 NEA) T < @ T 4»)} g)
et on a
Xor? X272 A2
@aEa) ™0 7 € (ra((1 2)(3%)\52/@2(@) (DI EPY

Par définition, m2((1 2)(3 4)) = {92 € S2 | (91,92) € ((1 2)(3 4))} = {Id,(1 2)}.
De méme, mp(Id) = {Id}. Par conséquent, la somme de (3.8) doit étre effectuée sur

T € {Id}.
Ensuite, (Id)” = (Id, Id)(Id)(1d, Id) = (Id). Puis, (1 2)(3 4)) x5, (Id)" = (Id).

De méme, . it P
(1260 T{12EL)  ([1DELHEE) (3.9)

Finalement, en remplagant (3.8) et (3.9) dans (3.7), on a
XAk b o
((12)(34))((1234))
_[xAT? X47°
- a@+«wm®wwhﬂ
X4 X4
m{d) (124G 6)
X4 X4
T @ T ABEe)
X4

(12)(34))
Remarquons que ce résultat est conforme 4 la représentation graphique de la figure 3.1

basée sur la définition méme de Q(X, D)F(X).

Ex(XD)C(X) =

= X4+

3.2 Génération exhaustive des opérateurs différentiels combinatoires atomiques

Le théoréme 3.1.3 donne le moyen de calculer effectivement, & 1’aide d’un logiciel de cal-

cul formel, le résultat de application d’un opérateur différentiel combinatoire moléculaire
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ou !

X* TGED)

Figure 3.1 Une E(X D)Cy4(X)-structure typique sur U = {1, 2, 3,4}.

& une espéce. Or, nous savons que toute espéce moléculaire se décompose de fagon
unique en produits de puissances d’espéces atomiques. Par conséquent, il est suffisant
de considérer seulement ceux qui sont atomiques, ¢’est-a-dire les opérateurs Q(X, D) tels
que Q(X,T) est atomique, afin d’étudier 'effet des opérateurs différentiels généraux sur

les especes.

Le but de cette sous-section est d’énoncer deux algorithmes, basés sur la proposition
1.3.12 et le corollaire 1.3.13, permettant de déterminer si un opérateur différentiel donné
est atomique. Aprés une bréve analyse de ces algorithmes, nous les utiliserons afin

2 z 2 . ’ . . . m nn 3
de générer tous les opérateurs différentiels combinatoires L HD ol H £ Snn pour

m +n < 10, et ainsi étendre la table des opérateurs différentiels données dans (Labelle

et Lamathe, 2009).
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3.2.1 Premier algorithme

Rappelons que nous avons vu & la section 1.3 que toute espéce moléculaire &4 deux sortes

M est isomorphe a 1’espece

Xmrm
H

ou H < S, est le stabilisateur d’'une M-structure. De plus, ’espece X™T™/H est
équivalente a la donnée d’un représentant d’une classe de conjugaison des sous-groupes
des Sy, n. Par conséquent, il est suffisant de considérer les sous-groupes de Sy, , afin de

construire un algorithme permettant de déterminer si un opérateur différentiel combi- |

natoire donné est atomique.

L’idée de I'algorithme est la suivante : Considérons un opérateur différentiel moléculaire .

X
H

ol H < Spn. On commence par construire la liste de tous les produits d’opérateurs

moléculaires tels que

Xaph  xepb:  xmpr

K, K, K
: 712 m nn . 7 . . m %
Ensuite, pour chaque élément £ KD de la liste, on vérifie si £ KD" = XmHDn. Si c’est le
3 . mpnn 21 2
cas, alors X";IDn n’est pas atomique. Par contre, si X’}Dn #* & HD pour tout élément
XmDn

de la liste, alors =5~ est atomique.
On obtient alors l’algorithme 1.

Celui-ci a été implémenté dans le langage Python & l'aide du logiciel libre Sage. Le code

source est fourni & ’annexe B.1.

Exemple 3.2.1. Soit M = ?%{Z_DE'%‘ Vérifions, & aide de Ualgorithme 1 que M n’est pas
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Algorithme 1 Critére d’atomicité

Entrée: Opérateur moléculaire M = X’"HD"_

Sortie: vrai, si M est atomique et faux, sinon.
1: Pour chaque élément de {(a1, a9, b1,b2) € N4 | a1 +ag =m,b1 +be=n,a; +b; #
0etag+by 7&0},

% Construire la liste mol_ajb; de tous les opérateurs moléculaires X% D% /Hj ;
3 Construire la liste mol_aybs, de tous les opérateurs moléculaires X %2 Db2 /Ha;
4 Pour chaque élément de mol_a;by,

5: Pour chaque élément de mol_asbs,

6: Insérer dans liste_prod le résultat de £ a}q? %, & a;Isz :

7: fin Pour

8: fin Pour

9: fin Pour

10: Pour chaque élément X";{D" de liste_prod,
11: Si % = &HD"-, alors

12: retourner faux.

13: fin Si

14: fin Pour

15: retourner vrai.
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atomique.
1: {(al,az,bl,b2) e N4 [ a1 +a2=1,b1+b2=2,a1 +b1 #0 et ag + bs # 0}
— {(07 1,1, 1)a (Oa 1,2, 0)7 (1a 0,0, 2)7 (17 0,1, 1)}
(0,1,1,1)
2: mol 01 = (%}%ﬁ)
8 mol_ 11 = (?%%ZD—?%)
1 : _ (. xp?
6: liste prod = (((1)(2 3 >)
(0,1,2,0)
" — {2002 XOD?
8 mol 02 = ( (1)(2 ),W)
3: mol_ 10 = (i((ll—%o—)
. a L X1D2 X1D2 X1D2
%5 visteprod = (ffom wdidom i)
10: Puisque M est égal (au sens de la théorie des espéces) au troisiéme élément

de liste_prod, on retourne faux.

Done, M n’est pas atomique.

Remarque. La construction des listes d’opérateurs moléculaires (étapes 2 et 3 de lal-
gorithme 1) n’est pas triviale. En effet, rappelons-nous que, comme mentionné a la
section 1.3, toute espéce moléculaire & deux sortes d’éléments est isomorphe & une
espéce X™T™/H, ot H est un sous-groupe de Sy, n. Puisque deuz telles espéces sont
isomorphes si et seulement si leur sous-groupes respectifs sont conjugués dans Sp, n, on
doit calculer la liste de toutes les classes de conjugaison des sous-groupes de Sp, , afin
d’obtenir toutes les espéces moléculaires. Par exemple, on peut utiliser la commande
conjugacy-classes_subgroups de Sage (Stein et al., 2011), qui, via GAP (GAP, 2008),
retourne une liste des représentants des classes de conjugaison des sous-groupes d’un
groupe donné. D’ailleurs, nous discutons plus amplement de ce probléme et nous tentons

d’y fournir une solution d la sous-section 3.2.3.
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3.2.2 Deuxieéme algorithme

Ici, nous énongons un deuxiéme algorithme permettant de déterminer si un opérateur
moléculaire donné M est atomique. Il s’agit d’une généralisation au cas & deux sortes
d’un algorithme introduit par Chiricota dans (Chiricota, 1992; Chiricota, 1993). Alors
que l'algorithme 1 reposait sur une approche de type «force brutes, celui que nous
introduirons a cette sous-section repose plutét sur ’analyse des partitions d’ensembles

22 2o 2 2 s . mnn
associées aux générateurs du sous-groupe H de opérateur différentiel £ HD . Avant

d’énoncer 'algorithme, nous introduisons quelques notions essentielles & son élaboration.

Définition 3.2.2. Soit (T, <r) un ensemble partiellement ordonné (c’est-d-dire un en-
semble muni d’une relation d’ordre réflexive, antisymétrique et transitive) et z,y, z, w
* des éléments de T'. On dit que z est une borne supérieure dex ety sion a x <7 2
et y <t 2. De plus, on dit que z est le supremum de = et y (noté sup(z,y)) si pour
toute borne supérieure w de z et y, on a z <7 w. La notion infimum de z ety (noté

inf(z,y)) est définie de fagon duale.

Remarque. On peut étendre les notions de supremum et infimum & n éléments. En
effet, soit (T,<r) un ensemble partiellement ordonné et z1,z2,...,2, € T. Alors,
sup(z1,Z2, ..., Tn) (resp. inf(z1,zo,...,2,)) est le plus petit (resp. grand) élément de

T plus grand (resp. petit) que tous les z;.

Si toute paire d’éléments de T a un supremum et un infimum, on dit que (T, <7) est un
treillis. De plus, si tout sous-ensemble 7" de T posséde un supremum et un infimum,

on dit que (7T, <r) est un treillis complet.

Exemple 3.2.3. Soit (T, <) ot T, est Uensemble des partitions ensemblistes de [n] =
{1,2,...,n} et ot, pour pi,p2 € Tn, p1 < D2 si et seulement si tout bloc de p; est
contenu dans un bloc de pa. Par exemple, soient m = {{1,3,7}, {2}, {4,6}, {5,8},{9}}
et 0 = {{1,3,4,6,7},{2,5,8,9}} deuz éléments de Ty. Alors, # < o. On montre fa-
cilement que (T,,<) est un treillis complet dont U’élément minimal est la partition
la plus <fines 0 = {{1},{2},...,{m}} et I’élément mazimal est la partition la plus

«grossiére> 1 = {{1,2,...,m}}.
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Pour une étude plus détaillée de la notion de treillis ainsi que des exemples suppléménta.ires,

le lecteur est invité & consulter (Stanley, 1986).

Maintenant, on peut associer & chaque permutation g € Sy, une partition canonique § de
{1,2,...,m}, obtenue en remplacant chaque cycle ¢ = (¢1,1%2,...,4y) de g par l’ensemble
{i1,%2,...,%,} (incluant le cas v = 1 des permutations ayant un seul cycle). Par exemple,

sim=28et g=(25)(461)(3)(7)(8), alors § = {{2,5},{4,6,1}, {3}, {7}, {8}}.

Dans (Chiricota, 1993), 'auteur donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
espéce moléculaire %, H < S, soit non-atomique. Il énonce ensuite un algorithme
donnant un critére d’atomicité pour une telle espéce. Aprés un court rappel des notions
présentées dans l’article de Chiricota, nous les généralisons aux especes moléculaires 3
deux sortes et nous démontrerons un résultat permettant d’adapter 1’algorithme de (Chi-
ricota, 1993) aux espéces moléculaires & deux sortes (et par le fait méme aux opérateurs

différentiels combinatoires moléculaires).

Considérons (H, U) un H-ensemble (c’est-a-dire que le groupe H agit sur I’ensemble U ;
i el que V soit stable sous 1’action de H (c’est-3-dire HV C V). Sih € H et

U C W, on définit

(a) hy(u) = h(u), Yu € V (restriction de h & V),

h siwelU
(b) A% (w) = il (extension de h & W),
w sinon

et on note Hy = {hy |h € H} et HY = {h" | h € H}.

Pour H, U et V comme ci-dessus, on dit que (Hy,V) est un facteur de (H,U) si

(Hy)Y c H. On peut alors montrer que pour H = (g1, 92, - ., gr),

(Hy)V c H <==>Vg € {g1,92,.-- 9}, (ov) € H.

En particulier, prenons H = (g1, 92,...,9r) < Smn agissant sur [m+n] = {1,2,...,m+

n}. Alors, pour tout g € {g1,92,..-,9r},0n a § = {s1,52,..., 5.} avec s; C [m+n] pour
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tout 1 < ¢ < I. Evidemment, tout s; est stable sous I'action de (g). On peut donc définir,

pour tout g € {91,92,---,9r} et SE G

. mn_ ) 95(@)=g(z) sizes
T Js e &

95 .
Zz sinon

Ensuite, il est démontré dans (Yeh, 1985) que l’espece XT” avec H < S, est non-atomique
8'il existe un sous-ensemble propre U de [n] tel que HU C U et (Hy)™ ¢ H. Ce résultat
se généralise facilement aux cas des espéces moléculaires a deux sortes d’éléments. En
effet, I'espece %Tk avec H < S, i est non-atomique s’il existe un sous-ensemble propre

(U, V) de ([n], [K]) tel que H(U,V) C (U, V) et (Hy)) "D c A,

De plus, Chiricota a montré que si (Hy)!™ c H, alors il existe © C O(H) tel que

U= UQ7

Qe

ol O(H) = {Hz | z € [n]} est l'ensemble des orbites de H et Hz = {hz | h € H} est

Porbite de I’élément x sous l’action de H.
Le lemme suivant nous permettra d’énoncer le deuxieéme algorithme.

Lemme 3.2.4. Soit H =(g1,92,...,9r) < Smpn. Alors

O(H) = Sup(ﬁlaﬁ% S -agr)-

Démonstration. Rappelons d’abord que O(H) (’ensemble des orbites de H ) forme une
partition de U. Soit Hx € O(H). Ici, z € [m 4+ n] est un représentant de l'orbite.
Prenons g € {g1,92,..-,9-} et considérons § = {s1, s3,...,S(}. Evidemment, il existe
un et un seul s; tel que x € s;. Appelons s ce bloc. On a alors s C Hz. En effet, s
contient tous les points du cyéle de g contenant z. Puisque gz € Hz avec n € Z, on
finit par atteindre tous les points du cycle en appliquant g successivement. Donc, s est
bien contenu dans Hz. Puisque le choix d’un représentant de Hz est arbitraire, Hz

contient tous les blocs s; de § tels que y € Hz et y € s;. Par conséquent, tout bloc de
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§ est contenu dans un bloc de O(H). Par définition de la relation d’ordre du treillis des
partitions de I’ensemble [m + n], on a que § < O(H) pour tout g € {g1,92,.--,9r}
Maintenant, les propriétés fondamentales des suprema et infima dans les treillis (voir

(Stanley, 1986)) nous permettent de déduire que

Sup(.éla.é% 1 &8 agA’r‘) ! O(H)

Supposons maintenant que p = sup(di, g2, - - -, §r) < O(H). Alors, il existe s € p tel que

s C Hz pour un certain z € s. De plus,
Hz={(91"95* ... 97" )z | ns € Z}.
Ceci donne

sCHzx = JyeHzxtelqueyés

a1,02,-..,0;) € Z telsquey = (g3'g5%... 9% )z ¢ s.

Or, pour tout & tel que 1 < k < r et pour ax € Z, go*x appartient & s car s est le
plus petit sous-ensemble de [m + n] contenant tous les blocs des partitions associées aux
cycles de gy contenant z. Donc, y = (g7 g52 ... g% )z € s qui est une contradiction. Par

conséquent,

O(H) = sup(g1, 42, .- -, gr)-

Ces développements donnent lieu & 1’algorithme 2.

Exemple 3.2.5. Soit M = X2D3 Vérifions, a l’aide de 'algorithme 2 que M n'est
@ 2),@35)

pas atomique.
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Algorithme 2 Critére d’atomicité

Entrée: Opérateur moléculaire M = £22° od H est engendré par {g1,92,.-.,9i}.
H

Sortie: vrai, si M est atomique et faux, sinon.
1: Construire la liste des partitions g1, gz, ..., g de {1,2,...,m + n};
2: Construire la partition p = sup(§1, g2, .- -, i) ;

3: Pour kdelalp|—1,

4 Pour chaque k-sous-ensemble {c1,¢c2,...,¢ck} C p,

5: ¢ = Ur<ick &3

6: Si Vg€ {g1,92,..-,9i}, ¢ est stable sous g et g} € H, alors
7: retourner faux.

8: fin-Si

9: fin Pour
10: fin Pour

11: retourner vrai.

Ici, H = ((12),(45)) est engendré par g1 = (12) et go = (45).

ke (gl = {{17 2}7 {3}1 {4}7 {5}};.@2 = {{1}7 {2}> {3}, {4’ 5}})

2: p=sup(g1,g2) ={{1,2},{3},{4,5}}
SHOY |

di {g=11,2}}Cp

b5 =l

6: gi(c)=¢; uz=(12)€ H

g2(c) = ¢ 920 =(1)(2)(3)(H)(5) € H

7: On retourne faux.

Doﬁc, M n’est pas atomique.

Remarque. L’algorithme 2 peut étre considéré comme étant une implémentation, dans
le cas & deuz sortes, de la version de Chiricota (Chiricota, 1992; Chiricota, 1993) du
critére de Yeh (Yeh, 1985) pour les espéces ¢ une sorte. De plus, la décomposition

a ’ ’ . mpnn . ’, o
canonique d’'un opérateur moléculaire % comme produits d’opérateurs atomiques
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peut étre obtenue en analysant plus finement p et ¢ dans l’algorithme 2. Ce raffinement

pourra étre étudi€ dans des travaux ultérieurs.

L’algorithme 2 a été implémenté dans le langage Python & ’aide de Sage et de GAP.

2 TN , . m n
Nous avons réussi & calculer tous les opérateurs atomiques X HD pour m+n < 10. Le

code source se trouve a I’annexe B.2. Nous prévoyons l'inclure trés prochainement dans

Sage.

3.2.3 Résultats et analyse des algorithmes 1 et 2

Suite & 'implémentation des algorithmes 1 et 2 dans le langage Python & ’aide de Sage,

nous avons produit une table de tous les opérateurs différentiels combinatoires atomiques

XZDH, tels que m + n = 8. Ces résultats se trouvent a ’appendice C. 1l s’agit d’une

extension de la table donnée dans (Labelle et Lamathe, 2009), qui contenait ces mémes
opérateurs pour m + n < 7. Mentionnons que, bien qu'’ils aient été calculés, les cas 9 <
m+n < 10 ne se trouvent pas dans la table de 'appendice C en raison du nombre trop
élevé d’opérateurs. Par contre, ces résultats sont disponibles sur demande. Nous avons
toutefois cru bon d’inclure une table contenant le nombre d’opérateurs moléculaires

et atomiques XZD " pour 9 < m +n < 10 (voir appendice D). La premitre colonne

décrit le type (m,n) des opérateurs atomiques. Par exemple, (6, 2) signifie «opérateurs

ke . : 6 D2 o o
différentiels moléculaires de type %». Les seconde et troisitme colonnes donnent

respectivement le nombre d’opérateurs moléculaires et atomiques de type (m,n).

Nous effectuons maintenant une bréve analyse des algorithmes 1 et 2. D’abord, les

performances de ’algorithme 1 dépendent grandement du nombre d’éléments des listes

XmDn
H

mol_albl, mol._a2b2 et liste_prod. De plus, le nombre d’opérateurs moléculaires
étant égal au nombre de classes de conjugaison de Sy, 5, la taille de mol._albl et mol_a2b2

croit de fagon importante a mesure que m et n augmentent.

Bien que nous n’ayons pas de latitude sur le nombre de classes de conjugaison de Spz,

trois améliorations de ’algorithme 1 sont possibles lors de sont implémentation.
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Premiérement, durant le calcul des produits & 1’étape 6, les probabilités d’obtenir deux
fois le méme produit sont trés élevées. Par conséquent, I'introduction d’une méthode
permettant d’éliminer les dédoublements de produits contribuerait grandement & réduire

la taille de 1iste_prod.

Deuxi¢mement, le calcul des classes de conjugaison des sous-groupes de Sy, ,, est problé-
matique car trés cofiteux en temps d’exécution. L’établissement d’une base de données
contenant toutes ces classes de conjugaison aiderait grandement & augmenter les perfor-
mances d’une implémentation de I’algorithme, de méme que réduire la taille de mol_alb1l

et mol_a2b2.

Finalement, il serait avantageux d’établir une base de données contenant tous'les pro-
duits d’opérateurs possibles. Du coup, la problématique du dédoublement des produits

serait réglée.

Maintenant, les performances de notre implémentation de ’algorithme 2 sont nettement
supérieures & celle de notre implémentation de 1’algorithme 1. En effet, la tableau 3.1
donne les temps d’exécutions des deux implémentations pour le calcul de différentes
listes d’opérateurs atomiques. La premiére colonne décrit le type (m,n) des opérateurs
atomiques. La seconde et troisiéme colonne décrivent le temps d’exécution de notre
implémentation des algorithmes 1 et 2 pour calculer une liste de tous les opérateurs

différentiels combinatoires atomiques de type (m,n).

Contrairement, & l'algorithme 1, l’algorithme 2 ne dépend pas du nombre de classes
de conjugaison des sous-groupes de Sp,». Un autre avantage du second algorithme est
que seulement les générateurs du sous-groupes sont nécessaires afin de déterminer si un

opérateur différentiel donné est atomique.
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(m,n) | Temps d’exécution | Temps d’exécution
de l’algorithme 1 (s) | de ’algorithme 2 (s)
(1,0) 0,04 0,01
(1,1 0,01 0,01
2,1) 0,07 0,02
(4,0) 0,56 0,16
(2,2) 0,36 0,06
(5,0) 3,05 0,34
(4,1) 210 0,21
(4,2) 18,11 0,98
(3,3) 11,10 10,53
(7,0) 110,87 3,55
(4,3) 108,36 2,80
(8,0) 874,66 15,89
(4,4) 134192 16,89
(8,1) 2514,74 18,21
(5,4) 6099,33 32,71
(10,0) 25057,45 151,14
(6,4) 54687,79 194,76

Tableau 3.1 Temps d’exécution de I’implémentation des algorithmes 1 et 2 pour le

calcul de diverses listes d’opérateurs atomiques




CONCLUSION

Le but de ce mémoire était d’analyser les opérateurs différentiels combinatoires intro-
duits par Labelle et Lamathe dans (Labelle et Lamathe, 2009). Plus particuliérement,
nous nous intéressions & une classe particulidre d’opérateurs différentiels, soit les opéra-
teurs différentiels combinatoires moléculaires. Pour ce faire, nous avons effectué un rap-
pel sur les notions de base de la théorie des espéces (Chapitre 1). Au passage, nous
avons explicité comment s’effectue le passage des N-especes aux C-espéces, en détéilla.nt
davantage les démonstrations de résultats énoncés précédemment et en démontrant cer-
tain résultats dont la preuve rigoureuse n’avait jamais été effectuée. Ensuite, nous
avons énoncé les principales notions de la théorie des opérateurs différentiels purs
introduits par Joyal ainsi que celles concernant les opérateurs différentiels combina-
toires généralisés (Chapitre 2). Finalement, nous nous sommes attardés aux notions
d’opérateur différentiel combinatoire moléculaire et atomique (Chapitre 3). Aprés avoir
défini les concepts de base, nous avons donné deux algorithmes permettant de déterminer
si un opérateur différentiel moléculaire donné est atomique. Nous avons ensuite fourni

une liste complete de tous les opérateurs différentiels atomiques £ '}}D " pour m+n=8.

Cette liste est une extension de celle donnée dans (Labelle et Lamathe, 2009).

La théorie des opérateurs différentiels combinatoires est encore trés jeune. Par consé-

quent, plusieurs avenues de recherche ne demandent qu’a étre explorées.

Tout d’abord, il serait intéressant d’analyser en profondeur les algorithmes 1 et 2 afin de
déterminer asymptotiquement leur temps d’exécution ainsi que leur cofit en mémoire.

Ainsi, nous pourrions améliorer leur implémentation.

Ensuite, 'implémentation du théoréme 3.1.3 dans un logiciel de calcul tel Sage aiderait

grandement ’étude de ces opérateurs différentiels. Dans le méme ordre d’idées, il serait
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aussi intéressant d’implémenter d’autres opérations sur les especes telle que 1’addition,

le produit, le produit cartésien, la composition, etc.

Une autre perspective de recherche intéressante serait d’étudier la factorisation cano-
nique compléte d’un opérateur moléculaire en opérateurs atomiques. En effet, en raffi-

nant ’algorithme 2, nous pourrions obtenir cette factorisation.

Etant donné une équation différentielle de la forme Q(X,D)F(X) = G(X), il s'agi-
rait aussi de trouver des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour l’existence ou la
non-existence de solutions; ainsi que de trouver des méthodes pour résoudre de telles

équations.

Maintenant, il est connu que les opérateurs combinatoires X et D ont une interprétation
physique (opérateurs de création et d’annihilation respectivement). Il serait donc inté-

ressant d’étudier les possibles liens entre les opérateurs Q(X, D) et la physique.

Finalement, une extension naturelle de ce mémoire serait de considérer des espéces & k
sortes d'éléments (k € N) auxquelles correspondent des opérateurs de dérivées partielles
combinatoires généralisés de la forme

g 0 0
Q <X17X2a"-an, 8X1’8X2,.“,8Xk)

agissant sur des espéces & k sortes F'(Xi, Xa,...,Xk). L'étude de tels opérateurs est

un sujet ouvert et permettrait d’accroitre notre compréhension d’une foule d’objets

combinatoires.




APPENDICE A

DEFNITIONS ET NOTATIONS DES PRINCIPALES ESPECES DE

Tiré de (Sney-Lacasse, 2007).

STRUCTURES

Espéce Notation | L’ensemble des structures sur un ensemble fini U
Permutations S S[U] ={¢ : U = U, o bijective}
Ordres linéaires L LU} ={l : 1l est un ordre total sur U}
Ensembles E EU)={U}
Ens. & n élém. E, E,[U]={U}si |U| =n, 0 sinon
Ens. pairs Epain Epair[U] = {U} si |U| pair, 0 sinon
Ens. impairs Eimp | EimplU] = {U} si |U| impair, § sinon
Parties P PlUI={A: ACU}
Scrutins Scru | Scru[U]={ [ : I est une liste d’ensembles non vides}
Graphes simples G G[U] ={g : g est un graphe simple sur U}
Gra. s. connexes G°¢ G°lU]) ={g : g est un graphe s. connexe sur U}
Gra. s. disconn. gd G¢U] ={ g : g est un graphe s. disconnexe sur U}
Graphes orientés Go Go[U] ={g : g est un graphe orienté sur U}
Partitions Par Par[U]={7 : 7 est une partition de U}
Part. partielles Par, | Parp[U]={ 7 : 7 est une partition d’une partie V de U}
1 1 1] ={U} si [U| =0, 0 sinon.
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Espece Notation | L’ensemble des structures sur un ensemble fini U
Vide 0 0[U] = @, pour tout U.
Singletons X X[U]={U} si |U| =1, 0 sinon.
Arbres a a[U] ={ g : g est un graphe s. conn. sans cycles sur U}
Arborescences A AlU] ={d : @ est un arbre pointé sur U}
Haies H H[U] ={h : h est une liste d’arbores. disjointes sur U}
Vertébrés Vv V[U] ={v : v est une arborescence pointée sur U}
Cycles 4 ClU] ={ o0 € S[U] : o est une perm. circulaire sur U}
Parties & k élém. Pr PilUl ={ACU :|A| =k}
Arbores. binaires B B[U] ={b : b est une arborescence binaire sur U}
Cycles de long. n &8 Cn[U] ={c € C[U] : ¢ est un cycle de longueur n}
Pieuvres Pieu Pieu[U]={p : p est un cycle de listes non vides sur U}




APPENDICE B

CODE SOURCE DE L'IMPLEMENTATION DANS LE LANGAGE PYTHON

DES ALGORITHMES 1 ET 2

Testé sous Sage v4.8, en date du 11 avril 2012.

B.1 Algorithme 1

Effectue le produit d’éléments des sous-groupes du groupe symétrique pour l'opération

de produit des especes & deux sortes d’éléments.

O 00 NN Ot ol W N =

e e o T
B W N = O

def Prod_sg_multi(pl,p2,al,bl,a2,b2):
cpt =1
plxp2 = [1..al+bl4+a2+b2]
while (cpt <= al+bl+a2+b2):

if (cpt <= al):
plxp2[cpt —1]=pl[cpt —1]

elif (cpt >= al+l and cpt <= al+a2):
plxp2[cpt —1]=al+p2[cpt —(al+1)]

elif (cpt >= al+a2+1 and cpt <= al+a2+bl):
plxp2 [cpt —1]=a2+pl[cpt —(a2+1)]

else:
plxp2[cpt —1]=(al+bl)+p2[cpt —(al+bl+1)]

cpt = cpt+l

plxp2 = Permutation(plxp2)
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‘ 15 return plxp2.cycle_string ()

Retourne 1’élément Id du groupe Grp.

1 |def Id_grp(Grp):
2 n = len(Permutation (Grp.gens()[0]))
3 Id = [1..n]
4 Id = Permutation(Id)
5 return Id
Effectue le produit de deux espéces moléculaires a deux sortes.
1 |def Prod_esp(al,bl,Hl,a2,b2 H2):
2 for p in range (0,len(H1)):
3 Hl[p] = Permutation(Hl[p])
4 for p in range (0,len(H2)):
5 H2[p] = Permutation (H2[p])
6 Hl = PermutationGroup (H1)
T H2 = PermutationGroup (H2)
8 Id_H1 = Id_grp (H1)
9 Id_H2 = Id_grp (H2)
10 gens K = []
11 cpt =0
12 while (cpt < len(Hl.gens())):
13 gens_K .append (Prod_sg_multi (Permutation (
14 Hl.gens ()[cpt]),Id_H2,al,bl,a2,b2))
15 cpt = cpt+l
16 . ¢cpt =0
17 while (cpt < len(H2.gens())):
18 gens_K .append (Prod_sg_multi(Id_H1,
19 Permutation (H2.gens () [cpt]) ,al,bl,a2,b2))
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cpt = cpt+l
K = PermutationGroup (gens_K)
return (al+a2,bl+b2,K)
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Construit le groupe Sy m.

def S(n,m):
cpt =0
genl = [1..n+m]
gen2 = [1..nHm)]
gend = [1..n+m)]
gend = [1..n+m)]

if (n >= 2):
genl [0] = 2
genl (1] =1

while (cpt < n):
if (ept = n—1):
gl [¢pt] = 1
else:
gen2[cpt] = cpt+2
cpt =cpt+1
gen2 = Permutation(gen2)
genl = Permutation(genl)
cpt = n
if (m>= 2):
gen3 [n+0] = n+2
gen3 [n+1] = n+l
while (cpt < ntm):
if (cpt = ntm—-1):
gend [cpt] = n+l
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25 else:

26 gend [cpt] = cpt+2

27 cpt =cpt+1

28 gend = Permutation(gen4)
| 29 gen3 = Permutation(gen3)
30 Snm = PermutationGroup ([genl,gen2,gen3,gend])
! 31 return Snm

Vérifie si deux sous-groupes sont conjugués dans Sp m (Via IsConjugate de GAP).

1 |def IsEq(Snm,K1,K2):

2 K1l_gap = gap (K1)

3 K2_gap = gap(K2)

4 Snm._gap = gap (Snm)

5 if (gap.IsConjugate(Snm_gap,Kl gap,K2 gap)==true):
fi return 1

7 else

8 return 0

Donne la liste des classes de conjugaison des sous-groupes de Sy, », (équivalent & obtenir

la liste de toutes les espéces moléculaires).

1 |def Cl_conj_S(n,m):
Snm = S(n,m)
cl_conj = Snm.conjugacy_-classes_subgroups ()
cpt =0
while (cpt < len(cl_conj)):
print cl_conj[cpt]
cpt = cpt'+1

0w J O G b W N

return cl_conj
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Méme fonction que plus haut mais n’affiche pas la liste.

def liste_mol_S(n,m):
Snm = S(n,m)
cl_conj = Snm.conjugacy_classes_subgroups()

return cl_conj

Effectue un partage de 'entier n en deux parts.

def par(n):
parts = []
for x in range (0,n+1):
for y in range (0,n+1):
if (x+y = n):
entry = (x,y)
parts.append(entry)

return parts

Calcul du nombre d’espéces moléculaires & deux sortes pour a + b = n.

def nb_mol(n):
cpt =0
lg = len(par(n))
for cpt in range (0,lg):
I = Cl.conj-S(par(n)[cpt][0],par(n)[cpt][1])
print ’Nombre.de_moleculaire.de
uuuuuuuuuuuu type Yos.=J%s’ % (par(n)[cpt],len(l))

return

Donne la liste de tous les produits de moléculaires donnant une espéce de type X™T™.

def liste_type_mol(n,m):

1= ]
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for cptl in range (0,len(par(n))):
for cpt2 in range (0,len(par(m))):
if (par(n)[cptl][0]+ par(m)[cpt2][0] !=0):
if (par(n)[cptl][1]+ par(m)[cpt2][1]!=0):

x1 = par(n)[cpt1][0]
x2 = par(m)[cpt2][0]
x3 = par{n)[epsl ] [1]
x4 = par(m)[cpt2][1]
entry = (x1,x2,%x3,x4)
l.append (entry)

return 1

Conversion d’une permutation en cycles en une permutation en liste.

def conv_cycle_perm(p,n):
—p="p.tuple ()~

perm = [1l..n]

for x in range (0,len(p)):

perm [x] = p[x]

return perm

Dresse la liste des opérateurs différentiels atomiques de type X" D™.

def atom(n,m):

file_name = ”/Users/Hugo/Documents/Sage/

uuuuuuuu Tables/Table_S_"+str (n)+str (m)+” . txt”
f = open(file_name , 'r’)
liste_gen =[]
cpt = 0
while 1:
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34
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36
37

gens = f.readline (). replace(’\n’,’")
if gens="":

break
gens = eval(gens)
liste.gen .append(gens)

f.close()

liste_type_prod=liste_type_mol (n,m)

liste_produits=(]
for x in range (len(liste_type_prod)):

file_name = ”/Users/Hugo/Documents/Sage/
uuuuuuuuuuuu Tables/Table_S_"+str (liste_type_prod [x][0])
+str(liste.type-prod [x][1])+”.txt”
f = open(file_name,’'r’)
listel =(]
cpt =0
while 1:
gens = f.readline (). replace(’\n’,’’)
if gens="":
break
gens = eval(gens)
listel .append(gens)
f.close()

file_name = ”/Users/Hugo/Documents/Sage/
uuuuuuuuuuuu Tables/Table_S_"+str (liste_type_prod [x][2])
+str(liste_type_prod {x][3])+”.txt”
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f = open(file_.name,’r’)

liste2 =]

cpt =0

while 1:
gens = f.readline().replace(’'\n’,’’)
if gens="":
break

gens = eval(gens)

liste2 .append(gens)
f.close()

for y in range (len(listel)):
for z in range (len(liste2)):
K = Prod_esp(liste_type_prod [x][0],
liste_type_prod[x][1],listel [y],
liste_type_prod [x][2],
liste_.type_prod [x][3], liste2[z])
liste_produits.append (K)

atom=||
for j in range (0,len(liste_gen)):

atom.append (liste_gen [j])

for cptl in range (0,len(liste_gen)):
for cpt2 in range (0,len(liste_.produits)):
if IsEq(S(n,m),PermutationGroup (
liste_gen [cptl]),
liste_produits [cpt2][2])==1:

for cpt3 in range (0,len(atom)):
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if (atom[cpt3]==liste_gen [cptl]
and len (atom)>0):
atom .remove(liste_gen [cptl])

break

if (len(atom)!=0):
for i in range (len(atom)):
H = PermutationGroup (atom|[i])
H = gap (H)
print ’X%sD%s/<%s>’ %(n,m,gap.
GeneratorsSmallest (H))

print ”\n \n”
print %s.operateurs.de_type

uuuuuuuu X%sD%s’> %(len (atom) ,n,m)

print ”Vide”
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Construit un fichier nommé Table-S-mn contenant un représentant de chaque classe de

conjugaison des sous-groupes de Sy, , (dans cet exemple, m = 10 et n = 0).

n=10

open(” .../ Table.S_"+str (n)+str (m)+” . txt”, r4’)
Cl_conj-S(n,m)
x in range (0,len(1)):
liste_gens = []
for p in range (0,len(1[x].gens())):
p = 1[x].gens()[p]
p = conv_cycle_perm (p,ntm)
liste_gens .append(p)
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f.write(str(liste_gens)+’\n’)
print "%s’ % (liste_gens)
K = PermutationGroup(liste_gens)
print K

f.close()

B.2 Algorithme 2

Retourne le produit étoilé (x) de deux permutations.

def star_product(pl,p2,al,bl,a2,b2):

cpt =1

pl = pl. Lint ()

p2 = p2. ligt {)

if len(pl) != al4bl:
length = len(pl)
for x in range(al+bl—-length):
pl.append (x+length+1 )

if len(p2) != a2+b2:
length2 = len(p2)
for y in range(a2+b2—length2):
p2.append (y+length2+1 )

plxp2 = range(l ,al+bl4a2+b2+1 )

while (cpt <= al+bl+a2+b2):
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if (cpt <= al):
plxp2 [cpt—1 ]=pl[cpt—1 ]
elif (cpt >= al+l and cpt <= al+a2):
plxp2[cpt—1 ]=al+p2[cpt—(al+l )]
elif (cpt >= al+a2+1 and cpt <= al+a2+bl):
plxp2[cpt—1 |]=a24+pl[cpt—(a2+1 )]
else:
plxp2[cpt—1 ]=(al+bl)+p2[cpt—(al+bl+l )]
cpt = cpt+l

return Permutation(plxp2).to_permutation_group-element ()
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Retourne le supremum d’une liste de partitions d’ensembles .

def multisup(l):
return reduce(lambda x, y: \

sage.combinat.set_partition.sup(x,y), 1)

Retourne § pour g = perm.

def convertPermToSetpartition (perm,m,n):
setpartition = Set ([])
for cyc in perm.cycle_tuples ():
eyo = Ligt(cye)
setpartition = setpartition.union(Set ([Set(cyc)]))

plist = perm. list ()

if len(plist) != mtn:
length = len(plist)
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13 for x in range(md4n—length):
14 plist .append (x+length+1 )
15
| 16 for y in plist:
| 17 if y = plist.index(y)+1
18 setpartition = setpartition.union(Set ([Set([y])]))
19
20 return setpartition

Retourne pj.

1 |def star.perm(p,m,n,c):

2

3 pligt = - st ()

4

5 if Ten(plist) != min:

6 length = len(plist)

7 for x in range(mtn—length):

8 plist .append(x+length+1 )

9

10 for x in range(l ,len(plist)+1 ):

11 if Set([x]).issubset(c) = False:
12 plist [x-1 ] = x

13

14 return Permutation(plist ).to_permutation_group-element ()

Définit une classe permettant de manipuler les espéces moléculaires &4 deux sortes. No-

tons qu’il est nécessaire de charger préalablement les fonctions précédentes.

1 | class TwoSortMolSpecies:
2
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def __init__(self ,m=0,n=0,listgens =[]):

self. m=m

self._n=n

for g in listgens:
g = Permutation(g).to_permutation_group_element ()
if S(self. m,self. n).has_element(g) — False:

raise ValueError, (’'%s.is.not_an.element.of.\

uuuuuuuuuuuuuu %s’ % (g,S(self.m,self. _n)))

self._conjClassRepr = PermutationGroup(listgens)

def __repr__(self):

return 'Two-sort.molecular.species X %sT %s/<%s>"' % \

(self . m,self. n,self._conjClassRepr.gens())
def __eq__(self ,other):
Smn = gap(S(self. m,self._n)) ,
grpSelf = gap(self._conjClassRepr)

grpOther = gap(other._conjClassRepr)

return (self. . m =— other..m and self._.n = other._n) \

and gap.IsConjugate (Smn, grpSelf ,grpOther)

def __mul__(self ,other):

Id = Permutation(’(1)’).to_permutation_group_element ()
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ept.= 0 SR

def is_atomic(self):

al = self. m
bl = self..n
a2 = other..m

b2 = other._n

gen_list = []

cpt =0

while (cpt < len(self._conjClassRepr.gens())):
gen_list .append (star_product (\

self._conjClassRepr.gens ()[cpt],Id,al,bl,a2,b2))

cpt = cpt+l

while (cpt < len(other._conjClassRepr.gens())):
gen_list .append(star.product (\
Id,other._conjClassRepr.gens ()[cpt],al,bl,a2,\
b2))
cpt = cpt+l

return TwoSortMolSpecies(al+a2,bl+b2, gen_list)

listSetpartition = []

for g in self._conjClassRepr.gens():
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listSetpartition .append(\

convertPermToSetpartition(g, self. m,self._n))
p = multisup(listSetpartition)

if p.cardinality () = 1 and (self..m+self._n==0):

return False

elif p.cardinality() = 1 and (self. m+self. n>0):

return True

else:

for k in range(l,p.cardinality()):
ksubsets = []
for subset in p.subsets():
if subéet.cardinality() =
ksubsets.append(subset)
for ci in ksubsets:

g = Bet({])

for i in range (1,k+1):

¢ = c.union(ei[i-1])

pas_atomique = 0
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for g in self._conjClassRepr.gens():

compSet = Set ([])

for j in c:

compSet = compSet.union(Set ([g(j)]))

if compSet = ¢ and \
self . _conjClassRepr.has_element (\
star_perm (g, self. m,self. n,c)):

pas_atomique = pas_atomique+l

if pas_atomique == len (\
self._conjClassRepr.gens()):

return False

return True

Définit une classe permettant de manipuler les opérateurs différentiels combinatoires

généraux moléculaires. Cette classes dépend de la précédente.

class MolDiffOp:

def __init__(self ,associatedSpecies):

self. _associatedSpecies = associatedSpecies

def __repr__(self):

return ’'Molecular.differential .operator X %sD"%s/<%s>"’
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% (self._associatedSpecies.m,self.\
—associatedSpecies._n, self._associatedSpecies.)\
_conjClassRepr.gens())

_—eq--(self ,other):

return self._associatedSpecies ==

other. _associatedSpecies

--mul__(self ,other):

return MolDiffOp(self. _associatedSpeciesx*\

other. _associatedSpecies)

is_atomic(self):

return self._associatedSpecies.is_atomic ()







APPENDICE C

LISTE DES OPERATEURS DIFFERENTIELS COMBINATOIRES
ATOMIQUES X"I}Dn, HLSnn ETm+n=38

m = 8, n =0 (130 opérateurs)
X®D°/((12)(34)(56)(7 8))

X8D%/((12)(34)(56)(78),(1324)(5768),(1526)(3847))
X8DO/((56)(7 8),(12)(34),(13)(24)(57)(6 8))
X8DC/((56)(7 8),(12)(34),(1324)(5768))

X8D0/((56)(7 8),(3 4)(57)(68),(12)(57)(68))
X8DO/((56)(7 8), (576 8),(12)(34)(78))

X8DO/((56)(7 8),(57)(68),(12)(34)(78))

X®D%/{(12)(34)(56)(7 8), (1 3)(24)(5 7)(6 8))
X®D°/((56)(78),(12)(34)(5768))
XEDO/((56)(78),(12)(34)(57)(68))
X8DO/((12)(34)(56)(7 8),(1324)(5768))
XED0/((56)(7 8),(12)(3 4)(7 8))
XEDO/((34)(56)(78), (1 2)(57)(6 8))
X®D/((345)(678),(12)(36)(48)(57))
X®DO/((345)(678),(12)(45)(78))
X°D/((345)(678),(12)(36)(47)(58))
X®D°/((12)(3 4)(5 6)(7 8), (1 3)(2 4)(5 7)(6 8), (1 5)(2 6)(3 7)(4 8))
X5D°/((5 6)(7 8), (3 4)(7 8), (1 2)(7 8))

(

(

(

(

(

(
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X8DO/((56)(78),(34)(5768),(12)(5768))

X8DO/((7 8), (5 6), (1 2)(3 4)(5 7)(6 8))
X8D0/((56)(78),(12)(34),(13)(24)(5768))
X8D0/((12)(34)(56)(78),(13)(24)(57)(68),(15286)(3748))
X3D0/((12)(34)(5 6)(78), (13)(24)(5 7)(6 8), (15)(2 6)(3 8)(4 7))
X8D%/((34)(56)(78),(12)(57)(68),(13)(24)(6 7))
X8D%/((56)(78),(34)(7 8),(12)(57)(6 8))
X8D°/((56)(78),(34)(78),(12)(5768))
X8D%/((56)(78),(34)(57)(68),(12)(5768))
X8D%/((12)(34)(56)(78),(1324)(5768),(15372648))
X8D°/((56)(7 8), (12)(3 4)(7 8), (13)(24)(5 7)(6 8))
X8D0/((56)(78),(12)(34),(15)(26)(37)(48))

X8D0/((23 4)(678),(12)(34)(56)(78))
X8DC/((345)(678),(36)(48)(57),(12)(45)(78))
XEDO/{(45)(7 8),(34)(67),(12)(36)(47)(58))
X8D0/((34)(56)(78),(357)(468),(12)(57)(68))
X8D0/((56)(78),(34)(78),(12)(78),(13)(24)(57)(6 8))
X8DC/((56)(78),(34)(5768),(12)(5768),(13)(24)(57)(68))
X8DO/((56)(7 8), (34)(78),(12)(78
X8D%/((56)(78),(34)(57)(68),(12
X8D0/((56)(78),(5768),(34)(78),(12)(78))
X8D0/((56)(78),(5768),(12)(34),(1324)(78))
X8D/((56)(78),(5768),(12)(34),(13)(24)(78))

{
{
( (13)(24)(5768))
{
(
(
( ,
X8DO/((78), (56), (1 2)(34),(1324)(57)(6 8))
{
{
{
{
(
{

);
)(5 7)(6 8),(13)(24)(78))

X8DO/((56)(78),(12)(34),(1324)(5768),(15372648))
X8DO/((56)(7 8), (5 7)(6 8), (34)(7 8),(12)(78))
X8DO/((56)(7 8), 1(34),(13)(24)(78
X8D%/((56)(78),(12)(34),(13)(24)(57)(68), (15
X8DO/((56)(78),(57)(68),(12)(34),(1324)(78))
X8DO/((56)(78),(34)(57)(68),(12)(57)(68),(13)(24)(5768))

)
)

(

(
(57)(68),(12 )

( (26)(37)(48))
(

(




X8D°/{(7 8),(56),(34)(5 7)( 8),(12)(5 7)(6 8))

X8D0/((56)(78),(12)(34),(1324)(5768),(15)(26)(37)(48))

X8D°/{(78), (5 6),(12)(34),(13)(24)(57)(6 8))

X8D%/((56)(78),(12)(34),(13)(24)(57)(68),(1537)(2648))

X8D°/((34)(56)(78),(12)(57)(68),(13)(24)(67),(1528)(3647))

X8D°/((34)(56)(78),(12)(57)(68),(13)(24)(67),(15)(28)(36)(4 7))

X8D%/((678),(345),(12)(45)(78))

X8D0/((678),(3 4 5) (12)(36)(47)(58))

X®D°/((678), (5 6)(7 8),(12)(34)(7 8))

X8D%/((56)(7 8), (34)(78),(357)(468),(12)( 7)(6 8))

Xephy 56)(78)( 4)(78),(357)(468),(12)(5768))

X8DC/((56)(78),(34)(78),(357)(468),(12)(78))

X8D%/((234)(678),(12)(34)(56)(78),(15)(26)(38)(47
12)(34)(5 6)(78),(15)(26)(37)(48))

(

(

(

(

(

(

((

((

((

((

((

((

(( (
X8D%/((234)(678),(
X8DO/((34)(78),(23)

(( (

((

((

((

((

((

((

((

(

(

(

(

(

(

(

X8D/((357)(468), 12)(34)(56)(78),(1324)(5768))
X®D°/((678),(25)(34)(78),(12)(35)(78))

X8D°/((56)(7 8),(34)(78),(12)(7 8),(13)(24)(57)(6 8), (1 5)(26)(37)(4 8))
X®D%/((56)(78),(57)(68),(12)(34),(13)(24),(15)(26)(37)(48))
X8D0/((56)(78),(5768),(34)(78),(12)(78),(13)(24)(78))

X8D0/((5 6)(78), (3 4)(78), (12)(7 8), (1 3)(2 4)(5 7)(6 8), (1 5)(2 6)(3 7 4 8))
X8D0/((56)(7 8), (3 4)(78),(12)(78),(13)(24)(57)(68),(15372648))
X®DO/((5 6)(7 8), (5 7)(6 8), (3 4)(78), (1 2)(7 8),(13)(2 4))
X®D°/((78),(56),(34),(12),(13)(24)(57)(68))

X8DC/((56)(78),(34)(78),(12)(78),(13)(24)(57)(68),(1537)(2648))
X8DC/((56)(78),(5768),(12)(34),(1324),(15)(26)(37)(48))
X8D0/((56)(78),(34)(5768),(12)(5768),(13)(24)(57)(68),(15)(26)(37)(48))
X8DO/((78),(56),(34)(57)(68),(12)(57)(68),(13)(24))
X8DC/((78),(56),(34)(57)(68),(12)(57)(68),(13)(24)(57)(68))

X8DC/((56)(7 8), (3 4)(5 T)(6 8), (1 2)(5 7)(6 8), (1 3)(2 4)(7 8), (1 5)(2 6)(3 7)(4 8))

)
)
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XEDO/((5 6)(78), (5 7)(6 8), (3 4)(7 8), (1 2)(7 8), (1 3)(2 4)(7 8))

X8DC/{(678),(4 5)(78), (34)(7 8), (1 2)(3 6)(4 7)(5 8))
X8DO/((678),(45)(78),(34)(78),(12)(36)(4758))

XBDO/((678), (45)(78),(23)(7 8), (12)(7 8))
X8D°/((678),(345),(36)(47)(58),(12)(45)(78))

X8D0/((56)(7 8), (5 7)(6 8), (23 4)(6 7 8), (1 2)(3 4))

X8DO/((678), (5 6)(78), (12)(3 4),(13)(24)(78))
X®D0/((678),(56)(78),(34)(78),(12)(78))

X8D0/((678), (5 6)(78), (12)(34),(1324)(7 8))

X8DO/((56)(7 8), (576 8),(34)(78),(35)(46)(78), (12)(7 8))

XPDO/((56)(78), (5 7)(6 8), (3 4)(7 8),(35)(46),(12)(7 8))
X°D0/((78),(56),(34),(357)(468),(12)(57)(68))
XEDO/((34)(78),(23)(67),(12)(56),(15)(26)(37)(48))
XED%/((34)(58)(67),(357)(468),(12)(57)(68),(13)(24)(78))
X8D0/((2354786),(12)(34)(56)(78))

XEDO/((678),(2354)(78),(12)(35))
X2DO/{(78),(56),(34),(12),(13)(24)(57)(6 8), (1 5)(26)(37)(4 8))
X8DO/((56)(78),(5768),(34)(78),(12)(78),(13)(24)(78),(15)(26)(37)(48))
X2D0/((78),(56),(34),(12),(13)(24)(57)(68),(1537)(2648))
X°DO/{(56)(78),(57)(68),(34)(78),(12)(78),(13)(24),(15)(26)(37)(48))
XBDO/((56)(78),(5768),(34)(78),(12)(78),(13)(24)(78),(15)(26)(3748))
X8DO/((5 6)(7 8), (5 7)(6 8), (3 4)(7 8), (1 2)(78), (1 3)(2 4), (15)(26)(37 4 8))
XPD/((78),(67),(45),(34),(12)(36)(47)(58))
X8DO/{(678),(45)(78),(23)(78), (12)(78),(16)(2738))
X8DO/{(678),(45)(78), (23)(78), (12)(7 8),(16)(27)(3 8))
X*D0/((56)(78),(57)(68),(234)(678),(12)(34),(15)(26)(38)(47))
X®DO/((56)(78),(34)(78),(357)(468),(12)(78),(13)(24(57)(6 8))
X*D/((678),(56)(78),(34)(78),(12)(78),(13)(24))
X®DO/((678),(56)(78), (3 4)(7 8), (1 2)(7 8), (13)(2 4)(7 8))
XED0/((78),(56),(34)(57)(68),(23)(57)(68), (12)(57)(68))
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X8D%/{(56)(78),(57)(6 8),(34)(78),(23)(67),(12)(78))
X8D%/((56)(78),(57)(68),(234)(678),(12)(34),(15)(26)(37)(48))
X8D%/((3

(

(

((34)(56),(3546)(78),(23)(46),(12)(56))
X8D%/((78),(56),(57)(6 8),(34),(12),(13)(24),(15)(26)(37)(48))
X8DC%/((368)(475),(235)(678),(12)(34)(56)(78))
X8DO/((357)(468),(23 4)(587),(12)(34)(56)(78))
XBD°/((5 6)(7 8), (5 7)(6 8), (3 4)(7 8), (3 5)(4 6), (12)(7 8),(13)(24))
X8D0/((56)(78),(5768),(34)(78),(35)(46)(78),(12)(78),(13)(24)(78))
X8DC/((78),(56),(34),(357)(468),(12),(13)(24)(57)(68))
X8D°/((56)(78),(57)(68),(34)(78),(23)(67),(12)(78),(15)(26)(37)(48))
X8DC/((6 7 8), (56)(7 8), (3 4)(7 8), (2 3)(7 8), (12)(7 8))
X8DO/((678),(56)(78),(234),(12)(34),(15)(26)(37)(48))
X8D0/((34)(58)(67),(356487),(23)(46)(57),(12)(57)(68))
X8DO/((6 7 8),(45)(78),(34)(7 8),(23)(7 8),(12)(78)) '
X8D°/((7 8),(56),(5 7)(6 8), (3 4),(3 5)(4 6), (1 2),(13)(24))
X8DC/((678),(56)(78),(34)(78),(23)(78),(12)(78),(15)(26)(3748))
X8D0/((678),(56)(78),(34)(7 8),(23)(78),(12)(78),(15)(26)(37)(48))
X8DO/((56)(78), (4 5)(7 8), (3 4)(7 8), (23)(7 8),(12)(7 8))
X8D°/((78),(67),(56),(34),(23),(12),(15)(26)(37)(48))
X3DO/((45)(78),(47)(58),(34)(68),(23)(58),(12)(57))
X8D0/((678),(5 6)(78), (4 5)(7 8),(3 4)(7 8), (2 3)(7 8), (12)(7 8))
X®D°/((78),(67),(56),(45),(34),(23),(12)

m =T, n =1 (aucun opérateur)

Vide

m = 6, n = 2 (46 opérateurs)

X6D?/((12)(34)(56)(7 8))
X6D?/((56)(78),(12)(3 4)(7 8))
X6D?/((3 4)(56),(12)(3546)(78))
X®D?/((34)(56),(12)(56)(78))
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X6D?/((34)(56),(12)(35

) 8))
X6D?/((3 4)(5 6)(7 8),(12)

(

2)

6)(7
5)(46))
(35)(78))
5)(78))
5)(2 4 6))
(12)(78)
(12)3
(46)

X%D%/((123)(456),(14)(26)

(4

3

2
X5D2/((23)(5 6)(7 8), (1 2)(4
Xx8Dp?/ 13
X8D?/
Xx6D2?/
XxD2/
X8D?/
X6Dp?/
X8D?/
X6D?/
XD?/
X8D2?/
X6p2/
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{
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({(12)(84)(56)(78),
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(

{

(

(

(

(
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(

(
X

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

{

(

(

(

(
)(78),(34)(78)
)(78),(34)(78)
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6)
)
78)
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(7
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/(3546)(78),(12)(5 6
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( (

)
5)(
8))
G
)
5
)
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(
(
7
(1
(

2
3 )
34 2 78))
56 2 )
34 6
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(

)
)
(
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(

8

12)(56

: (12)(56)(78
| (78),(12)(56
1324)(78

3
3
3
1 (1324)

(35)

(35)

(35)

X°D?/ (12)

b

X6D?/ ,

X°D?/ )

X6D?%/((5 6)(7 8),

X6D2/((5 6)(7 8),
X°D?/((5 6),(34),(35)(46) 2)

X6D2/((4586),(2 3)(5 6)(78), (12)(5 6)(7 8))

X°D?/((456),(123),(14)(25)(3 6)(78))

X°D?/((34)(56), (35)(46)(78),(12)(56),

(

8),

)
3)
3)
8)

(78 34)(56),
56)(78),
34)(56)(7
5)(4 6),
5)(4 6)
8),

)(78))
)
)

8),
)
)
)
),
)
)
)
)(78),
) (12)

6
8
6
6
6
6
8
6)(7
6), (

6)(7 8
3
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5
i
5
5 5
5 5
5 5
i 2)(3 4),
4 ), (12)( 4
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)
)
)
)
4)
)
)
)
)
) 4)(78))
)
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(12)
(78),
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?

(5
(7
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

(46),
(46)
(34)
(12) 2 4)(
(34) 24))
(12) 13)(2
4)(78),(3 (78))
4)(78),(3 (12)(78))
(7 (78))

; )
(56),(13)(24)(78))
56),(13)(24)(56)(7

35)(246))

X8D2/((3 4)(56), (354 6)(7 8), (1 2)
X6D?/
X5D?/
XeD%/((

6)(7 8), (3 4)(78), (1 2)(7

(1
), (3 4)(56), (1 2)(56)(7 8))
); (2 3)(5 6),(12)(56),(14)(2536)(7 8))
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(
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(
(
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(
(
(
(
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(
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G
(

456
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X6D?/((456),(23)(56),(12)(586),(14)(25)(36)(78))
X6D2/((56)(7 8), (4 5)(7 8), (2 3)(7 8), (1 2)(7 8))
X6D?/((456),(23)(56)(78),(12)(56)(78),(14)(25)(36))
X8D?/((56), (3 4),(35)(46)(78),(12),(13)(24)(78))
X6D?/((56)(7 8),(3 4)(7 8), (2 3)(7 8), (1 2)(7 8))

X°D?/((56)(7 8),(3 4)(7 8),(3 5)(4 6), (12)(7 8),(1 3)(24))
X°D?/((56), (45),(23),(12),(14)(25)(3 6)(7 8))

X8D?/((56)(7 8),(4 5)(7 8),(23)(7 8), (1 2)(7 8), (1 4)(2 5)(3
X6D?/((5 6)(7 8),(4 5)(7 8), (2 3)(7 8), (1 2)(7 8), (1 4)(2 5)(3

( )
X°D?/((34)(56),(3546)(7 8),(23)(46),(12)(5 6))
X°D2/((56)(78),(45)(7 8), (3 4)(7 8), (2 3)(7 8), (1 2)(7 8)

(
(
(
(
(
X°D?/((56)(78),(3 4)(7 8), (3 5)(4 6)(7 8), (12)(7 8), (1 3)(2 4)(7 8))
(
(
(
(
(
(

6))
6)(7 8))

m =5, n = 3 (6 opérateurs)

X5D3/((345)(678),(12)(45)(78))
X°D3/((678),(345),(12)(45)(78))
X5D%/((678),(25)(34)(78),(12)(35)(78))
X5D3/((678),(45)(78), (2 3)(7 8),(12)(78))
X°D3/((678),(2354)(78),(12)(35))
X5D3%/((678),(45)(7 8), (3 4)(7 8),(2 3)(78),(1 2)(7 8))

m = 4, n =4 (89 opérateurs)

XADH/{(14)(23)(57)(6 8))
X1D*/((12)(34)(57)(68), (13)(24)(5 6)(7 8))
XADA/((12)(34),(13)(24)(57)(6 8))
X4D*/((5 6)(7 8), (1 4)(2 3)(5 7 6 8))
XAD/((5 6)(7 8), (1 4)(2 3)(7 8))
XADA/((58)(67), (1 4)(2 3)(5 6)(7 8))
XAD*/((12)(34)(78),(13)(24)(56))
X4D*/((12)(34)(56)(78),(1324)(5768))
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X*D*/{(3 4)(5 6)(7 8), (1 2)(5 6))
X*D*/{(34)(58)(67),(12)(58)(67))
X4D/((12)(34),(1324)(58)(67))
X*D*/{(3 4)(5 8)(87), (1 2)(5 6)(7 8))
X*D*/((56)(7 8),(12)(34),(1324)(78))

| XAD*/((5 7)(6 8), (3 4)(5 6)(7 8), (1 2)(5 6)(7 8))

| X4D4/((56)(7 8), (34)(7 8),(1 2)(57 6 8))
XAD*/((58)(67),(12)(34),(13)(24)(56)(7 8))
X*D*/{(3 4)(78), (1 2)(7 8), (1 3)(2 4)(5 6)(7 8))
X4D*/((3 4)(5 7)(6 8), (1 2)(5 7)(6 8), (1 3)(2 4)(5 7)(6 8))
X4D*/((56)(78),(12)(34),(1324)(5768))
X*D*/((56)(7 8), (12)(34)(78),(13)(24)(5768))
X*D*/{(7 8), (5 6), (1 4)(2 3)(5 7)(6 8))
X*D*/((56)(7 8), (576 8),(14)(23)(78))
XAD*/((5 6)(7 8), (1 2)(3-4)(5-7 68, (1 3)(24)(57 6 8))
X*D*/((34)(5 8)(67), (12)(58)(67),(13)(24)(57)(68))
X*D*/{(56)(78),(34)(5768),(12)(5768))
X*D*/((3 4)(5 6),(1 2)(5 6), (1 3)(2 4)(7 8))
X4D*/((56)(7 8),(34)(57)(6 8),(12)(576 8))
X*D*/((56)(7 8),(34)(57)(6 8), (12)(7 8))
X*D*/((3 4)(5 6)(7 8), (1 2)(5 6)(7 8), (1 3)(2 4)(7 8))
X*D*/((3 4)(5 8)(6 7), (1 2)(5 7)(6 8), (1 3)(2 4)(5 6))
X*D*/{(56)(7 8), (3 4)(7 8),(12)(7 8))
X4D*/((57)(6 8),(12)(34),(1324)(56)(78))
X*D*/((34),(12),(13)(24)(57)(68))
X*D*/{(56)(7 8),(5 7)(6 8), (1 4)(2 3)(7 8))
X4D*/((34)(58)(87), (12)(58)(67),(13)(24))
XAD*/((5 6)(7 8), (1 2)(3 4)(7 8), (1 3)(2 4)(7 8))
X4D*/((34)(78),(12)(56),(1 3)(24)(5 7)(6 8))
X*D*/((234)(678),(12)(34)(56)(78))




X4D*/((56)(78),(5768),(12)(34),(13)(24)(78))

X4D*/((58)(6 7),(3 4),(12),(13)(24)(56)(78))

X4D*/((56)(7 8),(5768),(34)(78),(12)(78))

X4D*/((58)(67),(34)(56)(78),(12)(56)(78),(13)(24)(56)(78))

XAD*/((7°8), (5 6),(12)(34),(13)(24)(5 7)(6 8))

X*D*/((56)(7 8),(57)(6 8),(12)(34),(1324)(78))

XAD*/((56)(7 8), (5 7)(6 8), (1 2)(3 4)(7 8), (13)(24)(7 8))

X*D*/{(56)(7 8), (3 4)(5 7)(6 8), (1 2)(5 7)(6 8), (1 3)(2 4)(7 8))

X*D*/((56)(78),(5768),(12)(34),(132 4)(7 8))

X4D*/((78),(56),(12)(34),(1324)(5 7)(6 8))

X4D*/((56)(7 8), (3 4)(7 8), (1 2)(7 8),(1 3)(2 4))

X4D*/((56)(7 8),(34)(5768),(12)(5768),(13)(24))

X*D*/((56)(78),(34)(5768),(12)(5768),(13)(24)(5768))

X4D*/{(78),(56), (3 4)(57)(6 8), (1 2)(57)(6 8))

X4D*/((56)(7 8), (3 4)(7 8),(12)(7 8),(13)(24)(57)(6 8))
(56)
(56)

{ )
{ )
{ )
{ )

{

{

{

{

{

{

{

{

{

{

{
X4D4/((56)(7 8), (5 7)(6 8), (3 4)(7 8), (1 2)(7 8))

{

{

{

{

{

{

{

{

{

{

{

{

{

{

{

3)
(3
(3
(1

X4D*/((56)(78),(34)(5768),(12)(5768),(13)(24)(57)(6 8))
X*D*/((57)(6 8), (3 4)(5 6)(7 8),(1 2)(5 6)(7 8), (1 3)(24))

(
(

X*D*/((56)(7 8), (3 4),(12),(13)(24)(78))
(

( (

(56)(78), (34),(12),(13)(24)(57 6 8))

(

(

Xip%) Jy
X*D*/((56)(7 8),(34)(7 8),(12)(78),(13)(24)(5768))
X4D*/{(56)(78),(34)(57)(68),(12)(57)(68),(13)(24)(5768))
X4D*/((56)(78),(34)(5768),(12)(5768),(13)(24)(78))
X4D*/((5 6)(7 8), (3 4)(7 8), (1 2)(7 8), (1 3)(2 4)(7 8))
X4D*/((6 7 8),(56)(7 8),(14)(2 3)(78))

X4D*/((3 4)(58)(67),(23)(58)(67),(12)(58)(67))
X4D*/((3 4)(7 8), (2 3)(6 7), (1 2)(5 6))
X4D*/((56)(78),(5768),(34),(12),(13)(24)(78))
X4D*/((5 6)(7 8), (5 7)(6 8), (3 4), (12), (1 3)(2 4)(7 8))
X*D*/((56)(7 8), (5 7)(6 8), (3 4)(7 8), (1 2)(7 8), (1 3)(2 4))
) (

6
(56
(56
X4D*/((56)(7 8),(57 6 8),(34)(7 8),(12)(78), (1 3)(24))

LT
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X*D*/((78),(56),(34)(57)(68),(12)(57)(6 8),(13)(24))
X*D*/((78),(56),(34)(57)(6 8),(12)(57)(6 8),(1 3)(24)(5 7)(6 8))
X*D*/((78), (5 6),(34),(12),(13)(24)(57)(6 8))
X*D*/((56)(7 8), (5 7)(6 8), (34)(7 8),(1 2)(7 8), (1 3)(24)(7 8))
X*D*/{((56)(78),(5768),(34)(78),(12)(78),(13)(24)(78))
X4D*/((6 7 8),(56)(78),(34)(78),(12)(78))

X*D*/((57)(6 8), (3 4)(5 6)(7 8), (2 3)(5 6)(7 8), (1 2)(5 6)(7 8))
X4D*/{(56)(78),(34)(5768),(23)(5768),(12)(5768))
X*D*/((5 6)(7 8), (3 4)(7 8), (2 3)(7 8), (1 2)(7 8))

X4D*/((6 7 8),(56)(7 8),(12)(3 4)(7 8), (1 3)(24)(7 8))
X4D*/{(678),(56)(78),(12)(34),(1324)(78))
X4D*/{((56)(7 8),(57)(6 8),(234)(678),(12)(34))
X*D*/((56)(7 8), (5 7)(6 8), (3 4)(7 8),(2 3)(6 7), (1 2)(7 8))
X*D*/((678),(56)(7 8),(34)(78),(12)(78),(13)(24)(78))
XADA 6 78), (56)(T8), (34)(78),(12)(78), (13)(2 4)
X*D*/{(678),(56)(78),(34),(12),(13)(24)(78))
X*D*/((56)(78),(57)(6 8), (3 4)(7 8), (2 3)(7 8), (1 2)(7 8))
X*D*/((78),(56),(34)(57)(68),(23)(57)(6 8),(12)(57)(6 8))
X4D*/((56)(78),(5768),(34)(78),(23)(78),(12)(78))
X4D*/{((678),(56)(7 8),(34)(78),(23)(78),(12)(78))

m =3, n =>5 (6 opérateurs)

Ces opérateurs sont adjoints & ceux de m =5, n = 3.

m =2, n = 6 (46 opérateurs)

Ces opérateurs sont adjoints & ceux de m =6, n = 2.

m =1, n =7 (aucun opérateur)

Vide

m = 0, n = 8 (130 opérateurs)

Ces opérateurs sont adjoints a ceux de m = 8, n = 0.




APPENDICE D

NOMBRE D’OPERATEURS MOLECULAIRES ET ATOMIQUES %,
HL S POURS<mt+n< 10

Type Nombre Nombre Type Nombre Nombre
(m,n) | d’opérateurs | d’opérateurs || (m,n) | d’opérateurs | d’opérateurs
moléculaires | atomiques moléculaires | atomiques
(9,0) 554 124 (8,1) 296 0
(7,2) 345 35 (6,3) 418 63
(5,4) 467 51 (4,5) 467 51
(3,6) 418 63 (2,7) 345 35
(1,8) 296 0 (0,9) 554 124
(10,0) 1593 598 (9,1) 554 0
(8,2) 1291 389 (7,3) 754 50
(6,4) 1856 995 Dy &) 809 38
(4,6) 1856 595 (3,7 754 50
(2,8) 1291 389 (1,9) 554 0
(0, 10) 1593 598
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