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nal (tantot via wval, tantdt via wal). Pour les modéles simples, la situation

s’articule comme suit :

Proposition 6.2.2

Soient w € W et v € V des points des modéles M et N respectivement, et soit
Z une bisimulation entre M et N. Si wZv alors

(a) wval(a) = w et val,(a) = v pour un certain o € Nom, et

(b) wal(B,, ") Zval(B,, &™), pour tout n > 0 et pour tout 3, € Nom,,

PREUVE. (a) Supposons que wZv et soit o« € Nom tel que val () = w (un tel

« existe car M est nommé). La condition (base,) entraine que vak(co) = v.

(b) Pour n’importe quel w' tel que w =, w', nous aurons qu’il existe par (zig.)

un v' tel que v =, v' et w'Zv'. Mais w' = (w_,, w) pour un certain w € W,, ce

qui veut dire qu’il existe B € Nom, tel que val(a_,, B) = w' (car M est nom-

mé). Par (base,) encore une fois, nous avons que val(c_,, 3) = v'. En exploi-

tant (zag.), nous pouvons montrer que cette observation tient dans l'autre

direction. Nous avons donc, pour tout n, que

() wZv = val(a_, B)Zval(a_,, B)

pour tout 3 € Nom,. Il reste & montrer que (*) entraine I'implication

(**) val (B, o) Zval(

Supposons que 3, € Nom,, pour tout n > 0. Nous savons par (*) que
val (o, By)Zval(c_q, By).

De méme, en appliquant (*) aux points val(cu_y, B,) et val(a g, By), nous au-

an+l)

n

rons que val, (B,, B, @®)Zval,(B,, B, &), c’est-a-dire

val, (3, OLZ)ZUQLZ(BD OLQ) .

De maniere générale, nous aurons
val,(B,, o) Zvab(B,, o).

Ce qui démontre le résultat.
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Une bisimulation se comporte adéquatement vis-a-vis les relations {3} aussi :

Proposition 6.2.3

Soient w € W et v € V des points des modéles M et N respectivement, soit Z
une bisimulation entre M et N, et soit 3 € Nom,,,. Si wZv, alors

(zigg) w{B}w' = Iv' € V tel que v{B}v' et W'Zv'

(zags) v{B}v' = Iw' € W tel que w{p}w' et w'Zv'

PREUVE. Soit w' € W tel que w{B}w'. Puisque M est nommé¢, il existe o, &' €
Nom tels que val(a) = w et val(a') = w'. Par la proposition précédente,
nous avons que vah(o) = v. Définissons

X = (W_(n), vab(B)) = vali(a_,, B)

X' = (W_gpy, 90k (B)) = vak(o_,, B)
Par définition des relations {3} et {n+1}, nous avons que x{n+1}x" La
condition (zig,) entraine qu’il existe y' € V tel que y{n+1}y' et x'Zy'. Par la
proposition précédente,

y = vab(o_,, B)

y' = val(a'_,, B)
Soit v' = val(a'). Nous avons par la définition des relations {3} et {n+1} que
v{B}v', et par la proposition précédente que w'Zv'. Ce qui démontre (zigg).

La direction (zags) se démontre de maniére analogue.

Montrons que la bisimulation se comporte bien & I'endroit de l’équivalence

élémentaire

Proposition 6.2.4
Soient w € W et v € V des points des modeles simples M = < S, val, > et N

= < T, val, >. Si w et v sont bisimilaires, alors M, w = N, v.
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PREUVE. Nous devons montrer que
M, wliF ¢ssiN, vk,
pour toute formule ¢. La preuve est par induction sur la complexité de ¢.

Etape de base. Si ¢ est une variable propositionnelle p € Prop ou un nominal

o € Nom, les conditions (base,) et (base,) sur les bisimulations entrainent

immédiatement le résultat.

Etape d’induction. (i) Si ¢ est une combinaison booléenne, la preuve est une
application directe de ’hypothése d’induction.
(ii) Supposons que p = @ 1, avec o € Nom,. Tout d’abord, observons que
w s, (W, vah(a))
Par (zig.), il existe v' € V tel que v =, v' et (w_,, val())Zv'. De méme, par
(base,), v,! = wval(w). Ainsi, (w_,, val(o))Z(v_,, wvab(x)). En appliquant
I’hypothése d’induction & ¢ (qui a moins de connecteurs que ¢), nous obte-
nons
M, (w_,, val (o)) IF ¢ = N, (v_,, vah(a)) IF ¥
ce qui revient &
M, wli-Qy = N, vI-Quy
La condition (zag.) nous permet de démontrer ’autre direction de ces impli-
cations.
(iii) Supposons que ¢ = [,,,%. Au lieu de démontrer ’équivalence suivante :
M, wliFO, ¥ssiN, viIFO,, v,
nous démontrerons ’équivalence :
M, wik O, ¥ssiN, vIF O, 0,
ce qui revient au méme. Nous avons
M, wIF 0,9 ssi M, w' IF 4, pour un certain w't. q. w{n+1}w'
Par I’hypothése d’induction, s’il existe v' € V bisimilaire a w', alors
M, w'lF 9 ssi N, v' I )
La condition (zig,) nous assure de l'existence d’un tel v' qui, en plus d’étre

bisimilaire & w', est tel que v{n+1}v". Il en résulte donc que
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M, w Ik O, % ssi M, w' I 4, pour un certain w' € W t. q. w{n+1}w'
= N, v' IF 9, pour un certain v' € V t. q. v{n+1}v'
ssi N, v IF Q%
Un argument symétrique montre que Pautre direction (<) tient également.
(iv) En appliquant la proposition 6.2.3 et en employant un argument similaire
a celui de (iii), nous pouvons montrer que le résultat tient si ¢ = g

Ce qui compléte la démonstration. *H

Il n’est pas difficile d’adapter cette notion de bisimulation pour les structures
simples de rang fini. Soient S = < W, ®_ , R>et T =<V, T, @ > des
SROF de rang n. Nous définissons une bisimulation (de rang n) entre S et T
comme une relation Z C W_xV_ telle que: pour tout m < n et 3 €
Nom_,\Nom,, si wZv
(zig,) w{m+1l}w' = Iv' €V, tel que v{m+1}v' et w'Zv'
(zag,) v{m+1}v' = Iw' € W tel que w{m+1}w'et w'Zv'
(zig.) w=,w =3IV eV telquevr, vet wZv'"
(zag.) v=,v' = 3dw'e W, tel quew =, w'et wZv'
Une bisimulation entre les modeles simples de rang n M = < S, val, > et N =
< T, val, > est une bisimulation entre les structures S et T telle que
(base,) wZv = ¥m < nVp € Prop,, [w, € val(p) ssi v, € va(p)]
(base,) wZv = Ym < nVa € Nom,, [ w,, = val,(a) ssi v,, = val(a)]
‘Cette notion de bisimulation a sensiblement les mémes propriétés que la pré-
cédente. Notamment, nous avons que si wZv, alors

val,(B3)Zval(B), pour tout B € Nom,
et, pour tout B € Nom_,\Nom,,
(zigg) w{B}w' = W' €V, tel que v{B}v' et w'Zv'
(zagy) v{B}v' = Iw' € W, tel que w{B}w' et w'Zv'
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Surtout, si deux points sont bisimilaires, alors il est facile de voir qu’ils seront
élémentairement équivalents (la transposition de l’équivalence élémentaire
étant ¢vidente).

Une bisimulation entre structures simples induit des bisimulations sur les
restrictions de ces structures. Si Z C WxV est une bisimulation entre S = <
W, d>etT=<V,I'> etsiae W,, et be V,,, nous définissons la rela-
tion Z_,(a, b) C W, xV, comme suit : w,Z_ (a, b)v, ssi

dxeW3iyeVix,,, =(w, a) &y, = (v, b) & xZy|
Par ailleurs, nous définissons. Z,(a, b) C W,x V, comme suit : wZ,(a, b)v ssi

Ix e Wiy € V[(z, T,,) = (w0, @) & (Yo, Yor) = (v, 0) & xZy]

La relation w,Z_,(a, b)v, est une bisimulation (de rang n) entre la restriction
de S & a et la restriction de T a b, et la relation wZ,(a, b)v est une bisimula~

tion (au sens originel) entre S (a) et T ,(b). En effet :

Proposition 6.2.5

Soit Z € WxV une bisimulation entre S = < W, ® > et T =<V, T > et

solent a € W, et be V.

(a) Z,(a, b) est une bisimulation (de structures) entre S,(a) et T ,(b).

(b) Si Z est une bisimulation entre M = < S, wal, > et N = < T, val, >, alors
Z,(a, b) est une bisimulation (de modeles) entre M, (a) et N,(b).

(c) Z_.(a, b) est une bisimulation (de structures) entre S.,(a) et T_,(b).

(d) SiZ est une bisimulation entre M = < S, val, > et N = < T, val, >, alors
Z_,(a, b) est une bisimulation (de modeles) entre M., (a) et N_,(b).

PREUVE. (a) Supposons que wZ,(a, b)v, o0 w € W, et v € V,, et supposons
qu'il existe w' € W, tel que @,,,(a)(w, w'). D'une part, si wZ,(a, b)v, c’est
qu’il existe x € W et y € V tels que (z,, z,,,) = (w, a), (Y, Y1) = (v, ) et
xZy. Posons x' = (x_,, w'). 1l est alors évident que x{n+1}x". Puisque Z est

une bisimulation, il existe y' € V tel que y{n+1}y' et x'Zy'. Mais y{n+1}y'
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entraine que y' est de la forme (y_,, v), avec y,,, = b et v/ € V,_ tel que
I (0)(v, v'). Nous avons donc qu’il existe v' € V, avec wZ,(a, b)v' et
I (b)(v, v'). Ce qui montre (zig). La démonstration de (zag) se fait de ma-
niere analogue.
(b) Supposons que wZ,(a, b)v et soit p € Prop,. Si wZ,(a, b)v, c’est qu’il existe
x € WetyeVtels que (z,, %) = (w, a), (Y, Yup1) = (v, b) et xZy. Puisque
xZy, il s’ensuit que w, € val(p) ssi v, € val(p), autrement dit que

w € val(p) ssi v € valy(p)
La démonstration de (base,) est similaire.

Les parties (c) et (d) sont des conséquences directes des définitions de bi-

simulation et de bisimulation induite. »«

Corollaire 6.2.6
Si M et N sont Z-bisimilaires (comme modeles) et si wZv, alors M, (w,,,) et

N, (v,,,) sont bisimilaires et M_,(w,,,) et N_,(v,,,) sont bisimilaires.

PREUVE. Ce corollaire est plus ou moins la conséquence directe de la proposi-

tion précédente et de la proposition 6.2.2. W4

6.3 Traduction dans la logique du premier ordre

Nous montrons dans cette section comment traduire le langage L dans un cer-
tain langage du premier ordre de sorte que la notion de satisfaction dans les
structures simples soit, traduite en une notion de satisfaction dans des modéles
du premier ordre.

Nous commencerons par traduire I dans un langage du premier ordre ty-

pé Ly, (avec égalité).®® Pour chaque n € N, il y aura une collection (dénom-

% On dit habituellement « sorté » plutot que « typé », mais je trouve le terme « sorté »

affreux et « typé » rend bien I'idée derriére ce langage.
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brable) de variables et de symboles de constantes de type n; plus précisément,
un ensemble Var, de variables z, de type n, et un ensemble Con, de symboles
de constantes comprenant une constante ‘a.’ (ou ‘a{a)’) pour chaque o €
Nom,. Les symboles de prédicat prendront des arguments de types spécifiques;
par exemple, si ‘A’ est un symbole de prédicat de type ‘(n, n+1)’, c’est que
‘A’ est un prédicat & deux variables, la premiére étant de type n et la seconde
de type n+1. Il y aura, pour chaque p € Prop,, un symbole de prédicat ‘P
(ou ‘P(p)’) de type (n). L’ensemble de tous les symboles de prédicats unaires
de type (n) (de cette forme) sera dénoté par CON,. Enfin, pour tout n > 0, i
y aura le symbole de prédicat ‘R, (2,1, T, y,)’ de type (n+1, n, n). Les re-
gles de formation des formules de L,,,, une fois cette liste spécifiée, sont évi-
dentes, ’ensemble de ces formules étant dénoté par Form.,..

SIS =< W, d >etsiM = <S8, val >, le Ly, -modeéle typé du premier
ordre correspondant est M(S) = < D, I > ou D = (W,),cn €t

I{a,) = val(o)

1(P,) = val(p)

I[(R.) = @,
Pour la suite, le symbole de constante ‘a,’ (ou ‘a(w)’) est définie comme la

(une des) constante(s) ¢

a.’ tel que val(o) = w. L’ensemble Term, des termes
de type n de L;,, est 'union de Con, et de Var,. Définissons I’ensemble Con
comme 1'union des Con,, Var comme l’'union des Var,, et Term comme ['union
des Term,.

Pour les besoins de la traduction, nous définissons Con comme ’ensemble
des suites a = (¢, a,, -..), ou a, € Con,, Var comme ’ensemble des suites x =
(%, x, ...), ou z, € Var,, et Term comme I’ensemble des suites t = (¢, ¢, ...),
ol ¢, € Term,. Si w € W, a(w) est la suite de Term telle que

a(w) = (a(wy), a(w,), ...).

La fonction de traduction

Tr : TermxForm; — Form
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est définie récursivement comme suit : pour t = (&, ¢, ...) € Term,

Tr(t, L) = a = a (@ au choix)

4
6, @) = Tr((t,, a,), @), si H(a) = n
Te(t, Dyntp) = Vo (Rups(tr, b ) = Tr((E,, ), )
Tr(t, Oyp) = Va,(Roi(ag, 1, 3,) — Tr((bo, 3,), 9)), si 7(8) = n+1
En dépit du fait t soit une suite infinie, il n’y a jamais plus qu’un nombre fini
de t, dans Tr(t, ¢).

Proposition 6.3.1
Soit ¢ € Form, et soit w € W. Nous avons que
M, w I ¢ ssi M(S) IF Tr(a(w), ¢)

PREUVE. Soit ¢ € Form; et w € W. La preuve est par induction sur .
Etape de base. Supposons que p = p,ou p € Prop,. Nous avons que
M(S) I+ Tr(a(w), p) ssi M(S) I+ P (a(w,))
ssi [(a(w,)) € I(P,)

ssi w, € val(p)

ssi M, wlikFp
Si ¢ = «, avec o € Nom,. Nous avons que
M(S) IF Tr(a(w), a) ssi M(S) IF a(w,) = a,
ssi I(a(w,)) = I(a,)
ssi w, = val(w)

ssiM, wiF o

Etape d’induction. (1) Si p = = ou P A 6, la preuve est directe.
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(ii) Supposons que ¢ = @), avec o € Nom,. Nous avons, par définition et
par ’hypothése d’induction, que
M(S) IF Tr(a(w), Q1)) ssi M(S) IF Tr((a(w)_,, a), ¥))
ssi M, (w_,, I(a,)) IF 9
ssi M, (w_,, val(a)) IF 2
ssiM, w IF @4
(iii) Supposons que ¢ = [,,;2. Nous avons, par définition et par ’hypothése
d’induction, que
M(S) I Tr(a(w), U,.%)
ssi M(S) IF Yz, (R, (a(wni), alw,), z,) = Tr((a(w)_,, z,), ¢))
ssi Vw € W, [I(a(w,,,), «(w,), a(w)) € I(R,,)
M(S) 1= Tr((a(w)_,, a(w)), ©))]
ssi Vw € W, [®,,(wyy)(w,, w) = M(S) - Tr((a(w)_,, a(w)), )]
ssiVw € W, [P, (w,)(w,, w) = M, (w_,, w) IF ¢]
ssi M, w - L, 9
(iv) Si ¢ = gy, avec r(B) > 1, la preuve est similaire & celle de (iii).

Ce qui compléte la démonstration. X4

Pour tous ¢ et x € Var, le nombre de variables (libres ou pas) dans Tr(a(x),
@) est fini, car il n’y a qu’un nombre fini d’étapes dans la définition de la tra-
duction Tr(a(x), ¢) de ¢, et chaque étape de la traduction n’ajoute qu’un

nombre fini de variables.

Proposition 6.3.2

Soit x € Var et soit n = max{m : z, libre dans Tr(x, ¢}. Nous avons
M Ik @ ssi M(S) IF VaVz,.. Vo, Tr(x, ¢)

PREUVE. Nous avons que M |F ¢
ssi M, w IF ¢, pour tout w € W
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ssi M(S) IF Tr(a(w), ¢), pour tout w € W
ssi M(S) I Tr(a(w), ¢), pour tous w, € Wy, w, € W, ...
ssi M(S) I Tr(a(w), ¢), pour tous wy € Wy, w, € Wy, ..., w, € W,

ssi M(S) Ik Vo, ...V, Tr(x, ¢)

Ce qui démontre le résultat. Y«

Nous étendons le travail précédent pour traduire la validité dans une struc-
ture. Pour ce faire, nous devons ajouter & L,,, des variables et des quantifica-
teurs d’ordre deux. Plus précisément, pour chaque n, il faut un ensemble
VAR, de variables de prédicats unaires X de type (n). Nous appellerons ce
langage L.p, et ensemble des formules de Lg, est Formg,. L’ensemble
TERM, des termes de type (n) est donc I'union de CON, et de VAR,. Enfin,
I’ensemble CON est 'union des CON,, VAR est I'union des VAR, , et TERM
est I’'union des TERM,,.

Soit ¥ : Con U CON — Var U VAR une fonction injective telle que, pour

nI

tout o € Nom et pour tout p € Prop,

9(a,) = z, (ou z(e)), ot 7, € Var,,

9(P,) = X, (ou X(p)), ou X, € VAR,
Exigeons, par ailleurs, que les variables de Var qui sont utilisées dans les tra-
ductions ne sont pas dans I'image de 0. Une telle fonction existe car les en-
sembles Con, CON, Var et VAR sont infinis. Nous modifions maintenant la
fonction de traduction Tr en remplacant les clauses

Tr(t, p) = Py(t.), si r(p) = n

Tr(t, o) = t, = a,si r(a) =n
par celles-ci :

Tr(t, p) = X,(1), si r(p) = n

Tr(t, o) = t, = @, si (o) = n
Avec ces modifications, nous pouvons traduire les formules dans L, de méme

que la validité dans un structure, comme le démontre la proposition suivante :
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Proposition 6.3.3

Soient ¢ € Form, x € Var, et n = max{m : z,, libre dans Tr(x, ¢)}. Soient p,,
Py, -+, D € Prop et oy, o, ..., o, € Nom les variables propositionnelles et les
nominaux apparaissant dans ¢. Nous avons :

(a) S, wlF ¢ ssi M(S) IFVX(p,) ... VX(p)Va(a,) ... Va(a)Tr(a(w), ¢)

(b) Sk ¢ ssi M(S) IFVX(p,) ... VX(p)Va(e,) ... Va(o)Ve, ... Yz, Tr(x, @)

PREUVE. (a) Par définition, M, w I ¢
ssi < S, val >, wlik ¢
ssi < D, I>, wlk Tr(a(w), ¢)
ou I est une fonction d’interprétation telle que
I(2(ev,,) = val(o,,)
I[(X(p,)) = val(p,,)
I(R,) = Pnis
Nous pouvons décomposer [ en deux parties : [, la restriction de 7 a Term U
TERM, et [, sa restriction a ensemble {R,,,: n > 0}, de sorte que I = I, U
I;. La partie [, est déterminée seulement par wal, et la partie I, par .
L’action de I, est donc de donner une valeur aux variables z(a,), ..., z(o,) et
X(p), ..., X(p,) de Tr(a(w), ¢). Or, S, w I ¢
ssi < S, val >, w IF ¢, pour tout val
ssi < D, (J,, Iy) >, w Ik Tr(a(w), ¢), pour tout J,,
ssi < D, I>IFVX(p) ... VX(p)Va(er,) ... Va(o)Tr(a(w), ¢)
(L’évaluation de VX(p,) ... VX(p)Vr(e,) ... Va(o)V, ... V,Tr(x, @)’ ne dé-
pend pas de I,,.)

(b) Conséquence immédiate de (a). X

Une derniére remarque avant de conclure cette section. Il est bien connu
qu'un langage du premier ordre typé peut étre traduit dans un langage du

premier ordre non-typé. Ainsi, nous pouvons donc traduire le langage L dans
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un langage du premier ordre non-typé. Soit L;p, le langage du premier ordre
(non-typé) avec égalité ayant comme variables les éléments de Var = |J, Var,,
comme symboles de constantes les éléments de Con = J,Con,, et comme
symboles de prédicats : les éléments de CON = |J CON , et les symboles de
prédicat ‘R, \(Z,.,, T, ¥,) et ‘TP, (z)’ pour tout n > 0. (Le symbole de préedi-
cat ‘TP, (z)" servira & marquer le type d’un individu.) L’ensemble des formules
de L,p, est Formyp, La différence entre Formg, et Formqp, tient non seule-

Y

ment & la présence de ‘TP,(z)’ mais au fait que les clauses syntaxiques de

Lzpo n'incluent pas de contraintes sur les types (par exemple, ‘P,(z)" est une
formule de Ly, méme si 7(z) = m(p), ce qui n’est pas vrai pour Lyp,,).

Si M = < D, I> est un modéle de Ly, ou D = (W,),5,, nous définissons
le modele N(M) = < D, J > de Lyp, comme suit :

D =U,,W,

J(X) = I(X), st Xe€ ConUCONU {R,,: n> 0}

J(TP,) = W,, pour n > 0
11 est facile de voir que J est bien définie et que N(M) est bel et bien un mo-
dele de Lpp.

La fonction de traduction Trad : Form,, — Formg,, est définie récursi-
vement comme suit :

Trad(y) = ¢, si ¢ est une formule atomique de L,

Trad(—¢) = =Trad(y)

Trad(¢ A ¥) = Trad(g) A Trad(y)

Trad(Vz ) = Vo TP,(z) - Trad(y)), st z € Var,
Il faut montrer que M et N(M) s’accordent sur I’évaluation de ¢ et Trad(¢p).

Proposition 6.3.4

Si ¢ € Formy,, est une formule close, alors

MF ¢ ssi N(M) IF Trad(y)
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PREUVE. Par induction sur la complexité de ¢.

Etape de base. Si ¢ est une formule atomique, le résultat est vrai, car

Trad(¢) = ¢ et J attribue les méme interprétations aux éléments de Con et
de CON que I

Etape d’induction. (i) Si ¢ = —p ou ¥ A 6, la preuve est une conséquence di-

recte de I’hypothése d’induction.
(ii) Supposons que ¢ = Yz, avec x € Var,. D’abord, par la définition de la
quantification typée, nous avons que
M-V ssi M IF Ylz/a(w)], pour tout w e W,
D’autre part, par la définition de Trad et de la quantification non-typée, nous
avons que
N(M) I Trad(Yz ) ssi N(M) IF Va(TP,(z) —» Trad(v))
ssi N(M) IF TP, (a(w)) — Trad(y)[z/a(w)], pour tout w € U, W,
ssi N(M) I+ TP, (a(w)) — Trad(y)[z/a(w)], pour tout w € W,
ssi N(M) I+ Trad(y)[z/a(w)], pour tout w € W,
Par ’hypothése d’induction, pour tout w e W,
M I [z/ a(w)] ssi N(M) IF Trad(y)[z/a(w)],
donc M IF V) ssi N(M) I Trad(Vz ).

Ce qui compléte la démonstration. X
Ces résultats permettent d’établir les corollaires suivants :

Corollaire 6.3.5 (Compacité et Lowenheim-Skolem descendant)

Soit E un ensemble de formules de L. Nous avons :

(a) Si tout sous-ensemble fini de F est satisfaisable (dans un modéle simple),
alors E est satisfaisable (dans un modele simple).

(b) Si E est satisfaisable (dans un modele simple), alors E est satisfaisable

dans un modele simple au plus dénombrable.
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PREUVE. (a) Soit F C E un sous-ensemble fini (de formules de L) satisfaisable
dans M a w. D’aprés les propositions précédentes, pour toute formule ¢ € F,
nous avons :

M, w Ik ¢ ssi N(M(S)) IF Trad(Tr(a(w), ¢))
Autrement dit, I’ensemble de formules

{Trad(Tr(a(w), ¢)) : ¢ € F}
est satisfaisable (au sens du premier ordre). Puisque ceci est vrai de tout sous-
ensemble F fini, d’aprés le théoréme de compacité (de la logique du premier
ordre), nous obtenons qu’il existe un modele M de Lyp, tel que

M IF {Trad(Tr(a(w), ¢)) : v € E}.
Puisque tout L,p,-modéle peut étre converti en une SROSs et que cette
conversion préserve la satisfaction (il suffit de suivre les détails de la preuve
de la proposition 6.3.1 pour s’en convaincre), il s’ensuit qu’il existe un modeéle
simple satisfaisant E.

(b) Argument analogue a la différence prés que l'on invoque le théoreme

de Lowenheim-Skolem (descendant). "



Chapitre 7
Résultats sémantiques — Partie I1

Nous présentons dans ce chapitre des résultats sémantiques analogues & ceux
qui ont été exposés dans le chapitre précédent mais cette fois-ci pour les au-

tres modeéles généraux et pour les autres syntaxes exposées au chapitre 5.

7.1 Propriétés élémentaires

La satisfaction et la validité se comportent telles qu’attendues aussi dans le

cas général.

Proposition 7.1.1

Soient M un modeéle (général) de L, w € W, n > 0, o € Nom, et 3 € Nom,,,.
Nous avons que

(a) Si ¢ est une instance de tautologie, alors w I ¢

(b) Siwl- petwlko— 1, alors w ik 9

(c) SIMIF ¢, alors M IF O, o, MIF O et M IF Q@

(d) wliFO(e = 9) = (L — ), pour O = I, ou O,

(e) Sind rep(e), alors w i ¢ ssi (w_,, w) Ik ¢, pour tout we W,
PREUVE. Les preuves de (a) & (d) ne comportent aucune difficulté. Pour la
partie (e), il faut prendre note de la différence entre rep et rep,, mais la preu-

ve reste la méme pour ’essentiel. ¥
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Nous avons des résultats similaires concernant ’extension des formules dans
les SROS générales. Lorsque w € W,,, rappelons que
M, (w) = < W, &, ®(w), val,, >

est le modeéle de rang fini obtenu de M par restriction & w.

Proposition 7.1.2
Si ¢ € Form,,, alors

M, w |- ¢ si et seulement si M_,(w,,,), w, IF ¢

PREUVE. La preuve par induction est analogue & celle pour les modéles sim-
ples. Les cas nouveaux sont ceux qui impliquent les modalités. Examinons le
cas ou ¢ = .., ou 0 <m < n. Nous avons M, w I 1,9

ssi M, (v, w™) I 1, pour tout v,, € W, tel que ®(w,,, ) (W, v,.)

st Mo, (Woa1)s (Viy Wins1s -y w,) I 90, pour tout v,, € W, tel que ...

ssi M, (w,,y), w, IF O, %

Si ¢ = Oy avec B € Nom.,\Nom,, la démonstration est analogue. »¢

Rappelons aussi que E_(¢) = U{[¢]c.(w)x{w} : w e W, }. Autrement dit,
E_,(p) est en quelque sorte I'union des extensions de ¢ dans M., (w) pour w €

W.... Nous avons :

Proposition 7.1.3

Soient p € Prop,, et o € Nom,. Nous avons que
() [ =

(b) [pl = val( )< W

(¢) [of = W, x{val(c)} x W™

(d) Siype Form<n, alors [¢] = Eat.,(¢)x W™
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PREUVE. Les preuves de (a), (b) et (¢) découlent immédiatement des clauses
sémantiques pour les variables propositionnelles, les nominaux et pour L.
(d) Par définition et par la proposition précédente, nous avons que
w € [o] ssi M, wlik ¢

ssi M. (w,,,), w,IF ¢

ssi w, € [¢] cn(Wni1)

ssiw,,, € Ext.(p)

ssiw € Ext_,(o)x W
D’ou le résultat. ¥

Nous conservons les caractérisations du tableau 6.1.5 pour les SROS généra-

les. Nous avons déja les conséquences suivantes pour la définissabilité.

Proposition 7.1.4
Soit Sch un schéme du tableau 6.1.5 portant sur les modalités de rang n+1, et
soit Cond la condition correspondant a ce schéme. Nous avons

S IF Sch(y), pour tout ¢ € Form,,

ssi toutes les relations de R, satisfont Cond.

PREUVE. (On remarquera que la proposition serait toujours vraie si nous rem-
placions I'ensemble Form., par Prop.,.) Il faut montrer que la relation ®(w)
C W _x W, satisfait Cond si
Sc.(w) IF Sch(yp), pour tous ¢ € Form,,
Soit F, est le sous-ensemble de formules de Form_, généré par les clauses
e:=p|=plony|U.p
ou p € Prop,. L’évaluation d’une formule ¢ de F, dans M_ (w) est équivalente
a I’évaluation ¢ dans le modele de Kripke < W, ® _ (w), val >. Or, la validi-

té de toutes les instances de Sch dans la structure de Kripke < W, @, (w) >

entraine que @, (w) satisfait Cond. X«
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Si nous voulons montrer que la validité du schéme Sch avec des instances li-
mitées & Form., (voire méme Prop,) implique la validité de ce schéme avec
des instances quelconques, il faut & nouveau faire appel au langage infinitaire
L.. Les seules modifications que nous apporterons sont les clauses pour les
modalités (la relation [-] remplacera la relation {-}). Pour V.C W, rappelons
que

Nom(V) = {& € Nom : val(ax) € V}
Les notions suivantes seront importantes pour la réécriture des formules de
L : pour o™ € Nom™', nous définissons

Nom_,(V, a™') = {a, € Nom, : (or,, o) € Nom(V)}

N_(V, ™) = VNom_,(V, a™)

N_(V) = v{ra®™ A N_(V, &™) : a™' € Nom™'}

La formule N, (V) a les propriétés désirées :

Lemme 7.1.5
[N, (V)] =V

PREUVE. En effet, w € [N, (V)]
ssi w Ik V{Aa™ A N_(V, &™) : a**! € Nom™'}
ssi 33" € Nom™'[w IF AB"™" A N_,(V, 3" ]
ssi wIF Ao (w™ ) A N_(V, o (w™))
ssi w i N_(V, o™ (w™))
ssi a(w) € Nom(V)
ssiw € V.

Ce qui compléte la preuve. M

Corollaire 7.1.6
Soit ¢ € Form,,, alors w IF N_.([¢]) ssi w IF ¢.
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PREUVE. Lemme précédent avec V = [¢].
Ceci nous permet d’établir le lemme clé suivant :

Lemme 7.1.7

Pour chaque o™' € Nom™' soit p(a**') € Prop, tel que wal(p(a™")) =
val(p(B™)), si val(a™") = val(B™").” Pour tout w € W, nous avons que :

(a) wlF V{AQ™! A pla™) @ o™ € Nom™'} ssi w Ik p(aH(w™)

(b) w ik O, V{A™ A pla™) : ™' € Nom™'} ssi w I O, p(a™ (w™))

(¢) wik O V{Aa™ A p(a™) 1 ™" € Nom™'} ssi w I- O, p(a™ ! (w™))

PREUVE. (a) Nous avons que w |- V{Aa™" A p(a™!) : &*"' € Nom"*'}
ssi IB™ e Nom™ [w I AB™ A p(B™) ]
ssi 3™ € Nom™! [val(B™') = w™' & w I p(B3™") ]
ssi valla™H(w™)) = W™ & w Ik p(a™ ! (w™H))
ssi wIF p(o™ (w™h))
(b) Nous avons donc que w IF ¢, V{Aa™ A p(a™!) : o' € Nom™'} ssi
v, € W, [@(w,..)(W,, v,) & (v,, w"*') IF V{Aa™ A p(a™!) : o™ € Nom™'} |
Par conséquent, d’apres (a), w - O, ,V{Aa"™ A p(a™!) : ™' € Nom™'}
81 3, € W, [@(10,1) (W, v,) & (v W) I p(0™ (w))]
ssi w Ik p(oH(w™h)
(¢) Nous avons que w I- [, V{Aa™ A p(a™') : ™' € Nom™'} ssi
Vv, e W [@(w,,,)(w,, v,) = (v,, ") IF V{Aa™ A p(a™!) : o™ € Nom™'}]
Par conséquent, d’apres (a), w IF O, V{Aa™™" A p(a™") : o™ € Nom™'}
ssi Vv, € W, [®(w,,,)(w,, v,) = (v, W) IF p(a™ (w"")) ]
ssi w - O, p(a™ ! (w™h))

Ce qui compléte la démonstration.

" Iei, valle™) = (val(on,), vallou), --.)-



Chapitre 7 — Résultats sémantiques 11 207

Corollaire 7.1.8

Les propositions du lemme précédent tiennent aussi si nous remplacons ‘LJ,,,’

par ‘LJy’, ou B € Nom,,,;.
PREUVE. 1l suffit de refaire exactement le méme argument. "
Tout ceci pour en arriver & :

Théoréme 7.1.9
Soit Sch un schéme du tableau 6.1.5 ayant trait & des modalités de rang n+1.

Si S IF Sch(yp), pour tout ¢ € Form,,, alors S I Sch(y), pour tout ¢ € Form,.

PREUVE. Supposons que S I- Sch(y) pour tout i € Form., (voire Prop,).
Soient ¢ € Form_, une formule constante, M un modele basé sur S et w € W.
Nous devons montrer que M, w |- Sch(y). Puisque

Sch(p) = mayw = mcyp
il faut montrer que

wliFmap = wlFmcyp
Par ailleurs, par un des corollaires précédents, puisque [N_,([¢])] = [¢], il
suffit de montrer que

w IF maN_([¢]) = w IF meN_([¢])
Il faut d’abord apporter une petite modification a N_,([¢]) pour pouvoir ap-
pliquer le lemme ci-dessus. Soit p(p, &™) une nouvelle variable proposition-
nelle telle que

vallp(i, &) = {val(es,) o, € Nom_,([¢], o))}
Nous remplagons N, ([¢], o™*) par p(¢p, o) dans N ([o]). Soit M., ([¢])
cette formule. Il est clair que M_,([¢]) posseéde la méme extension que
N_,([¢]), et donc la méme extension que . Il suffit donc de montrer que
(*) w I maM_,([¢]) = w IF meM_,([¢])

<n\
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Une application répétée des parties (a), (b) et (¢) du lemme précédent nous
donne

w IF maM_,([¢]) ssi wIF map(p, o)

w I meM_,([¢]) ssi w Ik mep(p, o)
de sorte que 'implication (*) est équivalente a I'implication suivante :

(*%) w IF map(p, ™)

= w - mep(p, a™)
Mais (**) est équivalente & w I ma p(p, &™) = mc p(p, ™), laquelle est
équivalente & w Ik Sch(p(p, o)) et p(p, &™) € Form,,. Mais, par hypo-

these, nous savons que Sch(p(yp, a**')) est valide dans S. D’ou le résultat. Y

7.2 Invariance et bisimulation

Soilent S=< W, & >et T= <V, T > des SROS. Un homomorphisme entre
S et T est une fonction © : W — V telle que, pour tout n > 0 et pour tout w,
we W:

w[n+1l|w' = O(w)[n+1]0(w"), et

w o, W = O(w) =, O(w).
Autrement dit, © doit préserver les relations [n+1] et a,. Un homomorphisme
entre modeéles est un homomorphisme © entre les structures sur lesquelles
sont basés ces modcles qui préserve les fonctions de valuation :

w' = 0O(w) = Vn > 0,Yp € Prop,|[w, € vallp) = w,’ € val'(p) ]

w' = 0O(w) = Vn > 0,Va € Nom, [ w, = val(a) = w,’ = val'(a) ]
Il est clair que I’homomorphisme surjectif entre modéles entraine 1’équivalence
élémentaire.

Une bisimulation entre les SROS S et T est une relation Z C WxV telle
que, pour tout n > 0, si wZv, alors
(zig,) w[n+1]w' = Iv' € V tel que v[n+1]v' et w'Zv'
(zag,) v[nt+1]v' = Iw' € W tel que w[n+1]w' et w'Zv'

(zig.) w=,w = Jv'eVtel queva, v'etwiv
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(zag,) v=a,v' = 3dw' e W tel quew =, w'et wiv'

Les définitions de points Z-bisimilaires, de points bisimilaires, de structures Z-
bisumilaires, et de structures bisimilaires sont analogues & celles données plus
haut.

SiM =< 8§, val, > et N = < T, val, > sont des modeles basés sur les
structures S et T, une bisimulation entre les modeéles M et IN est une bisimu-
lation Z entre les structures sous-jacentes respectives S et T telle que
(base,) WZv = Vn > 0,Vp € Prop,[w, € val(p) ssi v, € vah(p)]

(base,) wZv = Vn > 0,Va € Nom, [w, = val(a) ssi v, = vab(a) ]

Les définitions de points Z-bisimilaires, de points bisimilaires, de modéles Z-
bistmilaires, et de modéles bisimilaires sont analogues a celles données plus
haut.

Proposition 7.2.1

Soient w € W et v € V des points des modeéles M et N respectivement, et soit
Z une bisimulation entre M et N. Si wZv alors

(a) wval(o) = w et vab(a) = v pour un certain o € Nom, et

(b) wal(B,, o™")Zvak(B,, o), pour tout n > 0 et pour tout 3, € Nom,.
PREUVE. La démonstration est la méme que celle pour les SROS simples. M
Une bisimulation se comporte adéquatement vis-a-vis les relations [3] aussi :

Proposition 7.2.2

Soient w € W et v € V des points des modeles M et N respectivement, soit Z
une bisimulation entre M et N, et soit 3 € Nom,,. Si wZv, alors

(zigs)  w[Blw' = 3IV' € V tel que v[B]v' et w'Zv'

(zags) Vv[B]V' = Iw' € W tel que w[B|w' et w'Zv'
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PREUVE. Soit w' € W tel que w[3]w'. Puisque M est nommé, il existe o, ' €
Nom tels que val(a) = w et val(a') = w'. Par la proposition précédente,
nous avons que vab(a) = v. Définissons

X = (W_(p1n, 904(B)) = va(cx_,, B)

X' = (W', vab(B)) = val(a'_,, B)
Par définition des relations [B] et [n+1], nous avons que x[n+1]x". La condi-
tion (zig,) entraine qu'’il existe y' € V tel que y[n+1]y' et x'Zy'. Par la proposi-
tion précédente,

y = vab(o_,, B)

y' = vah(a'_,, B)
Soit v = wal(a'). Nous avons par la définition des relations [3] et [n+1] que
v[B]v', et par la proposition précédente que w'Zv'. Ce qui démontre (zigg).

La direction (zagy) se démontre de maniére analogue. "X

Montrons que la bisimulation se comporte bien & ’endroit de 1’équivalence

élémentaire :

Proposition 7.2.3
Soient w € W et v € V des points des modeles M = < S, wal, > et N = < T,

val, >. Si w et v sont bisimilaires, alors M, w = N, v.

PREUVE. La preuve est par induction sur la complexité de ¢.

Etape de base. Si ¢ est une variable propositionnelle p € Prop ou un nominal

a € Nom, le résultat découle de (base,) et (base,).

Etape d’induction. (i) Le cas booléen est une conséquence directe de
I’hypothése d’induction.

(i) Si ¢ = Q 1, avec o € Prop,, la démonstration est identique au cas simple.
(iii) Supposons que ¢ = [0, 9. Nous démontrerons ’équivalence :

M, wlF O, ¥ssiN,vIFE O, .
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Nous avons
M, w Ik O, % ssi M, w' IF 9, pour un certain w' t. q. w[n+1]w'
Par 'hypothese d’induction, s’il existe v' € V bisimilaire & w', alors
M, w'IF 1 ssi N, v' IF 2
La condition (zig,) nous assure de l’existence d’un tel v' qui, en plus d’étre
bisimilaire & w', est tel que v[n+1]v'. Il en résulte donc que
M, w IF O,% ssi M, w' IF 9, pour un certain w' € W t. q. w[n+1]w'
= N, v' IF 9, pour un certain v' € V t. q. v[n+1]v'
ssiN, v IF O, %
Un argument symétrique exploitant (zag,) montre que l'autre direction (<)
tient également.
(iv) En appliquant la proposition précédente et en employant un argument
similaire & celui de (iii), nous pouvons montrer que le résultat tient pour ¢ =
Ugap.

Ce qui compléte la démonstration. X

Cette notion de bisimulation pour les SROS générales s’adapte facilement aux
SROF. Soient 8 = < W, & R>etT =<V, T, Q> des SROF de rang
n. Nous définissons une bisimulation (de rang n) entre S et T comme une re-
lation Z C W, xV_ telle que : pour tout m <net 8 € Nom_,\Nom,, si wZv
(zig,) w[m+1l]w' = Iv' € V_ tel que v[m+1]v' et w'Zv'
(zag,) v[m+1]v' = Iw' € W_ tel que wim+1]w' et w'Zv'
(zig.) w=,w = 3Iv'eV tel quev =, v et wZv'
(zag,) Vv =,V = 3dw'e W, tel quew =, w' et wZv'
Une bisimulation entre les modéles de rang n

M= < 8§, val, >

N=<T,val, >
est une bisimulation entre les structures S et T telle que

(base,) wZv = Vm < nVp € Prop, [w, € val(p) ssi v, € val(p)]
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(base,) wZv = Vm < nVa € Nom, [w,, = val(e) ssi v, = val(c) ]
Cette notion de bisimulation jouit sensiblement des mémes propriétés que la
précédente. Notamment, nous avons que si wZv, alors

val,(3)Zval,(B), pour tout B € Nom,,
et, pour tout 3 € Nom_,\Nom,,

(zigg) w(Blw' = Iv' € V, tel que v[B]v' et w'Zv'

(zagy) VRV = JIw' € W, tel que w[B]w' et w'Zv'

Surtout, si deux points sont bisimilaires, alors il est facile de voir qu’ils seront
élémentairement équivalents (la transposition de la définition d’équivalence
élémentaire dans ce contexte étant évidente).

Une bisimulation entre des SROS induit des bisimulations sur les restric-
tions de ces structures. Si Z C WxV est une bisimulation entre les structures
S=<W,d>etT=<V, ['>etsiac W, et bec V,_,, nous définissons
la relation Z_,(a, b) C W, xV, comme suit : w,Z_,(a, b)v, ssi

dxeWdyeVix,, =(w, a &y, = (v, b & xZy]

La relation w,Z_.(a, b)v, est une bisimulation (de rang n) entre la restriction

de S & a et la restriction de T & b. En effet :

Proposition 7.2.4

Soit Z € WxV une bisimulation entre S = < W, ® > et T =< V, ' >, et
solent a € W, et be V.

(a) Z.,(a, b) est une bisimulation (de structures) entre S_,(a) et T_,(b).

(b) Si Z est une bisimulation entre M = < S, val, > et N = < T, val, >, alors

Z_,(a, b) est une bisimulation (de modeles) entre M_, (a) et N_,(b).

PREUVE. Soient w € W, et v € V_ tels que wZ_,(a, b)v, et soit m < n. Par
définition de Z_,, il existe x € W et y € V tels que xZy, x,,, = (w, a) et y,,,
= (v, b).
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Démontrons (zig,,). Supposons qu’il existe w' € W, tel que w[m+1]w'. Po-
sons x' = (w', x*'). Nous avons alors que x[m+1]x". 1l existe donc y' € V tel
que y[m+1]y' et x'Zy". Or, y' = (v', y**') avec v' € V, tel que v[m+1]v' (ceci
est une conséquence de la définition de [m+1)), ce qui démontre (zig,). La
démonstration de (zag,,) est analogue.

Démontrons maintenant (zig.). Soit w' € W, tel que w ~, w'. Si x = (w,
x")

m

et x' = (w', x™), il est évident que x =, x'. Puisque xZy, nous avons
qu’il existe y' tel que x'Zy' et y ~, y'. Siy =, y', c’est que y' = ((v_,,, v),
yn+1)

(b) La preuve découle immédiatement de (base,) et (base,). "

. Par conséquent, il existe v' € V, tel que w'Z_,(a, b)v' et v &, v'.

Corollaire 7.2.5

Si M et N sont Z-bisimilaires (comme modeles) et si wZv, alors M_ (w,,,) et

N_,(v,,,) sont bisimilaires.

PREUVE. Soit a € W_, nous voulons montrer qu’il existe b € V,_ tel que
aZ_,(Wy, v,y)b. Sia &, w, posons x = (a, w**'). La condition (zig,) nous
assure qu’il existe y € V tel que y &, v et xZy. Il suffira donc de poser b =y,
et nous aurons aZ_,(w,,,, v,,,)b. Soit maintenant a' tel que a' =, _, a. Posons x

= (a, w")

et x' = (a', w**'). Du fait que x ~,_; x' et xZy, il existe y' € V, par
(zig.), tel que xZy' et y ~,, y. Siy =, ¥, c’est que y' = (y_(por), ¥) =
((b_fpry, v), v™'), ou v € V, ;. 1l existe donc b' € V, tel que a'Z,(w,,,,
v,.,)b". En procédant de la méme maniére pour n—2, ..., 1, 0, nous aurons
montré que le résultat est vrai pour tout a € W . L’autre direction se démon-

tre de maniére analogue en utilisant (zag.) au lieu de (zig.)."H
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7.3 Traduction dans le premier ordre

Nous montrons dans cette section comment traduire le langage L dans un cer-
tain langage du premier ordre de sorte que la notion de satisfaction dans les
SROS soit traduite en une notion de satisfaction de modéles du premier ordre.

Le langage de traduction du premier ordre L, pour les SROS est pres-
qu’identique & Lp,, la seule différence se situant au niveau des symboles de
prédicats. Ce langage comportera un ensemble CON, de symboles de prédicats
de type (0, 1, ..., n) ‘P, ou ‘P(p), un pour chaque p € Prop,, de méme qu’un
symbole de prédicat ‘R, (z,.,, X,, ¥,) de type (n+1,0, 1, ..., n, 0, 1, ..., n)
pour chaque n > 0. L’ensemble de formules de L4, est Formy,.

SiS =< W, ® > est une SROS et si M = < S, val > est un modele basé
sur S, le L;-modéle du premier ordre correspondant sera M(S) = < D, I > ou
D = (W,)en €t

a) = val(<)
I(P,) = val(p)
[R,.) = %,

La fonction de traduction

Tr : TermxForm; — Formy,
est définie récursivement comme suit : pour t = (%, t,, ...) € Term,

Tr(t, L) = a = a (aau choix)

Tr(t, p) = P(t, t,, ..., t,), si r(p) = n
Tr(t, ) = t, = a,, si (o) =n
Tr(t, — ) —Tr(t, ¢)
Tr(t, Y) = Tr(t, @) A Tr(t, ¥)
(t, ) Tr((t- a), ©)), st (o) = 7
Tr(t, | n+190) Vo R (g b X0) = Tr((x,, t77), )
(t, Do) = Y, Bos (3, b %) = Tr((x,, £, 9)), i 7(B) = n1
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(Dans les deux derniéres clauses, ‘Vx,’ signifie ‘Va,Vz,...Vz,”). En dépit du fait

que t soit une suite infinie, il n’y a jamais plus qu’un nombre fini de ¢, dans
Tr(t, ¢).

Proposition 7.3.1
Soit ¢ € Form, et soit w € W. Nous avons que

M, w IF ¢ ssi M(S) IF Tr(a(w), ¢)

PREUVE. Soit ¢ € Form, et w € W. La preuve est par induction sur ¢.

Etape de base. Si ¢ = p, o0 p € Prop,, nous avons que
M(S) Ik Tr(a(w), p) ssi M(S) IF P (a(w,))
ssi I(a(w,) € I(P,
ssi w, € val(p)
ssiM, wlFp
Si ¢ = @, avec a € Nom,. Nous avons que
M(S) IF Tr(a(w), o) ssi M(S) IF a(w,) = a,
ssi (a(w,)) = I(a,)
ssi w, = val(w)
ssiM, wIF o

Etape d’induction. (i) Si ¢ = —1p ou 9 A 0, la preuve est directe.

(ii) Supposons que ¢ = @1, avec o € Nom,. Nous avons, par définition et
par I’hypothése d’induction, que
M(S) IF Tr(a(w), @) ssi M(S) IF Tr((a(w)_,, a), ¥))
ssi M, (w_,, I(ay)) IF 9
ssi M, (w_,, val(a)) IF 4
ssiM, w - Q1
(iii) Supposons que ¢ = ;1. Nous avons, par définition et par ’hypothése
d’induction, que M(S) IF Tr(a(w), O, )
ssi. M(S) IF Vo, (Bga(al1,,,), a(w,), %) - Tr((x,, a(w)™), )

7y
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ssi Vv, € W, [I(a(w,,,), a(w,), a(v,)) € I(R,,)
= M(S) I Tx((a(v,), aw)™), ¢))]
VY, € W, [0, (1,0 (W, v,) = M(S) I Tr((a(v,), a(w)™™), )]
ssivv, € W, [®,, (w, )(w,, v,) = M, (v,, w") IF 9]
ssi M, w -, %
(iv) Si @ = O, avec r(y) > 1, la preuve est similaire & celle de (iii).

Ce qui compléte la démonstration. X

Pour tous ¢ et x € Var, le nombre de variables (libres ou pas) dans
Tr(a(x), ¢) est fini, car il n’y a qu’un nombre fini d’étapes dans la définition
de la traduction Tr(a(x), ¢) de ¢, et chaque étape de la traduction n’ajoute

qu’un nombre fini de variables.

Proposition 7.3.2
Soit x € Var et soit n = max{m : z,, libre dans Tr(x, ¢)}. Nous avons
M IF ¢ ssi M(S) I+ VagVa,... Vo, Tr(a(x), ¢)

PREUVE. Nous avons que M I ¢
ssi M, w I ¢, pour tout w € W
ssi -M(S) IF Tr(a(w), ¢), pour tout w € W
ssi M(S) Ik Tr(a(w), @), pour tous w, € W,, w, € W), ...
ssi M(S) IF Tr(a(w), @), pour tous w, € Wy, w, € W, ..., w, € W,
ssi M(S) Ik VoV, .V, Tr(x, ¢)

Ce qui démontre le résultat. X

Nous étendons la proposition précédente a la validité. Pour ce faire, nous de-
vons ajouter a L, des variables et des quantificateurs d’ordre deux. Plus pré-
cisément, pour chaque n, il faut un ensemble VAR, de variables de prédicats

X de type (0, 1, ..., n). Nous appellerons ce langage L5 et Pensemble des for-
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mules de Ly, est Formy, L'ensemble TERM, des termes de type (0, 1, ..., n)
est donc 'union de CON, et de VAR,,. Enfin, I’ensemble CON est 1'union des
CON,, VAR est 'union des VAR, et TERM est I'union des TERM,.

Soit 4 : Con U CON — Var U VAR une fonction injective telle que, pour
tout o € Nom et pour tout p € Prop,

V(a,) = z, (ou z(cv)), ot 7, € Var,,

W(P,) = X, (ou X(p)), ou X, € VAR,
Exigeons, par ailleurs, que les variables de Var qui sont utilisées dans les tra-
ductions ne sont pas dans 'image de 9. Une telle fonction existe car les en-
sembles Con, CON, Var et VAR sont infinis. Nous modifions la fonction de
traduction Tr en remplacant les clauses

Tr(t, p) = Py(t,), si r(p) = n

Tr(t, o) =1, = a,, si () = n
par celles-ci :

Tr(t, p) = X,(t, t, ..., L), sir(p) = n

Tr(t, o) = t, = z,, sl o) =n
Avec ces modifications, nous pouvons traduire les formules dans L, dc méme

que la validité dans une SROS, comme le démontre la proposition suivante :

Proposition 7.3.3
Soient ¢ € Form, x € Var, et n = max{m : z,, libre dans Tr(x, ¢)}. Soient p,,

Dgy -5 Dy € Prop et oy, o, ..., o, € Nom les variables propositionnelles et les

nominaux apparaissant dans ¢. Nous avons :
(a) S, wlF ¢ ssi M(S) IFVX(p,) ... VX(p)V(ey) ... V(o) Tr(a(w), ¢)
(b) S Ik @ssi M(S) IFVX(p,) ... VX(p)Va(e,) ... Va(o)Va, ... YV, Tr(x, ¢)

PREUVE. Les preuves sont essentiellement les mémes qu’au chapitre précé-
dent. YK
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La traduction Trad de L,, dans L;,, peut &tre adaptée mutatis mutandis
pour le langage L,. En apportant les modifications nécessaires, nous obte-

nons :

Proposition 7.3.4

Si ¢ € Formy, est une formule close, alors
M I ¢ ssi N(M) IF Trad(y)

PREUVE. Identique & celle de la proposition 6.3.4. X«
Ces résultats permettent d’établir les mémes corollaires :

Corollaire 7.3.5 (Compacité et Léwenheim-Skolem descendant)

Soit £ un ensemble de formules de L. Nous avons :

(a) Si tout sous-ensemble fini de E est satisfaisable (dans un modele général),
alors F est satisfaisable (dans un modeéle général).

(b) Si F est satisfaisable (dans un modéle général), alors F est satisfaisable

dans un modele général au plus dénombrable.

PREUVE. La preuve est analogue a celle de 6.3.5. it

7.4 Le langage L,

Nous présentons dans cette section les résultats sémantiques pour le langage
L, interprété tantdt dans des SROS simples et tantot dans des SROS généra-
les. Nous serons plus laconiques sur les détails et nous nous contenterons par-

fois d’exposer en vrac les propositions correspondantes.
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Rappelons que Att(S) est 'ensemble des suite d’attributions de valeurs dans S

& des variables de L,. Nous avons :

Proposition 7.4.1

Soit M un modele (simple ou général) de L,, et soient w € W, n > 0, o €

Nom,, 3 € Nom,,, et s € Att(S). Nous avons que

(a) Si ¢ est une instance de tautologie, alors w, s I- ¢

(b) Siw,slkF petw,slk @, alorsw, sk

() M I ¢, alors M I-0,, 0, M IF Oy, M IF Q@ et M I Xz

(d) w,sIF0(p > ¢) = (B — O¢), pour D=0, ou

(e) Sin & rep(p) (resp. si n & rep(y)), alors w I+ ¢ ssi (w_,, w) IF ¢, pour
tout we W,

PREUVE. La preuve ne comporte aucune difficulté particuliére. ¥

Proposition 7.4.2

Soit M un modele simple, et soient w € W, s € Att(S), a et § € Nom, et z et
y € Varavec z = 3. Nous avons que

(a) w,s - Xz.—@ ssiw, s lF =Xz

(b)

(c) w,slFXz.@p ssiw,sIF QX zp,si r(a) = ()
(d)

Si M est un modele général, nous remplagons (d) par

(d) w, s |- Xe.0p ssi w, s - DXz, si O = Oy, O, et 7(B), r(y) < r(z)

w, s IFXz.(p A ) ssi w, s IF Xz A Nz

w, s |- Xz ssiw, s - Oz, si O =0, O, et 7(8), 7(y) = r(z) + 1

PREUVE. Les vérifications de (a) et de (b) sont immédiates. Pour (c), suppo-
sons que 7{z) = m et r{a) = n, sous ’hypothése que n = m, nous avons que
w,) Ik Q.

ssi (W, val(0)), (s, wy) I @

w, s |F Xz.@_¢ ssi w, (s

—%
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ssi (w_,, val(e)), s Ik Xz
ssi wlF @ \z.
Pour (d), supposons que 7(3) = n 4+ 1 et que 7(z) = m + 1, sous ’hypothese
que . = m + 1, nous avons que
w, s |- Xz.0gp ssi w, (s_,, w,,) IF Oy
ssi Vw € W, [ ®(val(B))(w,, w) = (W_,, w), (s_,, W) Ik ]
ssi Vw e W, [ D(val(B))(w,, w) = (W_,, w), s IF X\z.¢]
ssi w, s |- Lz
La preuve pour 0 = O, avec r(y) = n + 1 est similaire. Pour la partie (d'),
toujours en supposant que r(3) = n + 1 et que r(z) = m + 1, sous I’hypothése
que 7 < m, NOUS avons que
w, s IF a0y ssiw, (s_,, w,,) IF Oy
ssi Vv, € W_ [ ®(val(B))(w,,v,) = (v, w™), (s_,, w,y) IF @]
ssi Vv, e W [D(val(B))(w,, v,) = (v, w"™), s |- Az ]
ssi w, s IF Uiz

et la preuve est similaire pour [ = 0, avec r(y) = n + 1. 'K

Proposition 7.4.3

Soit ¢ € Form,. Si z & fu(p), alors
w, sk @ssiw, (s_,, w) Ik ¢,

pour tout we W,

PREUVE. Par induction sur le nombre de connecteurs dans ¢.

Etape de base. Si ¢ = p € Prop ou o € Nom, alors la valeur de vérité de ¢ ne

dépend pas d’une valuation. Donc, en particulier,
w, sl @ssiw, (s, w) Ik
pour tout w € W,

n

Etape inductive. (i) Le cas booléen est immédiat.

(i1) Si ¢ = @, ou o € Nom,,, alors
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w, s |- Q. ssi (w_,, val(a)), s IF 9
ssi (W_,,, val()), (s_,, w) Ik 4, pour tout w € W,, par (HI)
ssiw, (s_, w) IF @1, pour tout w e W,
(iii) Si ¢ = O, avec y € Var,,,, tel que y = z, alors
w, s IF O ssiVo e W, [®(s(y)(w,, v) = (W_,,, v), s -]
ssiVve W, [P(s(y)(wn v) = Ywe W, [(w_,, v), (5., w) IF 9]
ssiVwe W.¥Yve W, [®((s_,, w)(y)(w,, v) = (W_, v), (s, w) IF ]
ssiVYwe W, w, (s_,, w) IF O
La preuve est similaire pour ¢ = Ugi).
(iv) Si ¢ = \y.¢ avec y € Var,, alors y = z car z ¢ fu(p). Nous avons
w, sl Ay ssiw, (s_, w,) -
ssiw, ((s_,, w,)_,, w) IF %, pour tout w € Var,
ssiw, ((s_,, w)_, w,) |- ¥, pour tout w ¢ Var,
ssi w, (s_,, w) IF Ny.9, pour tout w € Var,
Si y = «, alors pour tout w e W,
w, (s_,, w) Ik Xz ssiw, ((s_,, w)_,, w,) I+
ssi (s_,, w,) IF 9
ssi s IF Nz
Ce qui compléte la preuve pour linterprétation de L, dans des structures
simples. Pour les structures générales, seule la partie (iii) doit étre modifiée et

cette modification est minime. "4

Corollaire 7.4.4
Soit M = < W, &, val > un modeéle de L,. Si ¢ ¢ CForm,, alors
w, s IF ¢ ssiw, t |- ¢, pour tout t € Att(S).

PREUVE. Si ¢ € CForm,, alors fu(¢) = @. Le résultat est donc une consé-

quence de la proposition précédente. W4
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Proposition 7.4.5
Soient ¢ € Form, et z Var, tels que z & bu(y). Nous avons que
w, s - @ ssiw, sk /]

ol o € Nom,, est tel que val(o) = s(z).

PREUVE. Par induction. Si ¢ est une variable propositionnelle ou un nominal,
le résultat est trivialement vrai car z n’y apparait pas dans . Le cas ou ¢ est
une combinaison booléenne est une conséquence directe de 'hypothese
d’induction. Si ¢ = @y, ou 3 € Nom,, alors nous avons par définition et par
I’hypothese d’induction que
w, s |- @up ssi (w_,, val(B)), s IF ¢
ssi (w_,, val(B)), s IF ¥[z/q]
ssi w, s Ik @Quz/ol
Si ¢ = g, ou B € Nom,, alors nous avons par définition et par I’hypothése
d’induction que
w, s |- gy ssi Vw € W, [@(val(B))(w,, w) = (W_,, w), s Ik 1]
ssi Vw € W, [®(val(3))(w,, w) = (w_,, w), s Ik y[z/a]]
ssi w, s IF Cgip[z/af
Sip = [y, ou y € Var,, alors nous avons
w, s I- O ssi YV, [@(s(y))(w,y, w) = (W_i,yy, w), 8 IF 1]
ssi Vw, , [ ®(s(¥))(w, 1, w) = (W_r,_y), w), s IF Plz/a] ]
ssiw, s IF O y[z/o
Enfin, si ¢ = \y.9p, ol y € Var,, alors y = z, car € buv(p). Nous avons
w,s - Xy ssiw, (s_,, w,) IF
ssiw, (s_,, w,) IF ¥[z/q]
ssi w, s |- \y.¢[z/q]
Ce qui compléte la démonstration. Encore une fois, si L, est interprété dans

des SROS générales, la preuve est similaire. M
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Corollaire 7.4.6
Soit € Nom,,, o € Nom,, et ¢ € Form,. Nous avons que

w, s |- @ Xz.¢ ssiw, s IF Qplz/q

PREUVE. Nous avons
w, s IF @(a)hz. ssi (w_,,, val(a)), s IF Az
) I

a)) IF p[z/a], par la proposition précédente

)

ssi (w_,,, val(a)), (s_,, val(x)

ssi (w_,,, val(a)), (s_,, val(

ssi (w_,, val(a)), s IF plz/al, car z & fu(p)
ssiw, s IF Q@ p[z/d]

Ce qui compléte la preuve. Y

Rappelons que si s € Att(S), s_(w) dénote l'attribution de Att(S_ (w)) telle
que

sc(w)(z) =s(z),siz € Var,et 1 <m<n

se(w)(z) = w, si z € Var,,,

Nous avons :

Proposition 7.4.7
Si ¢ € Form,_,, alors

M, w, s IF ¢ si et seulement si M. (w,,,), W,, sc,(w) IF ¢

PREUVE. Par induction sur la complexité de . Les preuves pour tous les cas
sauf un, le cas ¢ = \z.1), sont analogues & celles que nous avons données pré-
cédemment. Supposons que z € Var,, nous avons

M, w,s Ik Xz ssi M, w, (s_, w,)IF
Par I’hypothése d’induction,

M, w, t IF 4 ssi M (w,,,), w,, (5_,, w,)n(w) IF 9

Ce qui nous donne
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M, w, s IF Xz.9p ssi M_ (w,,,), W,, (5_,, W,)<(w) IF 9
ssi M, (W,y1)s Wp, S (w) IF Naa

Ce qui démontre le résultat. YK

Proposition 7.4.8
Si ¢ € CForm,,, alors [¢] = Eut_, () x W™

PREUVE. Si ¢ € CForm,.,, la valeur de vérité de ¢ a un point w ne dépend
pas d’une suite d’attribution particuliere. Nous avons donc que w € [¢]

ssi M, w Ik ¢

ssi M. (w,y,), W, IF ¢

ssi W, € [l (10,0,

ssi w,,, € Ext_,(p)

ssiw € Ext_,(p)x W
D’ou le résultat. Mt

Les résultats sur la définissabilité restent les mémes.

La notion de bisimulation est la méme, rien dans la bisimulation ne dépend de
‘N’. Toutefois, la définition 1’équivalence élémentaire doit &tre légérement mo-
difiée : M, w = N, v ssi

M,wiFpe N, viFg
pour toute formule ¢ € CForm,. La bisimulation préserve cette notion

d’équivalence élémentaire :

Proposition 7.4.9
Soient w € W et v € V des points des modeles (simples ou générales) M =

< S, val, > et N = < T, val, >. Si w et v sont bisimilaires, alors
M, w = N, v.
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PREUVE. La preuve est par induction sur la complexité de ¢. Il suffit de
considérer le cas ¢ = X\z.yp avec fu(yp) = {z} et x € Var,. Nous avons que
M, w Ik Xz ssi M, w IF ¥[z/a(w,)]
Or, Y|z/o(w,)] est une formule close de complexité moindre que ¢, nous avons
donc par ’hypothése d’induction que
M, w IF Y[z/a(w,)] ssi N, v IF ¥[z/a(w,)]
ssi N, v IF Xz.ap

Ce qui démontre le résultat. *

Pour adapter la traduction au langage L, il suffit d’ajouter la clause suivante

& la définition de Trad :
Trad(t, Az.p) := Tr(t, @)[z,/t,], si z € Var,

Tous les autres résultats découlant de cette traduction restent les mémes.

7.5 Structures temporelles et le langage L.,

Nous présentons dans cette section les résultats sémantiques pour le langage
L, interprété dans des SROS simples et générales. Encore une fois, certains de

ces résultats seront donnés en vrac.

Proposition 7.5.1

Soit M un modele bidirectionnel (simple ou général), et soient w € W, n > 0,
o € Nom, et 3 € Nom,,,. Nous avons que

(a) Si ¢ est une instance de tautologie, alors w I ¢

(b) Siwl-petwlk@— 1 alors w ik

(c) M IF ¢, alors M I- Oy, pour O = H,_,,, H, G,,, ou Gy, et MIFQ_¢p

(d) wiFO(e = ¢) =» dp = OY), pour O = H,,,, H,, G,,, ou Gy
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() Sin ¢ rep(yp) (resp. si n & rep(y)), alors w Ik ¢ ssi (w_,, w) IF ¢, pour
tout we W,

Pour les SROS simples, nous avons :

Proposition 7.5.2
(a) Si ¢ € Formg,, alors M, w IF ¢ ssi M (w,,,), w, IF ¢
(b) Si ¢ € Formy.,, alors M, w |- ¢ ssi M_ (w,,,), w, IF ¢

Pour les SROS générales, nous avons :

Proposition 7.5.3
Si ¢ € Formy,, alors M, w |- ¢ ssi M_ (w,,,), w, IF ¢

Nous avons les mémes caractérisations d’extensions pour les cas simple et gé-

néral :

Proposition 7.5.4

Soient p € Propn, et o € Nom,. Nous avons que

) 1L =
b) [p] = W, xval(p) x W*!

(a

(

(c) o] =W, x{val(a)} xW"!

(d) Si p € Formp, alors [¢] = W,_ x Ext,(¢)x W™
(e) Si ¢ € Formy.,, alors [p] = Ext_,(p)x W"?

Proposition 7.5.5

Soient p € Prop,, et o € Nom,. Nous avons que
@) [ -2

(b) p] = val(p) W™
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(¢) [o] = W, x{val(c)} x W
(d) Si¢ € Formy,, alors [¢] = Ezt_, (@) x W"?

Dans le tableau 7.5.6, ¢ € Form;, o € Nom, et P = P, ou F; avec 3 €

Nom,,,. Les mémes remarques s’appliquent & H, Fet G.
n+l q

Tableau 7.5.6 — Schémes et conditions correspondantes pour les structures simples

NOM SCHEME DE FORMULE CONDITION
(aref,) o —> —Pa Aref

(CV,) > GPp & ¢ > HFy CV

(tot,) Pa v aov Fa Tot

(sbif,) PFp > Pov v Fp & FPp—> Ppv ov Fo Sbif

(beg,)  PHL Beg

(end,) FGL End
(dense,) Py — PPy & Fp — FFp Den

Dans le tableau 7.5.7, ¢ € Form;, o« € Nom, et P = P, ou P, avec § €

Nom,,,. Les mémes remarques s’appliquent a H, Fet G.

Tableau 7.5.7 — Schémes et conditions correspondantes pour les structures générales

NOM SCHEME DE FORMULE CONDITION
(aref,) Aot > —Prac Aref
(CV,) v —> GPp & ¢ —> HFp CV

(tot,) PArax vV A v FAa Tot

(sbif) PFp - Pov v Fp & FPp—> Ppv oV Fp Sbif

(beg,,) PH1 Beg

(end,) FGL End
(dense,) Py — PPp & Fyp — FFp Den
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Nous prendrons pour acquis qu’un schéme de ce tableau définit sa condition
correspondante dans une structure bidirectionnelle conventionnelle, et nous
montrerons, comme nous ’avons fait pour le langage de base, qu'un résultat
analogue tient pour les SROS bidirectionnelle.

Pour les structures simples et générales, nous avons :

Proposition 7.5.8
Soit Sch un schéme du tableau 7.5.6 portant sur les modalités de rang n+1, et
soit Cond la condition correspondant a ce schéme. Nous avons

S Ik Sch(), pour tout ¢ € Formy,

ssi toutes les relations de R, satisfont Cond.

Proposition 7.5.9
Soit Sch un scheme du tableau 7.5.7 portant sur les modalités de rang n+1, et
soit Cond la condition correspondant & ce schéme. Nous avons

S IF Sch(¢p), pour tout ¢ € Form_g, (voire Propy,)

ssi toutes les relations de R, satisfont Cond.

Le lemme suivant nous permettra de montrer le théoréme sur la validité des

schémes lorsqu’ils admettent des instances arbitraires.

Lemme 7.5.10

Pour chaque o™ ¢ Nom™' soit p(a™') € Prop, tel que wal(p(a™')) =

val(p(3")) si val(a™') = val(B™"). Pour tout w € W, nous avons que :

) wlF V{Aa™ A p(a™) @ o™ € Nom™'} ssiw I p(a™ ! (w™))

1) wik P v{Aa™ A p(a) s ottt € Nom™) ssi wiE P, p(o ™ (w™th))

2)  wik F v{Ana™ Ap(a™) : o™t e Nom™'} ssiw Ik F p(a™ ! (w"))

) wlik H, V{Aa™! o e Nom™'} ssi w Ik H,, p(a™(w™)
AD )

1 n+1 )
2y wik G VAt Ap(e™) s ot e Nom™ '} ssiw b G pla™H (w™H

n+l
(0

oo

n+1

o

A plo

(a
(
(
(
(

o

)
)
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PREUVE. La preuve ne comporte rien de nouveau. M

Corollaire 7.5.11
Les propositions du lemme précédent tiennent aussi si nous remplacons ‘H,,’

n+l

et ‘G, par ‘Hy et ‘Gy’, ou-3 € Nom,,,.
Nous arrivons donc au théoréme recherché.

Théoréme 7.5.12
Soit, Sch un schéme du tableau 7.5.6 ou 7.5.7 portant sur les modalités de

rang n+1. Si S IF Sch(p), pour tout ¢ € Propy,, alors S IF Sch(y), pour tout ¢

€ Formy.

PREUVE. L’argument donné au chapitre précédent se transpose ici treés facile-
ment pour tous les schémes a Uexception de (sbif), ce dernier n’étant pas de la
forme ‘map — mcy’. Toutefois, les formules

PFp — Ppv pv Fp

FPp — Ppv v Fp
sont (propositionnellement) équivalentes a

(PFp — Pyp) v (PFp — @) v (PFp — Fyp)

(FPp — Pp) v (FPp — @) v (FPp — Fyp)
Nous pouvons appliquer I'argument & chaque élément de chaque disjonction

(chacun étant de la forme ‘ma @ — mc’), et obtenir le résultat. X

En ce qui concerne la notion de bisimulation pour les SROS bidirectionnelles,
il suffit de modifier la définition pour prendre en considération la relation ré-
ciproque. Renommons les conditions (zig,) et (zag,) comme (zig,T) et (zag,T)

respectivement. Une bisimulation entre deux SROS bidirectionnelles simples
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est définie comme une relation Z C WxV satisfaisant (zig,T), (zag,l), (zig.)
et (zag.) de méme que les conditions : si wZv, alors

(zig,]) w'{nt+l}w = Iv' € V tel que v'{n+1}v et w'Zv'

(zag,|) v{n+l}v = Iw' € W tel que w'{n+1}w et WZv'

Une bisimulation entre SROS est une relation Z C WxV satisfaisant (zig,]),
(zag,l), (zig.) et (zag,) de méme que les conditions : si wZv, alors

(zig,l) w[n+1]w = 3Iv' € V tel que v'[n+1]v et w'Zv'

(zag,l) V[nt+1l]v = Iw' € W tel que w'[n+1]w et w'Zv'

Cette définition peut &tre modifiée pour s’appliquer & des SROS bidirection-

nelles de rang fini. Les mémes résultats tiennent mautatis mutandis.

Pour les résultats de traduction, il faut encore faire quelques modifications
mineures. Au lieu d’avoir les clauses

Tr(t, Ounp) = Vo, (R (b, b 3) = Tr((6,, 2,), ©))

Tr(t, ) = Va(Ruai(y ty 3,) = Tr((_y, ), 9)), s 7(B) = nt1
pour les structures simples, et les clauses

Tr(t, Do) = V5, (Roii (o, by x,) = Tr((8™, x,), ¢))

Tr(t, Og) := Vx(R,(ag, t,, x,) = Tr((t™', x,), @), si 7(B) = ntl
pour les structures générales, nous adoptons

Tr(t, Hopip) = Vo (Rui(toyr, T 1) = Tr((b,, 2,), ©))

Tr(t, Hyp) = V(R (as, 2, t,) = Tr((t_,, z,), ¢)), si r(3) = n+1

Tr(t, G,0) = Va (R (t, b, 2,) = Tr((t_, z,), ©)

Tr(t, Gyp) = Vz, (R, (a5, t, 1,) = Tr((t_, z,), ¢)), si 7(B) = n+l
pour les structures bidirectionnelles simples, et

Tr(t, Hy) = V5, (R, X, £,) = Tr((x,, t77), )

Tr(t, Hyp) = ¥Vx,(R,1(as, X,,, t,) = Tr((x,, t™), @), si 7(3) = n+1

Tr(t, Gor0) 1= Y%,( Ry (tyrs by X)) = Tr((x,, t), ©))

Tr(t, Gyp) := Vx, (R, (g, t,, x,) = Tr((x,, ™), ¢)), si r(B) = n+1
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pour les structures bidirectionnelles générales. Ces modifications nous permet-
tent d’obtenir les mémes résultats sur les traductions. Notamment, pour une

formule ¢ € Form,, nous avons

Proposition 7.5.13
Pour tout w € W,
M, w IF o ssi M(S) IF Tr(a(w), ¢)

Proposition 7.5.14

Soit x € Var et soit n = max{m : z, libre dans Tr(x, ¢}. Nous avons
M IF ¢ ssi M(S) IF V¥, .. Va,Tr(a(x), ¢)

Proposition 7.5.15

Solent x € Var et n = max{m : z,, libre dans Tr(x, ¢}. Solent p,, py, ..., p; €
Prop et o, oy, ..., o, € Nom les variables propositionnelles et les nominaux
apparaissant dans ¢. Nous avons que

(a) S, wlk @ssi M(S) IFVX(p,)..VX(p)Va(a,).. Va(a)Tr(a(w), o)

(b) S Ik ¢ ssi M(S) IFVX(p,)..VX(p)Va(,).. V(o) Ve, .. V2, Tr(x, @)



Chapitre 8
Logique modale d’ordre supérieur — Partie I

Nous présentons dans ce chapitre des axiomatisations complétes pour la logi-
que sous-jacente a la sémantique du langage L lorsqu’interprété sur des struc-
tures relationnelles d’ordre supérieur simples, et nous examinerons dans le
prochain chapitre la logique plus générale des SROS générales. Bien que nous
nous inspirions ici de 'axiomatisation et des preuves de complétude de la lo-
gique hybride (notamment de Blackburn et al. 2001 : 434-445), il y a des dif-
férences considérables entre une logique modale d’ordre supérieur et une logi-
que modale plus conventionnelle comme la logique hybride. La principale dif-
ficulté dans la recherche d’une preuve de complétude est de trouver un moyen
de construire un modele canonique, donc une structure en produit, & partir
d’un ensemble de formules. C’est ici que les opérateurs hybrides montrent leur
utilité et c’est essentiellement pour cette raison qu’ils ont été introduits dans

le langage L.

8.1 La logique des structures simples

Soit C une classe de structures relationnelles d’ordre supérieur (de L-
structures donc). Par la logique de C, disons £(C), ’ensemble de toutes les
formules de L qui sont valides dans toutes les structures C, c’est-a-dire

£(C) = {p € Form,: S IF ¢, pour toute structure S € C}.
Notre tache sera de montrer que ’ensemble £(C) est axiomatisable pour cer-

taines classes remarquables C, qu’il existe un systéme de dérivation (ensemble

232
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d’axiomes et de régles inférentielles) nous permettant de dériver tous (et seu-
lement tous) les ¢léments de £(C). Autrement dit, nous voulons montrer que
(Cf) Fr @ ssilk, @
ol ‘-’ signifie « est dérivable dans le systéme de déduction I' » et ‘I, est
synonyme de ‘C IF ¢’. Ce résultat porte le nom de complétude faible, par op-
position a la complétude forte qui s’énonce plutét comme :
(CF) Erppssi Bl o,
ou £ C Form, et ou ‘K k[’ signifie « est dérivable dans I' & partir des hypo-
théses £ ». Nous démontrerons dans ce chapitre, de méme que le suivant, la
complétude forte pour plusieurs paires (T, C).
Démontrer la complétude forte requiert que nous démontrions deux im-
plications :
(CF.) FErprop=FEl,p
(CF.) Flreo= Etrop
La premiére direction (CF.) est normalement la plus facile, car il suffit de
démontrer, afin de prouver I'implication, que les axiomes sont valides et que
les regles inférentielles préservent la validité. C’est 'autre direction qui com-
porte le plus de difficultés conceptuelles et sur celle-ci que nous aurons a tra-
vailler le plus longuement. Tout d’abord, au lieu de démonter (CF_), nous
démontrerons, pour tout ensemble de formules F),
(Hk) FF.L=[IM=<S,val>avecSe€CetIwec Wt q M, wliF F]
Il n’est pas difficile de voir que (Hk) entraine (CF_). En effet, nous avons que
Frp ¢ = ElF, ¢ ssi [non-(Etp @) = non-(E I, ¢) |
D’une part, non-(E b ¢) est tout simplement équivalent & £ U {—p} Fp L.
En posant F' = E U {—¢}, nous obtenons F ¥ L. Par (Hk), ceci implique
qu’il existe un modele M = < S, val >, avec S € C, et un point w € W tels
que M, w IF F, c’est-a-dire
M,wliF E& M, wlFop

Mais c’est précisément 14 la signification de non-(Z Ik, ¢).
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En d’autres termes, nous démontrerons que tout ensemble consistant est
satisfaisable (est vrai & un certain monde d’un certain modele). Pour ce faire,
nous adapterons les méthodes dites de « Henkin » & ce langage pour cons-
truire un modele satisfaisant un ensemble maximalement consistant & partir
de E lui-méme. Et, comme nous 'avons spécifié plus haut, c’est pour la défini-
tion de ce modele que les nominaux et les opérations hybrides montreront

toute leur utilité.

Commencons par ’exposition du systéme de dérivation de base pour la logi-
que des SROS simples.
I. Axiomes propositionnels.
Toutes les instances de tautologies propositionnelles.
I1. Axiomes propres aux modalités de rang m, m > 1.
Dans la suite ‘00’ représentera ‘[J,,,” ou ‘1", avec 7(v) = n + 1. Tous les sys-

témes incluront les schémes d’axiomes suivants :

(K,) (e = ¥) » (He - Y)
D’autres schémes (optionnels) sont :
(D,) Op — Op

(T,) Oo = ¢

(B.) ¢ = 00y

(4.) D¢ — O0¢

(5,) Op = Loy

ITI. Axiomes hybrides pour les nominaux et opérateurs d’actualité. Ce
groupe d’axiomes est inspiré directement de ceux présentés dans Blackburn et
al. (2001 : 438-439). Soient «, 3 € Nom,. Tous les systémes incluront les
schémes d’axiomes suivants, il n’y aucune contrainte sur ¢ (a Pexception de
Paxiome (indg)):

(Ks) @,(p > ) > (@, > Q)
(dual) Q —p <> —-Q ¢
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(intro) aAp— Qe

(ref) Qo

(sym) Qf < Qo

(om) @A O

(agree) Q. Qpp > Qg

(back) 0Qp = @ p, ou O = O, ou O, et r(y) = ntl
(bridge) Q0B A Qg = @ O, o1 O = O, ou O, et () = n+l

IV. Axiomes de dépendance et d’indépendance. Ces schémes d’axiomes.
dictent les dépendances et indépendances logiques entre les formules du lan-
gage. La notation ‘4¢’ dans un axiome signifie que 'on peut instancier (uni-
formément) soit par ‘¢’ soit par ‘—¢’.

Axiomes d’indépendance. Soient o, 3 € Nom des nominaux. Nous po-
sons :

(permyg) @@, p <> @ ,Qup, ou () = 7(B)
(permg) @0, 0 < 0O,,,Q@ 0, si r(a) = n,n+ 1
Q Oy « 0Q ¢, si (o) = r(B) — 1

(ind@) @Oc()o © @, sl T(OL) ¢ reps(go)
Axiomes de dépendance. Soit o € Nom,,,, nous posons
(inStD) @Q(Dn-i—l(p < Da(p)

V. Regles inférentielles. Les régles inférentielles sont assez proches de cel-
les de la logique modale conventionnelle. Soient ¢ € Form,, o € Nom, n > 0

et v € Nom\Nom,, nous définissons les régles :

(MP) Sitk @ —> ettt p,alors kY

(Necg) Si b ¢, alors - @

(Necq) Si b @, alors - 0O, ¢

(Necy) Si k¢, alors = L ¢

Soit o = (o, o, ..., &) une suite de nominaux de rangs strictement crois-

sants (pas nécessairement successifs), et soient o, 3 € Nom, et v € Nom,,, des

nominaux. Nous ajoutons deux autres régles qui sont propres & la logique hy-
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bride (Blackburn et al. 2001 : 440). Pour D’application de la premiére, o ne
doit pas apparaitre dans ¢ (c’est-d-dire que les nominaux de la suite «
n’apparaissent pas dans ¢); et pour lapplication de la deuxiéme, § = «
n’apparait pas dans ¢ :

(Name) Sik A — o, alors F ¢

(Paste) SikF @08 A Q-0 alors- QO 00

[, désignera le systéme logique minimal défini par ces axiomes et régles sans
les axiomes optionnels du groupe II. Une preuve dans I', est une suite finie de
formules (¢,),<x<, de L telle que :

(F1)  Soit ¢, est un axiome;

(F2) Soit il existe des formules ¢, et ¢; dans la suite, avec 7, j < £, telles
que ¢, est obtenue des formules ¢, et ¢, par (MP), ou ¢, est obtenue
de la formule ¢, (ou ¢,) par P'application de (Necy), (Necy), (Necg),
(Name) ou (Paste).

Une formule ¢ est un théoréme de T',, noté - ¢, 'l existe une preuve de T,

(¢)ichens telle que @, = .

Si H est un ensemble de formules, une prewve (ou une dérivation) de T,
sous les hypothéses H est une suite de formules (¢,), <<, de L telle que

(+3) Soit F ¢,

(F4)  Soit ¢, € H

(F5) Soit il existe des formules ¢, et ¢, dans la suite, avec 4, § < k, telle
que @, est obtenue des formules ¢, et ¢, par (MP).

Une formule ¢ est un théoréme de T', sous les hypothéses H, noté H b ¢, s’il

existe une preuve de I'; sous les hypotheéses H, (¢,) <<, telle que ¢, = ¢.

Nous devons maintenant montrer que la premiére implication (CF_) tient.
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Proposition 8.1.1

Les axiomes de I, sont valides et les régles inférentielles préservent la validité.

PREUVE. La validité des axiomes du groupe I est une conséquence des clauses
sémantiques booléennes. En ce qui concerne le groupe II, nous avons montré
que (K) est valide dans les structures simples, et nous avons identifié les fa-
milles de structures que les axiomes optionnels définissent. Des vérifications
élémentaires montrent que les axiomes (Kg)-(bridge) du groupe III tiennent
dans toute structure.

Pour le groupe IV, une vérification simple nous donne (permg) et la pro-
position 6.1.1, partie (e), nous montre que (indg) tient. Tl reste & montrer que
(permgp) et (instg) sont valides. Supposons que r{a) = n, n + 1, nous avons :

w Ik @0, ¢ ssi (W_, ), val(a)) -, 0

ssi Vw € W, [©(w,,)(w,, w) = (W_,0, vala))_,, w) IF ¢]
ssiVw € W, [®(w,;,)(w,, w) = (W_,, w)_, val(a)) IF ¢]
ssiVw € W, [®(w,,1)(w,, w) = (w_,, w) IF Q]
ssiw Ik [,,,Q.p

Le méme argument, & quelques détails prés, nous permet de montrer que

w IF @[y <> [1,Q 0
sauf que l'hypothése (o) = r(B) n’est plus nécessaire. Quant & l’axiome
(instg), sa démonstration est immeédiate.

I1 faut maintenant montrer que les régles inférentielles préservent la vali-
dité. La vérification a déja été faite pour le modus ponens et les différentes
formes de nécessitation, il reste & montrer que les régles (Name) et (Paste)
préservent elles-aussi la validité. Soit ¢ une formule et o une suite finie de
nominaux (de rangs strictement croissants) qui n’apparait pas dans ¢. Nous
devons montrer que

IFAoe = ¢ = IF @,

Si nous montrons que
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SIFAra = o= Sk,
pour toute structure simple S, nous aurons terminé. Supposons le contraire : il
existe une structure simple S telle que

SIFAroe— @ &S K p,

Il existe donc un modele M = < S, val > et un point w € W tels que

M, w IF —¢.

Toute valuation wal’ qui s’accorde avec wal sur les nominaux et les variables
propositionnelles dans ¢ sera telle que < S, val' >, w IF —p. En particulier,
considérons la valuation wal’ qui rend Ac vrai; une telle valuation existe car o
n’apparait pas dans . Nous avons donc

< S, val' >, w ik Aau

< S, val' >, wlF ¢
contredisant la validité de nae — ¢.

Pour démontrer (Paste), nous procédons de la méme maniére : supposons
qu’il existe une structure S, un modéle M = < S, val > et un point w € W
tels que

SIF@. 08 A Qup — 0

M, w ¥ (@00 — 0)
c’est-a-dire que M, w |- @,0. ¢ mais M, w ¥ 8. Si M, w IF @ 0., c’est qu'il
existe w € W, tel que ®(val(v))(val(e), w) et M, (w_,,, w) I ¢. Toute valua-
tion val qui s’accorde avec val sur les nominaux et les variables proposition-
nelles dans ¢ sera également telle que

< S, val >, (w_,, w) IF ¢

< S, val' >, w0
Choisissons wal’ pour que wal'(3) = w, ce qui est possible car B = « et B
n’apparait pas dans ¢. Nous aurons donc

< S, val' >, wiF Q@08 A Qup

< S, val' >, wl¥ 0
contredisant la validité de @, 0.3 A Qup — 0.
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Ce qui compléte la démonstration. M

8.2 Complétude pour L,

Nous nous inspirons ici de la preuve de complétude pour la logique hybride
donnée dans Blackburn et al. (2001). Dans cette preuve, si F est un ensemble
maximalement consistant de formules du langage de base de la logique hy-
bride, le modéle canonique basé sur F est la collection & d’ensembles maxima-
lement consistants F(a), ou

Ela) = {p: Q.p € E},
pour chaque nominal «. Intuitivement, nous pouvons voir un ensemble maxi-
malement consistant (tel que FE) comme l’ensemble des formules qui sont
vraies & un certain monde, disons le monde w. Puisque ’ensemble E contient,
pour toute formule ¢, ou bien @_ ou bien @ vy, F nous renseigne aussi sur
la valeur de vérité de ¢ au monde dénoté par o, disons w(a). E(a) représente
ainsi I'ensemble des formules qui sont vraies au monde w(a). Notre collection
& peut étre vue comme l’ensemble des mondes w(a), un monde w(B) étant
accessible depuis un monde w(a) si OB est vrai & w(w), c’est-a-dire si @, OB
appartient & £. La preuve rigoureuse de complétude consiste & montrer que
ces idées informelles fonctionnent.

Nous voudrions faire la méme chose avec le langage L et les structures re-
lationnelles d’ordre supérieur (d’abord simples et ensuite générales). Si F est
un ensemble maximalement consistant (par rapport & un systéme déductif
donné), E se comporte comme un point d’un modele de L en ce sens qu’il spé-
cifie une valeur de vérité a chaque formule ¢ du langage L. Soit w(F) ce
point. Puisque nous connaissons la valeur de vérité de @ a w(F), nous
connaissons la valeur de vérité de ¢ au monde (w(F)_,, w(a)), et de maniére
générale nous pourrons connaitre la valeur de vérité de ¢ au monde w(a), on

o € Nom. Le modele canonique sera basé sur ’ensemble Nom (& un quotient
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pres), et la relation d’accessibilité ®() sera définie a partir de la modalité Q. :
®()(e, B) si et seulement si @08 € E.

Dans ce chapitre et dans le prochain, nous montrerons que ces idées
conduisent véritablement & un résultat de complétude. Dans cette section,
nous démontrons la complétude pour le fragment L., du langage L, et dans la
prochaine nous la démontrons pour L sans restrictions. Nous procédons ainsi
pour des questions de simplicité d’exposition.

Commengons par le début. Rappelons qu’un ensemble de formules £ est
['-consistant (ou I'-con) ssi E ¥ L, qu'il est mazimal ssi, pour toute formule
0, p € Eou —p € E, et qu'il T'-mazimalement consistant (ou I'-maxcon) ssi
il est maximal et I'-con. Le lemme suivant rassemble un certain nombre de
résultats montrant que le systéme de dérivation se comporte de maniére at-

tendue.

Lemme 8.2.1

(a) FF @ssiil existe 0, ..., 0, € Etelsque b 0, A..A 80, — .

(b) Si E est T';-con et ¥ —p, alors EU {¢} est T -con.

(c) Si Eest I'ymaxcon et EF ¢, alors ¢ € E; en particulier, si - ¢, ¢ € E.
(d) Si Fest T'~-maxcon, et si @, ¢ > 9 € E, alors ¢ € E.

PREUVE. (a) =. Supposons que F F ¢. Par induction sur la longueur n de la
preuve.

Etape de base. Si n = 1, alors la preuve n’est constituée que de la formule ¢

et Fwouyw € H Sik ¢, alors - 8 > ¢ pour n'importe quelle formule § € H.
Si ¢ € H, nous avons - ¢ — ¢.

Etape d’induction. Supposons que le résultat tienne pour toutes les preuves de
longueur n et moins. Soit {¢, : 1 < k < n+1} une preuve de ¢ sous les hypo-
theses H de longueur n+1. D’aprés (F3)-(F5), la formule ¢,.; = ¢ est soit un

théoreme de I, soit un élément de H, ou elle est obtenue par (MP) de formu-
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les précédentes dans la suite. Si c’est les deux premiers cas, le résultat est
immédiat. Supposons que ¢, est obtenue de ¢, et ¢, par (MP). Ceci entraine
que 'une de ces formules, disons ¢,, est 9 et 'autre, ¢,, est 1) — . Puisque
les suites {¢p,: 1 < 1< i} et {¢,: 1 <1<} sont des preuves de longueur n ou
moins, I’HI nous assure ’existence de formules 8,, ..., 8, ..., 0, € H telles que
FOAAE, >
F O A Al — (Y — @)
Des manipulations du calcul propositionnel nous permettent de conclure que
FO,AnO,. > @
Ce qui démontre cette direction.
<. Supposons qu’il existe 0,, ..., 0, € Etels que - 0, A...A 8, — . 1] exis-
te alors une preuve de ¢ sous les hypothéses H.
(b) Soit E un ensemble I'-con, ¢ une formule telle que E ¥ —¢. Supposons
que E U {p}F L. Daprés (a), ceci entraine qu’il existe 6, ..., 0, € E telles
que
FO A~ Anp—> L
Des manipulations simples nous permettent d’en déduire que
FO ANl — —p
Par la partie (a) de ce lemme, E+ —¢p. Contradiction.
(c) Supposons le contraire : I est I'-maxcon, FF ¢ et ¢ ¢ E. Par maximali-
té, v € F entraine que - € F, et donc F = —yp. Mais ceci contredit la consis-
tance de F.
(d) Soient ¢, ¢ —> ¥ € E. Puisque ¢, ¢ — 9 F 1, il s’ensuit que F F 1 et
donc 9 € E, par la partie (c). K

On aura reconnu que la partie (a) du lemme précédent est le théoréme de la
déduction pour T',. La partie (b) nous indique comment on peut prolonger un

ensemble consistant de maniére a préserver sa consistance. Nous démontrons
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maintenant certaines propriétés de permutation et d’indépendance qui seront

utilisées & répétition pour la démonstration des propositions subséquentes.

Lemme 8.2.2 (Lemmes de permutation et d’indépendance)

()

Soient oy, o, ..., &, des nominaux de rangs strictement croissants (on n’a
pas forcément que o, € Nom,,) et soit ¢ une formule. Si v est une permu-
tation de ’ensemble {0, 1, ..., n}, alors

|_ @(an)@(an—l)@(%)gp g @(aﬂ(n))@(aw(n—l))'"@(OLW(O))SO
Soient [3;, B,, ..., B, les nominaux de la suite o, o, ..., o, dont les rangs
sont dans rep,(¢). Nous avons

F@(e,)8( v, y). - G(ap)p © QBYAB,,)... QB¢
Soient o, oy, ..., o, des nominaux de rangs strictement croissants, et soit
@ une formule. Nous avons

|_ @(an)‘--@(ao)ow‘#’ « @(am)ow@(an)'"@(am+l)@(am—l)"'@(0‘0)90
ou r(y) = m+ 1.

PREUVE. (a) Puisque les «,, sont tous de rangs différents, il suffit d’appliquer

laxiome (permg) & plusieurs reprises pour obtenir le résultat.

(b) 11 suffit d’appliquer (indg) et un argument simple de fagon répétée de la

maniére suivante : si r(a,) € rep,(y), alors on peut supposer sans perte de

généralité que o, = B; si r(a,) & rep,(¢), alors Paxiome (indg) nous permet de

déduire que

= @(0p)@(oy)... Qo) © Q) @(cvy)... O, )

En continuant comme ceci jusqu’a o, nous obtenons le résultat.
(4}]

(c) 1l suffit d’utiliser (permg) et (permg) & répétition. M

Si F un ensemble I'-maxcon et si « = (o, ..., o,) € Nom,, nous définissons

E(a) = {¢: Qup € E} = {¢: Q(a)Q(cv,)...Q(cx,) 0 € B}
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Les ensembles E(a), oo € Nom, serviront plus tard & déterminer la valeur de
vérité des formules dans le modéle canonique construit & partir de F. Le lem-

me suivant rassemble certaines propriétés que ces ensembles possédent.

Lemme 8.2.3

Soit £ un ensemble I'-maxcon, et soient o, 3 € Nom,, o € Nom,, et p €
Prop.,. Nous avons :

(a) o, ..., , € E(a) et E(a) est I'ymaxcon

(b) Si @,p € E(a), alors Q(a_,, @) € E

(c) Siae€ Bla),alors Bla) = Elow ., o)

(d) Siay, ..., o, € E,alors F = E(a)

(e) Sip € E(a), alors p € E(B_,), o)

PREUVE. (a) Nous savons que @Q(o,,)a,, € E (car @(q,,)x, est un axiome). Par
le lemme de permutation et d’indépendance,

FQ(a,)q, © Qla_,)@(o,)a, < Cla)a,
donc @(a)a,, € E.

Supposons que E(a) est inconsistant. D’aprés le lemme 8.2.2, partie (a),
il existe donc des formules ¢, ..., @, € E(a) telles que

FooAn...oAnp,— L
En appliquant n + 1 fois (Necy), une pour chaque o, et en exploitant les
propriétés de distributivité de ‘@’, nous obtenons

F @), A ... A @), = Q) L
Puisque @(a) L <> L, il en résulte que

FQ(a)p, A ..o A Q(a)p, —> L
et donc E+ 1, par le lemme 8.2.2, partie (a). Ce qui contredit la consistance
de E.

11 est facile de montrer que si E(a) n’est pas maximal alors F ne l’est pas

non plus. En effet, si ¢, =@ ¢ E(a), c’est que Q(a)p, -Q(a)p ¢ E(x).
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(b) C’est une conséquence du lemme 8.2.2, désormais le lemme (perm-ind), et
de l'axiome (agree).

(c) C. Soit ¢ € F(a). Puisque o € E(a), nous avons ¢ A o € E(a), et donc
Q. € E(a) par laxiome (intro). Par la partie (b), ceci entraine que
Qo )@(a)p € E, et donc ¢ € (o, o).

D. Si o € E(av), alors @(a)o € E et donc @(a,)o € F, par le lemme
(perm-ind). Par l'axiome (sym), nous avons que @(o)a,,, € F, ce qui en-
traine, par la partie (b) de ce lemme, que @(cx_, ), @), € F, et donc o, €
E(oc_ ), @). 11 suffit maintenant de reprendre le méme argument qu’en (C).
(d) C. Soit ¢ € E. Puisque o, € E, nous avons que oy A ¢ € F et par (intro)
que @(op)p € E. De méme, puisque o, € F, nous avons que o, A Qo) € F
et par (intro) que @(a,;)@(ay)p € E. En répétant cet argument, nous obtenons
Qo) € E, et donc ¢ € E(a).

D. Soit ¢ € E(c). Par définition, nous avons que @(a)y € E. Supposons
que ¢ € F et donc que - € E par maximalité. Par I’argument du paragra-
phe précédent, nous aurions que @(a)—yp € E et donc que —p € E(at), ce qui
contredit la consistance de E(c).

(e) Soit p € Prop,, tel que @(a)p € F. D’apreés le lemme (perm-ind),

FQ()p © Q(oy,)p
et

F @(oup)p <> QB_,) Q) < QB_y,), ou)p
Dot le fait que p € E(B_,,), o). X

Un ensemble T'-maxcon F est nommé ssi il existe o« € Nom tel que o, € F,
pour tout n > 0, et il est collé ssi, pour toute formule ¢ et pour tous o €
Nom, et v € Nom,,,,, si @0, € E, alors il existe 3 € Nom, tel que @ 0.8 A
@up € E. Exiger que E soit nommé revient a exiger que le monde qu’il définit
soit dénoté par un certain oo € Nom; et exiger que F soit collé revient a exiger

que les « mondes » accessibles depuis £ soient également nommés. On re-
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marquera qu’il n’est pas nécessaire qu’un ensemble ' ~-maxcon contiennent des
nominaux, car ¢a ne contredit en aucun cas la logique I',. Nous verrons plus
loin qu’il est toujours possible d’étendre un ensemble I'~con & un ensemble I~
maxcon nommé et collé, et c’est a partir d’ensembles ['-maxcon nommés et
collés que nous construirons le modéle canonique.

Si E est un ensemble ['-maxcon nommé et collé, pour tout m, nous défi-

nissons une relation sur I’ensemble de nominaux de rang m, Nom, , de la ma-

niére suivante :
ax~ Bssi@p € F

La relation 22, identifie les nominaux qui ne sont pas distingués par E.

Lemme 8.2.4
Soit £ un ensemble ['-maxcon nommé et collé.
(a) La relation =, est une relation d’équivalence sur Nom,,.

(b) Sl PY - (NO: ety wm—b OL) wm+17 AR wn) et PY* - (WO) (RS ’Ym—la B) Wm+1, ey ’Yn)a
et si a2, B, alors E(~) = E(N*).

PREUVE. (a) La propriété de réflexivité est garantie par Paxiome (ref).
L’axiome (sym) garantit celle de symétrie. En ce qui concerne la transitivité,
'axiome (nom) nous dit que @B A @y — Q. En particulier, si ¢ = ~,
I’axiome stipule que @3 A Qyy — @, ce qui implique que 2, est transitive.

(b) Si a, B, c’est que @ € E. Par le lemme (perm-ind), @(~_,,)@ 3 € E.
Par une conséquence de (agree), Q(~N)B € E, c’est-a-dire B € E(~). Par le

lemme 8.2.3 (c¢), E(v) = E(~*). "X

Pour tout ~v € Nom,,,,, nous définissons une relation binaire p(v) (ou p,) sur
I’ensemble Nom,, de la maniére suivante : pour tous o, 3 € Nom,,,
p.(o, B) ssi @,0.8 € E

Nous montrons que cette définition préserve la relation = .
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Lemme 8.2.5
(a) Si~y, & € Nom,,,, sont tels que v ,,,, b, alors p, = p;.
(b) Sip,a,B), etsia, et x,p,alors p(a, B).
PREUVE. (a) Supposons que v %,.,, 8, c’est-d-dire que @.0 € E. Par (agree) et
(instg), nous savons que
@00« Qb
FQ,Q. (0.8 < 0.8)
- @8O © O)
donc @,@.5, @, Q (0,8 <> O.f) et @ Q0,18 <> O) € L. D’une part,
F @5(0rny 1B <> Of3) = (@,0,.4.8 © @0f), par (Kq)
= (@508 <> Of3), par (indg)
et donc
F@.Qy(0miiB ¢ Of) > Q,(Q;0,,,.8 <> Of3), par (Necg) et (Ku)
= (@,840,,.8 <> @, 04), par (Kg)
Ainsi, @, Q0,8 € Essi @ 03 € E. D’autre part,
FQOAQ(0, 8« 0p) = QA (0,8 <> 0B)), par (Kg) et (dual)
— @ (Q(0,,,,8 « 0.8)), par (intro)
— @y(0,.8 <> 0.9), par (agree)
= (@50,,.18 ©> ©:0.0), par (Ko)
= (Q0niiB > O.B), par (indg)
et donc
@@L/ AQQA (0,8« 0.8) & Q. (@,,8 < 08), par (Necy) et (Kq)
= (@,940,,.8 © @,0.8), par (Kg)
Ainsi, @ Q0,8 € Essi @ 0. € I. Par conséquent,
@,0B € Essi@,@0,,8€ EFssi @O € F
(b) Nous avons d’abord que p.(c, ) ssi @, 0. € E. Ensuite, a =, o entraine
que Qo' € E. 1l est facile de voir par (intro) que
FQua AQOL— Qa0
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donc @ @ QB € E, et @,0.0 € I par (agree). Par ailleurs, @,@,3' € E par
(agree) et

Q.8 - a,0af
par (back) et (Kg), donc @,0@8' € E. Ainsi, @, 0.8 € Fet QU QHB € £
impliquent que @_,0.(B A @48") € E. Mais

Q0B AQp —8)
par (intro), et

F @08 A QL) AQO(8 QL —p) - Q08
donc @, 0.8' € E. Ainsi, p,(o, B'). "X

Le lemme suivant donne des formulations équivalentes de la relation p,, les-

quelles sont plus communes dans les preuves de complétude.

Lemme 8.2.6

Soient o, 3 € Nom,, et ¥ € Nom,,,,. Les trois énoncés suivants sont équiva-

lents :

(a) QOB e FE

(b) Ve(U,p € E(o) = ¢ € E(B))
(c) Volp € EB) = Op € E(a))

PREUVE. (a) = (b). Supposons que @ 0.3 € E mais qu’il existe une formule ¢
telle que O p € E(a) et ¢ & E(B), c’est-a-dire - € E(B). Si —¢ € E(B), c’est
que @y € F et, donc, par (bridge), que @,0.—~¢ € E. Mais, si @ 0.—¢ € E,
c’est que -@ [ € E et, par conséquent, que Ll ¢ ¢ F. Contradiction.

(b) = (a). Supposons que Vo([ ¢ € E(a) = ¢ € L)) mais que @ Q.3 ¢
E. Nous avons donc —-@ 0.8 € F, ce qui revient & @[] —B € E. Nous avons
alors que [ - € E(a) et donc que —f3 € E($3), ce qui est contradictoire.

(b) = (c). Supposons que Vo([.p € E(a) = ¢ € E(B)) et soit ¥ € E(B).

Nous voulons montrer que ¢.1 € E(a). Supposons le contraire : O.% ¢ E(a),
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et donc =09 € E(e), ce qui revient & 0l —p € E(a). Par hypothese, ceci en-
traine que - € F((). Contradiction.

(c) = (b). La preuve est analogue au cas précédent. *H

Toujours en supposant que F est un ensemble I'-maxcon nommé et collé,
nous avons maintenant le nécessaire pour définir la structure relationnelle
d’ordre supérieur simple canonique basée sur E. Tout d’abord, posons

N, =Nom,,/ =,

N, = Nyx...xN,

N = Nyx...xN_Xx...

La partie (b) du lemme 8.2.5 montre que la relation que définit p., pour cha-
que Ny € Nom,,, |, induit une relation binaire sur N,, (que la relation ne dépend
que la classe d’équivalence de chaque nominal de Nom,). La partie (a) de ce
lemme montre que la suite A = (A, de fonctions A, : N,y = p(N,xXN,),
o A, (]4]) est la relation induite par p, sur N, est bien définie (ne dépend
pas de la classe de ~). Nous définissons la structure relationnelle d’ordre supé-
rieur simple canonique (basée sur E) comme la structure S; = < N, A >.

Il faut maintenant définir le modéle canonique simple basé sur S; Nous
commencons par définir un modele pour L, basé sur une restriction de Sg.
Soit € € Nom,,, tel que € € F, et soit e = |g] € N,,,. Nous définissons le mo-
déle canonique simple de rang n (basé sur E) comme le modele simple de rang
n suivant :

Mg(e) = < N,, A_,(e), val >
ou val est la valuation de L, telle que,

val(p) = {|af € Ny,: Qp € E},
pour tout p € Prop.,, et

val(o) = o,

pour tout o € Nom,,.
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Tout ensemble I'-maxcon nommé et collé donne donc lieu a un L, -
modele. Cependant, nous ne savons pas quel modeéle faire correspondre & un
enscmble F' qui est seulement ['-con. Bien entendu, s’il existe un ensemble T
maxcon nommé et collé comprenant F, alors nous n’avons qu’a prendre le
modele canonique basé sur celui-ci. Si nous avions une garantie qu’un ensem-
ble T'~con est toujours compris dans (au moins) un ensemble I"-maxcon nom-
mé et collé, cette question serait réglée. Or, c’est précisément 1a l'objet de la
proposition suivante, qui est une sorte de lemme de Lindenbaum. Pour dé-
montrer ce lemme, nous aurons besoin d’augmenter le langage L avec des
nouveaux nominaux : pour chaque m, Nom,* sera un ensemble (dénombrable)
de nominaux de rang m nouveaux (distincts de ceux de Nom,, ), et nous pose-
rons Nom,_* = Nom, U Nom,*. Appelons L* le langage obtenu par cette addi-

tion de nominaux.

Proposition 8.2.7 (Lemme de Lindenbaum)

Soit F un ensemble I'-con de L. Il existe une extension £ de F dans le langage

L* qui est ['-maxcon nommeée et collée.

PREUVE. Nous nous occupons tout d’abord de nommer F. Pour chaque m, soit

o, un nominal de Nom,*. Posons F* = F U {a,": m > 0} et montrons que

F* est consistant. Supposons le contraire : F* + L. Autrement dit,
FU{a,”:m>0}F L.

Soient 6, ..., 6, les formules de F et (3, ..., B, les nominaux de Nom* impli-

qués dans une preuve de L dans [',, Si@ =0, A ... AB, et AB =0, A ... AB,

alors le lemme 8.2.1, partie (a), entraine que

Frrl=FMB)Arl->1

:>l_/\B—)ﬁ9
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Puisque 6 est une formule dans laquelle 3 n’apparait pas, la régle (Name)
nous permet de conclure que - —0. Autrement dit, il existe une preuve de L
sous les hypothéses F| contredisant la consistance dc F.

Il faut maintenant progressivement ajouter des formules & F* pour en fai-
re un ensemble ['-maxcon collé. Pour ce faire, nous utiliserons une énuméra-
tion (¢, de toutes les formules de L*. Posons F, = F*. Pour [ > 0, si (i) F, U
{¢n.1} est I'sinconsistant, alors nous posons E,, = E. Si (ii) E, U {¢,,} est
I'-con et si ¢, n’est pas de la forme @, 0.2, alors nous posons E,, = E, U
{¢u1}- Enfin, si (iil) B, U {¢y,} est I'icon et si ¢, = @02, pour un certain
1, alors nous étendons F, comme suit : soit 3 un nominal de Nom,k* qui
n’apparait ni dans E, ni dans ¢,,, (il existe toujours un tel 8 car Nom,*\{c,,*}
est infini et n’apparait pas dans F*, et une formule est ajoutée au plus & cha-
que étape de ce processus), nous posons alors

B, =LEU {@QOW} U {@aqu A @gw}-

Montrons que, pour tout [, si E, est I'-con, alors E,,, est I'-con. Suppo-
sons le contraire. F, est consistant mais £, est inconsistant. Puisque £, est
distinct de F,, un des deux cas (ii) ou (iii) s’applique. Le cas (ii) peut étre
éliminé d’emblée, par définition. Reste le cas (iii). Or,

B,k Lssi E,U{Q0%} U{Q0B A Q) - L
Soient 6, ..., 0, les formules de E, entrant dans cette preuve d’une contradic-
tion et soit 0 la conjonction des 0, nous avons alors que

E,FLl=>FQQ0WYA(QOLAQY) A0 L

ssi - Q00 A (@08 A Qup) - —0

ssi F (@08 A Qup) — —(0 A Q0. 0)
Le nominal B n’apparait pas dans —(0 A @,0.1), car il n’apparait ni dans
ni dans ¢, ,. Par la régle (Paste), il en résulte que

E,aFL=F<(0A000)

ssid A QO L
= EU{Q 0y} F L
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Mais ceci contredit la consistance de E, et @ 0.1.

Posons maintenant £ = UE, L’ensemble E est I'-consistant, car chaque
E, lest. Par aillecurs, F est maximal. Supposons le contraire. Soit 3 une for-
mule telle que ¢ ¢ Eet —p ¢ E. 1l existe j et k tels que ¥ = ¢, et —p =
@iy, Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que j < k. Puisque ¢ &
E, nous avons que E; U {¢,} est inconsistant. Par conséquent, £ = -, et
donc B, k= =, car B, C E,. Autrement dit, B, = ¢, c’est-a-dire £, = —).
Mais si = ¢ E, c’est que E, U {p,,,} = E, U {—9} est inconsistant, donc E,
est inconsistant. Contradiction.

L’ensemble E est nommé parce que c’est une extension de F', et il est

collé par construction. Y&

Les propositions suivantes montrent que notre modéle canonique a certaines

propriétés clés qui seront nécessaires pour la preuve de complétude.

Proposition 8.2.8 (Lemme d’existence)

Soit F un ensemble I'-maxcon nommé et collé, o« € Nom,, ¢ € Form_, et v €
Nom,,,,. Si O, € E(o), alors il existe 3,, € Nom,, tel que p.(a,, B,) et ¢ €
Ela_,, B,.). ‘

PREUVE. Si O.¢ € E(av), alors @(a)0.¢ € E. Par le lemme (perm-ind), nous

avons

- ()0, © 8(c,)0,8(c_,)e,
donc @(c,,)0.@(a_,)p € E. Etant donné que E est collé, il existe B,, € Nom,,
tel que

(0,08, A @(B,)0(0_)p € F
Donc @(c,,)0.8,, @B,)@(x_,)¢ € E, par maximalité. Mais @(c,,)0.8,, € E
signifie que p.(ov,, B,), et @(B,,)@(oc_,)¢ € E entraine, par le lemme (perm-
ind), que @Q(ax_,, B,.)¢ € F, c’est-a-dire ¢ € E(a_,, B,,).
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Proposition 8.2.9 (Lemme de vérité)

Soit F un ensemble I'-maxcon nommé et collé, et soit My(e) le modéle cano-

nique de rang n basé sur E. Pour toute formule ¢ € Form.,, nous avons
Mg(e), w, I p ssi @ € B(o)

ol o € Nom, est tel que |o,| = w, pour 0 < m < n.

PREUVE. Par induction sur le nombre de connecteurs dans ¢.

Etape de base. Si ¢ est une variable propositionnelle p € Prop,,, alors

w, Ik pssi w, € val(p)
ssi |a,| € val(p)
ssi @(o,)p € E
Puisque F @(a,,)p © @(a_,,)@(a,,)p «> @(at)p, nous avons
w, IF pssi @Qla)p € Essip € Ela)
Si ¢ est un nominal 3 € Nom,,,
w, IF B ssi w, = val(B)
ssi w, = |3
ssi [oy,| = |B]
ssi @(o,)B € B
Puisque - @(a,,)B < @(a_,,)@(q,,)B <> @(a)B, nous avons
w, |- B ssi Q)3 € EssiB e B(o)
Si @ est L, le résultat est immeédiat.

Etape inductive. (i) Si le connecteur principal dans ¢ est un connecteur boo-

léen, la démonstration est dirccte. En effet, si ¢ = 9 A 0, alors
w,lFyYABssiw,lFpetw, IF0
ssi Y € Fla) et 8 € E(o), par Phypothése d’'induction
ssi P A 0 € E(a), par maximalité de F(o).
La démonstration pour la négation est analogue.
(ii) Supposons que ¢ est de la forme [J1). Par définition et par I’hypotheése

d’induction, nous avons que
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w, |- O ssi (W, _,,, v) IF 9, pour tout v € N, tel que A,,,(]4])(w,, v)
ssi (W, ., [B]) IF %, pour tout 8 € Nom,, tel que p (a,, B)
ssi ¢ € BE(o,, B), pour tout B € Nom,, tel que p,(c,, B)
Si I'équivalence
(*) O € B(o) ssiVB € Nom,, [p (o, B) = ¥ € E(o,, 8)]
est vrale, nous aurons terminé. Mais, en contraposant et en opérant quelques
transformations élémentaires, nous avons que (*) est équivalent &
(**) O, € E(a) ssi BB € Nom,, [py(o, B) & 0 € E(a_,, B) |
Or, la direction « = » est le lemme d’existence appliqué a ‘0. —~v’, et la direc-
tion « < » est une conséquence de (bridge) :
P B) & =p € Elae_,, B) ssi @(a,)0.B et Q)@ € E
ssi @(a_,,)@(c,,)08 et Qa_,)@p € B
ssi @(a,) 0B et @ € Ela_,,)
ssi @(a,,) 0.1 € E(o,,)
car B(o_,,) est I'-maxcon.
(iii) Supposons que ¢ est de la forme [, 9. Deux cas se présentent : (a) le
cas m = net (b) le cas m < n.
(a) Soit ¢ € Nom,,, tel que |g| = e. Par définition et par ’hypothése
d’induction, nous avons que
w, IF 0,9 ssi (w,_,, v) IF 9, pour tout v € N, tel que A, (w,,,)(w,, v)
ssi (w,_,, |B]) IF 4, pour tout 3 € Nom, tel que p(e)(,, B)
ssi ¢ € E(o_,, B), pour tout 3 € Nom, tel que p(e)(,, B)
ssi O € BE(o)
Nous savons que
- @0, © 04),
ce qui entraine que
- 0,0, (0, <> Uh)
- (@e. 0, v < @0 01)
donc @@ Oy € Fssi @Q,, 1 € E. Mais, par (intro),
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Fen@u-oo&tenp— Qo
donc @ [ € Essi QU , 1 € E, c’est-a-dire
O € E(o) ssi 0,9 € E(oy,
ce qui compléte la preuve de ce cas.
(b) Toutes les idées nécessaires & la démonstration de ce cas se trouvent
dans la preuve du cas (a) ci-dessus.
(iv) Supposons que ¢ est de la forme @gp, ot B € Nom,,. Par définition et par
I’hypothése d’induction, nous avons
w, I Qg ssi (w,_,,, val(B)) I 9
ssi (W B]) IF 0
ssi ) € Fla_,, B)
Mais ¢ € FE(o_, B) entraine que @(a_,, 8)¥ = @(a_,,)Q(B)® € E. De méme
- @a_)OB)% ¢ @(a,)B(c_,)QB)) © O(a)a(B),
par (agree) et (perm-ind), donc @(a)@(B)y € E(av).

Ce qui compléte la preuve. 1
Nous arrivons enfin au résultat recherché :

Théoréme 8.2.10 (Complétude)

Si F'est un ensemble I'-con de formules de Form_,, F' est satisfaisable.

PREUVE. D’aprés le lemme de Lindenbaum, il existe un ensemble F de formu-
les de L* qui contient F et qui est I'-maxcon nommé et collé. Soit My(e) le
modéle canonique de rang n basé sur F. Puisque F est nommé, il existe o €
Nom, tel que £ = F(a). Soit w € N, tel que w = |a|. My(e) satisfait £ au
point w. En effet, supposons que ¢ € F C E. Il s’ensuit que @(a)p € F, c’est-
a-dire ¢ € F(a), et donc w |k ¢ par le lemme de vérité. M
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8.3 Complétude pour L

Dans cette section, nous montrons la complétude pour le langage L (et non
plus seulement le fragment L.,). Nous devons apporter quelques modifications
aux définitions que nous avons introduites plus haut. Pour o € Nom (et non
plus Nom,), nous définissons
E(a) = {p € Form : @(a,)¢ € F, ou n = r(¢)}.

Dans ce qui suit, si o, € Nom,, F(a,) sera toujours I’ensemble de formules tel
que défini a la section précédente. Il n’est pas difficile de montrer, d’apres ce
que nous savons déja, que si e € Nom est tel ¢, € FE, pour tout k, alors
I'ensemble E(a,) est tout simplement l’ensemble E(c,, €™'). Nous devons

montrer & présent que E(a) a sensiblement les mémes propriétés que E(o,).

Lemme 8.3.1

Soit E un ensemble I'-maxcon, et soient o, 3 € Nom, v € Nom,, et p €
Prop,,. Nous avons :

(a) Sir(p) = n,alors p € E(a) ssi ¢ € Fla,)

(b) Pour tout m, o, € E(e), et E(a) est I'-maxcon

(c) Si~ € E(a), alors E(a) = E(o_,,, )

(d) Sia,, € E, pour tout m, alors F = E(a)

(e) Sipe Ela),alors p € E@B_,, o)

PREUVE. (a) 1l s’agit d’une conséquence directe de la définition des ensembles
E(a) et (o).
Les parties (b)-(e) découlent de (a) et des propriétés de F(a,). M

Nous conservons la méme structure canonique Sg. Le modéle sstmple canonique
basé sur F est le modele simple My = < Sg, val >, ou

val(p) = {la| € Ny, Q.p € E},
pour tout p € Prop, et
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val() = |af,

pour tout o € Nom.

Proposition 8.3.2 (Lemme d’existence)

Soit £ un ensemble I' -maxcon nommé et collé, o € Nom, ¢ € Form et v €
Nom,,,. Si Q¢ € E(a), alors il existe 8,, € Nom,, tel que p (o, B,) et ¢ €
E(o,, By).

PREUVE. Soit n = 7(0,p). Nous avons que (. € Form,, et que ¢ € E(a,)
par la partie (a) du lemme précédent. Par le lemme d’existence (version bor-
née), il existe 3,, € Nom,, tel que p,(c,, B,) et ¢ € E(c,_,,, B,,). Par le lemme

précédent, partie (a), ceci entraine que ¢ € E(o_,, B,). X

Proposition 8.3.3 (Lemme de vérité)
Soit F un ensemble ['-maxcon nommé et collé, et soit M, le modele simple
canonique basé sur E. Pour toute formule ¢ € Form, nous avons

Mg, w ik ¢ ssi ¢ € B(a)

ol a € Nom est tel que |o,| = w,, pour m > 0.

PREUVE. Soit n = r(0,p) + 1 et soit €,,, € Nom,,, tel que e = [e, | (g, €
E). Nous avons que ¢ € Form_,_,, et donc :
Mg, w Ik ¢ ssi Mg, (w,), w,, IF ¢
ssi (Mgl (w,,,), W, IF ¢, car la n+1-iéme coordonnée n’affecte pas ¢
ssi [Mg.,(¢e), w, IF ¢, pour la méme raison
ssi Mg(e), w, IF ¢, par définition
ssi ¢ € E(a,), par le lemme de vérité pour L_,

ssi ¢ € E(a), par 8.3.1 (a)

Ce qui compléte la démonstration. M
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Ce qui nous donne enfin :

Théoréme 8.3.4 (Complétude)

Si Fest un ensemble I'~con de formules de Form, alors F' est satisfaisable.

PREUVE. D’aprés le lemme de Lindenbaum, il existe un ensemble F de formu-
les de L* qui contient F et qui est ' ~-maxcon nommé et collé. Soit M, le mo-
dele basé sur E. Puisque E est nommé, il existe o € Nom tel que F = E(a).
Soit w € N tel que w = |o|. M satisfait /' au point w. En effet, supposons
que @ € F' C F et soit n = (). Il s'ensuit que Q(a,)p € E, c’est-a-dire ¢ €

E(o), et donc w IF ¢, par le lemme de vérité. i

8.4 Canonicité des axiomes

Le lecteur attentif aura remarqué que ce résultat de complétude n’est pas
« complet ». Nous avons seulement montré que tout ensemble de formules I'-
con était satisfaisable dans un modele simple, mais nous n’avons pas montré
que, par exemple, si la logique I'; contient l'axiome (4,,), alors les relations de
rang m du modele canonique sont transitives, que si la logique contient
laxiome (T,), les relations de rang m du modeéle canonique sont réflexives,
etc. Nous devons montrer que nos axiomes sont canoniques pour certaines
propriétés. On dit qu’un schéme d’axiome Az est canonique pour une proprié-
t¢ P ssi la présence des instances appropriées de Az dans F (c’est-a-dire la
présence dans E des instances autorisées par les conditions de Az) fait en sor-
te que le modele M, a la propriété P (si C est la classe de modeles, ou de
structures, ayant la propriété P, on dit aussi canonique pour la classe C). En
particulier, nous dirons qu’un axiome Az est canonique pour la propriété qu’il
définit ssi (i) Az définit la propriété P sur les structures simples et (ii) Az est

canonique pour P.
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Proposition 8.4.1

Les axiomes du groupe II sont canoniques pour les propriétés qu’ils définis-

scnt.

PREUVE. Supposons que (D,) est un axiome de ', Soient v € Nom,,, et « €
Nom,, nous voulons montrer qu’il existe 3 € Nom, tel que p,(c, B). Par (D,),
nous avons que - T — O.T et donc - O T, car = [0.T. Enfin, par (Necy),
nous avons @QCWT et donc @0, T € L. Puisque E est collé, il existe B €
Nom, tel que @,0.8 A @, T € [, et donc p («, 3).

Supposons que (T,) est un axiome de T',. Soient v € Nom,,, et o € Nom,,
nous voulons montrer que p,(o, o). Puisque I, contient (T,), F o — O, et
donc - @, —» @, 0., par (Necg) et (K,). Ainsi, @ 0. € F par (ref).

Supposons que (B,) est un axiome de I',. Soient v € Nom,,; et o, 3 €
Nom,, nous voulons montrer que p,(a, 3) entraine p.(3, o). Supposons que
@, 08 € E. Puisque (B,) est un axiome, nous avons - @ a — Q[0 0.« et
donc 0 0. € E(w), par (ref). Nous savons que p.(c, B) est équivalent &

V(L € Bla) = ¢ € E(B)),
donc Q.o € E(B), c’est-a-dire @30, € E.

Supposons que (4,) est un axiome de I',. Soient v € Nom,,; et o, B, v €
Nom,, nous devons montrer que p, est transitive, c’est-a-dire que p,(a, B) et
0,(8, v) entrainent que p (o, v). Par hypothése, nous avons donc que @,0.8 €
E et @Q;0.v € E. Par (bridge),

F Q08 AQ0 v —> 800V
et par (4,), (Necy) et (Ka),

F@,0,0.v — Q0.

Alinsi, @ Qv € L.

Enfin, supposons que (5,) est un axiome de I',. Soient v € Nom,,; et «, 3,

v € Nom,, nous devons montrer que p, est euclidienne, c’est-a-dire que p (o,

B) et p,(c, v) entrainent que p, (8, v). Par hypothése, nous avons que @ 0.8 €
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Eet @Oy € E, et donc @, (OB A Q) € E. Par (5,), F Ov - 00w et donc
Q@ (0B A00v) € E. Or,
- @0, A DLOW) > @ (0,8 A O)
— @, (0,@,0.v), par (intro) notamment
— @,@,0.v, par (back)
— @y0.v, par (agree)

Ce qui compléte la, démonstration. M«

8.5 Application : Logique modale multidimensionnelle

Je donne un apercu rapide d’une application a la logique modale multidimen-
sionnelle qu’on peut faire du travail accompli jusqu’a présent (cette logique
est une généralisation des logiques modales obtenu par produit cartésien de
Gabbay & Shehtman : 1998a, 1998b & 2002). Une structure relationnelle mul-
tidimensionnelle (infinie) est un couple

< o Was (Bo)uzo >
ou, pour tout n > 0, W, est un ensemble et R, est une relation binaire sur
ensemble W,. Le langage L, de la logique modale multidimensionnelle est
généré par les clauses syntaxiques :

pu=Llpl=plend| e
ol chaque variable propositionnelle ‘p’ posséde un certain rang 7(p) > 0 et ou
m > 0. Un modeéle de ce langage est un couple < S, val >, ou § est une struc-
ture multidimensionnelle et val est une valuation telle que

val(p) C Wy, pour tout p
Pour w = (w,),50 € [1,50 W, la satisfaction & w est définie récursivement de la
maniére suivante :

w i L

w |- p ssi w,, € val(p)

w lF =@ ssi w @
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wiFpoAayssiwl-gpetwl-y

w -0, ¢ ssi (w_,, w) Ik ¢, pour tout w e W, tel que R, (w, w,)
De toute évidence, une structure relationnelle multidimensionnelle est un cas
particulier de SROSs, une structure ou, pour tout n > 0, ®,., est la fonction
constante telle que @,,,(w) = R,, pour tout w € W,,,. De méme, le langage
Lyp est un fragment de I, obtenu de ce dernier en supprimant toute présence
de nominaux, et les clauses sémantiques ci-dessus sont précisément celles qui
sont induites par un modéle simple dans le langage L. Il n’est pas difficile
de voir que le schéme :
(MD,) O <> Ogp, ou vy, & € Nom,,,
caractérise la condition définissante des structures multidimensionnelles (le
fait que ®,,, soit constante sur W,,,). En effet, (MD,) entraine que les formu-
les ‘@,0.08" et ‘@043, quelques soient «, 3 € Nom,, sont logiquement équiva-
lentes, et il s’ensuit alors que R, est un singleton (que @, , est constante). Par
ailleurs, il n’est pas difficile de voir que I’ajout de (MD,) a 'axiomatisation de
la logique des structures simples transforme la structure canonique en struc-

ture multi-dimensionnelle. Ce qui nous permet d’obtenir :

Proposition 8.5.1

Le systeme I, + {(MD,) : n > 0} est complet par rapport & la classe des

structures multidimensionnelles (pour le langage L).



Chapitre 9
Logique modale d’ordre supérieur — Partie I

Nous adaptons ici les résultats du chapitre précédent aux autres sémantiques

et aux autres syntaxes.

9.1 La logique des structures générales

L’axiomatisation restera en grande partie inchangée. Il faudra faire quelques
modifications cruciales & quatre axiomes : aux axiomes (back) et (bridge) du
groupe 11T et aux axiomes (permg) et (indg) du groupes IV, et & une régle : la
régle (Paste). Ces changements refléteront le fait qu’une modalité de rang n +
1 est interprétée avec une relation binaire W, dans une structure générale (et
non pas sur W,), et qu'une variable propositionnelle de rang n est associée &
une extension de W, (et non de W,). Ainsi, toutes les dimensions inférieures
au rang de la formule seront importantes pour son évaluation.

Soient o, 3 € Nom, et solent o, 3 € Nom et v € Nom,,,. Nous rempla-
cons les axiomes susmentionnés par les suivants :
(back) 0Q,p - Q p, ou O = O, ou O,
(bridge) @, 0n8 A Qyp = @ Qp, o O = O, ou O,
(permgp) @00 ¢ 0,,,@ ., si () > n+1

@,y & 0,89, si r(a) = 7(B)

(ind,) Q.0 ¢ ¢, si () & rep(p)
Et nous reformulons (Paste) comme suit : si 3 n’apparait pas dans ¢ ou 6,
(Paste) SiF Q@08 A Qyp — 0, alors - Q@O0 —> 0

261
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Toutes les autres définitions ayant trait au systéme de dérivation I, restent
les mémes. Nous appelons aussi ce nouveau systéme I

Nous avons :

Proposition 9.1.1

Les axiomes et les régles inférentielles de I' sont valides.

PREUVE. La vérification de la validité dans des structures générales de toutes
les régles et de tous les axiomes qui sont restés inchangés est identique a la
vérification précédente. 1l suffit donc de se concentrer sur la nouvelle mouture
des quatre axiomes et de la régle (Paste). Soit o € Nom,,, nous devons mon-
trer que 0., @, — Q¢ est valide (le cas ou ¢ = ¢, avec v € Nom,,,, se
démontrera de maniére analogue). Or,
w ik 0,.,Q.pssi Av, € W [®(w,,,)(w,, v,) & (v, w"*) IFQ,p]
ssi v, € W [P(w,,)) (W, V,) & (val(o), w™) IF ]
= (val(a), w™) IF ¢
ssiwlF @ ¢
Montrons que (bridge) est valide. Soient o, 3 € Nom,, nous devons montrer
la validité de @0, AB A @z — @0, ¢ (le cas on ¢ = O, avec v € Nom,,,,
se démontrera de maniére analogue). Or, w IF @, 0, 1 AB A Qg
ssi w IF @0, AB & wI- Qg
ssi (val(la), w™) IF O, AB & (val(B), w™) IF ¢
ssi Av, € W, [ ®(w,,.)(val(ax), v,) & (v,,, w™) IF AB] & (val(B), w™) IF ¢
ssi v, € W [D(w,,,)(val(a),v,) & v, = valB)] & (valB), w"') IF ¢
= dv, € W, [D(w,.)(valla),v,) & (v,,w™") IF ]
ssi wIF Q0,10
En ce qui concerne (indg), la partie (e) de la proposition 7.1.1 montre qu’il est

valide dans les structures générales.
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Il reste & montrer que (permg-) et (instg) sont valides. Si 7o) > n+ 1,

alors nous avons que w I- Q[ . ¢

ssi (W—y(a)? ’UCLZ(OL)) I D-n+lgo

ssi Vv, € W, [@(w,,1)(w,, v,,) = (Vi (W_yqq), val(e))™) I ¢ ]
ssi Vv, € W, [Q(w,)(w,, v,) = ((va, W) o), val(e)) IF ]
ssi Vv, € W, [ @(w,,) (W, v.) = (v, W) i, W) IF Q]
ssi Vv, € W [®(w,, ) (w,, v,) = (v,, w") |F Q]

ssi wIF U,,,@ ¢
(Je rappelle que (v,, w

1) est I’élément de W ayant les composantes de v jus-

qu’a n et les composantes de w aprés n.) Le méme argument, & quelques dé-
tails prés, nous permet de montrer que

w I @y <> 0@
sauf que cette fois-ci, ’hypothese () > 7(B) est suffisante. Quant & laxiome
(indg), sa validité découle de la proposition 7.1.1 partie (e).

I1 nous reste maintenant a vérifier la régle (Paste) préserve elle-aussi la
validité. Procédons par I’absurde : supposons qu’il existe une structure géné-
rale S, un modeéle M = < S, val > et un point w € W tels que

S IF@,0AB A Qzp — 0

M, w (@, 00 — 0)
c’est-a-dire que M, w |- @, 0. mais M, w ¥ 6. 5Si M, w IF @,0. ¢, c’est qu’il
existe v, € W_ tel que ®(val(y))(vallar), v,) et M, (v

m+1)

. I- . Toute va-
luation val* qui s’accorde avec wval sur les nominaux et les variables proposi-
tionnelles dans ¢ et 8 sera également telle que

< S, val* >, (v, W IF o & M, w ¥ 0
Choisissons val* de telle sorte que val*(3) = v,, ce qui est possible car (3
n’apparait ni dans ¢ ni dans 6. Nous aurons donc

< 8, val* >, wlF Q0. AB A Qg

< S, val* >, wl¥K @

contredisant la validité dans S de @, 0. AB A Qg — 0.
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Ce qui compléte la démonstration. M«

9.2 Complétude pour L,

Les lemmes suivants donnent un apercu du comportement du systéme déduc-
GEC.

Lemme 9.2.1

(a) EF pssiilexiste 8, ..., 0, € Etelsquet 0, n..A 0, — .

(b) Si Eest I'-con et ¥ —¢p, alors EU {¢} est I'-con.

(c) Si Eest I'maxcon et E'+ ¢, alors ¢ € F; en particulier, si - ¢, ¢ € E.
(d) Si Eest T-maxcon, et si ¢, ¢ > € F, alors ¢ € E.

PREUVE. Ces preuves ne dépendent pas du fait que nous interprétions L dans

une structure simple ou générale.

Lemme 9.2.2 (Lemmes de permutation et d’indépendance)
(a) Soient oy, o, ..., &, des nominaux de rangs strictement croissants (on n’a

pas forcément que «,, € Nom,,) et soit ¢ une formule. Si ® est une permu-

tation de ’ensemble {0, 1, ..., n}, alors
- @(un)@(u-n~1)---@(0¢o)90 « @(uﬂ(n))@(un(n—l))'"@(QW(O))SO
(b) Soient B,, B,, ..., B, les nominaux de la suite oy, o, ..., &, dont les rangs

sont dans 7ep.(¢). Nous avons
F Q) Q). Q) © QBYAB,_)...Q(B,) ¢
(c) Soient oy, , ..., &, des nominaux de rangs strictement croissants, et soit
@ une formule. Nous avons
}— @(un)@(%)oqw g @(um)@(um—l)"'@(QO)ON@(O%)‘"@(Oth—l)SO
ou r(v) = m+ 1.
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PREUVE. La preuve de (a) ne comporte aucun élément nouveau, celle de (b)
repose sur la nouvelle version de (indg) et celle de (¢) sur la nouvelle version

de (permgp). "

Encore une fois, nous démontrons d’abord la complétude pour langage L.,
pour des questions de simplicité d’exposition. Si F un ensemble I'-maxcon et
st = (o, ..., o,) € Nom,, rappelons que

E(a) = {¢: Q(a)p € E}.

Lemme 9.2.3
Soit E un ensemble I'-maxcon, et soient o, 3 € Nom,, v € Nom_, et p €
Prop_,. Nous avons :
(a) Qg -.., o, € E(ar) et E(a) est I'-maxcon
(b) Si @ € Ela), alors @(o_,y, V)@ € E
(c) Sin € E(a), alors E(a) = E{a (), )
(d) Siog, ..., o, € E, alors F= E(a)
(e) Sip € E(ar), alors p € E(a,,, B
PREUVE. La seule véritable différence se trouve dans (e). Soit p € Prop., tel
que 7(p) = m et @a)p € E. D’apres les lemmes de permutation ct
d’indépendance, dorénavant (perm-ind),
- Q) © (o)p

& B(B™)0(c,)p

< Q(a,, B™)p
D’ou le fait que p € E(a,,, B™"). X

La définition d’un ensemble collé change dans le contexte de la logique I'.
Nous dirons qu’un ensemble ['-maxcon E est collé ssi, pour toute formule ¢ et

pour tous o € Nom,, et v € Nom,,, ), si @ Q. € E, alors il existe 3 € Nom,,
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tel que @, 0. A8 A @Qup € E. Ce changement reflete le fait qu’une relation
d’accessibilité dans une structure relationnelle d’ordre supérieur est une rela-
tion sur W, et non sur W..

La relation >, est définie de la méme maniére sur les nominaux de Nom,,

pour tout m. Si a, 3 € Nom,,, nous définissons la relation ‘=

—<im

" sur Nom,, de

la maniére suivante :

o> . Bssiop ¥, B, pour tout ktel que 0 < k< m

Lemme 9.2.4

Soit F un ensemble [-maxcon nommé et collé.

(a) Les relations =, et 2_  sont des relations d’équivalence.

(b) Si~ = (o5 s Ynets & Ymsts =5 M) €Y = (Noy o Yoty By Vomts -5 W),
et si a2, 3, alors E(~) = E(~*). '

(C) Sl N = (OL7 ’Y1n+1) vy ’Yn) et PY* = (B) ’Ym+l) cery P\lln.)a et Si x ;gm B) alors E(F\{)
= E(~*).

PREUVE. 1l s’agit de vérifications directes.

Pour tout v € Nom,,, nous définissons la relation binaire p, (ou p(v)) sur

’ensemble Nom,, comme suit :
p.(cx, B) 55 Q.08 € E,

pour tous o, 3 € Nom . Montrons que cette relation « préserve » ~ et =

=mnm —=<m

Lemme 9.2.5
(a) Sinw, b€ Nom,,, sont tels que v =,,,, 6, alors p. = p;.
(b) Sip(o, B), et si 2, o* et B, B% alors p,(a*, B%).

PREUVE. (a) Supposons que v 2, ., 0, c'est-a-dire que @6 € E. Par (Necg),

(indg) et (insty), nous savons que



Chapitre 9 — Logique modale d’ordre supérieur II 267

- 0,00« @p
FQ,Q@.(0nunB <> 0.AB)
F Q@0 niAB < 0sB)
donc @,@6, @.Q (0, A8 & O0AB) et @Qy0,.,AB < OnB) € E. D’une
part,
F @y(0AB © 0nB) = (@0,,.AB © @0nB), par (Kg)
= (©0,,.1/B < 0AB), par (indg)
et donc
F @,Q5(0,1AB € 0AB) > @ (@:0,,.AB <> OnB), par (Necg) et (Kq)
= (Q,@:0,,,.,A8 © @,0:B), par (Kq)
Ainsi, @,@;0,,,,8 € Essi Q03 € E. D’autre part,
Qb A Q0 B <> ONB)
— Q@ (0 A (0,018 <> O.AB)), par (Kg) et (dual)
— @ (@4(0,,.AB <> 0.AB)), par (intro)
- @Q(0,1AB & O.AB), par (agree)
5 (80,78 © B0.AB), par (K,)
5 (@0miAB ¢ 0B, par (indy)
et donc
FQ,08 A Q,Q (0,18 & OAB)
5 0, (00,178 > O.B), par (Necy) et (Kq)
- (@,0,0,.,./8 < @,0.AB), par (K,)
Ainsi, @,Q;0,,,,A8 € Essi @,0.A8 € E. Par conséquent,
@,0.AB € Essi @,0:0,,,AB € Essi @003 € £
(b) Nous avons d’abord que p. (o, B) ssi @.0.AB € E. Ensuite, a 2, o™ en-
traine que @ o* € E. Tl est une conséquence de (perm-ind) et de (intro) que
F@.0* A Q,0.AB = Q,Q,.0.AB
donc @,@,.0.AB € E, et @,.0.AB € E par (perm-ind) et (agree). Par ailleurs,
Q@,-@unB* € E par (agree) (et (perm-ind)) et
F Q. QAB* - Q..QAB*
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par (back) (et (perm-ind)), donc @..[1@sA3* € E. Ainsi, Q.0 AB* € E et
Q,:0,@nB* € E impliquent que @0 (AB A @unaB*) € E. Mais
F QO,(AB A @uAB* - AB¥)
par (intro) (et (perm-ind)), et
F Q0 (AB A @uAB*) A QO (AB A @uAB* = AB*) = Q.0 ABF,
donc @.0.8* € E. Ainsi, p, (o, B*). I

Lemme 9.2.6

Soient o, 3 € Nom,, et v € Nom,,,,. Les trois énoncés suivants sont équiva-
lents :

(a) @ 0B €EFE

(b) V(U € E(a) = ¢ € E(B))

(c) Yo(p € EB) = 0,0 € E(av))

PREUVE. (a) = (b). Supposons que @, 0. A8 € E mais qu'’il existe une formule
¢ telle que O € E(a) et ¢ & E(B). Donc, —p € E(B). Si —p € E(B), c’est
que @y~ € E. Par (bridge), nous obtenons donc que @,0.~¢ € E, c’est-a-
dire @~ ¢ € E et donc - ¢ € E(a). Contradiction.

(b) = (a). Supposons que V([ ¢ € Ela) = ¢ € E(B)) mais que @,0. AB
¢ E. Nous avons donc —=@,0.AB € E, cc qui revient & @ 1 —~AB € E. Nous
avons alors que —-AB € E(a) et donc que —AB € E(B), ce qui entraine
qu'un des B,, 0 < k < m, est tel que B, € E(B).

(b) = (c). Supposons que Vo(O,p € Ela) = ¢ € E(B)) et soit 1 € £(B).
Nous voulons montrer que .1 € E(a). Supposons le contraire : O.% ¢ E(a),
et donc ~Q € E(a), ce qui revient & L1 € E(a). Par hypothese, ceci en-
traine que —1 € E(B). Contradiction.

(c) = (b). La preuve est analogue au cas précédent.
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La partie (b) du lemme 9.2.5 montre que la relation que définit p,, pour cha-
que v € Nom,,, induit une relation binaire sur N,, (que la relation ne dépend
que la classe d’équivalence de chaque nominal de Nom,,). La partie (a) de ce
lemme montre que la suite A = (A,),5, de fonctions A, : N,,, = o(N,xN),
ou A, (|n]) est la relation induite par p, sur N,, est bien définie (ne dépend
pas de la classe de ~). Nous définissons la SROS canonique basée sur E com-
me la structure S, = < NJ A >.

Il faut maintenant définir un modele basé sur S, Nous commengons par
définir un modele pour L., basé sur une restriction de S;. Soit € € Nom,,, tel
que € € E, et soit e = |g|] € N,,,. Nous définissons le modéle canonique de
rang n basé sur E comme le modele de rang n

Mg(e) = < N,, A(e), val >,

ol val est la valuation de L., telle que

vallp) = {lo € Nyy2 @yp € B,
pour tout p € Prop_,, et

val(o) = [of,
pour tout o € Nom.,.

Nous avons :

Proposition 9.2.7 (Lemme de Lindenbaum)
Soit F'un ensemble I'-con de L. Il existe une extension F de F' dans le langage

L* qui est [-maxcon nommée et collée.

PREUVE. Nous répétons la méme procédure qu’au chapitre précédent pour
faire en sorte que F soit nommé. L’ensemble F* résultant est I'-con.

Il faut maintenant progressivement ajouter des formules & F* pour en fai-
re un ensemble I'-maxcon collé. Pour ce faire, nous utiliserons une énuméra-
tion (¢, de toutes les formules de L*. Posons Fy = F*. Pour [ > 0, si (i) E, U
{1} est T-inconsistant, posons E,, = E,. Si (ii) E, U {¢,.} est T-consistant
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et si ¢, n’est pas de la forme @0 1), nous posons E,,, = B, U {¢,,}. Enfin,
si (i) ¢, = @,0.%, nous prolongeons E, de la maniére suivante : soit 3 &
Nom,* qui n’apparait pas dans FE, ou ¢,, (il existe toujours un tel 3 car
Nom,,*\{a,,"} est infini et n’apparait pas dans F", et une formule est ajoutée
au plus a chaque étape de ce processus), nous posons

B, = EU{Q@09} U {Q,0AB A Q).

Montrons que, pour tout [, si £, est [-consistant, alors FE,, est I'-
consistant. Supposons le contraire. F, est consistant mais F,, est inconsistant.
Puisque E,,, est distinct de F, un des deux cas (ii) ou (iii) s’applique. Le cas
(ii) peut étre ¢liminé d’emblée par définition. Reste le dernier. Or,

E.F Lssi E,U{Q 04} U{Q.0AB A Qg} - L
Soient 8, ..., 8, les formules de F, entrant dans cette preuve d’une contradic-
tion et soit 6 la conjonction des 6, nous avons alors que

Ea,FL=FQ0¢A(@0ABAQY) A0 L

ssi - @00 A (@, 0,AB A Qi) — —0

ssi - (@, 0A8 A Qgp) — —(8 A Q0. %)
Le nominal B n’apparait pas dans —(6 A @,0.¢), car il n’apparait ni dans E,
ni dans {¢,,}. Par la régle (Paste), il en résulte que

B,k L=F=0AQ0%)

ssid A@ O F L
= Eu{Q0y} L
Mais ceci contredit la consistance de F, avec @ Q.. |

Posons maintenant F = IUE, La preuve que F est consistant est la méme

qu’au chapitre précédent. Par ailleurs, L’ensemble E est nommé parce que

c’est une extension de F7, et il est collé par construction. ¥
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Proposition 9.2.8 (Lemme d’existence)

Soit £ un ensemble I-maxcon nommé et collé¢, o« € Nom,, ¢ € Form_, et vy €
Nom,,,,. Si O,¢ € E(a), alors il existe 3,, € Nom,, tel que p (o, B,) et ¢ €
E@,, o).

PREUVE. Si Q¢ € E(a), alors @(o)0.¢ € E. Par le lemme (perm-ind), nous
avons

- B(a)0.p © B(0,)0,8(™ g,
donc @(ex,,)0.@(a™!)p € E. Etant donné que E est collé, il existe B8,, € Nom,,
tel que i

0(0,)0.80 A C(B)C("™ ) € F
Donc @(ax,,)0.AB,,, @B,)Q(a™")¢ € F, par maximalité. Mais @(c.,,)0.8,, € E
signifie que p.(ot,,, B,,), et @(B,)Q(a™ )¢ € E entraine, par le lemme (perm-

ind), que @(3,,, OLmH)(,O € F, c’est-a-dire ¢ € E(3,, amﬂ)_ K

Proposition 9.2.9 (Lemme de vérité)
Soit E un ensemble I'-maxcon nommé et collé, et soit My(e) le modele canoni-
que de rang n basé sur £. Pour toute formule ¢ € Form_,, nous avons

Mg(e), wIF ¢ ssi ¢ € E(a)

ol o € Nom,, est tel que |a,| = w,, pour 0 < m < n.

PREUVE. Par induction sur le nombre de connecteurs dans ¢.

Etape de base. Si ¢ est une variable propositionnelle p € Prop,,, alors

w |- pssi w,, € val(p)
ssi |au,| € val(p)
ssi @Q(e,)p € F
Puisque F @Q(o,)p <> Q(a,)...Q(w,,,,)@Q(cx,)p <> @(a)p, nous avons
w I pssiw € val(p) ssi Q(a)p € Essip € E(a)

Si ¢ est un nominal, la preuve est identique au cas simple.
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Etape inductive. (i) Si le connecteur principal dans ¢ est un connecteur boo-

léen, la démonstration est conséquence directe de 'hypothése d’induction (et
de la maximalité de E(a)).
(i) Supposons que ¢ est de la forme [t. Par définition et par I’hypothése
d’induction, nous avons que
w - O ssi (v, w™*) IF 4, pour tout v,, € N, tel que A, (IN])(W,, V.)
ssi (|B,,, w™*") Ik 9, pour tout 3 € Nom,, tel que p.(cx,, B,,)
ssi ¥ € E(B,, &™), pour tout B € Nom,, tel que p.(cx,, B,,)
Si ’équivalence
(*) O € E(a) ssi V8, € Nom,, [p (e, B,) = ¥ € EB,, &™) ]
est vraie, nous aurons terminé. Nous avons, en contraposant et effectuant des
transformations élémentaires, que (*) est équivalent a
() 0, € Bla) ssi 3, € Nom,[p,(cu, B,) & ~ € E(B,, o™)]
La direction « = » correspond au lemme d’existence appliqué a ‘0.~ Et la
direction « < » résulte de 'argument suivant :
p (o, B,) & € EB,, o) ssi Q(a,)0AB, & @(B,)Q(a™!)—p € E
ssi @(av,,)0,@(a™ ')~y € E, par (bridge)
ssi Q(ov,) @™, € E, par (perm-ind)
ssi @(o)Q, 1 € E
ssi O, € E(o)
(iii) Supposons que @ est de la forme O, , 1. Par définition et par 'hypothése
d’induction, nous avons
w lF 0,9 ssi v IF 1, pour tout v € N, tel que w[m+1]v
ssi (v,,, w™) Ik 1), pour tout v,, € N, tel que A, (w,,,)(W,, v,)
ssi (|B,], w™") IF ¢, pour tout B,, € Nom,, tel que p(c,,1)(x, B,)
ssi ¥ € E(B,, o), pour tout B,, € Nom,, tel que p(a,,.1) (o, B,)
ssi O(ov,, )Y € Elo)
(iii) Supposons que ¢ est de la forme [J,,,1. Deux cas se présentent : (a) le

cas m = net (b) le cas m < n.
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(a) Soit € € Nom,,, tel que |[¢] = e. Par définition et par ’hypothése
d’induction, nous avons que
w, IF 0,9 ssi v, IF 9, pour tout v, € N, tel que A, (w,,,)(w,, v,)
ssi (w,, |B]) IF 9, pour tout B € Nom,, tel que p(e)(cx, B)
ssi € F(B), pour tout B € Nom, tel que p(e)(ax, B)
ssi O € E(o)
Nous savons que
=@ (0% < Oy,
ce qui entraine que
- @,Q,(0,,% < Oa)
- (@@, 0, v < @aQ 1)
donc @@ .9 € Fssi @@, .9 € F. Mais, par (intro),
Fen@Qou—op&lbFenp— Qo
donc @ [ € Essi QL7 € F, c’est-a-dire
O € Flo) ssi 0,9 € E(a),
ce qui compléte la preuve de ce cas.
(b) Toutes les idées nécessaires & la démonstration de ce cas se trouvent
dans la preuve du cas (a) ci-dessus.
(iv) Si ¢ est de la forme @gp, ot B € Nom,, la preuve n’est pas différente du
cas simple du chapitre précédent.

Ce qui compléte la preuve. X
Ce qui nous donne enfin :

Théoréme 9.2.10 (Complétude)

Si Fest un ensemble ['-con de formules de Form_,, alors F' est satisfaisable.

PREUVE. D’aprés le lemme de Lindenbaum, il existe un ensemble F de formu-

les de L* qui contient F' et qui est [maxcon nommeé et collée. Soit My(e) le
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modele canonique de rang n basé sur E. Puisque F est nommé, il existe o €
Nom, tel que F = F(a). Soit w € N, tel que w = || My(e) satisfait F au
point w. En effet, supposons que ¢ € F C FE. 1l s’ensuit que @(a)p € E, c’est-
a-dire p € F(a), et donc w I ¢ par le lemme de vérité. X

9.3 Complétude pour L

Nous rappelons la définition de I’ensemble
Elo) = {p € Form : @Q(a,)p € E,ou n = r{p)},

ou o € Nom. Cet ensemble a sensiblement les mémes propriétés qu’avant :

Lemme 9.3.1

Soit I un ensemble I'-maxcon, et soient o, 3 € Nom, 3 € Nom,, et p € Prop,,.

Nous avons :

(a) Sir(p) = n,alors ¢ € B(a) ssi p € Ela,)

(b) Pour tout m, o, € E(a), et E(ox) est [-maxcon

(c) Sip € BE(a), alors B(a) = E(o_,, B)

(d) Sia,, € B, pour tout m, alors £ = E(x)

(e) Sipe E(a), alors p € Ela,, 3™

Le modéle (général) canonique basé sur F est le modeéle M, = < S;, val >, on
val(p) = {|la] € N,,y: @,p € B},

pour tout p € Prop, et
val(a) = [af,

pour tout o € Nom.
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Proposition 9.3.2 (Lemme d’existence)

Soit £ un ensemble I'-maxcon nommeé et collé, o € Nom, ¢ € Form et v €
Nom,,,,. Si O,p € E(a), alors il existe B,, € Nom,, tel que p(c,, B,) et ¢ €
EP,, oM.
PREUVE. Soit n = 7(0.¢). Nous avons que Q. € Form_, et que ¢ € E(a,)
par la partie (a) du lemme précédent. Par le lemme d’existence (version bor-
née), il existe B,, € Nom,, tel que p (o, B,) et ¢ € E(B,, (0, ---, ). Par

le lemme précédent, partie (a), ceci entraine que ¢ € E(3,, o™"). X

mi

Proposition 9.3.3 (Lemme de vérité)
Soit E un ensemble [-maxcon nommé et collé, et soit My le modéle canonique
basé sur E. Pour toute formule ¢ € Form, nous avons

Mg, w Ik ¢ ssi p € E(a)

ol o € Nom est tel que |o,| = w,,, pour m > 0.

PREUVE. Soit n = {Q.¢) + 1 et soit ¢,,, € Nom,,, tel que e = |e,, | (€., €
E). Nous avons que ¢ € Form_,_,, et donc :
Mg, w I ssi M), (w,), W,y IF o
ssi (Mg (w,,,), w, IF ¢, car la nt+1-iéme coordonnée n’affecte pas ¢
ssi [Mg..(e), w, IF ¢, pour la méme raison
ssi My(e), w, |- ¢, par définition
ssi p € E(ov,), par le lemme de vérité pour L.,
ssi ¢ € B(a), par 9.3.1 (a)

Ce qui complete la démonstration. ¥

Ce qui nous donne enfin :
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Théoréme 9.3.4 (Complétude)

Si F'est un ensemble I'-con de formules de Form, alors F est satisfaisable.

PREUVE. D’aprés le lemme de Lindenbaum, il existe un ensemble F de formu-
les de L* qui contient F' et qui est I'-maxcon nommé et collé. Soit M, le mo-
dele basé sur E. Puisque E est nommeé, il existe o € Nom tel que £ = E(a).
Soit w € N tel que w = |a|. M satisfait F' au point w. En effet, supposons
que ¢ € F'C FE et soit n = r(y). 1l s’ensuit que @(a,)¢ € F, c’est-a-dire ¢ €

E(o), et donc w IF ¢, par le lemme de vérité. M

Il nous faut enfin montrer les axiomes sont canoniques pour les propriétés

qu’ils définissent.

Proposition 9.3.5

Les axiomes du groupe II sont canoniques pour les propriétés qu’ils définis-

sent.

PREUVE. Supposons que (D,) est un axiome de T". Soient v € Nom,,, et o €
Nom,, nous voulons montrer qu’il existe 3 € Nom, tel que p,(o, ). Par (D,),
nous avons que = LT — O.T et donc = O, T, car = [0, T. Enfin, par (Necg),
nous avons F @,0. T et donc @ ,0. T € E. Puisque E est collé, il existe B €
Nom, tel que @,0.AB A @ T € E, et donc p,(o, B).

Supposons que (T,) est un axiome de T'. Soient v € Nom,,, et o € Nom,,
nous voulons montrer que p, (o, o). Puisque I' contient (T,), - Acc = O Aox et
donc - @ Aoe = @, O.Acx, par (Necy), (Kg) et (perm-ind). Ainsi, @ 0. Ara € E
par (ref) et (perm-ind).

Supposons que (B,) est un axiome de I'. Soient v € Nom,,, et o, B €

Nom,, nous voulons montrer que p,(c, B) entraine p.(B, o). Supposons que
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Q0.8 € E. Puisque (B,) est un axiome, nous avons - @A — Q0.0 Acx et
donc O,0.rax € E(av), par (ref). Nous savons que p, (o, B) est équivalent &

Vo(O.p € Ela) = ¢ € E(3))
done O.Aax € E(B), c’est-a-dire @0 Aax € F.

Supposons que (4,) est un axiome de I'. Soient v € Nom,,, et o, 3, v €
Nom,, nous devons montrer que p, est transitive, c’est-a-dire que p,(cr, B) et
p,(B, v) entrainent que p (o, v). Par hypotheése, nous avons donc que @, O A3
€ Eet Q0. Av € E. Par (bridge),

F @, 0.A8 A @0 AV — @ 0 0AY
et par (4,), (Necg), (Kg) et (perm-ind),

F @ 0.0V = QO AV,

Ainsi, @ O.Av € E.

Enfin, supposons que (5,) est un axiome de I'. Soient v € Nom,,, et o, B,
v € Nom,, nous devons montrer que p. est euclidienne, c’est-a-dire que p,(c,
B) et p.(o, V) entrainent que p,(3, v). Par hypothése, nous avons que @,0.AB
€ Eet @Q0.Av € E, et donc @, (O,AB A OAv) € E. Par (5,),

- Ow/\u - DW,OW/\U
et donc @, (0.AB A O0.AV) € E. Or,

@ (0B A O0AV) = @ (0. (AB A O.AV)

- @, (0,@g0.Av), par (intro) et (perm-ind) notamment
— @,@30.Av, par (back) et (perm-ind)
- @z0. AV, par agree

Ce qui compleéte la démonstration. M4

9.4 Logique de L, (sur des structures simples)

Nous présentons maintenant une axiomatisation de la logique du langage L,

interprété dans des structures simples.
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Dans un premier temps, nous modifions les axiomes et régles de I',; de la ma-
niére suivante : nous remplagons toute occurrence de ‘(] par une occurrence
de ‘00, ot z € Var,,,, et nous remplagons 'axiome (insty) par 'axiome

(inst,) Q(\z.0 © [z/B])

ou B € Nom,,, et z € Var,,, et ol ‘p[z/B] est la formule obtenue de ‘¢’ en
substituant ‘0] pour ‘g’ (uniformément). Dans un deuxiéme temps, nous
ajoutons les axiomes et la regle inférentielle spécifiques & I’opération
d’abstraction ‘Az.” suivants : soient o, 3 € Nom et z, y € Var tels que = = y,

nous posons

(A=) A= <> 2N

() Nz.(@ A YD) € Nz A N2

(@) Az.Q p <> QN\z.0, si (z) = r(o)

(N\O) Ae.0gp <> Oz, si 7(B) = r(z) + 1
M., < Oz, si r(y) = r(z) + 1

(ind,) Nz > @, stz & fu(p)

(Abs) Sik ¢, alors = Xz

Dans 'axiome (ind,) et la régle (Abs), puisque ‘A\z.¢o” doit étre une formule, il
est sous-entendu que z & bv(yp).

Nous appellerons ce systeme logique T'y,. La définition d’une dérivation
reste la méme & la différence prés que nous rajoutons la régle (Abs) a la liste

de regles dans (F2).

Proposition 9.4.1

Les axiomes et les regles de Iy, sont valides.

PREUVE. La validité de (inst,) et de (A=) & (\OJ) a déja été prouvée. En ce
qui concerne (ind,), nous savons que, si z € Var,, n’est pas libre dans ¢,
w, s |k ¢ ssiw, (s_,, w) Ik ¢, pour tout we W,

Par conséquent,
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w, s IF Xz.pssiw, (s_,, w,) IF ¢
ssi (s_,, w) IF @, pour tout we W,
ssis k¢
Enfin, pour (Abs), soit ¢ tel que
Sk
M, w, s ¥ Xz.¢
ot M =< S, val >, we Wets e Att(S). Mais
M, w, s ¥ Xz.pssi M, w, s ¥ Xx.p
ssi M, w, (s_,, w,) ¥ ¢

—x)

Ce qui contredit la validité de ¢ dans S. M

Les définitions de E(o) et du modele canonique restent les mémes. La preuve
du lemme de Lindenbaum et celle du lemme d’existence sont identiques, ne

dépendant pas de ‘N

Proposition 9.4.2 (Lemme de vérité)

Soit F un ensemble ', -maxcon nommé et collé, et soit M, = < N, A, val > le
modele canonique basé sur F. Pour toute formule ¢ € CForm,, nous avons
Mg, w IF ¢ ssi ¢ € E(a)

o o € Nom est tel que |o,,| = w,,, pour m > 0.

PREUVE. La seule étape de la preuve qu’il faut ajouter est celle concernant
I’opérateur X\. Supposons que ¢ est de la forme Az.¢, o0l 9 a au plus une va-
riable libre z € Var,. Puisque
w IE Xz.p ssi w, s IE Azap

ssiw, s IF Q(a, Az

ssi w, s IF Q(a,,)¥[z/ o,

ssi w Ik Q(o,) ]2/ o)

ssi w Ik Y[z/ o,
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car Nz., Plz/o,] € CForm, et |o,| = w,. Or, ¥[z/x,] a moins de connecteurs
que ¢, donc par I’hypothése d’induction,
w - Ylz/ o, ssi Ylz/a,] € E(a)
ssi @(a,)Y[z/0v,) € E
ou n est le rang de 9[z/w,,|. Mais une conséquence directe de (inst,) est que
- O (\ith > Plafo)
done, par (Kg), @(o,)¢[z/o,] € E ssi @(a, ) zyp € E. D’ou I’équivalence re-

cherchée. Y4

Théoréme 9.4.3 (Complétude)

Si F est un ensemble Iy ~con de formules de CForm, F'est satisfaisable.

9.5 Logique de L, (sur des structures générales)

Nous présentons maintenant une axiomatisation de la logique du langage L,

interprété dans des structures générales.

D’une part, nous modifions les axiomes et régles de I' : nous remplacgons toute
occurrence de ‘LJ,,,” par une occurrence de ‘L], ot z € Var,,,, et nous rempla-
cons 'axiome (insty) par I'axiome

(inst,) Qy(Nz.0 & [2/0])

ou B € Nom,,, et z € Var,, et ou ‘p[z/B] est la formule obtenue de ‘@’ en
substituant ‘0J;" pour ‘CJy’. D’autre part, nous ajoutons les axiomes et la régle
inférentielle spécifiques a l'opération d’abstraction ‘A\z.’” suivants : soient «, (3

€ Nom et z, y € Var tels que = = y, nous posons

(A=) NL.— €> NI

(AA) Nz (p A ) © Nz A NEY

©) N2.@Q p > Q Nz, si () = (o)
(N\O) Nz < Oz, si 1(B) < ()
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A0, <> O Xz, sir(y) < r(z)
(ind,) N € @, stz & fu(p)
(Abs) Si F ¢, alors = Az.
Dans I'axiome (ind,) et la regle (Abs), puisque ‘Nz.¢’ doit étre une formule, il
est sous-entendu que z & bu(yp).
Nous appellerons ce systéme logique I'\. La définition d’une dérivation
reste la méme & la différence prés que nous rajoutons la régle (Abs) a la liste

de regles dans (2).

Nous avons :

Proposition 9.5.1

Les axiomes et les régles de I'y sont valides.

Les définitions de F(o) et du modéle canonique restent les mémes. Les preu-
ves des trois lemmes cruciaux (Lindenbaum, existence et vérité) se démon-

trent aisément a partir de ce que nous savons déja.

Théoréme 9.5.2 (Complétude)

Si Fest un enscmble ['y-con de formules de CForm, alors F est satisfaisable.

9.6 La logique de L, (sur les structures simples)

Pour adapter les résultats de complétude au langage L, il faudra d’une part
traduire les axiomes du groupe II & IV dans le langage L., mais il faudra aussi
ajouter quelques axiomes au groupe III, certains faisant partie de la logique de
base et d’autres étant des ajouts potentiels. Ensuite, il faudra montrer qu’un

modele canonique pour la logique de base est un modeéle simple et qu’un mo-
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dele canonique pour la logique de base + Az est un modele ayant la propriété

que définit Az.

Pour I’essentiel, les axiomes et les régles de la logique de L, (sur les structures
simples) sont les axiomes et les régles de I'; dans lesquels on a remplacé uni-
formément ‘00, )’ par ‘H,,," ou ‘G,,," et ‘00, par ‘H ou ‘G, avec v € Nom,,,
(ce qui signifie qu’on remplace ‘Q,,," par ‘P’ ou ‘F ' et ‘0.’ par ‘P’ ou
‘F). Donc, I’axiome (K,) dans L, devient
(K, Hip — ) > (Hp — Hb)

Gl = ¥) = (Gp > GY)
on ‘Il =‘H,_ ou'H’et ‘G =G, ou'G; I'axiome (back) devient
(back) PQ,p — @ p, o0 P =P, ou P, et rla) =n, r(y) = ntl

Fa o - Qg,on F=F, oufF, et o) =n, ry) =ntl
et la régle (Necp) devient
(Necp) Sit g, alorst H,, peth G,
Les axiomes propres & la logique de base de L, sont (K,) et
(CV,) v = GPy

¢ > HFp ‘
En plus des axiomes facultatifs (D,), (T,), (B,), (4,) et (5,), nous avons les
axiomes
(aref) o = —=Pa, ou (o) = n
(tot,) Pav av Fo, ot rla) = n
(sbif,) PFp —> Pov v Fp & FPp —> Ppv o v Fo
(beg.,) PHL
(end,) FGL
(dense,,) Py > PPy & Fop — FFp

La logique de base de L, (ou toute extension de celle-ci) est dénotée par I';,.
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Proposition 9.6.1

Les axiomes et les régles de Ty, sont valides.

PREUVE. Nous avons déjd démontré que les axiomes et les reégles de base
étaient valides dans les structures bidirectionnelles simples, et que les axiomes

spécifiques étaient valides dans les structures de type correspondant. 4

Les démonstrations des lemmes de Lindenbaum, d’existence et de vérité sont

presqu’identiques, de méme que la démonstration du théoréme complétude.

Alinsi,

Théoréme 9.6.2 (Complétude)

Si F est un ensemble I';-con de formules de Form, alors F est satisfaisable.

Il nous reste & démontrer que les axiomes de I';, sont canoniques pour les pro-

priétés qu’ils définissent.

Proposition 9.6.3

Si E est un ensemble I'p-maxcon nommé et collé, si v € Nom,,,, et si o, 3 €

Nom,,, alors @ P € Essi @F o€ E

PREUVE. Supposons que @ P3 € E mais que @ Fa ¢ E. Il s’ensuit que
—@;F o € I et, puisque - @ F o <> Q-Fa ¢ @ G~a, que @G —~a € B
Du fait que @ P A @G- € E, nous en déduisons par (bridge) que
Q,P,G—a € E, et donc =@ H Fa € E. Par ailleurs, par I'axiome (CV),
(Necg) et (Kg), nous avons que - @,a - Q A F.o et donc @ HFa € E, ce

qui est contradictoire. L’autre direction se démontre en utilisant I'autre partie

de (CV). %
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Proposition 9.6.4

Les axiomes de I'y, sont canoniques pour les propriétés qu’ils définissent.

PREUVE. (aref). Soient o € Nom,, et v € Nom,,,,, nous voulons montrer que
@,P,o € E. Or, nous savons que = @ o par (ref) et - Qo — QP par
(aref,,) et (Necg), donc @ —~P.a € E, c’est-a-dire @ P.ov € E.

(tot). Solent o, 3 € Nom,, et ¥ € Nom,,,, Nous avons que @ P3 v @3 v
QB € Eet donc p (B, o) ou a2, B ou p, (e, B).

(sbif). Soient «, B, v € Nom,, et v € Nom,,,, tels que @,F.cc et Q,F'3 € E.
Il faut montrer que @ _P.3, @ 3 ou @,P.cc € E. Supposons le contraire : @ P.f3,
@B et @QPo ¢ E Nous avons donc que -Q P, -@f et -@Q,P o € E. Par
(dual) et le fait que QP € E ssi @ F € E, nous avons que @ —~Pf A
Q@B A Q~FB € E, ce qui revient & @ ~(PS v B v F3) € E. Si nous mon-
trons que Q. P. F\8 € E, nous aurons terminé (car cela entrainera que @ (P.3
v B v EB) € E par (shif)). D’un c6té, puisque @, F.o € E, nous avons que
Q.P.v € E. Puisque @,F.3 € E, nous avons @,P F.§ € E par (bridge). D’ot le
résultat. La preuve dec I'autre direction est similaire (et utilise I’autre moitié
de (sbif)).

(beg). Soient o € Nom,, et v € Nom,,,,. Nous avons que - @ P H |, par
(beg) et (Necg), donc @ P .H | € E. Puisque F est collé, il existe 3 € Nom,,
tel que @ P8 € Fet QH L € E. Mais

FQH L — @—PT

— @y—P,v, pour tout v € Nom,,
Donc, @,Pv ¢ F, pour tout v € Nom,,.

(end). Preuve similaire a la précédente.

(dense). Soient o, 3 € Nom,, et v € Nom,,,, tels que @ P3 € E. Il est une
conséquence de (dense) et de (Nec,) que @ P P € E. Puisque F est coll¢, il
existe v € Nom,, tel que @ Pv et @ P} € £ Méme preuve si @ F.3 € £ X
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9.7 La logique de L, (sur les structures générales)

La logique T'; du langage L; sur les structures cumulatives est & la logique 'y,
(du langage L, sur les structures simples) ce que la logique T est a la logique
I',. Pour adapter les résultats de complétude il faut remplacer (back), (brid-
ge), (permgn), (indg), (aref), (tot) et (Paste) dans T'y, par les versions suivan-
tes. Soient o, 3 € Nom, et soient o, 3 € Nom. Nous posons :
(back) PO p — Q_ ¢,

Fa, o —> Qp
(bridge) Q. PAB A @y — @, Py

@ FrB A Qg — @ Fo
(permgq) QP p € Pp@p & QF, oo F, Q¢ sir(a) >nt+l

Q. Py > PQp & Q Fyp & F,Q ¢, si (o) > 7(B)

(indg) Q. p < @, si o) & rep(p)
(aref) A = —Prac
(tot) Pra v acc v Faou

ou (P, F) = (P, Fopy) ou (P, E), et r(y) = n+1. Et nous reformulons (Pas-
te) comme suit : si @ n’apparait ni dans ¢ ni dans 6
(Paste) Si k@ PAB A Qg — 6, alors F QP — 0

Sik QA3 AQyp — 0, alors - @ F.o — 0

Cette logique porte le nom de I'. Nous avons que

Proposition 9.7.1

Les axiomes et les régles de I'; sont valides.

PREUVE. Nous avons déja démontré que les axiomes et les régles de base
étaient valides dans les structures générales bidirectionnelles, et que les axio-

mes spécifiques étaient valides dans les structures de type correspondant. »¢
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Les démonstrations des lemmes de Lindenbaum, d’existence et de vérité sont
presqu’identiques, de méme que la démonstration du théoréme complétude.

Ainsi,

Théoréme 9.7.2 (Complétude)
Si F est un ensemble I';~con de formules de Formy, il existe un modéle qui

satisfait F.

Il nous reste & démontrer que les axiomes de I'; sont canoniques pour les pro-

priétés qu’ils définissent.

Proposition 9.7.3

Si E est un ensemble I';-maxcon nommé et collé, si v € Nom,,,, et si o, 3 €
Nom,,, alors @, P A3 € Essi QF Ao €

PREUVE. Supposons que @, P AB € E mais que @yF ra € E. 11 s’ensuit que
—@,F A0 € B et, puisque B —@iF Arce ¢ @p=Faa & @G —Aa, que
QyG,~rae € E. Du fait que @, P AB A @G ~Aax € E, nous en déduisons par
(bridge) que @,P.G.—~raw € E, et donc @, H F Ao € E. Par ailleurs, par
I'axiome (CV), (Necg) et (Kg), nous avons que - @ roe - @ H F Acx et donc
@, H F o € E, ce qui est contradictoire. L’autre direction se démontre en

utilisant 'autre partie de (CV).

Proposition 9.7.4

Les axiomes de ['; sont canoniques pour les propriétés qu’ils définissent.

PREUVE. (aref). Soient @ € Nom,, et v € Nom,,,;, nous voulons montrer que

Q,PA o ¢ E. Or, nous savons que - @ Aa, par (ref) et (perm-ind), et que
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Q. 0 > @ =P oy par (aref), (Necg) et (perm-ind), donc @,—~Pra € E,
c’est-a-dire @ P rav ¢ E.

(tot). Soient o, 3 € Nom,,. Nous avons que @ (PAB v AB v FAB) € E,
donc @,PAfB ou @ AB ou @,FAB € E, cest-a-dire p (3, o) ou @,AB ou p. (o,
B).

(sbif). Soient o, 3, v € Nom,, et v € Nom,,,, tels que @,F raw et @, F AB
€ E. Il faut montrer que @ ,P.AB, @ AB ou @P A € E. Supposons le
contraire : @ ,P.AB, @B et QP Aae ¢ E. Nous avons donc que —@_ P A,
—Q@ B et =@z P Arav € E. Par (dual) et le fait que @uP. Arcv € Essi @ F.AB €
E, nous avons que @ —~PAB A @ —AB A @ —F A3 € E, ce qui revient a
Q,~(PAB v AB v FAB) € E. Si nous montrons que @ P.F.AB € E, nous au-
rons terminé (car cela entrainera que @ (PAB v AB v FAB) € E par (sbif)).
D’un co6té, puisque @ F A € E, nous avons que @ Pav € E. Puisque
Q@,F. A8 € E, nous avons @ P FAB € E par (bridge). D’ou le résultat. La
preuve de Pautre direction est similaire (et utilise Pautre moitié de (sbif)).

(beg). Soient oo € Nom,, et y € Nom,,,,. Nous avons que - @ P H || par
(beg) et (Necg), donc @, P H | € E. Puisque E est coll¢, il existe 3 € Nom,,
tel que @, PA3 € Eet @QuH | € E. Mais

b QgH 1 — @—P,T

— @z~ P Av, pour tout v € Nom,,
Donc, @,P Av ¢ E, pour tout v € Nom,,.

(end). Preuve similaire a la précédente.

(dense). Soient o, 3 € Nom,, et v € Nom,,,, tels que @, PAB € E. Il est
une conséquence de (dense) et de (Necg) que @,P.P.AB € E. Puisque E est
_collg, il existe v € Nom,, tel que @ ,PAv et Q,PAB € E Meéme preuve si
Q. FAB € E X
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Il est aussi possible d’étendre au langage L, et aux sémantiques bidirection-
nelles la notion de portée modale. Les preuves des résultats correspondants

sont immeédiates.



Chapitre 10
Le temps du possible

The future is something which everyone reaches at the rate of
60 minutes an hour, whatever he does, whoever he is.
C. S. Lewis

Le théme principale derriére le formalisme développé aux chapitres précé-
dents, nous le rappelons, est que la modalité se comprend parfois non seule-
ment comme une quantification sur des mondes possibles mais aussi comme
une quantification sur d’autres entités « possibles », notamment des relations
d’accessibilité. Nous voulons illustrer dans ce chapitre comment cette idée est
a Pceuvre dans un certain formalisme mis sur pied par Prior, et développé
subséquemment par Burgess (1978), Kamp (1979), et Thomason (1984, 2002).
Prior propose ce formalisme dans le cadre d’une analyse sur le temps et le
déterminisme (Prior 1967 : Ch. VII) qui met en évidence l'interaction entre
les modalités de possibilité et de temporalité. Nous verrons comment cela
nous meéne naturellement aux structures relationnelles d’ordre supérieur et
nous présenterons une maniere de traduire les analyses de Burgess et de

Thomason en termes de SROS.

10.1 La possibilité temporalisée

L’idée que la possibilité est intrinséquement liée au temps est ancrée dans no-
tre conception courante de la temporalité. Nous concevons le passé comme

inaltérable et le futur comme indéterminé et porteur de possibilités,

289
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I’existence de la liberté ou du libre choix étant conditionnelle & ’existence non
pas d’un seul futur mais de plusieurs. La possibilité — d’une chose, d'un évé-
nement ou d’une proposition - dépend toujours du temps, car ce qui est pos-
sible & un instant ne ’est plus forcément a 'instant suivant.

Malgré le lien serré que la conception courante entretient entre temporali-
té et possibilité, la conception formelle de la possibilité, au moment ou Prior
écrit, est curieusement dénuée de toute référence au temps. La conception
formelle en question est celle due a Kripke (1963), qui exprime la possibilité
en termes de mondes possibles intemporelles et qui remonte vraisemblable-
ment & Leibniz : un énoncé ‘p’ est possible si et seulement si il existe un
« monde possible » ou ‘p’ est vrai (et il est nécessaire si et seulement si il est
vraie & tous les mondes possibles). La conception kripkéenne/leibnizienne de
la possibilité est clairement intemporelle en ce sens qu’elle s’applique exclusi-
vement & des énoncés intemporels, un énoncé temporel étant un énoncé dont
la valeur de vérité ne dépend pas du moment de son évaluation. Malheureu-
sement (c’est-a-dire malheureusement pour la conception kripkéenne), la plu-
part des énoncés sont temporels soit parce qu’une expression indexicale tem-
porelle y figure soit parce qu’'un temps est implicite & son énoncia-
tion/évaluation. Par exemple, les énoncés
(1.1)  Obama gére une crise
(1.2)  Obama est en réunion aujourd’hui
sont tous les deux temporels : le deuxieéme pour des raisons évidentes (parce
que ’expression « aujourd’hui » est temporellement indexicale), et le premier,
par notre facon de comprendre la nature d’une action comme « gérer une cri-
se » (une crise étant un événement que ’on gére pendant un temps déterminé
précisé par le contexte d’énonciation). Par contre, I’énoncé

(1.3)  Sarah Palin est la Présidente des USA en date du 22 avril 2010
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est intemporel (et heureusement faux), non pas parce qu’aucune référence au
temps n’y est faite, mais parce que sa valeur de vérité ne dépend pas du mo-
ment d’énonciation.

L’approche de Kripke peut étre modifiée pour l'interprétation des énoncés
temporels, mais elle rencontre des difficultés importantes lorsque nous cher-
chons & I’adapter pour interpréter des énoncés qui sont a la fois temporels et
aléthiques. Voyons pourquoi. Si nous nous limitons seulement aux énoncés
temporels, nous pouvons concevoir les mondes possibles comme des mondes-
instants et la relation d’accessibilité comme une relation qui ordonne tempo-
rellement ces mondes-instants. De cette maniére, des expressions modales
temporelles comme « demain », « dans le passé », « prochainement », etc.
pourront étre comprises & la kripkéenne sans problémes. Cependant, les énon-
cés suivants :

(1.5)  John McCain aurait pu é&tre le Président des USA, ou
(1.6)  Les Républicains remporteront peut-étre les élections de mi-mandat,
dans lesquels figurent des expressions modales temporelles et aléthiques, ne
pourront pas &étre interprétées de cette maniére. Si nous interprétons ces ex-
pressions sur un ensemble commun de mondes possibles, nous nous retrouvons
avec des « mondes » qui représentent & la fois des histoires complétes et & la
fois des tranches (ou instances) d’histoires completes, deux catégories d’entités
completement disjointes (une tranche temporelle d’histoire étant toujours une
partie stricte d’une histoire). Par exemple, si nous rendons les modalités ex-
plicites dans (1.5) et si nous les interprétons de maniére usuelle (par une
quantification sur des mondes), nous obtenons
(1.7) A un certain moment du passé m~, il existe un monde possible w ou
John McCain est le Président des USA & un moment futur m*
Le probleme vient donc du fait que m™ et m™ soient conceptuellement des ins-
tants faisant partie de w, des entités dépendant de w, et non pas des mondes

a part entiére. Le monde w ne précise pas seulement les événements avoisi-
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nant instant o John McCain remporte ’élection, mais tous les événements
présents, passés ou futurs; m~ et m* sont des moments passé et futur relati-
vement & w. Par conséquent, pour étre & la hauteur de la tAche, une sémanti-
que relationnelle exprimée en termes de quantification sur des mondes devra,
d’une part, distinguer le monde-instant du monde et, d’autre part, traduire la
dépendance entre deux. C’est ce que la sémantique proposée par Prior permet,

et que la sémantique kripkéenne ne permet pas.

10.2 L’inaltérabilité du passé et le déterminisme

Prior présente cette nouvelle sémantique comme étant 1’aboutissement de
I’analyse d’une vieille énigme philosophique concernant I'inaltérabilité du pas-
sé et le déterminisme. On a depuis longtemps observé que l'inaltérabilité du
passé, le principe selon lequel

(HN) ¢ — Oy, si p est un énoncé portant sur le passé (ou le présent),

qui & premiére vue est difficilement contestable, pouvait entrainer - sous cer-
taines hypothéses — le déterminisme, c’est-a-dire le principe :

(Dét) ¢ — O, pour tout énoncé .

Les arguments démontrant cette implication se ressemblent dans les grandes
lignes, et le premier que Prior expose et décortique est celui de Jonathan Ed-
wards (1764).

Edwards rencontre cette question dans le cadre d’une discussion sur la
compatibilité du libre arbitre avec la prescience divine. Quatre prémisses peu-
vent étre extirpées de son argument et elles ne concernent que quelques pro-
priétés élémentaires de la prescience divine et de la nécessité :

(I) Premiérement, si un énoncé concernant le passé, ou le présent immé-
diat, est vrai (resp. faux) alors il est nécessairement vrai (resp. faux), autre-
ment dit (HN).



Chapitre 10 — Le temps du possible 293

(IT) Deuxiémement, Dieu connait la valeur de vérité de tout énoncé — pré-
sent, passé ou futur — et ce, depuis toujours; en particulier, étant donné un
énoncé concernant le futur, il sait si cet énoncé est vrai ou faux, actucllement
comme dans le passé.

(IIT) Troisiémement, et ce principe est de nature purement « modale », si
une implication est nécessairement vraie, et si ’antécédent de cette implica-
tion est nécessairement vrai, alors le conséquent de cette implication est né-
cessairement vrai.

(IV) Quatriémement et dernieérement, il est nécessairement le cas que la
connaissance implique la vérité.

Ces prémisses sont mises & profit de la maniére suivante. Soit p un énoncé
temporel. La prescience divine entraine que
(2.1)  Si p dans le futur, alors Dieu sait que p dans le futur; et si Dieu sait

que (non-(p dans le futur)) alors Dieu sait que non-(p dans le futur).

Mais la proposition (2.1) concerne le présent, car elle concerne la connaissance

actuelle de Dieu (voire sa connaissance passée aussi), donc par la premiére

prémisse, nous avons

(2.2)  Si Dieu sait que (p dans le futur), alors nécessairement-(Dieu sait que
(p dans le futur)); et si non-(p dans le futur), alors nécessairement-
(Dieu sait que non-(p dans le futur))

Par ailleurs, les troisiéme et quatriéme prémisses impliquent :

(2.3)  Si nécessairement-(Dieu sait que p dans le futur), alors nécessaire-
ment-(p dans le futur); et si nécessairement-(Dieu sait que non-(p
dans le futur)), alors nécessairement-(non-(p dans le futur))

En combinant (2.1), (2.2) et (2.3), nous arrivons a

(2.4)  Si p dans le futur, alors nécessairement-(p dans le futur); et si non-(p
dans le futur), alors nécessairement-non-(p dans le futur)

Puisque le tiers exclu s’applique a ‘p dans le futur’, nous avons
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(2.5)  nécessairement-(p dans le futur) ou nécessairement-non-(p dans le
futur)

L’énoncé p étant arbitraire, 'argument démontre que tout énoncé (temporel)

est nécessairement vrai ou nécessairement faux.
Abandonner I’hypothése d’un Dieu omniscient ne nous permettra pas
d’éviter la conclusion de I'argument; il se trouve en effet que la prescience
divine n’y figure pas de maniére essentielle. En s’inspirant de Cicéron (cf. De
fato) et de Pierre de Rivo (Baudry 1950), Prior remplace les deuxiéme et qua-
trieme prémisses par les prémisses séculieres suivantes : d’une part, la valeur
de vérité de tout énoncé, concernant le présent, le passé ou le futur, est pré-
sentement déterminée; et d’autre part, il est nécessairement vral que si
I’énoncé ‘¢’ est vrai, alors . L’argument prend alors la forme suivante : si p
est un énoncé temporel quelconque, la deuxiéme prémisse nous assure que
(3.1)  L’énonceé ‘p dans le futur’ est présentement vrai ou faux
Puiéque I’énoncé ‘p dans le futur’ est vrai ou faux présentement, nous avons
par la premiére prémisse que
(3.2)  Si‘p dans le futur’ est vrai (resp. faux), alors nécessairement-(‘p dans
le futur’ est vrai (resp. faux))

Nous déduisons de (3.2), de la troisiéme prémisse et de nouvelle quatriéme

prémisse que

(3.3)  Si‘p dans le futur’ est vrai, alors nécessairement-(p dans le futur); et
si ‘p dans le futur’ est faux, alors nécessairement-non-(p dans le fu-
tur)

Si la loi du tiers-exclu est valide pour le prédicat de vérité, nous obtenons :

(3.4)  Neécessairement-(p dans le futur) ou nécessairement-non-(p dans le
futur)

Et donc le futur est déterminé.

La conclusion des arguments précédents n’est pas la faute d’une erreur de

déduction, ils se traduisent aisément dans un langage formel. Si ‘[’ est la mo-
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dalité de nécessité métaphysique, et si ‘K’ est la modalité épistémique repré-

sentant la connaissance divine, alors les prémisses du premier argument pren-

nent la forme :

(P1) @ — Ly, ot ¢ est une proposition concernant le présent ou le passé

(P2) @ — K, pour toute proposition ¢

(P3)  O(¢ —» ) > (Op — Ov), pour toutes propositions ¢ et ¥
) DO(Ke - ¢)

Par ailleurs, si ‘Tr’ signifie « est vrai », alors les prémisses modifiées du

(P4

deuxiéme argument sont :
(P2) ¢ - Tr(y)
(P4)  O(Tr(p) = )

L’argument d’Edwards se traduit par

1. Fp hypothése

2. KFp par (P2) (1)
3. UOKFp par (P1) (1)
4. OKp — Oy par (P3) et (P4) (1)
5. OFp par 3 et 4 (1)
6. Fp— OFp par 1-5

Quant & 'argument de de Rivo, il se traduit par :

1. Fp hypothese

2. Tr(Fp) par (P2") (1)
3. OTr(Fp) par (P1) (1)
4. OTr(p) > O par (P3) et (P4 (1)
5. OFp par 3 et 4 (1)
6. Fp— OFp par 1-5

Dans les deux cas, nous arrivons & la méme conclusion, notamment que le
futur est déterminé.
Prior transcrit formellement un argument légérement différent de ceux

dont il discute et que nous venons d’exposer plus haut, un argument qui évite
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soigneusement la connaissance providentielle ou le prédicat de vérité. Le lan-
gage qu’il choisit pour cette tache est doté des modalités ‘ P(n)’ et ‘F(n)’, pour
tout n € N, qui ont les significations informelles suivantes :

P(n)e ssi ¢ il y a n unités de temps

F(n)p ssi ¢ dans n unités de temps
Si Punité de temps est un jour, ‘P(1)¢’ et ‘F(1)¢’ signifient donc respective-
ment « demain, ¢ » et « hier, ¢ ». Au lieu de représenter (HN) par la pré-
misse (P1)%®, comme nous lavons fait plus haut, il choisit plutot
(P1)  P(m)e — OP(m)ep, pour tout m > 0 et pour tout ¢
Dans (P1"), toute instance est permise (et pas seulement des instances de for-
mules portant sur le passé). Son argument repose par ailleurs sur la troisieéme
prémisse (P3), adaptée ce langage bien sQr, et sur les prémisses suivantes :
(P5)  F(n)e - P(m)F(m+n)e
(P6)  O(P(m)F(m+n)e — F(n)p)
qui traduisent simplement le comportement des intervalles de temps (par
exemple, le fait que le surlendemain d’hier est le demain d’aujourd’hui). Voici

donc la fagon dont Prior expose formellement la réduction de (HN) & (Dét) :

1. P(m)F(m+ n)e - OP(m)F(m+ n)p par (P1")

2. F(n)p —> P(m)F(m+ n)p par (P5)

3. F(n)e » OP(m)F(m+ n)e par 1 et 2

4. O(P(m)F(m+ n)p = F(n)e) par (P6)

5. OP(m)F(m+ n)p — OF(n)p par 4 et (P3)
6. F(n)p - OF(n)p par 3 et 5

L’idée derriére cette dérivation est simple : si ¢ dans n jours, alors présente-
ment ¢ dans n jours, et il y a m jours, ¢ dans m + n jours (remplacer ‘¢’ par
un énoncé comme « Il pleuvra » ou « La fin du monde arrivera » par exem-

ple), toute vérité du futur devient ainsi ipso facto une vérité du passé.

* En remplagant les modalités ‘P’ et ‘" par ‘P(n)’ et ‘F(n)’ bien s(r.
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Une stratégie pour sortir de cette impasse, qui s’inspire de considérations

de Guillaume d’Ockham, est décrite par Prior comme suit :

the principle that what has been cannot now not have been only applies to
past-tense propositions which are not equivalent to future-tense ones (in the
way in which ‘Tt was the case yesterday that it would be the case two days
later that [-am-smoking is equivalent to ‘It will be the case tomorrow that I
am smoking’) (Prior 1967 : 121)

(HN), ou (P1), ne doit étre appliqué ni & des formules concernant le futur ni a
des formules concernant le passé qui sont équivalentes & des formules concer-
nant le futur, notamment la formule ‘P(m)F(m-+n)e’ de I’argument de Prior
qui concerne & premiére vue le passé mais qui est équivalente a la formule
‘F(n)y’ concernant le futur. Prior choisira de formuler cette contrainte comme
suit : (HN), ou (P1), est vrai pour toute formule ¢ dans laquelle ne figure au-
cune expression de la forme ‘F(n)’.

C’est une chose de poser une contrainte et c’en est une autre de la rendre
intelligible. I est vrai que la contrainte n’est pas sans attrait intuitif. Les
substitutions déterminantes dans (HN) pour obtenir (Dét) avaient toutes un
air illégitime, en ce sens qu’elles contournaient subtilement la contrainte déja
présente sur (HN). Mais il y a une difficulté concernant la possibilité et la
temporalité & laquelle cette contrainte ne semble pas répondre, et c’est de ren-
dre compatibles, d’une part, I'intuition de linéarité temporelle que présuppo-
sent les opérations « demain », « hier », « dans le futur », etc. (et que pré-
supposent a fortiori les modalités ‘P(m)’ et ‘F(m)’) et, d’autre part, Pintuition
de bifurcation temporelle (vers le futur) que présuppose 'opération de possibi-
lité dans une conception non-déterministe du futur. La linéarité du temps ga-
rantit une valeur de vérité déterminée & un énoncé comme « La fusée décolle-
ra dans dix secondes », sans quoi il faudrait préciser par rapport & quel futur

la fusée décollera dans dix secondes; tandis que la bifurcation (potentielle) du



Chapitre 10 — Le temps du possible 298

cours du temps rend intelligible un énoncé comme « La fusée pourrait ne pas
décoller & la fin du décompte (dans dix secondes) », sans quoi le décollage de
la fusée dans dix secondes serait inéluctable. Cette difficulté est au cceur de la
dérivation du paradoxe plus haut : la linéarité nécessaire & I'inaltérabilité du
passé se transposait au futur entrainant le déterminisme. Un compromis devra
étre trouvé afin que puissent s’épanouir ces deux intuitions et ce comproinis
est le suivant : ’évaluation d’une formule se fait par rapport & un temps et
une histoire, c’est-a-dire un parcours linéaire d’instants possibles. Les opéra-
tions « demain », « hier », « dans le futur », etc. seront évaluées & un ins-
tant et par rapport & une histoire donnée, et les opérations « possiblement »
et « nécessairement » seront évaluées en quantifiant sur les histoires « acces-
sibles » depuis l'instant en question.

Ce que nous décrivons dans les grandes lignes est I'idée derriére la séman-

tique de Prior basée sur la notion de modéle ockhamiste :

we may define an ockhamist model as a line without a beginning or end
which may break up into branches as it moves from left to right (i.e. from
past to future), though not the other way; so that from any point on it there
is only one route to the left (into the past) but possibly a number of alterna-
tive routes to the right (into the future). (Prior 1967 : 126)

La structure sous-jacente a un modéle ockhamiste proposé par Prior est un
arbre : la bifurcation & droite représente les possibilités & venir, et la non-
bifurcation a gauche représente le fait que le passé est inaltérable. Plus préci-
sément, un arbre T est défini comme un ensemble T muni d’une relation ‘<’
antiréflexive et transitive telle que, pour tout ¢t € T, sa restriction aux prédé-
cesseurs de t est une relation linéaire, c’est-a-dire que ’ensemble
{(zeT: 2t}
est ordonné linéairement par ‘<’ pour tout ¢t € T (la relation < est définie

comme : T < yssix < youz=y). Dans un arbre, il n'y a qu'un seul chemin
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pour aller de droite & gauche mais (en principe) une multitude de chemins
pour aller de gauche & droite. Chaque chemin de gauche & droite représente
un déroulement possible du temps, ce qui nous améne & définir plus précisé-
ment une histoire de T comme un chemin de longueur maximale, ’ensemble
de toutes les histoires de T étant dénoté par H(T). Si het g € H(T) sont des
histoires, nous écrirons h =2, ¢ quand elles partagent le méme passé jusqu’a f,
c’est-a-~dire h =, g ssi

{seh:ssth={se€g:s<xt}

Cette relation nous aidera & interpréter la modalité métaphysique.

Prior émet un certain nombre de prescriptions (1967 : 126) concernant
I'interprétation des formules temporelles et aléthiques dans ces modeéles. Tout
d’abord, un modeéle M basé sur un arbre T est la donnée d’une paire < T,
val > ol val : Prop — p(T) est une fonction qui attribue un sous-ensemble de
T & chaque variable propositionnelle, val(p) étant I’ensemble des points ou p
est vraie. Ensuite, I’évaluation d’une formule ¢ se fait & un point ¢t € T et par
rapport & une histoire h € H; en particulier, une modalité temporelle ne peut
étre comprise que dans le contexte d’une histoire. Enfin, les clauses sémanti-
ques pour les modalités sont données par :

(t, h) |- Py ssi il existe s € htel que s < tet (s, h) IF @

(t, h) I+ Fy ssi il existe s € htel que t < set (s, h) IF ¢

(t, h) IF O ssi (¢, g) IF @, pour toute histoire g € H telle que h =, g
Autrement dit : ‘Py’ est vrai au point (¢, h) si et seulement si ¢ & un instant
antérieur a t selon h; ‘Fi’ est vrai au point (¢, h) si et seulement si ¢ & un
instant ultérieur & ¢ selon h; et ‘Cly’ est vrai au point (¢, h) si et seulement si
¢ a l'instant { selon toute histoire g accessible depuis h.

Si ¢ est une formule dans laquelle ne figure pas la modalité ‘", nous nous
attendons a ce que (HN) soit vrai de ¢. Vérifions-le pour une variable propo-
sitionnelle ‘p’ :

(t, h) IF OPpssiVge H[h=,g= (t, g) IF Pp]
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Figure 10.2.1 — Un modele ockhamiste

ssiVge H[h=~,g= 3s€ gls<t& (s, 9 IF p]
ssiVge H[h=~,g= 3s€ g[s<t& s€ valp)]
Si (t, h) IF Pp, c’est qu'il existe s € h tel que s < tet s € val(p). D’autre part,
pour toute histoire g équivalente & h jusqu’a t, s € hssi s € g. Ainsi,
(t, h) I+ Pp
entraine que (¢, h) I OPp.

La figure 10.2.1 représente un arbre T. Les quadruplets
hy = (b, 2, ¥, &)
» = (4, 7, Y1, 2)
3 = (4, 7, %, %)
hy = (b, T, s 2)
hs = (b, T, Yoy %)
sont les branches de longueur maximale de T, et constituent donc les histoires
de T. Les histoires h, et h, ont des passés identiques jusqu’a y,, mais h; et h,

ont seulement des passés équivalents jusqu’a z,. La valeur de vérité dépend &
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la fois d’un instant et d’une histoire. Par exemple, si la proposition p est vraie
seulement au point 2, alors par les clauses sémantiques décrites ci-dessus

(th h’Z) Iy va
car il existe un instant ultérieur & ¢, dans ’histoire h, ou la proposition p est
vraie. Par contre,

(wb hl) W Fpa
car le seul point ol p est vraie n’est pas un instant ultérieur a ¢, selon
I’histoire h,. Supposons que la proposition ¢ est vraie seulement aux points z,
2 et z. Nous avons alors, encore par les clauses, que

(v, h) - OFg
car pour toute histoire h dont le passé est identique & celui de h; jusqu’a y,,
(y,, h) IF Fq. Toutefois,

(x17 h’l) ¥ DF(]
car ¢ n'est vraie dans aucun instant aprés z;, selon hg, et h, a un passé identi-

que a celui de h, jusqu’a z,.

10.3 Les structures de Kamp et de Burgess

Prior trace les grandes lignes d’une interprétation ockhamiste de la temporali-
té et de la possibilité, mais omet de poursuivre une analyse plus approfondie
de celle-ci. Kamp (1968) propose une formalisation des idées de Prior en défi-
nissant ce que Thomason (1984) nommera un modéle de Kamp. Il propose une
axiomatisation pour la notion de validité correspondante mais réalise plus
tard qu’elle est incomplete. Thomason (1984) donne d’autres exemples de
formules valides qui échappent & cette axiomatisation. Burgess (1979) affirma
que la notion de validité des structures de Kamp était essentiellement du
premier ordre, donnant ainsi une indication & suivre pour son axiomatisation,
mais cette affirmation fut remise en question par Kripke et Burgess n’a jamais

fourni de justification supplémentaire pour la défendre. Zanardo (1985) donne,
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pour la premiére fois, une preuve de complétude pour cette notion de validité.
Par la suite, Gabbay (dans Gabbay, Hodkinson & Reynolds 1994) donne aussi
une preuve de complétude se basant sur une régle d’irréflexivité, qu’il avait
déja introduite dans Gabbay (1981). Le but de cette section est d’exposer en
détail les approches de Kamp et de Burgess, en s’inspirant notamment de Za-
nardo (1996).

Commencons par 'approche de Burgess. Nous avons précisé plus haut
qu'un arbre T est un ensemble 7 muni d’une relation < C Tx T antiréflexive
et transitive telle que, pour chaque t € 7| la restriction de < a I’ensemble des
prédécesseurs de ¢ (incluant ¢) est une relation linéaire, c’est-a-dire I’ensemble

{reT:zxt}
est ordonné linéairement par ‘<’ pour tout t € 7. Pour chaque ¢t € T, une t-
branche est un sous-ensemble linéairement ordonné maximal de

{ze T:t< 1z}
une branche b est une t-branche pour un certain ¢t € T} son point initial t est
dénoté par I; et ’ensemble de toutes les branches sur l'arbre T est B(T).
Comme auparavant, un sous-ensemble linéairement ordonné maximal de T est
une histoire (un chemin de longueur maximale), et I’ensemble des histoires sur
T est H(T). La linéarité & gauche de < assure que toute branche b détermine
une unique histoire b, = bU {z € T: x < [}.

Le langage Lp que nous considérerons est constitué des modalités ‘P’, ‘F"
et ‘O’ et des variables propositionnelles p € Prop. Si valy : Prop — p(B(T))
est une valuation pour Prop, les clauses sémantiques sont données par :

bk pssi b€ val(p)

blF —pssi bl @

bl-pAssibl-pet bl

bl Ppssidac B(T)telque b a& alk ¢

blF Fossidac B(T) telque a C b& al-

blF Qpssidae B(T) tel que I, = I, & al- ¢
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Ces clauses permettent d’attribuer un sous-ensemble de B(T) & toute formule
de Lp. Etant donné qu’une branche b détermine une paire (I,, h,) € Tx H(T)
de maniére unique, et qu’une paire (¢, h) € Tx H(T) détermine une branche
de maniére unique (la branche b = {z € h: t < z}), nous pouvons définir la
sémantique par rapport a ces paires. Les clauses sémantiques deviennent
alors :

(t, h) IF Pp ssi ds € htel que s < t & (s, h) IF @

(t, ) IF Fpssids e htel que t < s& (s, h) IF ¢

(t, W) IF O ssidg € H(T) tel que t € g& (¢, g) IF ¢
Cette présentation a l'avantage de faire valoir la particularité de la modalité
aléthique vis-a-vis les modalités temporelles : les derniéres quantifient sur des
moments appartenant a l’histoire & (qui est fixée) et la premiére quantifie sur
les histoires ¢ qui partagent le méme passé avec h (avant ¢ inclusivement).

On remarquera que B(T) comprend toutes les branches sur T, ce qui don-
ne a cette sémantique des allures de logique du deuxiéme ordre. Pour éviter
les conséquences que cela pourrait comporter, Burgess s’inspire d’une stratégie
introduite par Henkin pour traduire une partie de la logique du deuxiéme or-
dre dans la logique du premier ordre. Il définit un fagot (bundle en anglais) ou
une structure de Burgess comme une paire < T, B >, o T est une structure
arborescente et ot B C B(T) satisfait les conditions
(Bl) SibeBetsiaC boubC a, alorsacB
(B2)  Pour tout t € T, il existe une branche b € B passant par ¢
La premiére condition est une condition de cloture sur les passés et les futurs :
si a C b, a est un passé par rapport a b, si b C a, a est un futur par rapport a
b. La deuxiéme condition garantie qu’aucun temps (ou qu’aucun instant) n’est
historiquement isolé. La structure arborescente conventionnelle, ou pleine, est
celle pour laquelle B = B(T), donc une structure de Burgess est clairement
une généralisation de celle-ci. Un modéle de Burgess est une structure de Bur-

gess munie d’une valuation valy qui respecte la condition :
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(B3)  waly(p) C B

L’ensemble B précise donc les extensions admissibles pour les variables propo-
sitionnelles. Les clauses sémantiques pour les modalités doivent refléter ces
modifications :

blFPpssidac Btelque b C a& alk ¢

blF Fpssidae Btelquea C b& al- ¢

biF Qo ssidac Btelque I, =1, & al- ¢
Si nous définissons 1’ensemble des histoires de B par

H(B) = {h € H(T) : Ja € Btel que a C h},
les points d’évaluations peuvent étre vus comme des couples (¢, h) € TxH(B),
et les clauses deviennent alors

(t, h) IF Ppssi Is € htel que s < t & (s, h) IF

(t, h) IF Fpssi ds € htel que t < s& (s, h) IF ¢

(t, h) IF O ssi Jge H(B) tel que t € g& (L, g) IF ¢
Il est facile de voir que l’extension d’une formule est toujours un sous-
ensemble de B (ou de Tx H(B)).

La sémantique dc Kamp différe de celle de Burgess et s’apparente davan-
tage a celle de Prior. Thomason définit une structure de Kamp comme un tri-
plet K = < 7, W, =~ > tel que :

(K1) T est une fonction sur W telle que 7{w) = < T, <, >, ou T, cst un
ensemble ordonné par une relation linéaire stricte < ;
et & est une relation sur l’ensemble

{(w, v, 1) € Wx WX (UpewT,) : te T,N T,}
satisfaisant
(K2) =, est une relation d’équivalence sur W, = {we W:te T,}

(K3) Siw=,valors{se T,:s=<,t} ={se T,:s=,t}
(K4)  Si w =, v, alors w ~, v, pour tout s <, ¢
On peut comprendre chaque élément de w € W comme une histoire, laquelle

est précisée par la fonction 7. L’ensemble W, pour tout t € T'= U, T, est

w)
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Pensemble des histoires w passant par t. Si w =, v, c’est que w et v passent
tous les deux par 'instant ¢ et, en vertu de (K3) et (K4), partagent la méme
histoire avant ¢. Dans ce qui suivra, T = U, .7,

Si deux histoires w et v sont équivalentes & l’instant ¢, ceci entraine

qu’elles sont isomorphes jusqu’a  :

Proposition 10.3.1

Si w =, v, alors pour tous r, s <, t

T <,8E T =, 8

PREUVE. Supposons le contraire : il existe s, s’ <, ¢ tels que s <, ¢’ mais s’ <,
s. Si s <, s, alors

s¢{reT,:r=,s}
et si 8’ <, s alors

sse{reT,:r=,s}
Mais, par la condition (K4), puisque s <, t, nous avons que w =2, v, ce qui
implique, par (K3), que

{reT,:r=<,st={reT,:r=<,s}
Contradiction. M

Un modéle de Kamp est défini comme une structure de Kamp munie d’une
fonction de valuation val; : Prop — p( Tx W) qui respecte la condition :
(Kb)  w=a,v=[(t w) € val(p) ssi (&, v) € val(p)]
I’évaluation d’une formule de Ly dans un modeéle de Kamp se fait & une paire
(t, w), les clauses sémantiques principales sont adaptées comme suit :

(t, w) IF Py ssids € T, tel que s <, t& (s, w) IF ¢

(t, w) Ik Fp ssidse T, tel que t <, s& (s, w) IF ¢

(t, w) IF QO ssidve Wtel que w,v& (L, v) IF ¢

Toute formule regoit donc une extension dans 7% W.
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10.4 Relation entre les structures de Kamp et de Burgess

Nous démontrons maintenant certaines ressemblances entre les structures de
Kamp et de Burgess (dont certains sont énoncés dans Zanardo 1996). Toute
structure de Burgess peut étre convertie en une structure de Kamp, et la réci-
proque est vraie sous certaines conditions. Les deux classes de structures au-
ront donc sensiblement la méme logique.

Commengons par montrer qu’une structure de Kamp est transformable en
structure de Burgess. Une structure de Kamp doit cependant satisfaire une
certaine condition de maximalité pour que cette transformation soit possible.
En effet, dans une structure de Kamp, rien n’empéche une histoire d’étre le
prolongement d’une autre : qu’il existe des histoires w et v telles que

i) 7,C T,

(ii) w =, v, pour tout s € T,

(iii) 3t € T, tel que s <, t, pout tout s € T,

Cette situation est impossible dans une structure de Burgess simplement par
la définition d’une histoire comme chemin de longueur mazimale dans ’arbre
(un chemin de longueur maximale ne peut pas &tre prolongé). 11 faut donc se
limiter aux structures de Kamp pour lesquelles il n’y a pas de tels prolonge-
ments. Cette contrainte peut se capturer comme suit :

(Max) Vte T,[w=,v]ssiVie T, |wr, v]

Sous cette condition, il est possible de traduire la satisfaction dans un type de
modele en la satisfaction dans 'autre type.

La transformation d’une structure de Kamp K = < 7, W, ~ > en une
structure de Burgess repose sur la définition d’une certaine relation
d’équivalence. Posons d’abord

DIK) = {(t,w) € TxW:te T},
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’ensemble des couples (moment, histoire) « admissibles » de K, et définissons
la relation ~ sur les éléments de D(K) :

(s, v) ~ (t, w) ssi s = tet v, w
(Rappelons au passage que T = U, T,). Autrement dit, deux paires (s, v) et
(t, w) de D(K) sont en relation selon ~ ssi elles ont le méme instant présent
(s = t) et les passés selon w et v & partir de ¢t (= s) sont équivalents. Il est
assez clair que ~ est une relation d’équivalence. Posons alors T(K) =
D(K)/~, I’ensemble des classes d’équivalences de D(K) modulo ~. Nous vou-
lons faire de T(K) un arbre. Pour ce faire, nous définissons un ordre < sur
T(K) induit par les ordres <, comme suit :

(s, v)| < |(t, w)| ssi vas, w& s <, ¢
Il faut montrer que cette relation est bien définie et qu’elle fait de T(K) un

arbre.

Proposition 10.4.1

< T(K), < > est un arbre.”

PREUVE. Montrons que < est bien définie. Ceci découle du fait que les condi-
tions (K3) et (K4) nous assurent que les valeurs de vérités respectives des
deux conjoints dans la définition de < ne dépendent pas des représentants de
classes d’équivalence.

Montrons maintenant que < est antiréflexive. Supposons par 1’absurde
que [(t, w)| < |(t, w)|. Ceci impliquerait par définition que ¢ <, ¢, contredisant

Ianti-réflexivité de <.

% Pour étre plus précis, il faudrait dire que 7(K) est une forét, ou une forét est une union
disjointe d’arbres, car nous ne savons pas si K comporte plusieurs composantes connexes. Se
restreindre aux structures de Kamp qui n’ont qu’une seule composante connexe ne pose au-
cun probléme; cela n’affectera pas la logique, car le langage ne peut définir la notion de

connexité.
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En ce qui concerne la transitivité, soient r, s, t € T et u, v, w € W tels
que |(r, w)| < |(s, v)| et |(s, v)| < |(¢, w)|]. Ceci veut dire que
~oo&r=<,s
~,w& s<,t
Par la proposition 10.3.1, v =, w et r <, s entrainent que 7 <, s. Par la tran-
sitivité de <, nous avons r <, t. Enfin, par la condition (K4), v ~, w, u =, v
et r <, s entrainent que u ~, w. Nous avons donc que |(r, ©)| < |(¢, w)|.
Montrons, pour terminer, que {|(s, v)] € T(K) : |(s, v)| < [(t, w)|} est
ordonné linéairement. Soient |(r, u)|, |(s, v)| tels que
|(r, w)| < 1(4, w)
(s, v)| < |(t, w)]
Ceci signifie que
v, w r,t
v, w& s, t

Puisque T, est linéairement ordonné par <, le résultat s’ensuit. M

La proposition précédente ne dépend pas de (Max) cependant; (Max) est né-

cessaire afin que chaque w € W puisse définir une histoire dans T(K).

Proposition 10.4.2
L’ensemble h(w) = {|(¢, w)| : ¢t € T,} est une histoire de T(K).

PREUVE. Si h(w) n’est pas un chemin de longueur maximale, il existe |(s, v)| €
h(w) tel que |(t, w)| < |(s, v)|, pour tout ¢t € T,. Par définition de ‘<’ ceci
signifie que w ~, v et t <, s, pour tout t € T, Clairement, s ¢ T, par anti-
réflexivité de <. Par ailleurs, non-(w a2, v) car, sinon, cela impliquerait que s
€ T, par (K3). Nous avons donc Vt € T, [ w =, v] mais non-Vt € T,[w =, v],
ce qui contredit (Max). K
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Nous verrons comment cette propriété sera importante pour bien traduire le
probleme de la satisfaction. Pour chaque |(¢, w)| € T(K), nous définissons

b(t, w) = {l(s, v)| € h(w) : [(, w)| = [(s, v)[}.
La notation ‘b(t, w)’ est bien définie car, si t' € T et w' € Wsont tels que

b(t', w') = b(t, w),
c’est que [(t, w)| < [(¢, w)| et |(¥, w)| < [(t, w)|, et done (¢, w) ~ (¢, w).
L’ensemble b(t, w) est une branche de T(K) car h(w) est maximal. Nous défi-
nissons par ailleurs I’ensemble

B(K) = {b € B(T(K)) : b= b(, w), pour un certain |(t, w)| € T(K)}.

Proposition 10.4.3
B(K) est un fagot.

PREUVE. Si b € B(K), c’est qu'il existe |(i, w)] € T(K) tel que
b= b(t, w) = {|(s, v)| € h(w) : |(t, W) < (s, V)I}
Par ailleurs, si a € B(T(K)), c’est qu’il existe |(¢/, w')| € T(K) tel que a est un
sous-ensemble <-linéaire maximal de
{I(s, v € TK) : [(t, )| < (s, v)[}
Si a C b, nous avons donc que
a="bn{[(s v e TK) : [(¢', w)| < (s, v)|}
={l(s, »)l € b: (¢, w)] < |(s, V)I}
={l(s, ») € A(w) : |(¢; )] < [(s, v)[}
) |
w)

<
<

= {l(s, v)| € hw) - |(¢, w)| < [(s, )|}
= b(t,
et donc a € B(K). Si b C g,
a={[(s, v)| € TK) - [(¢, w)| L [(s, )] < [(, w)[} U D
Par linéarité a gauche, nous avons que
{I(s, ») € T(K) - (#, w)l < (s, )| SN, w)} € h(w)
et donc a = b(t', w) € B(K). K
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Il nous reste a définir la valuation induite par val; sur la structure de Burgess
B(K) = < T(K), B(K) >. Soit val,: Prop — o(B(K)) définie par

b(t, w) € valy(p) ssi (¢, w) € val(p)
Puisque (¢, w) n’est peut-étre pas le seul couple a générer la branche b(¢, w), il
faut s’assurer que la définition de wvaly ne dépende pas de la maniére dont cet-

te branche est présentée.

Proposition 10.4.4

La valuation wvaly est bien définie.

PREUVE. Supposons que (¢, w) et (¢, w') sont tels que b(t!, w') = b(t, w), i
faut montrer que
(t, w) € val(p) = (t', w') € val(p).
Nous savons que, si b(t', w’') = b(t, w), |(¢, w)| = |(¢, w")|. Donc,
(8, w) ~ (¢ w),
par conséquent, ¢t = t' et w ~, w'. Par (K5), nous avons finalement que (¢, w')

€ val(p).

Nous sommes donc préts & démontrer le résultat principal.

Proposition 10.4.5

Soit ¢ une formule de Lp. Pour tout (¢, w) € D(K), nous avons que
K, (¢, w) IF ¢ ssi B(K), b(¢t, w) IF ¢

PREUVE. La preuve est par induction sur la complexité de .
(i) Si ¢ est une variable propositionnelle p, alors il faut montrer que
(£, w) € val(p) ssi b(t, w) € val(p)

Ceci est précisément la définition de val;.



Chapitre 10 - Le temps du possible 311

(ii) Le cas booléen est immédiat.
(iii) Si ¢ = Py, alors
K, (¢, w) - PyYssidse T,tel que s <, t& K, (s, w) I+ ¢
ssi ds € T, tel que s <, t & B(K), b(s, w) I 9, par (HI)
= 3b(s, w) € B(K) tel que b(s, w) C b(t, w) & B(K), b(s, w) I+
ssi B(K), b(t, w) IF Py
Pour 'autre direction,
B(K), b(t, w) |- Py ssi 3b € B(K) tel que b C b(t, w) & B(K), b IF 1
Si b € B(K) est tel que b C b(t, w), c’est que b = b(s, w) pour un certain s €
T, tel que s <, &
(iv) Si ¢ = Fy, alors
K, (t, w) - Fp ssidse T, tel que t <, s & K, (s, w) - 9
ssi ds € T, tel que t <, s & B(K), b(s, w) I 9
= 3b(s, w) € B(K) tel que b(t, w) C b(s, w) & B(K), b(s, w) -
ssi B(K), b(t, w) IF Fi
Pour 'autre direction,
B(K), b(t, w) |- Fip ssi Fb € B(K) tel que b(t, w) € b & B(K), b IF 9
Si b € B(K) est tel que b(t, w) C b, c’est que
b= {l(s, v)| € T(K) : (¢, w)| < |(5, v)| < |(£, w)[} U b(¢, w)
— {I(s, w)l € T : (¢, w)] < (s, )| < 1(6 w)l} U b, )
= {l(s, v)| € A(w) : [(#', w)| < {(s, v)[}
= b(t', w)
ou t' € T, est tel que t' <, t.
(v) Si ¢ = O, alors
K, (t, w) IF Op ssi Jv e Wtel que v, w& K, (¢, v) IF ¢
ssi dh(v) € H(K) tel que v~, w & (t, v) IF ¢
ssi Ab(t, v) € B(K) tel que |(¢, v)| = |(t, w)| & (¢, v) |- o
ssi A0(¢, v) € B(K) tel que I, , = I, ) & b(t, v) IF 9
ssi B(K), b(t, w) IF O
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Ce qui compléte la démonstration.

Pour démontrer la réciprodue de cette proposition, il faut maintenant montrer

comment convertir une structure de Burgess en une structure de Kamp. Soit

B = < T, B(T) > une structure de Burgess (donc T = < T, < > est un ar-

bre), nous définissons K(B) la structure de Kamp < 7y, Wy, =~ > telle que :

(i) Wz = H(T). Les éléments W; sont des chemins de longueur maximale
dans T, donc en particulier des sous-ensembles de T.

(i) Pour w € H(T), Ty(w) = < w, <, >, ou <, = < N (wxw). Ainsi, Ty =
WHw: we Wi} = T. Ty(w) est linéaire sur w, d’ou (K1).

(iii) = C {(w, v, t) € Weyx Wyx Ty : t € w N v} est définie par : w =, v ssi w],
= v[, ou lensemble w], = w N {s € T: s < t}. Il est facile de voir que
cette relation satisfait les conditions (K2), (K3) et (K4).

Cette fois-ci chaque branche b € B(T) correspond & un unique (t, w,) €

Tyx Wy et réciproquement. Enfin, si valy est une valuation sur B, nous défi-

nissons val pour K(B) par
(t,, wy) € vak(p) ssi b € valy(p)

Proposition 10.4.6

Soit ¢ une formule de L. Pour tout b € B, nous avons

B, bk ¢ ssi K(B), (t,, w,) I+ ¢

PREUVE. La vérification est directe et ressemble & celle la proposition précé-
dente.

Les propositions 10.4.5 et 10.4.6 entrainent ensemble que la logique des struc-
tures de Burgess est la méme que la logique des structures de Kamp satisfai-
sant (Max). En effet, soit £, la logique des structures de Burgess et soit £,

la logique des structures de Kamp satisfaisant (Max). Nous avons :
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Corollaire 10.4.7
2]3 = 2I(max

PREUVE. Supposons que ¢ € £; mais que ¢ &€ £.... Il existe donc un modéle
de Kamp K (satisfaisant (Max)) et un couple (¢, w) € D(K) tels que
K, (¢, w) IF —¢.
Par la proposition 10.4.5, ceci entraine que
B(K), b(t, w) ¥ ¢,
contredisant le fait que ¢ € £. L’autre direction se démontre de maniére ana-

logue (en remarquant aussi que, si b € B, (t,, w,) est une couple admissible de
K(B)).

Pour terminer cette section sur la présentation des sémantiques d’inspiration
priorienne, mentionnons que Zanardo (1996) définit une version encore plus
générale de structure arborescente. Son analyse commence par l’observation
que toute structure de Burgess < T, <, B > peut étre représentée comme une
structure de Kripke < W, C, = > ou W = B, ‘C’ est la relation d’inclusion
inverse ‘D’ et ‘=’ est la relation binaire sur B définie par

a=bssil, =1,
Les relations ainsi définies satisfont les conditions :
(BS)  ‘C’ est un ordre partiel sbif et ‘=" est une relation d’équivalence
(Dis) wC v= non-[w= v
(PI) w=wv=>3f:{ue W:ulC w} »>{uec W:ur v} tel que (i) f pré-

serve [ et (ii) pour tout u, u C w= u = flu)

(WDC) vC w& w= w* = Jv* tel que v=0* & v* C w*

(MB) v=w& v=w= 3v* JvVYu J wnon-[v" = u]
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Celles-ci ne sont pas indépendantes, nous avons que (Dis+PI+MB) =
(PI+MB).

A partir de ces conditions, Zanardo définit une classe trés générale de
structures dites « ockhamistes » : si K = < W, C, = > est une structure de
Kripke, elle est ockhamiste si et seulement si elle satisfait (BS), (Dis), (PI),
(WDC) & (MB). Dans une telle structure, une histoire est tout simplement
un sous-ensemble [C-connexe maximal de W. Zanardo démontre que toute
structure de Kripke ockhamiste est en fait une structure de Burgess, ces der-

niéres ont donc déja toute la généralité souhaitée.

10.5 SROS pré-ockhamistes, ockhamistes et kampiennes

Nous aimerions maintenant utiliser « ’artillerie » des structures relationnelles
d’ordre supérieur pour représenter les idées sémantiques de Prior.
L’observateur attentif aura déja remarqué la grande ressemblance qu’il y a
entre une structure de Kamp et une structure relationnelle d’ordre supérieur
de rang deux. Si K est la structure de Kamp < 7, W, ~ >, alors T = U, T,
se comporte comme l’ensemble des points de rang 0, et ’ensemble W comme
I’ensemble des points de rang 1. La fonction 7 a exactement le méme role que
la fonction @ d’une SROS; notamment, elle attribue & chaque w € W une re-
lation binaire <, sur 7, C T. Enfin, la relation ~ n’est rien d’autre que la
relation binaire R sur 7T'x W définie par

(t, w)R(s, v) ssit=s& w=,v
Notre structure de Kamp ressemble donc a une sorte de structure relationnelle
d’ordre supérieur fini (une SROF) S =< T, W, &, R >.

Il faut toutefois étre prudent avant de conclure qu'une structure de Kamp
(et a fortiori un modele de Kamp) puisse étre convertie aussi directement. Il y
deux difficultés que nous rencontrons dans le passage d’un type de structure

dans l’autre : premiérement, le probléme de la traduction de la notion validité
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dans un modele de Kamp et, deuxiémement, le probléme des instants histori-
quement isolés. Ces deux problémes sont liés comme nous le verrons sous peu.
Rappelons ce qu’est la validité dans une structure de Kamp :
) K IF ¢ ssi K, (t, w) IF @, pour tous t € Tet we Wtelsque t e T,
La condition de droite de (*) est trés importante dans cette définition, elle
impose la contrainte que ¢ soit un instant dans I’histoire w. Par opposition, la
définition de la validité d’une formule ¢ dans une SROF S =< T, W, &, R >
ne comporte pas de telles contraintes :
(**) SIF¢@ssiS, (t, w) Ik @, pour tous t € Tet we W
Cette divergence sur le plan de la validité introduit des divergences importan-
tes entre les logiques. Notamment, pour t et w tels que t ¢ T,, t se comporte-
ra comme un moment historiquement isolé, une histoire qui se résume a un
instant, sans passé ni futur, et ceci a d’énormes conséquences sur la validité
selon la définition (**). Par exemple, supposons que toute histoire w de K soit
sans fin : pour chaque t € T, il existerait toujours t' € T, qui serait ultérieur
a t selon w. Dans ce cas, la formule ‘T’ est valide dans K (selon la validité
(*) bien str). Mais si nous regardons du coté de la SROF correspondante S, il
est évident que cette formule ne pourra pas étre valide de maniére générale
car, du moment qu’il existe un instant ¢ n’appartenant pas une histoire w (ce
qui semble a priori possible), nous aurons que

S, (¢, w) ¥ FT,
et ce, en dépit du fait que tout instant appartenant & I’histoire w posséde un
instant successeur lui aussi. Il y a donc de sérieux désaccords entre (*) et (**),
et cet exemple montre, par ailleurs, que la validité que définit (**) n’est pas
trés intéressante. La question est donc de savoir comment traduire la validité
de type (*) dans les SROS.

Nous devons donc trouver un moyen d’exprimer la contrainte ¢ € T, avec
les ressources qui sont propres aux SROS. Une premiére idée serait de définir

une notion de satisfaction ‘I’ comme suit :
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S, (t, w) kg @ssi S, (¢, w)IF PT v FT — ¢
& partir de laquelle nous pourrions définir une notion de validité correspon-
dante. Or, nous avons que S, (¢, w) I PT v FT

S, (t,w) IF PT v FT ssi S, (¢, w) IF PT ou$, (¢, w) I FT

ssidt' € Ttel que t' <, tout <, t'

Mais le fait qu’un instant ¢ soit ordonné par w n’est-il pas la marque caracté-
ristique de son appartenance a I’histoire w, c’est-a-dire & 7,7 Si oui, on croi-
rait donc avoir trouver la maniére de convertir, par un moyen simple, la
« Kamp validité » dans les SROS. Mais ce n’est pas si simple, et ce qui vient
jeter du sable dans l’engrenage est, encore une fois, les instants historique-
ment isolés. Voyons pourquoi.

Une structure de Kamp ne précise rien sur la cardinalité des ensembles
T, En particulier, rien n’empéche que T, soit un singleton {¢}, auquel cas <,
est la relation vide (la relation vide sur un singleton est une relation linéaire
antiréflexive). Si <, est la relation vide, la condition

dt'e Ttel que t' <, tout <, t
n’est pas équivalente a t € T, = {¢}, ct donc le stratagéme que nous avons
déployé pour capturer la Kamp-validité ne pourra pas fonctionner. Par contre,
si <" est la cloture réflexive de <, dans T, c’est-a-dire si

<v==<,U{(t,t):te T},
et si ‘P*’, ‘F* sont des modalités interprétées avec <* comme suit :

(t, w) Ik P*p ssi (s, w) IF ¢, pour un certain s € T tel que s <" ¢

(t, w) Ik F*¢ ssi (s, w) Ik ¢, pour un certain s € T tel que t < s
alors

te T,ssiS, (t, w) Ik P¥T v F*T
Si nous arrivions & traiter les modalités ‘P*’ et ‘F*’ dans le cadre de la logique
modale d’ordre supérieur, nous aurons réussi.

Pour ce faire, il nous faut commencer par introduire une structure multi-

modale S de la forme < T, W, (&', %), R >, ou &' et ®* sont des fonctions
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telles que ®*(w), pour i« = 1, 2, est une relation binaire sur 7. Les relations
®'(w), w € W, serviront & interprétation de ‘F” et ‘G’ et les relations ®*(w),
w € W, a linterprétation de ‘F*’ et ‘G*. Dans ce qui suit, ®'(w) = <, et
®*(w) = <". Nous dirons que <, est la restriction antiréflerive de <" ssi

§ <, tssls<"tet s=t,
c’est-a-dire <, = <¥ \{(¢, t) : t € T}. Nous dirons que S est une structure pré-
ockhamiste si
(PO)  Pour tout w € W, <, est la restriction antiréflexive de <
Nous démontrerons que (PO) est définissable.

Avant de démontrer ceci, nous devons d’abord préciser le langage et la
sémantique des structures pré-ockhamistes. Appelons L, le langage dont nous
venons de discuter, c’est-a-dire le langage généré par les clauses :

pu=plwlal-plead|Qp|Qp| Xe| Yo |Dp
avec

X=H, G, H ou G,

Y = H* G* HJ* ou G*
et o p € Prop.,, w € Nom, et o € Nom,. Les modalités ‘X’ et ‘Y’ sont de
rang 1 et la modalité (constante) ‘)’ est de rang 2. L’ensemble de toutes les
formules de L, est dénoté par Formg,. Nous interprétons ce langage dans un
modele dit pré-ockhamiste. Un modéle pré-ockhamiste M est une paire < S,
val >, 0ou S = < T, W, (®', ®*), R > est une structure pré-ockhamiste et val
est une valuation pour L. Les clauses sémantiques de L, sont dérivées de
celles de Ly, et de la discussion précédente, dont voici celles qui concernent
les modalités :

, w) IF @ ssi (val(w), w) IF ¢
, wy |- Q. ssi (L, val(a)) IF ¢

(¢

(1

(1, w) IF Hy ssi (s, w) Ib ¢, pour tout s € T tel que s <, ¢

t, w) - Hp ssi (s, w) IF ¢, pour tout s € T tel que s <, ¢
[ val{a)

(

t, w) I Gy ssi (s, w) - @, pour tout s € T tel que ¢ <, s
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t, w) |- Gy ssi (s, w) - @, pour tout s € T tel que ¢ <, 8
t,

g

I- H*p ssi (s, w) IF ¢, pour tout s € T tel que s <¥ ¢

g

- H *@ ssi (s, w) |- @, pour tout s € T tel que s <" ¢

Y

o~

, w) IF G*p ssi (s, w) |- ¢, pour tout s € T tel que t <" s

(
(t, w)
(¢, w)
(t, w)
(t, w)

o~

,w) I G *o ssi (s, w) IF ¢, pour tout s € T tel que t <" s
(t, w) IF Oy ssi (s, v) IF @, pour tout (s, v) € Tx W tel que (s, v)R(, w)
Ces clauses garantissent une extension dans Tx W a chaque formule de L.
Nous prétendons que la condition définissante des structures pré-
ockhamistes (PO) est définissable par les schemes suivants :
(incl)  H*e — Hyp
(refl)  P*o A Hp — ¢
(aref)  w—> ~Pw

Nous montrerons que le schéme (incl) définit la condition <, C <¥, le scheme

(refl) la condition que <" se distingue de <, seulement sur des points réflexifs,
et le schéme (aref) la condition que <, est antiréflexive. Il n’est pas difficile de
montrer que des relations <¥ et <, satisfont ces trois conditions si et seule-

ment si <, est la restriction antiréflexive de <.

Proposition 10.5.1

Une structure S = < T, W, (@', ®*), R > valide les schémes (incl), (refl) et

(aref) si et seulement si elle satisfait (PO).

PREUVE. Nous montrons que (incl), (refl) et (aref) définissent les trois condi-
tions du paragraphe précédent respectivement.
(incl) Remarquons d’abord que (¢, w) I+ B*~p — H—)

ssi (t, w) IF Py — P*y

ssi (t, w) IF Py = (L, w) Ik P*y

ssids[s <, t& (s, w) k9] = Js[s <" t & (s, w) IF Y]
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Si <, C < cette implication est vraie. Supposons qu’une structure valide le
schéme (incl) mais que <, ¢ <, c’est-a-dire qu’il existe s, ¢ tels que s <, t
mais non-[ s <* t]. Posons ¢ = w(s). Par 'implication ci-dessus, nous obte-
nons que s < t. Contradiction.
(refl) Nous avons que (t, w) IF P*p A Hop — ¢

ssi (t, w) Ik P*o A Hp = (& w) I @

ssi [(t, w) IF P*p & (t, w) IF H-p] = (¢, w) IF ¢

ssi[Js[s <" t& (s, w) Ik @] & Vs[s<,t= (s, w) ¥ p]] = (t, w) IF
Si <, ne se distingue de <" que par des points réflexifs, cette implication est
vraie. Supposons qu'il existe une structure qui valide (refl) mais pour laquelle
<, se distingue de <" par plus que les points réflexifs. Il existe donc s, t tels
que s = t et s <Y ¢ mais non-[ s <, ¢]. En posant ¢ = w(s) dans I'implication
ci-dessus, nous obtenons

s<Yt&non-[s<,t] = t=s,
ce qui contredit notre hypothése de départ.
(aref) La preuve du résultat pour ces schémes a déja été donnée au chapitre 7,
section 7.5.

Ce qui compléte la démonstration. X

La conséquence de cette proposition est que la paire de fonctions (&', ®?)
d’une structure pré-ockhamiste S = < T, W, (@', ®°), R > est entiérement
spécifiée par la deuxiéme composante ®°, et donc nous représenterons S dé-
sormais par < T, W, ®, R >, ou ® tiendra lieu de ®”.

Il est important maintenant de revenir & la notion de Kamp-validité. Si
nous avons introduit les structures pré-ockhamistes, c’était pour définir la
formule

kK = P*T v F*T
qui est vraie & un point (¢, w) si et seulement si ¢ est un instant de I’histoire

w. Cette formule nous permettra notamment de définir une notion de Kamp-
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satisfaction. Soient M un modele pré-ockhamiste, £ C Form, et ¢ € Form,,.
Nous définissons la Kamp satisfaction ‘IF’ comme suit :

M, (t, w), Lk @ssiM, (¢, w), k- E= M, (t, w), sk ¢
En particulier, si £ = &, nous avons :

M, (t, w) kg pssiM, (t, w) IF x> ¢
Nous définissons la Kamp validité et la Kamp conséquence, que ce soit dans
un modéle, une structure ou une classe de structures, de la maniére habituelle.
On remarquera que la notion de Kamp-satisfaction comporte certains aspects
surprenants : si t ¢ T,, alors (¢, w) Ik L. Ceci exprime tout simplement le
fait que la Kamp-satisfaction ne pose aucune contrainte lorsque ¢ n’appartient
pas & l’histoire w. Une classe de structures K est dite Kamp-définissable s’il
existe un ensemble £ C Form, tel que S € K ssi S IF E. 1l est clair, donc, que
si R est Kamp-définissable alors K est définissable tout court, en ’occurrence
par ’ensemble {x — ¢ : ¢ € E}.

Nous définissons maintenant une structure ockhamiste. Si S est la struc-
ture pré-ockhamiste < T, W, ®, R > pour t € T et we W, posons :

T,={te T:3s€ Ttcl que t <" sout<"s}

W,={we W:te T,}
Nous dirons que S est une structure ockhamaiste ssi :
(O1)  Pour tout w € W, <“est une relation antisymétrique, transitive, sans

bifurcations et n’ayant qu’une seule composante connexe

(02)  Pourtouss, te Tetw, ve W, (t, wR(s, v) = t=3s
(03) Pourtout t€ T, R,C Wx W,
(O4)  SiR(w, v),alors {s€ T,:s<,t} ={se T,:s=<,t}
(05)

La premiére condition stipule qu’une histoire est linéaire et unique; la

Si R,(w, v), alors R(w, v), pour tout s <, ¢

deuxiéme que, si une paire instant-histoire est accessible depuis une autre, ils
partagent le méme instant; la troisiéme que la possibilité au temps t n’est dé-

finie que pour les histoires passant par ¢ la quatriéme que, si une paire ins-
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tant-histoire est accessible depuis une autre au temps t, ils partagent la méme
histoire avant t; et la cinquiéme que, si une paire instant-histoire est accessi-
ble depuis une autre au temps ¢, elle I’était également a tous les instants pré-
cédents.

Nous voulons montrer que ces conditions sont définissables; en fait, nous
montrerons qu’elles sont Kamp-définissables. Nous prétendons que (O1) est
Kamp-définissable par
(asym) (P*w A F*w) > w, w € Nom,
de méme que les schémes (4), (sbif) et
(conx) QA Qk — Q(P*vvuvv Fv),p, ve Nom,

Nous prétendons ensuite que (02)-(05) sont Kamp-définissables par

(ock,) Qw — w,w € Nom,
(ocky) DOk
(ock,) Qo — (Pp <> P.p), o € Nom, et p € FCon,

(ock;) Qo — HOw, a € Nom,
FCon, est I’ensemble des formules constantes de L, (des formules sans moda-
lités variables).

Nous avons :

Proposition 10.5.2

(a) (asym), (4), (sbif) et (conx) Kamp-définissent (O1)
(b) (ock,;)-(ocky) Kamp-définissent (O2)-(0O5) respectivement

PREUVE. Puisqu’il s’agit de Kamp-définissabilité, nous supposerons dans la
suite que t € T,
(a) (asym) Il suffit de remarquer que (¢, w) IF (P*w A F*w) - w

ssi (t, w) Ik P*o A Ffv = (t, w) - w

ssi t < vallw) & val(w) <" t = ¢ = val(w)

Cette derniére condition est validée par et définie une relation antisymétrique.
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(4) & (sbif) La preuve du résultat pour ces schémes a déja été donnée au cha-
pitre 7, section 7.5.
(conx) Soient r = val(p) et s = val(v).Nous avons que (¢, w) I+ (conx)
ssi (t, w) IF @k A Qk = (t, w) IFQ (P*vvuvv Ff)
ssi[(r, w) IF k& (r, w) IF ] = (r, w) IF (P*vvvv F*)
ssi [Ir'[7 <" rour <V r] & Is'[s <" sou s <"s']]
= [s<Yrour=sour<"s]
L’antécédent stipule que 7 et s appartiennent & des composantes connexes de
<Y et le conséquent que r et s sont comparables selon <“. Le résultat découle
de cette observation.
(b) (ock,) Il suffit de remarquer que (¢, w) IF Gw — w
ssi (t, w) IF Qw = (¢, w) IF w
ssi [3(s, v) tel que (¢, w)R(s, v) & s = vallw)] = [t = val(w)]
Ce qui nous permet de constater que (ock,) est valide dans une structure sa-
tisfaisant (O2). Par ailleurs, supposons qu’une structure valide (ock,) mais
que non-[V(s, v) [ (¢, w)R(s, v) = t = s], alors il existerait (s, v) tel que
(t, wR(s,v) & s =t
Mais ceci impliquerait que s = val(w) = t. Contradiction.
(ock,) Supposons que R,(w, v), avec t € T, bien stir. Nous avons que
(t, w) IF Ok ssi (¢, v) Ik K, pour tout v tel que R,(w, v)
ssi (t, w) IF F*T v P*T, pour tout v tel que R,(w, v)
ssi ds[s <" tou t <" s], pour tout v tel que R(w, v)
ssive W,
(ock,) Montrons maintenant que la validité de Qo = (Py ¢> Pp) dans S en-
traine que, pour tous t € Tet w, v e W,
R(w, v) = T(t) = T,(1),
ou T,(t) ={se T,: s <, t}). Supposons que R,(w, v), et soit o = «(v). Nous
avons donc que (¢, w) IF Q. Puisque S valide (ock,), nous avons

(t, w) IF Qv > (Pp < P.p)
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ssi (t, w) IF P <> P
ssi | (¢, w) IF Pp < (t, w) - Py]
ssidse Tls=,t& (s,w) - ¢] o Jse T[s=<,t& (s, w) I ¢]
Soit t' € T tel que t' <, t, et posons ¢ = w(t'). Nous avons alors que
dse T[s=<,t&s=t]odse T[s<,t& s=1'].
De meéme, si t"” € T est que t"" <, t et si p = w(t"), alors
dse€ T[s<,t&s=1t'| < dse T[s=<,t& s=1t"].
Ce qui démontre T,(t) = T,(t). Démontrer que (ock,) est valide dans une
structure satisfaisant (O4) est encore plus simple.
(ocks) Montrons enfin que la validité de Qoo - HOo dans S entraine que, pour
touste Tet w,ve W,
R(w, v) = R(w, v), si s <, ¢
Supposons que R,(w, v). Posons o = a(v). Nous avons que
(t, w) IF Qoo > HOwx
ssi (t, w) IF HOa
ssi (s, w) Ik O, pour tout s <, ¢
ssi Ju| R(w, u) & (s, u) IF o], pour tout s <, ¢
ssi R (w, v), pour tout s <, t
Démontrer que (ock;) est valide dans une structure satisfaisant (O5) est en-
core plus simple.

D’ou le résultat. *

Il reste cependant & déterminer si la condition (Max) est définissable. Nous
avions vu que cette condition n’est pas rencontrée en général par une struc-
ture de Kamp, mais qu’elle était une condition nécessaire & la conversion
d’une structure de Kamp en une structure de Burgess. Pour les structures
ockhamistes, elle s’énonce comme suit :

(Max,) Vs[t =<, s= R(w, v)]ssiVs[t~<,s= R(w, v)]
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L’écriture plus complexe s’explique par le fait que nous ne disposons plus des
ensembles T, d’ou la nécessité d’employer 'expression ‘¢t <, s =’. Il se trouve
que cette condition est, elle aussi, définissable aussi dans le langage Lo. Po-
sons

(max) Qo - (GOa & G Oa), o € Nom,

Nous avons :

Proposition 10.5.3

Soit S une structure ockhamiste. Nous avons que S Ik (max) ssi S satisfait la

condition (Maxy).

PREUVE. Soit (¢, w) € Tx W. Si non-R(w, val(x)), alors (¢, w) IF max(o) car
(t, w) ¥ Q. Supposons donc que R,(w, val(a)). Nous avons que
(t, w) IF Qo > (GO & G Oa)
ssi (¢, w) IF GOa ¢ G O
ssi [ (t, w) IF GOa & (t, w) I+ G,0a]
ssi [Vs[t <, s= R(w, v)] & Vs[t=<,s= R(w, v)]]

Cette observation nous permet de déduire le résultat.

Nous définissons un dernier type de structures, la structure dite kampienne.
Une structure kampienne est une structure ockhamiste S = < T, W, &, R >
telle que

(OK) R, est une relation d’équivalence (sur W)

Un modéle kampien est un modele ockhamiste basé sur une structure kam-
pienne. Nous savons que cette condition est (Kamp-)définissable par les sche-
mes :

(ok) Oa — o, Do » O0a & Qo = OO, o € Nom,
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Ce sont les structures kampiennes qui peuvent &tre converties en structures de
Kamp et vice versa. En effet, S peut étre convertie en la structure de Kamp
K(S) = < T, Wy, = > en posant

Ty(w) = < T, <, >

Wg=W

w =, vssl R(w, v)

Il est clair que K(S) est une structure de Kamp. Par ailleurs, la structure de
Kamp K = < 7, W, =~ > peut étre convertie en la structure kampienne S(K)
= < Tx, Wy, ®, R > en posant

T« = T=UuwT,

Wey=W

P(w) = la cloture réflexive de <, dans T,

R(w, v) ssi w =, v
On peut vérifier que S(K) est une structure kampienne sans difficultés. Nous
avons également que S(K(S)) = S et que K(S(K)) = K.

Nous avons le nécessaire pour montrer que la satisfaction dans une struc-
ture de Kamp est traduisible en satisfaction dans une structure kampicnne.
Pour ce faire, il faut mettre sur pied une certaine fonction de traduction Trad
permettant de traduire les formules de L, en formules de L. Soit ¥ une fonc-
tion injective de Propp, dans Prop, et soit P, I'image de Propp par ¥ dans
Propg; ¥ est donc une bijection entre Proppe et Pp. Nous définissons Trad :
Formp, — Form, de la maniére suivante :

Trad(p) = 9(p)

Trad(—y) = —Trad(y)

Trad(p A 9 (p) A Trad(y)

(

(

o
Il
3
=
o
oL

Trad(Py) = PTrad(p)
Trad(Fp) =
Trad () = 0Trad(yp)

Toute formule de Ly est donc associée, via Trad, & une formule de L.
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Il reste & convertir une valuation de L, en une valuation de I, et nous se-
rons en mesure d’établir notre résultat. Soit K est une structure de Kamp. Si
valg: Propy = p(Tx W) est une valuation de L, sur K, alors nous définissons
valgy, comme une valuation de L, sur S(K) telle que

(t, w) € valgyy((p)) ssi (t, w) € val(p),
pour tout p € Prop (les valeurs de valgy, sur les variables qui ne sont pas
dans Pp importent peu pour la suite). Ici nous rencontrons un probléme appa-
renté & celui de la Kamp-validité plus haut. Il y a une légére divergence entre
la validité d’une formule dans une structure de Kamp, d’une part, et la validi-
té de cette méme formule dans une structure kampienne, d’autre part. Cette
différence tient & la présence d’une contrainte sur les valuations chez les mo-
deles de Kamp (la condition (K5)) qui n’a pas sa contrepartie chez les mode-
les kampiens. Si M = < K, wvaly > est un modeéle de Kamp, (K5) exige que
valy satisfasse la condition :

(t, w) € val(p) & R(w, v) = (1, v) € vak(p),
ce qui n’est pas exigée de la valuation d’'un modéle kampien. Si nous
n’imposons pas de condition analogue sur les valuations d’un modele kampien,
nous n’obtiendrons pas le résultat de traduction recherché. Appelons la valua-
tion waly d'un modeéle kampien N = < S, waly > normale si elle satisfait la
condition :

(KN)  R(w, v) = [(t, w) € vak(p) & (1, v) € vak(p)]

Nous dirons que modéle kampien est normal si sa valuation est normale. Nous
allons donc modifier notre notion de validité dans une structure kampienne en
restreignant les valuations admissibles & la classe des valuations normales;
autrement dit, une formule sera valide si

< S, valy >, (t, w) IF¢ ¢, pour toute valuation normale val
Cette nouvelle notion de validité serait sans intérét si elle n’était pas définis-
sable. Or, il se trouve que la classe des modéles normaux est définissable par

le schéme
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(kn) p — Op, p € Prop,

Par ailleurs, toutes conditions dont nous avions discuté dans cette section

sont définissables avec des valuations normales seulement.
En effet, nous avons :

Proposition 10.5.4

(a) Les conditions de structures qui ont fait I’'objet des propositions précéden-
tes sont définissables avec des valuations normales.

(b) La classe des modeéles kampiens normaux est définissable par (kn).

(c) Si M = < K, valg > est un modéle de Kamp, alors N = < S(K), valgy, >

est un modeéle kampien normal.

PREUVE. (a) Nous avons pu définir ces conditions avec des instances de sche-
mes dans lesquelles il n’y avait que des nominaux (ou, & la limite, des varia-
bles propositionnelles de Prop,), donc ces preuves ne sont pas affectées par la
restriction aux valuations normales.
(b) Soit M = < S, wal > un modele kampien. Supposons que (¢, w) € val(p).
Nous avons donc que M, (¢, w) IF p — Op

ssi M, (¢, w) |- Op

ssi M, (¢, v) IF p, pour tout v tel que R (w, v)

ssi (¢, v) € val(p), pour tout v tel que R,(w, v)
(c) Direct. Mt

Nous avons donc :

Proposition 10.5.5

Soient M = < K, wal, > un modeéle de Kamp. Pour tout (¢, w) € Tx W tel
que t € T,, nous avons :

< K, valg >, (t, w) Ik @ ssi < S(K), valgy >, (¢, w) Ik Trad(y)
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PREUVE. La preuve se fait par induction sur la complexité des formules ¢ du

langage Lp. Elle ne comporte aucune surprise. K

Nous définissons la nouvelle notion de conséquence résultant de ces considéra-
tions : pour S une structure kampienne et pour £ C Form, et ¢ € Form,,
S, Bl @ ssi < S, val >, F 'l ¢, pour toute valuation normale val
En particulier, si £ = &, nous obtenons :
S Ik @ ssi < S, val > I ¢, pour toute valuation normale val
Si K est une classe de structures kampiennes,

K, Elryy @ ssi S, Fllw ¢, pour toute structure S € K

Corollaire 10.5.6

(a) Soit R une classe de structures de Kamp et soit
S(R) = {S9(K) : K € R}
la classe correspondante de structures kampiennes. Nous avons alors que
R, FlF ¢ ssi S(R), ElF Trad(y)
(b) La logique de L, dans les structures de Kamp est la logique de Trad(Lp)
dans les structures kampiennes, c’est-a-dire

ElF ¢ ssi E Iy Trad ()

PREUVE. (a) Posons ¢’ = Trad(y) et £' = Trad(FE). Nous avons que
&, ElF ¢ & S(8), Bl ¢
ssi non-[ R, FIF @] < non-[ S(R), E' Ik ']
D’une part, nous avons que non-[ R, £ IF ¢]
ssi AM = < K, walg > tel que K € R et non-[ M, (¢, w), F i+ ¢]
ssi AM = < K, val > tel que K € R, M, (t, w) |- E et M, (¢, w) ¥ ¢
ssi IM = < K, val > tel que K € &, M, (¢, w) IF EU {~p}
Ici, t € T, car il s’agit de la validité dans une structure de Kamp. Nous avons,

d’autre part, que non-[ S(R), E Iy ¢']
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ssi AN = < S, wvaly > tel que N est normal, S € S(R) et
non-[ N, (¢, w), E'lF¢ ¢']

Par ailleurs, non-[ N, (¢, w), E’ - ']

ssi N, (t, w) I E' et non-[ N, (¢, w) k¢ ¢']

ssi N, (t, w) ¢ B"& N, (t, w) IF k A 2’

ssite T,et N, (¢, w)lF E'U {-p'}
Le résultat s’ensuit par la proposition précédente.
(b) En posant & = la classe de toutes les structures de Kamp, nous avons, par
la partie (a), que

ElF ¢ ssi S(R), F lFy Trad(e)
Si nous montrons que S(R) = la classe de toutes les structures kampiennes,
nous aurons terminé. Soit S une structure kampienne quelconque. Nous sa-
vons que K(S) est une structure de Kamp et que S(K(S)) est une structure
kampienne. Or, S(K(S)) = S et S(K(S)) € S(R). &

10.6 Axiomatisation et complétude

Nous démontrons ici que les logiques des structures kampiennes et ockhamis-
tes sont axiomatisables. 11 « suffit » de montrer que les nombreux schémes de
formules définissant les différentes propriétés de ces structures sont canoni-
ques pour ces propriétés. Nous montrerons d’abord que

(incl)  H*o — He

(refl)  P*o A Hho — ¢

(aref) w— —Pw

sont canoniques pour les propriétés respectives qu’elles définissent (voir plus
haut). Ensemble, celles-ci caractérisent les structures pré-ockhamistes. Nous
montrerons ensuite que les schémes ‘k — X’ olt X est

(asym) (P*w A F*w) > w, w € Nom,

(4), (sbif) et
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(conx) @k A Qkr — Q(P*vvvv F*), p, v e Nom,

sont canoniques pour l'antisymétrie, la transitivité, ’absence de bifurcations
et la présence d’une seule composante conncxce respectivement. Nous montre-
rons aussi que les schémes ‘k — X’ ol X est

(ock,) Qw — w, w € Nom,

(ocky) [k

(ock,) Qo — (Pp <> P,p), o € Nom, et ¢ € FCon,

(ocks) Qo — HOa, o € Nom,

(max) Qo - (GOa & G.0a), a € Nom,

sont canoniques pour les propriétés (02)-(05) et (Max,) respectivement. En-
fin, nous montrerons que ‘k - X’ ou X est

(ok) Oo - o, Do - O0a & Qo - OOa, o € Nom,

(kn) p — Op, p € Prop,

sont canoniques pour la propriété que R, est une relation d’équivalence et la

propriété d’une valuation normale.

Proposition 10.6.1

Les schéemes sont canoniques pour les conditions qu’ils définissent.

PREUVE. Dans ce qui suit, & est un ensemble maximalement consistant de
formules de L, celui a partir duquel nous construisons un modéle canonique.
(incl) Soient w, p € Nom, et o € Nom,. Il faut montrer que
QPpe€ E=QP* ek
Or, = H*~p — H-yp par (incl) et donc + @ @ _( H*-p — H—p). Mais
@ (H*p - H-p) > @Q (Pu—> P*p)
- (@@, Pu — @0, P*pu)
- (QPp — QP )
D’ou le résultat.

(refl) Soient w, u € Nom, et a € Nom,. 1l faut montrer que
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QP*ne F&QPpg E=QuekF
Or, F (P*u A H—p) — p par (refl) et donc H @ @ ((P*p A H-u) — p). Mais
F@Q. (P A H-p) — p) - ((@,Q, Pfu A @QQ H-p) —> @Q 1))
- ((QP A ~Q Pp) = Q)
D’ou le résultat.
(aref) Nous savons déja que ce scheme est canonique.
Les axiomes qui suivent sont tous de la forme ‘« — X’. Nous écrirons ‘+, X’
pour signifier que - k — X. Si (w, o) est un couple tel que @ Q. € F, alors
*) . X= @@Xe€F.
Nous supposons dans la suite que @ @k € FE (car, sinon, il n'y a rien a dé-
montrer).
(asym) Soient w, p € Nom, et « € Nom,. Il faut montrer que
QPHMec P&QPFve E=Quek
Or, F, (P*u A F*p) — p, par (asym), et donc @ Q@ ((P*u A F*p) — p) € F,
par (*). Mais
F QO (P A Ffp) - p) - (Q,Q.P*w A @ Q. F* ) > QQ )
- ((Q,PFu A QP *w) —> Q)
D’ou le résultat.
(4) et (sbif) La preuve dans ce cas a déja été donnée.
(conx) Soient w, p € Nom, et o € Nom,. Il faut montrer que
(@ @k € E& QQk € E] = [Q,P,*uou@ypouQF* € F]
Or, F, (@ A Qr) = Q (P v p v F*u) par (conx) et donc
Q0. ((@rAQK) > Q(P*uvuyv Ff)) e E
Mais
FQQ

wo

@k AQK) > Q (P v v Fp))
(@,0,((Qk AQK)) > QO (P Vv FHu))
(@0 A QQK) > (QQ PV QQLVQQ F))

> (80,5 A 88,k) > (O,P, 51 v O v G F, %))

D’ou le résultat.

(
(
(

-
-
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(ock,) Soient (w, &), (u, ) € Nom,. Supposons que @ @ O(n A B) € E, il faut
montrer que @ p € E. Nous avons F, Op — p et donc @ @, (Op — p) € E. Or,
d’une part, nous avons
F@,a,0(nAB) > Qa0
et, d’autre part,
- Q@.@,(0p — p) » (@801 > @Q )
- (@,8,0n > Q)
Par conséquent, si @ @ O(u AB) € F, Qu € E.
(ocks) Soient (w, ) € Nom, tel que @ Q. € E. Nous devons montrer que
OB ecE=0QxkekL
Nous avons F, Uk et donc @ @ [k € E. Puisque @ @ OB € E, nous avons
que @ Qg € E.
(ock,) Soient w, p € Nom, et o € Nom;. Il faut montrer que si @ @ .08 € E,
alors les ensembles
"= {p € Nom,: @ Py € E}
T, = {p € Nomy: Q P € E }
sont égaux. Soit p € Nom,, nous avons
FQ,Q,08 A Q0. (08 = (Pu & Py))
— @ Q. (Pp & Fyn)
- QQ, (P <> Pp)
> (@,0,P & @8, Py)
- (Q P p < @ Py
Donc, @ P € Essi @ Py € E, c’est-a-dire T, = T,
(ock;) Soient w, p € Nom, et o, 3 € Nom, tels que @ Q,03, @, ,P.u € E. Nous
voulons montrer que @ @ Of € E. Nous avons
F @08 AQQ0 (0B > HOB)
- @ @ HOB
— @ @ _H.OB
- @ H @_.0B
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Donc, @ H @ OB € F. De méme,
FQ,PpAQ@HGOB > QP (kA QOB)
- @,P,@,@.08
- Q@,0,Q .08
- @,@,08
Donc, @@ OB € E.
(max) Soient w, p € Nom, et o, B € Nom,. Nous voulons montrer que
W@ Fp € BE= Q0808 € F] & VWw[QFpnc E= Qa8 e ]
Supposons que
Q,Fp= Q@08 € E,
pour tout p € Nom,. Tout d’abord,
@, Fu = Q@08 € E, pour tout p € Nom,,
ssi OB € E(p, o), pour tout p tel que p.(w, p)
ssi GO € E(w, o)
ssi @@ G.OB € F
581 @GR OB e
D’autre part, nous avons que
FQ,.08 A > @0, (08 - (GOB & G,0B8))
- ©,08,(GOB & G;0B)
> @,0,(G,08 & GOB)
- (@,6,8,08 < @,G,@,08)
Donc, @,G,@,08 € E. Mais ceci signifie que
Q Fy = @@ 0B € E, pour tout p. € Nom,.
L’autre direction se démontre de maniére symétrique.
(ok) Ce résultat est connu.
(kn) Tl faut montrer que la valuation val; du modéle canonique est normale,
c’est-a-dire que, pour p € Prop,, il faut montrer que
QOpec F&QQO3ec F=QQpekE
Nous savons que . p — [Clp, et donc que @ @, (p — [lp) € E. Mais
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FQ,Q.(p - 0Op) - (@,Q,p > QQ[p)
Par conséquent, @ @ Cp € E. Puisque @ 8,08 € E, il s’ensuit alors que
@, Qp € F.

Théoréme 10.6.2

La logique des structures de Kamp est axiomatisable.

PREUVE. Conséquence de la proposition précédente et du corollaire 10.5.5 ¥



Chapitre 11
Paris en bouteille

Si Adam avait été homosexuel, personne ne serait 1a pour le dire.
Oscar Wilde

Nous voulons faire ici pour la logique des conditionnelles contrefactuelles de
Lewis (1973) ce que nous avons fait au chapitre précédent pour la logique
temporelle et aléthique : montrer que la sémantique des sphéres de Lewis est
un cas particulier de la sémantique des structures relationnelles d’ordre supé-
rieur. Plus précisément, nous définirons une certaine classe de SROS qui cor-
respondra & la classe des systémes de sphéres de Lewis (les structures qu’il
utilise pour définir la sémantique des conditionnelles contrefactuelles), et nous
montrerons comment convertir la sémantique de Lewis en une sémantique sur
ces SROS. Nous établirons donc un certain nombre de résultats de conversion
de structures et de traduction de formules, et nous cléturerons l'analyse en
montrant que les V-logiques des conditionnelles contrefactuelles (cf. Lewis
1973 : Chap. 6) sont en fait des cas particuliers de logiques de SROS. Les
SROS constituent un cadre prometteur pour explorer des généralisations de la
sémantique de Lewis, notamment une sémantique de conditionnelles contre-
factuelles temporalisées (comme celle développée par Thomason & Gupta

1981), ce que je n’ai malheureusement pas eu le temps de faire dans ce chapi-

tre.

335
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11.1 Les conditionnelles contrefactuelles de Lewis

Pierre angulaire dans ’énonciation des lois universelles, des relations causales
et des jugements hypothétiques, aucun connecteur n’a suscité autant de dé-
bats en philosophie que la conditionnelle « si ... alors », comme en témoigne
d’ailleurs I’abondante littérature sur le sujet (cf. Panthologie de Bennett 2003
et la synthése de Edgington 2006). La conditionnelle « si ... alors » comporte
en réalité plusieurs sous-variétés, dont certaines sont plus problématiques que
d’autres. Parmi les conditionnelles ayant généré le plus de difficultés, l'on re-
trouve sans conteste la conditionnelle dite contrefactuelle ou contraire aux
faits, reconnaissable le plus souvent en frangais par l'usage du plus-que-parfait
dans I'antécédent et du conditionnel passé dans le conséquent :

(1) 51 Obama avait choisi un autre colistier, il n’aurait pas été élu

Ce qui rend la conditionnelle contrefactuelle problématique est le fait que son
évaluation requiert des états dc choses, ou des faits, non-actuels.

Le probléme consistant a trouver une formalisation convenable de la sé-
mantique des énoncés conditionnels (contrefactuels ou pas) existe depuis que
la conditionnelle matérielle a vu le jour, car les conditions de vérité de cette
derniére servent trés mal notre compréhension intuitive de la conditionnelle en
général. Celles-ci ménent & des conséquences contre-intuitives bien réperto-
riées, et bon nombre d’entre elles semblent découler de I'indépendance trop
grande permise entre l’antécédent et le conséquent. Par exemple, la condi-
tionnelle
(1.1)  Si Harper est le Premier ministre du Canada (PMC), alors Obama

est le Président des Etats-Unis (POTUS)
est vraie selon les conditions de vérité de la conditionnelle matérielle
(Pantécédent et le conséquent sont vrais) et, pourtant, nous pourrions légiti-
mement la considérer comme fausse (ou & tout le moins douteuse), en ce sens
qu’il ne semble pas y avoir de lien de conséquence entre le fait que Stephen

Harper soit PMC et le fait que Obama soit POTUS. Pour corriger ce pro-
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bleme d’indépendance, on a proposé de représenter la conditionnelle logique-
ment comme une conditionnelle matérielle précédée d’une modalité de nécessi-
té. L’énoncé (1.1) s’écrirait alors comme

(1.2)  O(Harper est PMC — Obama est POTUS)

ou ‘[1" est une modalité de nécessité et ‘=’ est la conditionnelle matérielle.
Cette nouvelle conditionnelle, appelée conditionnelle stricte, évite la difficulté
précédente, car (1.2) est faux : en effet, il existe un monde possible ou Ste-
phen Harper est toujours le PMC mais ou John McCain est POTUS (donc
I'implication (1.1) est fausse dans ce monde et cela entraine que (1.2) est faux
tout court). Mais la conditionnelle stricte n’est pas sans problémes non plus.
Si nous comprenons

(1.3)  Si Barack Obama est assassiné, Joe Biden deviendra le Président
comme la conditionnelle stricte

(1.4)  O(Obama est assassiné — Biden devient Président)

alors (1.3) sera vraisemblablement fausse si ‘() traduit une notion de nécessi-
té suffisamment forte. Nous pourrions imaginer une situation possible ou Oba-
ma et Biden sont tous les deux victimes d’un attentat, ce qui rendrait
Iantécédent de (1.4) vrai et son conséquent faux. Cependant, cette situation
est moins possible que d’autres ou seulement Obama est assassiné, car le pré-
sident et le vice-président sont toujours censés voyager séparément. Suppo-
sons pour les besoins de la cause toutefois que la modalité de nécessité ‘[1’
rend (1.4) vrai, c’est-a-dire qu’elle inclut des possibilités o0 Obama est assas-
siné, mais seulement celles qui sont les plus rapprochées du monde actuel,
donc aucune ou Obama et Biden sont assassinés. Considérons alors la condi-
tionnelle contrefactuelle

(1.5)  Si Joe Biden et Obama sont assassinés, Sarah Palin ira sur la Lune

Si (1.5) se laisse traduire par la conditionnelle stricte

(L.6)  [(Biden et Obama sont assassinés — Palin va sur la Lune)
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alors (1.5) sera vraie en dépit du fait qu’elle est clairement (intuitivement)
fausse. La conditionnelle (1.6) est vraie car nous avons supposé que la modali-
té ‘LI’ n’était pas assez inclusive pour comprendre des possibilités ou Biden et
Obama sont assassinés conjointement, donc (1.6) est vraie car ’antécédent de
la conditionnelle matérielle est toujours faux. Mais (1.5) est clairement faux,
car, dans les mondes les plus prés du monde actuel ou les deux sont assassi-
nés, Sarah Palin ne va pas ou n’ira pas sur la Lune; les possibilités ou Palin
va sur la Lune sont tres éloignées de celles ou Obama et Biden sont assassi-
nés, encore plus éloignées du monde actuel que ces derniéres ne le sont.

Ces observations rendent clair le fait que la conditionnelle stricte n’est
pas un bon candidat pour la traduction formelle de la conditionnelle contre-
factuelle. Elles nous montrent également que la conditionnelle contrefactuelle
s’apparente davantage & une sorte de conditionnelle stricte variable. Pour que
(1.4) ait les bonnes conditions de vérité, il faut que la modalité ‘1’ soit suffi-
samment inclusive pour comprendre des mondes ou Obama est assassiné mais
assez restrictive pour exclure des mondes ou Obama et Biden sont assassinés;
et pour quc (1.6) ait les bonnes conditions de vérité, il faut que ‘1 soit suffi-
samment inclusive pour comprendre des mondes ott Obama et Biden sont as-
sassinés mais assez restrictive pour exclure des mondes ou Sarah Palin va sur
la Lune. En somme, pour chaque conditionnelle, il faut que ‘1’ soit suffisam-
ment inclusive pour permettre & l’antécédent d’étre vrai (si possible) mais
guere plus.

L’idée qu’une variation dans l’interprétation de ‘I’ influe sur les condi-
tions de vérité de la conditionnelle stricte ‘CI(¢ — )’ est illustrée par la fi-
gure ci-dessous. Si I’ensemble des mondes accessibles depuis w ne comprend
pas de mondes ol ¢, comme c’est le cas pour (I), la conditionnelle sera trivia-
lement vraie. Si cet ensemble contient trop de mondes, comme c’est le cas
pour (IIT), la conditionnelle stricte ‘CI(¢ — )’ sera falsifiée par des possibili-

tés trés éloignées et impertinentes. Mais s’il contient seulement les mondes qui
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sont suffisamment rapprochés, la conditionnelle stricte aura les mémes condi-

tions de vérité que la conditionnelle contrefactuelle.

(111)

La valeur de vérité d’une conditionnelle & un monde w sera donc définie a
I’aide d’un ensemble de voisinages emboités de plus en plus inclusifs autour de
w, ce que Lewis appelle un systéme de sphéres. Plus on monte dans la hiérar-
chie des spheres, plus les spheres englobent des mondes éloignés du monde
actuel sur le plan métaphysique. Appelons un #-monde un monde possible ol
6. S’il existe une sphére S telle que tous les p-mondes de S sont des -mondes,

alors le fait que les sphéres soient emboitées entraine que toutes les sphéres S’
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.......

plus « proches » du monde actuel que S ont également cette propriété. En
particulier, la sphére la plus rapprochée (si elle existe) contenant des (-
mondes aura cette propriété. Nous arrivons donc ici une définition provisoire
de la conditionnelle contrefactuelle : cette conditionnelle est vraie s’il existe
une sphere contenant des mondes ou l'antécédent ‘@’ est vrai et telle que tous
les w-mondes de cette sphére sont des mondes ou le conséquent ‘¢’ est vrai.
Le cas (IV) ci-dessus illustre une situation ol une conditionnelle de cette for-
me est vraie, et le cas (V) une situation ou elle est fausse.

Nous transformons maintenant ces idées en définitions rigoureuses. Soit
W un ensemble de mondes possibles. Un systéme de sphéres sur W est définie
comme une fonction S : W — p(p(W)) telle que
(Sph)  S(w) = @ et < S(w), C > est un ordre total,
pour tout w € W. Dans l'exposition philosophique des systémes de sphéres
(1973 : 14), Lewis inclut également les conditions suivantes :
C) {w} € S(w), pour tout w € W, pour tout we W
U) Si T C S(w), alors UT € S(w), pour tout we W

(
(
(N) Si T C S(w), alors (1T € S(w), pour tout w € W
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Nous dirons qu’un systéme de sphéres S est centré ssi il satisfait (C), qu’il est
fermé sous union ssi il satisfait (U), et qu'il est fermé sous intersection ssi il
satisfait (N). Enfin, S est fermé tout court ssi il est fermé sous intersection et
union. S, dénotera l’ensemble des systémes de sphéres sur W. Dans
lexposition formelle de ces idées (1973 : Ch. 6), les conditions (C), (U) et (N)
ne font pas partie de la définition du systéme minimal.

Les systémes de sphéres servent & exprimer la signification des formules
d’un langage propositionnel L., ayant pour connecteurs les conditionnelles
‘CJ>’ et ‘0=’ de méme que les connecteurs booléens habituels. Les clauses
syntaxiques de Ly sont données par

pu=Llpl=ple>9Y ey | eO=19
ou p est une variable propositionnelle de Propg,. Un modéle M pour ce lan-
gage est une paire < S, val >, ol S est un systéme de sphéres et val est une
valuation propositionnelle, c’est-a-dire wval: Prope, — @(W). Les clauses sé-
mantiques pour les connecteurs booléens restent les mémes, il suffit donc de
préciser l'interprétation des conditionnelles dans M. Pour la premiére condi-
tionnelle :

S, wiF ¢ U— 1 ssi

(i) Aucune sphére de S(w) ne contient un ¢-monde, ou
(ii) 1 existe une sphére S de S(w) qui contient un ¢-monde et tout
monde de S est un (¢ — ¥)-monde.
Formellement, ces conditions se traduisent par
(i) VSeS(w)Vve S[viF o]
(i) 3S€ S(w)[Fve S[viFp] & Vv e S[vlF ¢ - Y]]
Pour la seconde conditionnelle :
S, wlk ¢ O= 1 ssi il existe une sphere S de S(w) qui contient un -
monde et tout monde de S est un (¢ — )-monde.
Formellement,

S, wlkoO=1ssi IS € S(w) [Fv e S[vlF @] & Vve S[viFp > Y]]
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Ces clauses déterminent la signification de toute formule de L,

Lewis met & profit les connecteurs conditionnels ‘(0—’ et ‘0= afin de
donner une interprétation formelle & la conditionnelle « Si ¢, alors il se pour-
rait que ¥ » (pp. 21, 25). Deux versions de cette conditionnelle sont offertes :

@ 0= 9 =4 =( U> —))

© 0= P =4 —(p U= —1)
et elles ont les conditions de vérité dérivées suivantes :

S, wlkF ¢ O— 1P ssi

(i) 1l existe une sphere de S(w) qui contient un ¢-monde, et
(ii) Toute spheére S de S(w) qui contient un ¢-monde contient aussi
un (¢ A t)-monde.

S, wlk ¢ 0= 1 ssi toute sphére S de S(w) qui contient un @-monde

contient aussi un (¢ A 9)-monde.
Ces deux nouvelles conditionnelles nous permettent notamment de définir
‘O="en termes de ‘L1’ et vice versa :
Fe 0= 9o (00> 0> 00>
F o O ¢ (0= ¢ > ¢ O= 1)
La liste initiale de nos connecteurs est donc redondante.

Il est également possible de définir des notions de nécessité et de possibili-
té en termes de ces opérateurs (pp. 22, 30). Plus précisément, la nécessité et
la possibilité externes sont définies comme suit :

Up =46 o > L

O =44 =0 (ou, de maniére équivalente, ¢ O— T)

La nécessité et la possibilité internes sont définies comme :

By =, T 0= ¢ (ou, de maniére équivalente, 0T A (T O— ¢))

®p =, T 0= ¢ (ou, de maniere équivalente, 0T — (T 0> ¢))
11 est facile de vérifier que :

S, wlF Oy ssi tout w € US(w) est un ¢-monde

S, wlF Qg ssi il existe w € US(w) qui est un p-monde
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S, wlF My ssi il existe S € S(w) non-vide ne contenant que des p-mondes
S, wl- ®y ssi tout S € S(w) non-vide contient un p-monde
Des connecteurs de possibilité comparée ‘<x’, ‘<’ et ‘a’ peuvent également
étre interprétés dans les systémes de sphéres (p. 52) : ‘¢ < ¢’ signifie qu’il
n’est pas moins possible que ¢ qu’il n’est possible que ¥; ‘@ < 1’ signifie qu’il
est plus possible que ¢ qu’il ne I'est que ; et ‘@ ~ 1’ signifie qu’il est aussi
possible que ¢ qu’il I’est que 1. Dans le langage des sphéres :
S, wlk ¢ < 9 ssi, pour toute sphére S de S(w), s’il existe un monde de S
ou v est vrai, il existe un monde de S ou ¢ est vrai.
S, wlF ¢ < 1 ssi il existe une sphére S de S(w) qui contient un monde ou
@ est vral mais aucun monde ou 1 est vrai.
S, wlk ¢ = 1 ssi, pour toute sphere S de S(w), il existe un monde de S on
1) est vrai si et seulement si il existe un monde de S ou ¢ est vrai.
Ce qui se traduit formellement par :
S,wlFp < ¢YssiVSeS(w)[Fve S[viFy ] =Fve S[viFp]]
S,wlk ¢ <1 ssidS € S(w)[Fve S[viF | &Vve S[viF Y]]
S;wlFea~1YssivVSe S(w)[Fve S[viFy ] < Fve S[vlk ¢]]
[ci encore les connecteurs ne sont pas tous indépendants. 1l se trouve que ‘<’
et ‘<’ sont inter-définissables et le connecteur ‘a’ peut-étre défini en fonction
de ‘<’ ou de ‘<’. En effet, une vérification simple nous donne que
Fe <Y o<y
Fe <Y<
Feordo(pPry=<yp)
Par ailleurs, ces connecteurs sont suffisants expressifs pour définir les condi-
tionnelles contrefactuelles plus haut. En effet, nous avons les équivalences sui-
vantes :
FoO= v o (end) < (o)
IF o O 9% o Op - (¢ O= 1)

La réciproque est vraie aussi car :
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Fo Yo (pvy) d= 9
Fo <o (pvy) O= -

Lewis définira d’abord le systéme de dérivation pour la logique des condition-

nelles en termes du connecteur ‘<’.

11.2 Caractérisation et axiomatisation

Les conditionnelles peuvent prendre plusieurs formes selon les conditions qui

sont imposées aux systémes de sphéres. Les conditions suivantes sont recen-

sées par Lewis (p. 120) :

S est normal ssi Vw € WIUS(w) = @]
S est totalement réflexif ssi Vw € W[w e US(w) |
S est faiblement centré ssi
Vwe W[ASeS(w)[S= 2] &VSeS(w)|[S=2=we S]]
S est centré ssi Vw € W[{w} € S(w)]
S satisfait la condition limite ssi
Vwe WV € Formep [ o] - US(w) =
35 € S(w) [[¢] - S& VT € S(w) [[] - T= S T]]]”
S satisfait la condition de Stalnaker ssi
Vw e WVp € Formep [ [¢] - US(w) =
35 € S(w)[Fve W[SN [¢] = {v}]]
S est localement uniforme ssi
Vw,v e Wlve US(w) = US(w) = US(v) |
S est uniforme ssi Vw,v € W[US(w) = US(v) ]
S est localement absolu ssi Vw,v € W[v € US(w) = S(w) = S(v) ]
S est absolu ssi Vw,v € W[S(w) = S(v)]
S est universel ssi Yw € W[US(w) = W]

WA) S est faiblement trivial ssi Vw € WVS € S(w)[S= @ = S= W]

OX.YssiXNY=o
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(CA) S est trivial ssi W= {w} & S(w) = {&, {w}}

Il n’est pas tres difficile de voir que

)
S) & (W) = (C)
(U) = (U-)

Les axiomes de Ly correspondant & ces conditions sont (p. 121) :

(A) = (A)

(A) = (U)

(UT) < (T) & (U)
(WA) & (W) & (A)
(CA) = (WA)

Tableau 11.2.1 — Schémes correspondant aux conditions

CONDITION AXIOMES

(N) N:T <1

(T) T:Op — ¢

(W) W: (Oev my) > ¢

(C) C:®p-> ¢

(L) Rien

(S) S:(prd) m(pr—) > —Op
(U-), (U) U : Op — 00y & Dy — O
(A-), (A) ArpsSYv->De <) & o<y - 0w =<9)
(UT) U&T

(WA) W& A

(CA) C&A

345

Les conditions (U-) et (U) (resp. (A-) et (A)) sont axiomatisées par les mémes

axiomes parce que le langage L.y ne permet pas de les distinguer, la logique

des structures satisfaisant (U-) est donc la logique des structures satisfaisant

(U) et réciproquement (il en va de méme pour (A-) et (A)). Par ailleurs, on

remarquera ’absence d’axiomes pour caractériser les conditions (U) et (N).
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Encore une fois, il se trouve que L¢p est incapable de définir ces conditions et,
par conséquent, ces conditions sont superfétatoires (p. 119, note en bas de

page).

Les systemes de dérivation sont définis de la maniére suivante :

Axiomes. Il y quatre groupes d’axiomes, seuls ceux du quatriéme groupe
sont facultatifs :
I. Toute instance de tautologie propositionnelle.
II. Les définitions des opérations : par exemple, de ‘[1-', L= ‘07, =7,
CF w7, ‘@ ‘<’ et ‘a2’ en termes de ‘<.

I11. Les axiomes de transitivité et de connexité pour ‘<’ :

(TR) (e <) A (W =0)) > (9 <0)
(CN1) (<) v =<e)
(CN2) (< (evy) v@®=<(pv))

IV. Une sélection parmi les schéemes N, T, W, C, S, U et A.

Régles. Nous admettons les régles du modus ponens et de la possibilité
comparée :
(MP) Sik pett @ —, alorsk
(PC) Sik oo alorsky <o

Le systéeme de dérivation de base A est celui qui n’a aucun schéme du
groupe IV; et si X est un ensemble de schémes de IV, A + X désigne le sys-
téeme de dérivation de base avec les schemes de X. Si X est ’ensemble des
conditions correspondant aux axiomes de X via le tableau 11.2.1, Lewis mon-
tre que A 4+ X est un systéme de dérivation complet pour X. (Les regles et
axiomes choisis sont ceux décrits dans la note en bas de page, p. 124, et non

pas ceux de la p. 123.)
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11.3 Structures relationnelles d’ordre supérieur de Lewis

Notre tache est maintenant de montrer que les systémes de sphéres sont des
cas particuliers de SROS, et que le langage L.p est traduisible dans un frag-
ment de L.

La tache la plus difficile sera de faire ressortir le systéme de sphéres S
comme une collection de relations d’accessibilités binaires sur W. Soit n C
Wx W une relation binaire sur W. Nous dirons que n est voisinage admissible
pour S ssi

nfuw] = {ve W: nlw, v)} € S(w)
pour tout w € W. Autrement dit, n est admissible si, pour tout w, le voisinage
qu’il définit pour w est une sphére de S(w). Tl n’est pas difficile de montrer
que de telles relations existent. Soit Ng ’ensemble de toutes les relations ad-
missibles pour S. Nous dirons que N C Ny est un systéme de voisinages admais-
sibles pour S ssi, pour tout w € W et pour tout S € S(w), il existe n € N tel
que njw] = S. Nous verrons plus loin qu’un systéme admissible existe toujours
et que le choix de ce systéme n’a pas d’importance (pour peu qu'il soit admis-
sible pour S). Définissons S; comme étant la structure relationnelle d’ordre
supérieur fini de rang deux < W, N, &, R > ou : N est un systéme de voisina-
ges admissible pour S; & est la fonction identité sur N; et R est la relation
binaire Wx N telle que

(w, n)R(v, m) ssi w = v,

R (n, m) sera une abréviation de (w, n)R(w, m).
Nous verrons que S; permet d’imiter 1’évaluation des conditionnelles dans S.

En effet, si w € W, les clauses sémantiques de L.p pour ‘L1=" stipulent
que

w Ik ¢ O= 1 ssi 45 € S(w) tel que S contient un @-monde et tout ¢-

monde de S est un y-monde
Comment convertir cette clause en une clause qui s’évaluerait a des paires de

Wx N? 1l y a trois opérations saillantes dans celle-ci : (i) une quantification
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existentielle sur les sphéres de S(w), (ii) une quantification existentielle et
universelle sur les mondes d’une certaine sphére, et (iii) une conditionnelle
matérielle entre ¢ et 1. Afin de représenter de fagon modale ces quantifica-
tions dans le langage objet, nous introduisons une modalité de rang deux ‘v’
(avec son dual ‘A’) qui sera interprétée a Vaide de R et une modalité (varia-
ble) de rang 1 ‘1" (avec son dual ‘0’) qui sera interprétée a 1’aide des rela-
tions de N. Les clauses sémantiques de ces modalités sont :

(w, n) Ik VO ssi (w, m) |- 0, pour tout m tel que R, (n, m)

(w, n) I 00 ssi (w, n) I+ 0, pour tout v tel que n(w, v)
Les clauses des autres connecteurs sont les mémes. Etant que la relation R,
est la relation binaire totale N, nous pouvons tout simplement supprimer la
condition supplémentaire « tel que R,(n, m) ». Considérons maintenant la
formule ‘A(QOw A O(p — ¥)’. Nous avons que (w, n) IF A(Op A O(p = ¥))

ssi dm € N[(w, m) IF Qv & (w, m) IF O(p — )|

ssi 3m € N|[[il existe v € m[w] t. q. (v, m) IF ]

& [pour tout v € mfw)|, si (v, m) Ik ¢ alors (v, m) IF 9]]

Observons deux choses. Premiérement, le fait que les variables propositionnel-
les de Lqp alent des extensions dans W (et non dans WxN) et le fait que R,
soit la relation totale entrainent que l’extension d’une formule ne dépend pas
de la deuxiéme coordonnée dans N, donc

wlk @ ssi (w, n) IF 0 (quelque soit n).
Deuxiémement, puisque N est un systéme admissible pour S, I'existence d’une
relation m telle que | ... ] est équivalente & l’existence d’une sphére S € S(w)
telle que [ ... ]. Ces deux observations nous permettent d’établir que

wlE A(Qp A Dlp = 9))

ssi A5 € S(w) [[il existe v € St. q. vk @]
& [pour tout v € S, sl vl @ alors vl ]]

Donc les conditions de vérité de A(QOp A O(p — 1)) sont précisément celles

de ¢ O= 1. (Il est clair aussi que ces conditions de vérité ne dépendent pas
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du choix de N.) Nous nous emploierons dans ce qui suit & démontrer que cette
transformation/traduction fonctionne en général et qu’elle a les propriétés
désirées.

Nous voulons préciser les conditions que devrait satisfaire une SROF de
rang deux S = < W, N, &, R > pour qu’elle se comporte comme un systéme
de sphéres. En s’inspirant de la discussion ci-dessus, nous appellerons S une
structure de Lew:s ssi
(L1)  (w,n)R(v, m) => w=v
(L2) R, est linéaire
(L3)  R,(n, m) = ®(n)[w] C D(m)[w]
La premiére condition nous est familiére. Pour des questions de définissabilité,
il sera important que R, soit linéaire (et satisfasse (I.3)), nous interpréterons
alors les modalités ‘A’ et ‘V’ avec la cloture réflexive et symétrique de R, (la
cloture réflexive et symétrique de R, est la relation totale sur W). Pour M C
N un sous-ensemble N, nous définissons

O(M)[w] = {EC W: E= ®(n)[w] pour un certain n € M}

Nous avons :

Proposition 11.3.1

Si S est une structure de Lewis, alors < ®(N)[w|, C > est un ordre total.

PREUVE. Soit S, et S, € ®(N)[w], il faut montrer que

S, C Soul =Sous CS.
Si S, et S, € ®(N)[u], c'est qu’il existe n, et n, € N tels que S, = ®(n,)[w].
Puisque R, est une relation linéaire, elle est totale et donc

R,(n,, ny) ou n, = n, ou R,(n,, n)

La condition (L.3) entraine la propriété recherchée. i
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Une maniére de reformuler cette proposition est qu’il existe un épimorphisme
de < N, R, > sur < ®(N)[u|, C >.

On aura peut-étre remarqué la ressemblance entre la proposition 11.3.1 et
la condition (Sph). En effet, si nous posons

Ss(w) = O(N)[ul,
pour tout w € W, cette proposition montre finalement que Sg est un systeme
de sphéres. Toute structure de Lewis S peut donc étre convertie en un sys-

téme de sphéres S.. Nous avons également 'autre direction :
s g

Proposition 11.3.2

Tout systéme de sphére S peut étre transformé en une structure de Lewis
S,=< W,N, & R >
telle que N est un systeme de voisinages admissibles pour S et

|N| = sup{|S(w)| : w e W}.

PREUVE. Soit S un systéme de sphéres. Il nous faut définir la structure de Le-
wis S, = < W, N, &, R >. Le plus difficile sera de définir ’ensemble N de
voisinages admissibles pour S. Posons S, = S et W, = W, et soit

fy: W= U{Sy(w) : we W}
une fonction de choix pour la collection {Sy(w) : w € W;}. Cette fonction exis-
te car S(w) = & par (Sph). Posons S,(w) = Sy(w)\{f(w)} et W, 'ensemble
des w € W tels que S,(w) = @. Si W, = @, soit ¢,: W, - U{S,(w) : we W}
la fonction de choix pour la collection {S,(w) : w € W,}. Nous définissons

fi: W U{S(w) : we W}
la fonction telle que

A(w) = g(u), si we W,

fw) = f(w), siw g W,
De maniére générale, pour un cardinal successeur k, nous posons

S (w) = S (w\{f(w)}.
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L’ensemble W_ est défini comme 'ensemble des w € W tels que S, (w) = &. Si
W, = &, la fonction g.: W, — U{S.(w) : w € W.} est la fonction de choix de
la collection {S.(w) : we W}, et

foo W U{S(w) : we W}
est la fonction telle que

w) = g(w), stwe W,

F(w) = fy(w), si w g W,

Si k est un cardinal limite, nous posons

Su(w) = N{S,(w) : v < K},

L’ensemble W, = ({W,: v < k}. SI W, =&, g.: W > U{S (w): we W} est
la fonction de choix de la collection {S (w) : w e W}, et

foo W U{S(w) : we W}
est la fonction telle que

Kw) = g(w), st we W,

fw) = N{f(w) v <}, siwd W,

Pour w ¢ W,, il n’est pas difficile de voir que f(w) = f,(w), pour tous p, v <
k. Nous voulons montrer maintenant qu’il existe un cardinal & partir duquel
W= &, de sorte que la définition de f, se stabilise.

Intuitivement, ceci n’est pas difficile a voir étant qu’une sphére est retirée
de chaque S (w), pour tout w, & chaque étape du processus. En particulier, si
k<, etsiwe W, C W, alors 8 (w) 2 S,(w). Il existe donc un plus petit
cardinal k* tel que S..(w) = &, pour tout w € W. Donc, W, = & et [ = f.
pour tout v > k*. Il n’cst pas difficile de voir que k* = sup{|S(w)| : w e W}.

Soit F = {f,: v < w*}. Pour tout f € F, nous définissons la relation bi-
naire n; sur W comme suit :

n{w, v) ssi v € flw).

Posons N = {n;: f€ F} et & = Idy, la fonction identité sur N. Pour tout w &

W, nous définissons la relation R, comme suit :

R(n, ny) ssi flw) & g(w)
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Il est clair que S, = < W, N, &, R > est une structure de Lewis. Par ailleurs,

par construction, N est un systéme de voisinages admissibles pour S. Y

Nous pouvons donc convertir les conditions sur les systémes de sphéres énon-
cées & la section précédente en des conditions sur les structures de Lewis :
(N") S est normal ssi Vw € W[UP(N)[w] = & |
(T S est totalement réflexif ssi Vw € W[ w € UD(N)[w] ]
(W') S est faiblement centré ssi

Vwe W[dn e N[njw] = @] & Vn e Nnfu| = 2 = w e nfu]]]
(C S est centré ssiVw e W[3n € N[m[u] = {w}]]
(L") S satisfait la condition limite ssi

Vw € WV € Forme, [ [¢] - UP(N)[w] =

n € N[[¢] - nfu] & vm € N[[g] - m{u] = nfu] C mlu]]]]

(S" S satisfait la condition de Stalnaker ssi

Vwe WV € Formep [ [¢] - UD(N)[w] =

Ine N[3ve Winld 0 [g] = {0}]]

(U-) S cst localement uniforme ssi

Vw,ve W[ve UD(N)w = UP(N)[w] = UD(N)[v]]
(U4 S est uniforme ssi Vw, v € W[UP(N)[w] = UP(N)[v] ]
(A) S est localement absolu ssi

Vw,v€ Wlve @(N)[uw] = O(N)[w] = ®(N)[¢]]
(A" S est absolu ssi Yw,v € W[P(N)[w] = &(N)[v]]
(UTY) S est universel ssi Vw € W[UP(N)[w| = W]
(WA") S est faiblement trivial ssi Vw € WV¥n € N[ njw| = @ = nfu] = W|
(CA")  Sest trivial ssi W= {w} & ®(N)[w] = {@, {w}}

Dans ce qui suit, nous supposerons que si X est un ensemble de conditions sur
les systéme de spheéres (lesquelles sont formulées a la section 11.2), nous défi-

nissons ’ensemble X' comme étant I’ensemble des conditions correspondantes
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(décrites ci-dessus) sur les structures de Lewis. Et réciproquement, si X' est
un ensemble de conditions sur les structures de Lewis, alors X est I’ensemble
correspondant de conditions sur les sphéres de Lewis.

Nous avons :

Corollaire 11.3.3

Si S est un systéme de sphéres de type X, alors S, (sa conversion en structure
de Lewis) est de type X'; et si S est une structure de Lewis de type X', alors

Sq (sa conversion en systéme de spheéres) est de type X.

PREUVE. Conséquence immédiate de ce qui précede. M

11.4 Définissabilité et axiomatisation des structures de Lewis

Nous montrons que les structures de Lewis sont définissables et que leur logi-
que est axiomatisable. Pour ce faire, il faudrait spécifier le langage L; avec
lequel nous comptons les définir, I; est en quelque sorte un fragment de L.
La modalité de voisinage ‘V’ (resp. ‘A’) sera définie avec les modalités (com-
plémentaires) de rang deux ‘[1]” et [} (resp. ‘<>’ et ‘<|>’). Les modalités
‘1] et “[l]’ se comporteront comme des modalités ‘G, et ‘H,’ de Lp (et ‘<>’
et ‘<>’ comme ‘F,’ et ‘P,’). Les clauses syntaxiques pour I, sont
pi=plwlal-p|lery|Op| Ol [l [Ty
ou p € Nom,, w € Nom, et a € Nom,. Les clauses sémantiques pour un mo-
déle basé sur S = < W, N, &, R > sont donc :
(w, n) IF Oy ssi (w, n) IF ¢, pour tout v tel que ¢(n)(w, v)
(w, n) IF Oy ssi (w, n) Ik ¢, pour tout v tel que ®(a)(w, v)
(w, n) IF [l]e ssi (w, m) = ¢, pour tout m tel que R, (m, n)
I [1 (

(w, n J ssi (w, m) I+ ¢, pour tout m tel que R, (n, m)
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La définissabilité des conditions (L1) et (L2) est facile & obtenir; en effet, les

schémes suivants conviennent & la tache :

(idk) <Pw-ow& < >w-ow
(aref) a > <|>a&k a—> <>
(41) o= e & [Tlee— [T][T]e
(tot) <|zavav<>a

pour tous w € Nom, et o € Nom,. Le premier schéme définit la propriété
(L1), et les trois autres définissent la linéarité de R,, c’est-a-dire (L2). Reste a
définir la propriété (L3). Posons

(sphl) Do — [1]0¢

(sphT) O = [1]0¢

pour tout ¢ € FCon,.

Proposition 11.4.1

Soit S une structure < W, N, ®, R >. Nous avons que
(a) Vo € FCony [S Ik (sphl)(¢p)] ssi
Vn, m € N[ R, (m, n) = &(m)[w] C P(n)[w]]
(b) V¢ € FCony [S IF (sphT)(¢) ] ssi
Vn, m € N[ R, (m, n) = ®(m)[w] C ®(n)[w]]
(c) Vo € FCony[S Ik (sphl)(¢)] & Vo € FCony[S IF (sphT)(¢)]

PREUVE. (a) (=) Solent m, n € Net w e W tels que R,(m, n). Nous voulons
montrer que ®(m)[w|] C ®(n)[w]. Soit M le modele basé sur S tel que val(p) =
®(n)[w]. Nous avons que M, (w, n) I Op, car
(w, n) I+ Op ssi (v, n) Ib p, pour tout v € ®(n)[w|
ssi v € wal(p), pour tout v € P(n)[w|
Puisque (sph]) est valide dans S, nous avons que (w, n) IF [|]Op. Malis,
(w, n) I+ [1]0p ssi (w, z) I Op, pour tout z tel que R, (z, n)
ssi Vz[ R,(z, n) = Vo[ ®(z)(w, v) = v € val(p)]]
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ssi Vo[ Ry(z, n) = Yu[v € ®(z)[w] = v e ®(n)[w]]]

ssi Vo[ R (z, n) = @(z)[w] C ®(n)[w]]
Puisque R (m, n), le résultat s’ensuit.
(<) Soit ¢ € FCony, soit M un modéle basé sur S, et soient w € Wet n € N.
Si (w, n) ¥ Oy, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc que (w, n) I Oy,
ce qui est équivalent a {n}x®(n)[w] C [¢]. Puisque ¢ € FCony, nous avons
que [¢] = V,xN,ou V, C W, et done, {n}x®(n)[w] C [¢] ssi ®(n)[w] C V..
Dans ce cas, nous avons que

(w, n) IF Op — [|[de ssi Vm € N[ R,(m, n) = ®&(m)[w] C V,|

Par hypothése, nous avons que ®(m)[w] C ®(n)[w] dés que R (m, n). D’ol le
résultat.
(b) La preuve est analogue a (a).

(c) Conséquence directe des parties précédentes. M
La condition (L3) est donc définissable par (sph]) ou (spht).

Nous définissons la modalité ‘v’ a partir de ‘[|]’ et ‘[1]’ comme suit :
Vo =4 [l Ao nllle

Le dual ‘A’ de ‘V’ est défini naturellement comme
A =44 =V (ce qui est équivalent & ‘<[> v o v <T>¢’)

Nous avons

Proposition 11.4.2

(a) (w, n) Ik Vo ssi (w, m) Ik ¢, pour tout m € N
(b) La modalité ‘v’ satisfait (K), (T), (4) et ()

PREUVE. (a) Nous avons que (w, n) IF Vi

ssi (w, n) IF [l A @A [Tle
ssi (w, n) IF [l]o & (w, n) IF ¢ & (w, n) IF [T]e
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ssi (w, m) Ik ¢, pour tout m tel que R, (m, n) ou n = mou R,(n, m)
Puisque R, est totale, le résultat s’ensuit.
(b) Ceci découle de (a) et du fait qu’une modalité interprétée par une relation

d’équivalence satisfait ces formules. &

Nous définissons le systéme déductif de base I', comme étant le systéme dé-
ductif ayant les mémes regles et axiomes que le systéme déductif de base I';
(en omettant bien sir tout ce qui s’applique aux rangs > 2) et qui posséde en
plus les axiomes (idk), (aref), (4,), (tot), et (sphl) (ou (sph?)). Nous savons
déja que ces regles et axiomes sont valides dans les structures de Lewis. Mon-

trons qu’ils sont complets.

Proposition 11.4.3

La logique de base I'} est compléte par rapport aux structures de Lewis.

PREUVE. Montrons que le modéle canonique M basé sur F, un ensemble T -
maxcon nommé et collé, est une structure de Lewis. Nous savons déja que
(idk), (aref) et (4,) sont canoniques pour les propriétés qu'ils définissent.
Montrons que (tot) et (sph]) le sont aussi.
(tot). Soient o, B € Nom,. Puisque (total) est un axiome, nous avons par
(Necg) que @ (<|>B v B v <T>B) € E. Or,
FQJ(<I>BvBv<I>p) > (@Q<|>pvapyva<1>p)
donc @ <|>B € Fou@f € £ ou @ <1>0 € E par maximalité.
(sphl). Nous devons montrer que, pour tous p, v € Nom, et o, 3 € Nom,, si
Q.<|>B € F alors
Qe E=Q0veEl
(On remarquera que @Quv € E est équivalent & v € pglu].) Supposons le
contraire, que @ <|>B, @ Qgv € £ mais Q O v ¢ E. Or, nous avons que
QO ¢ E= —-Q,0.v € E, par maximalité
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= Q@0 ~vek

= @,@0.,-v € F, par (perm-ind)

= @@ 0-v € E, par (instp)

= @,Q, []]O-v € E, par (sphl)

= QQ,[|]-0v e E
Par ailleurs, si @,<|>B € E, alors @@ <|>B € FE, par (indy). De méme,
@,0pv € E entraine que @,@Q;0,v € E et donc @,@;Qv € E. Par (bridge), nous
avons donc

@Q.<|>0vek

Mais ceci, avec le fait que @,Q_[|]|-Ov € E, entraine une contradiction. Ce qui

compléte la démonstration. Y

Il nous restera & déterminer quels axiomes il faut ajouter a I', pour avoir la
complétude par rapport aux conditions de structures énoncées a la fin de la
section précédente. Pour nous faciliter la tache ici, nous allons d’abord définir
une traduction de Ly dans L; ayant toutes les propriétés désirées, et nous
nous inspirerons ensuite des traductions des schémes du tableau 11.2.1 pour

trouver nos axiomes.

11.5 Traduction de L. dans I,

Nous avons déja esquissé une traduction des formules de L.y dans L, il reste
a nous assurer que tout se déroule tel qu’anticipé. D’abord la traduction.
Nous nous donnons une certaine bijection 4 : Props, = P, ou P C Prop,, et
nous définissons la fonction de traduction

Trad : Formg, — Form,,
comme suit :

Trad(p) = ¥(p), si p € Propep

Trad(—¢) = —=Trad(yp)
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Trad(e b 9) = Trad(¢) b Trad(4), si b est un connecteur booléen binaire

Trad(p O— 9) = A0 = A(Qp A O(p — )

Trad(e O= ¢) = A(0p A D(p = )
Un modéle M = < S, val > basé sur un systéme de sphéres S est converti en
un modele M; = < S;, val, > basé sur la structure de Lewis S, correspon-
dante : val, est une valuation telle que

val(9(p)) = val(p)
pour tout p € P. Il y a évidemment plusieurs valuations de cette sorte, car la
condition ne contraint pas la valeur de wal, sur Prop;\P (mais ce sera sans
conséquences pour la suite.)

Nous arrivons donc & :

Proposition 11.5.1

Soient ¢, 1 € Formgy. Pour tout 8 € Formgyp, écrivons 8’ pour Trad(6). Nous

avons que
(w, n) IF (¢ O )" ssi (w, n) IF AQp" = A(Qp' A O(e' = ')
(w, n) IF (¢ O= )" ssi (w, n) IF A(Qp' A O(p' > ¢'))
(w, n) IF (¢ O— ) ssi (w, n) IF AQp' A V(Qp' = 0@’ A 2'))
(w, n) IF (¢ 0= 1) ssi (w, n) IF V(Qp' = O(p' A ')
(w, n) IF (Hep)' ssi (w, n) IF Vg’
(w, n) IF (Qp)' ssi (w, n) IF AQp'
(w, n) IF (W) ssi (w, n) IF A(OT A Oy’
(w, n) I (®¢@)' ssi (w, n) IF V(OT = Q')
(w, n) IF (¢ < ) ssi (w, n) IF V(Qy' — Q)
(w, n) IF (p < ) ssi (w, n) IF A(Qp' A O—1p)
(w, n) IF (¢ =~ ) ssi (w, n) Ik V(Op' <> Oy

PREUVE. Les vérifications sont directes. M
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Proposition 11.5.2

Soit M = < S, wal > un modéle basé sur le systéme de sphéres S et soit M, =
< S, val, > un modéle de Lewis correspondant®. Pour toute formule ¢ €
L¢p, nous avons

M, wlF ¢ ssi My, (w, n) - ¢’

PREUVE. Dans ce qui suit 8’ dénotera Trad(d), pour tout § € Formgy. Nous
démontrons le résultat par induction sur ¢ € Formgp,.

Etape de base. Si ¢ = p, alors @' = 9(p). L'équivalence tient par définition de

val..

Etape d’induction. (a) Si ¢ = —) ou 9 b 6, avec b un connecteur booléen bi-

naire, le résultat est une conséquence directe de I’hypothése d’induction.
(b) Si ¢ = ¢ O— 6, alors M, wiF ¢ O0— 6
ssi (1) VS € S(w)Vv e S[v k¥ 9] ou
(i) IS e S(w) [Fv e S[vIF Y] & Vve S[vIF ¢ > 0]]
ssi (1) Vm € N Vv € mjw| [ (v, m) ¥ ¢'] ou
(i) Im € N[3Jv e mfuw] [(v, m)IF '] & Vv € m[w]| [ (v, m) IF ' — §']]
ssi (i) (w, n) IF V=4’ ou
(ii) (w, n) - AOP A O — 67)
ssi (w, n) IF VO’ v AOY' A O — 07)
ssi (w, n) Ik AQY' = A(OY' A T — 07))
(c) Sip =9 0= 6, alors M, wlF ¢ O= 0 ssi
ssi 35 € S(w)Jv e S[vi- ] & Vve S[viFy > 0]]
ssi 3m € N[3v e m[uw] [(v, m)IF '] & Vv € mlw] [ (v, m) -9’ — 6']]
ssi (w, n) - AQY' A O — 8")

Ce qui démontre le résultat. ¥

%11 y a plusieurs modéles de Lewis correspondant & un méme systéme de sphéres, mais cela

ne présente pas de difficultés pour les résultats de traduction.
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Corollaire 11.5.3

Pour toute formule ¢ € Formgp,
HiF¢ @ ssi H' Iy ¢

PREUVE. Nous avons que H Iy ¢ & H' Ik ¢
ssi non-(H Iy ¢) < non-(H' Iy @)
Or, non-(H Ik ¢)
ssi AM = < S, val > et Jw € W tels que S est de type X et
M,wlF H& M, wk ¢
ssi IM = < S, val, > et 3w € W tels que S est de type X' et
M, (w, n) Ik H& My, (w, n) ¥ ¢
ssi non-(H' IFy ).

Ce qui démontre le résultat.

Nous avons donc que la relation de conséquence sémantique ‘I-y’ pour les
sphéres de Lewis de type X est équivalente & la relation de conséquence ‘I’
des structures de Lewis de type X' pour les traductions dans L; des formules
de Lcp. Nous allons montrer & présent que la logique des SROS induit une
logique compléte pour ‘IFy’ sur les structures de Lewis de type X'

Tout d’abord, nous montrons que les traductions des axiomes et de la re-
gle spécifiques au systéme déductif de base A sont démontrables dans le sys-

téme de base I

Proposition 11.5.4

Nous avons que t Trad(TR), i Trad(CN1) et t- Trad(CN2), et que
- Trad(v — ¥) = + Trad(y < ¢).

PREUVE. L’axiome (TR), qui est donné par
(=) A (¥ =0) > (p=0),
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est traduit dans L; par
(V(OY' = 0p') A V(00" > O')) = V(00" > Oy)
ou ' = Trad(y), ¥' = Trad(¢) et ' = Trad(d). Or, nous avons que
F (V0¥ = Op') A V(00" = 0¥)) = V((0' > Op') A (00" — O))
— V(00— Op’)
Ce qui démontre Trad(TR).
L’axiome (CN1) est le schéme de formule (¢ < ¥) v (¥ < ). Sa traduc-
tion dans L; donne
V(0y' = 0p') v V(Op' = O9).
Autrement dit, il faut montrer que
A(0Y" A O=p') = V(Op' = OY)
Nous rappelons que A(Q9' A O—¢’) est équivalent a
(<I=>(0Y' A O=p") v (0" A O=p") v <1>(0v' A O—g"))
Il faut donc montrer que chacun de ces disjoints implique V(O — O).
Nous utiliserons les validités
06 — [J]00
00 - 1100
Or, nous avons que
F <> AO=¢") > <[>(0¢' A O A O—)
= <[>(([110¥" A 0¥’ A []0-¢")
= <I>([1](0p" = 0P') A (00" = OP') A [L](Op" = O))
- <[>V(0p' > OY)
— AV(Op' — OY)
— VV(Op' > OY')
= V(0p' = 0Y)
et, par un argument analogue, que
F <1>(0¢' A O=p") > <1>(00" A O’ A O—¢)
= V(0p’ = 0¥

et enfin que
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F(QOY' A O=g’) = (0%’ A O A O=g)
= [T]0%" A OY' A [[]0—¢'
= [11(0p" = 0) A (Op' = OY) A [L](Op" = O
= V(0p' > OY)
D’ou le résultat.
L’axiome (CN2) est le scheme (¢ < (¢ v ¥)) v (¥ < (¢ v 9)) et se tra-
duit dans L; par
V(O(p' v i) = 0p) v V(O(p' v i) = O9).
Or,
E (0" v i) = 09) & (0@ = 0p) A (01" = Op))
< (0Y' > 09
et donec = V(O(p' v ') = Op') & V(0 — Op’). Pareillement,
F (0@ v ) = 09) & ((0p' = OY) A (09" = O9))
© (Op' = Oy
et donc - V(O(p' v ') = OY') & V(Op' > O1'). Ainsi,
F Trad(CN2) & (V(Op' = Ov') v V(O = Op'))
< Trad(CN1)
Montrons enfin que la traduction de la régle (PC) est démontrable. Dans
le langage L;, (PC) s’énonce comme suit :
Fo' =9 =Fv(0p = OY)
ol ' = Trad(p) et ' = Trad(z)). Supposons que - ¢’ — 1. La régle (Necg)
et 'axiome (Kg), avec un peu de manipulations propositionnelles, entrainent
que
HOp' = Oy
Ensuite, (Nec,) et (K;) entrainent que F V(O — O1p').

Nous cherchons maintenant les axiomes de I; qui correspondent aux axiomes
de Lcp du tableau 11.2.1 pour étendre le systéme déductif I'; et obtenir un

résultat de complétude pour des classes particuliéres de structures de Lewis.
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La traduction Trad nous fournit une maniére simple de générer les axiomes

recherchés, les détails sont donnés dans le tableau 11.5.3 ci-dessous :

Tableau 11.5.5 — Schémes d’axiomes pour les conditions

AXIOME TRADUCTION

N' AQT
T' Ve - ¢
w' (Ve v A(OT A Og)) — ¢
C' V(OT = 0p) = ¢
S AQY = A(Qp A (O — )
U AQp — VOAOy
Ve —» vOvUe
A’ V(0P = Op) = VOV (OyY — Oyp)

A(Q@ A O=1) - vOA (O A O=1)

Les instances de ces axiomes sont par des formules ¢ € FCon,.

Dans ce qui suit, si X est un ensemble d’axiomes de L.y alors X' sera
I’ensemble des traductions de ces axiomes dans L, traductions qui sont don-
nées par le tableau 11.5.3. De méme, si X' est un ensemble d’axiomes du ta-
bleau 11.5.3, X sera I’ensemble des axiomes de L., correspondants.

Nous étendons le résultat de correspondance, énoncé dans le tableau
11.2.1, aux structures de Lewis. Nous montrerons que la logique des structures

de type X' est axiomatisée par ', + X'.

Proposition 11.5.6

Les axiomes X' définissent et sont canoniques pour les conditions X'.

PREUVE. Il suffit de faire la vérification pour chaque couple axiome — condi-

tion.
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(N'). Vérifions que AQT définit la condition (N') pour w € W, c’est-a-dire
U{@(N)[w] : n€ N} = &
Nous avons que (w, n) IF AQT
ssi 3m € N tel que (w, n) IFOT
ssi I3m € N Jv € ®(m)[w] tel que (v, m) IF T
ssi 3m € N Jv € O(m)[u]
ssi U{®(n)[w] : n€ N} = @
Par ailleurs, AQT est un axiome
= @ QAQ0T € E
= @ Q.A0T € E
= 38 tel que @ @04 T € E, car E est collé
= Jv et 38 tels que @ Qv et @@ T € E, car F est collé
= Jv et I8 tels que @ Opv € E
Donc, U{ps[w] : B € Nom,} = @.
(T"). Si ¢ = w(w), alors (w, n) IF V¢ — ¢
ssi (w, n) IF ¢ > AQ@
ssi (w, n) IF AQp
ssi 3m € N tel que (w, m) IF Op
ssi d3m € N tel que w € (m)[w]
ssi we U{®(m)[w] : m € N}
Nous avons que w — AQw est un axiome
= @0, (w—> AQw) € F
= 0, A0weE
= 3B tel que @ @;Qqw € E, car E est collé
= Jv et 38 tels que @ Ogv et @ @y € E, car I est collé
Ce qui démontre que v € U{pglw] : B € Nom,}. Mais Quw € F, donc w €
Ufoyli] : B € Nom,}.
(W"). Si ¢ = w(w), nous avons que (w, n) IF (Vlp v A(OT A dp)) = ¢
ssi (w, n) IF @ > (AOp A V(OT = Op))
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ssi (w, n) IF > AQw A V(OT = Q)
ssi (w, n) I AQp A V(OT — Op)
ssi (w, n) IF AQp & (w, n) IF V(OT = Op)
11 est facile de vérifier que
(w, n) IF AQw(w) ssi Im € N tel que ®(m)[w] = &
(w, n) IF V(OT = Qw(w)) ssiVm € N[P(m)[uw] = & = w e &(m)[w]]
Alinsi,
dm € N tel que ®(m){w] = @ et Vm € N[®(m)[w] = & = w e ®(m)[w]]
Pour la canonicité, w = AQw A V(0T — Qw) est un axiome
= Q,Q (w—>> AQwA V(OT > Qw)) € F
= Q0 (A0wA V(OT - Qw)) € E
~ @Q,A00eE E& QQ.Y (0T = 0w) € E
La premiére condition est connue. Pour la deuxiéme, nous savons que
Q@ Q. V(0T — Qw) € Essi V(0T - Qw) € Elw, a)
= 0T - Qw € E(w, B), pour tout B tel que @ @ AB € F
ssi @,Q,(0 T = Qqw) € E, pour tout 8
ssi @ (0T = Qgw) € E, pour tout 8
= [Q 0T € E= Q,0pw € L], pour tout 3
La condition @0, T € F est équivalente & pyfw] = @; et la condition @, gw €
Eaw e pgfwl.
(C"). Si v = w(w), nous avons que (w, n) - V(0T = Op) = ¢
ssi (w, n) Ik @ > A(OT A Op)
ssi (w, n) I w(w) > AQT A Dw(w))
ssi (w, n) IF A(OT A Ow(w))
ssi 3m € N tel que (w, m) IF 0T A Dw(w)
ssi dm € N tel que ®(m)[w] = & et D(m)[w] C [w] = {w}
ssi Am € N tel que ®(m)[u] = {w}
Pour la canonicité, w — A(QOT A Ow) est un axiome

= @Q. (w—> AT Allw)) € E
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= @ QAQT Alw) e E
= @ Q,(0s T A Ogw) € E, pour un certain 8 € Nom,
= @0y € Fet @[Jyw € E, pour un certain (3
La premiére condition dit que pglw] = @ et la deuxiéme que
pslw] C {v:@u € E},
ce qui donne pylw] = {v: Qv € E}.
(S"). Supposons que (w, n) IF A0p = A(Qp A (09 — O)). Nous savons que
(w, a) IF AQp est équivalent & l’antécédent de la condition précédente. Pour le
conséquent, nous avons que
(w, n) IF A(Qp A (O — [OY))
ssi Am € N[(w, m) IF Op A (O — O) |
ssi Am € N[®(m)[w] - [¢] & (w, m) I Oy — O]
Soit v tel que |v| € ®(m)[w] N [¢]. Posons ¢ = v. Nous avons que
(w, m) IF Qv = Lv ssi (w, m) IF Ov
ssi (v, m) IF v, pour tout v € ®(m)[w|
ssi ®(m)[w] C {|v]}
Ce qui montre que ®(m)[w] N [¢] = {|v|}-
Pour la canonicité, AQp = A(Qp A (0¥ = ) est un axiome
= ©,0,(609 = 6(0p A (0% — OF)) € B
= [@,Q,A0p € E= QQ.AOQp A (0 > W))) € E]
L’antécédent de cette condition est équivalent &
38 tel que @ ,@0pp € E
ssi Ju et 3B tels que @ ,Ogv et @ Qup € E
ssi {v: @,Qyp € E} - U{py[w] : B € Nom,}
Tandis que le conséquent est équivalent a
3B tel que @, Q040 et @ Qy(Ogp - Ogyp) € B
Mais
Q@,Q,(0sp > Ogyp) € E
= [@ Q05 € £ = @ Q009 € E]
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Soit p € {v: @Qup € E} N Ufpylw] : B € Nom,} et soit B tel que p € pglw].
Posons ¥ = .. Nous avons donc

= [Q0 € E= Qg € F]

ssi @ p € B

= @ € E, pour tout v tel que @ Qgv € F
Par conséquent pglw] = {v: @Qpu € E}.

Nous laissons les conditions (L"), (U") et (A') au lecteur. 4

Corollaire 11.5.7

(a) Soilent H C Formy et ¢ € Form,. Nous avons que
HbEy o pssi HiFg @

(b) Soient H C Formgp et ¢ € Formgy. Nous avons que
HbEy @ssi H . ¢!

PREUVE. (a) La direction « = » suit du fait que X' définit X'. La direction
« < » est une conséquence de la canonicité. En effet,
HiFyw o= Hby pssi H¥Fyo o = HF¥ @
ssi HU {—¢} Fx L = IM = < S, val >3Jw € W[S est de type X' &
M, (w, n) IF H& M, (w, n) ¥ ¢]

La scule chose qui n’est pas démontrée par le résultat de complétude du cha-
pitre 9 (section 9.7) est le fait que S soit de type X'. Or, ceci est précisément
une conséquence de la proposition précédente (la partie sur la canonicité des
axiomes).

(b) D’aprés le corollaire 11.5.3, H Ik ¢ ssi H' Iy ¢'. En utilisant la complé-
tude de A 4+ X sur les sphéres de Lewis de type X et la partie (a) de ce corol-

laire, nous obtenons le résultat. M



Chapitre 12
Calcul de tableaux

Le présent chapitre a pour objectif la mise sur pied d’un calcul de tableaux
pour la logique modale d’ordre supérieur simple. Il est sans doute possible de
définir un calcul de tableaux pour des logiques plus spécifiques en modifiant
les régles données plus bas, mais nous nous contenterons d’en exposer le sys-
téme le plus élémentaire.

Un tel calcul est intéressant méme si nous avons déja prouvé la complé-
tude pour cette logique par des méthodes axiomatiques, car en plus de la
complétude il nous fournit en général une procédure systématique pour cons-
truire un modele satisfaisant une formule (si celle-ci est effectivement satisfai-
sable). En fait, un calcul de tableau peut &tre congu comme étant essentielle-
ment un algorithme permettant d’identifier toute formule non-satisfaisable et
d’attribuer & toute formule satisfaisable un modéle qui la satisfait. La complé-
tude faible découlera automatiquement de I’existence d'un tel algorithine, car
il suffira alors de vérifier si =g est satisfaisable pour déterminer si ¢ est une
validité. Par ailleurs, si chaque modele que l'algorithme produit est fini, nous

aurons un corollaire encore plus intéressant que la complétude :

Propriété du modéle fini

Si ¢ € Form, est satisfaisable, alors ¢ est satisfaisable dans un modéle fini.

Dans la logique modale conventionnelle (cf. Blackburn et al. 2001 : 145), cette

propriété peut se démontrer. a ’aide de la méthode des filtrations. Malheureu-

368
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sement, une filtration n’a pas la structure en produit des SROS, donc cette
méthode ne peut étre utilisée.

Nous commencerons par donner une description détailléc d’un calcul de
tableaux pour une logique modale simple en s’inspirant de Fitting (1972), Fit-
ting & Mendelsohn (1998), Goré (1999) et Massicci (2000). La partie la plus
longue de la démonstration que je donne plus bas concerne I’algorithme. Je
prouve minutieusement qu’il termine et génére un tableau fini pour toute
formule. 11 aurait été possible d’omettre certaines de ces preuves mais leur
présence rend plus transparent le fait que ’algorithme correspondant pour la
logique modale d’ordre supérieur termine et génére un tableau fini pour toute

formule lul aussi.

12.1 Tableaux pour la logique modale conventionnelle

Le calcul de tableaux que nous présentons ici repose sur 1'idée d’une formule
étiquetée (cf. Gabbay 1996). Les étiquettes sont la matiére premiere avec la-
quelle nous construisons nos modeéles. Nous définissons ’ensemble ¥ des éti-
quettes récursivement par les régles :
(Etl) Pourtoutne€ N*, nc %
(Et2) Sio€ Tetne N alorsone X
Une relation d’ordre stricte < C XxX est définie sur cet ensemble comme
suit :

0 < 7T sl et seulement si T = 0.7,
pour un certain n € N*. Il est clair que ¥ = < ¥, < > est une structure rela-
tionnelle.

Une formule étiquetée est une expression de la forme o :: p, ol 0 € X et ¢
est une formule. L’étiquette ‘o’ joue informellement le role de I'opérateur ‘@_’".
Si X est un ensemble de formules étiquetées, nous définissons

Et{X)={c € £:0: ¢ € X, pour un certain ¢ € Form}
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Nous dirons qu’un modéle M = < W, R, val > réalise X, un ensemble de for-
mules étiquetées, s’il existe une fonction f: Et()\’) — W telle que

(RT1) o <7 = flo)Rf(T), pour toutes étiquettes o, T € Et(X)

(RT2) o:@oeX= M flo)lFgp

Le calcul des tableaux qui sera présenté est une recette pour la construction
d’un ensemble de formules étiquetées X qui servira par la suite a la construc-
tion d’un modeéle qui réalise X.
Si X est un ensemble de formules et o est une étiquette, ’ensemble o :: X
est défini par
{op:pe X}
Si X est ensemble fini formules, et si nous disposons d’un ordre linéaire (quel-
conque) sur les formules (il y a en a plusieurs, il suffit d’en choisir un et de le
garder), nous définissons B,(X) comme étant la branche obtenue en ordonnant
chacune des formules étiquetées de 'ensemble 1 :: X.
Nous définissons un tableau pour X comme étant un arbre de formules
étiquetées généré par les clauses suivantes :
(TB1) By(X) est un tableau pour X
(TB2) Si 7 est un tableau (pour X), si B est une branche de 7, et si 0 :: ¢
est lextrémité de B (autrement dit, la feuille de B), alors I’arbre ob-
tenu en prolongeant B suivant la régle de prolongation correspondant
A  est aussi un tableau (pour X).

Les régles de prolongation sont décrites dans le tableau suivant :

Tableau 12.1.1 Régles de prolongation

NoMm %) REGLE DE PROLONGATION

(=) —)  Prolongez B avec la feuille o :: 1)

(n) Y A B  Prolongez B avec la feuille o :: 9, et prolongez cette nou-

velle branche avec la feuille o :: 0
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(v) (¢ A6) Prolongez B avec les feuilles 0 :: et o :: 0

(O) [l Si 0.k € Et(B), prolongez B avec la feuille 6.k :: 1

(0) —[  Si kest le plus petit entier tel que 0.k & Et(B), alors pro-
longez B avec o.k :: —p

Lorsque o :: ¢ est de la forme o :: ——1) (resp. 0 = Y A 0, 0 =( A 0), 0
O ou o :: =), nous l'appellerons une (——)-formule (resp. (A)-, (v)-, (O)-
ou (O)-formule).

Une branche B d’une tableau 7 est fermée s’il existe une formule étique-
tée 0 :: w telle que 0 1 ¢ € B et 0:: = € B. Une branche est ouverte si elle
n’est pas fermée. Un tableau 7 est fermé si toutes ses branches sont fermées,
et ouvert s’il n’est pas fermé. Une branche est réalisable si ’ensemble des for-
mules étiquetées de B est réalisable. Un tableau est réalisable si une de ses

branches est réalisable.

Exemple

Tableau pour 'ensemble X = {{0-(p A —¢), Op A =g} :

1::O=(p A =) Reégle initiale
1 Op A =g Regle initiale
1:DOp ()
1 —0g (n)
1.1:: =g (0)
1.1: =(pA—g) (O)
1.1:p (O)

1.1 —=p 1.1:: ——g (V)

1 1 Cléture

Autrement dit, le tableau pour —(O(p — ¥) = (Op — 1)) est fermé.
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Proposition 12.1.2

Si T est réalisable, alors toute prolongation 7+ de 7 est aussi réalisable.

PREUVE. Soit B, la (ou une des) branche(s) de 7 qui est réalisable, soit B la
branche qui sera prolongée, et soit 5" le résultat de cette prolongation (B* est
une branche sauf si la regle (V) est appliquée, auquel cas B* sera un arbre
avec deux branches). Si B = B,, alors 7 restera réalisable quelque soit la ma-
niére de prolonger B, car 3, sera toujours une de ses branches. Si B = B,, soit
M= < W, R, val > le modéle qui réalise B via f, c’est-a-dire que
(*) o < T = flo)Rf(T), pour tous o, T € Et(B)
(**) g€ B= M flo)lFp
Nous montrerons, selon la maniére dont est obtenue B* de B, que le modéle M
réalise aussi B*:
(——). B* est obtenue en appliquant la régle (——) a o :: =—¢ € B. Nous avons
déja, par la condition (**), que

M, o) I~
Mais ceci signifie que

M, flo) I- ¢
Donc, M réalise aussi B*.
(A). B est obtenue en appliquant la régle (A) & o 1 ¢ A 3 € B. Nous avons
que

M, flo) IF o A
par (**), ce qui veut dire que M, flo) IF p et M, flo) IF 3. Autrement dit, M
réalise B*.
(v). B est obtenue en appliquant la reégle (V) a o :: —=(¢ A %) € B. Encore

une fois,

M; flo) Ik =(p A )
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par (¥*), mais ceci implique que M, flo) IF —p ou M, flo) Ik —ip. Si c’est le
premier cas, alors M réalise la branche de B* qui a ¢ :: = comme feuille. Si
c’est le deuxieme cas, M réalise la branche de B* qui a ¢ :: =) comme feuille.
(0) B* est obtenue en appliquant la régle () a ¢ :: Oy € B. Nous avons que

M, flo) IF Og
Ainsi, M, v IF ¢, pour tout v tel que wRv. En particulier, par la condition (*),
nous savons que f(c)Rf(c.k), pour tout k tel que 0.k € Et(3), donc

M, flo.k) IF ¢
pour tout 0.k € Et(B). Ce qui démontre que B* est réalisable par M.
(0) B* est obtenue en appliquant la regle () a o :: =y € B. Puisque M ré-
alise B, nous avons

M, flo) IF =0
ce qui veut dire que M, v IF —, pour un certain v tel que wRv. Soit k € N* le
plus petit entier tel que 0.k & Et(B); Bt est la prolongation de B par 0.k :: .
Définissons f*: Et(B*) — W, la fonction qui est égale a la fonction fsur Et(1)
et qui envoie 0.k sur v (c.-a-d. f*(0.k) = v). Or, M réalise B* (via f*). En effet,
les conditions (*) et (**) se vérifient aisément.

Ce qui démontre le résultat.

Proposition 12.1.3

Un tableau fermé n’est pas réalisable.

PREUVE. Soit 7 un tableau fermé et B unc branche quelconque de ce tableau.
Supposons que B est réalisable. Il existerait un modeéle M = < W, R, val > et
une fonction f: Et(B) — W qui satisfont les conditions (RT1) et (RT2). Puis-
que B est fermée, il existe une formule ¢ et une étiquette o telles que o :: ¢ €
Bet o::—p € B. Puisque M réalise B (via f), par (RT2), nous avons que M,
flo) Ik pet M, flo) IF —¢, ce qui est contradictoire.
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Un calcul de tableau est, en particulier, un systéme de dérivation. Nous dé-
montrons qu’'une formule ‘@’ est un théoréme dans ce calcul en montrant que

[4

la formule ‘=¢’ admet un tableau fermé (c’est-a-dire qu’il existe un tableau
fermé pour ’ensemble {—p}). Le théoréme suivant montre que ce calcul est

« sound », qu’il préserve la validité :

Théoréme 12.1.4

Si ‘=’ admet un tableau fermé, alors ‘¢’ est valide.

PREUVE. Supposons qu’il existe un tableau fermé 7 pour la formule ‘=’ mais
que ‘@’ n’est pas valide. 1l existe donc un modele M = < W, R, val > et un
point w € W tels que

M, wiF —p.
Si nous montrons que M doit alors réaliser 7, nous obtiendrons une contradic-
tion par la proposition 12.1.3.

Soient 7, le tableau obtenu & la n-iéme étape de la construction de 7.
Nous avons que 7, = {1 :: =} et que 7, = 7, pour un certain N. 1] est clair
que M reéalise 7,. Par la proposition 12.1.2, M réalise donc tous les tableaux 7,

jusqu’a 7, = 7. D’ou le résultat. M

Nous savons maintenant que notre calcul démontre des validités, mais il devra
en faire plus pour étre complet, il faudra que toute validité y soit démontra-
ble, ce qui reviendra, nous le verrons, & montrer que tout tableau ouvert
d’une certaine sorte est satisfaisable. Cette partie est définitivement la plus
compliquée. Nous devrons d’abord montrer comment extraire un modeéle d’un
tableau ouvert (d’une certaine sorte), et nous devrons ensuite définir un algo-

rithme permettant de générer ces tableaux (quand ceux-ci existent).
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Afin de réaliser la premiére partie de cette tache, nous utiliserons la no-
tion d’ensemble saturé. Si X est un ensemble de formules étiquetées, alors X

est dit saturé s'll satisfait les conditions énumérées dans le tableau 12.1.5.

Tableau 12.1.5 Conditions de saturation

NoM  CONDITION

(SL) Non-(o: @€ Xet o —p € X), pour tous ¢ et ¢

(S——) Sio:u e X alorso i pe X

(SA)  SiocupaveXalosso:p,ounpeX

(Sv) Siocu=(pad)e Xalorso i —pe€ Xouo:—peX
(SO0)  Sio:: Uy € &, alors 0.1 :: @ € X, pour tout a.n € Et(X)
(SO) Sio: -0yp e X, alors 0.n :: ¢ € X, pour un certain n € N¥

Un ensemble (de formules étiquetées) saturé a une propriété remarquable :

Proposition 12.1.6

Si X est un ensemble saturé, alors X est réalisable.

PREUVE. Nous construisons le modeéle M & partir ’ensemble X lui-méme. Ce

modeéle a pour ensemble de base Et(X), pour relation d’accessibilité < et pour

valuation

val(p) = {0 € L : 0 = p € EYX)}.
Montrons que M réalise X' (via la fonction identité). Les conditions (RT1) et
(RT2) doivent étre vérifiées. La premiére est immédiate, car f est la fonction
identité. Nous démontrerons la seconde en prouvant, par induction, que
(*) crnpeX=> Mol
(**) cupeEX=> Molop

Etape de base. Si ¢ est la variable propositionnelle p et o :: p € X, alors la

deéfinition de wval nous assure que M, o IF p, donc (*). Si o2 —p € A, alors
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oup¢ X par (S1), et 0 & val(p), par définition de val. Ainsi, M, o ¥ p, et

donc (**).

Etape d’induction. Il faut considérer chaque cas séparément.

(—). Supposons que ¢ = —. Si o :: —p € A alors M, o |- —) par la partie
(**) de ’hypothese d’induction appliquée a ¥, et donc (*) pour ¢. Si o :: =
€ X, alors 0 :: ¢ € X, par (S——), et M, o IF 1, par la partie (*) de ’'HI appli-
quée a ¢, et donc (**) pour .

(A). Supposons que ¢ =P A B. SiocuPpafe X alorsope Xeton e
X, par (SA). Par la partie (*) de I'HI appliquée a 1 et 6, nous avons M, o I-
et M, olF 6, doa M, o l-1 A6, et done (*) pour . Sio:: =(¢h A 0) € X, al-
ors 0 =) € Xou o :: =0 € X, par (Sv). Supposons que 0 :: =) € X. Par la
partie (**) de I'HI appliquée & 1), nous avons M, o ¥ 1, d’o0 M, o IF =, ce
qui entraine M, o Ik —(¢) A 8), et donc (**) pour .

(). Supposons que ¢ = . Si o :: Ly € A&, alors 0.n 1 ¢ € X pour tout g.n
€ Ei(X), par (SO). Par la partie (*) de I'HI appliquée & chaque o.n :: ¢ € A,
nous avons M, o.n Ik 4. Autrement dit : M, o.n - 2 pour tout o.n € Et(X),
c’est-a-dire M, o IF Oe, et donc (*) pour ¢. Si o :: =y € X, alors 0.n:: =3
€ X pour un certain n € N*. Par la partie (**) de I'HI appliquée & 1, M,
o.n W 1P, cest-a-dire M, o.n - —p, et donc (**) pour ¢.

Ce qui complete la preuve. YK

Nous sommes maintenant préts pour la deuxiéme tache. Nous allons donner
un algorithme pour générer un tableau pour X ayant la propriété suivante :
ou bien ce tableau est fermé ou bien ce tableau posséde une branche saturée.
Si le tableau est fermé, X n’est pas satisfaisable; et si le tableau possede une
branche saturée, nous pourrons, d’aprés la proposition précédente, construire
une modele qui satisfait X.

Dans ce qui suivra, nous supposerons qu’il existe un ordre strict sur les

formules du langage et sur les branches du tableau de sorte que ’expression



Chapitre 12 — Calcul de tableaux 377

« la premiere formule ayant la propriété P dans le tableau » ait un sens (ici,

la propriété P est quelconque). La nature précise de P'ordre importe peu; seul

importe qu’il y en ait un.

Une formule étiquetée portant la marque active, inactive ou terminée sera

appelée une formule étiquetée marquée. Chaque étape de I'algorithme produi-

ra un arbre de formules étiquetées marquées. (Nous verrons 'importance des

marques plus tard.)

Le tableau 12.1.7 ci-dessous décrit dans le détail P’algorithme pour pro-

duire un tableau pour X, ot X est un ensemble (fini) de formules quelconque.

Tableau 12.1.7 Algorithme

ETAPE INITIALE

Le tableau initial est la branche By(X) et toutes les formules étiquetées sont marquées

comme étant actives.

ETAPE DITERATION

Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe des formules actives, effectuez :

(AP)

Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe un littéral actif dans 7, choisissez le

premier littéral actif et marquez-le comme étant terminé.

(A=)

Pendant que 7 est ouvert et qu'il existe des (——)-formules actives dans 7,
choisissez la premiére (——)-formule active o :: =y et prolongez toute bran-
che passant par o :: ——¢ avec la (——)-régle. Marquez o :: ——¢p comme étant

terminée et ¢  comme active.

Pendant que 7 est ouvert et qu'’il existe des (a)-formules actives dans 7, choi-
sissez la premitre (A)-formule active o 1 ¢ A 1, et prolongez toute branche

passant par o i1 ¢ A 3 avec la (A)-régle. Marquez o = ¢ A 9 comme terminée,

0 et oY comme actives.

(A0)

Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe des (Q)-formules actives dans 7, choi-
sissez la premiére (Q)-formule active o :: =Ly, et prolongez toute branche
passant par o :: =Ly avec la (¢)-regle. Marquez o :: = comme terminée,
marquez toute formule 0.k :: —p ajoutée par la (O)-régle comme active, et

marquez toute formule de la forme o :: [y dans 7 comme active.
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(AD) Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe des ([J)-formules actives dans 7,
choisissez la premiére ((J)-formule active o :: Oy, et prolongez toute branche
passant par o :: Op avec la (O)-regle. Marquez o :: Oy comme inactive et

toute formule 0.k :: ¢ ajoutée par la ((J)-régle comme active.

(Av) Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe de (v)-formules actives dans 7, choi-
sissez la premiére (v)-formule active o :: =(¢ A 9¥), et prolongez toute bran-
che passant o :: —(p A ¥) avec la (v)-régle. Marquez o :: =(@ A t) comme

terminée, o :: — et ¢ ;1 =1 comme actives.

Nous devons montrer que l’algorithme fait ce qu’on demande de lui. Dans le
contexte de la discussion sur l’algorithme, nous resserrerons notre définition
d;un tableau pour X. Un tableau pour X sera un tableau obtenu a l'une des
étapes de cet algorithme. L’ensemble de tous les tableaux pour X, dans ce
sens restreint, est dénoté par T(X). Nous appellerons laction de o @
I’ensemble des opérations de prolongation et de marquage que la formule o ::
@ entraine dans ’algorithme. Dans la discussion, 7, sera le tableau dans son
état initial avec les marques et, si 7, est un état subséquent de l’algorithme,
7., représentera le tableau avec les marques obtenu de 7, par l'action de la

prochaine formule visitée par ’algorithme.

Proposition 12.1.8

L’algorithme est déterminé et compléte toujours la transition de 7, & 7.

PREUVE. L’algorithme est déterminé parce qu’aucun choix n’existe dans son
exécution (c’est notamment parce que nous avons mis un ordre sur Jes formu-
les et les branches).

Montrons maintenant la deuxiéne affirmation. Commencons par montrer
que si 7, a un nombre fini de branches et un nombre fini de formules, alors
Paction de o :: ¢ ajoute & 7, au plus deux branches et au plus un nombre fini

de formules. Il suffit de considérer chaque boucle séparément, c’est-a-dire la
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forme de la formule ¢. Si l'algorithme est dans (AP), (A——), (AA), (Av) et
(AQ), au plus deux branches et au plus deux formules seront ajoutées a 7,
pour compléter 'action de o :: ¢. Vu que le nombre de branches et le nombre
de formules ajoutées est fini, I’algorithme pourra compléter ’action de o :: .
Si Palgorithme est dans la boucle (AO), c’est-a-dire si ¢ = [y, alors I’action
de o :: ¢ consistera & ajouter toutes les formules 0.k :: 1), avec 0.k € Et(T,), a
toutes les branches passant par o :: ¢. Par hypothése, 7, n’a qu’un nombre
fini de branches et un nombre fini de formules sur chacune de celles-ci, donc
un nombre fini (peut-étre nul) de formules de la forme 0.k :: 9 seront ajoutées
a 7, pour compléter l'action de o :: .

Puisque I'état initial n’a qu’une branche et qu’un nombre fini de formu-
les, nous avons montré que ’action de o :: ¢ sur 7, peut toujours étre complé-

tée et que l'algorithme pourra toujours passer de ’état 7. a ’état 7_, . "
g A+l

Pour X un ensemble fini de formules, définissons Tab(X) comme étant
I’ensemble des formules pouvant apparaitre dans un tableau pour X, autre-
ment dit

Tab(X) = {¢ € Form : 3T € T(X),Jo € L telsque 0 :: ¢ € T}
Toujours pour X, définissons ’ensemble SF(X) comme étant ’ensemble des
formules qui sont ou bien des sous-formules de formules de X ou bien des né-

gations de sous-formules de formules de X.

Proposition 12.1.9

Soient X un ensemble fini de formules, 7 € T{X) un tableau pour X quel-
conque, et 0 € ¥ une étiquette. Alors,

(a) Tab(X) C SF(X)

(b) Tab(X) est fini

(c) Le nombre de formules étiquetées avec o dans 7 < |Tab(X)|
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PREUVE. (i) Bvident, d’aprés les régles de formation d’un tableau pour X. (ii)
Découle du fait que SF(X) est fini. (iii) Conséquence immédiate de (ii). K

Nous avons donc une borne supérieure uniforme sur le nombre de formules
pouvant étre précédées d’une étiquette donnée dans un tableau pour X.

Définissons la longueur d’une étiquette o € ¥ par induction comme suit :
(LE1) long(k) =0
(LE2) long(c.k) = long(o) + 1
Autrement dit, la longueur d’une étiquette est le nombre de points ‘.’ dans la
I'étiquette.

Définissons aussi la profondeur modale de X, prof(X), comme étant le
maximum des profondeurs des formules dans X. (La profondeur modale d’une
formule est définie récursivement comme : prof(p) = 0, si ‘p’ est une variable
propositionnelle; prof(—p) = prof(y); prof(yv A 1) = max(prof(y), prof(¢)); et
prof(Oy) = prof(y) + 1.)

Proposition 12.1.10
Si 7€ T(X) un tableau pour X et o € ¥ une étiquette sur 7, alors

long(o) < prof(X).

PREUVE. Montrons d’abord que la quantité

w(7, o) = max{prof(¢) : 0 :: p € T}
est strictement décroissante en fonction de la longueur de o. En effet, soient o
et 0.k des étiquettes, et soit 0.k :: ¢ une formule sur le tableau 7.

Si 0.k @ est la premiére formule sur 7 étiquetée par o.k, alors elle ré-
sulte de Dlapplication de la (Q)-régle, et forcément la formule o @ =0y se

trouve également sur 7, ou 9 est de méme profondeur que ¢ (en fait, ¢ =

—1)).
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Si 0.k 2 ¢ n’est pas la premiére formule, elle est ou bien le résultat d’une
prolongation par la ([J)-régle, ou bien le résultat d’une prolongation par les
régles (—), (A) ou (v). Si c’est le premier cas, il existe une formule sur le
tableau de la forme o :: Ugp.

Si c’est le deuxiéme cas, 0.k 1 ¢ a été ajoutée suite & une ou plusieurs ap-
plications des régles (——), (A) ou (v). Soit 0.k :: ¢ la premiere formule sur
I’arbre de cette suite de prolongations. Cette formule a été ajoutée ou bien par
la (O)-régle ou bien par la (O)-régle, nous avons donc ¢ :: (i) ou bien o :
—[0 sur le tableau, 8 est de la méme profondeur que ¢ (en fait, ¢ = —8), et ¥
est de la méme profondeur que ¢ (car les régles booléennes ne modifient pas
la profondeur d’une formule).

11 en résulte donc que, pour toute formule du tableau étiquetée avec o.k,
il en existe une de profondeur supérieur étiquetée par o. La fonction u(7, o)
est donc strictement décroissante en fonction de la longueur de o.

La conséquence de cette observation est que la longueur d’une étiquette
d’un tableau pour X est bornée par le nombre prof(X). En effet, chaque pro-
longement de la longueur d’une étiquette diminue la profondeur maximale des
formules (avec cette étiquette). Une fois rendu aux formules précédées d’une
étiquette de longueur prof(X), il ne restera plus de modalités (ces formules

seront de profondeur nulle), et aucune augmentation de longueur ne sera pos-
sible. "

Définissons la hauteur d’une éliquette o comme
haut(o) = max{k: Jo,, 0, €  tels que 0 = 0,.k.0,}
Si X est un ensemble de formules étiquetées, haut(X) désignera le maximum

des hauteurs des étiquettes présentes dans A.

Proposition 12.1.11
Si 7€ T(X) un tableau pour X, alors haut(7) < |Tab(X)|.



Chapitre 12 — Calcul de tableaux 382

PREUVE. Soit ¢ = o0,.k.0, une étiquette de 7. Si o est sur 7, alors o,.k se trou-
ve sur 7. L’algorithme ajoute une nouvelle étiquette de la forme o,.k & chaque
fois, et seulement & chaque fois, qu’il visite une formule active de la forme
o, .+ =Up. L’ensemble des formules étiquetées par o, et pouvant se trouver
sur T est contenu dans Tab(X), donc il y a au plus un nombre fini de formules
étiquetées de cette forme sur 7 (d’aprés la proposition 12.1.9). Par ailleurs,
lorsque l'algorithme compléte action de o :: =y, il marque cette formule
comme étant terminée et ne la revisite plus jamais. Nous avons donc que k <

| Tab( X)|. Puisque l'étiquette 0 = 0,.k.0, était quelconque, le résultat tient. *

Pour X un ensemble fini de formules, définissons C(X) comme étant le nom-

bre d’occurrences de ‘A’ dans les formules de X.

Proposition 12.1.12

Soit 7 € T(X) un tableau pour X. Alors, le nombre de branches dans 7 est
borné par 2%,

PREUVE. Tout tableau 7 € T(X) peut étre prolongé en un tableau 7, (un ta-
bleau ou l'action d’une formule est totalement complétée), et le nombre de
branches sur 7 est au plus le nombre qui se trouve sur 7,. Nous aurons donc
démontré le résultat si nous le démontrons pour les tableaux 7.

La seule regle pouvant créer de nouvelles branches est la (v)-régle, et son
application & une branche génére précisément deux branches. Si l'algorithme
entre dans la boucle (Av) dans I’état 7, et si 0 1 =(¢ A ) est sur 7,, le ta-
bleau 7,,, résultant de 'action de cette formule sur 7, aura 2k branches ou &
est le nombre de branches passant par o :: —(¢ A ) dans 7,. Tous les ta-
bleaux intermédiaires, dont 7, en auront moins. Ainsi, chaque occurrence de

‘A’ peut au plus doubler le nombre de branches, et chaque occurrence ne peut
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le faire qu’une seule fois, car la formule sera marquée comme étant terminée
une fois que ’algorithme ’aura visitée. Au total, ceci nous donnera un maxi-

mum de 2%% branches pour un tableau pour X. K

Proposition 12.1.13
T(X) est fini.

PREUVE. D’aprés les propositions 12.1.10 et 12.1.11, le nombre total
d’étiquettes figurant dans les tableaux de T{X) est fini. Ceci entraine avec la
proposition 12.1.9 que le nombre total de formules étiquetées figurant dans
des tableaux de T(X) est fini. Mais puisque le nombre total de branches d’un
tableau de T{X) est borné uniformément par la proposition 12.1.12, ceci ne

peut qu’entrainer que le nombre de tableaux dans T{X) est fini. "

Proposition 12.1.14

Une formule n’est visitée qu’un nombre fini de fois.

PREUVE. Toute formule qui n’est pas de la forme o :: Uy n’est visitée qu’une
seule fois (car elles sont marquées comme étant terminées par la suite). 11 suf-
fit donc montrer que les formules de la forme o :: [l sont réactivées au plus
un nombre fini de fois (avant d’8tre désactivées).

La réactivation d’une formule de la forme o :: (¢ ne peut étre fait que
par les formules de la forme o :: =y (avec la méme étiquette). Puisqu’il y a
au plus |Tab(X)| de ces formules et que |Tab(X)| < oo, il ne peut y avoir
qu’un nombre fini de formules étiquetées de la forme o = —Up dans le ta-
bleau. Or, chacune de ces formules ne peut réactiver une formule o :: O

qu’une seule fois, d’ou le résultat. M

Proposition 12.1.15
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L’algorithme termine.

PREUVE. Par la proposition 12.1.12, T{X) est fini, donc il existe un rang n, a
partir duquel les tableaux correspondant aux états 7,, pour n > n,, seront
identiques. La différence entre ces états ne peut tenir qu’aux marquages des
formules. Or, puisque les formules ne sont visitées qu’un nombre fini de fois
(d’apres 12.1.14) et que le nombre de formules a visiter est fini (conséquence
de 12.1.12), il existe un rang n, & partir duquel les états de ’algorithme seront
identiques. Autrement dit, l'algorithme atteindra un état ou toutes les bran-

ches ouvertes n’auront que des formules terminées ou inactives. "X

Pour un ensemble X de formules, 7{X) dénotera le tableau pour X que

I’algorithme aura produit apres complétion. Cette notation est cohérente

d’aprés 12.1.8 et 12.1.15.

Proposition 12.1.16
Si 7{X) est ouvert et si B est une branche ouverte de 7{X), alors B est un en-

semble saturé.

PREUVE. Il faut montrer que B remplit les conditions (SL), (S——), (SA),
(Sv), (SO) et (SO). Ceci se vérifie sans difficultés en utilisant la définition de
’algorithme. "

Théoréme 12.1.17
(a) Complétude faible : Pour toute formule ¢,
I- ¢ ssi T(—) est fermé.

(b) Propriété du modele fini : Si ¢ est satisfaisable, ¢ est satisfaisable dans

un modéle fini.
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PREUVE. (a) La direction « < » est le théoreme 12.1.4. Pour l'autre direc-
tion, I+ ¢ = T(—y) est fermé

ssi [non-[ T{—p) est fermé] = non-[IF ¢]]

ssi [ 7(—p) est ouvert = - est satisfaisable |
Si T(—¢) est ouvert, c’est qu'il contient une branche ouverte B. Or, d’apres la
proposition précédente, B est un ensemble saturé. Par la proposition 12.1.6,
cet ensemble est réalisable. Il existe donc un modéle M qui réalise B. Mais si
M réalise B, M satisfait - (& un certain point).

(b) Soit ¢ une formule satisfaisable. Si T{¢p) était fermé, - serait valide
d’apres le théoreme 12.1.4; donc 7{y) est ouvert. D’aprés la proposition pré-
cédente, 7{p) contient une branche B ouverte et saturée. Suivant la construc-
tion de la proposition 12.1.6, nous pouvons construire un modeéle de ¢ dont le
domaine est Et(B), I’ensemble des étiquettes de B. Or, puisque B est fini,
Et(B) est fini et donc ce modele de ¢ est fini. ¥

12.2 Calcul pour les SROS simples

Il faut & présent généraliser la construction de la section précédente pour ac-
commoder le langage et la sémantique des SROS. Nous supposerons, pour
simplifier, que le langage ne comporte ni nominaux ni modalité constante ni
modalité hybride.

Tout d’abgrd, il nous faudra un autre systéme d’étiquetage. 1l s’agira de
décupler celui que nous avions auparavant. Nous posons £, = X (I’ensemble
des étiquettes de la section précédente) et, pour m tel que 0 < m < n, nous
définissons ’ensemble X, par les clauses :

(Btl,) keN' = ke,
(Et2,) keN' o, €%, eto,,, €S, =o0,.ko,,)eED,
Pour p € ¥, avec 1 < m < n, nous définissons A,,,,(1) C X, X, comme la

relation :



Chapitre 12 - Calcul de tableaux 386

A, () (o, T) ssi T = 0.k(p), pour un certain k € N*

Posons X, = ¥,xX,...x%,. Nous définissons les relations <,, et ~, sur %,

m m

comme

o =, T si et seulement si o, = T, pour tout k= m

o <, T sietseulement si o ~, Tet A, (0,0 T
La structure < X, A_,, < > forme une structure simple finie de rang n (ou <
est la relation sur 2 = ¥, de la section précédente). Nous écrirons souvent

0,/0ur/---/00
pour décrire I'étiquette o = (o, 0y, ..., 0,).

Une formule étiquetée (de rang au plus n) est une expression de la forme
G, o0 0€ 3 ety est une formule de Form.,. Si A est un ensemble de
formules étiquetées, nous définissons

Et(X)={o € 2,: 0 ¢ € X, pour un certain ¢}

De méme, pour 0 < m < n, nous définissons

Et (X) = {0 € ,: Jo € E(X) tel que 0,, = o}

Soit X un ensemble de formules étiquetées. Nous dirons quun modéle simple
fini M = < W, ®_,, R, val > de rang n réalise X' s’il existe £ = (f,)oc,ncn OU
f.: Bt (X) = W,, sont des fonctions telles que
(RT1) Pour mtel que 1 < m < n, et tous o, T € Et,_(X) et p € Et (X),

Lm0, 7) = o (f)) (fni(0), fua (7)),

et pour tous o, T € Lt (X),

o <1 = R(f(0), f.(T)

(RT2) Sio: e & alors M, f(o) IF ¢, ou f(o) = (fi(00), fi(0)s---, fo(0,))

Le calcul des tableaux pour la logique des structures simples est une adapta-
tion de celui présenté & la section précédente. En gros, il s’agit d’une recette
pour la construction d’un ensemble de formules étiquetées X qui servira par la

suite & la construction d’un modele qui réalise X.
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Si X est un ensemble de formules et o est une étiquette, I’ensemble o =@ X
est défini par {o :: ¢ : @ € X}. Si X est ensemble fini formules, et si nous dis-
posons d’un ordre linéaire (quelconque) sur les formules (il y a en a plusieurs,
il suffit d’en choisir un et de le garder), nous définissons B,(X) comme étant
la branche obtenue en ordonnant chacune des formules étiquetées de
I’ensemble 1 :: X,ou 1l =1/1/.../1.

Si X est un ensemble fini de formules, nous définissons un tableaw pour X
comme étant un arbre de formules étiquetées généré par les clauses suivantes :
(TB1) By(X) est un tableau pour X
(TB2) Si 7 est un tableau (pour X), si B est une branche de 7, et si o :: ¢

est Vextrémité de B (autrement dit, la feuille de B), alors I’arbre ob-
tenu en prolongeant B suivant la régle de prolongation correspondant
& @ est aussi un tableau (pour X).

Les régles de prolongation sont décrites dans le tableau 12.2.1 :

Tableau 12.2.1 Régles de prolongation

NoMm ) REGLE DE PROLONGATION

(=—=) ——3  Prolongez B avec la feuille o :: 9

(A) Y A0  Prolongez B avec la feuille o :: 1, et prolongez cette nou-

velle branche avec la feuille o :: 8

(v) (¥ A 8) Prolongez B avec les feuilles o :: ¢ et o :: §

(3, 0, 1 <m<n:Sio,, ko, € Et(B), prolongez B avec la

feuille 0_,, 1)/ 0 1) k(0,,) 2
m=n+ 1:Sio,.k € Et(B), prolongez B avec la feuille

o_,/0.k Y

(0, 0,4 1< m<n:Sikestle plus petit entier tel que o,,_,.k(c,) &
Et., (1), alors prolongez B avec O _mo1)/ Oy k(0 ,) 1 =3
m = n + 1: Si k est le plus petit entier tel que o,k &
Et(B), alors prolongez B avec o_,/0,.k 2 =
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Dans le tableau précédent, o, /0, ,.k(c,) dénote ’étiquette obtenue de o
en remplagant la (m—1)-iéme composante par o, _,.k(c,). Lorsque o :: ¢ est
de la forme o :: =) (resp. ot Y A B, 0 = =(¢Y A 0), o 0,9 ou o 2 =0,),
nous 'appellerons une (——)-formule (resp. (A)-, (v)-, (O,)- ou (0,)-formule).
Une branche B d’un tableau 7 est fermée s’il existe des étiquettes o, T €
3, avec o, = T, et une variable propositionnelle p € Prop, telles que o :: p €
Bet T: —p € B (on remarquera la différence dans la maniére de définir une
branche fermée dans ce contexte). Une branche est ouverte si elle n’est pas
fermée. Un tableau 7 est fermé si toutes ses branches sont fermées et ouvert
s’ill n’est pas fermé. Une branche est réalisable si ’ensemble des formules éti-
quetées de B est réalisable. Un tableau est réalisable si une de ses branches est

réalisable.

Exemple
Elaborons un tableau pour I’ensemble
X ={0,0,00-(p A ¢, ~0,0,0,0,~p, O,0,00,00,—¢},

ol p, q € Prop,, composé de formules de L,.

1/1/1/1 :: O0,0,0,0,-(p A =g) Base
1/1/1/1 = =0,0,0,00,-p Base
1/1/1/1 :: O0,0,0,0,—-¢
1.1/1/1/1 = =0,0,0,-p

os
%

>

(
1.1/1/1/1 - B,0,0,=(p A —g) (O,)
1.1/1/1/1 » 8,0,0,~¢ (4d,)
1.1/1.1(1.1)/1/1 5 ~0,0,-p (0,)
1.1/1.1(1.1)/1/1 =: B,8,=(p A —g) ()
1.1/1.1(1.1)/1/1 = O,0,—g (d,)
1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1 = —0,~p (0,)
1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1)) /1 =: O;=(p A =q) (0,)
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1.1/1.1(1.1)/1.1(L.1(1.1)) /1 = O, g (0,)
1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1)) /1.1(1. 1(1.1(1.1))) == —=p (01
1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1)) /1.1(1.1(1.1(1.1))) == =(p A —q)  (O)
1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1.1(L.1(1.1(1.1))) 5 g (@)
oD o —q (V)

o o g (~-)

ot o = 1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1.1(1.1(1.1(1.1))). Autrement dit, le tableau
pour la négation de la formule

OO00,(p = 9) A 04050:0:0) = 040505014
est fermé. Ce tableau, disons 7, comporte deux branches, chacune avec les
mémes étiquettes. Pour chacune des branches B, nous avons :

Ety(B) = {1, 1.1(1L.1(L.1(L.1))}

Et(B) = {1, 1.1(1.1(1.1))}

Et(B) = {1, 1.1(L.1)}

Et(B) = {1, 1.1}

Proposition 12.2.2

Si 7T est réalisable, alors toute prolongation 7" de 7 est aussi réalisable.

PREUVE. Soit B, la (ou une des) branche(s) de 7 qui est réalisable, soit B la
branche qui sera prolongée, et soit 5" le résultat de cette prolongation (B* est
une branche sauf si la regle (v) est appliquée, auquel cas Bt sera un arbre
avec deux branches). Si B = B,, alors 7 restera réalisable quelque soit la ma-
niére de prolonger B, car B, sera toujours une de ses branches. Si B = B,, soit
M =< W, &, R, val > de rang n qui réalise B via f, c’est-a-dire :
(RT1) Pour mtelque 1l < m < n, o, 7€ Et,_ (X)etpe Et (X),
Ao, 7) = o, (fu(w) (faa(0), fu i (7)),

et pour tous o, T € Et,(X),
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o < 1= R(f(0), /(1))

(RT2) Sio: e X, alors M, f(a) IF ¢, ot f(a) = (fy(0y), fi(o),-.., f(0.)
Nous montrerons, cas par cas, que le modéle M réalise aussi B7.
(——). B" est obtenue en appliquant la régle (——) & o :: =@ € B. Nous avons
déja, par la partie condition (RT2), que

M, (o) IF =
Mais ceci signifie que

M, f(o) IF ¢
Donc, M réalise aussi 5.
(A). B est obtenue en appliquant la regle (A) & o 2 ¢ A 9 € B. Nous avons
que

M, f(o) IF o A ¢
par (RT2), ce qui veut dire que M, f(o) IF ¢ et M, f(o) IF 2. Autrement dit,
M réalise B*.
(V). B* est obtenue en appliquant la régle (V) & o :: =(¢ A ) € B. Encore
une fois,

M, f(o) IF =(¢ A )
par (RT2), mais ceci implique que M, f(o) IF = ou M, f(o) IF —). Si c’est le
premier cas, alors M réalise la branche de B* qui a o :: —¢ comme feuille. Si
c’est le deuxieéme cas, M réalise la branche de B* qui a o :: =% comme feuille.
(d,,). B* est obtenue en appliquant la régle (0,) & o :: O,» € B. Supposons
que 1 < m < n (il restera alors le cas m = n + 1). Puisque M réalise 3, nous
avons que

M, f(o) IF O,
Ainsi, M, v IF ¢, pour tout v tel que w{m}v. En particulier, par la condition
(RT1), nous savons que

H0) ()0 /s H5,)),
pour tout k tel que o,, ,.k(c,) € Et,_,(B), donc



Chapitre 12 — Calcul de tableaux 391

M, £(0_(_1y/0n-1-k(0,)) I
pour tout o, ;.k(c,) € Et, (B). Ce qui démontre que B est réalisé par M
dans ce cas. Si m = n + 1, la démonstration est encore plus simple.
(0,.). B est obtenue en appliquant la régle (0,) & o :: =0, € B. Supposons
que 1 < m < n (il restera alors le cas m = n + 1). Puisque M réalise B, nous
avons que

M, f(o) IF =0 ¢
ce qui veut dire que M, v [ —¢, pour un certain v tel que w{m}v. Soit k € N*
le plus petit entier tel que o,_,.k(c,) & Et, (B); B* est la prolongation de B
par 6_, )/0,.,.k(0,) :: @. Définissons g,_, : Et. (BY) - W, _, comme étant
la fonction égale & f, , sur Et,_(B) qui envoie o,,_,.k(c,) sur v. Si g est obte-
nue de f en remplagant f, | par g,_,, il facile de montrer que M réalise B* via
la fonction g. La démonstration du cas m = n+1 est encore plus simple.

Ce qui démontre le résultat. Y

Proposition 12.2.3

Un tableau fermé n’est pas réalisable.

PREUVE. Soit 7 un tableau fermé et B une branche quelconque de ce tableau.
Supposons que B est réalisable. Il existerait un modele M = < W, & R,
val > et une suite de fonctions f qui satisfont les conditions (RT1) et (RT2).
Puisque B est fermée, il existe des étiquettes o, T € X avec o, = T, et une
variable propositionnelle p € Prop, telles que o :: p € B et T :: —p € B. Puis-
que M réalise B (via f), nous avons que M, f(o) IF p et M, f(7) IF —p, par
(RT2). Mais, M, (o) IF p entraine que f(o,) € val(p), et M, f(T) IF —p en-

traine que fi(7,) = fi(o,). & val(p), ce qui est contradictoire. M

Un calcul de tableau est, en particulier, un systéme de dérivation. Nous dé-

montrons qu’une formule ‘@’ est un théoréme dans ce calcul en montrant que
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<

la formule ‘-’ admet un tableau fermé (c’est-a-dire qu’il existe un tableau
fermé pour ’ensemble {—p}). Le théoréme suivant montre que ce calcul est

« sound », qu’il préserve la validité :

Théoréme 12.2.4

Si ‘=’ admet un tableau fermé, alors ‘@’ est valide.

PREUVE. Supposons qu’il existe un tableau fermé 7 pour la formule ‘-’ mais
que ‘@’ n’est pas valide. Il existe donc un modéle M = < W, &_ , R, val > et
un point w € W tels que

M, w IF —e.
Si nous montrons que M doit alors réaliser 7, nous obtiendrons une contradic-
tion par la proposition 12.2.3.

Soient 7, le tableau obtenu a la n-iéme étape de la construction de 7.
Nous avons que 7, = {1 :: ¢} et que T, = 7, pour un certain N. Il est clair
que M réalise 7. Par la proposition 12.2.2, M réalise donc tous les tableaux 7,

jusqu’a 7, = 7. D’ou le résultat. "

Nous savons maintenant que notre calcul démontre des validités, mais il devra
en faire plus pour étre complet, il faudra que toute validité y soit démontra-
ble, ce qui reviendra, nous le verrons, a montrer que tout tableau ouvert
d’une certaine sorte est satisfaisable. Cette partie est définitivement la plus
compliquée. Nous devrons d’abord montrer comment extraire un modeéle d'un
tableau ouvert (d’une certaine sorte), et nous devrons ensuite définir un algo-
rithme permettant de générer ces tableaux (quand ceux-ci existent).

Afin de réaliser la premiére partie de cette tAche, nous utiliserons la no-
tion d’ensemble saturé. Si X est un ensemble de formules étiquetées, alors X

est dit saturé s’il satisfait les conditions énumérées dans le tableau 12.2.5.
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Tableau 12.2.5 Conditions de saturation

NoMm  CONDITION

(SL) Non-(o:pe XetT:—pe ), pour tous p € Prop,et o, 1 € X,
avec o, = T,

(S—) Sio:——pe X alorso:pe X

(SA)  Siotoatpe Xalorsonponpe X

(Sv) Sio:=(pay)eXaloso:—p€ Xouo:: —peX

80,) 1<m<n:Sio:0pe &, alors o, /o, ko, ¢ e &, pour
tout k € N™ tel que o,_,.k(c,) € Et,_ (X)
m=n+1:Slo:0,¢ € X, alors o_,/0,.k:: ¢ € X, pour tout k €
N* tel que 0,.k € Et(X)

(80,) 1 < m < n:Siox -0, € & alors il existe £ € N* tel que

O )/ O y-k(0,) 1~ € X
m=mn+ 1: 5 o -0, € &, alors il existe £ € N* tel que
o_Joki-peX

Un ensemble saturé a la propriété remarquable suivante :

Proposition 12.2.6

Si X est un ensemble saturé, alors X est réalisable.

PREUVE. Nous construisons le modele M = < W __ & R, wval > & partir

<n

I’ensemble & lui-méme. Pour k tel que 0 < k£ < net p € Prop,, posons

W, = {0 € &,: 3o € Et(X) tel que 0, = o}

val(p) = {0 € L,: Jo :: p € X tel quec o, = o}

Pour m tel que 1 < m < n, posons
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Montrons que M réalise X' (via la fonction identité). Les conditions (RT1) et
(RT2) doivent étre vérifiées. La premiére est immédiate, car f est la fonction
identité. Nous démontrerons la seconde en prouvant, par induction, que

(*) crnpeX=>Mol o

(**) on—pEX=>M olop

Etape de base. Supposons que ¢ est la variable propositionnelle p € Prop,,. Si

o p € X, alors la définition de val nous assure M, o IF p, donc (*) pour ¢. Si
o —p € X, alors T p € X pour tout T tel que 0, = T, par (S.1), et donc
0, & val(p) par définition de val. Ainsi, M, o I p, et donc (**) pour ¢.

Etape d’induction. I faut considérer chaque cas séparément.
(—). Supposons que ¢ = —1). Si o :: —p € A, alors M, o |- =) par la partie
(**) de ’hypothése d’induction appliquée a 1, et donc (*) pour ¢. Si o :: =
€ X, alors o :: ¢ € X, par (S——), et M, o IF ¢, par la partie (*) de I'HI ap-
pliquée & 1, et donc (**) pour .
(A). Supposons que p = p A 0. Siog Al e Xalorso € Xeto:: €
X, par (SA). Par la partie (*) de 'HI appliquée & v et 8, nous avons M, o I+ ¢
et M, o IF 8, d’od M, o IF ¢ A 6, et done (*) pour ¢. Si o :: =(¢ A ) € X,
alors o :: =) € X ou o :: =0 € X, par (Sv). Supposons que o :: =) € X. Par
la partie (**) de I'HI appliquée & 1, nous avons M, o ¥ ¢, d’ou M, o IF —1),
ce qui entraine M, o |- —(3 A ), ct donc (**) pour .
(d,). Supposons que ¢ = 0, 9. Si o = 0,9 € &, alors o_(,,_,y/0,,_,.k0,) = ¥
€ X pour tout o,,_,.k(c,) € Et, (X), par (SO,). Par la partie (*) de I’'HI ap-
pliquée a chaque o_,,_y/0,,,.k(c,,) :: ¢ € A, nous avons que

M, 0, 1y/0,1.K(0,) IF 9.
pour tout o,,_,.k(c,) € Et, ,(X), c'est-a-dire, par la définition de {m}, M, o IF
0,4, et donc (*) pour ¢. Si o :: =, € &, alors 0_,,_y/0,,_.ko,) = —p € X
pour un certain k € NT. Par la partie (**) de I'HI appliquée a v,

M, 0_(iy/0my-K(o,) P,
c’est-a-dire M, o _(,,_,y/0,,,.k(0,,) IF =1, et donc (**) pour .
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Ce qui compléte la preuve.

Nous définissons maintenant notre algorithme pour générer un tableau pour X
ayant la propriété suivante : ou bien ce tableau est fermé ou bien ce tableau
posséde une branche saturée. Si le tableau est fermé, X n’est pas satisfaisable;
et si le tableau posséde une branche saturée, nous pourrons, d’aprés la propo-
sition précédente, construire une modéle qui satisfait X.

Nous supposerons qu’il existe un ordre strict sur les formules du langage
et sur les branches du tableau de sorte que ’expression « la premiére formule
ayant la propri¢té P dans le tableau » soit signifiante (ici, la propriété P est
quelconque). La nature précise de 'ordre importe peu; seul importe qu’il y en
ait un.

Une formule étiquetée portant la marque active, inactive ou terminée sera
appelée une formule étiquetée marquée. Chaque étape de 'algorithme produi-
ra un arbre de formules étiquetées marquées.

Pour X un ensemble fini de formules, nous définissons I’algorithme de

construction d’un tableau pour X de la maniére suivante :

Tableau 12.2.7 Algorithme

ETAPE INITIALE

Le tableau initial est la branche B,(X) et toutes les formules étiquetées sont marquées

comme étant actives.

ETAPE D'ITERATION

Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe des formules actives, effectuez :

(AP) Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe un littéral actif dans 7, choisissez le

premier littéral actif et marquez-le terminé.

(A——) Pendant que T est ouvert et qu'il existe des (——)-formules actives dans 7,
choisissez la premiére (——)-formule active o :: ——¢ et prolongez toute bran-
che passant par o :: —— avec la (——)-régle. Marquez o :: ——¢ comme étant

terminée et o :: ¢ comme active.
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(An)

Pendant que T est ouvert et qu’il existe des (n)-formules actives dans 7, choi-
sissez la premiére (A)-formule active o :: ¢ A 1), et prolongez toute branche
passant par o @ A 1) avec la (a)-régle. Marquez o 1 ¢ A ¢ comme termi-

née, o :: @ et o 1Y comme actives.

(A0n)

Pour chaque m € {1,..., n}, en ordre décroissant :

Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe des (Q,)-formules actives dans 7,
choisissez la premiére (Q,)-formule active o :: =, et prolongez toute
branche passant par o :: =0,¢ avec la (Q,,)-régle. Marquez o :: =, com-
me terminée, marquez toute formule o_¢, ,)/0,_1.k(0,,) :: —¢ ajoutée par la
(On)-régle comme active, et marquez toute formule de la forme o :: O, dans

T comme active.

(AO,)

Pour chaque m € {1,..., n}, en ordre décroissant :

Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe des (O,)-formules actives dans 7,
choisissez la premiere (0,,)-formule active o :: O, et prolongez toute bran-
che passant par o :: O, ¢ avec la (O,)-régle. Marquez o :: O, comme inac-
tive et toute formule o_,, 1)/0,_.k(0,,) :: ¢ ajoutée par la ((0,)-régle comme

active.

Pendant que 7 est ouvert et qu’il existe de (v)-formules actives dans 7, choi-
sissez la premiere (v)-formule active o :: (¢ A 9¥), ct prolongez toute bran-
che passant o :: =(¢ A 1) avec la (v)-régle. Marquez o :: =(¢ A ) comme

terminée, o :: — et o ;1 = comme actives.

Dans le contexte de la discussion sur 1’algorithme, nous resserrerons notre dé-
finition d’un tableau pour X. Un tableau pour X, dans le contexte de cette
discussion, sera un tableau obtenu a l'une des étapes de cet algorithme.
L’ensemble de tous les tableaux pour X, dans ce sens restreint, est dénoté par
T(X). Nous appellerons l’action de o :: ¢ I'ensemble des opérations de prolon-
gation et de marquage que la formule o :: ¢ entraine dans l’algorithme. Dans
la discussion, 7, sera le tableau dans son état initial avec les marques, et si 7,
est un état subséquent de l'algorithme, 7 ., représentera le tableau avec les

marques obtenu de 7, par l'action de la prochaine formule visitée par
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lalgorithme. 7{X) désignera le tableau produit par lalgorithme appliqué a
Pensemble X (la proposition suivante montre que cette notion est bien deéfi-

nie).

Proposition 12.2.8

(a) L’algorithme est déterminé et la transition de 7, a 7,,, peut toujours étre
complétée.

(b) Tout 7€ T(X) est fini et T(X) lui-méme est fini.

(c¢) Toute formule n’est visitée qu'un nombre fini de fois.

(d) L’algorithme termine.

(

e) Toute branche ouverte de 7(X) est saturée.

PREUVE. Les preuves de ces résultats sont tout-a-fait analogues a celles de la
section précédente. Il suffit d’appliquer les mémes arguments pour les n+1

composantes. M4
Nous arrivons enfin & :

Théoréme 12.2.9
(a) Complétude faible : Pour toute formule ¢ € Form,,
IF @ ssi T(—p) est fermé.
(b) Propriété du modele fini : Si ¢ est satisfaisable, ¢ est satisfaisable dans

un modéle fini.

PREUVE. (a) La direction « < » est le théoréme 12.2.4. Pour lautre direc-
tion, IF ¢ = 7{—p) est fermé
ssi [ non-[ 7{—y) est fermé| = non-[IF ¢]]

ssi [ 7(—¢p) est ouvert = - est satisfaisable |



Appendice — Connaissance et modalité 400

tout d’abord généraliser la notion de rang aux formules de L, Définissons les
fonctions d’ordre ord; et ord, de la maniére suivante :

ord(p) = rang de ‘p’

ord(—yp) = ord(p)

ord(p A 1) = max(ord(y),ord())
pour ord = ord; ou ord,, et

ordy(Kep) = ordr(¢p)

ords(Kp) = ordy(p) + 1
La fonction ord; nous aidera & définir une traduction Trad, d’inspiration
transparentiste, et la fonction ord, une traduction Trad, d’inspiration agrip-
péenne. Nous posons : pour X = T ou A,

Trady(p) = p

Trady(—p) = Trady(p)

Trady (e A ¥) = Trady() A Trady ()

Trady(Ky) = O,,,!Trad(¢p), si ordy(p) = n -
oun ‘., ="0,0,..0".

Considérons quelques exemples pour contraster la différence entre les
deux traductions. Tout d’abord,

Trad(KKp) = 0O0,00,p

Trad,(KKp) = 0,0,0,p
On remarquera une légere différence entre Trad,(KKp) et ce que nous avons
nomme¢ la traduction agrippéenne plus haut. En réalité, Trad,(KKp) est plus
appropriée pour des raisons que nous comprendrons sous peu. Considérons, en
effet, la formule ‘K(g A Kp)’. Nous aurions donc

Trad(K(p A Kq)) = 0,0,(p A 0,0,9) et

Trad,(K(p A Kq)) = 0,0,0,(p A 0,0, 9),
alors que notre traduction esquissée plus haut aurait donné ‘Cl,(p A 0,01,9)’
pour Trad(K(p A Kq)) et ‘Oy(p A 0,00,9)” pour Trad,(K(p A Kg)). Si les lo-

cutions modales ‘LLL1" et ‘L1L,00,0)," sont préférables a ‘[, et ‘L1, c’cst parce
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qu’elles expriment tous les niveaux d’incertitude (du plus grand ordre repré-
senté au plus petit) et non seulement le dernier, le plus haut.

La modalité ‘K’ dans son interprétation agrippéenne cesse d’étre une mo-
dalité normale. La normalité est logiquement équivalente (en utilisant seule-
ment la régle de nécessitation et des tautologies propositionnelles) a la condi-
tion

K(p n4) © (Kp A K)
Posons ¢ = p et ¢ = K(p — p), nous avons que
Trad,(K(p ~ Kp)) = L, (p A Oi(p — p)) et
Trad,(Kp A~ KKp) = Op A O0,00,0,(p — p),
mais
IFO,0,(p A~ O(p — p)) & 0,00
- (Chp A O,0,0,(p — p) « Op
Or, le modeéle que nous avons construit & partir de S; et de I’ignorance de son
daltonisme satisfait ‘C],pg’ mais pas ‘[1,00,ps" au point (w, ¢, d). Cette consé-

quence était toutefois anticipée.

La connaissance des autres

Dans I’analyse que nous avons faite de la connaissance d’ordre supérieur jus-
qu’a présent, il était principalement — sinon exclusivement - question de la
connaissance qu’un agent a de ses propres états épistémiques. Intéressante sur
le plan philosophique, elle I'est peut-étre moins pour d’autres disciplines. La
connaissance d’ordre supérieur devient surtout intércssante pour ces derniéres
lorsqu’elle concerne plusieurs agents & la fois; la connaissance qu’un agent
peut avoir des situations épistémiques des autres agents a des conséquences
sur son comportement stratégique et, par conséquent, intéresse de pres la
théorie de la décision et la théorie des jeux. Il revient a Lewis (1969) d’avoir
souligné I'importance de la connaissance commune, une connaissance d’ordre

supérieur bien particuliére, pour la stratégie d’un joueur.
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Dans le chapitre 3, nous avons discuté le cas d’un agent ignorant son
propre daltonisme. Considérons maintenant les cas de deux daltoniens S, et S,
tels que

S, est un daltonien rouge-vert,

S, est un daltonien bleu-jaune,

S, sait qu’il est daltonien rouge-vert,

S, sait qu’il est un daltonien bleu-jaune,

S, ne sait pas si S, est daltonien bleu-jaune ou daltonien rouge-vert

S, sait que 9, est daltonicn rouge-vert
Il n’est pas évident de représenter ce type de situation épistémique dans la
sémantique des mondes possibles. 11 faudrait que la méme relation
d’accessibilité serve a exprimer a la fois la connaissance de base (du premier
ordre) de I'agent, en l'occurrence de son propre daltonisme, et la connaissance
« épistémique » de Pagent (du deuxiéme ordre), I'ignorance ou la connais-
sance qu’il a du daltonisme de son compatriote. 1llustrons en quoi la représen-
tation de ces faits n’est pas évidente.

Si une relation d’accessibilité ne fait pas de distinction entre les niveaux
de connaissance, il a fort a parier que nous rencontrerons les mémes difficultés
ici que nous avons rencontrées précédemment. Supposons, afin d’explorer
’hypothése, qu'une relation sur W suffise & exprimer ces faits, quitte 4 ajouter
des mondes supplémentaires a W au

besoin. Je m’explique. Supposons que

® ®
I'univers des agents S, et S, est trés limi- v P Y
té : il comprend seulement deux objets
o, et 0,, le premier pouvant étre rouge b b
ou vert et le second bleu ou jaune. Les
mondes w, z, y et z de cet univers alé- . ‘ ‘z
thique simplifié se laissent décrire par les a

quatre couples suivants : w = (r, b), z =
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(r,]), y = (v, b) et z= (v, ]), ou les premiére et deuxiéme positions spécifient
les couleurs qu’exemplifient les objets o, et o, respectivement (r = rouge, b =
bleu, j = jaune et v = vert). Etant donnés ces mondes, il est facile de déter-
miner & quoi ressembleront les relations d’accessibilité Rpgpy et Rpg; de S, et de
S, respectivement :

Rpry = cloture réflexive, symétrique et transitive de {(w, ), (z, 2)}

Rpp; = cloture réflexive, symétrique et transitive de {(w, z), (y, 2)}
Toutefois, nous rencontrons déja une difficulté ici car la relation Rpgy ne per-
met de représenter l'ignorance que S, a de la connaissance de S,. En effet, si
‘p,” est I’énoncé « L’objet o, est rouge » et ‘g’ est I’énoncé « L’objet o, est
vert », alors ’énoncé ‘(p, > K,p,) A (¢, > K,q,)’ sera connu par S, partout.
Mais si S, sait que (p, > Kyp) A (¢ = K,q,), c’est-a-dire si

K{(p, = Kipy) A (a0 = Kiy))
est vrai (partout), alors S, sait que S, n’est pas daltonien rouge-vert, contrai-
rement & ce que nous voulions.®

Nous pourrions éviter cette difficulté en employant un stratageme : dé-
doubler I’ensemble des mondes possibles W de sorte qu’une copie ait les rela-
tions d’accessibilités Rppy et Rpgy; pour S, et S, (respectivement), et que
lautre copie ait Rppy pour les deux agents, en prenant soin de raccorder ces
deux copies de maniere appropriée. Le nouvel univers W* serait 'union de W
et de W' = {w/, ', ¢/, 2}, ou les quatre mondes w', 2/, y' et 2’ se comportent
de maniere identique & w, z, y et z sur les plan des faits du premier ordre (par
exemple, o, est rouge dans w ssi o0, est rouge dans w', etc.). La nouvelle rela-
tion d’accessibilité B, sur W' de 'agent S, est définie de la maniére suivante :

Ry = Rpgy U (Rpgy)’
ou (Rppy)’ est définie comme Rpg, mais sur les mondes de W' au lieu des
mondes de W. La relation d’accessibilité R, sur W' de S, n’est pas définie

aussi simplement; nous ne pouvons pas la définir comme

52 Cette discussion suit de trés prés la présentation du chapitre 1.
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R, = Rpgy U (Rpwy),
car sinon S, saurait que S, est daltonien bleu-jaune aux mondes de W et sau-
rait que S, est daltonien rouge-vert aux mondes de W' Il faudrait pour réta-
blir son ignorance que nous ajoutions des couples dans la relation R, no-
tamment les couples (w, w'), (z, z'), (y, ¥") et (z z'), et que nous ajoutions
aussi le nécessaire pour que cette nouvelle relation soit réflexive, symétrique et
transitive. Si nous faisons cela, nous aurons une premiére approximation satis-

faisante de la connaissance qu’ont ces agents I'un de V'autre.

Sans entrer dans ’analyse d’exemples qui pourraient compromettre cette
méthode de duplication, au sens ou un énoncé aurait une valeur de vérité
inattendue, j’aimerais souligner combien cette méthode s’apparente davantage
a un rafistolage ad hoc qu’une représentation fidéle de la connaissance d’ordre
supérieur, le caractére ad hoc étant principalement d0 au fait que nous ayons
a rajouter des « épi-mondes » (ceux de W’). Il y a aussi un probléme de taille
(littéralement) que rencontre cette méthode : il y a un potentiel de croissance
exponentielle de ces « épi-mondes » plus les profils épistémiques d’ordre supé-
rieur de nos agents sont complexes. Dans ’exemple ci-dessus, il n’y a cu qu’un
simple dédoublement, ce qui reste contrélable, mais si, d’une part, ’agent S,
hésitait entre trois profils épistémiques pour S, et si, d’autre part, S, hésitait

entre deux profils épistémiques pour S,, alors il faudrait sextupler 'univers de
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base. Avec plus d’agents et plus d’ignorance de la part des agents & propos
des profils épistémiques de leurs voisins, la situation devient vite incontrola-
ble : avec n agents daltoniens d’une certaine sorte, chacun ne sachant pas si
leurs voisins sont daltoniens rouge-vert ou daltoniens bleu-jaune, vous devrez

n—

disposer de 2"V copies de 'univers de base.

Cette prolifération ne serait pas pathologique si ce n’était du caractére
bigarré des relations d’accessibilité; en essayant de simuler deux niveaux de
connaissance en un, il finit par y avoir deux types de liens entre les mondes :
d’une part, les liens provenant de la relation d’accessibilité d’ordre un, et
d’autre part, des liens qui font le pont entre deux relations d’accessibilité.
Dans la relation R, le lien entre w et z provient de la relation Rpg, mais celui
entre w et w’ est 1a pour établir un pont entre les deux profils de S, que S, ne
distingue pas. Au final, il s’agit d’une quantification sur des relations
d’accessibilité qui se dissimule sous les apparences d’une quantification sur les
mondes. Il n’y a rien de mal a la dissimulation, mais elle n’est d’aucun avan-
tage si elle crée de telles complications.

Comment adapter les structures et le langage des sections précédentes
afin d’appliquer le méme genre de solution? D’abord, donnons-nous un lan-

)

gage modale avec les modalités ‘[a],,,” et ‘[0],,,’, pour chaque n > 0. Les
structures seront définies sur W = W x W x..., mais la fonction ¢, , attri-
buera une paire (R, (w), R,(w)) de relations d’accessibilité sur W,, une pour
chaque agent, au lieu d’attribuer une seule relation d’accessibilité sur W, a
chaque point de w € W,,,. Pour z = a ou b, nous définissons la relation
w{n+1},v ssi (i) w, = v, pour k= n, et (i) R,(w,,,)(w,, v,),
ce qui donne la clause sémantique suivante pour les modalités :
w I [}, ssi v IF ¢, pour tout v e W tel que w{n+1},v
Il nous faut ensuite trouver une traduction adéquate Trad dans ce langage des
formules composées des modalités K, et K,. Encore une fois, la notion d’ordre

d’une formule sera centrale, et nous ne définirons que la version transparen-
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tistc du rang de méme que version transparentiste de la fonction de traduc-
tion. Pour z = a ou b, posons

ord,(p) = rang de ‘p’

ord(—p) = ord(y)

ord(ip A ) = max(ord ), ord ()

ord,(Kp) = ord(p),siz =1y

ord (K p) = ord (@) + 1,siz=y
L’idée est qu'une modalité épistémique fait augmenter le rang de z seulement

si celle-ci n’est pas la sienne. Pour la traduction, nous posons :

Trad(p) =
Trad(—¢) = Trad(y)
Trad(p A ¥) = Trad(y) A Trad(v)
Trad(Kp) = [2],.!/Trad(p), si ord,(¢) = n
ol ‘(2] = ‘[2],ldl, - [2],’. Par exemple, si ord(p) = 0, alors
Trad(K,p) = [a]\p
Trad(K,K,p) = [al,[a];p
Trad(K,K,p) = [0],[0],[a],p
Trad(K,K K.p) = [bs[0]:[a]i[a],p

Trad(K KKK K.p) = [a]s[als[a], [6]3[b],[b],[0][d],[al
et ainsi de suite.
Nous voulons montrer qu’il existe un modeéle qui satisfait les formules
épistémiques décrivant la situation de nos daltoniens S, et S,. Notamment, si
p, = L’objet o, est rouge
g, = L’objet o, est vert
p, = L’objet 0, est bleu
g, = L’objet o, est jaune
nous voulons que le modéle satisfasse les traductions de formules suivantes :

(p = Kp) A (¢ = Kiq)
(pz — Ka.p2> A (Q2 — KaQZ)
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- K, ((py = Kpy) A (¢ > Kle))

Pour construire un tel modeéle, il suffit de poser
W,=W={w, 1, vy, 2}
W, ={e, /}
W, = {g}
avec
(R(e), Ry(e)) = (Eprys Lopy)
(Ro(f), Bo() = (Bory, Bory)
(R.(9), Bi(9) = ({e, fix{e, f}, {(e; 0, (£, H})

407

Autrement dit : e est le profil épistémique du premier ordre actuel et f est

I’autre profil épistémique du premier ordre non-éliminé pas S,; ¢ est le profil

épistémique du deuxiéme ordre actuel stipulant que S, sait que S, est dalto-

nien rouge-vert et qu’il est lui-méme daltonien bleu-jaune. On peut vérifier

aisément que
(w, €, g) IF Trad((p, > Kyp1) ~ (¢ = K,q1))
(w, € 9) IF Trad((p, = K.po) A (¢ = Koa))
(w, €, 9) IF Trad(—K,((p, > Kp) A (& = K,a)))

Si nous voulons changer la connaissance d’ordre supérieure de S,, il suffira de

modifier la relation qui lui est attribuée a g, il ne sera pas nécessaire de modi-

fier I’ensemble W,
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