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Il est clair que l'homomorphisme surjectif entre modèles entraîne l'équivalence 

élémentaire, mais encore une fois il y a des conditions plus faibles qui garan­

tissent cette même équivalence. 

Si S = < W, <J! > et T = < V, r > sont des structures simples (des 

SROSs), une bisimulation entre S et T est une relation Z c WxV telle que, 

pour tout n 2. 0, si wZv, alors 

(zig,,) w{ n+1}w' =? 3v' E V tel que v{ n+1}v' et w'Zv' 

(zagn ) v{n+1}v' =? 3w' E W tel que w{n+1}w' et w'Zv' 

(zig"J w ~n w' =? 3v' E V tel que v ~n v' et w'Zv' 

(zag,,,,) v ~n v' =? 3w' E W tel que w ~n w' et w'Zv' 

Les définitions de points Z-bisimilaires, de points bisimilaires, de structures Z­

bisimilaires, et de structures bisimilaires sont analogues à celles données plus 

haut. 

Si M = < S, val[ > et N = < T, va~ > sont des modèles basés sur les 

structures simples S et T, une bisimulation entre les modèles M et N est une 

bisimulation Z entre les structures sous-jacentes respectives S et T telle que 

(basep) wZv =? Vn 2: 0, Vp E Prop" [wn E val1(p) ssi Vn E valip)] 

(base(\:) wZv =? Vn 2: 0, Va E Nomn [ Wn = val[ (a) ssi Vn = val2( a) ] 

Les définitions de points Z-bisimilaires, de points bisimilaires, de modèles Z­

bisimilaires, et de modèles bisimilaires sont analogue~ à celles données plus 

haut. 

La contrainte (base(\:) est en réalité très forte lorsqu'elle est combinée avec 

le fait que nos modèles sont nommés et les conditions (zig",,) et (zag",,). Déjà, 

dans le cas de la logique hybride conventionnelle, nous pouvons observer 

l'effet de cette contrainte (ou du moins sa contrepartie) : si tout point W E W 

est nommé, disons par a, et si une bisimulation préserve la dénotation de 

chaque nominal, nous devrons avoir val[(a) Zva4(a), c'est-à-dire que Z ne 

pourra mettre en relation que des points qui sont dénotés par le même nomi­
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nal (tantôt via va~ tantôt Via val2). Pour les modèles simples, la situation 

s'articule comme suit: 

Proposition 6.2.2 

Soient w E W et v E V des points des modèles M et N respectivement, et soit 

Z une bisimulation entre Met N. Si wZv alors 

(a) val1(a) = w et val2(a) = v pour un certain a E Nom, et 

(b) val[(f3n, a n+1)Zvalipn> 0."+
1
), pour tout n ~ 0 et pour tout Pn E Nomn. 

PREUVE. (a) Supposons que wZv et soit a E Nom tel que val[(a) = w (un tel 

a existe car M est nommé). La condition (base(\:) entraîne que val'2( a) = v. 

(b) Pour n'importe quel w' tel que w ~n w', nous aurons qu'il existe par (zig",,) 

un Vi tel que v ~n Vi et WIZVI. Mais Wl = (w-", w) pour un certain w E Wn , ce 

qui veut dire qu'il existe GE Nomn tel que val (a_n' G) = w' (car M est nom­


mé). Par (base(\:) encore une fois, nous avons que va~(a_", G) = v'. En exploi­


tant (zag",), nous pouvons montrer que cette observation tient dans l'autre
 

direction. Nous avons donc, pour tout n, que
 

(*) wZv :::} val[ (a_n, G)Zva~( a_n, G)
 

pour tout GE Nomn . Il reste à montrer que (*) entraîne l'implication
 

(**) vall(p", a n+1)Zval2(Pn, 0."+1)
 

Supposons que 0n E Nom,., pour tout n ~ O. Nous savons par (*) que
 

valJ(0._0' 00) Zvali 0._0' Go)' 

De même, en appliquant (*) aux points va~(a_o, 00) et va~(a_o' 00)' nous au­

rons que valJ(Go, G1> (2)Zva~(Go, Gu 0.
2
), c'est-à-dire 

va~(PI' 0.2)Zva~(p1> 0.
2). 

J 

De manière générale, nous aurons 

valj(Pn> o.n+l)Zva~(Pn> a"+J). 

Ce qui démontre le résultat. ~ 
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Une bisimulation se comporte adéquatement vis-à-vis les relations {~} aussi: 

Proposition 6.2.3 

Soient w E W et v E V des points des modèles M et N respectivement, soit Z 

une bisimulation entre M et N, et soit ~ E Nomn+1. Si wZv, alors 

W{~}WI =} 3Vl E V tel que v{0}v' et w'Zv l
 

v{~}v' =} 3w' E W tel que W{~}WI et w'Zv'
 

PREUVE. Soit Wl E W tel que W{~}WI. Puisque M est nommé, il existe o., 0.1 E 

Nom tels que va4(a) = w et val1(a') = w'. Par la proposition précédente, 

nous avons que va~(o.) = v. Définissons 

x = (W-(n+l)' va4(~)) = vall(a_n>~) 

Xl = (w'-(n+1)' va4(~)) = va4(a'_n, ~) 

Par définition des relations {~} et {n+1}, nous avons que x{n+1}x'. La 

condition (zign) entraîne qu'il existe y' E V tel que y{n+1}y' et x'Zy'. Par la 

proposition précédente, 

y = val2( 0._", ~) 

y' = va~( al_n, ~) 

Soit Vi = va~( o.'). Nous avons par la définition des relations {~} et {n+1} que 

v{0}v', et par la proposition précédente que w'Zv'. Ce qui démontre (zigiJ 

La direction (zag~) se démontre de manière analogue. ~ 

Montrons que la bisimulation se comporte bien à l'endroit de l'équivalence 

élémentaire: 

Proposition 6.2.4 

Soient w E W et v E V des points des modèles simples M = < 5, val1 > et N 

= < T, va~ >. Si w et v sont bisimilaires, alors M, w =:::; N, v. 
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PREUVE. Nous devons montrer que 

M, w If- ljJ ssi N, v If- 1jJ, 

pour toute formule 1jJ. La preuve est par induction sur la complexité de 1jJ. 

Étape de base. Si ljJ est une variable propositionnelle p E Prop ou un nominal 

ex E Nom, les conditions (basep) et (basecJ sur les bisimulations entraînent 

immédiatement le résultat. 

Étape d'induction. (i) Si ljJ est une combinaison booléenne, la preuve est une 

application directe de l'hypothèse d'induction. 

(ii) Supposons que ljJ = @o.'l/J, avec ex E Nom n. Tout d'abord, observons que 

w;::::;" (w_ va0(ex))n , 

Par (zig",,), il existe Vi E V tel que v ;::::;n Vi et (w_nl val[(ex))Zv'. De même, par 

(baseo.), vn' = valiex). Ainsi, (w_ n , va0(ex))Z(v_n, va~(ex)). En appliquant 

l'hypothèse d'induction à 'l/J (qui a moins de connecteurs que 1jJ), nous obte­

nons 

ce qui revient à 

M, w If- @o.'l/J :::} N, v 11- @o.'l/J 

La condition (zag",,) nous permet de démontrer l'autre direction de ces impli­

cations. 

(iii) Supposons que ljJ = Dn+1'l/J. Au lieu de démontrer l'équivalence suivante: 

M, w If- Dn+1'l/J ssi N, v If- Dn+l'l/J, 

nous démontrerons l'équivalence: 

M, w If- On+l'l/J ssi N, v If- On+l'l/J, 

ce qui revient au même. Nous avons 

M, w If- On+l'l/J ssi M, w' If- 'l/J, pour un certain w' t. q. w{ n+ 1}w' 

Par l'hypothèse d'induction, s'il existe Vi E V bisimilaire à W', alors 

M, w' If- 'l/J ssi N, Vi If- 'l/J 

La condition (zig,,) nous assure de l'existence d'un tel v' qui, en plus d'être 

bisimilaire à W', est tel que v{ n+ 1}v'. Il en résulte donc que 

mailto:11-@o.'l/J
mailto:If-@o.'l/J
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M, w If- On+l'l/J ssi M, w' If- 'l/J, pour un certain w' E W t. q. w{ n+ 1}w' 

=} N, Vi If- 'l/J, pour un certain Vi E V t. q. v{ n+1}v' 

ssi N, v If- On+l'l/J 

Un	 argument symétrique montre que l'autre direction (<=) tient également. 

(iv)	 En appliquant la proposition 6.2.3 et en employant un argument similaire 

à	 celui de (iii), nous pouvons montrer que le résultat tient si <p = Q3'l/J. 

Ce qui complète la démonstration. ~ 

Il n'est pas difficile d'adapter cette notion de bisimulation pour les structures 

simples de rang fini. Soient S = < WnJ cp ::;n' R > et T = < Vn , r ::;n' Q > des 

SRüF de rang n. Nous définissons une bisimulation (de rang n) entre 5 et T 

comme une relation Z c W nX V n telle que: pour tout m :S n et 0 E 

Nom::;n\NomQ, si wZv 

(zigm) w{ m+ 1}w' =} 3v' E Vn tel que v{ m+ 1}v' et w'Zv' 

(zagm) v{m+1}v' =} 3w' E W n tel que w{m+1}w' et w'Zv' 

(zig,,J w ~m w' =} 3v' E V n tel que v ~m v' et w'Zv' ' 

(zag) v ~ m v' =} 3w' E W n tel que w ~ 1ft w' et w'Zv' 
~ 

Une bisimulation entre les modèles simples de rang n M = < 5, val! > et N =
 

< T, va~ > est une bisimulation entre les structures 5 et T telle que
 

(basep) wZv =} '\lm :S n '\Ip E ProPm [ W m E valJ(p) ssi 'Um E val2(p)]
 

(baseo:) wZv =} '\Im:S nVa E Nom m [wm = valJ(a) ssi vm = va~(a)]
 

Cette notion de bisimulation a sensiblement les mêmes propriétés que la pré­


cédente. Notamment, nous avons que si wZv, alors
 

va0(r3)Zval2(f3), pour tout f3 E Nom" 

et, pour tout 0 E Nom::;n\Nomo, 

(zig0) w{0}w' =} 3V ' E Vn tel que v{0}v' et wlZv' 

(zag0) v{0}v' =} 3W ' E W n tel que w{0}w' et w'Zv l 
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Surtout, si deux points sont bisimilaires, alors il est facile de voir qu'ils seront 

élémentairement équivalents (la transposition de l'équivalence élémentaire 

étant évidente). 

Une bisimulation entre structures simples induit des bisimulations sur les 

restrictions de ces structures. Si Z C WxV est une bisimulation entre S = < 

W, <Il > et T = < V, r >, et si a E Wn+1 et b E Vll+1 , nous définissons la rela­

tion Z:o;n(a, b) C WnxV n comme suit: wnZ:o;n(a, b)vnssi 

::lx E W::ly E V [xn+ 1 = (wn , a) & Yn+l = (v,p b) & xZy] 

Par ailleurs, nous définissons Zn( a, b) C Wnx Vncomme suit: wZn(a, b)v ssi 

:::lx E W:::ly E V [(xn, xn+1) = (w, a) & (Yn, Yn+l) = (v, b) & xZy] 

La relation wnZ:o;n( a, b)vn est une bisimulation (de rang n) entre la restriction 

de S à a et la restriction de T à b, et la relation wZ n( a, b)v est une bisimula­

tion (au sens originel) entre Sn( a) et T n ( b). En effet: 

Proposition 6.2.5 

Soit Z C WxV une bisimulation entre S = < W, <Il > et T = < V, r >, et 

soient a E Wn+1 et b E Vn+1 . 

(a)	 Zn(a, b) est une bisimulation (de structures) entre SJa) et Tn(b). 

(b)	 Si Z est une bisimulation entre M = < S, va4 > et N = < T, va~ >, alors 

Zn(a, b) est une bisimulation (de modèles) entre M ll(a) et Nn(b). 

(c)	 Z:o;n(a, b) est une bisimulation (de structures) entre S:o;n(a) et T~n(b). 

(d)	 Si Z est une bisimulation entre M = < S, va4 > et N = < T, val2 >, alors 

Z:o;,,(a, b) est une bisimulation (de modèles) entre M:o;n(a) et N:o;n(b). 

PREUVE. (a) Supposons que wZ,,( a, b)v, où w E Wn et v E Vn, et supposons 

qu'il existe w' E Wn tel que <Iln+1(a)(w, w'). D'une part, si wZn(a, b)v, c'est 

qu'il existe x E W et y E V tels que (xn, xn+1) = (w, a), (Yn, Yn+l) = (v, b) et 

xZy. Posons Xl = (x_n, w'). Il est alors évident que x{n+1}x'. Puisque Z est 

une bisimu1ation, il existe yi E V tel que y{n+1}y' et x'Zy'. Mais y{n+1}y' 
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entraîne que yi est de la forme (y-n' Vi), avec Yn+) = b et Vi E Vn tel que 

fn+)(b)(v, v'). Nous avons donc qu'il existe v' E Vn avec w'Zn(a, b)v' et 

fn+)(b)(v, v'). Ce qui montre (zig). La démonstration de (zag) se fait de ma­

nière analogue. 

(b) Supposons que wZn(a, b)v et soit p E ProPn. Si wZn(a, b)v, c'est qu'il existe 

xE Wet y E V tels que (xn , Xn+1) = (w, a), (Yn, Yn+)) = (v, b) et xZy. Puisque 

xZy, il s'ensuit que wn E val)(p) ssi vn E valip), autrement dit que 

w E val)(p) ssi v E va~(p) 

La démonstration de (basec;) est similaire. 

Les parties (c) et (d) sont des conséquences directes des définitions de bi­

simulation et de bisimulation induite. ~~ 

Corollaire 6.2.6 

Si M et N sont Z-bisimilaires (comme modèles) et si wZv, alors Mn(wn+)) et 

Nn(vn+)) sont bisimilaires et M::;n(wn+)) et N::;n(vn+)) sont bisimilaires. 

PREUVE. Ce corollaire est plus ou moins la conséquence directe de la proposi­

tion précédente et de la proposition 6.2.2. ~ 

6.3 Traduction dans la logique du premier ordre 

Nous montrons dans cette section comment traduire le langage L dans un cer­

tain langage du premier ordre de sorte que la notion de satisfaction dans les 

structures simples soit traduite en une notion de satisfaction dans des modèles 

du premier ordre. 

Nous commencerons par traduire L dans un langage du premier ordre ty­

pé L ns (avec égalité). 56 Pour chaque n EN, il y aura une collection (dénom­

56 On dit habituellement « sorté » plutôt que « typé») mais je trouve le terme « sorté » 

affreux et « typé» rend bien l'idée derrière ce langage. 
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brable) de variables et de symboles de constantes de type n; plus précisément, 

un ensemble Varn de variables x" de type n, et un ensemble Conn de symboles 

de constantes comprenant une constante 'acx ' (ou 'a(a)') pour chaque a E 

Nom n Les symboles de prédicat prendront des arguments de types spécifiques; • 

par exemple, si 'A' est un symbole de prédicat de type '(n, n+1)', c'est que 

'A' est un prédicat à deux variables, la première étant de type n et la seconde 

de type n+1. Il y aura, pour chaque p E ProPn, un symbole de prédicat' P/ 

(ou' P(p) ') de type (n). L'ensemble de tous les symboles de prédicats unaires 

de type (n) (de cette forme) sera dénoté par CONn. Enfin, pour tout n ~ 0, il 

Y aura le symbole de prédicat 'R"+l (xn+ x'" Yn)' de type (n+ 1, n, n). Les rè­J , 

gles de formation des formules de Ll'1's' une fois cette liste spécifiée, sont évi­

dentes, l'ensemble de ces formules étant dénoté par Form Trs . 

Si S = < W, <I> > et si M = < S, val>, le LT,.s-modèle typé du premier 

ordre correspondant est M(S) = < D, I> où D = (Wn)nEN et 

I( ao.) = val( a) 

I(Pp) = val(p) 

I(R"+l) = <PMI 

Pour la suite, le symbole de constante 'a..,' (ou 'a(w)') est définie comme la 

(une des) constante(s) 'ao.' tel que val(a) = w. L'ensemble Termn des termes 

de type n de L 1'1'8 est l'union de Conn et de Varn. Définissons l'ensemble Con 

comme l'union des Con", Var comme l'union des Var", et Term comme l'union 

des Term". 

Pour les besoins de la traduction, nous définissons Con comme l'ensemble 

des suites a = (0.0, al' ... ), où an E COnn, Var comme l'ensemble des suites x = 

(xo, XlJ ... ), où X E Var", et Term comme l'ensemble des suites t = (ta, t1 , ••• ),n 

où tn E Termn. Si W E W, a(w) est la suite de Term telle que 

a(w) = (a(wo), a(wl ), ... ). 

La fonction de traduction 

Tr : TermxForm L ~ Form 1'rs 
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est définie récursivement comme suit: pour t = (to, t1, ••. ) E Term, 

Tr(t, 1-) = a 7= a (a au choix) 

Tr( t, p) = Pp( tn), si r(p) = n 

Tr(t, Œ) = tn = aa:, si r(Œ) = n 

Tr(t, -''P) = -,Tr(t, 'P) 

Tr (t, 'P 1\ 'l/J) = Tr (t, 'P) 1\ Tr (t, 'l/J) 

Tr(t, @a:'P) = Tr((t_n, aa:), 'P)), si r(a) = n 

Tr(t, Dn+1'P) = \/xn(R"+l(tn+1 , t", Xn) ----+ Tr((t_n , xn), 'P)) 

Tr(t, D~'P) = \/X,,(R"+l(~J' tn , x,,) ----+ Tr((L", xn), 'P)), si r(0) = n+1 

En dépit du fait t soit une suite infinie, il n'y a jamais plus qu'un nombre fini 

de tk dans Tr(t, 'P). 

Proposition 6.3.1 

Soit 'P E FormL et soit w E W. Nous avons que 

M, w If- 'P ssi M(S) If- Tr(a(w), 'P) 

PREUVE. Soit 'P E FormL et w E W. La preuve est par induction sur 'P. 

Étape de base. Supposons que rp = p, où P E ProPn. Nous avons que 

M(S) If- Tr(a(w), p) ssi M(S) If- Pp(a(w,,)) 

ssi I( a( wn)) E I( Pp) 

ssi wn E val(p) 

ssi M, w If- P 

Si 'P = a, avec a E Nom n. Nous avons que 

M(S) If- Tr(a(w), Œ) ssi M(S) If- a( wn) = aa: 

ssi I( a( wn )) = I( aa:) 

ssi w" = val( a) 

ssi M, w If- a 

Étape d'induction. (i) Si 'P = -,'l/J ou 'l/J 1\ e, la preuve est directe. 
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(ii) Supposons que <p = @Q'l/J, avec a E Nomn- Nous avons, par définition et 

par l'hypothèse d'induction, que 

M(S)	 If- Tr(a(w), @o.'l/J) ssi M(S) If- Tr((a(w)_n, aQ), 'l/J))
 

ssi M, (w_ n , I(a
Q 
)) If- 'l/J
 

ssi M, (w_nl val(a)) If- 'l/J
 

ssi M, w If- @o.'tP
 

(iii) Supposons que <p = Dn+1'l/J. Nous avons, par définition et par l'hypothèse 

d'induction, que 

M(S) If- Tr(a(w), Dn+1'l/J) 

ssi M(S) If- \ixn(Rn+l(a(Wn+l) , a(wn), xn) -t Tr((a(wLn, xn), <p)) 

ssi \iw E Wn [ I( a(wn+1), a(wn), a( w)) E I( Rn+1) 

=? M(S) If- Tr((a(wLn, a(w)), <p))] 

ssi \iw E Wn[<I>n+l(Wn+1)(wn) w) =? M(S) If- Tr((a(w)_n, a(w)), <p))] 

ssi \iw E Wn[<I>n+Jwn+1)(wn , w) =? M, (w_ n, w) If- <pl 

ssi M, w If- Dn+1'l/J 

(iv) Si	 <p = Q3'l/J, avec r(0) 2: l, la preuve est similaire à celle de (iii). 

Ce qui complète la démonstration. ~~ 

Pour tous <p et x E Var, le nombre de variables (libres ou pas) dans Tr(a(x), 

<p) est fini, car il n'y a qu'un nombre fini d'étapes dans la définition de la tra­

duction Tr(a(x), <p) de <p, et chaque étape de la traduction n'ajoute qu'un 

nombre fini de variables. 

Proposition 6.3.2 

Soit x E Var et soit n = max{m : xm libre dans Tr(x, <p}. Nous avons 

M If- <p ssi M(S) If- \iXO\ix1.. .\ixnTr(x, <p) 

PREUVE. Nous avons que M If- <p 

ssi M, w If- <p, pour tout w E W 

mailto:If-@o.'tP
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ssi M(S) If- Tr(a(w), rp), pour tout w E W
 

ssi M(S) If- Tr(a(w), rp), pour tous W o E WO, W1 E W1, ..•
 

ssi M(S) If- Tr(a(w), rp), pour tous Wo E WO, W1 E W1, ... , Wn E Wn
 

ssi M(S) If- \:/1:0\:/11. ... \:/xnTr(x, rp)
 

Ce qui démontre le résultat. ~ 

Nous étendons le travail précédent pour traduire la validité dans une struc­

ture. Pour ce faire, nous devons ajouter à L Trs des variables et des quantifica­

teurs d'ordre deux. Plus précisément, pour chaque n, il faut un ensemble 

VARn de variables de prédicats unaires X de type (n). Nous appellerons ce 

langage et l'ensemble des formules de est Form TRs . L'ensembleLTRs LTRs 

TERMn des termes de type (n) est donc l'union de CONn et de VAR". Enfin, 

l'ensemble CON est l'union des CONn> VAR est l'union des VAR,,, et TERM 

est l'union des TERMn. 

Soit '0 : Con U CON ~ Var U VAR une fonction injective telle que, pour 

tout ex E Nom et pour tout p E Prop, 

'0(aJ = xu (ou x(ex)), où x" E Var",,) 

'0(Pp) = Xp (ou X(p)), où XpE VAR,.{p) 

Exigeons, par ailleurs, que les variables de Var qui sont utilisées dans les tra­

ductions ne sont pas dans l'image de '0. Une telle fonction existe car les en­

sembles Con, CON, Var et VAR sont infinis. Nous modifions maintenant la 

fonction de traduction Tr en remplaçant les clauses 

Tr(t, p) = Pp(tn), si r(p) = n 

Tr(t, ex) = tn = au' si r(ex) = n 

par celles-ci : 

Tr(t, p) = Xp(t ), si r(p) = nn 

Tr(t, ex) = tn = x"' si r( ex) = n 

Avec ces modifications, nous pouvons traduire les formules dans LTRs de même 

que la validité dans un structure, comme le démontre la proposition suivante: 
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Proposition 6.3.3 

Soient <p E Form, x E Var, et n = max{ m : Xm libre dans Tr(x, <p)}. Soient Pl' 

P2' ... , Pk E Prop et 0.1, ~, "') 0.1 E Nom les variables propositionnelles et les 

nominaux apparaissant dans <p. Nous avons: 

(a) S, w If- <p ssi M(S) If- VX(Pl) ... VX(Pk)VX(o.l) ... Vx(o./)Tr(a(w), <p) 

(b) S If- <p ssi M(S) If- VX(Pl) ... VX(Pk)VX(o.l) ... VX(o.l)VXo ... VxnTr(x, <p) 

PREUVE. (a) Par définition, M, w If- <p 

ssi < S, val >, w If- <p 

ssi < D, 1>, w If- Tr(a(w), <p) 

où l est une fonction d'interprétation telle que 

1( x(o.m)) = val( o.m) 

[(X(Pm)) = val(Pm) 

1( Rn+ 1) = <Pn+l 

Nous pouvons décomposer [ en deux parties: [vall la restriction de là Term U 

TERM, et l</>, sa restriction à l'ensemble {R n+1 : n 2': O}, de sorte que [= l1)al U 

lq,. La partie Ival est déterminée seulement par val, et la partie lq, par <P. 

L'action de l1)al est donc de donner une valeur aux variables x( 0.1), ..• , x( 0.1) et 

X(Pl) , ... , X(Pk) de Tr(a(w), <p). Or, S, w If- <p 

ssi < S, val >, w If- <p, pour tout val 

ssi < D, (Jm/l [</» >, w If- Tr(a(w), <p), pour tout J1)al 

ssi < D, 1> If- VX(Pl) VX(Pk)VX(o.l) Vx(o.l)Tr(a(w), <p) 

(L'évaluation de 'VX(Pl) VX(Pk)VX(o.l) VX(o.l)VXo ... VxnTr(x, <p)' ne dé­

pend pas de [val') 

(b) Conséquence immédiate de (a). ~ 

Une dernière remarque avant de conclure cette section. Il est bien connu 

qu'un langage du premier ordre typé peut être traduit dans un langage du 

premier ordre non-typé. Ainsi, nous pouvons donc traduire le langage L dans 
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un langage du premier ordre non-typé. Soit L TPO le langage du premier ordre 

(non-typé) avec égalité ayant comme variables les éléments de Var = UT/Varn , 

comme symboles de constantes les éléments de Con = UT/Con", et comme 

symboles de prédicats: les éléments de CON = U"CON n , et les symboles de 

prédicat 'Rn+l(xn+1 , xn, y,,)' et 'TPT/(x)' pour tout n ~ O. (Le symbole de prédi­

cat (TP,,(x)' servira à marquer le type d'un individu.) L'ensemble des formules 

de L TPO est Form TPo' La différence entre Form TT, et FormTPo tient non seule­

ment à la présence de 'TPn(x)' mais au fait que les clauses syntaxiques de 

L TPO n'incluent pas de contraintes sur les types (par exemple, (Pp( x)' est une 

formule de L TPO même si r( x) 7: r(p), ce qui n'est pas vrai pour LT,.J 

Si M = < D, 1> est un modèle de L Trs , où D = (W,,)n?:O' nous définissons 

le modèle N(M) = < D, J> de L TPO comme suit: 

D = Un?:o Wn 

J(X) = I(X), si X E Con U CON U {Rn+1 : n ~ O} 

J( TPn ) = Wn , pour n ~ 0 

Il est facile de voir que J est bien définie et que N(M) est bel et bien un mo­

dèle de L TPO' 

La fonction de traduction Trad: Form Trs ~ Form TPo est définie récursi­

vement comme suit: 

Trad(<p) = <p, si <p est une formule atomique de LT?s 

Trad( --.<p) = --.Trad( <p) 

Trad(<p J\ 'lj;) = Trad(<p) J\ Trad('lj;) 

Trad(Vx<p) = Vx(TPn(x) ~ Trad(<p)), si x E Var" 

Il faut montrer que Met N(M) s'accordent sur l'évaluation de <p et Trad(<p). 

Proposition 6.3.4 

Si <p E FormT"s est une formule close, alors 

MIl- <p ssi N(M) II- Trad(<p) 
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PREUVE. Par induction sur la complexité de <p.
 

Étape de base. Si <p ~st une formule atomique, le résultat est vraI, car
 

Trad(<p) = <p et J attribue les même interprétations aux éléments de Con et
 

de CON que 1.
 

Étape d'induction. (i) Si <p = -.'l/J ou 'l/J 1\ e, la preuve est une conséquence di­


recte de l'hypothèse d'induction.
 

(ii) Supposons que <p = Vx 'l/J, avec x E Varn . D'abord, par la définition de la 

quantification typée, nous avons que 

Mlf-- Vx'l/J ssi Mlf-- 'l/J[xl a(w)], pour tout w E Wn 

D'autre part, par la définition de Trad et de la quantification non-typée, nous 

avons que 

N(M) If-- Trad(Vx'l/J) ssi N(M) If-- Vx(TP,,(x) ~ Trad('l/J)) 

ssi N(1Vl) If-- TPn(a(w)) ~ Trad('l/J)[xla(w)], pour tout w E Um2:0Wm 

ssi N(M) If-- TPn(a(w)) ~ Trad( 'l/J) [xl a( w)], pour tout w E W" 

ssi N(M) If-- Trad('l/J) [xla(w)], pour tout w EWn 
Par l'hypothèse d'induction, pour tout w E W", 

Mlf-- 'l/J[xla(w)] ssi N(M) If-- Trad('l/J)[xla(w)], 

donc Mlf-- Vx'l/J ssi N(M) If-- Trad(Vx'l/J). 

Ce qui complète la démonstration. ~ 

Ces résultats permettent d'établir les corollaires suivants: 

Corollaire 6.3.5 (Compacité et Lowenheim-Skolem descendant) 

Soit E un ensemble de formules de L. Nous avons: 

(a)	 Si tout sous-ensemble fini de E est satisfaisable (dans un modèle simple), 

alors E est satisfaisable (dans un modèle simple). 

(b)	 Si E est satisfaisable (dans un modèle simple), alors E est satisfaisable 

dans un modèle simple au plus dénombrable. 
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PREUVE. (a) Soit FeE un sous-ensemble fini (de formules de L) satisfaisable 

dans M à w. D'après les propositions précédentes, pour toute formule <p E F, 

nous avons: 

M, w If- <p ssi N(M(S)) If- Trad(Tr(a(w),<p)) 

Autrement dit, l'ensemble de formules 

{Trad(Tr(a(w), <p)) : <p E F} 

est satisfaisable (au sens du premier ordre). Puisque ceci est vrai de tout sous­

ensemble F fini, d'après le théorème de compacité (de la logique du premier 

ordre), nous obtenons qu'il existe un modèle M de LTPO tel que 

Mlf- {Trad(Tr(a(w), <p)) : <p E E}. 

Puisque tout LTPO-modèle peut être converti en une SROSs et que cette 

conversion préserve la satisfaction (il suffit de suivre les détails de la preuve 

de la proposition 6.3.1 pour s'en convaincre), il s'ensuit qu'il existe un modèle 

simple satisfaisant E. 

(b) Argument analogue à la différence près que l'on invoque le théorème 

de Lowenheim-Skolem (descendant). ~ 



Chapitre 7 
Résultats sémantiques - Partie II 

Nous présentons dans ce chapitre des résultats sémantiques analogues à ceux 

qui ont été exposés dans le chapitre précédent mais cette fois-ci pour les au­

tres modèles généraux et pour les autres syntaxes exposées au chapitre 5. 

7.1 Propriétés élémentaires 

La satisfaction et la validité se comportent telles qu'attendues aussi dans le 

cas général. 

Proposition 7.1.1 

Soient M un modèle (général) de L, W E W, n 2: 0, Q E Nom" et ~ E Nom,,+!" 

Nous avons que 

(a) Si cp est une instance de tautologie, alors w If- cp 

(b) Si w If- cp et w If- cp ~ 'ljJ, alors w If- 'ljJ 

(c) Si M If- cp, alors M If- D"+lCP, M If- Do.cp et M If- @o.CP 

(d) w If- D(cp ~ 'ljJ) ~ (Dcp ~ D'ljJ), pour 0 = Dn+ l ou Dr, 
(e) Si n ~ rep(cp), alors w If- cp ssi (w_ n , w) If- cp, pour tout w E Wn 

PREUVE. Les preuves de (a) à (d) ne cornporten t aucune difficulté. Pour la 

partie (e), il faut prendre note de la différence entre rep et repS? mais la preu­

ve reste la même pour l'essentiel. ~ 

202
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Nous avons des résultats similaires concernant l'extension des formules dans 

les SROS générales. Lorsque W E Wn+11 rappelons que 

M::;n(w) = < W n, <I>::;n, <I>(w), val::;n > 

est le modèle de rang fini obtenu de M par restriction à w. 

Proposition 7.1.2 

Si <P E Form::;nl alors 

M, w If- <P si et seulement si M::;n(wn+1), w" If- <p 

PREUVE. La preuve par induction est analogue à celle pour les modèles sim­

ples. Les cas nouveaux sont ceux qui impliquent les modalités. Examinons le 

cas où <p = D"'+l?/;' où 0 :s; m:S; n. Nous avons M, w If- Dm+1<P 

ssi M, (v m' wm+l) If- <P, pour tout V E W tel que <I>( W +1) (wm, v )rn m m rn

ssi M<n(wn+1) , (vrn , Wm+1, ... , wn) If-?/;, pour tout Vm E W m tel que ... 

ssi Mn(wn+1), w" If- Dm+l<p 

Si <p = Oc?/; avec 0 E Nom::;n\NomQ, la démonstration est analogue. ~ 

Rappelons aussi que E::;n(<P) = U{[<p]::;,,(w)x{w} : W E Wn+1}. Autrement dit, 

E::;n(<P) est en quelque sorte l'union des extensions de <P dans M::;n(w) pour W E 

Wn+1" Nous avons: 

Proposition 7.1.3 

Soient p E ProPn, et ex E Nom". Nous avons que 

(a) [_L] = 0 

(b) [p] = val(p)xWn+l 

(c) [ex] = Wn_1x{val(ex)}xWn+l 

(d) Si <P E Form::;n, alors [<p] = Ext::;n(<p)xWn+2 
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PREUVE. Les preuves de (a), (b) et (c) découlent immédiatement des clauses 

sémantiques pour les variables propositionnelles, les nominaux et pour .1. 

(d)	 Par définition et par la proposition précédente, nous avons que 

W	 E [<p] ssi M, W If- <p
 

ssi M~n( wn+ 1), W n If- <p
 

ssi W n E [<P]I~n( wn+1)
 

ssi w n+1 E Exti.n(<P)
 
2ssi W E Ext~n( <p) xW n+ 

D'où le résultat. ~ 

Nous conservons les caractérisations du tableau 6.1.5 pour les SROS généra­

les. Nous avons déjà les conséquences suivantes pour la définissabilité. 

Proposition 7.1.4 

Soit Sch un schème du tableau 6.1.5 portant sur les modalités de rang n+1, et 

soit Gond la condition correspondant à ce schème. Nous avons 

S If- Sch( <p), pour tout <p E Form~n 

ssi toutes les relations de Rn satisfont Gond. 

PREUVE. (On remarquera que la proposition serait toujours vraie si nous rem­

placions l'ensemble Form~n par Prop~n') Il faut montrer que la relation <p( w) 

C WnxW n satisfait Gond si 

S::;n(w) If- Sch(<p), pour tous <p E Form~n 

Soit Fn est le sous-ensemble de formules de Form~n généré par les clauses 

<p := p 1 .<p 1 <p /\ 'ljJ 1 Dn+1<P 

où p E ProPn' L'évaluation d'une formule <p de Fndans M~n(w) est équivalente 

à l'évaluation <p dans le modèle de Kripke < W n, <Pn+l(w) , val >. Or, la validi­

té de toutes les instances de Sch dans la structure de Kripke < W n, <Pn+1(w) > 

entraîne que <P n+1 (w) satisfait Gond. ~ 
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Si nous voulons montrer que la validité du schème Sch avec des instances li­

mitées à Forfis" (voire même ProPn) implique la validité de ce schème avec 

des instances quelconques, il faut à nouveau faire appel au langage infinitaire 

L". Les seules modifications que nous apporterons sont les clauses pour les 

modalités (la relation [-] remplacera la relation {-}). Pour V c W, rappelons 

que 

Nom(V) = {a E Nom: val(a) E V} 

Les notions suivantes seront importantes pour la réécriture des formules de 

L : pour a n+ l E Nom"+\ nous définissons 

NOfi<n(V, a n+ l) = {an E Nomn : (an, a"+l) E Nom(V)} 

Ns,,(V, a n+l) = VNomsn(V, aMI) 
n 1 nNsn(V) = V{l\a"+l /\ Nsn(V, a + ) : a +1 E Nomn+l} 

La formule Nsn(V) a les propriétés désirées: 

Lemme 7.1.5 

[Nsn(V)] = V 

PREUVE. En effet, w E [Nsn(V)]] 

ssi w If- V{l\an+1 
/\ Ns,,(V, a n+l) : a n+l E Nomn+1

} 

ssi 3(3"+1 E Nomn+1[ w If- l\(3n+l /\ Nsn(V, p"+l) ] 

ssi w If- I\an+\wn+l) /\ Nsn(V, an+l(wn+l)) 

ssi w If- Nsn(V, a"+l(w"+l)) 

ssi a(w) E Nom(V) 

ssi w E V. 

Ce qui complète la preuve. ~ 

Corollaire 7.1.6 

Soit rp E Form<", alors w If- Nsn([rp]) ssi w If- rp. 
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PREUVE. Lemme précédent avec V == [<p]I. ~ 

Ceci nous permet d'établir le lemme clé suivant: 

Lemme 7.1.7 
n+1Pour chaque a E Nomn+t, soit p(a"+1) E ProPn tel que val(p(o."+I)) 

val(p((3"+I)), si val(o.n+l) = val((3"+I).57 Pour tout W E W, nous avons que: 

(a) W If- V{l\o.n+l /\ p(o."+l) : o.n+l E Nomn+1} ssi W If- p(an+1(w"+I)) 

(b) w If- On+lV{l\a"+1 /\ p(an+1) : 0."+1 E Nomn+!} ssi w If- On+lP(an+!(wn+l)) 

+1 1(c) w If- D n+1V{l\an+l /\ p(an
) : an+l E Nomn+ } ssi w If- D n+1P(a"+I(wn+l)) 

lPREUVE. (a) Nous avons que w If- V{l\an+1 /\ p(an+ ) : 0."-'-1 E Nom"+I} 

ssi :3(3"+1 E Nomn+1[w If- 1\(3"+1 /\ p((3n+l) ] 

ssi :3(3"+1 E Nomn+1 
[ val((3"+I) = W"+1 & w If- p((3"+I)] 

ssi val(an+1(wn+1)) = W n+1 & W If- p(an+l(wn+l))
 

ssi w If- p(a"+I(w"+l))
 

(b) Nous avons donc que w If- On+1V{l\an+l /\ p(a"+l) : a n+l E Nom"+ l} ssi 

:3vn EWn[<I>(Wn+1)(wn, vn) & (vn, wn+l) If- V{l\an+1/\ p(an+1
) : a n+1 E Nom"+I}] 

1Par conséquent, d'après (a), w If- O"+1V{l\an+1/\ p(an+ ) : o.n+1 E Nomn+1
} 

ssi :3vn EWn[<I>(Wn+1)(wn, v,) & (vn, wn+l) If- p(o.n+l(wll+1))] 

ssi w If- p(o."+l(Wll+1)) 

(c) Nous avons que w If- [Jn+1V{l\an+1 /\ p(o.n+l) : o.n+l E Nomn+1
} ssi 

\:Iv" E W n[çp(wn+1)(wn, vn) :::} (Vil' Wll+1) If- V{l\o.n+1 /\ p(an+1
) : a n+1 E Nom"+l}] 

1 1Par conséquent, d'après (a), w If- Dn+lV{l\an+1/\ p(an+ ) : 0.,,+1 E Nomn+ } 

ssi \:Ivn E W" [ <I>( Wn+1) ( wn, Vil) :::} (Vn' wn+l) If- p(0."+1 (wn+l)) ] 

ssi w If- D"+1P(a"+1(w"+l)) 

Ce qui complète la démonstration. ~ 
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Corollaire 7.1.8 

Les propositions du lemme précédent tiennent aussi si nous remplaçons 'On+l' 

par '0(3', où 0 E Nomn+1· 

PREUVE. Il suffit de refaire exactement le même argument. ~ 

Tout ceci pour en arriver à : 

Théorème 7.1.9 

Soit Seh un schème du tableau 6.1.5 ayant trait à des modalités de rang n+1. 

Si S If- Seh(<p), pour tout <p E Form::;n' alors S If- Seh(<p) , pour tout <p E Formt . 

PREUVE. Supposons que S If- Seh('ljJ) pour tout 'ljJ E Form::;n (voire ProPn). 

Soient <p E Forms;n une formule constante, M un modèle basé sur S et w E W. 

Nous devons montrer que M, w If- Seh(<p). Puisque 

Seh(<p) = ma<p ~ me <p 

il faut montrer que 

w If- ma<p ~ w If- me<p 

Par ailleurs, par un des corollaires précédents, puisque [N::;n([<P])]] [<p]) , il 

suffit de montrer que 

w If- maN::;n([<P]) ~ w If- meN::;n([<P]) 

Il faut d'abord apporter une petite modification à N::;n([<p]J) pour pouvoir ap­

pliquer le lemme ci-dessus. Soit p(<p, 0."+1) une nouvelle variable proposition­

nelle telle que 

val(p(<p, On+l)) = {val(on) : on E Nom::;n([<p] , OM1)} 

Nous remplaçons N::;n([<P] , on+l) par p(<p, on+l) dans N::;,,([<p]). Soit M::;n([<P]) 

cette formule. Il est clair que M::;n([<P]) possède la même extension que 

N::;n([<P]) , et donc la même extension que <p. Il suffit donc de montrer que 

(*) w If- ma:M::;n([<p]) ~ w If- meM::;J[<p]) 
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Une application répétée des parties (a), (b) et (c) du lemme précédent nous 

donne 

w If- ma M<n([<P]) ssi w If- ma p(<P, a n+1
) 

w If- me Msn([<p]]) ssi w If- mcp(<p, a n+1
) 

de sorte que l'implication (*) est équivalente à l'implication suivante: 

(**) w If- map(<p, a n+1
) =? w If- mcp(<p, a n+1

) 

n 1 n 1Mais (**) est équivalente à w If- ma p(<p, a + ) ~ me p(<p, a + ), laquelle est 

a n 1équivalente à w If- Seh(p(<p, an+l)) et p(<p, + ) E Formsn' Mais, par hypo­

thèse, nous savons que Seh(p(<p, a n+1
)) est valide dans S. D'où le résultat. ~ 

7.2 Invariance et bisimulation 

Soient S = < W, <I> > et T = < V, r > des SROS. Un homomorphisme entre 

S et T est une fonction 8 : W ~ V telle que, pour tout n ~ °et pour tout w, 

w'EW: 

w[n+l]w' =? 8(w)[n+l]8(w'), et 

w ~n w' =? 8(w) ~n 8(w'). 

Autrement dit, 8 doit préserver les relations [n+l] et ~n' Un homomorphisme 

entre modèles est un homomorphisme 8 entre les structures sur lesquelles 

sont basés ces modèles qui préserve les fonctions de valuation: 

w' = 8(w) =? \In ~ 0, \lp E ProPn [ W n E val(p) =? wn' E val'(p) ] 

Wl = 8(w) =? \In ~ 0, VQ E Nomn [ Wn = val( Q) =? wn ' = val'( Q) ] 

Il est clair que l'homomorphisme surjectif entre modèles entraîne l'équivalence 

élémentaire. 

Une bisimulation entre les SROS S et T est une relation Z c WxV telle 

que, pour tout n ~ 0, si wZv, alors 

(zign) w[n+l]w' =? ::Jv' E V tel que v[n+l]v' et w'Zv' 

(zagn) v[n+l]v' =? ::Jw' E W tel que w[n+l]w' et wlZv' 

(zig",) w ~n w' =? ::Jv' E V tel que v ~n v' et WIZVI 
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(zag",) v:::::;" Vi ~ 3w' E W tel que w :::::;" w' et w'Zv l
 

Les définitions de points Z-bisimilaires, de points bisimilaires, de structures Z­


/J'isirnilaires, et de structures bisimilaires sont analogues à celles données plus
 

haut.
 

Si M = < S, va~ > et N = < T, va~ > sont des modèles basés sur les 

structures S et T, une bisimulation entre les modèles M et N est une bisimu­

lation Z entre les structures sous-jacentes respectives S et T telle que 

(basep) wZv ~ Vn 2:': 0, Vp E Prop" [ w" E valJp) ssi v" E val2(p)] 

(base,J wZv ~ Vn 2:': 0, Vo. E Nom" [ w" = vall(0.) ssi v" = va~( o.) ] 

Les définitions de points Z-bisimilaires, de points bisimilaires, de modèles Z­

bisimilaires, et de modèles bisimilaires sont analogues à celles données plus 

haut. 

Proposition 7.2.1 

Soient w E W et v E V des points des modèles M et N respectivement, et soit 

Z une bisimulation entre M et N. Si wZv alors 

(a) va~(o.) = w et va~(o.) = v pour un certain 0. E Nom, et 

(b) val](0", 0."+l)Zval2(0", 0."+]), pour tout n 2:': 0 et pour tout 0" E Nom". 

PREUVE. La démonstration est la même que celle pour les SROS simples. ~ 

Une bisimulation se comporte adéquatement vis-à-vis les relations [~] aussi: 

Proposition 7.2.2 

Soient w E W et v E V des points des modèles M et N respectivement, soit Z 

une bisimulation entre M et N, et soit ~ E Nom n+]. Si wZv, alors 

(zig[i) W[~]WI ~ 3V' E V tel que v[~]v' et w'Zv' 

(zag~) v[~]v' ~ 3w' E W tel que w[~]w' et w'Zv' 
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PREUVE. Soit w' E W tel que w[~]w'. Puisque M est nommé, il existe o., o.' E 

Nom tels que va4(a) = w et va4(a') = w'. Par la proposition précédente, 

nous avons que val2(a) = v. Définissons 

x =	 (W_(n+l), va4(~)) = va4(a_n, ~) 

Xl = (Wl_(n+l)' va4(~)) = va4(a'_n, (3) 

Par définition des relations [13] et [n+1], nous avons que x[n+1]x'. La condi­

tion (zign) entraîne qu'il existe y' E V tel que y[n+1]y' et x'Zy'. Par la proposi­

tion précédente, 

y =	 val2( o._no ~) 

y' = va~( a'_n, ~) 

Soit v' = va~(a'). Nous avons par la définition des relations [~] et [n+1] que 

V[~]VI, et par la proposition précédente que w'Zv'. Ce qui démontre (zig[3)' 

La direction (zagf3) se démontre de manière analogue. ~ 

Montrons que la bisimulation se comporte bien à l'endroit de l'équivalence 

élémentaire : 

Proposition 7.2.3 

Soient w E W et v E V des points des modèles M = < 5, va~ > et N = < T,
 

val2 >. Si w et v sont bisimilaires, alors M, w ==;: N, v.
 

PREUVE. La preuve est par induction sur la complexité de cp.
 

Étape de base. Si cp est une variable propositionnelle p E Prop ou un nominal
 

ex E Nom, le résultat découle de (basep) et (baseo )'
 

Étape d'induction. (i) Le cas booléen est une conséquence directe de
 

l'hypothèse d'induction.
 

(ii) Si cp = @o'l/J, avec ex E ProPn, la démonstration est identique au cas simple. 

(iii) Supposons que	 cp = On+l'l/J. Nous démontrerons l'équivalence : 

M, w If- On+l'l/J ssi N, v If- On+l'l/J. 
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Nous avons 

M, w If- On+l'I/J ssi M, w' If- 'I/J, pour un certain w' t. q. w[n+l]wl 

Par l'hypothèse d'induction, s'il existe Vi E V bisimilaire à Wl, alors 

M, w' If- 'I/J ssi N, v' If- 'I/J 

La condition (zign) nous assure de l'existence d'un tel Vi qui, en plus d'être 

bisimilaire à w', est tel que v[n+l]v'. n en résulte donc que 

M, w If- On+l'I/J ssi M, w' If- 'I/J, pour un certain w' E W t. q. w[n+l]w' 

~ N, Vi If- 'I/J, pour un certain Vi E V t. q. v[n+l]v' 

ssi N, v If- On+l'I/J 

Un argument symétrique exploitant (zagn) montre que l'autre direction (<=) 

tient également. 

(iv) En appliquant la proposition précédente et en employant un argument 

similaire à celui de (iii), nous pouvons montrer que le résultat tient pour cp = 

q,'Ij). 
Ce qui complète la démonstration. ~ 

Cette notion de bisimulation pour les SROS générales s'adapte facilement aux 

SROF. Soient 5 = < W n, <I>~n' R > et T = < Vn , r~n' Q> des SRüF de rang 

n. Nous définissons une bisimulation (de rang n) entre 5 et T comme une re­


lation Z c WnxVn telle que: pour tout m ~ n et r3 E Nom~n\Nomo, si wZv
 

(zigm) w[m+l]w' ~ :Jv' E V n tel que v[m+l]v' et w'Zv'
 

(zagm) v[m+l]v' ~ :Jw' E W n tel que w[m+l]w' et w'Zv'
 

(zig",,) w ';:::jm W' ~ :Jv' E V n tel que v ';:::jm Vi et w'Zv'
 

(zag,J v ';:::jm Vi ~ :Jw' E W n tel que w ';:::jm w' et w'Zv' 

Une bisimulation entre les modèles de rang n 

M = < 5, vall > 

N = < T, va~ > 

est une bisimulation entre les structures 5 et T telle que 

(basep) wZv ~ 'l/m :s; n 'l/p E ProPm [ Wm E vall (p) ssi Vm E va~(p) ] 
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(baseo:) wZv ~ \lm::; n\la E Nomm [ W m = val[(a) ssi Vm = val2(a)] 

Cette notion de bisimulation jouit sensiblement des mêmes propriétés que la 

précédente. Notamment, nous avons que si wZv, alors 

val[((3)Zva4((3) , pour tout (3 E Nomn 

et, pour tout ~ E Nom~n\Nomo, 

(zigp) W[~[WI ~ :3v' E Vn tel que V[~]VI et w'Zv' 

(zag(3) V[~]VI ~ :3w' E W n tel que W[~]WI et w'Zv' 

Surtout, si deux points sont bisimilaires, alors il est facile de voir qu'ils seront 

élémentairement équivalents (la transposition de la définition d'équivalence 

élémentaire dans ce contexte étant évidente). 

Une bisimulation entre des SROS induit des bisimulations sur les restric­

tions de ces structures. Si Z c WxV est une bisimulation entre les structures 

S = < W, <P > et T = < V, r >, et si a E Wn+[ et b E Vn+ ll nous définissons 

la relation Z~n(a, b) c W"xV" comme suit: w"Z<,n(a, b)v" ssi 

:lx E W:3y E V [xn+1 = (wn) a) & Yn+l = (vn, b) & xZy] 

La relation wnZ~n(a, b)vn est une bisimulation (de rang n) entre la restriction 

de S à a et la restriction de T à b. En effet : 

Proposition 7.2.4 

Soit Z C WxV une bisimulation entre S = < W, <P > et T = < V, r >, et 

soient a E Wn+1 et b E Vn+l' 

(a)	 Z~n(a, b) est une bisimulation (de structures) entre S~n(a) et T~n(b). 

(b)	 Si Z est une bisimulation entre M = < S, val1 > et N = < T, va4 >, alors 

Z::;n(a, b) est une bisimulation (de modèles) entre M~,,(a) et N~.,,(b). 

PREUVE. Soient w E W n et v E V" tels que wZ~n(a, b)v, et soit m ::; n. Par 

définition de Z~n' il existe x E W et y E V tels que xZy, X"+I = (w, a) et Yn+J 

= (v, b). 
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Démontrons (zigm). Supposons qu'il existe w' E W n tel que w[m+ 1]w'. Po­

sons Xl = (w', xn+l). Nous avons alors que x[m+1]xl. Il existe donc y' E V tel 

que y[m+l]yl et x'Zy'. Or, yi = (Vi, yn+l) avec Vi E Vn tel que v[m+1]v' (ceci 

est une conséquence de la définition de [m+1]), ce qui démontre (zigm). La 

démonstration de (zagm) est analogue. 

Démontrons maintenant (zig",). Soit w' E W" tel que w ~m w'. Si x = (w, 

x71+l) et x' = (w', x 71+1
) , il est évident que x ~m Xl. Puisque xZy, nous avons 

qu'il existe yi tel que x'Zy' et y ~m y'. Si y ~m y', c'est que yi = ((v_m, v), 

yn+l). Par conséquent, il existe Vi E V n tel que wIZ<;.n(a, b)VI et v ~m v'. 

(b) La preuve découle immédiatement de (basep) et (basecJ. ~ 

Corollaire 7.2.5 

Si M et N sont Z-bisimilaires (comme modèles) et si wZv, alors M<;.n( wn+l) et 

N <;.n( vn+l ) sont bisimilaires. 

PREUVE. Soit a E W n' nous voulons montrer qu'il existe b E Vn tel que 

aZ<;.n(wn+l' vn+l)b. Si a ~n W, posons x = (a, wn+I). La condition (zig",) nous 

assure qu'il existe y E V tel que y ~n V et xZy. Il suffira donc de poser b = Yn 

et nous aurons aZ<;.n(wn+ l ) vn+l)b. Soit maintenant a' tel que al ~n-l a. Posons x 

= (a, wn+l) et Xl = (al, wn+l). Du fait que x ~n-l Xl et xZy, il existe y' E V, par 

(zig",), tel que x'Zy' et y ~n-l yi. Si y ~n-l y', c'est que yi = (y-(n-l)' v) = 

((b-(n-')' v), vn+l) , où v E Vn- l . Il existe donc b' E Vn tel que a IZ<;'71(wn+l , 

vn+l)b'. En procédant de la même manière pour n-2, ... , 1, 0, nous aurons 

mon tré que le résultat est vrai pour tout a E W n' L'autre direction se démon­

tre de manière analogue en utilisant (zag",) au lieu de (zig",).~ 
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7.3 Traduction dans le premier ordre 

Nous montrons dans cette section comment traduire le langage L dans un cer­

tain langage du premier ordre de sorte que la notion de satisfaction dans les 

SROS soit traduite en une notion de satisfaction de modèles du premier ordre, 

Le langage de traduction du premier ordre L T1 pour les SROS est pres­

qu'identique à L T1" la seule différence se situant au niveau des symboles de 

prédicats. Ce langage comportera un ensemble CONn de symboles de prédicats 

de type (0, 1, ... , n) 'P/ ou 'P(p), un pour chaque p E ProPn, de même qu'un 

symbole de prédicat 'Rn+1(xn+1, X n, Yn)' de type (n+l, 0, 1, .. " n, 0, 1, ... , n) 

pour chaque n 2: 0, L'ensemble de formules de L T1 est Form T,-. 

Si S = < W, 1> > est une SROS et si M = < S, val> est un modèle basé 

sur S, le LTr.-modèle du premier ordre correspondant sera M(S) = < D, 1> où 

D = (Wn),UOI'! et 

I( ac,) = val( Cl) 

I( Pp) = val(p) 

I( Rn+1) = 1>n+l 

La fonction de traduction 

Tr : TermxFormL ---t Form T,. 

est définie récursivement comme suit: pour t = (ta, t l , ... ) E Term, 

Tr(t, -.1) = a 7:- a (a au choix) 

Tr(t, p) = Pp(ta, tu .. " t,,), si r(p) = n 

Tr(t, ex) = tn = aC\, si r(ex) = n 

Tr(t, -,tp) = -,Tr(t, tp) 

Tr(t, tp /\ 1/;) = Tr(t, tp) /\ Tr(t, 1/;) 

Tr(t, @"tp) = Tr((t_nl ao ), tp)), si r(ex) = n 

Tr(t, Dn+1tp) = \fxn(Rn+l(tn+l' tn, xn) ---t Tr((xn, tn+l), tp)) 

Tr(t, D0tp) = \fxrJRn+l(~' t n, xn) ---t Tr((xn, t n+1), tp)), si T(~) = n+l 



215 Chapitre 7 - Résultats sémantiques II 

(Dans les deux dernières clauses, ''tIxn' signifie ''tIXo'tlx1.••'tIx '). En dépit du faitn

que t soit une suite infinie, il n'y a jamais plus qu'un nombre fini de tk dans 

Tr(t , cp). 

Proposition 7.3.1 

Soit cp E FormL et soit w E W. Nous avons que 

M, w II- cp ssi M(S) II- Tr(a(w), cp) 

PREUVE. Soit cp E FormL et w E W. La preuve est par induction sur cp. 

Étape de base. Si cp = p, où P E ProPn' nous avons que 

M(S) II- Tr(a(w), p) ssi M(S) II- Pp(a(wn)) 

ssi J(a(w )) E J(Pp)n

ssi W n E val(p) 

ssi M, w II- P 

Si cp = 0'., avec 0'. E Nomn. Nous avons que 

M(S) II- Tr(a(w), 0'.) ssi M(S) II- a(wn ) = a",
 

ssi J( a(wn)) = J( aJ
 

ssi wn = val( 0'.)
 

ssi M, w II- 0'.
 

Étape d'induction. (i) Si cp = ----,'1/; ou '1/; 1\ e, la preuve est directe. 

(ii) Supposons que cp = @",'I/;, avec 0'. E Nom". Nous avons, par définition et 

par l'hypothèse d'induction, que 

M(S)	 II- Tr(a(w), @",'I/;) ssi M(S) II- Tr((a(w)_n, a",), '1/;))
 

ssi M, (w_ n , J(aJ) II- '1/;
 

ssi M, (w_ n , val(O'.)) II- '1/;
 

ssi M, w II- @",'I/;
 

(iii)	 Supposons que cp = °71+1'1/;. Nous avons, par définition et par l'hypothèse 

d'induction, que M(S) II- Tr(a(w), D"+l'1/;) 

ssi M(S) II- 'tIxn(R n+1(a(W"+l) , a(wn), x,,) ~ Tr((xn> a(w)"+l), '1/;)) 
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ssi 'IIvn E Wn[I(a(wn+I), a(wn), a(v,,)) E I(Rn+1) 

=? M(S) If- Tr((a(vn), a(w)"+l), <p))] 

ssi 'IIv" E W n[<pn+I(W"+I)(Wn, V n) =? M(S) If- Tr((a(vn), a(w)"+l), <p))] 

ssi 'IIvn E W n[<Pn+I(Wn+I)(Wn' V n) =? M, (vn , W"+l) If- 1/J] 

ssi M, w If- [Jn+l1/J 

(iv) Si <p = 011/J, avec rh) 2: 1, la preuve est similaire à celle de (iii). 

Ce qui complète la démonstration. ~ 

Pour tous <p et x E Var, le nombre de variables (libres ou pas) dans 

Tr(a(x), <p) est fini, car il n'y a qu'un nombre fini d'étapes dans la définition 

de la traduction Tr(a(x), <p) de <p, et chaque étape de la traduction n'ajoute 

qu'un nombre fini de variables. 

Proposition 7.3.2 

Soit x E Var et soit n = max{m: Xm libre dans Tr(x, <p)}. Nous avons 

M If- <p ssi M(S) If- 'llXo'llx l .. . 'IIxnTr(a(x), <p) 

PREUVE. Nous avons que M If- <p 

ssi M, w If- <p, pour tout w E W 

ssi ·M(S) If- Tr(a(w), <p), pour tout w E W 

ssi M(S) If- Tr(a(w), <p), pour tous Wo E Wo, W l E W[, . 

ssi M(S) If- Tr(a(w), <p), pour tous Wo E Wo, Wl E W l , , W" E Wn 

ssi M(S) If- 'II2ù'IIXl'" 'IIxnTr( x, <p) 

Ce qui démontre le résultat. ~ 

Nous étendons la proposition précédente à la validité. Pour ce faire, nous de­

vons ajouter à L T,. des variables et des quantificateurs d'ordre deux. Plus pré­

cisément, pour chaque n, il faut un ensemble VARn de variables de prédicats 

X de type (0, 1, ... , n). Nous appellerons ce langage LTR et l'ensemble des for­
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mules de Ln est Form TR . L'ensemble TERMn des termes de type (0, 1, ... , n) 

est donc l'union de CONn et de VARn• Enfin, l'ensemble CON est l'union des 

CONn, VAR est l'union des VAR", et TERM est l'union des TERNlw 

Soit '0 : Con U CON ~ Var U VAR une fonction injective telle que, pour 

tout a E Nom et pour tout P E Prop, 

'0(acJ = Xc< (ou x(a)), où Xc< E Var'1C<) 

'0(Pp) = Xp (ou X(p)), où XpE VAR,.(p) 

Exigeons, par ailleurs, que les variables de Var qui sont utilisées dans les tra­

ductions ne sont pas dans l'image de '0. Une telle fonction existe car les en­

sembles Con, CON, Var et VAR sont infinis. Nous modifions la fonction de 

traduction Tr en remplaçant les clauses 

Tr(t, p) = Pp(tn), si r(p) = n
 

Tr(t, a) = tn = ac<, si r(a) = n
 

par celles-ci : 

Tr(t, p) = Xp(to, ~, ... , tn), si r(p) = n 

Tr(t, a) = tn = xC<, si r(a) = n 

Avec ces modifications, nous pouvons traduire les formules dans L TR de même
 

que la validité dans une SROS, comme le démontre la proposition suivante:
 

Proposition 7.3.3
 

Soient cp E Form, x E Var, et n = max{ m : Xm libre dans Tr(x, cp)}. Soient Pl'
 

P2, ... , Pk E Prop et al' a2, ... , al E Nom les variables propositionnelles et les
 

nominaux apparaissant dans cp. Nous avons :
 

(a) S, w If-- cp ssi M(S) If-- \:JX(Pl) ... \:JX(Pk)\:Jx(al) ... \:Jx(al)Tr(a(w), cp) 

(b) S If-- cp ssi M(S) If-- \:JX(Pl) ... \:JX(Pk)\:J·r;(a\) ... \:Jx(al)\:JXo ... \:JxnTr(x, cp) 

PREUVE. Les preuves sont essentiellement les mêmes qu'au chapitre précé­

dent. ~ 
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La traduction Trad de LTrs dans LTPO peut être adaptée mutatis mutandis 

pour le langage L Tr . En apportant les modifications nécessaires, nous obte­

nons: 

Proposition 7.3.4 

Si cp E Form T1. est une formule close, alors 

M If- cp ssi N( Ai) If- Trad( cp) 

PREUVE. Identique à celle de la proposition 6.3.4. ~ 

Ces résultats permettent d'établir les mêmes corollaires: 

Corollaire 7.3.5 (Compacité et Lowenheim-Skolem descendant) 

Soit E un ensemble de formules de L. Nous avons: 

(a)	 Si tout sous-ensemble fini de E est satisfaisable (dans un modèle général), 

alors E est satisfaisable (dans un modèle général). 

(b)	 Si E est satisfaisable (dans un modèle général), alors E est satisfaisable 

dans un modèle général au plus dénombrable. 

PREUVE. La preuve est analogue à celle de 6.3.5. ~ 

7.4 Le langage LÀ 

Nous présentons dans cette section les résultats sémantiques pour le langage 

L>-. interprété tantôt dans des SROS simples et tantôt dans des SROS généra­

les. Nous serons plus laconiques sur les détails et nous nous contenterons par­

fois d'exposer en vrac les propositions correspondantes. 
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Rappelons que Att(S) est l'ensemble des suite d'attributions de valeurs dans S 

à des variables de L).,. Nous avons : 

Proposition 7.4.1 

Soit M un modèle (simple ou général) de L)." et soient w E W, n 2 0, 0' E 

Nom n, ~ E Nom n+! et 5 E Att(S). Nous avons que 

(a)	 Si <p est une instance de tautologie, alors w, s If- <p 

(b)	 Si w, 5 If- <p et w, s If- <p ----j-?/J, alors w, s If- ?/J 

(c)	 M If- <p, alors M If- Dn+!<p, M If- Dp<p, M If- @o.<P et M If- Àx.<p 

(d)	 w, s If- D(<p ----j- ?/J) ----j- (D<p ----j- D?/J), pour D = D +! ou Dpn

(e)	 Si n ~ rep.s(<p) (resp. si n ~ rep(<p)), alors w If- <p ssi (w_ n , w) If- <p, pour 

tout w E Wn 

PREUVE. La preuve ne comporte aucune difficulté particulière. ~ 

Proposition 7.4.2 

Soit M un modèle simple, et soient W E W, s E Att(S), 0' et ~ E Nom, et x et 

y E Var avec X:;:é y. Nous avons que 

(a)	 w, s If- Àx.-,<p ssi w, 5 If- -,Àx.<p 

(b)	 w, s If- ÀX.(<p Î\?/J) ssi w, s If- Àx.<p Î\ Àx.?/J 

(c)	 w, s If- Àx.@o.<p ssi w, s If- @o.Àx.<p, si r(O') :;:é r(x) 

(d) w, s If- ÀX.D<p ssi w, s If- DÀx.<p, si D = Dr}, Dy, et r(~), r(y) :;:é r(x) + 1 

Si M est un modèle général, nous remplaçons (d) par 

(d') w, s If- ÀX.D<p ssi w, s If- DÀx.<p, si D = Dr), Dy et r(~), r(y) :; r(x) 

PREUVE. Les vérifications de (a) et de (b) sont immédiates. Pour (c), suppo­

sons que r( x) = m et r{ 0') = n, sous l'hypothèse que n :;:é m, nous avons que 

w, s If- ÀX.@o.<p ssi W, (5_ x, wm) If- @o.<P 

ssi (w_ n, val(O')) , (s_x, w ) If- <pm

mailto:If-@o.<P
mailto:If-@o.�x.<p
mailto:If-@o.<P
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ssi (w -n> val( Ci)), s If- \x. cp 

ssi w If- @('(\x.cp 

Pour (d), supposons que r(0) = n + 1 et que r(x) = m + 1, sous l'hypothèse 

que n 7: m + 1, nous avons que 

w, s If- \x.qjcp ssi W, (s_rl wm+1) If- OpCp
 

ssi \lw E Wn [ <D( val(0)) (w", w) ::::} (w-n' w), (s_x, Wm+1) If- cp ]
 

ssi \lw E Wn [ <D( val(0)) (w,,' w) ::::} (w -n' w), s If- \x.cp ]
 

ssi w, s If- []p\x.cp
 

La preuve pour 0 = Dy avec r( y) = n + 1 est similaire. Pour la partie (d'), 

toujours en supposant que r(0) = n + 1 et que r(x) = m + l, sous l'hypothèse 

que n ::; m, nous avons que 

w, s If- \x.DpCp ssi w, (s_x, wm+1) If- q,cp
 

ssi \Iv" EW"[<D(val(0))(w,,,v,,)::::} (Vn,W"+I), (s_x, wm+ 1) If- cp]
 

ssi \lvn EWn_1[<D(val(0))(wn,vn)::::} (Vn,W"+l), S If- \x.cp]
 

ssi w, s 1f- Op\x. cp
 

et la preuve est similaire pour 0 = Dy avec r(y) = n + 1. ~ 

Proposition 7.4.3 

Soit cp E Form>,. Si x tJ- jv(cp), alors 

w, s If- cp ssi w, (s_x, w) If- cp, 

pour tout w E Wn . 

PRBUVE. Par induction sur le nombre de connecteurs dans cp.
 

Étape de base. Si cp = p E Prop ou Ci E Nom, alors la valeur de vérité de cp ne
 

dépend pas d'une valuation. Donc, en particulier,
 

w, s If- cp ssi w, (s_x, w) If- cp 

pour tout w E W", 

Étape inductive. (i) Le cas booléen est immédiat. 

(ii) Si cp = @",'I/J, où Ci E Nomm , alors 

mailto:If-@('(\x.cp
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W, 8 If- @",'ljJ ssi (W_ m , val(cx)), 8 If- 'ljJ
 

ssi (W_ m , val(cx)) , (s_x, w) If- 'ljJ, pour tout w E Wn , par (HI)
 

ssi W, (8_ x, w) If- @",'ljJ, pour tout w E Wn
 

(iii) Si <p = Dy'ljJ, avec y E Varm+1 tel que y :;:é x, alors 

W, s If- Dy'ljJ ssi 'l/v E Wm [<I>(s(y))( W",l v) => (w_m , v), s If- 'ljJ] 

ssi 'l/v E Wm [<I>(8(y))(Wm , v) => 'l/w E Wn[(w_ m , v), (8_ x, w) If- 'ljJ] 

ssi 'l/w E Wn'l/v Ê Wm[<I:>((s_x, w)(y))(wm, v) => (w_ m , v), (s_x, w) If- 'ljJ] 

ssi 'l/w E Wn W, (8_ x, w) If- Dy'ljJ 

La preuve est similaire pour <p = Q3'ljJ. 

(iv) Si	 <p = \y.'ljJ avec y E Varm , alors y:;:é x car x r:j. fv(<p). Nous avons 

w, 8 If- \y.'ljJ ssi W, (8_y, w J If- 'ljJ
7l

ssi w, ((8_ y, wmLx, w) If- 'ljJ, pour tout w E Var"
 

ssi w, ((S-Xl wLy, wm) If- 'ljJ, pour tout w E Var"
 

ssi w, (s_x, w) If- \y.'ljJ, pour tout w E Var"
 

Si y = x, alors pour tout w E Wn> 

W, (8_ x' w) If- \x.'ljJ ssi w, ((8_ x, wLx, wn) If- 'ljJ
 

ssi (8_ x, wn) If- 'ljJ
 

ssi 8 If- \x.'ljJ
 

Ce qui complète la preuve pour l'interprétation de LÀ dans des structures 

simples. Pour les structures générales, seule la partie (iii) doit être modifiée et 

cette modification est minime. ~ 

Corollaire 7.4.4 

Soit M = < W, <I:>, val> un modèle de LÀ' Si <p E CFormÀ , alors 

w, s If- <p ssi w, t If- <p, pour tout t E Att(S). 

PREUVE. Si <p E CFormÀ , alors fv( <p) = 0. Le résultat est donc une consé­

quence de la proposition précédente. ~ 
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Proposition 7.4.5 

Soient rp E FormÀ et x Varm tels que x ~ bv(rp). Nous avons que 

w, s If- rp ssi w, s If- rp[x/a] 

où a E Nomm est tel que val(a) = s(x). 

PREUVE. Par induction. Si rp est une variable propositionnelle ou un nominal, 

le résultat est trivialement vrai car x n'y apparaît pas dans rp. Le cas où rp est 

une combinaison booléenne est une conséquence directe de l'hypothèse 

d'induction. Si rp = @~1f;, où 0 E Nomn , alors nous avons par définition et par 

l'hypothèse d'induction que 

w, s If- @o1f; ssi (w -n' val(0)), s If- 1f;
 

ssi (w_ n , val(0)), s If- 1f;[x/a]
 

ssi w, s If- @~1f;[x/a]
 

Si rp = D(31f;, où 0 E Nomn , alors nous avons par définition et par l'hypothèse 

d'induction que 

w, s If- 0131f; ssi \fw E Wn [<P(val(0))(w,p w) =? (w_,,, w), s If- 1,/)]
 

ssi \fw E Wn [<P(val(0))(wn , w) =? (w_,,, 'w), s 1f-1f;[x/a]]
 

ssi w, s If- [JI31f;[x/a]
 

Si rp = D y1f;, où y E Varn , alors nous avons 

w, s If- D y1f; ssi \fwn_ 1 [<P(s(y))( wn- 1, w) =? (W_(n_l)' w), s If- 1f;]
 

ssi \fwn_ 1 [ <P(s(y)) (wn- 1 , w) =? (w-(n-l)' w), s If- 1f;[x/a] ]
 

ssi w, s If- Dy1f;[x/a]
 

Enfin, si rp = \y.1f;, où y E Varn , alors y:;é x, car x ~ bv(rp). Nous avons 

w, s If- \y.1f; ssi w, (s_y, w,,) If- 1f;
 

ssi w, (s_y, wn) If- 1f;[x/a]
 

ssi w, s If- \y.1f;[x/a]
 

Ce qui complète la démonstration. Encore une fois, si LÀ est interprété dans 

des SROS générales, la preuve est similaire. ~ 
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Corollaire 7.4.6 

Soit xE Nomm , ex E Nomm et <p E Form>-. Nous avons que 

W, s If- @o.\x.<p ssi w, s If- @o.<p[x/ex] 

PREUVE. Nous avons 

W, s If- @(ex)\x.<p ssi (w_ m , val(ex)), s If- \x.<p 

ssi (w_m , val(ex)), (s_x, val(ex)) If- <p 

ssi (w_m , val(ex)), (s_x' val(ex)) If- <p[x/ex], par la proposition précédente 

ssi (w_ val(ex)) , s If- <p[x/ex], car x tt fv(<p)m , 

ssi w, s If- @o.<p[x/ex] 

Ce qui complète la preuve. ~ 

Rappelons que si s E Att(S), s::;n(w) dénote l'attribution de Att(S:::;n(w)) telle 

que 

s:::n(w)(x) = s(x), si xE Varm et 1 :s; m:S; n 

s:::;n(w)(x) = W, si xE Varn+ 1 

Nous avons: 

Proposition 7.4.7 

Si <p E Form>-:::;n, alors 

M, w, s If- <p si et seulement si M:::;n( wn+1), W n' Ssn( w) If- <p 

PREUVE. Par induction sur la complexité de <p. Les preuves pour tous les cas 

sauf un, le cas <p = \x.</;, sont analogues à celles que nous avons données pré­

cédemment. Supposons que x E Var m' nous avons 

M, w, S If- \x.</; ssi M, w, (s_x' wm) If- </; 

Par l'hypothèse d'induction, 

M, w, t If- </; ssi M:::;n(wn+1) , W," (s_x, wm):::;n(w) If- </; 

Ce qui nous donne 

mailto:If-@o.<p[x/ex
mailto:If-@(ex)\x.<p
mailto:If-@o.<p[x/ex
mailto:If-@o.\x.<p
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M, w, s If- \x.'ljJ ssi M:o:;n(wn+1), wn> (s_x, wm):o:;n(w) If- 'ljJ 

ssi M:o:;n(wn+ l ), Will s:o:;n(w) If- \x.'ljJ 

Ce qui démontre le résultat. ~~ 

Proposition 7.4.8 

Si tp E CForm\:o:;n, alors [tp] = Ext:o:;n( tp) X W n+ 
2 

PREUVE. Si tp E CForm\<:n, la valeur de vérité de tp à un point W ne dépend 

pas d'une suite d'attribution particulière. Nous avons donc que W E [tpll 
ssi M, W If- tp 

ssi M:o:;n(wn+ 1), Wn If- tp 

ssi Wn E [tp] :o:;n( Wn+l) 

ssi w n+1 E Ext:o:;Jtp) 

ssi W E Ext:o:;n( tp) X wn+2 

D'où le résultat. ~ 

Les résultats sur la définissabilité restent les mêmes. 

La notion de bisimulation est la même, rien dans la bisimulation ne dépend de 

'À'. Toutefois, la définition l'équivalence élémentaire doit être légèrement mo­

difiée : M, W ~ N, v ssi 

M, W If- tp ~ N, v If- tp 

pour toute formule tp E CForm\. La bisimulation préserve cette notion 

d'équivalence élémentaire: 

Proposition 7.4.9 

Soient W E W et v E V des points des modèles (simples ou générales) M = 

< S, va~ > et N = < T, val2 >. Si W et v sont bisimilaires, alors 

M, W ~ N, v. 
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PREUVE. La preuve est par induction sur la complexité de rp. Il suffit de 

considérer le cas rp = \x.'lj; avec fv('lj;) = {x} et xE Varn . Nous avons que 

M, w If- \x.'lj; ssi M, w If- 'lj;[x/<x( wn)] 

Or, 'lj;[x/<x(wn)] est une formule close de complexité moindre que rp, nous avons 

donc par l'hypothèse d'induction que 

M, w If- 'lj;[x/<x(wn)] ssi N, v If- 'lj;[x/<x(wn)] 

ssi N, v If- \x.'lj; 

Ce qui démontre le résultat. ~ 

Pour adapter la traduction au langage L),., il suffit d'ajouter la clause suivante 

à la définition de Trad: 

Trad(t, \x.rp) := Tr(t, rp)[xn/tn], si x E Var" 

Tous les autres résultats découlant de cette traduction restent les mêmes. 

7.5 Structures temporelles et le langage L T 

Nous présentons dans cette section les résultats sémantiques pour le langage 

LT interprété dans des SROS simples et générales. Encore une fois, certains de 

ces résultats seront donnés en vrac. 

Proposition 7.5.1 

Soit M un modèle bidirectionnel (simple ou général), et soient w E W, n 2: 0, 

<X E Nomnet 0 E Nomn+l' Nous avons que 

(a) Si rp est une instance de tautologie, alors w If- rp 

(b) Si w If- <p et w If- <p ~ 'lj;, alors w If- 'lj; 

(c) M If- rp, alors M If- Drp, pour 0 = Hn+l, HfJ, Gn+lou GfJ' et M If- @o.rp 

(d) w If- D(<p ~ 'lj;) ~ (Drp ~ D'lj;) pour D = Hn+l , HfJ, Gn+l ou Gp 

mailto:If-@o.rp
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(e)	 Si n ~ reps( <p) (resp. si n ~ rep( <p)), alors w II- <P ssi (w-n' W) II- <p, pour 

tout W E Wn 

Pour les SROS simples, nous avons: 

Proposition 7.5.2 

(a)	 Si <p E Form Tn , alors M, w II- <p ssi M n(wn+1), Wn II- <p 

(b)	 Si <p E Form TSn ' alors M, w II- <p ssi M sn(Wn+1) , W n II- <p 

Pour les SROS générales, nous avons: 

Proposition 7.5.3 

Si <p	 E Form TSnl alors M, w II- <p ssi M sn(W +1) , W n II- <pn

Nous avons les mêmes caractérisations d'extensions pour les cas simple et gé­

néral : 

Proposition 7.5.4 

Soient p E ProPn, et 0/. E Nomn" Nous avons que 

(a)	 [1-] = (25 

(b)	 [pli = W n-l X val(p) xwn+l 

(c)	 [0/.] = Wn_1x{val(0/.)}xWn+l 

(d)	 Si <p E FormTnl alors [<p] = _ xExtn(<p)xwn+2W n 1 

(e)	 Si <p E Form ySn ' alors [<p] = Extsn(<p)xwn+2 

Proposition 7.5.5 

Soient p E ProPm et 0/. E Nomn. Nous avons que 

(a)	 [J_] = (25 

(b)	 [p] = val(p) X wn+l 
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(c) [al] = Wn_jx{val(a)}xW"+l 

(d) Si ep E Form T5 ,,; alors [ep] = Ext5 ,,(ep)XW"+2 

Dans le tableau 7.5.6, ep E Form T , a E Nom" et P = Pn+l ou PrJ avec 0 E 

Nom n+l . Les mêmes remarques s'appliquent à H, F et C. 

Tableau 7.5.6 - Schèmes et conditions correspondantes pour les structures simples 

NOM SCHÈME DE FORMULE CONDITION 

(aref,,) a ---+ -,Pa Aref 

(CVn) ep ---+ CPep & ep ---+ HFep CV 

(tot,,) Pa va v Fa Tot 

(sbif,,) PFep ---+ Pep v ep v Fep & FPep ---+ Pep v ep v Fep Sbif 

(begll) PH.i Beg 

(endn) [Cl. End 

(dense ) Pep ---+ PPep & Fep ---+ FFep Denn 

Dans le tableau 7.5.7, ep E Form T, 0. E Nom" et P = F"+l ou PrJ avec 0 E 

Nom"+l' Les mêmes remarques s'appliquent à H, F et C. 

Tableau 7.5.7 - Schèmes et conditions correspondantes pour les structures générales 

NOM SCHÈME DE FORMULE CONDITION 

(arefn) 1\0. ---+ -,P1\0. Aref 

(CVn) ep ---+ CPep & ep ---+ HFep CV 

(tot,,) P1\0. V 1\0. V F1\0. Tot 

(sbif,,) PFep ---+ Pep v ep v Fep & FPep ---+ Pep v ep v Fep Sbif 

(beg,,) PHl. Beg 

(endn) [Cl. End 

(dense,,) Pep ---+ PPep & Fep ---+ FFep Den 
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Nous prendrons pour acquis qu'un schème de ce tableau définit sa condition 

correspondante dans une structure bidirectionnelle conventionnelle, et nous 

montrerons, comme nous l'avons fait pour le langage de base, qu'un résultat 

analogue tient pour les SROS bidirectionnelle. 

Pour les structures simples et générales, nous avons: 

Proposition 7.5.8 

Soit Sch un schème du tableau 7.5.6 portant sur les modalités de rang n+l, et 

soit Gond la condition correspondant à ce schème. Nous avons 

S If- Sch(<p), pour tout <p E Form Tn 

ssi toutes les relations de Rn satisfont Gond. 

Proposition 7.5.9 

Soit Sch un schème du tableau 7.5.7 portant sur les modalités de rang n+l, et 

soit Gond la condition correspondant à ce schème. Nous avons 

S If- Sch(<p), pour tout <p E FormSTn (voire ProPTlI) 

ssi toutes les relations de Rn satisfont Gond. 

Le lemme suivant nous permettra de montrer le théorème sur la validité des 

schèmes lorsqu'ils admettent des instances arbitraires. 

Lemme 7.5.10 

Pour chaque o.n+l E Nomn+\ soit p(o.n+l) E ProPn tel que val(p(o.n+l)) 

val(p((3"+l)) si val(o.n+l) = val(W+l). Pour tout w E W, nous avons que: 

(a) w If- V{l\o.n+l /\ p(o.n+l) : o.n+l E Nomn+1} ssi w If- p(o.n+l(wn+l)) 

(b.l) w If- Pn+lV{l\o.n+l /\ p(o.lI+l) : 0."+1 E Nomll+1
} ssi w If- Pn+lp(o.n+l(w"+l)) 

(b.2) w If- F n+1V{l\o.Ml /\ p(0.1I+1) : o.n+1 E NomM1 
} ssi w If- F 

11
+1P(o.Ml(W"+1)) 

(c.l) w If- Hn+IV{l\o.n+l /\ p(o.n+l) : o.n+l E Nomn+1} ssi w If- Hn+1P(0."+1(wn+l)) 

(c.2) w If- G + V{1\0."+l /\ p(o.n+1) : o.n+1 E Noml!+l} ssi w If- G
11
+1P(o.n+l(wl!+1))n 1



229 Chapitre 1 - Résultats sémantiques II 

PREUVE. La preuve ne comporte rien de nouveau. ~ 

Corollaire 7.5.11 

Les propositions du lemme précédent tiennent aussi si nous remplaçons' Hn+/ 

et 'Cn+/ par 'Hp' et 'Cp', où·0 E Nomn+1. 

Nous arrivons donc au théorème recherché. 

Théorème 7.5.12 

Soit Seh un schème du tableau 7.5.6 ou 7.5.7 portant sur les modalités de 

rang n+1. Si S If- Seh(<p), pour tout <p E PrOPT1!l alors S If- Seh(<p), pour tout <p 

E FormT. 

PREUVE. L'argument donné au chapitre précédent se transpose ici très facile­

ment pour tous les schèmes à l'exception de (sbif), ce dernier n'étant pas de la 

forme 'ma<p ~ mc<p'. Toutefois, les formules 

PF<p ~ P<p v <p v F<p 

FP<p ~ P<p v <p v F<p 

sont (propositionnellement) équivalentes à 

(PF<p ~ P<p) v (PF<p ~ <p) v (PF<p ~ F<p) 

(FP<p ~ P<p) v (FP<p ~ <p) v (FP<p ~ F<p) 

Nous pouvons appliquer l'argument à chaque élément de chaque disjonction 

(chacun étant de la forme' ma <p ~ me <p'), et obtenir le résultat. ~ 

En ce qui concerne la notion de bisimulation pour les SROS bidirectionnelles, 

il suffit de modifier la définition pour prendre en considération la relation ré­

ciproque. Renommons les conditions (zign ) et (zagn) comme (zign!) et (zagn!) 

respectivement. Une bisimulation entre deux SROS bidirectionnelles simples 
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est définie comme une relation Z c W x V satisfaisant (zign1), (zagn1), (zigJ
 

et (zag,,,J de même que les conditions: si wZv, alors
 

(zignl) w'{n+l}w:::} :Jv' E V tel que v'{n+l}v et w'Zv'
 

(zagnl) v'{ n+ l}v :::} :Jw' E W tel que w'{ n+ l}w et w'Zv'
 

Une bisimulation entre SROS est une relation Z C WxV satisfaisant (zign1),
 

(zagn1), (zigJ et (zag,,,,) de même que les conditions: si wZv, alors
 

(zignl) w'[n+l]w:::} :Jv' E V tel que v'[n+l]v et WIZVI
 

(zagnl) v'[n+l]v:::} :Jw' E W tel que w'[n+l]w et w'Zv'
 

Cette définition peut être modifiée pour s'appliquer à des SROS bidirection­


nelles de rang fini. Les mêmes résultats tiennent mutatis mutandis.
 

Pour les résultats de traduction, il faut encore faire quelques modifications
 

mineures. Au lieu d'avoir les clauses
 

Tr(t, Dn+1<P) := \JX,,(R"+l(t"+l' tn, xn) ~ Tr((t_", xn), <p))
 

Tr(t, D~<p) := \JXn(Rn+l(Ci3, tn, Xn) ~ Tr((L n, Xn), <p)), si r(0) = n+l
 

pour les structures simples, et les clauses 

Tr(t, Dn+1<P) := \Jxn(Rn+1(tn+1> tn, xn) ~ Tr((tn+\ xn), <p)) 

Tr(t, D~<p) := \Jxn(Rn+J(l1;3, tn> x,,) ~ Tr((tn+1, xn), <p)), si r(0) = n+l 

pour les structures générales, nous adoptons 

Tr(t, Hn+1<P) := \JXn(Rn+l(tn+ll Xn, tn) ~ Tr((Ln, Xn), <p)) 

Tr(t, H~<p) := \Jxn(Rn+1(Ci3, Xn, t,.) ~ Tr((Ln, x,,), <p)), si r(0) = n+l 

Tr(t, Gn+1<p) := \Jxn(Rn+1(t"+I' tn, Xn) ~ Tr((t_n, xn), <p)) 

Tr(t, G~<p) := \Jxn(Rn+1(l1;3, t,,, Xn) ~ Tr((L", xn), <p)), si r(0) = n+l 

pour les structures bidirectionnelles simples, et 

Tr(t, Hn+l<p) := \Jxn(Rn+l(tn+1, X n, t,,) ~ Tr((xn, t
n
+
1), <p)) 

Tr(t, H~<p) := \Jxn(Rn+1(Ci3, X n, tn) ~ Tr((x", t n 
+

1
), <p)), si r(0) = n+l 
nTr(t, Gn+1<p) := \JXn(Rn+l(tn+ll t", xn) ~ Tr((xn , t +1), <p))
 

Tr(t, G~<p) := \Jxn(Rn+1 (Ci3' tn, xn) ~ Tr((xn, tn+l), <p)), si r(0) = n+l
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pour les structures bidirectionnelles générales. Ces modifications nous permet­

tent d'obtenir les mêmes résultats sur les traductions. Notamment, pour une 

formule <p E Form T , nous avons 

Proposition 7.5.13 

Pour tout w E W, 

M, w II- <p ssi M(S) II- Tr(a(w), <p) 

Proposition 7.5.14 

Soit x E Var et soit n = max{m: Xm libre dans Tr(x, <p}. Nous avons 

M II- <p ssi M(S) II- VXoV4 ...VxnTr(a(x), <p) 

Proposition 7.5.15 

Soient x E Var et n = max{m: Xm libre dans Tr(x, <p}. Soient Pl' P2' ... , Pk E 

Prop et al' a 2, ... , al E Nom les variables propositionnelles et les nominaux 

apparaissant dans <p. Nous avons que 

(a) S, w II- <p ssi M(S) II- VX(PI)".'VX(Pk)Vx(al) ...Vx(al)Tr(a(w), <p) 

(b) SIl- <p ssi M(S) II- VX(PI)",VX(Pk)Vx(al) ...Vx(al)VXo ...VxnTr(x, <p) 



Chapitre 8 
Logique modale d'ordre supérieur - Partie 1 

Nous présentons dans ce chapitre des axiomatisations complètes pour la logi­

que sous-jacente à la sémantique du langage L lorsqu'interprété sur des struc­

tures relationnelles d'ordre supérieur simples, et nous examinerons dans le 

prochain chapitre la logique plus générale des SROS générales. Bien que nous 

nous inspirions ici de l'axiomatisation et des preuves de complétude de la lo­

gique hybride (notamment de Blackburn et al. 2001 : 434-445), il y a des dif­

férences considérables entre une logique modale d'ordre supérieur et une logi­

que modale plus conventionnelle comme la logique hybride. La principale dif­

ficulté dans la recherche d'une preuve de complétude est de trouver un moyen 

de construire un modèle canonique, donc une structure en produit, à partir 

d'un ensemble de formules. C'est ici que les opérateurs hybrides montrent leur 

utilité et c'est essentiellement pour cette raison qu'ils ont été introduits dans 

le langage L. 

8.1 La logique des structures simples 

Soit C une classe de structures relationnelles d'ordre supérieur (de L­

structures donc). Par la logique de C, disons J2.(C) , l'ensemble de toutes les 

formules de L qui sont valides dans toutes les structures C, c'est-à-dire 

J2.(C) = {<p E Form[,: S I~ <p, pour toute structure SEC}. 

Notre tâche sera de montrer que l'ensemble J2.(C) est axiomatisable pour cer­

taines classes remarquables C, qu'il existe un système de dérivation (ensemble 

232
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d'axiomes et de règles inférentielles) nous permettant de dériver tous (et seu­


lement tous) les éléments de 'c(C). Autrement dit, nous voulons montrer que
 

(Cf) f- r cp ssi If--c cp
 

où 'f- r ' signifie « est dérivable dans le système de déduction r » et 'If--c'est
 

synonyme de 'c If-- cp'. Ce résultat porte le nom de complétude faible, par op­


position à la complétude forte qui s'énonce plutôt comme:
 

(CF) E f-r cp ssi E If--c cp,
 

où E c FormL et où 'E f- r ' signifie « est dérivable dans r à partir des hypo­


thèses E ». Nous démontrerons dans ce chapitre, de même que le suivant, la
 

complétude forte pour plusieurs paires (r, C).
 

Démontrer la complétude forte requiert que nous démontrions deux im­

plications : 

(CF~) E f- r cp =} E If--c cp 

(CFç.) E If--c cp =} E f- r cp 

La première direction (CF~) est normalement la plus facile, car il suffit de 

démontrer, afin de prouver l'implication, que les axiomes sont valides et que 

les règles inférentielles préservent la validité. C'est l'autre direction qui com­

porte le plus de difficultés conceptuelles et sur celle-ci que nous aurons à tra­

vailler le plus longuement. Tout d'abord, au lieu de démonter (CF~), nous 

démontrerons, pour tout ensemble de formules F, 

(Hk) F}Lr 1.. =} [::lM = < 5, val> avec 5 E Cet ::lw E W t. q. M, w If-- F] 

Il n'est pas difficile de voir que (Hk) entraîne (CFç.). En effet, nous avons que 

E f- r cp =} E If--c cp ssi [non-(E f- r cp) =} non-(E If--c cp)] 

D'une part, non-(E f- r cp) est tout simplement équivalent à Eu {-,cp} }Lr 1... 

En posant F = E U {-,cp} , nous obtenons F }Lr J.... Par (Hk), ceci implique 

qu'il existe un modèle M = < 5, val >, avec 5 E C, et un point w E W tels 

que M, w If-- F, c'est-à-dire 

M, w If-- E & M, w W cp 

Mais c'est précisément là la signification de non- (E 1f--ccp), 
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En d'autres termes, nous démontrerons que tout ensemble consistant est 

satisfaisable (est vrai à un certain monde d'un certain modèle). Pour ce faire, 

nous adapterons les méthodes dites de « Henkin » à ce langage pour cons­

truire un modèle satisfaisant. un ensemble maximalement consistant à partir 

de E lui-même. Et, comme nous l'avons spécifié plus haut, c'est pour la défini­

tion de ce modèle que les nominaux et les opérations hybrides montreront 

toute leur utilité. 

Commençons par l'exposition du système de dérivation de base pour la logi­

que des SROS simples. 

1. Axiomes propositionnels. 

Toutes les instances de tautologies propositionnelles. 

II. Axiomes propres aux modalités de rang m, m 2': 1. 

Dans la suite 'D' représentera 'Dn+1 ' ou 'Dî ', avec rh) = n + 1. Tous les sys­

tèmes incluront les schèmes d'axiomes suivants: 

(K n) D(<p ~ 'l/J) ~ (D<p ~ D'l/J) 

D'autres schèmes (optionnels) sont: 

(D n) D<p ~ O<p 

(T,J D<p ~ <p 

(B n) <p ~ DO<p 

Un) D<p ~ DD<p 

(5n) O<p ~ DO<p 

III. Axiomes hybrides pour les nominaux et opérateurs d'actualité. Ce 

groupe d'axiomes est inspiré directement de ceux présentés dans Blackburn et 

al. (2001 : 438-439). Soient a, ~ E Nom". Tous les systèmes induront les 

schèmes d'axiomes suivants, il n'y aucune contrainte sur <p (à l'exception de 

l'axiome (ind@)): 

(K@) @,,(<p ~ 'l/J) ~ (@Q<P ~ @,,'l/J) 

(dual) @,,-,<p B -,@()<p 
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(intro) a 1\ rp ~ @o.rp 

(ref) @o.a 

(sym) @o.0 ~ @fla 

(nom) @o.0 1\ @flrp ~ @o.rp 

(agree) @o.@flrp ~ @flrp 

(back) O@o.rp ~ @o.rp, où 0 = 0"+1 ou 0" et rh) = n+ 1 

(bridge) @o.00 1\ @flrp ~ @o.Orp, où 0 = On+1 ou 0" et rh) = n+l 

IV. Axiomes de dépendance et d'indépendance. Ces schèmes d'axiomes. 

dictent les dépendances et indépendances logiques entre les formules du lan­

gage. La notation '±rp' dans un axiome signifie que l'on peut instancier (uni­

formément) soit par 'rp' soit par '-.rp'. 

Axiomes d'indépendance. Soient a, 0 E Nom des nominaux. Nous po­

sons: 

(perm@) @fl@o.rp ~ @o.@l3rp, où r( a) 7: r(0) 

(perm@o) @o.Dn+1rp ~ Dn+l@o.rp, si r(a) 7: n, n + 1 

@o.DfJrp ~ D 13 @o.rp, si r( a) 7: r(0) - 1 

@o.rp ~ rp, si r(a) ri- reps(rp) 

Axiomes de dépendance. Soit a E Nomn+l , .D.OUS posons 

(insto) @o.(Dn+lrp ~ Do.rp) 

V. Règles inférentielles. Les règles inférentielles sont assez proches de cel­

les de la logique modale conventionnelle. Soient rp E Form L , a E Nom, n 2: 0 

et "1 E Nom\Nomo, nous définissons les règles : 

(MP) Si f- rp ~ 'l/J et f- rp, alors f- 'l/J 

(Nec@) Si f- rp, alors f- @o.rp 

(Neco) Si f- rp, alors f- Dn+l rp 

(NecK) Si f- rp, alors f- D.jrp 

Soit 0. = (ao, al' ... , am) une suite de nominaux de rangs strictement crois­

sants (pas nécessairement successifs), et soient a, 0 E Nom n et "1 E Nomn+l des 

nominaux. Nous ajoutons deux autres règles qui sont propres à la logique hy­

mailto:Dn+l@o.rp
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bride (Blackburn et al. 2001 : 440). Pour l'application de la première, 0. ne 

doit pas apparaître dans <P (c'est-à-dire que les nominaux de la suite 0. 

n'apparaissent pas dans <p); et pour l'application de la deuxième, 0 7: Ci 

n'apparaît pas dans <P : 

(Name) Si f- /\0. ~ <P, alors f- <P 

(Paste) Si f- @C\O,P /\ @0<P ~ e, alors f- @C\O,<P ~ e 

f s désignera le système logique minimal défini par ces axiomes et règles sans 

les axiomes optionnels du groupe II. Une preuve dans f s est une suite finie de 

formules (<Pk) l~k~n de L telle que: 

(f-l) Soit <Pk est un axiome; 

(f-2) Soit il existe des formules <Pi et <Pj dans la suite, avec i, j < k, telles 

que <Pk est obtenue des formules <Pi et <Pj par (MP), ou <Pk est obtenue 

de la formule <Pi (ou <Pj) par l'application de (NecK), (Neco), (Nec@), 

(Name) ou (Paste). 

Une formule <P est un théorème de f Sl noté f- <P, s'il existe une preuve de r." 

(<Pk) l <k<n' telle que <P" = <p. 

Si H est un ensemble de formules, une preuve (ou une dérivation) de f s 

sous les hypothèses H est une suite de formules (<Pk) l~k~n de L telle que 

(f-3) Soit f- <Pk 

(f-4) Soit <Pk E H 

(f-5) Soit il existe des formules <Pi et <Pl dans la suite, avec i, j < k, telle 

que <Pk est obtenue des formules <Pi et <Pj par (MP). 

Une formule <P est un théorème de f s sous les hypothèses H, noté H f- <P, s'il 

existe une preuve de f s sous les hypothèses H, (<Pk) l~k~nl telle que <Pn = <p. 

Nous devons maintenant montrer que la première implication (CF=J tient. 
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Proposition 8.1.1 

Les axiomes de r s sont valides et les règles inférentielles préservent la validité. 

PREUVE. La validité des axiomes du groupe 1 est une conséquence des clauses 

sémantiques booléennes. En ce qui concerne le groupe II, nous avons montré 

que (K) est valide dans les structures simples, et nous avons identifié les fa­

milles de structures que les axiomes optionnels définissent. Des vérifications 

élémentaires montrent que les axiomes (K@)-(bridge) du groupe III tiennent 

dans toute structure. 

Pour le groupe IV, une vérification simple nous donne (perm@) et la pro­

position 6.1.1, partie (e), nous montre que (ind,}) tient. Il reste à montrer que 

(permil}o) et (insto) sont valides. Supposons que r( ex) 7::- n, n + 1, nous avons: 

W If- @oDn+1<Pssi (w_,\o), val(ex)) If- Dn+l<P
 

ssi Vw E Wn [<I>(wn+1)(wn, w)::::} ((w_ r (,,), val(a)Ln, w) If- <pl
 

ssi Vw E Wn [<I>(wn+1)(wm w)::::} ((w_n , w)_,\o), val(a)) If- <pl
 

ssi Vw E Wn [<J?(wn+1)(wn, w) ::::} (w_ n, w) If- @,,<p]
 

ssi W If- Dn+1@o<p
 

Le même argument, à quelques détails près, nous permet de montrer que 

W If- @"D[3<p B D[3@o<P 

sauf que l'hypothèse T( ex) 7::- r(~) n'est plus nécessaire. Quant à l'axiome 

(insto), sa démonstration est immédiate. 

Il faut maintenant montrer que les règles inférentielles préservent la vali­

dité. La vérification a déjà été faite pour le modus ponens et les différentes 

formes de nécessitation, il reste à montrer que les règles (Name) et (Paste) 

préservent elles-aussi la validité. Soit <P une formule et a une suite finie de 

nominaux (de rangs strictement croissants) qui n'apparaît pas dans <p. Nous 

devons montrer que 

If- /\a ~ <p ::::} If- <p, 

Si nous montrons que 



238 Chapitre 8 - Logique modale d'ordre supérieur l 

8 If- 1\0. ~ <p :::} 8 If- <p, 

pour toute structure simple 8, nous aurons terminé. Supposons le contraire: il 

existe une structure simple 8 telle que 

8 If- 1\0. ~ <p & 8 W <p, 

Il existe donc un modèle M = < 8, val> et un point w E W tels que 

M, w If- -'<p. 

Toute valuation val' qui s'accorde avec val sur les nominaux et les variables 

propositionnelles dans <p sera telle que < 8, val' >, w If- -'<p. En particulier, 

considérons la valuation val' qui rend 1\0. vrai; une telle valuation existe car 0. 

n'apparaît pas dans <p. Nous avons donc 

< 8, val' » w If- 1\0. 

< 8, val' >, w W <p 

contredisant la validité de 1\0. ~ <p. 

Pour démontrer (Paste), nous procédons de la même manière: supposons 

qu'il existe une structure 8, un modèle M = < 8, val> et un point w E W 

tels que 

8 If- @",<),0 1\ @(3<p ~ e 
M, w W (@",<),<p ~ e) 

c'est-à-dire que M, w If- @",<),<P mais M, w W e. Si M, w If- @",<),<P, c'est qu'il 

existe w E Wrn tel que <I>(valh))(val(ex), w) et M, (w_m , w) If- <p. Toute valua­

tion val' qui s'accorde avec val sur les nominaux et les variables proposition­

nelles dans <p sera également telle que 

< 8, val' >, (w-m' w) If- <p 

< 8, val' >, w W e 
Choisissons val' pour que val'(0) = w, ce qUI est possible car 0 7- ex et 0 
n'apparaît pas dans <p. Nous aurons donc 

< 8, val' >, w If- @"'<)î0 1\ @rJ<P 

< 8, val' >, w W e 
contredisant la validité de @o.<),0 1\ @rJ<P ~ e. 
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Ce qui complète la démonstration. ~ 

8.2 Complétude pour L<n 

Nous nous inspirons ici de la preuve de complétude pour la logique hybride 

donnée dans Blackburn et al. (2001). Dans cette preuve, si E est un ensemble 

maximalement consistant de formules du langage de base de la logique hy­

bride, le modèle canonique basé sur E est la collection [; d'ensembles maxima­

lement consistants E( o.), où 

E(o.) = {<p: @o.<PE E}, 

pour chaque nominal o.. Intuitivement, nous pouvons voir un ensemble maxi­

malement consistant (tel que E) comme l'ensemble des formules qui sont 

vraies à un certain monde, disons le monde w. Puisque l'ensemble E contient, 

pour toute formule <p, ou bien @o.<P ou bien @o:'<P' E nous renseigne aussi sur 

la valeur de vérité de <p au monde dénoté par o., disons w( o.). E( o.) représente 

ainsi l'ensemble des formules qui sont vraies au monde w(o.). Notre collection 

[; peut être vue comme l'ensemble des mondes w(o.) , un monde w(S) étant 

accessible depuis un monde w( o.) si OS est vrai à w( o.), c'est-à-dire si @o:OG 

appartient à E. La preuve rigoureuse de complétude consiste à montrer que 

ces idées informelles fonctionnent. 

Nous voudrions faire la même chose avec le langage L et les structures re­

lationnelles d'ordre supérieur (d'abord simples et ensuite générales). Si E est 

un ensemble maximalement consistant (par rapport à un système déductif 

donné), E se comporte comme un point d'un modèle de L en ce sens qu'il spé­

cifie une valeur de vérité à chaque formule <p du langage L. Soit w( E) ce 

point. Puisque nous connaissons la valeur de vérité de @o:<P à w(E), nous 

connaissons la valeur de vérité de <p au monde (w(ELn, w( o.)), et de manière 

générale nous pourrons connaître la valeur de vérité de <p au monde w(o.), où 

0. E Nom. Le modèle canonique sera basé sur l'ensemble Nom (à un quotient 
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près), et la relation d'accessibilité <Ph) sera définie à partir de la modalité 01: 

<ph)(Ol, ~) si et seulement si @c<01~ E E. 

Dans ce chapitre et dans le prochain, nous montrerons que ces idées 

conduisent véritablement à un résultat de complétude. Dans cette section, 

nous démontrons la complétude pour le fragment L~n du langage L, et dans la 

prochaine nous la démontrons pour L sans restrictions. Nous procédons ainsi 

pour des questions de simplicité d'exposition. 

Commençons par le début. Rappelons qu'un ensemble de formules E est 

r,-consistant (ou fs-con) ssi E}L ..i, qu'il est maximal ssi, pour toute formule 

rp, rp E E ou -,rp E E, et qu'il fs-maximalement consistant (ou fs-maxcon) ssi 

il est maximal et fs-con. Le lemme suivant rassemble un certain nombre de 

résultats montrant que le système de dérivation se comporte de manière at­

tendue. 

Lemme 8.2.1 

(a) E f- rp ssi il existe el' ... , er E E tels que f- el /\ ... /\ er ~ rp. 

(b) Si E est r,-con et }L -,rp, alors EU {rp} est f s-con. 

(c) Si E est fs-maxcon et E f- rp, alors rp E E; en particulier, si f- rp, rp E E. 

(d) Si Eest fs-maxcon, et si rp, rp ~ 7jJ E E, alors 7jJ E E. 

PREUVE. (a) :::}. Supposons que E f- rp. Par induction sur la longueur n de la 

preuve. 

Étape de base. Si n = 1, alors la preuve n'est constituée que de la formule rp 

et f- rp ou rp E H. Si f- rp, alors f- e ~ rp pour n'importe quelle formule e E H. 

Si rp E H, nous avons f- rp ~ rp. 

Étape d'induction. Supposons que le résultat tienne pour toutes les preuves de 

longueur n et moins. Soit {rpk : 1 ::::; k ::::; n+1} une preuve de rp sous les hypo­

thèses H de longueur n+1. D'après (f-3)-(f-5), la formule rpn+l = rp est soit un 

théorème de f s, soit un élément de H, ou elle est obtenue par (MP) de formu­
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les précédentes dans la suite. Si c'est les deux premiers cas, le résultat est 

immédiat. Supposons que <Pn+l est obtenue de <Pi et <Pj par (MP). Ceci entraîne 

que l'une de ces formules, disons <Pi) est ?/J et l'autre, <Pj, est ?/J ~ <p. Puisque 

les suites {<Pl: 1 :::; l :::; i} et {<Pl: 1 :::; l :::; j} sont des preuves de longueur n ou 

moins, l'HI nous assure l'existence de formules el' ... , es, ... , er E H telles que 

f- el /\ /\ e. ~ 1/J 

f- es+l /\ /\ e ~ (?/J ~ cp)r 

Des manipulations du calcul propositionnel nous permettent de conclure que 

f- el /\ ... /\ ()r ~ <P 

Ce qui démontre cette direction. 

{=:. Supposons qu'il existe el' ... , e,. E E tels que f- el /\ ... /\ e,. ~ <p. Il exis­

te alors une preuve de <P sous les hypothèses H. 

(b) Soit E un ensemble rs-con, <P une formule telle que E j,L -.<p. Supposons 

que Eu {<pl f- -.1. D'après (a), ceci entraîne qu'il existe el' ... , el' E E telles 

que 

f- el /\ ... /\ er /\ <P ~ -.1 

Des manipulations simples nous permettent d'en déduire que 

f- el /\ ... /\ el' ~ -,<p 

Par la partie (a) de ce lemme, E f- -:-<p. Contradiction. 

(c) Supposons le contraire : E est r,-maxcon , E f- <P et <P tJ. E. Par maximali­

té, <P tJ. E entraîne que -,<p E E, et donc E f- -,<p. Mais ceci contredit la consis­

tance de E. 

(d) Soient cP, <P ~ ?/J E E. Puisque <P, <P ~ 1/J f- ?/J, il s'ensuit que E f- 1/J et 

donc ?/J E E, par la partie (c). ~ 

On aura reconnu que la partie (a) du lemme précédent est le théorème de la 

déduction pour r s ' La partie (b) nous indique comment on peut prolonger un 

ensemble consistant de manière à préserver sa consistance. Nous démontrons 
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maintenant certaines propriétés de permutation et d'indépendance qui seront 

utilisées à répétition pour la démonstration des propositions subséquentes. 

Lemme 8.2.2 (Lemmes de permutation et d'indépendance) 

(a)	 Soient 0.0, QI' ... , o." des nominaux de rangs strictement croissants (on n'a 

pas forcément que Qm E Nomm) et soit rp une formule. Si 1\ est une permu­

tation de l'ensemble {a, l, ... , n}, alors 

f- @(Q,,)@(Q"_I)" .@(ao)rp ~ @(Q,,(n))@(Q,,(n-1))" ·@(cx,,(O))rp 

(b)	 Soient ~ll ~2' ... , ~k les nominaux de la suite 0.0, QI' ... , o." dont les rangs 

sont dans reps(rp). Nous avons
 

f- @(Qn)@(Q"_I)"'@( o.o)rp ~ @(~k)@(~k-l)" '@(~l)rp
 

(c)	 Soient 0.0 , QI' ... , Q" des nominaux de rangs strictement croissants, et soit 

rp une formule. Nous avons 

f- @(Qn)" .@(Qo)O,rp ~ @(Qm)O,@(Qn) .. ·@(Qm+l)@(Qm-l)"·@(ao)rp 

où rh) = m+ 1. 

PREUVE. (a) Puisque les Qm sont tous de rangs différents, il suffit d'appliquer 

l'axiome (perm@) à plusieurs reprises pour obtenir le résultat. 

(b) Il suffit d'appliquer (ind@) et un argument simple de façon répétée de la 

manière suivante: si r(Qn) E rep.(rp) , alors on peut supposer sans perte de 

généralité que Qn = ~k; si r( o.,,) tf- reps( rp), alors l'axiome (ind@) nous permet de 

déduire que 

f- @(ao)@(Ql) .. ·@(Qn)rp ~ @(ao)@(Ql) .. ·@(Qn-l)rp 

En continuant comme ceci jusqu'à 0.0 , nous obtenons le résultat. 

(c) Il suffit d'utiliser (perm@ ) et (perm@) à répétition. ~ 

Si E un ensemble r,-maxcon et si 0. = (0.0, ... , Qn) E Nomn, nous définissons 
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Les ensembles E(a), a E Nomn , serviront plus tard à déterminer la valeur de 

vérité des formules dans le modèle canonique construit à partir de E. Le lem­

me suivant rassemble certaines propriétés que ces ensembles possèdent. 

Lemme 8.2.3 

Soit E un ensemble fs-maxcon, et soient a, r3 E Nomn , a E Nom:s n et p E 

ProP:Sll' Nous avons: 

(a) CXo, ... , a" E E(a) et E(a) est fs-maxcon 

(b) Si @o.CP E E(a) , alors @(a_r(o.), a)cp E E 

(c) Si a E E(a), alors E(a) = E(a_,{o.), a) 

(d) Si ao, .'" a" E E, alors E = E(a) 

(e) Si p E E(a), alors p E E(r3-1{P)' ar(p)) 

PREUVE. (a) Nous savons que @(am)am E E (car @(am)amest un axiome). Par 

le lemme de permutation et d'indépendance, 

f- @(am)amB @(a_m)@(am)a.m B @(a)am 

donc @(a)am E E. 

Supposons que E(a) est inconsistant. D'après le lemme 8.2.2, partie (a), 

il existe donc des formules CPu ... , cp,. E E(a) telles que 

f- CPl /\ ... /\ CPr ~ -.i 

En appliquant n + 1 fois (Nec{ix) , une pour chaque am, et en exploitant les 

propriétés de distributivité de '@', nous obtenons 

f- @(a)cpl /\ '" /\ @(a)cp,. ~ @(a)-.i 

Puisque @(a)-.i B -.i, il en résulte que 

f- @(a)cpl /\ ... /\ @(a)cp,. ~ -.i 

et donc E f- -.i, par le lemme 8.2.2, partie (a). Ce qui contredit la consistance 

de E. 

n est facile de montrer que si E(a) n'est pas maximal alors E ne l'est pas 

non plus. En effet, si cp, -'CP tj. E(a), c'est que @(a)cp, -,@(a)cp tj. E(a). 

mailto:a_m)@(am)a.m
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(b) C'est une conséquence du lemme 8.2.2, désormais le lemme (perm-ind), et 

de l'axiome (agree). 

(c) C. Soit lp E E(o.). Puisque 0'. E E(o.), nous avons cp /\ 0'. E E(o.) , et donc 

@o.CP E E(o.) par l'axiome (intro). Par la partie (b), ceci entraîne que 

@( o.-I\o.))@( 0'.) cp E E, et donc cp E E( 0._/\0.), 0'.). 

::::). Si 0'. E E( o.), alors @(0.)0'. E E et donc @(O'.'"(o.))O'. E E, par le lemme 

(perm-ind). Par l'axiome (sym), nous avons que @(0'.)0'.,\0.) E E, ce qui en­

traîne, par la partie (b) de ce lemme, que @(o.-I\O)' 0'.)0'.1\0.) E E, et donc 0'.1\0) E 

E( 0.-1\0.)' 0'.). Il suffit maintenant de reprendre le même argument qu'en (c). 

(d) C. Soit cp E E. Puisque 0'.0 E E, nous avons que 0'.0 /\ cp E E et par (intro) 

que @( 0'.0) cp E E. De même, puisque 0'.1 E E, nous avons que 0'.1 /\ @(O'.o)cp E E 

et par (intro) que @( O'.l)@(O'.O)cp E E. En répétant cet argument, nous obtenons 

@(o.)cp E E, et donc cp E E(o.). 

::::). Soit cp E E(o.). Par définition, nous avons que @(o.)cp E E. Supposons 

que cp tf- E et donc que -.cp E Epar maximalité. Par l'argument du paragra­

phe précédent, nous aurions que @(o.)-,cp E E et donc que -,cp E E(o.), ce qui 

contredi t la consistance de E(o.). 

(e) Soit	 p E ProPm tel que @(o.)p E E. D'après le lemme (perm-ind), 

f- @(o.)p B @(O'./\p))p 

et 

f- @(O'.I\P))P B @(r3-7-(P))@(0'.'-(P))P B @(r3-7\p), O'.,(p))P 

D'où le fait que p E E(r3-1\P) , O'.,\p))' ~ 

Un ensemble fs-maxcon E est nommé ssi il existe 0. E Nom tel que O'.n E E, 

pour tout n ~ 0, et il est collé ssi, pour toute formule cp et pour tous 0'. E 

Nomn et 1 E Nomn+ll si @o.OlCP E E, alors il existe ~ E Nomn tel que @o.Ol~ /\ 

@I3CP E E. Exiger que E soit nommé revient à exiger que le monde qu'il définit 

s0it dénoté par un certain 0. E Nom; et exiger que E soit collé revient à exiger 

que les « mondes» accessibles depuis E soient également nommés. On re­

mailto:r3-7-(P))@(0'.'-(P))P
mailto:f-@(O'.I\P))P
mailto:f-@(o.)p
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marquera qu'il n'est pas nécessaire qu'un ensemble fs-maxcon contiennent des 

nominaux, car ça ne contredit en aucun cas la logique f s' Nous verrons plus 

loin qu'il est toujours possible d'étendre un ensemble fs-con à un ensemble f s­

maxcon nommé et collé, et c'est à partir d'ensembles fs-maxcon nommés et 

collés que nous construirons le modèle canonique. 

Si E est un ensemble fs-maxcon nommé et collé, pour tout m, nous défi­

nissons une relation sur l'ensemble de nominaux de rang m, Nomm , de la ma­

nière suivante: 

0'. ~m (3 ssi @ù;(3 E E 

La relation ~m identifie les nominaux qui ne sont pas distingués par E. 

Lemme 8.2.4 

Soit	 E un ensemble fs-maxcon nommé et collé. 

(a)	 La relation ~m est une relation d'équivalence sur Nomm • 

(b)	 Si '1 = ho, ... , lm-l' 0'., lm+1l ... , ln) et '1* = (la, ... , lm-Il (3, lm+l' · .. ,111)' 

et si 0'. '"m (3, alors Eh) = Eh*)· 

PREUVE. (a) La propriété de réflexivité est garantie par l'axiome (ref). 

L'axiome (sym) garantit celle de symétrie. En ce qui concerne la transitivité, 

l'axiome (nom) nous dit que @ù;(3 /\ @f3<P ~ @o.<P. En particulier, si <P = l, 

l'axiome stipule que @ù;(3 /\ @f31 ~ @"l, ce qui implique que ~rn est transitive. 

(b) Si 0'. ~m (3, c'est que @ù;(3 E E. Par le lemme (perm-ind), @h-,J@,,(3 E E. 

Par une conséquence de (agree), @h)(3 E E, c'est-à-dire (3 E Eh). Par le 

lemme 8.2.3 (c), Eh) = Eh*)· ~ 

Pour tout l E Nomm+1l nous définissons une relation binaire ph) (ou p,,) sur 

l'ensemble NOffim de la manière suivante: pour tous 0'., (3 E Nomm, 

Pî( 0'., (3) ssi @ù;0î(3 E E 

Nous montrons que cette définition préserve la relation ~m' 
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Lemme 8.2.5 

(a) Si 1, °E Nomm+1sont tels que 1 ~m+l 0, alors P"l = P6' 

(b) Si p,(a, ~), et si a ~m a' et ~ ~m ~', alors p,(a', ~'). 

PREUVE. (a) Supposons que 1 ~m+l 0, c'est-à-dire que @"l0 E E. Par (agree) et 

(insto), nous savons que 

1- @a@"l0 ~ @,o
 

1- @,,@,( 0Tl1+1~ ~ O"l~)
 

1- @a@6( Om+l~ ~ OJ3)
 

donc @,,@,o, @,,@,( Om+l~ ~ O,~) et @,,@6( Om+l~ ~ 06~) E E. D'une part, 

1- @6(Om+l~ ~ 06~) ~ (@bOm+l~ ~ @606~)' par (K@) 

~ (@60m+l~ ~ 06~)' par (ind@) 

et donc 

1- @,,@6( Om+l~ ~ 06~) ~ @a(@60m+l~ ~ 06~)' par (Nec@) et (Kil) 

~ (@a@60m+l~ ~ @"06~)' par (K@) 

Ainsi, @"@60m+l~ E E ssi @,,06~ E E. D'autre part, 

1- @,o /\ @"l(Om+l~ ~ OÎ~) ~ @,(o /\ (Om+l~ ~ O,~)), par (K@) et (dual) 

~ @,(@6(Om+l~ ~ O,~)), par (intro) 

~ @6(Om+l~ ~ O,~), par (agree) 

~ (@oOm+l~ ~ @oO,~), par (K@) 

~ (@60m+l~ ~ O'i~)' par (ind@) 

et donc 

1- @(ï@,O /\ @",@,( Om+l~ ~ O"l~) ~ @"(@oOm+l~ ~ O,~), par (Nec@) et (K@) 

~ (@"@oOm+l~ ~ @(ïO,0), par (K@)
 

Ainsi, @",@oOm+l~ E E ssi @",O,~ E E. Par conséquent,
 

@"OÎ~ E E ssi @"@60m+l0 E E ssi @",06~ E E
 

(b) Nous avons d'abord que p,(a, 0) ssi @(ïO,~ E E. Ensuite, a ~m a' entraîne 

que @(ïa' E E. Il est facile de voir par (intro) que 

1- @"a' /\ @"O,~ ~ @"@",,O,~ 
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donc @Q:@Q:'O,P E E, et @Q:'0îP E Epar (agree). Par ailleurs, @o.'@[lP' E Epar 

(agree) et 

f- @Q:'@13P' -t @Q:'o,@rJ31 

par (back) et (K@), donc @o.,o,@13p' E E. Ainsi, @Q:,OîP E E et @Q:'O,@[lP' E E 

impliquent que @",O,(P /\ @(3pl) E E. Mais 

f- @Q:'o,(P /\ @çJP' -t Pl) 

par (intro), et 

f- @",O,(P /\ @ ) /\ @",D,(P /\ @[lP' -t Pl) -t @",O,0',13P
1 

donc @",O,P' E E. Ainsi, p,(a', Pl). ~ 

Le lemme suivant donne des formulations équivalentes de la relation P" les­

quelles sont plus communes dans les preuves de complétude. 

Lemme 8.2.6 

Soient a, P E Nomm et "1 E Nomm+1· Les trois énoncés suivants sont équiva­

lents: 

(a) @Q:O'iP E E 

(b) \:f<p(D,<p E E(a) :::} <p E E(P)) 

(c) \:f<p(<p E E(P) :::} O,<P E E(a)) 

PREUVE. (a) :::} (b), Supposons que @"O,P E E mais qu'il existe une formule <p 

telle que O,<P E E(a) et <p ri- E(P), c'est-à-dire -,<p E E(P). Si -,<p E E(P), c'est 

que @13-'<P E E et, donc, par (bridge), que @Q:O,-'<P E E. Mais, si @o.O,-,<p E E, 

c'est que --'@Q:D,<p E E et, par conséquent, que Dî<P ri- E. Contradiction. 

(b) :::} (a). Supposons que \:f<p(0,<P E E(a) :::} <p E E(P)) mais que @"O,P ri­
E. Nous avons donc -,@"O,P E E, ce qui revient à @o.D,-'P E E. Nous avons 

alors que O,-,P E E(a) et donc que -,p E E(P) , ce qui est contradictoire. 

(b) :::} (c). Supposons que \:f<p(O,<P E E(a) :::} <p E E(P)) et soit 'l/J E E(P)· 

Nous voulons montrer que O,'l/J E E(a). Supposons le contraire: O'i'l/J ri- E(a) , 



248 Chapitre 8 - Logique modale d'ordre supérieur l 

et donc ---,0i'lj; E E(OI.) , ce qui revient à Di---,'Ij; E E(OI.). Par hypothèse, ceci en­

traîne que ---,'Ij; E E(0). Contradiction. 

(c) =} (b). La preuve est analogue au cas précédent. ~ 

Toujours en supposant que E est un ensemble fs-maxcon nommé et collé, 

nous avons maintenant le nécessaire pour définir la structure relationnelle 

d'ordre supérieur simple canonique basée sur E. Tout d'abord, posons 

Nm = Nomm / ~m 

Nm = Nox xNm 

N = NOx xNmx ... 

La partie (b) du lemme 8.2.5 montre que la relation que définit P" pour cha­

que 1 E Nomm+ 1, induit une relation binaire sur Nm (que la relation ne dépend 

que la classe d'équivalence de chaque nominal de Nomm). La partie (a) de ce 

lemme montre que la suite A = (Am)m2:0 de fonctions A"'+I: Nm+1 ~ p(NmxNm), 

où Am+l(hl) est la relation induite par Pi sur Nm, est bien définie (ne dépend 

pas de la classe de 1). Nous définissons la structure relationnelle d'ordre supé­

rieur simple canonique (basée sur E) comme la structure SE = < N, A >. 

Il faut maintenant définir le modèle canonique simple basé sur SE' Nous 

commençons par définir un modèle pour LScn basé sur une restriction de SE' 

Soit EE NOHl n+1 tel que EE E, et soit e = lEI E Nn+1• Nous définissons le mo­

dèle canonique simple de rang n (basé sur E) comme le modèle simple de rang 

n suivant: 

M E( e) = < N n, AScn(e), val> 

où val est la valuation de L Scn telle que, 

val(p) = {lai E Nrf.p): @cJJ E E}, 

pour tout P E ProPScn, et 

val(OI.) = 101.1, 

pour tout ex E Nom Scn. 
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Tout ensemble f,-maxcon nommé et collé donne donc lieu à un L$n­

modèle. Cependant, nous ne savons pas quel modèle faire correspondre à un 

ensemble F qui est seulement fs-con. Bien entendu, s'il existe un ensemble f, ­

maxcon nommé et collé comprenant F, alors nous n'avons qu'à prendre le 

modèle canonique basé sur celui-ci. Si nous avions une garantie qu'un ensem­

ble fs-con est toujours compris dans (au moins) un ensemble f,-maxcon nom­

mé et collé, cette question serait réglée. Or, c'est précisément là l'objet de la 

proposition suivante, qui est une sorte de lemme de Lindenbaum. Pour dé­

montrer ce lemme, nous aurons besoin d'augmenter le langage L avec des 

nouveaux nominaux: pour chaque m, Nomm+ sera un ensemble (dénombrable) 

de nominaux de rang m nouveaux (distincts de ceux de Nomm), et nous pose­

rons Nomm* = NommU Nomm+. Appelons L* le langage obtenu par cette addi­

tion de nominaux. 

Proposition 8.2.7 (Lemme de Lindenbaum)
 

Soit F un ensemble fs-con de L. Il existe une extension Ede F dans le langage
 

L* qui est fs-maxcon nommée et collée.
 

PREUVE. Nous nous occupons tout d'abord de nommer F. Pour chaque m, soit
 

cx,/ un nominal ùe Nomm+. Posons F* = FU {cxm+: m ~ ü} et montrons que
 

F* est consistant. Supposons le contraire: F* f- ~. Autrement dit,
 

F U {cx,/: m ~ O} f- ~. 

Soient el' ... , ek les formules de F et ~l' ... , ~l les nominaux de Nom* impli­

qués dans une preuve de ~ dans f,. Si e= el 1\ '" 1\ ek et 1\r3 = ~l 1\ ... 1\ ~l' 

alors le lemme 8.2.1, partie (a), entraîne que 

F* f- ~ :::} f- (1\r3) 1\ e~ ~ 

:::} f- 1\r3 ~ --,e 
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Puisque e est une formule dans laquelle r3 n'apparaît pas, la règle (Name) 

nous permet de conclure que f- -,e. Autrement dit, il existe une preuve de .1 

sous les hypothèses F, contredisant la consistance de F. 

Il faut maintenant progressivement ajouter des formules à F* pour en fai­

re un ensemble fs-maxcon collé. Pour ce faire, nous utiliserons une énuméra­

tion (<fJl) de toutes les formules de L*. Posons Eo = P. Pour l> 0, si (i) El U 

{<fJI+l} est fs-inconsistant, alors nous posons El+l = El' Si (ii) El U {<fJl+l} est 

fs-con et si <fJ1+! n'est pas de la forme @o.O,'l/J, alors nous posons ElH = El U 

{<fJI+l}' Enfin, si (iii) El U {<fJI+l} est fs-con et si <fJ1+l = @o.O,'l/J, pour un certain 

'l/J, alors nous étendons El comme suit: soit S un nominal de Nom m * qui 

n'apparaît ni dans El ni dans <fJ1+l (il existe toujours un tel S car Nom'/\{~11I+} 

est infini et n'apparaît pas dans P, et une formule est ajoutée au plus à cha­

que étape de ce processus) nous posons alors 

El+l = ELU {@o.O,'l/J} U {@o.O,SI\@0'l/J}· 

Montrons que, pour tout l, si El est fs-con, alors El+l est fs-con. Suppo­

sons le contraire. El est consistant mais El+1 est inconsistant. Puisque EI+1 est 

distinct de El, un des deux cas (ii) ou (iii) s'applique. Le cas (ii) peut être 

éliminé d'emblée, par définition. Reste le cas (iii). Or, 

El+! f- .1 ssi El U {@o.O,'l/J} U {@o.O,S 1\ @0'l/J} f- .1 

Soient el' .'" ekles formules de El entrant dans cette preuve d'une contradic­

tion et soit ela conjonction des ej , nous avons alors que 

El+! f- .1 =? f- @o.O,'l/J 1\ (@o.O,S 1\ @p'l/J) 1\ e~ .1 

ssi f- @o.O,'l/J 1\ (@o.O,S 1\ @f3'l/J) ~ -,e 
ssi f- (@o.O,S 1\ @(3'l/J) ~ -,(e 1\ @o.O,'l/J) 

Le nominal S n'apparaît pas dans -,(e 1\ @o.O,'l/J), car il n'apparaît ni dans El 

ni dans <fJ1+l' Par la règle (Paste), il en résulte que 

E l+ l f- .1 =? f- -,(e 1\ @o.O,'l/J) 

ssi e1\ @o.O,'l/J f- .1 

=? El U {@o.O,'l/J} f- .1 

mailto:f-(@o.O,S
mailto:f-@o.O,'l/J
mailto:f-@o.O,'l/J
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Mais ceci contredit la consistance de El et @o.O,1/J. 

Posons maintenant E = UE/. L'ensemble E est fs-consistant, car chaque 

El l'est. Par ailleurs, E est maximal. Supposons le contraire. Soit 1/J une for­

mule telle que 1/J tf. E et --,1/J tf. E. Il existe j et k tels que 1/J = IfJHI et --,1/J = 

IfJk+!" Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que j < k. Puisque 1/J tf. 
E, nous avons que Ej U {lfJj+l} est inconsistant. Par conséquent, E

J 
f- --'lfJj+1 et 

donc Ek f- ---'lfJj+l' car Ej C Ek• Autrement dit, Ek f- 1fJ"+I' c'est-à-dire Ek f- -,1/J. 

Mais si --,1/J tf. E, c'est que Ek U {1fJk+!} = E" U {---,1/J} est inconsistant, donc Ek 

est inconsistant. Contradiction. 

L'ensemble E est nommé parce que c'est une extension de r, et il est 

collé par construction. ~ 

Les propositions suivantes montrent que notre modèle canonique a certaines 

propriétés clés qui seront nécessaires pour la preuve de complétude. 

Proposition 8.2.8 (Lemme d'existence) 

Soit E un ensemble fs-maxcon nommé et collé, 0. E Nomn, lfJ E Form:S;n et "1 E 

Nomm+l · Si O,1fJ E E(o.), alors il existe 0m E Nommtel que p,(0.m, 0m) et lfJ E 

E(0._m,0m)· 

PREUVE. Si O,IfJ E E(o.), alors @(o.)O'flfJ E E. Par le lemme (perm-ind), nous 

avons 

f- @(o.)O,1fJ ~ @(0.m)O,@(o._m)lfJ, 

donc @(0.'fj)O,@(o._m)1fJ E E. Étant donné que E est collé, il existe 0m E Nomm 
tel que 

@( 0.m)O,0m /\ @(0m)@(0.-m)1fJ E E 

Donc @(0.m)O,0m, @(0m)@(0.-m)1fJ E E, par maximalité. Mais @(0.m)O,0m E E 

signifie que p,(0.m, 0m), et @(0m)@(0.-m)1fJ E E entraîne, par le lemme (perm­

ind), que @(o._m, 0m}1fJ E E, c'est-à-dire lfJ E E(O._m, 0m)· ~ 

mailto:0m)@(0.-m)1fJ
mailto:0m)@(0.-m)1fJ
mailto:0m)@(0.-m)1fJ
mailto:f-@(o.)O,1fJ
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Proposition 8.2.9 (Lemme de vérité)
 

Soit E un ensemble fs-maxcon nommé et collé, et soit M E( e) le modèle cano­


nique de rang n basé sur E. Pour toute formule rp E Form::;lP nous avons
 

ME(e), W n II- rp ssi rp E E(Ct) 

où Ct E Nomn est tel que Icxml = W m , pour 0 :::; m :::; n. 

PREUVE. Par induction sur le nombre de connecteurs dans rp.
 

Étape de base. Si rp est une variable propositionnelle p E ProPm' alors
 

W n II- p ssi Wm E val(p)
 

ssi 1cxml E val(p)
 

ssi @( cxm)p E E
 

Puisque f- @(cxm)p B @(Ct_m)@(cxm)p B @(Ct)p, nous avons 

wn II- p ssi @(Ct)p E E ssi p E E(Ct) 

Si rp est un nominal ~ E Nomm , 

W n II- ~ ssi Wm = val(~)
 

ssi W m = I~I
 

ssi Icxml = I~I
 

ssi @( cxm)~ E E
 

Puisque f- @( cxm)~ B @(Ct_ m)@( cxm)~ B @( Ct)~, nous avons 

wn II- ~ ssi @(Ct)~ E E ssi ~ E E(Ct) 

Si rp est ~, le résultat est immédiat. 

Étape inductive. (i) Si le connecteur principal dans rp est un connecteur boo­

léen, la démonstration est directe. En effet, si rp = 'l/J J\ e, alors 

W n II- 'l/J J\ essi W n II- 'l/J et W n II- e
 
ssi'l/J E E(Ct) et eE E(Ct), par l'hypothèse d'induction
 

ssi 'l/J J\ eE E(Ct), par maximalité de E( Ct) .
 

La démonstration pour la négation est analogue. 

(ii) Supposons que rp est de la forme O,'l/J. Par définition et par l'hypothèse 

d'induction, nous avons que 
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W n II- D,'l/J ssi (wn.-m, v) II- 'l/J, pour tout v E Nmtel que Am+1(hl)( Wm' v) 

ssi (wn,_m, I~I) II- 'l/J, pour tout ~ E Nommtel que p,(am' ~) 

ssi 'l/J E E(O._m, ~), pour tout ~ E Nommtel que p,(am' ~) 

Si l'équivalence 

(*) D,'l/J E E(o.) ssi \i~ E Nomm[p,(am'~) => 'l/J E E(o._m, ~)]
 

est vraie, nous aurons terminé. Mais, en contraposant et en opérant quelques
 

transformations élémentaires, nous avons que (*) est équivalent à
 

(**) O,''l/J E E(o.) ssi:3~ E Nomm[P,(am'~) & ''l/J E E(o._m'~)]
 

Or, la direction « => » est le lemme d'existence appliqué à '0,,'l/J ' , et la direc­


tion « {::: » est une conséquence de (bridge) :
 

p,(am' ~) & ''l/J E E(O._m, ~) ssi @( am)O,~ et @(o.-m)@(j''l/J E E
 

ssi @(o._m)@( am)O,~ et @(o._",)@(j''l/J E E
 

ssi @( am)O,~ et @(j''l/J E E(o._m)
 

ssi @(am)O,''l/J E E( o._m)
 

car E( o._m) est fs-maxcon. 

(iii) Supposons que <p est de la forme Dm+1'l/J. Deux cas se présentent: (a) le 

cas m = n et (b) le cas m < n. 

(a) Soit E E Nomn+1 tel que lEI = e. Par définition et par l'hypothèse 

d'induction, nous avons que 

w" II- Dn+l'l/J ssi (wn-l> v) II-'l/J, pour tout v E Nn tel que An+l(Wn+l)(Wn, v) 

ssi (wn-l> I~I) II-'l/J, pour tout ~ E Nomn tel que p(E)(a",~) 

ssi'l/J E E(o._", ~), pour tout ~ E Nom" tel que p(E:)(a", ~) 

ssi DE'l/J E E(o.) 

Nous savons que 

ce qui entraîne que 

1- @€@",(Dn+1'l/J H DE'l/J) 

~ (@E@",Dn+1'l/J H @E@",D€'l/J) 

donc @E@",DE'1j; E E ssi @(@",Dn+1'l/J E E. Mais, par (intro), 
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f- E 1\ @o'P ---+ 'P & f- E 1\ 'P ---+ @o'P, 

donc @o.Do'l,V E E ssi @o.Dn+1'l,V E E, c'est-à-dire 

Do'l,V E E( a) ssi Dn+1'l,V E E( a), 

ce qui complète la preuve de ce cas. 

(b) Toutes les idées nécessaires à la démonstration de ce cas se trouvent 

dans la preuve du cas (a) ci-dessus. 

(iv) Supposons que 'P est de la forme @p'l,V, où ~ E Nom",. Par définition et par 

l'hypothèse d'induction, nous avons 

W n If- @rJ'l,V ssi (wn,-m, val(~)) If- 'l,V
 

ssi (wn,-m, 101) If- 'l,V
 

ssi 'l,V E E(a_m, ~)
 

Mais 1/) E E(a_m, ~) entraîne que @(a_m' ~)'l,V = @(a_m)@(~)'l,V E E. De même 

f- @(o.-m)@(~)'l,V H @(a:m)@(a_m)@(~)'l,V H @(a)@(~)'l,V, 

par (agree) et (perm-ind), donc @(a)@(0)~p E E(a). 

Ce qui complète la preuve. ~ 

Nous arrivons enfin au résultat recherché:
 

Théorème 8.2.10 (Complétude)
 

Si F est un ensemble fs-con de formules de Form::;", Fest satisfaisable.
 

PREUVE. D'après le lemme de Lindenbaum, il existe un ensemble E de formu­


les de L* qui contient F et qui est fs-maxcon nommé et collé. Soit ME(e) le
 

modèle canonique de rang n basé sur E. Puisque E est nommé, il existe a E
 

Nom" tel que E = E(a). Soit w E N" tel que W = 10.1. ME(e) satisfait Fau
 

point w. En effet, supposons que 'P E FeE. Il s'ensuit que @(a)'P E E, c'est­


à-dire 'P E E(a), et donc w If- 'P par le lemme de vérité. ~
 

mailto:f-@(o.-m)@(~)'l,V
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8.3 Complétude pour L 

Dans cette section, nous montrons la complétude pour le langage L (et non 

plus seulement le fragment L~n)' Nous devons apporter quelques modifications 

aux définitions que nous avons introduites plus haut. Pour a E Nom (et non 

plus Nomn), nous définissons 

E(a) = {<p E Form : @(an)<p E E, où n = r(<p)}. 

Dans ce qui suit, si an E Nomn, E(an) sera toujours l'ensemble de formules tel 

que défini à la section précédente. Il n'est pas difficile de montrer, d'après ce 

que nous savons déjà, que si E: E Nom est tel t.k E E, pour tout k, alors 

l'ensemble E(an) est tout simplement l'ensemble E(an, E:
n+1

). Nous devons 

montrer à présent que E(a) a sensiblement les mêmes propriétés que E(a,,). 

Lemme 8.3.1 

Soit E un ensemble rs-maxcon, et soient a, f3 E Nom, 1 E Nomm et p E 

ProPm. Nous avons: 

(a) Si r(<p) = n, alors <p E E(a) ssi <p E E(an) 

(b) Pour tout m, am E E(o.), et E(o.) est rs-maxcon 

(c) Si 1 E E(o.), alors E(a) = E(o._m, 1) 

(d) Si am E E, pour tout m, alors E = E(o.) 

(e) Si p E E(o.), alors p E E(f3-m, am) 

PREUVE. (a) Il s'agit d'une conséquence directe de la définition des ensembles 

E(o.) et E(an)' 

Les parties (b)-(e) découlent de (a) et des propriétés de E(o.n). ~~ 

Nous conservons la même structure canonique SE' Le modèle simple canonique 

basé sur E est le modèle simple ME = < SE' val >, où 

val(p) = {lai E Nr(p): @oP E E}) 

pour tout P E Prop, et 
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val( a) = lai, 
pour tout a E Nom. 

Proposition 8.3.2 (Lemme d'existence)
 

Soit E un ensemble fs-maxcon nommé et collé, a E Nom, 'P E Form et "i E
 

Nomm+1· Si 0î'P E E(a), alors il existe 0m E Nom", tel que Pî(a"" 0",) et 'P E
 

E(a_""0,,,)·
 

PREUVE. Soit n = r((},'P)' Nous avons que Oî'P E Form:s:n et que 0î'P E E(a n )
 

par la partie (a) du lemme précédent. Par le lemme d'existence (version bor­


née), il existe 0", E Nommtel que Pî(am, 0",) et 'P E E(an,_m, 0",). Par le lemme
 

précédent, partie (a), ceci entraîne que 'P E E(a_ m , 0nJ ~
 

Proposition 8.3.3 (Lemme de vérité)
 

Soit E un ensemble fs-maxcon nommé et collé, et soit ME le modèle simple
 

canonique basé sur E. Pour toute formule 'P E Form, nous avons
 

ME' W II- 'P ssi 'P E E(a) 

où a E Nom est tel que la",1 = Wm, pour m 2': O. 

PREUVE. Soit n = r( 0î'P) + 1 et soit En+l E Nomn+l tel que e = IEn+l1 (En+1 E 

E). Nous avons que 'P E Form:s:n_l, et donc: 

ME'	 w II- 'P ssi [Md~n-l(wn)' W n- J II- 'P 

ssi [Md<n(wn+J), w n II- 'P, car la n+1-ième coordonnée n'affecte pas 'P 

ssi [ME]~n(e), W n II- 'P, pour la même raison 

ssi M E( e), w n II- 'P, par définition 

ssi 'P E E(an), par le lemme de vérité pour L~n 

ssi 'P E E(a), par 8.3.1 (a) 

Ce qui complète la démonstration. ~ 
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Ce qui nous donne enfin: 

Théorème 8.3.4 (Complétude) 

Si F est un ensemble fs-con de formules de Form, alors Fest satisfaisable. 

PREUVE. D'après le lemme de Lindenbaum, il existe un ensemble E de formu­

les de L* qui contient F et qui est fs-maxcon nommé et collé. Soit ME le mo­

dèle basé sur E. Puisque E est nommé, il existe a E Nom tel que E = E(a). 

Soit w E N tel que w = lai. ME satisfait F au point w. En effet, supposons 

que cp E FeE et soit n = r( cp). Il s'ensuit que @(û.n)cp E E, c'est-à-dire cp E 

E( a), et donc w If-- cp, par le lemme de vérité. ~ 

8.4 Canonicité des axiomes 

Le lecteur attentif aura remarqué que ce résultat de complétude n'est pas 

« complet». Nous avons seulement montré que tout ensemble de formules f s­

con était satisfaisable dans un modèle simple, mais nous n'avons pas montré 

que, par exemple, si la logique f s contient l'axiome (4m), alors les relations de 

rang m du modèle canonique sont transitives, que si la logique contient 

l'axiome (T
7I
D, les relations de rang m du modèle canonique sont réflexives, 

etc. Nous devons montrer que nos axiomes sont canoniques pour certaines 

propriétés. On dit qu'un schème d'axiome Ax est canonique pour une proprié­

té P ssi la présence des instances appropriées de Ax dans E (c'est-à-dire la 

présence dans E des instances autorisées par les conditions de Ax) fait en sor­

te que le modèle ME a la propriété P (si C est la classe de modèles, ou de 

structures, ayant la propriété P, on dit aussi canonique pour la classe C). En 

particulier, nous dirons qu'un axiome Ax est canonique pour la propriété qu'il 

définit ssi (i) Ax définit la propriété P sur les structures simples et (ii) Ax est 

canonique pour P. 
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Proposition 8.4.1 

Les axiomes du groupe II sont canoniques pour les propriétés qu'ils définis­

sent. 

PREUVE. Supposons que (D n) est un axiome de f s' Soient 1 E Nom n+1 et cx E 

Nomn , nous voulons montrer qu'il existe 0 E Nomn tel que p,(cx, 0). Par (D n), 

nous avons que f- O,T ~ O,T et donc f- O,T, car f- O,T. Enfin, par (Nec@), 

nous avons f- @o:O,T et donc @o:O,T E E. Puisque E est collé, il existe 0 E 

Nomn tel que @o:O,0 /\ @~T E E, et donc p,(cx, 0). 

Supposons que (Tn) est un axiome de f s ' Soient 1 E Nomn+! et cx E Nomn , 

nous voulons montrer que p,( cx, cx). Puisque f s contient (Tn) , f- cx ~ O,CX et 

donc f- @o.cx ~ @o.0"lü, par (Nec@) et (K ). Ainsi, @o.Op E Epar (ref). 

Supposons que (B ll ) est un axiome de f s' Soient 1 E Nomn+1 et cx, 0 E 

Nomn , nous voulons montrer que P"(( cx, 0) entraîne p,(0, cx). Supposons que 

@o:O)3 E E. Puisque (BrJ est un axiome, nous avons f- @o:cx ~ @o:D'iO,cx et 

donc O,O,cx E E(cx), par (ref). Nous savons que p,(cx, 0) est équivalent à 

V<p(D,<p E E(o.) =} <p E E(0)), 

donc O"lü E E(0), c'est-à-dire @~O,cx E E. 

Supposons que (4,J est un axiome de f s' Soient 1 E Nomn+1 et cx, 0, v E 

Nom", nous devons montrer que P, est transitive, c'est-à-dire que p,(o., 0) et 

p,(0, v) entraînent que p,(cx, v). Par hypothèse, nous avons donc que @o.O,
1
0 E 

E et @~O,v E E. Par (bridge), 

f- @o.O,0 /\ @(30,v ~ @"O,O,v 

et par (4n), (Necg ) et (K~~), 

f- @o:O,O,v ~ @o:O,v. 

Ainsi, @o;O,v E E. 

Enfin, supposons que (5n ) est un axiome de f s' Soient 1 E Nom n+! et cx, 0, 
v E Nom", nous devons montrer que P, est euclidienne, c'est-à-dire que p,( cx, 

0) et p,(o., v) entraînent que p,(0, v). Par hypothèse, nous avons que @0;0,0 E 

mailto:f-@o.O,0
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E et @a:O,]) E E, et donc @a:(0,~ 1\ 0,])) E E. Par (5771), f- 0,]) ----* 0,0,]) et donc 

@a:(0,,~ 1\ 0,0,])) E E. Or, 

f- @a:(O,~ 1\ 0,0,])) ----* (Q\,,( O,(~ 1\ O,y)
 

----* @a:(0,@00,v), par (intro) notamment
 

----* @n.@rJO,]), par (back)
 

----* @ 130,]), par (agree)
 

Ce qui complète la démonstration. ~~ 

8.5 Application: Logique modale multidimensionnelle 

Je donne un aperçu rapide d'une application à la logique modale multidimen­

sionnelle qu'on peut faire du travail accompli jusqu'à présent (cette logique 

est une généralisation des logiques modales obtenu par produit cartésien de 

Gabbay & Shehtman : 1995a, 1995b & 2002). Une structure relationnelle mul­

tidimensionnelle (infinie) est un couple 

< Tln20 Wn, (Rn) n20 >, 
où, pour tout n :::: 0, Wn est un ensemble et Rn est une relation binaire sur 

l'ensemble Wn . Le langage LMD de la logique modale multidimensionnelle est 

généré par les clauses syntaxiques: 

<p ::= 1- p -,<p <P 1\ 1/J Dm+1<P1 1 1 1 

où chaque variable propositionnelle 'p' possède un certain rang r(p) :::: 0 et où 

m:::: O. Un modèle de ce langage est un couple < S, val >, où S est une struc­

ture multidimensionnelle et val est une valuation telle que 

val(p) C W,~p), pour tout P 

Pour w = (wn)n20 E fl n20 W", la satisfaction à w est définie récursivement de la 

manière suivante : 

wW1­

w If-- p ssi w,~p) E val(p) 

w If-- -,<p ssi w W <P 
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w If- zp /\ 1j; ssi w If- zp et w If- 1j; 

w If- Dm+1ZP ssi (w-m' w) If- zp, pour tout w E Wm tel que Rm( w, wm) 

De toute évidence, une structure relationnelle multidimensionnelle est un cas 

particulier de SROSs, une structure où, pour tout n ;::=: 0, <1>n+! est la fonction 

constante telle que <1>11+1(W) = Rn, pour tout w E W;'+l. De même, le langage 

L MD est un fragment de L, obtenu de ce dernier en supprimant toute présence 

de nominaux, et les clauses sémantiques ci-dessus sont précisément celles qui 

sont induites par un modèle simple dans le langage LMD . Il n'est pas difficile 

de voir que le schème : 

(MD n) D'1ZP B D6ZP, où " 8 E Nomn+1 

caractérise la condition définissante des structures multidimensionnelles (le 

fait que <1>n+1 soit constante sur Wn+1). En effet, (MD n) entraîne que les formu­

les '@oO'1~' et '@o060', quelques soient a, ~ E Nomn , sont logiquement équiva­

lentes, et il s'ensuit alors que Rn est un singleton (que <1>"+1 est constante). Par 

ailleurs, il n'est pas difficile de voir que l'ajout de (MD n ) à l'axiomatisation de 

la logique des structures simples transforme la structure canonique en struc­

ture multi-dimensionnelle. Ce qui nous permet d'obtenir: 

Proposition 8.5.1 

Le système f s + {(MDn) : n ;::=: O} est complet par rapport à la classe des 

structures multidimensionnelles (pour le langage L). 



Chapitre 9 
Logique modale d'ordre supérieur - Partie II 

Nous adaptons ici les résultats du chapitre précédent aux autres sémantiques 

et aux autres syntaxes. 

9.1 La logique des structures générales 

L'axiomatisation restera en grande partie inchangée. Il faudra faire quelques 

modifications cruciales à quatre axiomes: aux axiomes (back) et (bridge) du 

groupe III et aux axiomes (perm@o) et (ind@) du groupes IV, et à une règle: la 

règle (Paste). Ces changements refléteront le fait qu'une modalité de rang n + 
1 est interprétée avec une relation binaire W n dans une structure générale (et 

non pas sur Wn), et qu'une variable propositionnelle de rang n est associée à 

une extension de W n (et non de Wn). Ainsi, toutes les dimensions inférieures 

au rang de la formule seront importantes pour son évaluation. 

Soient o., f) E Nomn et soient o., ~ E Nom et "1 E Nomn+1. Nous rempla­

çons les axiomes susmentionnés par les suivants: 

(back) 0@Ct.<P ~ @Ct.<P, où 0 = On+l ou 0, 

(bridge) @Ct.Ol\f) 1\ @13<P ~ @Ct.0<p, où 0 = On+l ou 0, 

(perm©;o) @o:Dn+1<P B Dn+1©\,<p, si r(o.) > n+ 1 

@o:D~<p B Df3@O:<p, ~i r( o.) 2: 7'(~) 

(ind ) @o:<P B cP, si r( o.) ~ rep( cp) 

Et nous reformulons (Paste) comme suit: si f) n'apparaît pas dans <p ou e, 
(Paste) Si f- @Ct.O,l\f) 1\ @13<P ~ e, alors f- @Ct.0,.<p ~ e 
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Toutes les autres définitions ayant trait au système de dérivation f s restent 

les mêmes. Nous appelons aussi ce nouveau système f. 

Nous avons: 

Proposition 9~1.1 

Les axiomes et les règles inférentielles de f sont valides. 

PREUVE. La vérification de la validité dans des structures générales de toutes 

les règles et de tous les axiomes qui sont restés inchangés est identique à la 

vérification précédente. Il suffit donc de se concentrer sur la nouvelle mouture 

des quatre axiomes et de la règle (Paste). Soit 0. E Nomm, nous devons mon­

trer que Om+l@"<P ~ @,,<p est valide (le cas où 0 = 0, avec l E Nomm+1 se 

démontrera de manière analogue). Or, 

w If- Om+l@,,<pssi ::JvmE W m [<1l(wm+1)(wm , vm) & (vm, wm+l) If- @,,<p] 

ssi ::JvmE W m [<1l(wm+1)(wm, vm) & (val(o.), Wlll+1) If- <pl 

=? (val(o.), wm+l) If- <p 

ssi w If- @,,<p 

Montrons que (bridge) est valide. Soient o., f3 E Nomm, nous devons montrer 

la validité de @"Om+ll\f3 1\ @f3<P ~ @"Om+l<P (le cas où 0 = 0, avec l E Nomm+ 1 

se démontrera de manière analogue). Or, w If- @o:Om+ll\f3 1\ @f3<P 

ssi w If- @"Om+ll\f3 & w If- @f3<P 

ssi (val(o.), wm+l) If- 0"'+11\f3 & (val(f3) , wrn+l) If- <P 

ssi ::JvmEWm [<1l(W"'+l)(val(cx),vm) & (vm,wm+1
) 1f-1\f3] & (val(f3),w"'+l) If- <P 

ssi ::JvmEWm[<1l(Wm+l)(val(o.),vm) & vm= val(f3)] & (val(f3),w"'+l) If- <P 

=? ::JvmE Wm[<1l(wm+1)(val(o.),vm) & (v""wm+1) If- <pl 

ssi w If- @"Om+l<P 

En ce qui concerne (ind@), la partie (e) de la proposition 7.1.1 montre qu'il est 

valide dans les structures générales. 
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Il reste à montrer que (perm@o) et (insto) sont valides. Si r( a) > n + l, 

alors nous avons que w If- @"Dn+1'P 

ssi (w-/\"l' val(a)) If- Dn+1'P 

ssi \:jvn E W n [<p(wn+l)(wn, v7J ~ (v", (w-7\o.l' val(a))"+l) If- 'P] 

ssi \:jvn E W n [<p(wn+1)(w", v n) ~ ((vn, wn+1L'("l' val(a)) If- 'P] 
nssi \:jvn E W n [<p(wn+l)(wn, vn) ~ ((vn, w +1)_7\"l' w7\o.l) If- @o..'P]
 

ssi \:jvn E W n [<p(wn+l)(w", vn) ~ (vn , wn+l) If- @,,'P]
 

ssi w If- Dn+1@,,'P 

(Je rappelle que (Vn' wn+l) est l'élément de W ayant les composantes de v jus­

qu'à n et les composantes de w après n.) Le même argument, à quelques dé­

tails près, nous permet de montrer que 

w If- @QD13'P B D(3@,,'P 

sauf que cette fois-ci) l'hypothèse r(a) :2: r(~) est suffisante. Quant à l'axiome 

(ind@), sa validité découle de la proposition 7.1.1 partie (e). 

Il nous reste maintenant à vérifier la règle (Paste) préserve elle-aussi la 

validité. Procédons par l'absurde: supposons qu'il existe une structure géné­

rale S, un modèle M = < S, val> et un point w E W tels que 

S If- @o.O,,/,f3 1\ @13'P ~ e 
M, w W (@o.O,'P ~ e) 

c'est-à-dire que M, w If- @o.O,'P mais M, w W e. Si M, w If- @o.O,'P, c'est qu'il 

existe vm E W mtel que <p(val(j))(val(o.), vm ) et M, (vm, wm+l) If- 'P. Toute va­

luation va[* qui s'accorde avec val sur les nominaux et les variables proposi­

tionnelles dans 'P et esera également telle que 

< S, va[* >, (vm' W
m 

+ 
1

) 1f- 'P & M, w W e 
Choisissons va[* de telle sorte que va[*(f3) = Vm, ce qUI est possible car f3 

n'apparaît ni dans 'P ni dans e. Nous aurons donc 

< S, va[* >, w If- @o.O,I\f3 1\ @13'P 

< S, va[* >, w W e 
contredisant la validité dans S de @o.O,I\f3 1\ @13'P ~ e. 

mailto:If-@o.O,I\f3
mailto:If-@o.O,'P
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Ce qui complète la démonstration. ~~ 

9.2 Complétude pour L~n 

Les lemmes suivants donnent un aperçu du comportement du système déduc­

tif f. 

Lemme 9.2.1 

(a)	 E f- cp ssi il existe 81, ... , 8,. E E tels que f- 81 /\ ... /\ 8, ~ cp. 

(b)	 Si E est f-con et }L -,cp, alors EU { cp} est f-con. 

(c)	 Si E est f-maxcon et E f- cp, alors cp E E; en particulier, si f- cp, cp E E. 

(d)	 Si E est f-maxcon, et si cp, cp ~ 'l/J E E, alors 'l/J E E. 

PREUVE. Ces preuves ne dépendent pas du fait que nous interprétions L dans 

une structure simple ou générale. ~ 

Lemme 9.2.2 (Lemmes de permutation et d'indépendance) 

(a)	 Soient 0'.0, al' ... , an des nominaux de rangs strictement croissants (on n'a 

pas forcément que am E Nomm) et soit cp une formule. Si TI est une permu­

tation de l'ensemble {a, 1, ... , n}, alors 

f- @(an)@(an_l) ... @(ao)CP B @(a,,(n))@(a,,(n_l)) ... @(a,,(O))cp 

(b)	 Soient ~1l ~2' ... , ~k les nominaux de la suite ao, au ... , an dont les rangs 

sont dans rep5c( cp). Nous avons
 

f- @(an)@(an_l) .. ·@(ao)CP B @(~k)@(~k-l) ... @Wl)CP
 

(c)	 Soient 0'.0, al' ... , an des nominaux de rangs strictement croissants, et soit 

cp une formule. Nous avons 

f- @(an) .. ·@(%)OîCP ~ @(am)@(am- l) ... @(aO)Oî@(an) .. ·@(am+l)cp 

où rh) = m+ 1. 
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PREUVE. La preuve de (a) ne comporte aucun élément nouveau, celle de (b) 

repose sur la nouvelle version de (ind@) et celle de (c) sur la nouvelle version 

de (perml1lO)' l{~ 

Encore une fois, nous démontrons d'abord la complétude pour langage Lsn 

pour des questions de simplicité d'exposition. Si E un ensemble f-maxcon et 

si 0. = (<:xo, ... , <:x n) E Nomn , rappelons que 

E(o.) = {'P : @ (o.) 'P E E}. 

Lemme 9.2.3 

Soit E un ensemble f-maxcon, et soient o., P E Nom", 1 E Nom sn et p E 

ProPsn" Nous avons: 

(a) CXo, ... , <:X n E E(a) et E(a) est f-maxcon 

(b) Si @1'P E E( o.), alors @(a_,h)' 1)'P E E 

(c) Si 1 E E(a), alors E(a) = E(a_"(l)' 1) 

(d) Si <:xo, . ." <:x" E E, alors E = E(a) 

(e) Si p E E(a) , alors p E E(a,\p) , P'\P)+I) 

PREUVE. La seule véritable différence se trouve dans (e). Soit p E ProPsn tel 

que r(p) = m et @(a)p E E. D'après les lemmes de permutation ct 

d'indépendance, dorénavant (perm-ind), 

1- @ (o.) p ~ @ (atm) P 

~ @(Pfn+l)@(a
m

)p 

~ @(a
m

, pm+l)p 

D'où le fait que p E E(am , pm+l). ~ 

La définition d'un ensemble collé change dans le contexte de la logique f. 

Nous dirons qu'un ensemble f-maxcon E est collé ssi, pour toute formule 'P et 

pour tous 0. E Nommet 1 E Nomm+l' si @o.Ol'P E E, alors il existe p E Nomm 
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tel que @c>O,I\~ 1\ @(3<P E E. Ce changement reflète le fait qu'une relation 

d'accessibilité dans une structure relationnelle d'ordre supérieur est une rela­

tion sur W n et non sur Wn . 

La relation ~m est définie de la même manière sur les nominaux de Nomm , 

pour tout m. Si a, ~ E Nomm , nous définissons la relation (~s::m' sur Nom m de 

la manière suivante: 

a ~s::m ~ ssi a k ~k ~k' pour tout k tel que 0 ~ k ~ m 

Lemme 9.2.4
 

Soit E un ensemble f-maxcon nommé et collé.
 

(a) Les relations ~m et ~sm sont des relations d'équivalence. 

(b) Si, = ho, ... , lm-l' o., lm+l' ... , ln) et ,* = ho, ... , lm-l' ~'lm+L' ... , ln), 

et si 0. ~m ~, alors Eh) = Eh*)· 

(c) Si, = (a, lm+l' ... , ln) et ,* = (~, lm+l' ... , ln), et si a ~<m~' alors Eh) 

= Eh*)· 

PREUVE. Il s'agit de vérifications directes. ~ 

Pour tout 1 E Nomm+L' nous définissons la relation binaire P, (ou ph)) sur 

l'ensemble Nomm comme suit: 

p,(a, ~) ssi @c>O,A~ E E, 

pour tous a, ~ E Nomm. Montrons que cette relation « préserve » ~m et ~s::m' 

Lemme 9.2.5 

(a) Si l, 6 E Nomm+l sont tels que 1 ~m+l 6, alors P, = PÔ' 

(b) Si p,(a, ~), et si a ~s::m 0.* et ~ ~s::m ~*, alors p,(a*, ~*). 

PREUVE. (a) Supposons que 1 ~m+l 6, c'est-à-dire que @,b E E. Par (Nec@), 

(ind@) et (insto), nous savons que 
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\- @a@,b B @,b
 

\- @a@,(Om+ll\[3 B 0,1\[3)
 

\- @a@ô(Om+ll\[3 B Oôl\[3)
 

donc @a@,b, @a@,(Om+ll\[3 B 00[3) et @a@ô(Om+ll\[3 B Oôl\[3) E E. D'une 

part, 

\- @ô(Om+ll\[3 B Oôl\[3) ~ (@ôOm+ll\[3 B @ôOôl\[3), par (K@) 

~ (@ôOm+ll\[3 B Oôl\[3), par (ind@) 

et donc 

\- @a@li(Om+ll\[3 B Oôl\[3) ~ @a(@ôOm+ll\[3 B Olil\[3), par (Nec@) et (K@) 

~ (@a@ôOm+ll\[3 B @aOôl\[3), par (K(r) 

Ainsi, @a@liOm+l[3 E E ssi @aOôf3 E E. D'autre part, 

\- @,b 1\ @,(Om+ll\[3 B 0,1\[3)
 

~ @,(b 1\ (Om+ll\[3 B 0,1\[3)), par (K@) et (dual)
 

~ @,(@ô(Om+ll\[3 B 00[3)), par (intro)
 

~ @li(Om+ll\[3 B 0,1\[3), par (agree)
 

~ (@liOm+ll\[3 B @liO,I\[3), par (K@)
 

~ (@ôOm+ll\[3 B 0'11\[3), par (ind@)
 

et donc 

\- @a@"jOI\ @a@"j(Om+ll\[3 B 0,1\[3)
 

~ @a(@ôOm+ll\[3 B 00[3), par (Nec,o) et (K@)
 

~ (@a@ôOm+ll\[3 B @aO"jI\[3), par (K(!)
 

Ainsi, @a@ôOm+ll\[3 E E ssi @aO"jI\[3 E E. Par conséquent, 

@aO,I\[3 E E ssi @a@liOm+ll\f3 E E ssi @aOôl\[3 E E 

(b) Nous avons d'abord que p,(a, [3) ssi @aO,I\[3 E E. Ensuite, a ~::;m a* en­

traîne que @aa* E E. Il est une conséquence de (perm-ind) et de (intro) que 

\- @aa* 1\ @aO,I\[3 ~ @a@a.O,I\[3 

donc @a@a.O,I\[3 E E, et @a.O,!,[3 E Epar (perm-ind) et (agree). Par ailleurs, 

@a'@I3I\[3* E Epar (agree) (et (perm-ind)) et 

\- @a'@I3I\[3* ~ @a·D'@I3I\[3* 

mailto:a@a.O,I\[3
mailto:a@a.O,I\[3
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par (back) (et (perm-ind)), donc @c:.I:J"j@r3I\f3* E E. Ainsi, @c:.O"jI\f3* E E et 

@c:.D"@r3I\f3* E E impliquent que @c:.O"j(I\f3 1\ @r3I\f3*) E E. Mais 

f- @c:.O"j(I\f3 1\ @r3I\f3* ~ 1\f3*) 

par (intro) (et (perm-ind)), et 

f- @c:.O"j(I\f3 1\ @r3I\f3*) 1\ @c:.O"j(I\f3 1\ @r3I\f3* ~ 1\f3*) ~ @c:.O"jI\f3*, 

donc @c:.O,f3* E E. Ainsi, Pî(a *, f3*). ~ 

Lemme 9.2.6
 

Soient a, f3 E Nomm et '1 E Nomm+l" Les trois énoncés suivants sont équiva­


lents:
 

(a) @c:Oîl\f3 E E 

(b) \f<p(O"j<P E E(a) => <p E E(r3)) 

(c) \f<p(<p E E(f3) => 0î<P E E(a)) 

PREUVE. (a) => (b). Supposons que @c:O,I\f3 E E mais qu'il existe une formule 

<p telle que D"j<p E E(a) et <p ri E(f3). Donc, -,<p E E(f3). Si -,<p E E(f3) , c'est 

que @r3-'<P E E. Par (hridge), nous obtenons donc que @c:Oî-'<P E E, c'est-à­

dire @c: -,O"j<P E E et donc -,O"j<P E E(a). Contradiction. 

(b) => (a). Supposons que \f<p(O"j<P E E(a) => <p E E(f3)) mais que @c:O"jI\f3 

ri E. Nous avons donc -,@c:Oîl\f3 E E, cc qui revient à @c:D,,-,I\f3 E E. Nous 

avons alors que Dî-,l\f3 E E(a) et donc que -'1\f3 E E(f3) , ce qui entraîne 

qu'un des 01>, 0 ~ k ~ m, est tel que 01> ri E(f3). 

(b) => (c). Supposons que \f<p(O"j<P E E(a) => <p E E(f3)) et soit ?J; E E(f3). 

Nous voulons montrer que O"j?J; E E(a). Supposons le contraire: O"j?J; ri E(a), 

et donc -,O,?J; E E(a), ce qui revient à O"j-,?J; E E(a). Par hypothèse, ceci en­

traîne que -,?J; E E(f3). Contradiction. 

(c) => (b). La preuve est analogue au cas précédent. ~~ 

mailto:f-@c:.O"j(I\f3
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La partie (b) du lemme 9.2.5 montre que la relation que définit P" pour cha­

que 1 E Nom m, induit une relation binaire sur N m (que la relation ne dépend 

que la classe d'équivalence de chaque nominal de Nom m). La partie (a) de ce 

lemme montre que la suite A = (A,.)n~O de fonctions An+l: Nn+1 -j- p(NnxNn), 

où 1\n+l(hl) est la relation induite par P, sur N n , est bien définie (ne dépend 

pas de la classe de 1). Nous définissons la SROS canonique basée S'UT E com­

me la structure SE = < N, 1\ >. 
Il faut maintenant définir un modèle basé sur SE' Nous commençons par 

définir un modèle pour L'!on basé sur une restriction de SE' Soit E E Nomn+l tel 

que EE E, et soit e = lEI E Nn+1• Nous définissons le modèle canonique de 

rang n basé sur E comme le modèle de rang n 

ME(e) = < N n , A(e), val >, 

où val est la valuation de L'!on telle que 

val(p) = {lai E Nr(p): @op E E}, 

pour tout P E Prop'!on, et 

val(ex) = lexl,
 

pour tout ex E Nom'!on'
 

Nous avons:
 

Proposition 9.2.7 (Lemme de Lindenbaum)
 

Soit F un ensemble f-con de L. Il existe une extension Ede F dans le langage
 

L* qui est f-maxcon nommée et collée.
 

PREUVE. Nous répétons la même procédure qu'au chapitre précédent pour 

faire en sorte que F soit nommé. L'ensemble F+ résultant est f-con. 

Il faut maintenant progressivement ajouter des formules à r pour en fai­

re un ensemble f-maxcon collé. Pour ce faire, nous utiliserons une énuméra­

tion (lfl) de toutes les formules de L*. Posons Eo = r. Pour l> 0, si (i) El U 

{lfl+l} est f-inconsistant, posons EI+1 = El' Si (ii) El U {lfl+l} este f-consistant 
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et si <Pl+l n'est pas de la forme @o.O,'l/J, nous posons EI+1 = El U {<Pl+l}' Enfin, 

si (iii) <Pl+l = @o.O"('l/J, nous prolongeons El de la manière suivante: soit f3 E 

Nomm* qui n'apparaît pas dans El ou <Pl+l (il existe toujours un tel f3 car 

Nomm*\{cxm+} est infini et n'apparaît pas dans P, et une formule est ajoutée 

au plus à chaque étape de ce processus), nous posons 

EI+1 = El U {@o.O,'l/J} U {@o.O,I\f3 1\ @(3'l/J}. 

Montrons que, pour tout l, si El est f-consistant, alors EI+1 est f ­

consistant. Supposons le contraire. El est consistant mais E l+ l est inconsistant. 

Puisque EI+1 est distinct de El> un des deux cas (ii) ou (iii) s'applique. Le cas 

(ii) peut être éliminé d'emblée par définition. Reste le dernier. Or, 

EI+1 f- ..l ssi El U {@o.O,'l/J} U {@o.O"(I\f3 1\ @(3'l/J} f- ..l 

Soient el' ... , ek les formules de El entrant dans cette preuve d'une contradic­

tion et soit e la conjonction des ej , nous avons alors que 

EI+1 f- ..l :::} f- @o.O,'l/J 1\ (@o.O,I\f3 1\ @(3'l/J) 1\ e~ ..l
 

ssi f- @o.O,'l/J 1\ (@o.O,I\f3 1\ @(3'l/J) ~ -,e
 
ssi f- (@o.O,I\f3 1\ @(3'l/J) ~ -,(e 1\ @o.O,'l/J)
 

Le nominal f3 n'apparaît pas dans -,(e 1\ @o.O,'l/J), car il n'apparaît ni dans El 

ni dans {<PI+l}' Par la règle (Paste), il en résulte que 

EI+1 f- ..l :::} f- -,(e1\ @o.O,'l/J) 

ssi e1\ @o.O,'l/J f- ..l 

:::} El U {@o.OOj'l/J} f- ..l 

Mais ceci contredit la consistance de El avec @o.O,'l/J. 

Posons maintenant E = UEI. La preuve que E est consistant est la même 

qu'au chapitre précédent. Par ailleurs, L'ensemble E est nommé parce que 

c'est une extension de Y, et il est collé par construction. l{~ 

mailto:f-(@o.O,I\f3
mailto:f-@o.O,'l/J
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Proposition 9.2.8 (Lemme d'existence)
 

Soit E un ensemble f-maxcon nommé et collé, a E Nomn , <p E Form~n et "1 E
 

Nomm+l" Si O,<P E E(a), alors il existe Pm E Nomm tel que p,(am, Pm) et <P E
 

E(Pm, a m+1
).
 

PREUVE. Si O,,<p E E(a), alors @(a)On;<p E E. Par le lemme (perm-ind), nous
 

avons
 

f- @(a)O,<P ~ @(am)O,@(am+1)<p, 

donc @(am)O,@(am+1)<p E E. Étant donné que E est collé, il existe Pm E Nomm 

tel que 

@(am)O,Pm /\ @(Pm)@(am+1)<p E E 

Donc @(am)O,/\Pm, @(Pm)@(am+1)<p E E, par maximalité. Mais @(am)O,PmE E 

signifie que p,(am1 Pm), et @(Pm)@(am+1)<p E E entraîne, par le lemme (perm­
m lind), que @(Pm, am+l)<p E E, c'est-à-dire <p E E(Pm, a + ). ~ 

Proposition 9.2.9 (Lemme de vérité)
 

Soit E un ensemble f-maxcon nommé et collé, et soit ME(e) le modèle canoni­


que de rang n basé sur E. Pour toute formule <p E Form~n, nous avons
 

M E( e), W 1f- <p ssi <p E E(a ) 

où a E Nomn est tel que laml = Wm, pour 0 ~ m ~ n. 

PREUVE. Par induction sur le nombre de connecteurs dans <p.
 

Étape de base. Si <p est une variable propositionnelle p E ProPm, alors
 

w If- p ssi wm E val(p)
 

ssi 1ami E val(p)
 

ssi @(am)pEE
 

Puisque f- @(am)p ~ @(an) ... @(am+1)@(am)p ~ @(a)p, nous avons 

W If- p ssi W E val(p) ssi @(a)p E E ssi p E E(a) 

Si <p est un nominal, la preuve est identique au cas simple. 
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Étape inductive. (i) Si le connecteur principal dans tp est un connecteur boo­

léen, la démonstration est conséquence directe de Fhypothèse d'induction (et 

de la maximalité de E(o.) ). 

(ii) Supposons que tp est de la forme D,'l,b. Par définition et par l'hypothèse 

d'induction, nous avons que 

w If- D,'l,b ssi (vm, wm+1) If- 'l,b, pour tout VmE N m tel que i\m+l(hl)(wm, vm) 

ssi (101711, wm+l) If- 'l,b, pour tout 0 E Nomm tel que p,(o.'nl 0m) 

ssi'l,b E E(0m, o.m+l), pour tout 0 E Nommtel que p,(o.m, 0m) 

Si l'équivalence 

(*) D,'l,b E E(o.) ssi \i0m E Nomm[p,(o.m, 0m) =? 'l,b E E(0171' o.m+l)] 

est vraie, nous aurons terminé. Nous avons, en contraposant et effectuant des 

transformations élémentaires, que (*) est équivalent à 

(**) O,;,'l,b E E( o.) ssi :30171 E Nomm[p,( 0.1111 0m) & ,'l,b E E(0m, o.m+1) ] 

La direction « =? » correspond au lemme d'existence appliqué à 'O,''l,b'. Et la 

direction « ~ » résulte de l'argument suivant: 

P,(o.m, 0m) & ,'l,b E E(0m, o.m+1) ssi @(o.m)O,À0m & @(0m)@(o.m+l),'l,b E E 

ssi @(o.m)O,@(o.m+l),'l,b E E, par (bridge) 

ssi @(o.m)@(o.m+1)O,''l,b E E, par (perm-ind) 

ssi @(o.)O,''l,b E E 

ssi O,,'l,b E E(o.) 

(iii) Supposons que tp est de la forme Dm+1'l,b. Par définition et par l'hypothèse 

d'induction, nous avons 

w If- Dm+l'l,b ssi v If- 'l,b, pour tout v E N m tel que w[m+l]v 

ssi (v m, wm+1) If- 'l,b, pour tout V mE Nmtel que i\m+l(Wm+l ) (wm, vm) 

ssi (10ml, wm+1) If- 'l,b, pour tout 0m E Nommtel que p(am+l) (0. m' 0m) 

ssi'l,b E E(0m' o.m+1), pour tout 0m E Nommtel que p(am+1)(o.m, 0m) 

ssi D(am+1)'l,b E E(o.) 

(iii) Supposons que tp est de la forme Dm+1'l,b. Deux cas se présentent: (a) le 

cas m = n et' (b) le cas m < n. 

mailto:0m)@(o.m+l),'l,b
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(a) Soit EE Nom +\ tel que lEI e. Par définition et par l'hypothèsen

d'induction, nous avons que 

w" If- Dn+1'l,V ssi vn If- 'l,V, pour tout v n E N n tel que An+1(wn+1) (wn' v,,) 

ssi (w", 1r3!) If- 'l,V, pour tout r3 E Nomn tel que p(E)(a, r3) 
ssi'l,V E E(r3), pour tout r3 E Nomn tel que p(E)(a, r3) 
ssi DE'l,V E E(a) 

Nous savons que 

f- @E(Dn+\'l,V H DE'l,V), 

ce qui entraîne que 

f- @E@cx(Dn+1'l,V H DE'l,V) 

~ (@E@cxDn+l'l,V H @E@cxDE'l,V) 

donc @E@cxDE'l,V E E ssi @E@cxDn+l'l,V E E. Mais, par (intro), 

f- E 1\ @E<P ~ <P & f- E 1\ <P ~ @E<P, 

donc @cxDE'l,V E E ssi @cxDn+l'l,V E E, c'est-à-dire 

DË'l,V E E(a) ssi Dn+\'l,V E E(a), 

ce qui complète la preuve de ce cas. 

(b) Toutes les idées nécessaires à la démonstration de ce cas se trouvent 

dans la preuve du cas (a) ci-dessus. 

(iv) Si <P est de la forme @f3'l,V, où ~ E Nomm , la preuve n'est pas différente du 

cas simple du chapitre précédent. 

Ce qui complète la preuve. ~ 

Ce qui nous donne enfin: 

Théorème 9.2.10 (Complétude) 

Si F est un ensemble f-con de formules de Form$n1 alors Fest satisfaisable. 

PREUVE. D'après le lemme de Lindenbaum, il existe un ensemble E de formu­

les de L* qui contient F et qui est f-maxcon nommé et collé. Soit ME( e) le 
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modèle canonique de rang n basé sur E. Puisque E est nommé, il existe a E 

Nomn tel que E = E(a). Soit w E N n tel que w = 10.1. M E( e) satisfait F au 

point w. En effet, supposons que tp E FeE. Il s'ensuit que @(a)tp E E, c'est­

à-dire tp E E(a), et donc w 1f- tp par le lemme de vérité. ~ 

9.3 Complétude pour L 

Nous rappelons la définition de l'ensemble 

E(a) = {tp E Form : @(an)tp E E, où n = r( tp)}, 

où a E Nom. Cet ensemble a sensiblement les mêmes propriétés qu'avant: 

Lemme 9.3.1
 

Soit E un ensemble f-maxcon, et soient a, f3 E Nom, ~ E Nommet p E ProPm'
 

Nous avons:
 

(a) Si r( tp) = n, alors tp E E(a) ssi tp E E(an) 

(b) Pour tout m, am E E(a), et E(a) est f-maxcon 

(c) Si ~ E E(a), alors E(a) = E(a_m , ~) 

(d) Si am E E, pour tout m, alors E = E(a) 

(e) Si p E E(a), alors p E E(am, f3m+l) 

Le modèle (général) canonique basé sur E est le modèle ME = < SE' val >, où 

val(p) = {lai E N,(p): @o.P E E}, 

pour tout P E Prop, et 

val( a) = 10.1, 
pour tout a E Nom. 
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Proposition 9.3.2 (Lemme d'existence)
 

Soit E un ensemble f-maxcon nommé et collé, a E Nom, <p E Form et 1 E
 

Nomm+l. Si O,<p E E(a), alors il existe r3m E Nommtel que p,(am, r3m) et <p E
 

E(r3m, a m
+ 

1
).
 

PREUVE. Soit n = r(O,<p). Nous avons que O'1<P E Form::;n et que O,<P E E(an)
 

par la partie (a) du lemme précédent. Par le lemme d'existence (version bor­


née), il existe r3m E Nommtel que p,(am, r3m) et <P E E(r3m, (Ctm+1, ... , Ct,J). Par
 
m+1le lemme précédent, partie (a), ceci entraîne que <p E E(r3m, a ). ~ 

Proposition 9.3.3 (Lemme de vérité) 

Soit E un ensemble f-maxcon nommé et collé, et soit ME le modèle canonique 

basé sur E. Pour toute formule <p E Form, nous avons 

ME' W II- <p ssi <p E E(a) 

où a E Nom est tel que [ami = W m , pour m 2:: o. 

PREUVE. Soit n = r( O,<p) + 1 et soit Gn+l E Nomn+1 tel que e = IGn+ll (Gn+l E 

E). Nous avons que <p E Form::;n_l' et donc: 

ME'	 w II- <p ssi [ME]::;n-l(Wn), wn- l II- <p 

ssi [MELn(Wn+1) , w n II- <p, car la n+1-ième coordonnée n'affecte pas <p 

ssi [MEL/ e), W n II- <p, pour la même raison 

ssi ME(e), wn II- <p, par définition 

ssi <p E E( an), par le lemme de vérité pour L::;n 

ssi <p E E( a), par 9.3.1 (a) 

Ce qui complète la démonstration. ~ 

Ce qui nous donne enfin : 
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Théorème 9.3.4 (Complétude)
 

Si F est un ensemble f-con de formules de Form, alors Fest satisfaisable.
 

PREUVE. D'après le lemme de Lindenbaum, il existe un ensemble E de formu­


les de L* qui contient F et qui est f-maxcon nommé et collé. Soit ME le mo­


dèle basé sur E. Puisque E est nommé, il existe 0. E Nom tel que E = E(o.).
 

Soit W E N tel que w = 10.1. ME satisfait F au point w. En effet, supposons
 

que <p E FeE et soit n = r(<p). Il s'ensuit que @(o.n)<P E E, c'est-à-dire <p E
 

E(o.), et donc w If- <p, par le lemme de vérité. ~
 

Il nous faut enfin montrer les axiomes sont canoniques pour les propriétés
 

qu'ils définissent.
 

Proposition 9.3.5
 

Les axiomes du groupe II sont canoniques pour les propriétés qu'ils définis­


sent.
 

PREUVE. Supposons que (D n) est un axiome de f. Soient 1 E Nomn+l et 0. E
 

Nomn , nous voulons montrer qu'il existe r3 E Nom" tel que p./o., r3). Par (D n),
 

nous avons que f--- D'iT ~ O,T et donc f--- O,T, car f--- O,T. Enfin, par (Nec@),
 

nous avons f--- @o.O,T et donc @o.O'1T E E. Puisque E est collé, il existe r3 E
 

Nom n tel que @o.O,I\r3 1\ @f3T E E, et donc p,(o., r3).
 

Supposons que (Tn) est un axiome de f. Soient '1 E Nomn+1 et 0. E Nom", 

nous voulons montrer que p,(o., o.). Puisque f contient (T,,), f--- 1\0. ~ 0'11\0. et 

donc f--- @o.l\o. ~ @o.O,l\o., par (Nec@), (K@) et (perm-ind). Ainsi, @o.O'1l\o. E E 

par (ref) et (perm-ind). 

Supposons que (B,,) est un aXIOme de f. Soient 1 E Nomn+l et o., r3 E 

Nom,,, nous voulons montrer que p,(o., r3) entraîne Pî(r3, o.). Supposons que 

mailto:f---@o.l\o
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@o.o,f) E E. Puisque (B n) est un axiome, nous avons f- @o.Aa ~ @o.0,O,Aa et 

donc O,O,Aa E E(a), par (ref). Nous savons que p,(a, f)) est équivalent à 

V<p(D,<p E E(a) ~ <p E E(f3)) 

donc O,Aa E E(f)) , c'est-à-dire @130 ,Aa E E. 

Supposons que (4n) est un axiome de r. Soient 1 E Nomn+1 et a, f3, v E 

Nomn , nous devons montrer que P, est transitive, c'est-à-dire que p./a, f)) et 

p,(f), v) entraînent que p,(a, v). Par hypothèse, nous avons donc que @o.O,Af) 

E Eet @130,AV E E. Par (bridge), 

f- @o.O,Af) A @130 ,AV ~ @o.O,O,AV 

et par (4n)' (Nec@), (K@) et (perm-ind), 

f- @o.O,O,AV ~ @o.O,AV. 

Ainsi, @"'0"lAV E E. 

Enfin, supposons que (5,,) est un axiome de r. Soient 1 E Nomn+! et a, f), 

v E Nomn , nous devons montrer que P, est euclidienne, c'est-à-dire que p,(a, 

f)) et p,(a, v) entraînent que p,(f), v). Par hypothèse, nous avons que @o.O,Af) 

E E et @",O-!"v E E, et donc @,JO'IAf) A O,AV) E E. Par (5,J, 

f- O,AV ~ D,O,AV 

et donc @",(O,Af) A D,O,AV) E E. Or, 

f- @",(O,Af3 A O,O,AV) ~ @",(O,(Af3 A O,AV)
 

~ @",(O,@130'IAV), par (intro) et (perm-ind) notamment
 

~ @o.@130,AV, par (back) et (perm-ind)
 

~ @130,AV, par agree
 

Ce qui complète la démonstration. ~ 

9.4 Logique de LÀ (sur des structures simples) 

Nous présentons maintenant une axiomatisation de la logique du langage LÀ 

interprété dans des structures simples. 

mailto:f-@o.O,O,AV
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Dans un premier temps, nous modifions les axiomes et règles de f s de la ma­

nière suivante: nous remplaçons toute occurrence de 'On' par une occurrence 

de 'Ox' où xE Varn+ll et nous remplaçons l'axiome (insto) par l'axiome 

(inst)J @~(Àx.<p B <p[x/0]) 

où 0 E Nomn+1 et x E Varn+l et où '<p[x/0] ' est la formule obtenue de '<p' en 

substituant cOx' pour 'O~' (uniformément). Dans un deuxième temps, nous 

ajoutons les axiomes et la règle inférentiel1e spécifiques à l'opération 

d'abstraction 'Àx.' suivants: soient ex, 0 E Nom et x, y E Var tels que x 7= y, 

nous posons 

(À-,) Àx.-,<p B -,Àx.<p 

(ÀI\) ÀX.(<p 1\ 'lj;) B Àx.<p 1\ ÀX.'lj; 

(À@) ÀX.@",<p B @o:Àx.<p, si r(x) 7= r(ex) 

(ÀO) ÀX.O~<p B O~Àx.<p, si r(0) 7= r(x) + 1 

ÀX.Dy<p B OyÀx.<p, si r(y) 7= r(x) + 1 

(ind\) Àx.<p B <p, si x ~ jv(<p) 

(Abs) Si f- <p, alors f- Àx.<p 

Dans l'axiome (indJ et la règle (Abs), puisque 'Àx.<p' doit être une formule, il 

est sous-entendu que x ~ bv(<p). 

Nous appellerons ce système logique f \S' La définition d'une dérivation 

reste la même à la différence près que nous rajoutons la règle (Abs) à la liste 

de règles dans (f-2). 

Proposition 9.4.1 

Les axiomes et les règles de f\s sont valides. 

PREUVE. La validité de (instJ et de (À-,) à (ÀO) a déjà été prouvée. En ce 

qui concerne (indJ, nous savons que, si xE Varm n'est pas libre dans <p, 

W, s If- <p ssi w, (s_x, w) If- <p, pour tout w E Wm 

Par conséquent, 
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W, s If- \x.1fJ ssi w, (s_x, wm) If- lfJ
 

ssi (s_x, w) If- 1fJ, pour tout W E w'n
 
ssi s If- lfJ
 

Enfin, pour (Abs), soit lfJ tel que 

S If- lfJ 

M, w, s W \x.<p 

où M = < S, val >, W E W et s E Att(S). Mais 

M, w, s W \x.<p ssi M, w, s W \x.<p 

ssi M, w, (s_x' wm) W <p 

Ce qui contredit la validité de <p dans S. ~ 

Les définitions de E(o.) et du modèle canonique restent les mêmes. La preuve 

du lemme de Lindenbaum et celle du lemme d'existence sont identiques, ne 

dépendant pas de '\'. 

Proposition 9.4.2 (Lemme de vérité) 

Soit E un ensemble fÀs-maxcon nommé et collé, et soit ME = < N, A, val> le 

modèle canonique basé sur E. Pour toute formule <p E CFormÀ, nous avons 

ME' w If- <p ssi <p E E(o.) 

où 0. E Nom est tel que Icxml = W m , pour m 2: O. 

PREUVE. La seule étape de la preuve qu'il faut ajouter est celle concernant 

l'opérateur \. Supposons que <p est de la forme \x.'l/J, où 'l/J a au plus une va­

riable libre xE Varm. Puisque 

w If- \x.'l/J ssi w, s If- \x.'l/J
 

ssi w, s If- @(am)\x.'l/J
 

ssi w, s If- @(cxm)'l/J[x/aml
 

ssi w If- @(cxm)'l/J[x/cxml
 

ssi w If- 'l/J[x/cxml
 

mailto:If-@(am)\x.'l/J


280 Chapitre 9 - Logique modale d'ordre supérieur II 

car 'Ax.'ljJ, 'ljJ[x/aml E CForm).. et \aml = Wm. Or, 'ljJ[x/aml a moins de connecteurs 

que <P, donc par l'hypothèse d'induction, 

w II- 'ljJ[x/aml ssi 'ljJ[x/aml E E(a) 

ssi @(an)'ljJ[x/aml E E 

où n est le rang de 'ljJ[x/am]. Mais une conséquence directe de (instJ est que 

1- @(an)('Ax.'ljJ B 'ljJ[x/amD 

donc, par (K@), @(an)'ljJ[x/aml E E ssi @(an)'Ax.'ljJ E E. D'où l'équivalence re­

cherchée. ~ 

Théorème 9.4.3 (Complétude) 

Si F est un ensemble f)..s-con de formules de CForm, Fest satisfaisable. 

9.5 Logique de L)., (sur des structures générales) 

Nous présentons maintenant une axiomatisation de la logique du langage L).. 

interprété dans des structures générales. 

D'une part, nous modifions les axiomes et règles de f : nous remplaçons toute 

occurrence de '0n+/ par une occurrence de 'Oz' où xE Varn+1, et nous rempla­

çons l'axiome (insto) par l'axiome 

(im;h) @(3('Ax.<p B <p[x/0D 

où 0 E Nomn+! et x E Varm et où '<p[x/01' est la formule obtenue de '<p' en 

substituant 'Oz' pour '0[3" D'autre part, nous ajoutons les axiomes et la règle 

inférentiel1e spécifiques à l'opération d'abstraction ''Ax.' suivants: soient a, 0 
E Nom et x, y E Var tels que x 7: y, nous posons 

('A-.) 'Ax.-.<p B -.'Ax.<p 

('A/\) 'Ax.(<p /\ 'ljJ) B 'Ax.<p /\ 'Ax.'ljJ 

('A@) 'Ax'@c.<P B @c.'Ax.<p, si r(x) 7: r(a) 

('AD) 'Ax.D(3<P B O(3'Ax.<p, si r(0) ~ r(x) 

mailto:Ax'@c.<P
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ÀX.Dy'P B DyÀx.'P, si r(y) ::; r(x) 

(indJ Àx.'P B 'P, si x tj. fv('P) 

(Abs) Si f- 'P, alors f- Àx.'P 

Dans l'axiome (indJ et la règle (Abs) , puisque 'Àx.'P' doit être une formule, il 

est sous-entendu que x tj. bv('P). 

Nous appellerons ce système logique f)... La définition d'une dérivation 

reste la même à la différence près que nous rajoutons la règle (Abs) à la liste 

de règles dans (f-2). 

Nous avons: 

Proposition 9.5.1 

Les axiomes et les règles de f).. sont valides.
 

Les définitions de E( a.) et du modèle canonique restent les mêmes. Les preu­


ves des trois lemmes cruciaux (Lindenbaum, existence et vérité) se démon­


trent aisément à partir de ce que nous savons déjà.
 

Théorème 9.5.2 (Complétude)
 

Si F est un ensemble f )..-con de formules de CForm, alors Fest satisfaisable.
 

9.6 La logique de L T (sur les structures simples) 

Pour adapter les résultats de complétude au langage L T il faudra d'une part 

traduire les axiomes du groupe II à IV dans le langage Lr, mais il faudra aussi 

ajouter quelques axiomes au groupe III, certains faisant partie de la logique de 

base et d'autres étant des ajouts potentiels. Ensuite, il faudra montrer qu'un 

modèle canonique pour la logique de base est un modèle simple et qu'un mo­
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dèle canonique pour la logique de base + Ax est un modèle ayant la propriété 

que définit Ax. 

Pour l'essentiel, les axiomes et les règles de la logique de L T (sur les structures 

simples) sont les axiomes et les règles de f s dans lesquels on a remplacé uni-

formemen' t 'D' par 'H' ou nH et '0., ' par 'H',ou 'G ' ' avec "1n+l n+l 'G' , E Nomn+1 

(ce qui signifie qu'on remplace '0n+1' par 'Pn+t' ou 'Fn+t' et '0,' par cP,' ou 

'F,'). Donc, l'axiome (Kn) dans LT devient 

(Km) H( <p ~ 'IjJ) ~ (H<p ~ H'IjJ) 

G(<p ~ 'IjJ) ~ (G<p ~ G'IjJ) 

'ou 'H' et 'G' 'ou 'G '. l'axiome (back) devient où 'H = 'Hn+l, = 'Gn+l., ,
 

(bacl<:) P@o.<P ~ @o..<P, où P = Pn+1 ou Pl' et r( o.) = n, rh) = n+1
 

F@o..<p ~ @o.<P, où F = Fn+1 ou F" et r(o.) = n, rh) = n+l 

et la règle (Neco) devient 

(Neco) Si r <p, alors r Hn+1<P et r Gn+l<p 

Les axiomes propres à la logique de base de LT sont (K n) et 

<p ~ GP<p 

<p ~ HF<p 

En plus des axiomes facultatifs (D n), (Tn), (B n), (4n) et (5n), nous avons les 

axiomes 

(arefn) 0. ~ -,Po. , où r(o.) = n 

(tot n ) Po. v 0. v Fo., où r(o.) = n 

(sbifn) PF<p ~ P<p v <p v F<p & FP<p ~ P<p v <p v F<p 

(begn ) PHl.. 

(end,J FGl.. 

(densen) P<p ~ PP<p & F<p ~ FF<p 

La logique de base de L T (ou toute extension de celle-ci) est dénotée par fT'. 
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Proposition 9.6.1 

Les axiomes et les règles de r Ts sont valides. 

PREUVE. Nous avons déjà démontré que les axiomes et les règles de base 

étaient valides dans les structures bidirectionnelles simples, et que les axiomes 

spécifiques étaient valides dans les structures de type correspondant. ~ 

Les démonstrations des lemmes de Lindenbaum, d'existence et de vérité sont 

presqu'identiques, de même que la démonstration du théorème complétude. 

Ainsi, 

Théorème 9.6.2 (Complétude) 

Si F est un ensemble r Ts-con de formules de FormT, alors Fest satisfaisable. 

Il nous reste à démontrer que les axiomes de r Ts sont canoniques pour les pro­

priétés qu'ils définissent. 

Proposition 9.6.3 

Si E est un ensemble r Ts-maxcon nommé et collé, si 1 E Nomm+1 et si a, ~ E 

Nomm, alors @C\P"j~ E E ssi @lJFp E E 

PREUVE. Supposons que @"P,0 E E mais que @lJF,a tI- E. Il s'ensuit que 

-'@lJFp E E et, puisque f- -'@lJFp ~ @[3-,Fp ~ @lJG"j-,a, que @r:lG"j-,a E E. 

Du fait que @c.P"j~ 1\ @lJG,-,a E E, nous en déduisons par (bridge) que 

@oP"jG,-,a E E, et donc -'@o:H..l"ja E E. Par ailleurs, par l'axiome (CV), 

(Nec@) et (K@), nous avons que f- @o:a ~ @o:H"jFp et donc @c.H,F,a E E, ce 

qui est contradictoire. L'autre direction se démontre en utilisant l'autre partie 

de (CV). ~ 



Chapitre 9 - Logiq'lle modale d'ordre supérieur II 284 

Proposition 9.6.4 

Les axiomes de r Ts sont canoniques pour les propriétés qu'ils définissent. 

PREUVE. (aref). Soient a E Nomm et "( E Nom"'+ll nous voulons montrer que 

@o.Pp tJ. E. Or, nous savons que f--- @o.a par (ref) et f--- @eta -7 @o.,P1a par 

(arefm) et (Nec@), donc @o.,Pp E E, c'est-à-dire @o.Pp tJ. E. 

(tot). Soient a, ~ E Nom m et "( E Nom m+1 Nous avons que @o.PÎ~ V @o.~ v 

@etFf3 E E et donc p,(~, a) ou a ~m ~ ou p./a, ~). 

(sbif). Soient a, ~, v E Nom", et "( E Nom m+! tels que @vF'1a et @vF,~ E E. 

Il faut montrer que @o.PÎ~' @o.~ ou @~P'1a E E. Supposons le contraire : @o.P,~, 

@o.~ et @ç,P,a tJ. E. Nous avons donc que '@etP,~, ,@~ et ,@(;P,a E E. Par 

(dual) et le fait que @~P'1a E E ssi @o.F,~ E E, nous avons que @et,P,~ 1\ 

@o.-,~ 1\ @o.,F'1~ E E, ce qui revient à @o.,(P,~ v ~ V F,~) E E. Si nous mon­

trons que @o.P'1F,~ E E, nous aurons terminé (car cela entraînera que @o.(PI~ 

V ~ V F'1~) E Epar (sbif)). D'un côté, puisque @vF,a E E, nous avons que 

@o.P,v E E. Puisque @vF'1~ E E, nous avons @o.P'1F'1~ E E par (bridge). D'où le 

résultat. La preuve de l'autre direction est similaire (et utilise l'autre moitié 

de (sbif)). 

(beg). Soient a E Nom m et "( E Nom rn+1. Nous avons que f--- @oE,H'1.1, par 

(beg) et (Nec@), donc @oE'1H'1.1 E E. Puisque E est collé, il existe ~ E Nom m 

tel que @oEî~ E E et @~Hî.1 E E. Mais 

f--- @ç,Hî.1 -7 @~,P'1T
 

-7 @~'PÎv, pour tout v E Nom m
 

Donc, @~P'1v tJ. E, pour tout v E Nom",. 

(end). Preuve similaire à la précédente. 

(dense). Soient Ct, ~ E Nom m et "( E Nom",+! tels que @o.P'1~ E E. Il est une 

conséquence de (dense) et de (Nec~t) que @o:P,P1~ E E. Puisque E est collé, il 

existe v E Nom", tel que @etP'1v et @lIP,~ E E. Même preuve si @o.F.i~ E E. ~ 

mailto:f---@�,H�.1
mailto:f---@oE,H'1.1
mailto:f---@o.a
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9.7 La logique de LT (sur les structures générales) 

r

La logique r T du langage LT sur les structures cumulatives est à la logique r Ys 

(du langage LTs sur les structures simples) ce que la logique r est à la logique 

s. Pour adapter les résultats de complétude il faut remplacer (back), (brid­

ge), (perm@o), (ind@), (aref), (tot) et (Paste) dans r Ts par les versions suivan­

tes. Soient a, f3 E Nomn et soient ex, ~ E Nom. Nous posons: 

(back) P@a<P ~ @a<P, 

F@a<P ~ @a<P 

(bridge) @aPI\f3 1\ @r3<P ~ @aP<P 

@aFI\f3 1\ @r3<P ~ @aF<p 

(perm@o) @o.Pn+l<P B Pn+1@o.'P & @o.Fn+1<P B Fn+1@a<P, si r(ex) > n+ 1 

@cv.P[3<P B P[3@cv.<P & @cv.F[3<P B F[3@o.'P, si r( ex) ::::: r(~) 

(ind@) @cv.<P B <P, si r(ex) ti rep(<p) 

(aref) I\a ~ --,Pl\a 

(tot) Pl\a v I\a v FI\O/. 

où (P, F) = (Pn+1, FMi) ou (P'i' F), et rh) = n+1. Et nous reformulons (Pas­

te) comme suit: si f3 n'apparaît ni dans <P ni dans e 
(Paste) Si f- @aP'1I\f3 1\ @r3'P ~ e, alors f- @aP'1<P ~ e 

Si f- @aF'1I\f3 1\ @r3<P ~ e, alors f- @aF'1<P ~ e 
Cette logique porte le nom de r y. Nous avons que 

Proposition 9.7.1 

Les axiomes et les règles de r T sont valides. 

PREUVE. Nous avons déjà démontré que les axiomes et les règles de base 

étaient valides dans les structures générales bidirectionnelles, et que les axio­

mes spécifiques étaient valides dans les structures de type correspondant. ~ 

mailto:F[3@o.'P
mailto:P[3@cv.<P
mailto:Pn+1@o.'P
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Les démonstrations des lemmes de Lindenbaum, d'existence et de vérité sont
 

presqu'identiques, de même que la démonstration du théorème complétude.
 

Ainsi,
 

Théorème 9.7.2 (Complétude)
 

Si F est un ensemble r y-con de formules de Form T , il existe un modèle qui
 

satisfait F.
 

Il nous reste à démontrer que les axiomes de r T sont canoniques pour les pro­


priétés qu'ils définissent.
 

Proposition 9.7.3 

Si E est un ensemble r y-maxcon nommé et collé, si 1 E Nomm+! et si o., P E
 

Nomm, alors @o:F'II\P E E ssi @I3F,l\o. E E
 

PREUVE. Supposons que @o:F'iI\P E E mais que @I3F,l\o. (j. E. Il s'ensuit que
 

---'@I3F,l\o. E E et, puisque f- ---'@I3F,l\o. B @13---,F,l\o. B @I3G,---,l\o., que
 

@I3G,---,l\o. E E. Du fait que @o:F,I\P 1\ @I3G,---,l\o. E E, nous en déduisons par
 

(bridge) que @o:F,G,---,l\o. E E, et donc ---,@o:H,F,l\o. E E. Par ailleurs, par
 

l'axiome (CV), (Nec@) et (K@), nous avons que f- @o:l\o. ~ @o:H,F,Ao. et donc
 

@o:H,F,l\o. E E, ce qui est contradictoire. L'autre direction se démontre en
 

utilisant l'autre partie de (CV). ~
 

Proposition 9.7.4
 

Les axiomes de r T sont canoniques pour les propriétés qu'ils définissent.
 

PREUVE. (aref} Soient 0. E Nomm et 1 E Nomm+/l nous voulons montrer que
 

@o:F,l\o. (j. E. Or, nous savons que f- @o:l\o., par (ref) et (perm-ind), et que f­
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@o.l\o. --j- @o.-'P"Il\o., par (arcf) , (Ncc@) et (perm-ind), donc @o.-,P00. E E, 

c'est-à-dire @o.P00. tf- E. 

(tot). Soient o., r3 E Nomm. Nous avons que @o.(PI\r3 v 1\r3 v FI\r3) E E, 

donc @o.PI\r3 ou @o.l\r3 ou @o.FI\r3 E E, c'est-à-dire p,(r3, o.) ou @o:l\r3 ou P'i(o., 

r3) . 

(sbif). Soient o., r3, v E Nomm et "1 E Nomm+1 tels que @vF,l\o. et @vF,I\r3 

E E. Il faut montrer que @o.YII\r3, @o:l\r3 ou @(3P,l\o. E E. Supposons le 

contraire: @o:P0r3, @o:l\r3 et @(3P''1.l\o. tf- E. Nous avons donc que -.@o:P,.I\r3, 

-.@o:l\r3 et -'@(3P,l\o. E E. Par (dual) et le fait que @(3P,l\o. E E ssi @o:F,I\r3 E 

E, nous avons que @o:-,P,.I\r3 1\ @o:-,l\r3 1\ @o:-,F"II\r3 E E, ce qui revient à 

@o:-.(P,.I\r3 v 1\r3 v F,I\r3) E E. Si nous montrons que @O:P"IF,I\r3 E E, nous au­

rons terminé (car cela entraînera que @",(P,I\r3 v 1\r3 v F,I\r3) E Epar (sbif)). 

D'un côté, puisque @vF"Il\o. E E, nous avons que @o:P0v E E. Puisque 

@vF0r3 E E, nous avons @o:P,F"II\r3 E E par (bridge). D'où le résultat. La 

preuve de l'autre direction est similaire (et utilise l'autre moitié de (sbif)). 

(beg). Soient 0. E Nomm et "1 E Nomm+l. Nous avons que f- @oE,H"I.l, par 

(beg) et (Nec@), donc @oE,H,.l E E. Puisque E est collé, il existe r3 E Nomm 

tel que @oE"Il\r3 E E et @(3H,l- E E. Mais 

f- @(3H,.l --j- @(3-.P,T
 

--j- @(3-,P'iI\V, pour tout v E Nomm
 

Donc, @(3P,I\V tf- E, pour tout v E Nomm· 

(end). Preuve similaire à la précédente. 

(dense). Soient o., r3 E Nomm et "1 E Nomm+l tels que @o:P,.I\r3 E E. Il est 

une conséquence de (dense) et de (Nec@) que @O:P'P"II\r3 E E. Puisque E est 

. collé, il existe v E Nomm tel que @o:P,I\V et @vP0r3 E E. Même preuve si 

@o:F,I\r3 E E. ~ 

mailto:j-@(3-.P,T
mailto:f-@(3H,.l
mailto:f-@oE,H"I.l
mailto:j-@o.-'P"Il\o
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Il est aussi possible d'étendre au langage LT et aux sémantiques bidirection­

nelles la notion de portée modale. Les preuves des résultats correspondants 

sont immédiates. 



Chapitre 10 
Le temps du possible 

The future is something which everyone reaches at the rate of 
60 minutes an hour, whatever he does, whoever he is. 

C. S. Lewis 

Le thème principale derrière le formalisme développé aux chapitres précé­

dents, nous le rappelons, est que la modalité se comprend parfois non seule­

ment comme une quantification sur des mondes possibles mais aussi comme 

une quantification sur d'autres entités « possibles », notamment des relations 

d'accessibilité. Nous voulons illustrer dans ce chapitre comment cette idée est 

à l'œuvre dans un certain formalisme mis sur pied par Prior, et développé 

subséquemment par Burgess (1978), Kamp (1979), et Thomason (1984,2002). 

Prior propose ce formalisme dans le cadre d'une analyse sur le temps et le 

déterminisme (Prior 1967 : Ch. VII) qui met en évidence l'interaction entre 

les modalités de possibilité et de temporalité. Nous verrons comment cela 

nous mène naturellement aux structures relationnelles d'ordre supérieur et 

nous présenterons une manière de traduire les analyses de Burgess et de 

Thomason en termes de SROS. 

10.1 La possibilité temporalisée 

L'idée que la possibilité est intrinsèquement liée au temps est ancrée dans no­

tre conception courante de la temporalité. Nous concevons le passé comme 

inaltérable et le futur comme indéterminé et porteur de possibilités, 

289
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l'existence de la liberté ou du libre choix étant conditionnelle à l'existence non 

pas d'un seul futur mais de plusieurs. La possibilité - d'une chose, d'un évé­

nement ou d'une proposition - dépend toujours du temps, car ce qui est pos­

sible à un instant ne l'est plus forcément à l'instant suivant. 

Malgré le lien serré que la conception courante entretient entre temporali­

té et possibilité, la conception formelle de la possibilité, au moment où Prior 

écrit, est curieusement dénuée de toute référence au temps. La conception 

formelle en question est celle due à Kripke (1963), qui exprime la possibilité 

en termes de mondes possibles intemporelles et qui remonte vraisemblable­

ment à Leibniz: un énoncé 'p' est possible si et seulement si il existe un 

« monde possible» où 'p' est vrai (et il est nécessaire si et seulement si il est 

vraie à tous les mondes possibles). La conception kripkéenne/leibnizienne de 

la possibilité est clairement intemporelle en ce sens qu'elle s'applique exclusi­

vement à des énoncés intemporels, un énoncé temporel étant un énoncé dont 

la valeur de vérité ne dépend pas du moment de son évaluation. Malheureu­

sement (c'est-à-dire malheureusement pour la conception kripkéenne), la plu­

part des énoncés sont temporels soit parce qu'une expression indexicale tem­

porelle y figure soit parce qu'un temps est implicite à son énoncia­

tion/évaluation. Par exemple, les énoncés 

(1.1) übama gère une crise 

(1.2) übama est en réunion aujourd'hui 

sont tous les deux temporels: le deuxième pour des raisons évidentes (parce 

que l'expression « aujourd'hui» est temporellement indexicale), et le premier, 

par notre façon de comprendre la nature d'une action comme « gérer une cri­

se » (une crise étant un événement que l'on gère pendant un temps déterminé 

précisé par le contexte d'énonciation). Par contre, l'énoncé 

(1.3) Sarah Palin est la Présidente des USA en date du 22 avril 2010 
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est intemporel (et heureusement faux), non pas parce qu'aucune référence au 

temps n'y est faite, mais parce que sa valeur de vérité ne dépend pas du mo­

ment d'énonciation. 

L'approche de Kripke peut être modifiée pour hnterprétation des énoncés 

temporels, mais elle rencontre des difficultés importantes lorsque nous cher­

chons à l'adapter pour interpréter des énoncés qui sont à la fois temporels et 

aléthiques. Voyons pourquoi. Si nous nous limitons seulement aux énoncés 

temporels, nous pouvons concevoir les mondes possibles comme des mondes­

instants et la relation d'accessibilité comme une relation qui ordonne tempo­

rellement ces mondes-instants. De cette manière, des expressions modales 

temporelles comme « demain», « dans le passé», « prochainement», etc. 

pourront être comprises à la kripkéenne sans problèmes. Cependant, les énon­

cés suivants: 

(1.5) John McCain aurait pu être le Président des USA, ou 

(1.6) Les Républicains remporteront peut-être les élections de mi-mandat, 

dans lesquels figurent des expressions modales temporelles et aléthiques, ne 

pourront pas être interprétées de cette manière. Si nous interprétons ces ex­

pressions sur un ensemble commun de mondes possibles, nous nous retrouvons 

avec des « mondes» qui représentent à la fois des histoires complètes et à la 

fois des tranches (ou instances) d'histoires complètes, deux catégories d'entités 

complètement disjointes (une tranche temporelle d'histoire étant toujours une 

partie stricte d'une histoire). Par exemple, si nous rendons les modalités ex­

plicites dans (1.5) et si nous les interprétons de manière usuelle (par une 

quantification sur des mondes), nous obtenons 

(1. 7) À un certain moment du passé m-, il existe un monde possible w où 

John McCain est le Président des USA à un moment futur m+ 

Le problème vient donc du fait que m- et m+ soient conceptuellement des ins­

tants faisant partie de w, des entités dépendant de w, et non pas des mondes 

à part entière. Le monde w ne précise pas seulement les événements avoisi­
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nant l'instant où John McCain remporte l'élection, mais tous les événements 

présents, passés ou futurs; m- et m+ sont des moments passé et futur relati­

vement à w. Par conséquent, pour être à la hauteur de la tâche, une sémanti­

que relationnelle exprimée en termes de quantification sur des mondes devra, 

d'une part, distinguer le monde-instant du monde et, d'autre part, traduire la 

dépendance entre deux. C'est ce que la sémantique proposée par Prior permet, 

et que la sémantique kripkéenne ne permet pas. 

10.2 L'inaltérabilité du passé et le déterminisme 

Prior présente cette nouvelle sémantique comme étant l'aboutissement de
 

l'analyse d'une vieille énigme philosophique concernant l'inaltérabilité du pas­


sé et le déterminisme. On a depuis longtemps observé que l'inaltérabilité du
 

passé, le principe selon lequel
 

(RN) 'P ~ D'P, si 'P est un énoncé portant sur le passé (ou le présent),
 

qui à première vue est difficilement contestable, pouvait entraîner - sous cer­


taines hypothèses - le déterminisme, c'est-à-dire le principe:
 

(Dét) 'P ~ D<p, pour tout énoncé 'P.
 

Les arguments démontrant cette implication se ressemblent dans les grandes
 

lignes, et le premier que Prior expose et décortique est celui de Jonathan Ed­


wards (1764).
 

Edwards rencontre cette question dans le cadre d'une discussion sur la 

compatibilité du libre arbitre avec la prescience divine. Quatre prémisses peu­

vent être extirpées de son argument et elles ne concernent que quelques pro­

priétés élémentaires de la prescience divine et de la nécessité: 

(1) Premièrement, si un énoncé concernant le passé, ou le présent immé­

diat, est vrai (resp. faux) alors il est nécessairement vrai (resp. faux), autre­

ment dit (RN). 
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(II) Deuxièmement, Dieu connaît la valeur de vérité de tout énoncé - pré­

sent, passé ou futur - et ce, depuis toujours; en particulier, étant donné un 

énoncé concernant le futur, il sait si cet énoncé est vrai ou faux, actuellement 

comme dans le passé. 

(III) Troisièmement, et ce principe est de nature purement « modale», si 

une implication est nécessairement vraie, et si l'antécédent de cette implica­

tion est nécessairement vrai, alors le conséquent de cette implication est né­

cessairement vrai. 

(IV) Quatrièmement et dernièrement, il est nécessairement le cas que la 

connaissance implique la vérité. 

Ces prémisses sont mises à profit de la manière suivante. Soit p un énoncé 

temporel. La prescience divine entraîne que 

(2.1)	 Si p dans le futur, alors Dieu sait que p dans le futur; et si Dieu sait 

que (non-(p dans le futur)) alors Dieu sait que non-(p dans le futur). 

Mais la proposition (2.1) concerne le présent, car elle concerne la connaissance 

actuelle de Dieu (voire sa connaissance passée aussi), donc par la première 

prémisse, nous avons 

(2.2)	 Si Dieu sait que (p dans le futur), alors nécessairement-(Dieu sait que 

(p dans le futur)) i et si non-(p dans le futur), alors nécessairement­

(Dieu sait que non-(p dans le futur)) 

Par ailleurs, les troisième et quatrième prémisses impliquent: 

(2.3)	 Si nécessairement-(Dieu sait que p dans le futur), alors nécessaire­

ment-(p dans le futur); et si nécessairement-(Dieu sait que non-(p 

dans le futur)), alors nécessairement-(non-(p dans le futur)) 

En combinant (2.1), (2.2) et (2.3), nous arrivons à 

(2.4)	 Si p dans le futur, alors nécessairement-(p dans le futur); et si non-(p 

dans le futur), alors nécessairement-non-(p dans le futur) 

Puisque le tiers exclu s'applique à 'p dans le futur', nous avons 



294 Chapitre 10 - Le temps du possible 

(2.5)	 nécessairement-(p dans le futur) ou nécessairement-non-(p dans le 

futur) 

L'énoncé p étant arbitraire, l'argument démontre que tout énoncé (temporel) 

est nécessairement vrai ou nécessairement faux. 

Abandonner l'hypothèse d'un Dieu omniscient ne nous permettra pas 

d'éviter la conclusion de l'argument; il se trouve en effet que la prescience 

divine n 'y figure pas de manière essentielle. En s'inspirant de Cicéron (cf. De 

fato) et de Pierre de Rivo (Baudry 1950), Prior remplace les deuxième et qua­

trième prémisses par les prémisses séculières suivantes: d'une part, la valeur 

de vérité de tout énoncé, concernant le présent, le passé ou le futur, est pré­

sentement déterminée; et d'autre part, il est nécessairement vrai que si 

l'énoncé 'lp' est vrai, alors lp. L'argument prend alors la forme suivante: si p 

est un énoncé temporel quelconque, la deuxième prémisse nous assure que 

(3.1) L'énoncé 'p dans le futur' est présentement vrai ou faux 

Puisque l'énoncé 'p dans le futur' est vrai ou faux présentement, nous avons 

par la première prémisse que 

(3.2)	 Si 'p dans le futur' est vrai (resp. faux), alors nécessairement-Cp dans 

le futur' est vrai (resp. faux)) 

Nous déduisons de (3.2), de la troisième prémisse et de nouvelle quatrième 

prémisse que 

(3.3)	 Si 'p dans le futur' est vrai, alors nécessairement-(p dans le futur); et 

si 'p dans le futur' est faux, alors nécessairement-non-(p dans le fu­

tur) 

Si la loi du tiers-exclu est valide pour le prédicat de vérité, nous obtenons: 

(3.4)	 Nécessairement-(p dans le futur) ou nécessairement-non-(p dans le 

futur) 

Et donc le futur est déterminé. 

La conclusion des arguments précédents n'est pas la faute d'une erreur de 

déduction, ils se traduisent aisément dans un langage formel. Si 'D'est la mo­
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(P2

dalité de nécessité métaphysique, et si 'K' est la modalité épistémique repré­


sentant la connaissance divine, alors les prémisses du premier argument pren­


nent la forme:
 

(Pl) rp ----* Drp, où rp est une proposition concernant le présent ou le passé
 

(P2) rp ----* Krp, pour toute proposition rp
 

(P3) D(rp ----* 1/J) ----* (Drp ----* D1/J), pour toutes propositions rp et 1/J
 

(P4) D(Krp ----* rp)
 

Par ailleurs, si 'TI" signifie « est vrai », alors les prémisses modifiées du
 

deuxième argument sont :
 
1
) rp ----* Tr( rp)
 

(P4') D(Tr(rp) ----* rp)
 

L'argument d'Edwards se traduit par
 

l. Fp hypothèse 

2. KFp par (P2) (1) 

3. DKFp par (Pl) (1) 

4. DKrp ----* Drp par (P3) et (P4) (1) 

5. DFp par 3 et 4 (1) 

6. Fp ----* DFp par 1-5 

Quant à l'argument de de Rivo, il se traduit par: 

l. Fp hypothètie 

2. Tr(Fp) par (P2') (1) 

3. DTr(Fp) par (Pl) (1) 

4. DTr( rp) ----* Drp par (P3) et (P4') (1) 

5. DFp par 3 et 4 (1) 

6. Fp ----* DFp par 1-5 

Dans les deux cas, nous arrivons à la même conclusion, notamment que le 

futur est déterminé. 

Prior transcrit formellement un argument légèrement différent de ceux 

dont il discute et que nous venons d'exposer plus haut, un argument qui évite 
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soigneusement la connaissance providentielle ou le prédicat de vérité. Le lan­

gage qu'il choisit pour cette tâche est doté des modalités 'P(n)' et 'F(n)', pour 

tout n E N, qui ont les significations informelles suivantes: 

P(n)<p ssi <p il yan unités de temps 

F( n)<p ssi <p dans n unités de temps 

Si l'unité de temps est un jour, 'P(l)<p' et 'F(l)<p' signifient donc respective­

ment « demain, <p » et « hier, <p ». Au lieu de représenter (RN) par la pré­

misse (PI)58, comme nous l'avons fait plus haut, il choisit plutôt 

(Pl') P( m)<p ~ DP( m)<p, pour tout m 2: a et pour tout <p 

Dans (Pl'), toute instance est permise (et pas seulement des instances de for­

mules portant sur le passé). Son argument repose par ailleurs sur la troisième 

prémisse (P3), adaptée ce langage bien sûr, et sur les prémisses suivantes: 

(P5) F(n)<p ~ P(m)F(m+n)<p 

(P6) D(P(m)F(m+n)<p ~ F(n)<p) 

qui traduisent simplement le comportement des intervalles de temps (par 

exemple, le fait que le surlendemain d'hier est le demain d'aujourd'hui). Voici 

donc la façon dont Prior expose formellement la réduction de (RN) à (Dét) : 

1. P(m)F(m+ n)cp ~ DP(m)F(m+ n)<p par (Pl') 

2. F(n)<p ~ P(m)F(m+ n)<p par (P5) 

3. F( n)<p ~ DP(m)F( m + n)<p par l et 2 

4. D(P(m)F(m+n)<p~ F(n)<p) par (P6) 

5. DP(m)F(m+ n)<p ~ DF(n)<p par 4 et (P3) 

6. F(n)<p ~ DF(n)<p par 3 et 5 

L'idée derrière cette dérivation est simple: si <p dans n jours, alors présente­

ment <p dans n jours, et il y a m jours, <p dans m + n jours (remplacer 'cp' par 

un énoncé comme « Il pleuvra» ou « La fin du monde arrivera» par exem­

ple), toute vérité du futur devient ainsi ipso facto une vérité du passé. 

58 En remplaçant les modalités 'P' et 'F' par 'P(n)' et 'F(n)' bien sOr. 
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Une stratégie pour sortir de cette impasse, qui s'inspire de considérations 

de Guillaume d'Ockham, est décrite par Prior comme suit: 

the principle that what has been cannot now not have been only applies to 

past-tense propositions which are not equivalent to future-tense ones (in the 

way in which 'It was the case yesterday that it would be the case two days 

later that I-am-smoking is equivalent to 'H will be the case tomorrow that l 

am smoking') (Prior 1967 : 121) 

(RN), ou (Pl), ne doit être appliqué ni à des formules concernant le futur ni à 

des formules concernant le passé qui sont équivalentes à des formules concer­

nant le futur, notamment la formule 'P(m)F(m+n)<p' de l'argument de Prior 

qui concerne à première vue le passé mais qui est équivalente à la formule 

'F(n)<p' concernant le futur. Prior choisira de formuler cette contrainte comme 

suit: (RN), ou (Pl), est vrai pour toute formule <p dans laquelle ne figure au­

cune expression de la forme' F( n)'. 

C'est une chose de poser une contrainte et c'en est une autre de la rendre 

intelligible. Il est vrai que la contrainte n'est pas sans attrait intuitif. Les 

substitutions déterminantes dans (RN) pour obtenir (Dét) avaient toutes un 

air illégitime, en ce sens qu'elles contournaient subtilement la contrainte déjà 

présente sur (RN). Mais il y a une difficulté concernant la possibilité et la 

temporalité à laquelle cette contrainte ne semble pas répondre, et c'est de ren­

dre compatibles, d'une part, l'intuition de linéarité temporelle que présuppo­

sent les opérations « demain», « hier», « dans le futur», etc. (et que pré­

supposent a fortiori les modalités 'P(m)' et 'F(m)') et, d'autre part, l'intuition 

de bifurcation temporelle (vers le futur) que présuppose l'opération de possibi­

lité dans une conception non-déterministe du futur. La linéarité du temps ga­

rantit une valeur de vérité déterminée à un énoncé comme « La fusée décolle­

ra dans dix secondes », sans quoi il faudrait préciser par rapport à quel futur 

la fusée décollera dans dix secondes; tandis que la bifurcation (potentielle) du 
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cours du temps rend intelligible un énoncé comme « La fusée pourrait ne pas 

décoller à la fin du décompte (dans dix secondes) », sans quoi le décollage de 

la fU::iée dans dix secondes serait inéluctable. Cette difficulté est au cœur de la 

dérivation du paradoxe plus haut: la linéarité nécessaire à l'inaltérabilité du 

passé se transposait au futur entraînant le déterminisme. Un compromis devra 

être trouvé afin que puissent s'épanouir ces deux intuitions et ce compromis 

est le suivant: l'évaluation d'une formule se fait par rapport à un temps et 

une histoire, c'est-à-dire un parcours linéaire d'instants possibles. Les opéra­

tions « demain », « hier », « dans le futur », etc. seront évaluées à un ins­

tant et par rapport à une histoire donnée, et les opérations « possiblement» 

et « nécessairement » seront évaluées en quantifiant sur les histoires « acces­

sibles » depuis l'instant en question. 

Ce que nous décrivons dans les grandes lignes est l'idée derrière la séman­

tique de Prior basée sur la notion de modèle ockhamiste : 

we may define an ockhamist model as a line without a beginning or end 

which may break up into branches as it moves from left to right (i.e. from 

past ta future), though not the other way; sa that from any point on it there 

is only one route ta the left (into the past) but possibly a number of alterna­

tive routes ta the right (into the future). (Prior 1967 : 126) 

La structure sous-jacente à un modèle ockhamiste proposé par Prior est un 

arbre: la bifurcation à droite représente les possibilités à venir, et la non­

bifurcation à gauche représente le fait que le passé est inaltérable. Plus préci­

sément, un arbre T est défini comme un ensemble T muni d'une relation '---<' 

antiréflexive et transitive telle que, pour tout t E T, sa restriction aux prédé­

cesseurs de t est une relation linéaire, c'est-à-dire que l'ensemble 

{x ET: x <. t} 

est ordonné linéairement par '---<' pour tout t E T (la relation <. est définie 

comme: X <. y ssi x ---< y ou x = y). Dans un arbre, il n'y a qu'un seul chemin 
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pour aller de droite à gauche mais (en principe) une multitude de chemins 

pour aller de gauche à droite. Chaque chemin de gauche à droite représente 

un déroulement possible du temps, ce qui nous amène à définir plus précisé­

ment une histoire de T comme un chemin de longueur maximale, l'ensemble 

de toutes les histoires de T étant dénoté par H(T). Si h et 9 E H(T) sont des 

histoires, nous écrirons h ~t 9 quand elles partagent le même passé jusqu'à t, 

c'est-à-dire h ~t 9 ssi 

{s Eh: s ~ t} = {s E 9 : s ~ t} 

Cette relation nous aidera à interpréter la modalité métaphysique. 

Prior émet un certain nombre de prescriptions (1967: 126) concernant 

l'interprétation des formules temporelles et aléthiques dans ces modèles. Tout 

d'abord, un modèle M basé sur un arbre T est la donnée d'une paire < T, 

val> où val: Prop ~ p( T) est une fonction qui attribue un sous-ensemble de 

T à chaque variable propositionnelle, val(p) étant l'ensemble des points où p 

est vraie. Ensuite, l'évaluation d'une formule zp se fait à un point t E T et par 

rapport à une histoire h E H; en particulier, une modalité temporelle ne peut 

être comprise que dans le contexte d'une histoire. Enfin, les clauses sémanti­

ques pour les modalités sont données par: 

(t, h) If- Pzp ssi il existe s E h tel que s --< t et (s, h) If- zp 

(t, h) If- Fzp ssi il existe:; E h tel que t --< s et (s, h) If- zp 

(t, h) If- Dzp ssi (t, g) If- zp, pour toute histoire 9 E H telle que h ~t 9 

Autrement dit: 'Pzp' est vrai au point (t, h) si et seulement si zp à un instant 

antérieur à t selon h; 'Fzp' est vrai au point (t, h) si et seulement si zp à un 

instant ultérieur à t selon h; et 'Dzp' est vrai au point (t, h) si et seulement si 

zp à l'instant t selon toute histoire 9 accessible depuis h. 

Si zp est une form ule dans laquelle ne figure pas la modalité'F', nous nous 

attendons à ce que (RN) soit vrai de zp. Vérifions-le pour une variable propo­

sitionnelle 'p' : 

(t, h) If- DPp ssi Vg E H[ h ~t 9 ~ (t, g) If- Pp] 
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Figure 10.2.1 - Un modèle ockhamiste 

ssi 'II9 E H [ h ~t 9 =? 3s E 9 [ s -< t & (s, g) II- p] 

ssi 'IIg E H[ h ~t 9 =? 3s E 9 [s -< t & sE val(p)] 

Si (t, h) II- Pp, c'est qu'il existe s E h tel que s -< t et s E val(p). D'autre part, 

pour toute histoire 9 équivalente à h jusqu'à t, s E h ssi s E g. Ainsi, 

(t, h) II- Pp 

entraîne que (t, h) II- DPp. 

La figure 10.2.1 représente un arbre T. Les quadruplets 

hl = (tl ) 1;, YI' Zl) 

h2 = (tu 1;, Yu Z2) 

h3 = (tl' 1;, Yl' Z3) 

h4 = (tl' 1;, Yz, Z4) 

hs = (tl' 1;, Yz, zs) 

sont les branches de longueur maximale de T, et constituent donc les histoires 

de T. Les histoires ~ et hz ont des passés identiques jusqu'à Yll mais I~ et h4 

ont seulement des passés équivalents jusqu'à Xl' La valeur de vérité dépend à 
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la fois d'un instant et d'une histoire. Par exemple, si la proposition p est vraie 

seulement au point Z2' alors par les clauses sémantiques décrites ci-dessus 

(t l , 17,2) If- Fp, 

car il existe un instant ultérieur à t j dans l'histoire ~ où la proposition pest 

vraie. Par contre, 

(wj , hl) .fIL Fp, 

car le seul point où p est vraie n'est pas un instant ultérieur à t j selon 

l'histoire hl' Supposons que la proposition q est vraie seulement aux points Zl' 

Z2 et ZJ' Nous avons alors, encore par les clauses, que 

(Yj, hj) If- DFq 

car pour toute histoire h dont le passé est identique à celui de ~ jusqu'à Yl' 

(Yj, h) If- Fq. Toutefois, 

(Xl' ~) .fIL DFq 

car q n'est vraie dans aucun instant après xj selon h5 , et hs a un passé identi­

que à celui de ~ jusqu'à Xl' 

10.3 Les structures de Kamp et de Burgess 

Prior trace les grandes lignes d'une interprétation ockhamiste de la temporali­

té et de la possibilité, mais omet de poursuivre une analyse plus approfondie 

de celle-ci. Kamp (1968) propose une formalisation des idées de Prior en défi­

nissant ce que Thomason (1984) nommera un modèle de Kamp. Il propose une 

axiomatisation pour la notion de validité correspondante mais réalise plus 

tard qu'elle est incomplète. Thomason (1984) donne d'autres exemples de 

formules valides qui échappent à cette axiomatisation. Burgess (19'79) affirma 

que la notion de validité des structures de Kamp était essentiellement du 

premier ordre, donnant ainsi une indication à suivre pour son axiomatisation, 

mais cette affirmation fut remise en question par Kripke et Burgess n'a jamais 

fourni de justification supplémentaire pour la défendre. Zanardo (1985) donne, 
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pour la première fois, une preuve de complétude pour cette notion de validité. 

Par la suite, Gabbay (dans Gabbay, Hodkinson & Reynolds 1994) donne aussi 

une preuve de complétude se basant sur une règle d'irréflexivité, qu'il avait 

déjà introduite dans Gabbay (1981). Le but de cette section est d'exposer en 

détail les approches de Kamp et de Burgess, en s'inspirant notamment de Za­

nardo (1996). 

Commençons par l'approche de Burgess. Nous avons précisé plus haut 

qu'un arbre T est un ensemble T muni d'une relation -< c Tx T antiréflexive 

et transitive telle que, pour chaque t E T, la restriction de -< à l'ensemble des 

prédécesseurs de t (incluant t) est une relation linéaire, c'est-à-dire l'ensemble 

{x ET: x ~ t} 

est ordonné linéairement par '-<' pour tout t E T. Pour chaque t E T, une t­

branche est un sous-ensemble linéairement ordonné maximal de 

{XET:t~x}; 

une branche b est une t-branche pour un certain t E T; son point initial test 

dénoté par lb; et l'ensemble de toutes les branches sur l'arbre Test B(T). 

Comme auparavant, un sous-ensemble linéairement ordonné maximal de Test 

une histoire (un chemin de longueur maximale), et l'ensemble des histoires sur 

Test H(T). La linéarité à gauche de -< assure que toute branche b détermine 

une unique histoire hb = b U {x ET: x -< lb}' 

Le langage Lp que nous considérerons est constitué des modalités' P', 'F' 

et '0' et des variables propositionnelles p E Prop. Si valr : Prop ~ p(B(T)) 

est une valuation pour Prop, les clauses sémantiques sont données par: 

b II-- p ssi b E valr(p) 

b II-- -,<p ssi b J1L <p 

b II-- <p /\ 'ljJ ssi b II-- <p et b II-- 'ljJ 

b II-- P<p ssi :la E B(T) tel que b ç a & a II-- <p 

b II-- F<p ssi :la E B(T) tel que a ç b & a II-- <p 

b II-- O<p ssi :la E B(T) tel que {, = lb & a II-- <p 
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Ces clauses permettent d'attribuer un sous-ensemble de B(T) à toute formule 

de Lp . Étant donné qu'une branche b détermine une paire (lb' hb) E Tx H(T) 

de manière unique, et qu'une paire (t, 17,) E Tx H(T) détermine une branche 

de manière unique (la branche b = {x Eh: t :;< x}), nous pouvons définir la 

sémantique par rapport à ces paires. Les clauses sémantiques deviennent 

alors: 

(t, 17,) II- ?'P ssi ::ls E 17, tel que s --< t & (s, 17,) II- 'P 

(t, 17,) II- F'P ssi ::ls E 17, tel que t --< s & (s, 17,) II- 'P 

(t, 17,) II- O'P ssi ::lg E H(T) tel que t E 9 & (t, g) II- 'P 

Cette présentation a l'avantage de faire valoir la particularité de la modalité 

aléthique vis-à-vis les modalités temporelles: les dernières quantifient sur des 

moments appartenant à l'histoire 17, (qui est fiXée) et la première quantifie sur 

les histoires 9 qui partagent le même passé avec 17, (avant t inclusivement). 

On remarquera que B(T) comprend toutes les branches sur T, ce qui don­

ne à cette sémantique des allures de logique du deuxième ordre. Pour éviter 

les conséquences que cela pourrait comporter, Burgess s'inspire d'une stratégie 

introduite par Henkin pour traduire une partie de la logique du deuxième or­

dre dans la logique du premier ordre. Il définit un fagot (bundle en anglais) ou 

une structure de Burgess comme une paire < T, B >, où T est une structure 

arborescente et où B c B(T) satisfait les conditions 

(B 1) Si b E B et si a c b ou b c a, alors a E B 

(B2) Pour tout t E T, il existe une branche b E B passant par t 

La première condition est une condition de clôture sur les passés et les futurs: 

si a ç b, a est un passé par rapport à b, si b ç a, a est un futur par rapport à 

b. La deuxième condition garantie qu'aucun temps (ou qu'aucun instant) n'est 

historiquement isolé. La structure arborescente conventionnelle, ou pleine, est 

celle pour laquelle B = B(T), donc une structure de Burgess est clairement 

une généralisation de celle-ci. Un modèle de Burgess est une structure de Bur­

gess munie d'une valuation vain qui respecte la condition: 
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(B3) valn(p) C B
 

L'ensemble B précise donc les extensions admissibles pour les variables propo­


sitionnelles. Les clauses sémantiques pour les modalités doivent refléter ces
 

modifications :
 

b If- Pcp ssi 3a E B tel que b ç a & a If- cp
 

b 1f- Fcp ssi 3a E B tel que a ç b & a 1f- cp
 

b I~ Ocp ssi 3a E B tel que fa = f b & a If- cp
 

Si nous définissons l'ensemble des histoires de B par 

H(B) = {hE H(T): 3aE B tel que aC h}, 

les points d'évaluations peuvent être vus comme des couples (t, h) E TxH(B), 

et les clauses deviennent alors 

(t, h) If- Pcp ssi 3s E h tel que s -< t & (s, h) If- cp
 

(t, h) If- Fcp ssi 3s E h tel que t -< s & (s, h) If- cp
 

(t, h) If- Ocp ssi 3g E H(B) tel que t E 9 & (t, g) If- cp
 

Il est facile de voir que l'extension d'une formule est toujours un sous­

ensemble de B (ou de TxH(B)). 

La sémantique de Kamp diffère de celle de Burgess et s'apparente davan­

tage à celle de Prior. Thomason définit une structure de Kamp comme un tri­

plet K = < T, W, ~ > tel que: 

(Ki) Test une fonction sur W telle que 7(w) = < Ttu , -<tu >, où Tw est un 

ensemble ordonné par une relation linéaire stricte -<tu; 

et ~ est une relation sur l'ensemble 

{(w, v, t) E Wx Wx(UwEwTtu ) : tE Tw n Tv} 

satisfaisant 

(K2) ~t est une relation d'équivalence sur Wt = {w E W: tE Tw} 

(K3) Si w ~t v, alors {s E Tw : s -<tu t} = {s E Tv: s -<v t} 

(K4) Si w ~t v, alors w ~s v, pour tout S -<tu t 

On peut comprendre chaque élément de w E W comme une histoire, laquelle 

est précisée par la fonction T L'ensemble Wo pour tout t E T = UwnvTw, est 
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l'ensemble des histoires w passant par t. Si w ~t v, c'est que w et v passent 

tous les deux par l'instant t et, en vertu de (K3) et (K4), partagent la même 

histoire avant t. Dans ce qui suivra, T = UwEwTw' 

Si deux histoires w et v sont équivalentes à l'instant t, ceCI entraîne 

qu'elles sont isomorphes jusqu'à t : 

Proposition 10.3.1 

Si W ~t v, alors pour tous r, s ~w t 

r -<w s Ç:? r -<u S, 

PREUVE. Supposons le contraire: il existe s, Si ~w t tels que s -<w s' mais Si -<v 

s.	 Si s -<w Si, alors 

s'5i{rE Tw: r-<ws}, 

et si s' -<v s alors 

s'E {rE Tv: r-<vs}. 

Mais, par la condition (K4), puisque s ~w t, nous avons que w ~s v, ce qui 

implique, par (K3), que 

{rE Tw: r-<ws} = {rE Tv: r-<vs}. 

Contradiction. ~ 

Un modèle de Kamp est défini comme une structure de Kamp munie d'une
 

fonction de valuation valK : Prop ---+ p( Tx W) qui respecte la condition:
 

(K5) w ~t v=?l (t, w) E va4<,(p) ssi (t, v) E va4«p)]
 

L'évaluation d'une formule de Lp dans un modèle de Kamp se fait à une paire
 

(t, w), les clauses sémantiques principales sont adaptées comme suit:
 

(t, w) If- Pep ssi :Js E Tw tel que s -<w t & (s, w) If- ep
 

(t, w) If- Pep ssi:Js E Tw tel que t -<w s & (s, w) If- ep
 

(t, w) If- Ocp ssi :Jv E W tel que w ~t v & (t, v) If- ep
 

Toute formule reçoit donc une extension dans Tx W. 
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10.4 Relation entre les structures de Kamp et de Burgess 

Nous démontrons maintenant certaines ressemblances entre les structures de 

Kamp et de Burgess (dont certains sont énoncés dans Zanardo 1996). Toute 

structure de Burgess peut être convertie en une structure de Kamp, et la réci­

proque est vraie sous certaines conditions. Les deux classes de structures au­

ront donc sensiblement la même logique. 

Commençons par montrer qu'une structure de Kamp est transformable en 

structure de Burgess. Une structure de Kamp doit cependant satisfaire une 

certaine condition de maximalité pour que cette transformation soit possible. 

En effet, dans une structure de Kamp, rien n'empêche une histoire d'être le 

prolongement d'une autre: qu'il existe des histoires wet v telles que 

(i) Tw C Tv 

(ii) w ~s v, pour tout s E Tw 

(iii) ::Jt E Tv tel que s -<v t, pout tout s E Tw 

Cette situation est impossible dans une structure de Burgess simplement par 

la définition d'une histoire comme chemin de longueur maximale dans l'arbre 

(un chemin de longueur maximale ne peut pas être prolongé). Il faut donc se 

limiter aux structures de Kamp pour lesquelles il n'y a pas de tels prolonge­

ments. Cette contrainte peut se capturer comme suit: 

(Max) 'lit E Tw [w ~t v] ssi 'lit E Tv [w ~t v] 

Sous cette condition, il est possible de traduire la satisfaction dans un type de 

modèle en la satisfaction dans l'autre type. 

La transformation d'une structure de Kamp K = < T, W, ~ > en une 

structure de Burgess repose sur la définition d'une certaine relation 

d'équivalence. Posons d'abord 

D(K) = {(t, w) E Tx W: tE Tw}, 
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l'ensemble des couples (moment, histoire) « admissibles» de K, et définissons 

la relation sur les éléments de D(K)rv 

(s, v) (t, w) ssi s = t et v ~t w.rv 

(Rappelons au passage que T = UwEwTw)' Autrement dit, deux paires (s, v) et 

(t, w) de D(K) sont en relation selon ssi elles ont le même instant présentrv 

(s = t) et les passés selon w et v à partir de t (= s) sont équivalents. Il est 

assez clair que "-' est une relation d'équivalence. Posons alors T(K) = 

D(K)j"-,, l'ensemble des classes d'équivalences de D(K) modulo "-'. Nous vou­

lons faire de T(K) un arbre. Pour ce faire, nous définissons un ordre ----< sur 

T(K) induit par les ordres ----<w comme suit: 

I(s, v)1 ----< I(t, w)1 ssi v ~s w & s ----<w t 

Il faut montrer que cette relation est bien définie et qu'elle fait de T(K) un 

arbre. 

Proposition 10.4.1 

< T(K), ----< > est un arbre. 59 

PREUVE. Montrons que ----< est bien définie. Ceci découle du fait que les condi­

tions (K3) et (K4) nous assurent que les valeurs de vérités respectives des 

deux conjoints dans la définition de ----< ne dépendent pas des représentants de 

classes d'équivalence. 

Montrons maintenant que ----< est antiréflexive. Supposons par l'absurde 

que 1(t, w) 1 ----< 1(t, w) 1. Ceci impliquerait par définition que t ----<w t, contredisant 

l'anti-réflexivité de ----<w' 

G9 Pour être plus précis, il faudrait dire que T(K) est une forêt, où une forêt est une union 

disjointe d'arbres, car nous ne savons pas si K comporte plusieurs composantes connexes. Se 

restreindre aux structures de Kamp qui n'ont qu'une seule composante connexe ne pose au­

cun problème; cela n'affectera pas la logique, car le langage ne peut définir la notion de 

connexité. 
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En ce qui concerne la transitivité J soient r, SJ t E T et u, v, w E W tels 

que l(rJ u)1 -< I(s, v)1 et I(s, v)1 -< I(t, w)l· Ceci veut dire que 

U';:::::,rv&r-<v s 

v ';:::::,s W & s -<w t 

Par la proposition 1O.3.1 J v ';:::::,s wet r -<v s entraînent que r -<w s. Par la tran­

sitivité de -<w' nous avons r -<w t. Enfin, par la condition (K4), v ';:::::,s w, U ';:::::" v 

et r -<w s entraînent que U ';:::::,r w. Nous avons donc que I(r, u)1 -< I(t, w)[. 

Montrons, pour terminer, que {1(sJ v)1 E T(K) : I(s, v)1 ~ l(tJ w)/} est 

ordonné linéairement. Soient I(r, u)I, I(s, v)\ tels que 

l(rJ u)1 ~ I(t, w)1 

I(s, v)1 ~ I(t, w)1 

Ceci signifie que 

u ';:::::,,. w & r ~w t 

v ';:::::,s w & s ~w t 

Puisque Twest linéairement ordonné par -<wJ le résultat s'ensuit. ~ 

La proposition précédente ne dépend pas de (Max) cependant; (Max) est né­

cessaire afin que chaque w E W puisse définir une histoire dans T(K). 

Proposition 10.4.2 

L'ensemble h(w) = {I(t, w)1 : tE Tw} est une histoire de T(K). 

PREUVE. Si h( w) n'est pas un chemin de longueur maximale J il existe 1(sJ v) 1 t/. 
h(w) tel que I(t, w)1 -< I(s, v)I, pour tout t E Tw' Par définition de '-<J, ceci 

signifie que w ';:::::,t V et t -<v s, pour tout t E Tw. Clairement J s t/. Twpar anti­

réflexivité de -<v, Par ailleurs J non-( w ';:::::,s v) car, sinon, cela impliquerait que s 

E T par (K3). Nous avons donc 'lit E T [ w ';:::::,t V 1mais non-'IIt E Tv [w ';:::::,t v],w w 

ce qui contredit (Max). ~ 
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Nous verrons comment cette propriété sera importante pour bien traduire le 

problème de la satisfaction. Pour chaque 1 (t, w) 1 E T(K), nous définissons 

b(t, w) = {I(s, v)1 E h(w) : I(t, w)1 ~ I(s, v)I}· 

La notation 'b(t, w)' est bien définie car, si t' E Tet w' E W sont tels que 

b(t', w') = b(t, w), 

c'est que I(t, w)1 ~ l(t', w')1 et I(t', w')1 ~ I(t, w)l, et donc (t, w) (t', w').r-.J 

L'ensemble b( t, w) est une branche de T(K) car h( w) est maximal. Nous défi­

nissons par ailleurs l'ensemble 

B(K) = {b E B(T(K)) : b = b(t, w), pour un certain I(t, w)1 E T(K)}. 

Proposition 10.4.3 

B(K) est un fagot. 

PREUVE. Si b E B(K), c'est qu'il existe I(t, w)1 E T(K) tel que 

b = b(t, w) = {I(s, v)1 E h(w) : I(t, w)1 ~ I(s, v)l} 

Par ailleurs, si a E B(T(K)), c'est qu'il existe I(t', w')1 E T(K) tel que a est un 

sous-ensemble --<-linéaire maximal de 

{I(s, v)1 E T(K) : I(t', w')1 ~ I(s, v)l} 

Si a C b, nous avons donc que 

a =	 b n {I(s, v)1 E T(K) : I(t', w')1 ~ I(s, v)l}
 

= {I(s, v)1 E b: l(t', w')1 ~ I(s, v)l}
 

= {I(s, v)1 E h(w) : l(t', w')1 ~ I(s, v)1}
 

= {I(s, v)1 E h(w) : l(t', w)1 ~ I(s, v)l}
 

= b(t', w)
 

et donc a E B(K). Si b c a, 

a = {I(s, v)1 E T(K) : I(t', w')1 ~ I(s, v)1 ~ I(t, w)l} U b 

Par linéarité à gauche, nous avons que 

{I(s, v)1 E T(K) : l(t', w')1 ~ I(s, v)1 ~ I(t, w)l} c h(w) 

et donc a= b(t', w) E B(K). ~ 
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Il nous reste à définir la valuation induite par val]( sur la structure de Burgess 

B(K) = < T(K), B(K) >. Soit va4J: Prop ~ p(B(K)) définie par 

b(t, w) E valn(p) ssi (t, w) E va4,(p) 

Puisque (t, w) n'est peut-être pas le seul couple à générer la branche b( t, w), il 

faut s'assurer que la définition de valn ne dépende pas de la manière dont cet­

te branche est présentée. 

Proposition 10.4.4 

La valuation valn est bien définie. 

PREUVE. Supposons que (t, w) et (t', w') sont tels que b( t', w') b( t, w), il 

faut montrer que 

(t, w) E val]«(p) => (t', w') E val]«(p). 

Nous savons que, si b(t', w') = b(t, w), I(t, w)1 = I(t', w')I. Donc, 

(t, w) (t', w'),"J 

par conséquent, t = t'et w ;::::jt w'. Par (K5), nous avons finalement que (t', w') 

E va4,(p)· ~ 

Nous sommes donc prêts à démontrer le résultat principal. 

Proposition 10.4.5 

Soit <p une formule de Lp . Pour tout (t, w) E D(K), nous avons que 

K, (t, w) If- <p ssi B(K), b(t, w) If- <p 

PREUVE. La preuve est par induction sur la complexité de <p. 

(i) Si <p est une variable propositionnelle p, alors il faut montrer que 

(t, w) E va4,(p) ssi b(t, w) E valn(p) 

Ceci est précisément la définition de valn' 
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(ii)	 Le cas booléen est immédiat. 

(iii)	 Si <p = P'ljJ, alors 

K, (t, w) If- P'ljJ ssi 3s E Tw tel que s --<w t & K, (s, w) If- 'ljJ 

ssi 3s E Twtel que s --<w t & B(K), b( s, w) If- 'ljJ, par (HI) 

=} 3b(s, w) E B(K) tel que b(s, w) ç b(t, w) & B(K), b(s, w) If- 'ljJ 

~~i B(K), b( t, w) If- P'ljJ 

Pour l'autre direction, 

B(K), b(t, w) If- P'ljJ ssi 3b E B(K) tel que b ç b(t, w) & B(K), b If- 'ljJ 

Si b E B(K) est tel que b ç b(t, w), c'est que b = b(s, w) pour un certain s E 

Twtel que s --<w t. 

(iv)	 Si <p = F'ljJ, alors 

K, (t, w) If- F'ljJ ssi 3s E Tw tel que t -<w s & K, (s, w) If- 'ljJ 

ssi 3s E Twtel que t --<w s & B(K), b( s, w) If- 'ljJ 

=} 3b( s, w) E B(K) tel que b( t, w) ç b( s, w) & B(K), b( s, w) If- 'ljJ 

ssi B(K), b( t, w) If- F'ljJ 

Pour l'autre direction, 

B(K), b(t, w) If- PIjJ ssi 3b E B(K) tel que b(t, w) ç b & B(K), b If- 'ljJ 

Si b E B(K) est tel que b( t, w) ç b, c'est que 

b =	 {I(s, v)1 E T(K) : I(t', w')1 ~ I(s, v)1 ~ I(t, w)l} U b(t, w)
 

= {I(s, v)1 E T(K) : l(t', w)1 ~ I(s, v)1 ~ I(t, w)l} U b(t, w)
 

= {I(s, v)J E h(w) : 1(t', w)1 ~ I(s, v)1}
 

= b(t', w)
 

où	 t' E Twest tel que t' --<w t. 

(v)	 Si <p = O'ljJ, alors 

K,	 (t, w) If- O'ljJ ssi 3v E Wtel que v ~t w & K, (t, v) If- 'ljJ
 

ssi 3h(v) E H(K) tel que v ~t w & (t, v) If- 'ljJ
 

ssi 3b(t, v) E B(K) tel que I(t, v)1 = I(t, w)1 & (t, v) If- 'ljJ
 

ssi 3b( t, v) E B(K) tel que [b(l, v) = [b(t, w) & b( t, v) If- 'ljJ
 

ssi B(K), b( t, w) If- O'ljJ
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Ce qui complète la démonstration. ~ 

Pour démontrer la réciproque de cette proposition, il faut maintenant montrer 

comment convertir une structure de Burgess en une structure de Kamp. Soit 

B = < T, H(T) > une structure de Burgess (donc T = < T, --< > est un ar­

bre), nous définissons K(B) la structure de Kamp < ~, WB' ~ > telle que: 

(i)	 WB = H(T). Les éléments Wn sont des chemins de longueur maximale 

dans T, donc en particulier des sous-ensembles de T. 

(ii)	 Pour W E H(T), ~(w) = < w, --<w >, où --<w = --< n (wxw). Ainsi, TB = 

U{w: w E WB} = T. ~(w) est linéaire sur w, d'où (KI). 

(iii) ~ C {(w, v, t) E WBx WBx TB : tE w n v} est définie par: w ~t v ssi Wrt 
= vftl où l'ensemble wr, = wn {s ET: s ~ t}. Il est facile de voir que 

cette relation satisfait les conditions (K2), (K3) et (K4). 

Cette fois-ci chaque branche b E H(T) correspond à un unique (tb, Wb) E 

TBx WB et réciproquement. Enfin, si vain est une valuation sur B, nous défi­

nissons va4<. pour K(B) par 

(tb,	 Wb) E va4< (p) ssi b E vain (p) 

Proposition 10.4.6 

Soit cp une formule de Lp . Pour tout b E H, nous avons 

B, b II- cp ssi K(B), (tb, Wb) II- cp 

PREUVE. La vérification est directe et ressemble à celle la proposition précé­

dente. ~ 

Les propositions 10.4.5 et 10.4.6 entraînent ensemble que la logique des struc­

tures de Burgess est la même que la logique des structures de Kamp satisfai­

sant (Max). En effet, soit ..en la logique des structures de Burgess et soit ..eI<mo.x 

la logique des structures de Kamp satisfaisant (Max). Nous avons: 
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Corollaire 10.4.7 

~I3 = ~I<max 

PREUVE. Supposons que <p E ~I3 mais que <p tf- ~J(max' Il existe donc un modèle 

de Kamp K (satisfaisant (Max)) et un couple (t, w) E D(K) tels que 

K, (t, w) If- '<p. 

Par la proposition 10.4.5, ceci entraîne que 

B(K), b( t, w) j.jL <p, 

contredisant le fait que <p E ~I3' L'autre direction se démontre de manière ana­

logue (en remarquant aussi que, si b E H, (tb, Wb) est une couple admissible de 

K(B)). ~ 

Pour terminer cette section sur la présentation des sémantiques d'inspiration 

priorienne, mentionnons que Zanardo (1996) définit une version encore plus 

générale de structure arborescente. Son analyse commence par l'observation 

que toute structure de Burgess < T, ~, H > peut être représentée comme une 

structure de Kripke < W, c, - > où W = H, 'c'est la relation d'inclusion 

inverse '~' et '=' est la relation binaire sur H définie par 

a = b ssi la = lb 

Les relations ainsi définies satisfont les conditions: 

(BS) 'c'est un ordre partiel sbif et '=' est une relation d'équivalence 

(Dis) w Cv=? non- [w =v] 

(PI) w =v =? ~f: {u E W: u C w} ~ {u E W: u C v} tel que (i) f pré­

serve C et (ii) pour tout u, u C w =? U = f( u) 

(vVDC) v c w & w = w* =? ~v* tel que v = v* & v* c w* 

(MB) v =w & v 7: W =? ~v* ::J v Vu ::J w non-[v* =u] 
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Celles-ci ne sont pas indépendantes, nous avons que (Dis+PI+MB) 

(PI+MB). 

À partir de ces conditions, Zanardo définit une classe très générale de 

structures dites « ockhamistes » : si K = < W, C, == > est une structure de 

Kripke, elle est ockhamiste si et seulement si elle satisfait (BS), (Dis), (PI), 

(WDC) & (MB). Dans une telle structure, une histoire est tout simplement 

un sous-ensemble C-connexe maximal de W. Zanardo démontre que toute 

structure de Kripke ockhamiste est en fait une structure de Burgess, ces der­

nières ont donc déjà toute la généralité souhaitée. 

10.5 SROS pré-ockhamistes, ockhamistes et kampiennes 

Nous aimerions maintenant utiliser « l'artillerie» des structures relationnelles 

d'ordre supérieur pour représenter les idées sémantiques de Prior. 

L'observateur attentif aura déjà remarqué la grande ressemblance qu'il y a 

entre une structure de Kamp et une structure relationnelle d'ordre supérieur 

de rang deux. Si K est la structure de Kamp < T, W, ~ >, alors T = UwEwTw 

se comporte comme l'ensemble des points de rang 0, et l'ensemble W comme 

l'ensemble des points de rang 1. La fonction Ta exactement le même rôle que 

la fonction <r> d'une SROS; notamment, elle attribue à chaque w E W une re­

lation binaire -<w sur TwC T. Enfin, la relation ~ n'est rien d'autre que la 

relation binaire R sur Tx W définie par 

(t, w)R( s, v) ssi t = s & w ~(. v 

Notre structure de Kamp ressemble donc à une sorte de structure relationnelle 

d'ordre supérieur fini (une SROF) S = < T, W, <D, R >. 

Il faut toutefois être prudent avant de conclure qu'une structure de Kamp 

(et a fortiori un modèle de Kamp) puisse être convertie aussi directement. Il y 

deux difficultés que nous rencontrons dans le passage d'un type de structure 

dans l'autre: premièrement, le problème de la traduction de la notion validité 
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dans un modèle de Kamp et, deuxièmement, le problème des instants histori­

quement isolés. Ces deux problèmes sont liés comme nous le verrons sous peu. 

Rappelons ce qu'est la validité dans une structure de Kamp : 

(*) K If- <p ssi K, (t, w) If- <p, pour tous t E Tet w E W tels que t E T w 

La condition de droite de (*) est très importante dans cette définition, elle 

impose la contrainte que t soit un instant dans l'histoire w. Par opposition, la 

définition de la validité d'une formule <p dans une SROr 5 = < T, W, CP, R > 

ne comporte pas de telles contraintes: 

(**) 5 If- <p ssi 5, (t, w) If- <p, pour tous tE Tet w E W 

Cette divergence sur le plan de la validité introduit des divergences importan­

tes entre les logiques. Notamment, pour t et w tels que t tJ- Tw' t se comporte­

ra comme un moment historiquement isolé, une histoire qui se résume à un 

instant, sans passé ni futur, et ceci a d'énormes conséquences sur la validité 

selon la définition (**). Par exemple, supposons que toute histoire w de K soit 

sans fin: pour chaque t E Tw il existerait toujours t' E Tw qui serait ultérieur 

à t selon w. Dans ce cas, la formule 'FT' est valide dans K (selon la validité 

(*) bien sûr). Mais si nous regardons du côté de la SROr correspondante 5, il 

est évident que cette formule ne pourra pas être valide de manière générale 

car, du moment qu'il existe un instant t n'appartenant pas une histoire w (ce 

qui semble a priori possible), nous aurons que 

5, (t, w) W FT, 

et ce, en dépit du fait que tout instant appartenant à l'histoire w possède un 

instant successeur lui aussi. Il y a donc de sérieux désaccords entre (*) et (**), 

et cet exemple montre, par ailleurs, que la validité que définit (**) n'est pas 

très intéressante. La question est donc de savoir comment traduire la validité 

de type (*) dans les SROS. 

Nous devons donc trouver un moyen d'exprimer la contrainte t E Twavec 

les ressources qui sont propres aux SROS. Une première idée serait de définir 

une notion de satisfaction 'If-I<' comme suit: 
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s, (t, w) II-K <p ssi S, (t, w) II- PT v FT -) <p 

à partir de laquelle nous pourrions définir une notion de validité correspon­

dante. Or, nous avons que S, (t, w) II- PT v FT 

S, (t, w) II- PT v FT ssi S, (t, w) II- PT ou S, (t, w) II- FT
 

ssi 3t' E T tel que t ---<w t ou t ---<w t'
' 

Mais le fait qu'un instant t soit ordonné par w n'est-il pas la marque caracté­

ristique de son appartenance à l'histoire w, c'est-à-dire à Tw? Si oui, on croi­

rait donc avoir trouver la manière de convertir, par un moyen simple, la 

« Kamp validité» dans les SROS. Mais ce n'est pas si simple, et ce qui vient 

jeter du sable dans l'engrenage est, encore une fois, les instants historique­

ment isolés. Voyons pourquoi. 

Une structure de Kamp ne précise rien sur la cardinalité des ensembles 

Tw' En particulier, rien n'empêche que Twsoit un singleton {t}, auquel cas ---<w 

est la relation vide (la relation vide sur un singleton est une relation linéaire 

antiréflexive). Si ---<west la relation vide, la condition 

3t' E T tel que t' ---<w t ou t ---<w t' 

n'est pas équivalente à t E Tw = {t}, ct donc le stratagème que nous avons 

déployé pour capturer la Kamp-validité ne pourra pas fonctionner. Par contre, 

si ---<west la clôture réflexive de ---<w dans Tw, c'est-à-dire si 

---<tu = ---<wU {(t, t): tE Tw}, 

et si (P*', (P' sont des modalités interprétées avec ---<tu comme suit: 

(t, w) II- P*<p ssi (s, w) II- <p, pour un certain sET tel que s ---<tu t 

(t, w) II- F*<p ssi (s, w) II- <p, pour un certain sET tel que t ---<1JI s 

alors 

t E Ttu ssi S, (t, w) II- P*T v F*T 

Si nous arrivions à traiter les modalités (p*' et (F*' dans le cadre de la logique 

modale d'ordre supérieur, nous aurons réussi. 

Pour ce faire, il nous faut commencer par introduire une structure multi ­

modale S de la forme < T, W, (<I>l, <I>2), R >, où <pl et <I>2 sont des fonctions 
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telles que 1>i( w), pour i = 1, 2, est une relation binaire sur T. Les relations 

1>l(W), w E W, serviront à l'interprétation de 'F' et 'G' et les relations 1>2(W) , 

W E W, à l'interprétation de 'FP et 'G*'. Dans ce qui suit, <T>l( w) = -<w et 

cp2( w) = -<w. Nous dirons que -<west la restriction antiréflexive de -<w ssi 

s -<w t ssi s -<w t et s :;z:::.t, 

c'est-à-dire -<w = -<w \{(t, t) : tE T}. Nous dirons que S est une structure pré­

ockhamiste si 

(PO) Pour tout w E W, -<west la restriction antiréflexive de -<w 

Nous démontrerons que (PO) est définissable. 

Avant de démontrer ceci, nous devons d'abord préciser le langage et la 

sémantique des structures pré-ockhamistes. Appelons Lo le langage dont nous 

venons de discuter, c'est-à-dire le langage généré par les clauses: 

avec 

x = H, G, Ho. ou Go. 

y = H*, G*, Ho.* ou Go.* 
et où p E Prop~l' w E Nomo et lX E Noml. Les modalités 'X' et 'Y' sont de 

rang 1 et la modalité (constante) 'D'est de rang 2. L'ensemble de toutes les 

formules de Lo est dénoté par Formo' Nous interprétons ce langage dans un 

modèle dit pré-ockhamiste. Un modèle pré-ockhamiste M est une paire < S, 

val>, où S = < T, W, (1)1, 1>2), R > est une structure pré-ockhamiste et val 

est une valuation pour Lo. Les clauses sémantiques de Lo sont dérivées de 

celles de LT~2 et de la discussion précédente, dont voici celles qui concernent 

les modalités: 

(t, w) If--- @w'P ssi (val(w), w) If--- 'P 

(t, w) If--- @o.'P ssi (t, val( lX)) If--- 'P 

(t, w) If--- H'P ssi (s, w) If--- 'P, pour tout sET tel que s -<w t 

(t, w) If--- Ho.'P ssi (s, w) If--- 'P, pour tout sET tel que s -<val(Q) t 

(t, w) If--- G'P ssi (s, w) If--- 'P, pour tout sET tel que t --<w s 

mailto:If---@o.'P
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(t, w) If- Gc/P ssi (s, w) If- <p, pour tout sET tel que t -<val(o:) s 

(t, w) If- H*<p ssi (s, w) If- <p, pour tout sET tel que s -<w t 

(t, w) If- Ho.*<p ssi (s, w) If- <p, pour tout sET tel que s -<val(Ci) t 

(t, w) If- G*<p ssi (s, w) If- <p, pour tout sET tel que t -<w s 

(t, w) If- Go.*<p ssi (s, w) If- <p, pour tout sET tel que t -<val(o.) s 

(t, w) If- [J<p ssi (s, v) If- <p, pour tout (s, v) E Tx W tel que (s, v) R( t, w) 

Ces clauses garantissent une extension dans Tx W à chaque formule de Lo. 

Nous prétendons que la condition définissante des structures pré­

ockhamistes (PO) est définissable par les schèmes suivants: 

(incl) H*<p ---., H<p 

(refl) P*<p /\ H-,<p ---., <p 

(aref) w ---., -,Pw 

Nous montrerons que le schème (incl) définit la condition -<w C -<w, le schème 

(refl) la condition que -<w se distingue de -<w seulement sur des points réflexifs, 

et le schème (aref) la condition que -<west antiréflexive. Il n'est pas difficile de 

montrer que des relations -<w et -<w satisfont ces trois conditions si et seule­

lIlent si -<west la restriction antiréflexive de -<w. 

Proposition 10.5.1 

Une structure S = < T, W, (1)1, 1>2), R > valide les schèmes (incl) , (refl) et
 

(aref) si et seulement si elle satisfait (PO).
 

PREUVE. Nous montrons que (incl) , (refl) et (aref) définissent les trois condi­


tions du paragraphe précédent respectivement.
 

(incl) Remarquons d'abord que (t, w) If- H*-,'ljJ ---., H-,'ljJ
 

ssi (t, w) If- P'ljJ ---., P*'ljJ
 

ssi (t, w) If- P'ljJ :::} (t, w) If- P*'ljJ
 

ssi ::1s [s -<w t & (s, w) If- 'ljJ] :::} ::1s [8 -<w t & (8, w) If- 'ljJ]
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Si -<w C -<w, cette implication est vraie. Supposons qu'une structure valide le 

schème (incl) mais que -<w ri- -<w, c'est-à-dire qu'il existe s, t tels que s -<w t 

mais non-[ s -<w t]. Posons 'ljJ = w(s). Par l'implication ci-dessus, nous obte­

nons que s -<w t. Contradiction. 

(refl) Nous avons que (t, w) If- P*<p /\ H-,<p ~ <p 

ssi (t, w) If- P*<p /\ H-,<p => (t, w) If- <p 

ssi [( t, w) If- P*<p & (t, w) If- H-,<p] => (t, w) If- <p 

ssi [:3s[s -<w t& (s, w) If- <pl & Vs[s -<w t => (s, w) JjL <pl] => (t, w) If- <p 

Si -<w ne se distingue de -<w que par des points réflexifs, cette implication est 

vraie. Supposons qu'il existe une structure qui valide (refl) mais pour laquelle 

-<w se distingue de -<w par plus que les points réflexifs. Il existe donc s, t tels 

que s 7: t et s -<W t mais non-[ s -<w t]. En posant <p = w( s) dans l'implication 

ci-dessus, nous obtenons 

s -<w t& non-[s -<w t] => t = s, 

ce qui contredit notre hypothèse de départ.
 

(aref) La preuve du résultat pour ces schèmes a déjà été donnée au chapitre 7,
 

section 7.5.
 

Ce qui complète la démonstration. ~ 

La conséquence de cette proposition est que la paire de fonctions (cpl, cp2) 

d'une structure pré-ockhamiste S = < T, W, (1)\ 1>2), R > est entièrement 

spécifiée par la deuxième composante 1>2, et donc nous représenterons S dé­

sormais par < T, W, 1>, R >, où 1> tiendra lieu de 1>2. 

Il est important maintenant de revenir à la notion de Kamp-validité. Si 

nous avons introduit les structures pré-ockhamistes, c'était pour définir la 

formule 

K = P*T v F*T 

qui est vraie à un point (t, w) si et seulement si t est un instant de l'histoire 

w. Cette formule nous permettra notamment de définir une notion de Kamp­
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satisfaction. Soient M un modèle pré-ockhamiste, E c Formo et cp E Formo. 

Nous définissons la Kamp satisfaction 'If-l(' comme suit: 

M, (t, w), E If-l( cp ssi M, (t, w), ri, If- E =? M, (t, w), ri, If- cp 

En particulier, si E = 0, nous avons: 

M, (t, w) If-J( cp ssi M, (t, w) If- ri, ---7 cp 

Nous définissons la Kamp validité et la Kamp conséquence, que ce soit dans 

un modèle, une structure ou une classe de structures, de la manière habituelle. 

On remarquera que la notion de Kamp-satisfaction comporte certains aspects 

surprenants: si t tJ. Tw' alors (t, w) If-I( ..1. Ceci exprime tout simplement le 

fait que la Kamp-satisfaction ne pose aucune contrainte lorsque t n'appartient 

pas à l'histoire w. Une classe de structures .R est dite Kamp-définissable s'il 

existe un ensemble E c Formo tel que S E .R ssi S If- E. Il est clair, donc, que 

si .R est Kamp-définissable alors .R est définissable tout court, en l'occurrence 

par l'ensemble {K, ---7 cp : cp E E}. 

Nous définissons maintenant une structure ockhamiste. Si S est la struc­

ture pré-ockhamiste < T, W, <P, R >, pour tE Tet w E W, posons: 

Tw = {t ET: :Js E T tel que t ---<w sou t ---<w s} 

Wt = {w E W: t E Tw} 

Nous dirons que S est une structure ockhamiste ssi : 

(01)	 Pour tout w E W, ---<"'est une relation antisymétrique, transitive, sans 

bifurcations et n'ayant qu'une seule composante connexe 

(02)	 Pour tous s, tE Tet w, v E W, (t, w)R(s, v) =? t = s 

(03)	 Pour tout tE T, Rt c Wtx Wt 

(04)	 Si Rt(w, v), alors {s E Tw : s ---<w t} = {s E TI!: s ---<v t} 

(05) Si RJ w, v), alors R,( w, v), pour tout s ---<w t 

La première condition stipule qu'une histoire est linéaire et unique; la 

deuxième que, si une paire instant-histoire est accessible depuis une autre, ils 

partagent le même instant; la troisième que la possibilité au temps t n'est dé­

finie que pour les histoires passant par t; la quatrième que, si une paire ins­
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tant-histoire est accessible depuis une autre au temps t, ils partagent la même 

histoire avant t; et la cinquième que, si une paire instant-histoire est accessi­

ble depuis une autre au temps t, elle l'était également à tous les instants pré­

cédents. 

Nous voulons montrer que ces conditions sont définissables; en fait, nous 

montrerons qu'elles sont Kamp-définissables. Nous prétendons que (01) est 

Kamp-définissable par 

(asym) (P*w Î\ F*w) ~ w, w E Nomo 

de même que les schèmes (4), (sbif) et 

(conx) @~K, @uK, ~ @f'(P*V v v v F*v), f.1, v E NomoÎ\ 

Nous prétendons ensuite que (02)-(05) sont Kamp-définissables par 

(ock2) Ow ~ w, w E Nomo 

(ock3) OK, 

(ock4) 00. ~ (Prp B P",rp) , a E Nom[ et rp E FCono 

(ock5) 00. ~ HOa, a E Nom1 

FCono est l'ensemble des formules constantes de La (des formules sans moda­

lités variables). 

Nous avons: 

Proposition 10.5.2 

(a)	 (asym), (4), (sbif) et (conx) Kamp-définissent (01) 

(b)	 (ock1)-(ock5) Kamp-définissent (02)-(05) respectivement 

PREUVE. Puisqu'il s'agit de Kamp-définissabilité, nous supposerons dans la 

suite que t E Tw' 

(a) (asym) Il suffit de remarquer que	 (t, w) If- (P*w Î\ F*w) ~ w 

ssi (t, w) If- P*w Î\ F*v :::} (t, w) If- w 

ssi t ---<w val(w) & val(w) ---<w t:::} t = val(w) 

Cette dernière condition est validée par et définie une relation antisymétrique. 
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(4) & (sbif) La preuve du résultat pour ces schèmes a déjà été donnée au cha­


pitre 7, section 7.5.
 

(conx) Soient r = val(\-L) et s = val(v).Nous avons que (t, w) If- (conx)
 

ssi (t, w) If- @ft"" 1\ @v"" =} (t, w) If- @11(P*V v v v F*v)
 

ssi [(r, w) If- "" & (r, w) If- K] =} (r, w) If- (P*v v v v F*v)
 

ssi [3r' [r' --<.W r ou r' --<.W r] & 3 s' [ s' --<.w s ou s --<.w s'] ]
 

=} [s --<.W r ou r = s ou r --<.W s] 

L'antécédent stipule que r et s appartiennent à des composantes connexes de 

--<.w, et le conséquent que r et s sont comparables selon --<.W. Le résultat découle 

de cette observation. 

(b) (ock2) Il suffit de remarquer que (t, w) If- OW ~ w 

ssi (t, w) If- OW =} (t, w) If- w 

ssi [3(s, v) tel que (t, w)R(s, v) & s = val(w)] =} [t = val(w)] 

Ce qui nous permet de constater que (ockz) est valide dans une structure sa­

tisfaisant (02). Par ailleurs, supposons qu'une structure valide (ock2) mais 

que non-[\I(s, v) [(t, w)R(s, v) =} t = s], alors il existerait (s, v) tel que 

(t, w)R(s, v) & S7= t 

Mais ceci impliquerait que s = val(w) = t. Contradiction. 

(ock3) Supposons que Rt( w, v), avec t E T bien sûr. Nous avons que w 

(t, w) If- 0"" ssi (t, v) If- "", pour tout v tel que Rt( w, v)
 

ssi (t, w) If- F*T v P*T, pour tout v tel que Rt( w, v)
 

ssi 3s [s --<.v t ou t --<.v s], pour tout v tel que Rt( w, v)
 

ssi v E Wt
 

(ock4) Montrons maintenant que la validité de 00. ~ (Pep f-+ Po.ep) dans S en­

traîne que, pour tous t E Tet w, v E W, 

Rt(w, v) =} Tw(t) = Tu(t) , 

où Tw(t) = {s E Tw : s --<'w t}. Supposons que Rt(w, v), et soit 0. = o.(v). Nous 

avons donc que (t, w) If- 00.. Puisque S valide (ock4), nous avons 

(t, w) If- 00. ~ (Pep f-+ Po.ep) 
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ssi (t, w) If- Hp B Po.!fJ
 

ssi [(t, w) If- P!fJ {:::> (t, w) If- Po.!fJ]
 

ssi:::ls E T[s ---<w t & (s, w) If- !fJ] {:::>:::l"" E T[s ---<v t & (s, w) 1f-!fJ]
 

Soit t' E T tel que t' ---<tu t, et posons !fJ = w(t'). Nous avons alors que 

:::ls E T[ s ---<w t & s = t'] {:::> :::ls E T[ s ---<v t & s = t']. 

De même, si t" E T est que t" --<v t et si !fJ = w( t"), alors 

:::ls E T[ s --<lU t & s = t"] <=? :::ls E T[ s ---<v t & s = t"]. 

Ce qui démontre Ttu( t) = Tu( t). Démontrer que (ock4) est valide dans une 

structure satisfaisant (04) est encore plus simple. 

(ocks) Montrons enfin que la validité de Oa ---., HOa dans S entraîne que, pour 

tous t E T et w, v E W, 

RJ w, v) =? Rs(w, v), si s --<w t 

Supposons que Rl w, v). Posons a = a(v). Nous avons que 

(t, w) If- Oa ---., HOa
 

ssi (t, w) If- HOa
 

ssi (s, w) If- Oa, pour tout s ---<lU t
 

ssi :::lu [Rs(w, u) & (s, u) If- a], pour tout s ---<w t
 

ssi R,( w, v), pour tout s ---<lU t
 

Démontrer que (ocks) est valide dans une structure satisfaisant (05) est en­

core plus simple. 

D'où le résultat. ~ 

Il reste cependant à déterminer si la condition (Max) est définissable. Nous
 

avions vu que cette condition n'est pas rencontrée en général par une struc­


ture de Kamp, mais qu'elle était une condition nécessaire à la conversion
 

d'une structure de Kamp en une structure de Burgess. Pour les structures
 

ockhamistes, elle s'énonce comme suit:
 

(lVIaxo) Vs [t --<lU s =? Rs(w, v)] ssi Vs [t ---<v s =? Rs(w, v)]
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L'écriture plus complexe s'explique par le fait que nous ne disposons plus des
 

ensembles Tw, d'où la nécessité d'employer l'expression 't --<x s =?'. Il se trouve
 

que cette condition est, elle aussi, définissable aussi clans le langage Lo' Po­


sons
 

(max) Oa ~ (GOa B Ge<Oa), a E Nom[
 

Nous avons:
 

Proposition 10.5.3 

Soit S une structure ockhamiste. Nous avons que S If-I( (max) ssi S satisfait la 

condition (Maxo)' 

PREUVE. Soit (t, w) E Tx W. Si non-Rt(w, val(a)), alors (t, w) If-- max(a) car 

(t, w) W Oa. Supposons donc que Rt(w, val(û.)). Nous avons que 

(t, w) If-- Oa ~ (GOa B Ge<Oa)
 

ssi (t, w) If-- GOa B Ge<Oa
 

ssi [( t, w) If-- GOa {:::> (t, w) If-- G(\Oa]
 

ssi [Vs [t --<w s =? Rs( w, v)] {:::> Vs [t --<v s =? Rs( w, v)]]
 

Cette observation nous permet de déduire le résultat. ~ 

Nous définissons un dernier type de structures, la structure dite kampienne.
 

Une structure kampienne est une structure ockhamiste S = < T, W, <P, R >
 

telle que
 

(OK) RI est une relation d'équivalence (sur Wt)
 

Un modèle kampien est un modèle ockhamiste basé sur une structure kam­


pienne. Nous savons que cette condition est (Kamp-)définissable par les schè­


mes:
 

(ok) Da ~ a, Da ~ LIDa & Oa ~ DOa, a E Nom[
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Ce sont les structures kampiennes qui peuvent être converties en structures de 

Kamp et vice versa. En effet, S peut être convertie en la structure de Kamp 

K(S) = < Tg, Ws, ~ > en posant 

Ts(w) = < Tw, --<10 > 
Ws = W 

w ~t v ssi RJ w, v) 

Il est clair que K(S) est une structure de Kamp. Par ailleurs, la structure de 

Kamp K = < T, W, ~ > peut être convertie en la structure kampienne S(K) 

= < TK , WK , 1>, R > en posant 

TK = T = U'lJEwTw 

WK = W 

1>( w) = la clôture réflexive de --<10 dans Tw 

Rt(w, v) ssi W ~t v 

On peut vérifier que S(K) est une structure kampienne sans difficultés. Nous 

avons également que S(K(S)) = S et que K(S(K)) = K. 

Nous avons le nécessaire pour montrer que la satisfaction dans une struc­

ture de Kamp est traduisible en satisfaction dans une structure kampicnnc. 

Pour ce faire, il faut mettre sur pied une certaine fonction de traduction Trad 

permettant de traduire les formules de Lp en formules de La. Soit '0 une fonc­

tion injective de Propp dans ProPl et soit Pp l'image de Propp par '0 dans 

Propo; '0 est donc une bijection entre ProPp et Pp. Nous définissons Trad: 

Formp ~ Forma de la manière suivante: 

Trad(p) = '0(p) 

Trad (.<p) = ---,Trad(<p) 

Trad(<p 1\ 'IjJ) = Trad(<p) 1\ Trad('IjJ) 

Trad(P<p) = PTrad(<p) 

Trad(F<p) = FTrad(<p) 

Trad(O<p) = OTrad(<p) 

Toute formule de Lp est donc associée, via Trad, à une formule de La. 
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Il reste à convertir une valuation de Lp en une valuation de Lü et nous se­

rons en mesure d'établir notre résultat. Soit K est une structure de Kamp. Si 

va4<: Propp --7 p( Tx W) est une valuation de Lp sur K, alors nous définissons 

vals(K) comme une valuation de Lü sur S(K) telle que 

(t, w) E vals(K/fJ(p)) ssi (t, w) E valK(p) , 

pour tout p E Propp (les valeurs de vals(K) sur les variables qui ne sont pas 

dans Pp importent peu pour la suite). Ici nous rencontrons un problème appa­

renté à celui de la Kamp-validité plus haut. Il y a une légère divergence entre 

la validité d'une formule dans une structure de Kamp, d'une part, et la validi­

té de cette même formule dans une structure kampienne, d'autre part. Cette 

différence tient à la présence d'une contrainte sur les valuations chez les mo­

dèles de Kamp (la condition (K5)) qui n'a pas sa contrepartie chez les modè­

les kampiens. Si M = < K, va4< > est un modèle de Kamp, (K5) eXIge que 

va4< satisfasse la condition: 

(t, w) E va4«p) & Rt(w, v) :::} (t, v) E va4«p) , 

ce qui n'est pas exigée de la valuation d'un modèle kampien. Si nous 

n'imposons pas de condition analogue sur les valuations d'un modèle kampien, 

nous n'obtiendrons pas le résultat de traduction recherché. Appelons la valua­

tion vals d'un modèle kampien N = < S, vals > normale si elle satisfait la 

condition: 

(KN) Rlw, v) :::} [(t, w) E vals(p) {:} (t, v) E vals(p)] 

Nous dirons que modèle kampien est normal si sa valuation est normale. Nous 

allons donc modifier notre notion de validité dans une structure kampienne en 

restreignant les valuations admissibles à la classe des valuations normales; 

autrement dit, une formule sera valide si 

< S, vals>, (t, w) IrK cp, pour toute valuation normale vals 

Cette nouvelle notion de validité serait sans intérêt si elle n'était pas définis­

sable. Or, il se trouve que la classe des modèles normaux est définissable par 

le schème 
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(kn) p ~ Op, P E ProPl 

Par ailleurs, toutes conditions dont nous avions discuté dans cette section 

sont définissables avec de::; valuations normales seulement. 

En	 effet, nous avons: 

Proposition 10.5.4 

(a)	 Les conditions de structures qui ont fait l'objet des propositions précéden­

tes sont définissables avec des valuations normales. 

(b)	 La classe des modèles kampiens normaux est définissable par (lm). 

(c)	 Si M = < K, va4< > est un modèle de Kamp, alors N = < S(K), valS(K) > 

est un modèle kampien normal. 

PREUVE. (a) Nous avons pu définir ces conditions avec des instances de schè­

mes dans lesquelles il n'y avait que des nominaux (ou) à la limite, des varia­

bles propositionnelles de ProPo) , donc ces preuves ne sont pas affectées par la 

restriction aux valuations normales. 

(b) Soit M = < S, val> un modèle kampien. Supposons que (t, w) E val(p). 

Nous avons donc que M,	 (t, w) If- p ~ Op 

ssi M, (t, w) If- Op 

ssi M, (t, v) If- p, pour tout v tel que Rt( w, v) 

ssi (t, v) E val(p), pour tout v tel que Rt( w, v) 

(c) Direct. ~ 

Nous avons donc: 

Proposition 10.5.5 

Soient M = < K, va4< > un modèle de Kamp. Pour tout (t, w) E Tx W tel 

que tE Tw ' nous avons: 

< K, va4< >, (t, w) If- tp ssi < S(K), valS(K) >, (t, w) If- Trad(tp) 
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PREUVE. La preuve se fait par induction sur la complexité des formules <p du 

langage Lp . Elle ne comporte aucune surprise. ~ 

Nous définissons la nouvelle notion de conséquence résultant de ces considéra­

tions : pour S une structure kampienne et pour E c Formo et <p E Formo , 

S, E If--[(N <p ssi < S, val >, E If-- l ( <p, pour toute valuation normale val 

En particulier, si E = 0, nous obtenons: 

S If--](N <p ssi < S, val> If--]( <p, pour toute valuation normale val 

Si K est une classe de structures kampiennes, 

K, E If--KN <p ssi S, E If--[(N <p, pour toute structure S E K 

Corollaire 10.5.6 

(a)	 Soit st une classe de structures de Kamp et soit 

S(st) = {S(K) : K E st} 

la classe correspondante de structures kampiennes. Nous avons alors que 

st, E If-- <p ssi S(st), E If-- KN Trad(<p) 

(b) La logique de Lp dans les structures de Kamp est la logique de Trad(Lp ) 

dans les structures kampiennes, c'est-à-dire
 

E If-- <p ssi E If--](N Trad( <p)
 

PREUVE. (a) Posons <pl = Trad(<p) et E' = Trad(E). Nous avons que 

st, E If-- <p q. S(st), E' If--J(N <p' 

ssi non-[st, Elf-- <pl q. non-[S(st), E'lf--](N <p'] 

D'une part, nous avons que non-[ st, E If-- <p] 

ssi::lM = < K, va4< > tel que K E st et non-lM, (t, w), Elf-- <pl 

ssi ::lM = < K, va4< > tel que K E st, M, (t, w) If-- E et M, (t, w) J,1L <p 

ssi ::lM = < K, va4< > tel que K E st, M, (t, w) If-- EU {'<p} 

Ici, t E Tw car il s'agit de la validité dans une structure de Kamp. Nous avons, 

d'autre part, que non-[ S(st) , E If--](N <pl] 
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ssi ::lN = < S, va~ > tel que N est normal, S E S(.R) et 

non-lN, (t, w), E' If--]< 'P'] 

Par ailleurs, non-[ N, (t, w), E' If-- K 'P'] 

ssi N, (t, w) If-- K E' et non-[ N, (t, w) If-- K 'P'] 

ssi N, (t, w) If-- K E' & N, (t, w) If-- K 1\ ''P' 

ssi tE Tw et N, (t, w) If-- E' U {''P'} 

Le résultat s'ensuit par la proposition précédente. 

(b) En posant .R = la classe de toutes les structures de Kamp, nous avons, par 

la partie (a), que 

E If-- 'P ssi S(.R), E If--KN Trad('P) 

Si nous montrons que S(.R) = la classe de toutes les structures kampiennes, 

nous aurons terminé. Soit S une structure kampienne quelconque. Nous sa­

vons que K(S) est une structure de Kamp et que S(K(S)) est une structure 

kampienne. Or, S(K(S)) = S et S(K(S)) E S(.R). ~ 

10.6 Axiomatisation et complétude 

Nous démontrons ici que les logiques des structures kampiennes et ockhamis­

tes sont axiomatisables. Il « suffit» de montrer que les nombreux schèmes de 

formules définissant les différentes propriétés de ces structures sont canoni­

ques pour ces propriétés. Nous montrerons d'abord que 

(incl) H*'P ~ H'P 

(ren) P*'P 1\ H,'P ~ 'P 

(aref) w ~ ,Pw 

sont canoniques pour les propriétés respectives qu'elles définissent (voir plus 

haut). Ensemble, celles-ci caractérisent les structures pré-ockhamistes. Nous 

montrerons ensuite que les schèmes 'K ~ X' où X est 

(asym) (P*w 1\ F*w) ~ w, W E Nomo 

(4), (sbif) et 
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(conx) @11"" /\ @v"" ~ @11(P*V v v v F*v), ~, v E Nomo 

sont canoniques pour l'antisymétrie, la transitivité, l'absence de bifurcations 

et la présence d'une seule composante connexe respectivement. Nous montre­

rons aussi que les schèmes '"" ~ X' où X est 

(ock2) Ow ~ W, w E Nomo 

(ock3) 0"" 

(ock4) Oa ~ (Hp B Po<p), a E Nom1 et <p E FCono 

(ock5) Oa ~ HOa, a E Nom1 

(max) Oa ~ (GOa B GoOa), a E Nom1 

sont canoniques pour les propriétés (02)-(05) et (Maxo) respectivement. En­

fin, nous montrerons que ("" ~ X' où X est 

(ok) Da ~ a, Da ~ []Da & Oa ~ DOO'., 0'. E Nom1 

(lm) p ~ Op, P E ProPl 

sont canoniques pour la propriété que Rt est une relation d'équivalence et la 

propriété d'une valuation normale. 

Proposition 10.6.1 

Les schèmes sont canoniques pour les conditions qu'ils définissent. 

PREUVE. Dans ce qui suit, E est un ensemble maximalement consistant de 

formules de Lo, celui à partir duquel nous construisons un modèle canonique. 

(incl) Soient w, ~ E Nomo et a E Nom1. Il faut montrer que 

@wPo~ E E =} @wPo*~ E E 

Or, f- H*-,~ ~ H-,~ par (incl) et donc f- @W@Q(H*-,~ ~ H-,~). !VIais 

f- @",@o(H*-'~L ~ H-,~) ~ @W@Q(P~ ~ P*~)
 

~ (@",@oP~ ~ @w@oP*~)
 

~ (@wPo~ ~ @WPQ*~)
 

D'où le résultat.
 

(ren) Soient w, ~ E Nomo et a E Nom l . Il faut montrer que
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@wPa*f.L E E & @wPaf.L tj. E =? @wf.L E E 

Or, f- (P*f.L /\ H,f.L) ~ f.L par (refl) et donc f- @w@a((P*f.L /\ H,f.L) ~ f.L). Mais 

f- @w@a(P*f.L /\ H,f.L) ~ f.L) ~ ((@w@aP*f.L /\ @w@aH,f.L) ~ @w@af.L)) 

~ ((@wPa*~l /\ '@wPaf.L) ~ @wf.L) 

D'où le résultat.
 

(aref) Nous savons déjà que ce schème est canonique.
 

Les axiomes qui suivent sont tous de la forme 'K, ~ X'. Nous écrirons 'f-" X'
 

pour signifier que f- K, ~ X. Si (w, a) est un couple tel que @w@aK, E E, alors
 

(*) f-" X=? @w@aX E E.
 

Nous supposons dans la suite que @w@aK, E E (car, sinon, il n'y a rien à dé­


montrer).
 

(asym) Soient w, f.L E Nomo et a E Nom1. Il faut montrer que
 

@wPa*f.L E E & @IJ.Pa*w E E =? @wf.L E E 

Or, f- K (P*f.L /\ F*f.L) ~ f.L, par (asym), et donc @w@a((P*f.L /\ F*f.L) ~ f.L) E E, 

par (*). Mais 

f- @w@a((P*f.L /\ F*f.L) ~ f.L) ~ ((@w@aP*f.L /\ @w@aF*f.L) ~ @w@af.L)
 

~ ((@wPc,*f.L /\ @IJ.Pa*w) ~ @wf.L)
 

D'où le résultat. 

(4) et (sbif) La preuve dans ce cas a déjà été donnée. 

(conx) Soient w, f.L E Nomo et a E Nom[. Il faut montrer que 

[@w@aK, E E & @1,@aK, E E) =? [@wPa*f.L ou @wf.L ou @wFo.*f.L E E) 

Or, f-" (@wK, /\ @IJ.K,) ~ @jP*f.L v f.L v F*f.L) par (conx) et donc 

@W@c.((@wK, /\ @IJ.K,) ~ @w(P*f.L v f.L v F*f.L)) E E 

Mais 

f- @W@c.((@wK, /\ @~,K,) ~ @JP*f.L v f.L v F*f.L))
 

~ ((@w@a((@wK, /\ @IJ.K,)) ~ @w@a(P*f.L V f.L v F*f.L))
 

~ ((@W@o.K, /\ @1J.@c.K,) ~ (@w@aP*f.L V @w@af.L v @w@aF*f.L))
 

~ ((@W@(\K, /\ @1J.@aK,) ~ (@wPa*f.L V @wf.L V @wFc.*~l))
 

D'où le résultat. 
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(ock2) Soient (w, a), (~, ~) E Nom1. Supposons que @w@"O(~ /\ ~) E E, il faut 

montrer que @w~ E E. Nous avons f-" O~ ----* ~ et donc @w@,,( O~ ----* ~) E E. Or, 

d'une part, nous avons 

et, d'autre part, 

f- @",@,,(O~ ----* ~) ----* (@w@"O~ ----* @W@(\~) 

----* (@w@"Oi-1 ----* @wi-1) 

Par conséquent, si @w@"O(i-1 /\ ~) E E, @wi-1 E E. 

(ock3) Soient (w, a) E Nom[ tel que @w@"K E E. Nous devons montrer que 

@",@"O~ E E =? @w@~K E E 

Nous avons f-" OK et donc @w@",OK E E. Puisque @w@",O~ E E, nous avons 

que @w@r;K E E. 

(ock1) Soient w, ~ E Nomo et a E Nom1. Il faut montrer que si @w@",O~ E E, 

alors les ensembles 

T"	 = {i-1 E Nomo: @",P"i-1 E E}
 

= {~ E Nomo: @wPI3i-1 E E}
T13 

sont égaux. Soit i-1 E Nomo, nous avons 

f- @w@",O~ /\ @w@,,(O~ ----* (P~ ~ Pr;~)) 

----* @w@,,(Pi-1 ~ P 13 i-1) 

----* @w@"(P",i-1 ~ Pyi-1) 

----* (@",@"P"i-1 ~ @w@"PrJi-1) 

----* (@w P"i-1 ~ @wPI3i-1) 

Donc, @wP,,~ E E ssi @wPI3~ E E, c'est-à-dire T" = T13 . 

(ock5) Soient w, i-1 E Nomo et a, ~ E Nom1 tels que @w@"O~, @wP",i-1 E E. Nous 

voulons montrer que @l'@,,O~ E E. Nous avons 

f- @w@",O~ /\ @w@",( O~ ----* HO~) 

----* @w@",HO~ 

----* @w@"H",O~ 

----* @wH"@"O~ 
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Donc, @wH('(@('(OB E E. De même, 

f- @wP('(f.L 1\ @wHo:@o: OB ~ @wPo:(f.L 1\ @o:OB) 

~ @wP('(@~@('(OB 

~ @w@~@o::OB 

~ @~@o:OB 

Donc, @~@o:OB E E. 

(max) Soient w, f.L E Nomo et a, B E Nom[. Nous voulons montrer que 

'v'f.L [@wF('(f.L E E => @~@('(00 E E] q 'v'f.L [@wF~f.L E E => @~@o:OB E E] 

Supposons que 

@wFnf.L => @~@o::OB E E, 

pour tout f.L E Nomo. Tout d'abord, 

@wFnf.L => @~@('(OB E E, pour tout f.L E Nomo,
 

ssi OB E E(I-1, a), pour tout 1-1 tel que Po::(w, 1-1)
 

ssi G",OB E E(w, a)
 

ssi @w@o:Go:OB E E
 

ssi @wGo::@('(OB E E
 

D'autre part, nous avons que 

f- @w@o:OB 1\ ~ @w@o:(OB ~ (GOB B G~OB))
 

~ @w@o::( G00 B G~OB)
 

~ @w@o::( GnOB B G~OB)
 

~ (@wGo:@o:OB B @wG~@o:OB)
 

Donc, @wG~@nOB E E. Mais ceci signifie que 

@wFBI-1 => @~@o:OB E E, pour tout 1-1 E Nomo· 

L'autre direction se démontre de manière symétrique. 

(ok) Ce résultat est connu. 

(kn) Il faut montrer que la valuation valE du modèle canonique est normale, 

c'est-à-dire que, pour p E ProPl' il faut montrer que 

@w@C\p E E & @w@('(OB E E => @w@r3P E E 

Nous savons que f- '" p ~ Op, et donc que @w@('«(p ~ Op) E E. Mais 

mailto:f-@wP('(f.L
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f- @w@û(p ~ Op) ~ (@w@cJ7 ~ @w@ûDp) 

Par conséquent, @w@oOp E E. Puisque @w@û00 E E, il s'ensuit alors que 

@w@pP E E. ~ 

Théorème 10.6.2 

La logique des structures de Kamp est axiomatisable.
 

PREUVE. Conséquence de la proposition précédente et du corollaire 10.5.5 ~
 



Chapitre Il 
Paris en bouteille 

Si Adam avait été homosexuel, personne ne serait là pour le dire. 
Oscar Wilde 

Nous voulons faire ici pour la logique des conditionnelles contrefactuelles de 

Lewis (1973) ce que nous avons fait au chapitre précédent pour la logique 

temporelle et aléthique : montrer que la sémantique des sphères de Lewis est 

un cas particulier de la sémantique des structures relationnelles d'ordre supé­

rieur. Plus précisément, nous définirons une certaine classe de SROS qui cor­

respondra à la classe des systèmes de sphères de Lewis (les structures qu'il 

utilise pour définir la sémantique des conditionnelles contrefactuelles), et nous 

montrerons comment convertir la sémantique de Lewis en UIle sémantique sur 

ces SROS. Nous établirons donc un certain nombre de résultats de conversion 

de structures et de traduction de formules, et nous clôturerons l'analyse en 

montrant que les V-logiques des conditionnelles contrefactuelles (cf. Lewis 

1973 : Chap. 6) sont en fait des cas particuliers de logiques de SROS. Les 

SROS constituent un cadre prometteur pour explorer des généralisations de la 

sémantique de Lewis, notamment une sémantique de conditionnelles contre­

factuelles temporalisées (comme celle développée par Thomason & Gupta 

1981), ce que je n'ai malheureusement pas eu le temps de faire dans ce chapi­

tre. 

335
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11.1 Les conditionnelles contrefaetuelles de Lewis 

Pierre angulaire dans l'énonciation des lois universelles, des relations causales 

et des jugements hypothétiques, aucun connecteur n'a suscité autant de dé­

bats en philosophie que la conditionnelle « si ... alors», comme en témoigne 

d'ailleurs l'abondante littérature sur le sujet (cf. l'anthologie de Bennett 2003 

et la synthèse de Edgington 2006). La conditionnelle « si ... alors» comporte 

en réalité plusieurs sous-variétés, dont certaines sont plus problématiques que 

d'autres. Parmi les conditionnelles ayant généré le plus de difficultés, l'on re­

trouve sans conteste la conditionnelle dite contrefactuelle ou contraire aux 

faits, reconnaissable le plus souvent en français par l'usage du plus-que-parfait 

dans l'antécédent et du conditionnel passé dans le conséquent: 

(1) Si Obama avait choisi un autre colistier, il n'aurait pas été élu 

Ce qui rend la conditionnelle contrefactuelle problématique est le fait que son 

évaluation requiert des états de choses, ou des faits, non-actuels. 

Le problème consistant à trouver une formalisation convenable de la sé­

mantique des énoncés conditionnels (contrefactuels ou pas) existe depuis que 

la conditionnelle matérielle a vu le jour, car les conditions de vérité de cette 

dernière servent très mal notre compréhension intuitive de la conditionnelle en 

général. Celles-ci mènent à des conséquences contre-intuitives bien réperto­

riées, et bon nombre d'entre elles semblent découler de l'indépendance trop 

grande permise entre l'antécédent et le conséquent. Par exemple, la condi­

tionnelle 

(1.1) Si Harper est le Premier ministre du Canada (PMC), alors Obama 

est le Président des États-Unis (POTUS) 

est vraie selon les conditions de vérité de la conditionnelle matérielle 

(l'antécédent et le conséquent sont vrais) et, pourtant, nous pourrions légiti­

mement la considérer comme fausse (ou à tout le moins douteuse), en ce sens 

qu'il ne semble pas y avoir de lien de conséquence entre le fait que Stephen 

Harper soit PMC et le fait que Obama soit POTUS. Pour corriger ce pro­
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blème d'indépendance, on a proposé de représenter la conditionnelle logique­

ment comme une conditionnelle matérielle précédée d'une modalité de nécessi­

té. L'énoncé (1.1) s'écrirait alors comme 

(1.2) D(Harper est PMC ~ Obama est POTUS)
 

où 'D'est une modalité de nécessité et '~' est la conditionnelle matérielle.
 

Cette nouvelle conditionnelle, appelée conditionnelle stricte, évite la difficulté
 

précédente, car (1.2) est faux: en effet, il existe un monde possible où Ste­


phen Harper est toujours le PMC mais où John McCain est POTUS (donc
 

l'implication (1.1) est fausse dans ce monde et cela entraîne que (1.2) est faux
 

tout court). Mais la conditionnelle stricte n'est pas sans problèmes non plus.
 

Si nous comprenons
 

(1.3) Si Barack Obama est assassiné, Joe Biden deviendra le Président
 

comme la conditionnelle stricte
 

(1.4) D(Obama est assassiné ~ Biden devient Président)
 

alors (1.3) sera vraisemblablement fausse si 'D' traduit une notion de nécessi­


té suffisamment forte. Nous pourrions imaginer une situation possible où Oba­


ma et Biden sont tous les deux victimes d'un attentat, ce qui rendrait
 

l'antécédent de (l.4) vrai et son conséquent faux. Cependant, cette situation
 

est moins possible que d'autres où seulement Obama est assassiné, car le pré­


sident et le vice-président sont toujours censés voyager séparément. Suppo­


sons pour les besoins de la cause toutefois que la modalité de nécessité 'D'
 

rend (1.4) vrai, c'est-à-dire qu'elle inclut des possibilités où Obama est assas­


siné, mais seulement celles qui sont les plus rapprochées du monde actuel,
 

donc aucune où Obama et Biden sont assassinés. Considérons alors la condi­


tionnelle contrefactuelle
 

(1.5) Si Joe Biden et Obama sont assassinés, Sarah Palin ira sur la Lune
 

Si (1.5) se laisse traduire par la conditionnelle stricte
 

(1.6) D(Biden et Obama sont assassinés ~ Palin va sur la Lune) 
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alors (1.5) sera vraie en dépit du fait qu'elle est clairement (intuitivement) 

fausse. La conditionnelle (1.6) est vraie car nous avons supposé que la modali­

té 'D' n'était pas assez inclusive pour comprendre des possibilités où Biden et 

übama sont assassinés conjointement, donc (1.6) est vraie car l'antécédent de 

la conditionnelle matérielle est toujours faux. Mais (1.5) est clairement faux, 

car, dans les mondes les plus près du monde actuel où les deux sont assassi­

nés, Sarah Palin ne va pas ou n'ira pas sur la Lune; les possibilités où Palin 

va sur la Lune sont très éloignées de celles où übama et Biden sont assassi­

nés, encore plus éloignées du monde actuel que ces dernières ne le sont. 

Ces observations rendent clair le fait que la conditionnelle stricte n'est 

pas un bon candidat pour la traduction formelle de la conditionnelle contre­

factuelle. Elles nous montrent également que la conditionnelle contrefactuelle 

s'apparente davantage à une sorte de conditionnelle stricte variable. Pour que 

(1.4) ait les bonnes conditions de vérité, il faut que la modalité 'D' soit suffi­

samment inclusive pour comprendre des mondes où übama est assassiné mais 

assez restrictive pour exclure des mondes où übama et Biden sont assassinés; 

et pour que (1.6) ait les bonnes conditions de vérité, il faut que 'D' soit suffi­

samment inclusive pour comprendre des mondes où übama et Biden sont as­

si}ssinés mais assez restrictive pour exclure des mondes où Sarah Palin va sur 

la Lune. En somme, pour chaque conditionnelle, il faut que 'D' soit suffisam­

ment inclusive pour permettre à l'antécédent d'être vrai (si possible) mais 

guère plus. 

L'idée qu'une variation dans l'interprétation de 'D'influe sur les condi­

tions de vérité de la conditionnelle stricte 'D(<p ~ 'ljJ)' est illustrée par la fi­

gure ci-dessous. Si l'ensemble des mondes accessibles depuis w ne comprend 

pas de mondes où <p, comme c'est le cas pour (1), la conditionnelle sera trivia­

lement vraie. Si cet ensemble contient trop de mondes, comme c'est le cas 

pour (III), la conditionnelle stricte 'D(<p ~ 'ljJ)' sera falsifiée par des possibili­

tés très éloignées et impertinentes. Mais s'il contient seulement les mondes qui 
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sont suffisamment rapprochés, la conditionnelle stricte aura les mêmes condi­

tions de vérité que la conditionnelle contrefactuelle. 

5 / . 

2S1 ....... ."-'.
 

fwe we
 

.............
 

.. <p 
...........................
(1) 

(II) 

...........
 

S3 . 

we 

.\ 
.... ~. In 

......: . y 

.... .. 

............................................
 
(III) 

La valeur de vérité d'une conditionnelle à un monde w sera donc définie à 

l'aide d'un ensemble de voisinages emboîtés de plus en plus inclusifs autour de 

w, ce que Lewis appelle un système de sphères. Plus on monte dans la hiérar­

chie des sphères, plus les sphères englobent des mondes éloignés du monde 

actuel sur le plan métaphysique. Appelons un e-monde un monde possible où 

e. S'il existe une sphère S telle que tous les <p--mondes de S sont des 'l/J-mondes, 

alors le fait que les sphères soient emboîtées entraîne que toutes les sphères S' 
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(IV) (V) 

plus « proches» du monde actuel que 8 ont également cette propriété. En 

particulier, la sphère la plus rapprochée (si elle existe) contenant des <p­

mondes aura cette propriété. Nous arrivons donc ici une définition provisoire 

de la conditionnelle contrefactuelle : cette conditionnelle est vraie s'il existe 

une sphère contenant des mondes où l'antécédent '<p' est vrai et telle que tous 

les <p-mondes de cette sphère sont des mondes où le conséquent ''ljJ' est vrai. 

Le cas (IV) ci-dessus illustre une situation où une conditionnelle de cette for­

me est vraie, et le cas (V) une situation où elle est fausse. 

Nous transformons maintenant ces idées en définitions rigoureuses. Soit 

W un ensemble de mondes possibles. Un système de sphères sur West définie 

comme une fonction S : W ~ p(p( VV)) telle que 

(Sph) S(w) 7: 0 et < S(w), c > est un ordre total, 

pour tout w E W. Dans l'exposition philosophique des systèmes de sphères 

(1973 : 14), Lewis inclut également les conditions suivantes: 

(C) {w} E S(w), pour tout w E W, pour tout w E W 

(U) Si TC S(w), alors UT E S(w), pour tout w E W 

(n) Si T c S(w), alors nT E S(w), pour tout w E W 
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Nous dirons qu'un système de sphères S est centré ssi il satisfait (C), qu'il est 

fermé sous union ssi il satisfait (U), et qu'il est fermé sous intersection ssi il 

satisfait (n). Enfin, S est fermé tout court ssi il est fermé sous intersection et 

union. §w dénotera l'ensemble des systèmes de sphères sur W. Dans 

l'exposition formelle de ces idées (1973 : Ch. 6), les conditions (C), (U) et (n) 

ne font pas partie de la définition du système minimal. 

Les systèmes de sphères servent à exprimer la signification des formules 

d'un langage propositionnel LCD ayant pour connecteurs les conditionnelles 

'D~' et 'D:::}' de même que les connecteurs booléens habituels. Les clauses 

syntaxiques de LCD sont données par 

<p ::= -l 1 p 1 -,<p 1 <p ~ 'ljJ 1 <p D~ 'ljJ 1 <p D:::} 'ljJ 

où p est une variable propositionnelle de ProPCD' Un modèle M pour ce lan­

gage est une paire < S, val >, où S est un système de sphères et val est une 

valuation propositionnelle, c'est-à-dire val: ProPCD ~ p( VV). Les clauses sé­

mantiques pour les connecteurs booléens restent les mêmes, il suffit donc de 

préciser l'interprétation des conditionnelles dans M. Pour la première condi­

tionnelle : 

S, w If- <p D~ 'ljJ ssi 

(i) Aucune sphère de S(w) ne contient un <p-monde, ou 

(ii) Il existe une sphère 5 de S(w) qui contient un <p-monde et tout 

monde de 5 est un (<p ~ 'ljJ)-monde. 

Formellement, ces conditions se traduisent par 

(i) V5 E S(w)Vv E 5[ vW <pl 

(ii) :35 E S( w) [:3v E 5 [ v If- <p] & Vv E 5 [ v If- <p ~ 'ljJ] ] 

Pour la seconde conditionnelle: 

S, w If- <p O:::} 'ljJ ssi il existe une sphère 5 de S( w) qUI contient un <p­

monde et tout monde de 5 est un (<p ~ 'ljJ)-monde. 

Formellement, 

S, w If- <p D:::} 'ljJ ssi :35 E S(w) [:3v E 5[ v If- <p] & Vv E 5[ v If- <p ~ 'ljJ]] 
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Ces clauses déterminent la signification de toute formule de LeD' 

Lewis met à profit les connecteurs conditionnels 'D~' et 'D~' afin de 

donner une interprétation formelle à la conditionnelle « Si VJ, alors il se pour­

rait que 'IjJ » (pp. 21,25). Deux versions de cette conditionnelle sont offertes: 

VJ O~ 'IjJ =déf --.( VJ D~ --.'IjJ)
 

VJ O~ 'IjJ =déf --.( VJ D~ --.'IjJ)
 

et elles ont les conditions de vérité dérivées suivantes: 

S, w If- VJ O~ 'IjJ ssi 

(i) Il existe une sphère de S(w) qui contient un <p-monde, et 

(ii)	 Toute sphère S de S(w) qui contient un VJ-monde contient aussi 

un (<p /\ 'IjJ)-monde. 

S, w If- VJ O~ 'IjJ ssi toute sphère S de S(w) qUI contient un VJ-monde 

contient aussi un (VJ /\ 'IjJ)-monde. 

Ces deux nouvelles conditionnelles nous permettent notamment de définir 

'D~' en termes de 'D~' et vice versa: 

If- VJ O~ 'IjJ B (VJ O~ VJ ~ VJ O~ 'IjJ)
 

If- VJ D~ 'IjJ B (VJ D~ VJ ~ VJ D~ 'IjJ)
 

La liste initiale de nos connecteurs est donc redondante. 

Il est également possible de définir des notions de nécessité et de possibili­

té en termes de ces opérateurs (pp. 22, 30). Plus précisément, la nécessité et 

la possibilité externes sont définies comme suit: 

DVJ	 =déf --.VJ D~ 1.­

OVJ	 =déf --.D--.VJ (ou, de manière équivalente, VJ O~ T) 

La nécessité et la possibilité internes sont définies comme: 

• VJ =déf T D~ VJ (ou, de manière équivalente, OT /\ (T D~ VJ)) 

+<p =déf T O~ VJ (ou, de manière équivalente, OT ~ (T O~ VJ)) 

Il est facile de vérifier que : 

S, w If- DVJ ssi tout w E US( w) est un <p-monde 

S, w If- OVJ ssi il existe w E US( w) qui est un VJ-monde 
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s, w If- • cp ssi il existe SE S(w) non-vide ne contenant que des cp-mondes 

S, w If- +cp ssi tout SE S(w) non-vide contient un cp-monde 

Des connecteurs de possibilité comparée (~', '-<' et '~' peuvent également 

être interprétés dans les systèmes de sphères (p. 52) : 'cp ~ 'IjJ' signifie qu'il 

n'est pas moins possible que cp qu'il n'est possible que 'IjJ; 'cp -< 'IjJ' signifie qu'il 

est plus possible que cp qu'il ne l'est que 'IjJ; et 'cp ~ 'IjJ' signifie qu'il est aussi 

possible que cp qu'il l'est que 'IjJ. Dans le langage des sphères: 

S, w If- cp ~ 'IjJ ssi, pour toute sphère S de S(w), s'il existe un monde de S 

où 'IjJ est vrai, il existe un monde de S où cp est vrai. 

S, w If- cp -< 'IjJ ssi il existe une sphère S de S(w) qui contient un monde où 

cp est vrai mais aucun monde où 'IjJ est vrai. 

S, w If- cp ~ 'IjJ ssi, pour toute sphère S de S(w), il existe un monde de S où 

'IjJ est vrai si et seulement si il existe un monde de S où cp est vrai. 

Ce qui se traduit formellement par: 

S, w If- cp ~ 'IjJ ssi VS E S(w) [3v E S [v If- 'IjJ] :::} 3v E S [v If- cp]] 

S, w If- cp -< 'IjJ ssi 3S E S(w) [3v E S [v If- cp] & Vv E S [v j,jL 'IjJ ] ] 

S, w 1f- cp ~ 'IjJ ssi VS E S(w) [3v E S [ vif- 'IjJ ] <=> ::J v E S [ vif- cp ] ] 

Ici encore les connecteurs ne sont pas tous indépendants. Il se trouve que '~' 

et '-<' sont inter-définissables et le connecteur '~' peut-être défini en fonction 

de '~' ou de '-<'. En effet, une vérification simple nous donne que 

If- cp ~ 'IjJ H -.('IjJ -< cp) 

If- cp -< 'IjJ H -.('IjJ ~ cp) 

If- cp ~ 'IjJ H (cp ~ 'IjJ 1\ 'IjJ ~ cp) 

Par ailleurs, ces connecteurs sont suffisants expressifs pour définir les condi­

tionnelles contrefactuel1es plus haut. En effet, nous avons les équivalences sui­

vantes: 

If- cp D:::} 'IjJ H (cp 1\ 'IjJ) -< (cp 1\ -.'IjJ) 

If- cp D~ 'IjJ H Ocp ~ (cp D:::} 'IjJ) 

La réciproque est vraie aussi car: 
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If- rp ~ 'l/J B	 (rp v 'l/J) O=? rp 

If- rp --< 'l/J B (rp v 'l/J) D=? -,'l/J 
Lewis définira d'abord le système de dérivation pour la logique des condition­

nelles en termes du connecteur '~'. 

11.2 Caractérisation et axiomatisation 

Les conditionnelles peuvent prendre plusieurs formes selon les conditions qui 

sont imposées aux systèmes de sphères. Les conditions suivantes sont recen­

sées par Lewis (po 120) : 

(N) S est normal ssi 't/w E W{ US( w) :;é 0] 

(T) S est totalement réflexif ssi 't/w E W{ W E US( w) ] 

(W)	 S est faiblement centré ssi 

't/w E W[:JS E S(w) [S:;é 0] & 't/S E S(w) [S:;é 0 =? W E S]] 

(C) S est centré ssi 't/w E W [{w} E S( w) ] 

(L)	 S satisfait la condition limite ssi 

't/w E W't/rp E FormCD [[rp]1 US( w) =?0 

:JSE S(w) [[rp] . S&'t/TE S(w) [[rp] T=? Sc T]]]6D0 

(8)	 S satisfait la condition de Stalnaker ssi 

't/w E W't/rp E FormCD [[rp] . US( w) =? 

:3SE S(w) [:3VE W[Sn [rp] = {v}]] 

(U-)	 S est localement uniforme ssi 

't/w, v E W[ v E US(w) =? US(w) = US(v)] 

(U) S est uniforme ssi 't/w, v E W [US( w) = US( v) ]
 

(A-) S est localement absolu ssi 't/w, v E W[ v E US( w) =? S( w) = S( v) ]
 

(A) S est absolu ssi 't/w, v E W[ S( w) = S( v) ]
 

(UT) S est universel ssi 't/w E W [US( w) = W]
 

(WA) S est faiblement trivial ssi 't/w E W't/S E S( w) [S:;é 0 =? S = W]
 

GO X Y ssi X n Y += 00 
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(CA) S est trivialssi W= {w} & S(w) = {0, {w}} 

Il n'est pas très difficile de voir que 

(C) :::} (W) (A) :::} (A-) 

(W) :::} (T) (A) :::} (U) 

(T) :::} (N) (UT) Ç? (T) & (U) 

(8) :::} (L) (WA) Ç? (\IV) & (A) 

(8) & (W) :::} (C) (CA) :::} (WA) 

(U) :::} (U-) 

Les axiomes de LeD correspondant à ces conditions sont (p. 121) : 

Tableau 11.2.1 - Schèmes correspondant aux conditions 

CONDITION AXIOMES 

(N) N:T ...cl 

(T) T : O<p ~ <p 

(W) W : (O<p V • <p) ~ <p 

(C) C : +<p ~ <p 

(L) Rien 

(8) S : (<p 1\ 'l/J) ~ (<p 1\ ..'l/J) ~ ..O<p 

(U-), (U) U : O<p ~ OO<p & D<p ~ DD<p 

(A-), (A) A : <p ~ 'l/J ~ O(<p ~ 'l/J) & <p -< 'l/J ~ O(<p -< 'l/J) 

(UT) U&T 

(WA) W&A 

(CA) C&A 

Les conditions (U-) et (U) (resp. (A-) et (A)) sont axiomatisées par les mêmes 

axiomes parce que le langage LeD ne permet pas de les distinguer, la logique 

des structures satisfaisant (U-) est donc la logique des structures satisfaisant 

(U) et réciproquement (il en va de même pour (A-) et (A)). Par ailleurs, on 

remarquera l'absence d'axiomes pour caractériser les conditions (u) et (n). 
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Encore une fois, il se trouve que LeD est incapable de définir ces conditions et, 

par conséquent, ces conditions sont superfétatoires (p. 119, note en bas de 

page). 

Les systèmes de dérivation sont définis de la manière suivante : 

Axiomes. Il y quatre groupes d'axiomes, seuls ceux du quatrième groupe 

sont facultatifs: 

I. Toute instance de tautologie propositionnelle.
 

II. Les définitions des opérations: par exemple, de '0----7', 0=>', '0----7', 0=>',
 

'D', '.', '0', '+' '-<' et '~' en termes de '~'.
 

III. Les axiomes de transitivité et de connexité pour '~' :
 

(TR) ((<p ~ 'l/J) 1\ ('l/J ~ 8)) ----7 (<p ~ 8)
 

(CN1) (<p~'l/J)v('l/J~<p)
 

(CN2) (<p ~ (<p v 'l/J)) v ('l/J ~ (<p v 'l/J))
 

IV. Une sélection parmi les schèmes N, T, W, C, S, U et A.
 

Règles. Nous admettons les règles du modus ponens et de la possibilité 

comparée: 

(MP) Si f- <p et f- <p ----7 'l/J, alors f- 'l/J 

(PC) Si f- <p ----7 'l/J, alors f- 'l/J ~ <p 

Le système de dérivation de base A est celui qui n'a aucun schème du 

groupe IV; et si X est un ensemble de schèmes de IV, A + X désigne le sys­

tème de dérivation de base avec les schèmes de X. Si X est l'ensemble des 

conditions correspondant aux axiomes de X via le tableau 11.2.1, Lewis mon­

tre que A + X est un système de dérivation complet pour X. (Les règles et 

axiomes choisis sont ceux décrits dans la note en bas de page, p. 124, et non 

pas ceux de la p. 123.) 
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11.3 Structures relationnelles d'ordre supérieur de Lewis 

Notre tâche est maintenant de montrer que les systèmes de sphères sont des 

cas particuliers de SROS, et que le langage LCD est traduisible dans un frag­

ment de Lr. 

La tâche la plus difficile sera de faire ressortir le système de sphères S 

comme une collection de relations d'accessibilités binaires sur W. Soit n C 

Wx W une relation binaire sur W. Nous dirons que n est voisinage admissible 

pour S ssi 

n[w] = {v E W: n( w, v)} E S(w) 

pour tout w E W. Autrement dit, n est admissible si, pour tout w, le voisinage 

qu'il définit pour west une sphère de S(w). Il n'est pas difficile de montrer 

que de telles relations existent. Soit Ns l'ensemble de toutes les relations ad­

missibles pour S. Nous dirons que Ne Ns est un système de voisinages admis­

sibles pour S ssi, pour tout w E Wet pour tout S E S(w), il existe n E N tel 

que n[w] = S. Nous verrons plus loin qu'un système admissible existe toujours 

et que le choix de ce système n'a pas d'importance (pour peu qu'il soit admis­

sible pour S). Définissons SL comme étant la structure relationnelle d'ordre 

supérieur fini de rang deux < W, N, <1>, R > où : N est un système de voisina­

ges admissible pour S; <1> est la fonction identité sur N; et R est la relation 

binaire Wx N telle que 

(w, n)R(v, m) ssi w = v, 

Rw ( n, m) sera une abréviation de (w, n)R( w, m). 

Nous verrons que SL permet d'imiter l'évaluation des conditionnelles dans S. 

En effet, si w E W, les clauses sémantiques de LCD pour 'D::::}' stipulent 

que 

w If- 'P D::::} 'IjJ ssi 35 E S( w) tel que S contient un cp-monde et tout cp­

monde de S est un 'IjJ-monde 

Comment convertir cette clause en une clause qui s'évaluerait à des paires de 

Wx N? Il y a trois opérations saillantes dans celle-ci: (i) une quantification 
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existentielle sur les sphères de S( w), (ii) une quantification existentielle et 

universelle sur les mondes d'une certaine sphère, et (iii) une conditionnelle 

matérielle entre rp et 'l/J. Afin de représenter de façon modale ces quantifica­

tions dans le langage objet, nous introduisons une modalité de rang deux '\j' 

(avec son dual' l1 ') qui sera interprétée à l'aide de R et une modalité (varia­

ble) de rang 1 'D' (avec son dual '0') qui sera interprétée à J'aide des rela­

tions de N. Les clauses sémantiques de ces modalités sont: 

(w, n) If- \je ssi (w, m) If- e, pour tout m tel que Rw(n, m) 

(w, n) If- De ssi (w, n) If- e, pour tout v tel que n( w, v) 

Les clauses des autres connecteurs sont les mêmes. Étant que la relation Rw 

est la relation binaire totale N, nous pouvons tout simplement supprimer la 

condition supplémentaire « tel que R
1U 

( n, m) ». Considérons maintenant la 

formule 'I1(Otp /\ D(rp --7 'l/J)'. Nous avons que (w, n) If- I1(Orp /\ D(rp --7 'l/J)) 

ssi :::lm E N[ (w, m) If- Orp & (w, m) If- D(rp --7 'l/J)] 

ssi :::lm E N[ [il existe v E m[w] t. q. (v, m) If- rp] 

& [pour tout v E m[w], si (v, m) If- rp alors (v, m) If- 'l/J] ] 

Observons deux choses. Premièrement, le fait que les variables propositionnel­

les de LeD aient des extensions dans W (et non dans Wx N) et le fait que R w 

soit la relation totale entraînent que l'extension d'une formule ne dépend pas 

de la deuxième coordonnée dans N, donc 

w If- essi (w, n) If- e (quelque soit n). 

Deuxièmement, puisque N est un système admissible pour S, l'existence d'une 

relation m telle que [ ... ] est équivalente à l'existence d'une sphère S E S( w) 

telle que [ ... }. Ces deux observations nous permettent d'établir que 

w 1f- l1 (Otp /\ D (rp --7 'l/J)) 

ssi :::lS E S( w) [ [il existe v ESt. q. v If- rp] 

& [pour tout v E S, si v If- rp alors v If- 'l/J] ] 

Donc les conditions de vérité de I1(Orp /\ D(rp --7 'l/J)) sont précisément celles 

de rp D:::} 'l/J. (Il est clair aussi que ces conditions de vérité ne dépendent pas 
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du choix de N) Nous nous emploierons dans ce qui suit à démontrer que cette 

transformation/traduction fonctionne en général et qu'elle a les propriétés 

désirées. 

Nous voulons préciser les conditions que devrait satisfaire une SRüF de 

rang deux S = < W, N, <P, R > pour qu'elle se comporte comme un système 

de sphères. En s'inspirant de la discussion ci-dessus, nous appellerons Sune 

structure de Lewis ssi 

(LI) (w, n)R(v, m) =? w = v 

(L2) Rw est linéaire 

(L3) Rw( n, m) =? <1>( n) [w] C <p( m) [w] 

La première condition nous est familière. Pour des questions de définissabilité, 

il sera important que Rw soit linéaire (et satisfasse (L3)), nous interpréterons 

alors les modalités' 6.' et '\l'avec la clôture réflexive et symétrique de Rw (la 

clôture réflexive et symétrique de Rw est la relation totale sur W). Pour Mc 

N un sous-ensemble N, nous définissons 

<I>(M)[w] = {E c W: E = <I>(n)[w] pour un certain nE M} 

Nous avons: 

Proposition 11.3.1 

Si S est une structure de Lewis, alors < <I>(N)[w], c > est un ordre total. 

PREUVE. Soit SI et S2 E <I>(N)[w], il faut montrer que 

SI C S2 ou SI = S2 ou S2 C SI' 

Si SI et S2 E <p(N)[w], c'est qu'il existe ni et ~ E N tels que Si = <I>(ni)[w]. 

Puisque Rw est une relation linéaire, elle est totale et donc 

Rw( nI> ~) ou ni = n2 ou Rw(~' ni) 

La condition (L3) entraîne la propriété recherchée. ~ 
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Une manière de reformuler cette proposition est qu'il existe un épimorphisme 

de < N, Rw > sur < <1>(N)[w], c >. 

On aura peut-être remarqué la ressemblance entre la proposition 11.3.1 et 

la condition (Sph). En effet, si nous posons 

Ss(w) = <1>(N)[w], 

pour tout w E W, cette proposition montre finalement que Ss est un système 

de sphères. Toute structure de Lewis S peut donc être convertie en un sys­

tème de sphères Ss. Nous avons également l'autre direction: 

Proposition 11.3.2 

Tout système de sphère S peut être transformé en une structure de Lewis 

SL = < W, N, <1>, R > 

telle que N est un système de voisinages admissibles pour S et 

INI = sup{IS(w)1 : w E W}. 

PREUVE. Soit S un système de sphères. Il nous faut définir la structure de Le­

wis SL = < W, N, <1>, R >. Le plus difficile sera de définir l'ensemble N de 

voisinages admissibles pour S. Posons So = S et Wo = W, et soit 

fo: W ~ U{So(w) : w E Wo} 

une fonction de choix pour la collection {So(w) : w E Wo}' Cette fonction exis­

te car S(w) 7= 0 par (Sph). Posons S[(w) = So(w)\{fo(w)} et W[ l'ensemble 

des w E Wtels que S[(w) 7= 0. Si W[ 7= 0, soit g[: W[ ~ U{S[(w): w E W[} 

la fonction de choix pour la collection {S[( w) : w E W l }. Nous définissons 

fI: W ~ U{S( w) : w E MI} 

la fonction telle que 

.Mw) = g[(w), si w E W[ 

fl(w) = fo(w), si w ri- W[ 

De manière générale, pour un cardinal successeur 1'\" nous posons 
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W

L'ensemble W" est défini comme l'ensemble des w E W tels que SJw) 7:- 0. Si 

K 7:- 0, la fonction g,,: W" ~ U{SJw) : W E WJ est la fonction de choix de 

la collection {S,,(w) : w E WJ, et 

fI': w~ U{S(w): w E W} 

est la fonction telle que 

f" (w) = gJw), si w E WK 

fI' (w) = K-l (w), si w tf- W". 

Si "" est un cardinal limite, nous posons 

S,,(w) = n{Sv(w) : v < ",,}, 

L'ensemble W" = n{Wv : v < ",,}. Si W" 7:- 0, g,,: W" ~ U{SJw) : w E WJ est 

la fonction de choix de la collection {S,,(w) : W E W,,}, et 

f,,: W ~ U{S(w) : w E W} 

est la fonction telle que 

fJ w) = gJw), si w E WK 

f,,(w) = nuv(w) : v < ",,}, si w tf- vv". 
Pour w tf- W,,' il n'est pas difficile de voir que flJ.( w) = fv( w), pour tous f.L, v < 
"". Nous voulons montrer maintenant qu'il existe un cardinal à partir duquel 

vv" = 0, de sorte que la définition de K se stabilise. 

Intuitivement, ceci n'est pas difficile à voir étant qu'une sphère est retirée 

de chaque SJw), pour tout w, à chaque étape du processus. En particulier, si 

"" < f.L, et. si w E WIJ. C W,,' alors SJw) :;2 SIJ.( w). Il existe donc un plus petit 

cardinal "" * tel que S,A w) = 0, pour tout w E W. Donc, Wv = 0 et .tv = K. 
pour tout v ~ ",,*. Il n'est pas difficile de voir que ",,* = sup{IS(w)1 : w E W}. 

Soit F = Uv: v ::::; ""*}. Pour tout f E F, nous définissons la relation bi­

naire nI sur W comme suit: 

niw, v) ssi v E f(w). 

Posons N = {nI: f E F} et <I> = Id N, la fonction identité sur N. Pour tout w E 

W, nous définissons la relation Rw comme suit: 

Rw( nI' ng) ssi f( w) ç g( w) 
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Il est clair que SL = < W, N, <I>, R > est une structure de Lewis. Par ailleurs, 

par construction, N est un système de voisinages admissibles pour S. ~ 

Nous pouvons donc convertir les conditions sur les systèmes de sphères énon­


cées à la section précédente en des conditions sur les structures de Lewis:
 

(N') S est normal ssi Vw E W[ U<I>(N) [w] 7: 0]
 

(T') S est totalement réflexifssi Vw E W[ w E U<I>(N)[w]]
 

(W') S est faiblement centré ssi
 

Vw E W[:::ln E N[ n[w] 7: 0] & Vn E N[n[w] 7: 0 =? W E n[w]]] 

(C') S est centré ssi Vw E W [:::ln E N [ m[w] = {w} ] ] 

(V)	 S satisfait la condition limite ssi 

Vw E WV<p E FormCD [[<p]1 . U<I>(N)[w] =? 

:::ln E N[ [<p] . n[w] & Vm E N[ [<p] . m[w] =? n[w] C m[w]]]] 

(8') S satisfait la condition de Stalnaker ssi 

Vw E WV<p E FormCD [[<p] . U<I>(N)[w] =? 

:::ln E N[:::lv E W[ n[w] n [<p]1 = {v} ]] 

(U'- ) S est localement uniforme ssi 

Vw, v E W[ v E U<I>(N)[w] =? U<I>(N)[w] = U<I>(N) [v] ] 

(U) S est uniforme ssi Vw, v E W[U<I>(N)[w] = U<I>(N) [v] ] 

(A'- ) S est localement absolu ssi 

Vw, v E W[ v E <I>(N)[w] =? <I>(N)[w] = <I>(l\0[v]] 

(A') S est absolu ssi Vw, v E W[ <I>(N)[w] = <I>(N)[v]] 

(UT') S est universel ssi Vw E W[U<I>(l\0[w] = W] 

(WA') S est faiblement trivial ssi Vw E WVn E N[ n[w] 7: 0 =? n[w] = W] 

(CA') S est trivial ssi W = {w} & <I>(N)[w] = {0, {w}} 

Dans ce qui suit, nous supposerons que si X est un ensemble de conditions sur 

les système de sphères (lesquelles sont formulées à la section 11.2), nous défi­

nissons l'ensemble XI comme étant l'ensemble des conditions correspondantes 



Chapitre 11 - Paris en bouteille 353 

(décrites ci-dessus) sur les structures de Lewis. Et réciproquement, si XI est 

un ensemble de conditions sur les structures de Lewis, alors X est l'ensemble 

correspondant de conditions sur les sphères de Lewis. 

Nous avons: 

Corollaire 11.3.3 

Si S est un système de sphères de type X, alors SL (sa conversion en structure 

de Lewis) est de type XI; et si S est une structure de Lewis de type XI, alors 

Ss (so.. conversion en système de sphères) est de type X. 

PREUVE. Conséquence immédiate de ce qui précède. ~. 

11.4 Définissabilité et axiomatisation des structures de Lewis 

Nous montrons que les structures de Lewis sont définissables et que leur logi­

que est axiomatisable. Pour ce faire, il faudrait spécifier le langage LL avec 

lequel nous comptons les définir, LI, est en quelque sorte un fragment de L T . 

La modalité de voisinage 'V' (resp. '6') sera définie avec les modalités (com­

plémentaires) de rang deux '[T]' et '[1]' (resp. '<T>' et '<1>'). Les modalités 

'[T]' et '[1]' se comporteront comme des modalités 'G2 ' et 'H2 ' de LT (et '<T>' 

et '<1>' comme 'F2' et 'P2')· Les clauses syntaxiques pour LL sont 

<p := p a 1 -.<p <p /\ 'ljJ 1 D<p DL\<p 1 [1]<p [T]<p1 w 1 1 1 1 

où P E Nom~;t, W E Nomo et a E Nom\, Les clauses sémantiques pour un mo­

dèle basé sur S = < W, N, <I>, R > sont donc: 

(w, n) If- D<p ssi (w, n) If- <p, pour tout v tel que <I>( n) (w, v) 

(w, n) If- DL\<p ssi (w, n) If- <p, pour tout v tel que <I>(a)(w, v) 

(w, n) If- [1]<p ssi (w, m) If- <p, pour tout m tel que Rw( m, n) 

(w, n) If- [T]<p ssi (w, m) If- <p, pour tout m tel que Rw( n, m) 
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La définissabilité des conditions (LI) et (L2) est facile à obtenir; en effet, les 

schèmes suivants conviennent à la tâche: 

(idk) <l>w ~ w & <T>w ~ w 

(aref) a. ~ -,<1>0. & cx ~ -,<T>cx 

(4t) [1]0. ~ [1][1]0. & [T]cx ~ [1][T]cx 

(tot) <l>cx v a. v <T>o. 

pour tous w E Nomo et a. E Nom1. Le premier schème définit la propriété 

(LI), et les trois autres définissent la linéarité de R w, c'est-à-dire (L2). Reste à 

définir la propriété (L3). Posons 

(sphl) O<p ~ [l]O<p 

(sphi) O<p ~ [1]O<p 

pour tout if E FConv 

Proposition 11.4.1 

Soit S une structure < W, N, 1>, R >. Nous avons que 

(a)	 '\J<p E FCondS If- (sphl)(<p)] ssi 

'\Jn, m E N[ Rw(m, n) =? 1>(m)[w] C 1>(n)[w]] 

(b)	 '\J<p E FCondS If- (sphi)(<p)] ssi 

'\Jn, mEN [Rw(m, n) =? 1>( m) [w] C <1>( n) [w] ] 

(c) '\J<p	 E FCond S If- (sphl)( <p) ] {:} '\J<p E FCond S If- (sphi)(<p)] 

PREUVE. (a) (=?) Soient m, nE Net w E W tels que Rw(m, n). Nous voulons 

montrer que <I>(m)[w] C <I>(n)[w]. Soit M le modèle basé sur S tel que val(p) = 

<I>(n) [w]. Nous avons que M, (w, n) if- Op, car 

(w, n) If- Op ssi (v, n) If- p, pour tout v E <I>(n) [w] 

ssi v E val(p), pour tout v E 1>(n)[w] 

Puisque (sphl) est valide dans S, nous avons que (w, n) if- [l]Op. Mais, 

(w, n) If- [l]Op ssi (w, x) If- Op, pour tout x tel que RJx, n) 

ssi '\Jx[Rw(x, n) =? '\Jv[<I>(x)(w, v) =? vE val(p)]] 
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ssi \:fx[Rw(x, n):::} \:fv[v E <p(x)[w]:::} v E <p(n)[w]]] 

ssi \:fx[Rw(x, n) :::} <p(x)[w] C <p(n)[w]] 

Puisque RJ m, n), le résultat s'ensuit. 

({:::) Soit cp E FConL , soit M un modèle basé sur S, et soient w E Wet n E N. 

Si (w, n) j,jL Dcp, il n'y a rien à démontrer. Supposons donc que (w, n) If-- Dcp, 

ce qui est équivalent à {n}x<P(n)[w] c [cp]l. Puisque cp E FConL , nous avons 

que [cp] = V<pxN, où VI" c W, et donc, {n}x<P(n)[w] C [cp] ssi <p(n)[w] C VI'" 

Dans ce cas, nous avons que 

(w, n) If-- Dcp ---7 [l]Dcp ssi \:fm E N[Rw(m, n) :::} <p(m)[w] C V<p] 

Par hypothèse, nous avons que <p(m)[w] C <p(n)[w] dès que Rw(m, n). D'où le 

résultat. 

(b) La preuve est analogue à (a). 

(c) Conséquence directe des parties précédentes. ~ 

La condition (L3) est donc définissable par (sphl) ou (sphi). 

Nous définissons la modalité ''J'à partir de '[1]' et 'li]' comme suit: 

'J cp = déf. [1] cp /\ cp /\ [l] cp 

Le dual' L' de ''J'est défini naturellement comme 

Lcp =d6f. -,'J-,cp (ce qui est équivalent à '<l>cp v cp v <i>cp') 

Nous avons 

Proposition 11.4.2 

(a) (w, n) If-- 'Jcp ssi (w, m) If-- cp, pour tout mEN 

(b) La modalité ''J' satisfait (K), (T), (4) et (5) 

PREUVE. (a) Nous avons que (w, n) If-- 'Jcp 

ssi (w, n) If-- [l]cp /\ cp /\ [i]cp 

ssi (w, n) If-- [JJCP & (w, n) If-- cp & (w, n) If-- [l]cp 



356 Chapitre 11 - Paris en bouteille 

ssi (w, m) If- <p, pour tout m tel que Rw(m, n) ou n = mou Rw(n, m) 

Puisque Rw est totale, le résultat s'ensuit. 

(b) Ceci découle de (a) et du fait qu'une modalité interprétée par une relation 

d'équivalence satisfait ces formules. ~ 

Nous définissons le système déductif de base f L comme étant le système dé­

ductif ayant les mêmes règles et axiomes que le système déductif de base fT 

(en omettant bien sûr tout ce qui s'applique aux rangs> 2) et qui possède en 

plus les axiomes (idk) , (aref), (4[), (tot), et (sphl) (ou (sphT)). Nous savons 

déjà que ces règles et axiomes sont valides dans les structures de Lewis. Mon­

trons qu'ils sont complets. 

Proposition 11.4.3 

La logique de base f L est complète par rapport aux structures de Lewis. 

PREUVE. Montrons que le modèle canonique ME basé sur E, un ensemble f c
 

maxcon nommé et collé, est une structure de Lewis. Nous t;avons déjà que
 

(idk), (aref) et (4[) sont canoniques pour les propriétés qu'ils définissent.
 

Montrons que (tot) et (sphl) le sont aussi.
 

(tot). Soient Ci, ~ E Nom[. Puisque (total) est un axiome, nous avons par
 

(Nec@) que @(\(<l>~ v ~ v <T>~) E E. Or,
 

f- @,,(<l>~ v ~ v <T>~) ~ (@,,<l>~ v @,,~ v @,,<T>~) 

donc @,,<l>~ E E ou @,,~ E E ou @,,<T>~ E Epar maximalité. 

(sphl). Nous devons montrer que, pour tous ~, v E Nomo et Ci, ~ E Nom[, si 

@,,<l>~ E E alors 

@Il00v E E =? @1J.0"v E E 

(On remarquera que @IJ.00v E E est équivalent à v E P0[~]') Supposons le 

contraire, que @,,<l>~, @IJ.Ol3v E E mais @I.O"V tf- E. Or, nous avons que 

@I.O"V tf- E =? -'@IJ.0"v E E, par maximalité 
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'* @~Oo:----'V E E 

'* @~@c<Oc<----'v E E, par (perm-ind) 

'* @"@,,,O----,v E E, par (inst[J) 

'* @~@o:[l]O----,v E E, par (sphl) 

'* @~@c<[l]----,Ov E E 

Par ailleurs, si @c«l>~ E E, alors @~@c«l>~ E E, par (ind(ljJ)' De même, 

@~O~v E E entraîne que@~@~Opv E E et donc @~@pOv E E. Par (bridge), nous 

avons donc 

@~@o:<l>Ov E E 

Mais ceci, avec le fait que @~@c<[l]----'Ov E E, entraîne une contradiction. Ce qui 

complète la démonstration. ~ 

Il nous restera à déterminer quels axiomes il faut ajouter à r L pour avoir la 

complétude par rapport aux conditions de structures énoncées à la fin de la 

section précédente. Pour nous faciliter la tâche ici, nous allons d'abord définir 

une traduction de LCD dans LL ayant toutes les propriétés désirées, et nous 

nous inspirerons ensuite des traductions des schèmes du tableau 11.2.1 pour 

trouver nos axiomes. 

11.5 Traduction de LeD dans LL 

Nous avons déjà esquissé une traduction des formules de LCD dans LL' il reste 

à nous assurer que tout se déroule tel qu'anticipé. D'abord la traduction. 

Nous nous donnons une certaine bijection '0 : ProPCD ~ P, où P C Propo, et 

nous définissons la fonction de traduction 

Trad: FormCD ~ FormL 

comme suit: 

Trad(p) = 'O(p), si p E ProPCD 

Trad(----,<p) = ----,Trad(<p) 
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Trad( <p b ?/J) = Trad( <p) b Trad(?/J), si b est un connecteur booléen binaire 

Trad(<p D~ ?/J) = L,()<p ~ 6(O<p 1\ D(<p ~ ?/J)) 

Trad(<p D=? ?/J) = 6(O<p 1\ D(<p ~ .t/J)) 

Un modèle M = < S, val> basé sur un système de sphères S est converti en 

un modèle ML = < SL' va~ > basé sur la structure de Lewis SL correspon­

dante : va40 est une valuation telle que 

va40('0(p)) = val(p) 

pour tout pEP. Il y a évidemment plusieurs valuations de cette sorte, car la 

condition ne contraint pas la valeur de valL sur ProPL\P (mais ce sera sans 

conséquences pour la suite.) 

Nous arrivons donc à : 

Proposition 11.5.1 

Soient <p, 1/J E FormCD' Pour tout 8 E FormCD ' écrivons 8' pour Trad(8). Nous 

avons que 

(w, n) If- (<p D~ ?/J)' ssi (w, n) If- 60<p' ~ 6(O<p' 1\ D(<p' ~ ?/J')) 

(w, n) If- (<p D=? ?/J)' ssi (w, n) If- 6(O<p' 1\ D(<p' ~ ?/J')) 

(w, n) If- (<p O~ ?/J)' ssi (w, n) If- 60<p' 1\ V(O<p' ~ O(<p' 1\ ?/J')) 

(w, n) If- (<p O=? ?/J)' ssi (w, n) If- V(O<p' ~ O(<p' 1\ ?/J')) 

(w, n) If- (D<p)' ssi (w, n) If- VD<p' 

(w, n) If- (O<p)' ssi (w, n) If- 60<p' 

(w, n) If- (.<p)'ssi (w, n) If- 6(OT 1\ D<p') 

(w, n) If- (+<p)' ssi (w, n) If- V(OT ~ O<p') 

(w, n) If- (<p ~ ?/J)'ssi (w, n) If- V(O?/J'~ O<p') 

(w, n) If- (<p --< ?/J)' ssi (w, n) If- 6(O<p' 1\ D--.?/J') 

(w, n) If- (<p ~ ?/J)' ssi (w, n) If- V(O<p' ~ O?/J') 

PREUVE. Les vérifications sont directes. ~ 
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Proposition 11.5.2 

Soit M = < S, val> un modèle basé sur le système de sphères S et soit ML = 

< SL' valL > un modèle de Lewis correspondant61 
. Pour toute formule <p E 

LcD , nous avons 

M,	 w If- <p ssi ML, (w, n) If- <pl 

PREUVE. Dans ce qui suit B' dénotera Trad(B), pour tout B E FormCD ' Nous
 

démontrons le résultat par induction sur <p E FormCD '
 

Étape de base. Si <p = p, alors <pl = '0(p). L'équivalence tient par définition de
 

vat
 

Étape d'induction. (a) Si <p = -,'ljJ ou 'ljJ b B, avec b un connecteur booléen bi­


naire, le résultat est une conséquence directe de l'hypothèse d'induction.
 

(b)	 Si <p = 'ljJ D~ B, alors M, w If- 'ljJ D~ B 

ssi (i) \:f5 E S(w) \:fv E 5 [ v W 'ljJ ] ou 

(ii) 35 E S( w) [3v E 5 [ v If- 'ljJ] & \:fv E 5 [ v If- 'ljJ ~ B] ]
 

ssi (i) \:fm E N\:fv E m[w] [(v, m) j.jL 'ljJ'] ou
 

(ii) 3m E N[ 3v E m[w] [(v, m) If- 'l,b'] & \:fv E m[w] [(v, m) If- 'ljJ' ~ B']] 

ssi (i) (w, n) If- \7D-,'ljJ1 ou 

(ii) (w, n) If- !':l(0'ljJ1 Î\ D('ljJ1 ~ B'))
 

ssi (w, n) If- \7D-,'ljJ' v !':l(01/;1 Î\ D( 'ljJ1 ~ BI))
 

ssi (w, n) If- !':lO'ljJ' ~ !':l(0'ljJ' Î\ D('ljJ1 ~ B'))
 

(c)	 Si <p = 'ljJ D::::} B, alors M, w If- 'ljJ D::::} Bssi 

ssi 35 E S( w) 3v E 5 [ v If- 'ljJ] & \:fv E 5 [ v If- 'ljJ ~ B]] 

ssi 3m E N[ 3v E m[w] [( v, m) If- 'ljJ/] & \:fv E m[w] [( v, m) If- 'ljJ' ~ BI]] 

ssi (w, n) If- !':l(O'ljJ' Î\ D('ljJ' ~ B')) 

Ce qui démontre le résultat. ~ 

01 Il Y a plusieurs modèles de Lewis correspondant à un même système de sphères, mais cela 

ne présente pas de difficultés pour les résultats de traduction. 
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Corollaire 11.5.3 

Pour toute formule <p E FormCD ' 

H if-x <p ssi H' If-- x' <p' 

PREUVE. Nous avons que H If--x <p {::;> H' If--x' <p' 

ssi non-(H If-- x <p) {::;> non-(H' If-- x' <p') 

Or, non-(H If--x <p) 

ssi ::lM = < 8, val> et ::lw E W tels que 8 est de type X et 

M, w If-- H & M, w),IL <p 

ssi ::lML = < 8L, valL > et ::lw E W tels que 8L est de type XI et 

ML, (w, n) If-- H & ML, (w, n) ),IL <p 

ssi non-(H' If--x' <p'). 

Ce qui démontre le résultat. ~ 

Nous avons donc que la relation de conséquence sémantique 'If--x ' pour les 

sphères de Lewis de type X est équivalente à la relation de conséquence 'If--x" 

des structures de Lewis de type XI pour les traductions dans LL des formules 

de LeD' Nous allons montrer à présent que la logique des SROS induit une 

logique complète pour 'If--x" sur les structures de Lewis de type XI. 

Tout d'abord, nous montrons que les traductions des axiomes et de la rè­

gle spécifiques au système déductif de base A sont démontrables dans le sys­

tème de base f L . 

Proposition 11.5.4 

Nous avons que f-- Trad(TR), f-- Trad(CNl) et f-- Trad(CN2), et que 

f-- Trad( <p ~ 'l/J) =? f-- Trad( 'l/J ~ <p). 

PREUVE. L'axiome (TR), qui est donné par 

(( <p ~ 'l/J) 1\ ('l/J ~ e)) ~ (<p ~ e), 
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est traduit dans LL par 

(v(O'l/J' ~ Orp') 1\ v(OB' ~ O'l/J')) ~ V(OB' ~ Orp') 

où rp' = Trad(rp), 'l/J' = Trad('l/J) et B' = Trad(B). Or, nous avons que 

1- (v (O'l/J' ~ Orp') 1\ v(OB' ~ O'l/J')) ~ v ((O'l/J' ~ Orp') 1\ (OB' ~ O'l/J')) 

~ v(OB' ~ Orp') 

Ce qui démontre Trad(TR). 

L'axiome (CN1) est le schème de formule (rp ~ 'l/J) v ('l/J ~ rp). Sa traduc­

tion dans LL donne 

v (O'l/J' ~ Orp') V v(Orp' ~ O'l/J'). 

Autrement dit, il faut montrer que 

6(O'l/J' 1\ D-,rp') ~ V(Orp' ~ O'l/J') 

Nous rappelons que 6(O'l/J' 1\ D-,rp') est équivalent à 

«l>(O'l/J' 1\ O-,rp') V (O'l/J' 1\ O-,rp') v <T>(O'l/J' 1\ O-,rp')) 

Il faut donc montrer que chacun de ces disjoints implique v(Orp' ~ O'l/J'). 

Nous utiliserons les validités 

OB ~ [1]OB
 

OB ~ [T]OB
 

Or, nous avons que
 

1- <l>(O'l/J' 1\ D-.rp') ~ <l>(O'l/J' 1\ O'l/J' 1\ D-,rp') 

~ <l>(([T]O'l/J' 1\ O'l/J' 1\ [l]D-,rp') 

~ <1>([T](Orp' ~ O'l/J') 1\ (Orp' ~ 01/)') 1\ [J](Orp' ~ O'l/J')) 

~ <1>v(Orp' ~ O'l/J') 

~ 6V(Orp' ~ O'l/J') 

~ vV(Orp' ~ O'l/J') 

~ v(Orp' ~ O'l/J') 

et, par un argument analogue, que 

1- <T>(O'l/J' 1\ D-,rp') ~ <T>(O'l/J' 1\ O'l/J' 1\ D-,rp') 

~ v(Orp' ~ O'l/J') 

et enfin que 
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f- (O'ljJ' 1\ D--.cp') ~ (O'ljJ' 1\ O'ljJ' 1\ D--.cp')
 

~ [T]O'ljJ' 1\ O'ljJ' 1\ [l]D-,cp'
 

~ [T]( Ocp' ~ O'ljJ') 1\ (Ocp' ~ O'ljJ') 1\ [1](Ocp' ~ O'ljJ')
 

~ V (0 cp' ~ O'ljJ')
 

D'où le résultat. 

L'axiome (CN2) est le schème (cp ~ (cp v 'ljJ)) v ('ljJ ~ (cp v 'ljJ)) et se tra­

duit dans LL par 

V (0 (cp' v 'ljJ') ~ 0 cp') v V (0 (cp' v 'ljJ') ~ O'ljJ'). 

Or, 

f- (O(cp' V 'ljJ') ~ Ocp') ~ ((Ocp' ~ Ocp') 1\ (O'ljJ' ~ Ocp')) 

~ (O'ljJ' ~ Ocp') 

et donc f- v(O(cp' v 'ljJ') ~ Ocp') ~ V (O'ljJ' ~ Ocp'). Pareillement, 

f- (O(cp' v 'ljJ') ~ O'ljJ') ~ ((Ocp' ~ O'ljJ') 1\ (O'ljJ' ~ O'ljJ')) 

~ (Ocp' ~ O'ljJ') 

et donc f- v(O(cp' v 'ljJ') ~ O'ljJ') ~ v(Ocp' ~ O'ljJ'). Ainsi, 

f- Trad(CN2) ~ (v(Ocp' ~ O'ljJ') V V (O'ljJ' ~ Ocp')) 

~ f- Trad(CN1) 

Montrons enfin que la traduction de la règle (PC) est démontrable. Dans 

le langage LL' (PC) s'énonce comme suit: 

f- cp' ~ 'ljJ' => f- v(Ocp' ~ O'ljJ') 

où cp' = Trad( cp) et 'ljJ' = Trad( 'ljJ). Supposons que f- cp' ~ 'ljJ'. La règle (Neco) 

et l'axiome (Ko), avec un peu de manipulations propositionnelles, entraînent 

que 

f- Ocp' ~ O'ljJ' 

Ensuite, (Nec ll ) et (Kil) entraînent que f- v(Ocp' ~ O'ljJ'). ~ 

Nous cherchons maintenant les axiomes de LL qui correspondent aux axiomes 

de LeD du tableau 11.2.1 pour étendre le système déductif r L et obtenir un 

résultat de complétude pour des classes particulières de structures de Leyvis. 
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La traduction Trad nous fournit une manière simple de générer les aXIOmes 

recherchés, les détails sont donnés dans le tableau 11.5.3 ci-dessous: 

Tableau 11.5.5 - Schèmes d'axiomes pour les conditions 

AXIOME TRADUCTION 

N' .60T 

T' VD<p ~ <p 

W' (VD<p V 6(OT 1\ D<p)) ~ <p 

C' V(OT ~ O<p) ~ <p 

S' .60<p ~ .6(O<p 1\ (O'ljJ ~ D'ljJ)) 

U' .60<p ~ VD60<p 

V[]<p ~ VDVD<p 

A' v(O'ljJ ~ O<p) ~ VDv(O'ljJ ~ O<p) 

.6( O<p 1\ D----,'ljJ) ~ VD.6( O<p 1\ D----,'ljJ) 

Les instances de ces axiomes sont par des formules <fi E FConL . 

Dans ce qui suit, si X est un ensemble d'axiomes de LCD alors X' sera 

l'ensemble des traductions de ces axiomes dans LL' traductions qui sont don­

nées par le tableau 11.5.3. De même, si X' est un ensemble d'axiomes du ta­

bleau 11.5.3, X sera l'ensemble des axiomes de LCD correspondants. 

Nous étendons le résultat de correspondance, énoncé dans le tableau 

11.2.1, aux structures de Lewis. Nous montrerons que la logique des structures 

de type XI est axiomatisée par r L + X'. 

Proposition 11.5.6
 

Les axiomes XI définissent et sont canoniques pour les conditions XI.
 

PREUVE. Il suffit de faire la vérification pour chaque co"uple axiome - condi­


tion.
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(NI). Vérifions que 60T définit la condition (NI) pour w E W, c'est-à-dire 

U{ <I>( N) [w] : n E N} 7: 0 

Nous avons que (w, n) If- 60T 

ssi :lm E N tel que (w, n) If- 0 T 

ssi:lm E N:lv E <I>(m)[w] tel que (v, m) If- T 

ssi :lm E N:lv E <I>(m)[w] 

ssi U{<I>(n)[w]: nE N} 7: 0 

Par ailleurs, 60T est un axiome 

=? @w@,,60T E E 

=? @w@,,60T E E 

=? ::l~ tel que @w@G00T E E, car E est collé 

=? ::lu et :l~ tels que @w00u et @u@0T E E, car E est collé 

=? ::lu et ::l~ tels que @w00u E E 

Donc, U{PG[w] : ~ E NomJ 7: 0. 

(TI). Si <p = w( w), alors (w, n) If- \7D<p ~ <p 

ssi (w, n) If- <p ~ 60<p 

ssi (w, n) If- 60<p 

ssi ::lm E N tel que (w, m) If- O<p 

ssi ::lm E N tel que w E <I>(m)[w] 

~~i w E U{<I> (m) [w] : mEN} 

Nous avons que w ~ 60w est un axiome 

=? @w@(X(w ~ 60w) E E 

=? @w@(X60w E E 

=? ::l~ tel que @w@000w E E, car E est collé 

=? ::lu et ::l~ tels que @wOGu et @u@0w E E, car E est collé 

(W

Ce qui démontre que u E U{P0[w] : ~ E Nom)}. Mais @vw E E, donc w E 

U{P0[w] : ~ E Nom)}. 
1
). Si <p = w(w), nous avons que (w, n) If- (\7D<p v 6(OT /\ D<p)) ~ <p 

ssi (w, n) If- <p ~ (60<p /\ \7(OT ~ O<p)) 
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ssi (w, n) If- <p ~ l'.Ow 1\ V(OT ~ O<p)
 

ssi (w, n) If- l'.0<p 1\ V(OT ~ O<p)
 

ssi (w, n) If- l'.0<p & (w, n) If- V(OT ~ O<p)
 

Il est facile de vérifier que 

(w, n) If- l'.Ow(w) ssi 3m E N tel que éI>(m)[w] 7: 0 

(w, n) If- v(OT ~ Ow(w)) ssi "v'm E N[ <.p(m)[w] 7: 0 ::::} w E éI>(m)[w]] 

Ainsi, 

3m E N tel que <.p(m)[w] 7: 0 et "v'm E N[ <.p(m)[w] 7: 0 ::::} w E <.p(m)[w]] 

Pour la canonicité, w ~ l'.Ow 1\ V(OT ~ Ow) est un axiome 

::::} @w@('«(w ~ l'.Ow 1\ V(OT ~ Ow)) E E 

::::} @w@('«(l'.Ow 1\ V(OT ~ Ow)) E E 

::::} @w@('(l'.Ow E E & @"'@('(V (0 T ~ Ow) E E 

La première condition est connue. Pour la deuxième, nous savons que 

@w@('(V(OT ~ Ow) E E ssi V(OT ~ Ow) E E(w, 0'.)
 

::::} OT ~ Ow E E(w, ~), pour tout ~ tel que @",@('(l'.~ E E
 

ssi @w@0( 0 13 T ~ OGw) E E, pour tout ~
 

ssi @.,(00T ~ Ol3w) E E, pour tout ~
 

::::} [@wOGT E E::::} @w00w E E], pour tout ~
 

La condition @wOI3T E E est équivalente à PI3[w] 7: 0; et la condition @w00w E 

E à w E P0[w]. 

(G). Si <p = w(w), nous avons que (w, n) If- V(OT ~ O<p) ~ <P 

ssi (w, n) If- <p ~ l'.(OT 1\ D<p)
 

ssi (w, n) If- w(w) ~ l'.(OT 1\ Dw(w))
 

ssi (w, n) If- l'.(OT 1\ Dw(w))
 

ssi 3m E N tel que (w, m) If- OT 1\ Dw(w)
 

ssi 3m E N tel que <.p(m)[w] 7: 0 et éI>(m)[w] c [w] = {w}
 

ssi 3m E Ntel que <I>(m)[w] = {w}
 

Pour la canonicité, w ~ l'.(OT 1\ Dw) est un axiome 

::::} @w@('«(w ~ l'.(OT 1\ Dw)) E E 

mailto:w@('(l'.Ow
mailto:w@('�(l'.Ow
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=} @w@('(6(OT /\ Dw) E E
 

=} @w@I3(OiJT /\ D13w) E E, pour un certain ~ E Nom)
 

=} @wOI3T E E et @wDl3w E E, pour un certilin ~
 

La première condition dit que PI3[w] o;C 0 et la deuxième que 

piJ[w] C {v : @wv E E}, 

ce qui donne PiJ[w] = {v : @wv E E}. 

(S'). Supposons que (w, n) H- 60tp ----., 6(Otp /\ (0'ljJ ----., D'ljJ)). Nous savons que 

(w, a) If- 60tp est équivalent à l'antécédent de la condition précédente. Pour le 

conséquent, nous avons que 

(w, n) If- 6(Otp /\ (0'ljJ ----., D'ljJ))
 

ssi :::lm E N[ (w, m) If- Otp /\ (0'ljJ ----., D'ljJ)]
 

ssi :::lm E N[ <ï>(m)[w] . [tp]] & (w, m) If- 0'ljJ ----., D'ljJ]
 

Soit v tel que Ivl E <ï>(m)[w] n [tpl Posons tp = v. Nous avons que 

(w, m) If- Ov ----., Dv ssi (w, m) If- Dv
 

ssi (v, m) If- v, pour tout v E <ï>(m)[w]
 

ssi <ï>( m) [w] C {Ivl}
 
Ce qui montre que <ï>(m)[w] n [tp]J = {Ivl}. 
Pour la canonicité, 60tp ----., 6(Otp /\ (0'ljJ ----., D'ljJ)) est un axiome 

=} @w@Q(60tp----" 6(Otp/\ (0'ljJ----., D'ljJ))) E E 

=} [@,.,@a60tp E E =} @w@,,6(Otp /\ (0'ljJ ----., D'ljJ))) E E] 

L'antécédent de cette condition est équivalent à 

:::l~ tel que @w@130I3tp E E
 

ssi ::lv et ::l~ tels que @wOpv et @v@l3tp E E
 

ssi {v : @v@ptp E E} . U{pp[w] : ~ E Nom)}
 

Tandis que le conséquent est équivalent à 

:::l~ tel que @w@pOptp et @w@I3(OiJ'ljJ ----., Dr,'ljJ) E E 

Mais 

@w@l3( Op'ljJ ----., Dp'ljJ) E E 

:::} [@w@13013'ljJ E E:::} @w@pDp'ljJ E E] 
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Soit fL E {v : @v@(l<P E E} n U{P(l[w] : 0 E Nom]} et soit 0 tel que fL E p(l[w], 

Posons'ljJ = fL. Nous avons donc 

::::} [@wOf3fL E E::::} @wDf3fL E E] 

ssi @wDf3fL E E 

::::} @vfL E E, pour tout v tel que @wOrlV E E 

Par conséquent Pf3[w] = {v : @vfL E E}. 

Nous laissons les conditions (L'), (U) et (A') au lecteur. ~ 

Corollaire 11.5.7 

(a)	 Soient He FormL et <p E Formv Nous avons que 

H f- x' <p ssi H lf-x' <p 

(b)	 Soient He FormCD et <p E FormCD ' Nous avons que 

H f- x <p ssi H' f-x' <p' 

PREUVE. (a) La direction « ::::} » suit du fait que XI définit XI. La direction 

« {= » est une conséquence de la canonicité. En effet, 

H If-x' <p::::} Hf- x' <p ssi HY-x' <p::::} Hlf\. <p 

ssi HU {'<p} Y- x ' -.l ::::} 3M = < S, val> 3w E W[ S est de type XI & 

M, (w, n) If- H & M, (w, n) J,jL <p] 

La seule chose qui n'est pas démontrée par le résultat de complétude du cha­

pitre 9 (section 9.7) est le fai t que S soit cie type XI. 0 r, ceci est précisément 

une conséquence cie la proposition précédente (la partie sur la canonicité cles 

axiomes). 

(b) D'après le corollaire 11.5.3, H If-x <p ssi H' If-x' <p'. En utilisant la complé­

tude cie A + X sur les sphères de Lewis de type X et la partie (a) cie ce corol­

laire, nous obtenons le résultat. ~ 



Chapitre 12 
Calcul de tableaux 

Le présent chapitre a pour objectif la mise sur pied d'un calcul de tableaux 

pour la logique modale d'ordre supérieur simple. Il est sans doute possible de 

définir un calcul de tableaux pour des logiques plus spécifiques en modifiant 

les règles données plus bas, mais nous nous contenterons d'en exposer le sys­

tème le plus élémentaire. 

Un tel calcul est intéressant même si nous avons déjà prouvé la complé­

tude pour cette logique par des méthodes axiomatiques, car en plus de la 

complétude il nous fournit en général une procédure systématique pour cons­

truire un modèle satisfaisant une formule (si celle-ci est effectivement satisfai­

sable). En fait, un calcul de tableau peut être conçu comme étant essentielle­

ment un algorithme permettant d'identifier toute formule non-satisfaisable et 

d'attribuer à toute formule satisfaisable un modèle qui la satisfait. La complé­

tude faible découlera automatiquement de l'existence d'un tel algorithme, car 

il suffira alors de vérifier si ,cp est satisfaisable pour déterminer si cp est une 

validité. Par ailleurs, si chaque modèle que l'algorithme produit est fini, nous 

aurons un corollaire encore plus intéressant que la complétude: 

Propriété du modèle fini 

Si cp E FormL est satisfaisable, alors cp est satisfaisable dans un modèle fini. 

Dans la logique modale conventionnelle (cf. Blackburn et al. 2001 : 145), cette 

propriété peut se démontrer à l'aide de la méthode des filtrations. Malheureu­

368
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sement, une filtration n'a pas la structure en produit des SROS, donc cette 

méthode ne peut être utilisée. 

Nous commencerons par donner une description détaillée d'un calcul de 

tableaux pour une logique modale simple en s'inspirant de Fitting (1972), Fit ­

ting & Mendelsohn (1998), Goré (1999) et Massicci (2000). La partie la plus 

longue de la démonstration que je donne plus bas concerne l'algorithme. Je 

prouve minutieusement qu'il termine et génère un tableau fini pour toute 

formule. Il aurait été possible d'omettre certaines de ces preuves mais leur 

présence rend plus transparent le fait que l'algorithme correspondant pour la 

logique modale d'ordre supérieur termine et génère un tableau fini pour toute 

formule lui aussi. 

12.1 Tableaux pour la logique modale conventionnelle 

Le calcul de tableaux que nous présentons ici repose sur l'idée d'une formule
 

étiquetée (cf. Gabbay 1996). Les étiquettes sont la matière première avec la­


quelle nous construisons nos modèles. Nous définissons l'ensemble E des éti­


quettes récursivement par les règles :
 

(Étl) Pour tout nE N+, n E E
 

(Ét2) Si a E E et n E N+, alors a.n E E
 

Une relation d'ordre stricte -< C Ex E est définie sur cet ensemble comme
 

suit:
 

a -< T si et seulement si T = a. n, 

pour un certain n E N+. Il est clair que :E = < E, -< > est une structure rela­

tionnelle. 

Une furmule étiquetée est une expression de la forme a :: cp, où a E E et cp 

est une formule. L'étiquette 'a' joue informellement le rôle de l'opérateur '@a'. 

Si X est un ensemble de formules étiquetées, nous définissons 

Ét(;r') = {a E E : a :: cp E X, pour un certain cp E Form} 
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Nous dirons qu'un modèle M = < W, R, val> réalise X, un ensemble de for­


mules étiquetées, s'il existe une fonction f: Ét( X) ---+ W telle que
 

(RTl) a ---< T ~ j(a)Rj(T), pour toutes étiquettes a, T E Ét(X)
 

(RT2) a:: <p E X ~ M, j(a) If-- <p
 

Le calcul des tableaux qui sera présenté est une recette pour la construction
 

d'un ensemble de formules étiquetées X qui servira par la suite à la construc­


tion d'un modèle qui réalise X.
 

Si X est un ensemble de formules et a est une étiquette, l'ensemble a :: X 

est défini par 

{a :: <p : <p E X} 

Si X est ensemble fini formules, et si nous disposons d'un ordre linéaire (quel­

conque) sur les formules (il y a en a plusieurs, il suffit d'en choisir un et de le 

garder), nous définissons Bo(X) comme étant la branche obtenue en ordonnant 

chacune des formules étiquetées de l'ensemble 1 :: X. 

Nous définissons un tableau pour X comme étant un arbre de formules 

étiquetées généré par les clauses suivantes: 

(TB 1) Bo(X) est un tableau pour X 

(TB2) Si T est un tableau (pour X), si B est une branche de T, et si a :: <p 

est l'extrémité de B (autrement dit, la feuille de B), alors l'arbre ob­

tenu en prolongeant B suivant la règle de prolongation correspondant 

à <p est aussi un tableau (pour X). 

Les règles de prolongation sont décrites dans le tableau suivant: 

Tableau 12.1.1 Règles de prolongation 

NOM RÈGLE DE PROLONGATION 

Prolongez B avec la feuille a :: 1jJ 

Prolongez B avec la feuille a :: 1jJ, et prolongez cette nou­

velle branche avec la feuille a :: e 
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(v)	 Prolongez B avec les feuilles (J :: 'Ij; et (J :: e 
(D) D'Ij;	 Si (J.k E Ét(B), prolongez B avec la feuille (J.k :: 'Ij; 

(0)	 Si k est le plus petit entier tel que (J.k t/. Ét(B), alors pro­


longez B avec (J. k :: -,'Ij;
 

Lorsque (J :: c.p est de la forme :: -,-,'Ij; (resp. (J :: 'Ij; 1\ e, :: -,(1/) 1\ e), (J ::(J (J 

D'Ij; ou (J :: -,D'Ij;) , nous l'appellerons une (-,-,)-formule (resp. (1\)-, (v)-, (D)­

ou (O)-formule). 

Une branche B d'une tableau Test fermée s'il existe une formule étique­

tée (J :: c.p telle que (J :: c.p E B et (J :: -,c.p E B. Une branche est ouverte si elle 

n'est pas fermée. Un tableau T est fermé si toutes ses branches sont fermées, 

et ouvert s'il n'est pas fermé. Une branche est réalisable si l'ensemble des for­

mules étiquetées de B est réalisable. Un tableau est réalisable si une de ses 

branches est réalisable. 

Exemple 

Tableau pour l'ensemble X = {D-,(p 1\ -,q), Dp 1\ -,Dq} : 

1 :: D-,(p 1\ -,q) Règle initiale
 

1 :: Op 1\ -,Oq Règle initiale
 

1 :: Op (1\)
 

1 :: -,Dq (1\)
 

1.1 :: -,q	 (0) 

1.1 :: -,(p 1\ -,q) (D) 

1.1 :: p	 (D) 

1.1 :: -, p	 1.1 :: -,-, q (v) 

1- 1- Clôture 

Autrement dit, le tableau pour -,(D(c.p ~ 'Ij;) ~ (Dc.p ~ 1.J'Ij;)) est fermé. 
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Proposition 12.1.2 

Si Test réalisable, alors toute prolongation T+ de Test aussi réalisable. 

PREUVE. Soit Br la (ou une des) branche(s) de T qui est réalisable, soit B la 

branche qui sera prolongée, et soit B+ le résultat de cette prolongation (B+ est 

une branche sauf si la règle (v) est appliquée, auquel cas B+ sera un arbre 

avec deux branches). Si B 7: B" alors T restera réalisable quelque soit la ma­

nière de prolonger B, car Br sera toujours une de ses branches. Si B = B,., soit 

M = < W, R, val> le modèle qui réalise B via j, c'est-à-dire que 

(*) a --« T ::::} j(a)RJ(T) , pour tous a, T E Ét(B) 

(**) a :: cp E B ::::} M, J(a) II- cp 

Nous montrerons, selon la manière dont est obtenue B+ de B, que le modèle M 

réalise aussi B+ : 

(-,-,). B+ est obtenue en appliquant la règle (-,-,) à a :: -,-,cp E B. Nous avons 

déjà, par la condition (**), que 

M, j( a) II- -,-,cp 

Mais ceci signifie que 

M,j(a) II- cp 

Donc, M réalise aussi B+. 

(A). B+ est obtenue en appliquant la règle (A) à a :: cp A '!/J E B. Nous avons 

que 

M,j(a) II- cpA '!/J 

par (**), ce qui veut dire que M, J(a) II- cp et M, J(a) II- '!/J. Autrement dit, M 

réalise B+. 

(v). B+ est obtenue en appliquant la règle (v) à a :: -,( cp A '!/J) E B. Encore 

une fois, 

M, j(a) II- -,(cp A '!/J) 



373 Chapitre 12 - Calcul de tableaux 

par (**), mais ceci implique que M, f(Œ) I~ ----,<p ou M, f(Œ) I~ ----,1/J. Si c'est le 

premier cas, alors M réalise la branche de B+ qui a Œ :: ----,<p comme feuille. Si 

c'est le deuxième cas, M réalise la branche de B+ qui a Œ :: ----,7/) comme feuille. 

(D) B+ est obtenue en appliquant la règle (0) à Œ :: D<p E B. Nous avons que 

M, f(Œ) I~ D<p 

Ainsi, M, v I~ <p, pour tout v tel que wRv. En particulier, par la condition (*), 

nous savons que J(Œ)Rf(Œ.k), pour tout k tel que Œ.k E Ét(B), donc 

M, f(Œ.k) I~ <p 

pour tout Œ.k E Ét(B). Ce qui démontre que B+ est réalisable par M. 

(» B+ est obtenue en appliquant la règle (» à Œ :: ----,D<p E B. Puisque M ré­

alise B, nous avons 

M, f(Œ) I~ ----,O<p 

ce qui veut dire que M, v I~ ----,<p, pour un certain v tel que wRv. Soit k E N+ le 

plus petit entier tel que Œ.k tj. Ét(B); B+ est la prolongation de B par Œ.k:: <p. 

Définissons f: Ét(B+) ~ W, la fonction qui est égale à la fonction f sur Ét(B) 

et qui envoie Œ.k sur v (c.-à-d. f(Œ.k) = v). Or, M réalise B+ (via f). En effet, 

les conditions (*) et (**) se vérifient aisément. 

Ce qui démontre le résultat. ~ 

Proposition 12.1.3 

Un tableau fermé n'est pas réalisable. 

PREUVE. Soit T un tableau fermé et B une branche quelconque de ce tableau. 

Supposons que B est réalisable. Il existerait un modèle M = < W, R, val> et 

une fonction f: Ét(B) ~ W qui satisfont les conditions (RTl) et (RT2). Puis­

que B est fermée, il existe une formule <p et une étiquette Œ telles que Œ :: <p E 

B et Œ :: ----,<p E B. Puisque M réalise B (via 1), par (RT2), nous avons que M, 

f( Œ) I~ <p et M, f( Œ) I~ ----'<p, ce qui est contradictoire. ~ 
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Un calcul de tableau est, en particulier, un système de dérivation. Nous dé­


montrons qu'une formule '<p' est un théorème dans ce calcul en montrant que
 

la formule "<p' admet un tableau fermé (c'est-à-dire qu'il existe un tableau
 

fermé pour l'ensemble {'<p}). Le théorème suivant montre que ce calcul est
 

« sound», qu'il préserve la validité:
 

Théorème 12.1.4
 

Si "<p' admet un tableau fermé, alors '<p' est valide.
 

PREUVE. Supposons qu'il existe un tableau fermé T pour la formule "<p' mais
 

que '<p' n'est pas valide. Il existe donc un modèle M = < W, R, val> et un
 

point W E W tels que
 

M, W If- ,<p. 

Si nous montrons que M doit alors réaliser T, nous obtiendrons une contradic­

tion par la proposition 12.1.3. 

Soient ~ le tableau obtenu à la n-ième étape de la construction de T. 

Nous avons que To = {1 :: '<p} et que TN = T, pour un certain N. Il est clair 

que M réalise Ta. Par la proposition 12.1.2, M réalise donc tous les tableaux ~ 

jusqu'à ~v = T. D'où le résultat. ~ 

Nous savons maintenant que notre calcul démontre des validités, mais il devra 

en faire plus pour être complet, il faudra que toute validité y soit démontra­

ble, ce qui reviendra, nous le verrons, à montrer que tout tableau ouvert 

d'une certaine sorte est satisfaisable. Cette partie est définitivement la plus 

compliquée. Nous devrons d'abord montrer comment extraire un modèle d'un 

tableau ouvert (d'une certaine sorte), et nous devrons ensuite définir un algo­

rithme permettant de générer ces tableaux (quand ceux-ci existent). 
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Afin de réaliser la première partie de cette tâche, nous utiliserons la no­

tion d'ensemble saturé. Si X est un ensemble de formules étiquetées, alors X 

est dit saturé s'il satisfait les conditions énumérées dans le tableau 12.1.5. 

Tableau 12.1.5 Conditions de saturation 

NOM CONDITION 

(S1-) Non-(cy :: rp E X et CY :: -,rp E X), pour tous CY et rp 

(S-,-,) Si CY :: -,-,rp E X, alors CY :: rp E X 

(SI\) Si CY :: rp 1\ 'ljJ E X, alors CY :: rp, CY :: 'ljJ E X 

(Sv) Si CY :: -,( rp 1\ 'ljJ) E X, alors CY :: -,rp E X ou CY :: -,'ljJ E X 

(SO) Si CY :: Orp E X, alors CY.n:: rp E X, pour tout CY.n E Ét(X) 

(SO) Si CY :: -'Orp E X, alors CY. n :: rp E X, pour un certain n E N+ 

Un ensemble (de formules étiquetées) saturé a une propriété remarquable: 

Proposition 12.1.6 

Si X est un ensemble saturé, alors X est réalisable. 

PREUVE. Nous construisons le modèle M à partir l'ensemble X lui-même. Ce 

modèle a pour ensemble de base Ét(X), pour relation d'accessibilité -< et pour 

valuation 

val(p) = {CY E I; : CY :: p E Ét( X) }. 

Montrons que M réalise X (via la fonction identité). Les conditions (RTl) et 

(RT2) doivent être vérifiées. La première est immédiate, car f est la fonction 

identité. Nous démontrerons la seconde en prouvant, par induction, que 

(*) CY :: rp EX=? M, CY If- rp 

(**) CY :: -,rp EX=? M, CY W rp 

Étape de base. Si rp est la variable propositionnelle p et CY :: p E X, alors la 

définition de val nous assure que M, CY If- p, donc (*). Si CY :: -,p E X, alors 
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CJ :: p tj. X, par (S-1) , et CJ tj. val(p), par définition de val. Ainsi, M, CJ J.!L p, et 

donc (**). 

Étape d'induction. Il faut considérer chaque cas séparément. 

(---.). Supposons que <p = ---.'ljJ. Si CJ :: ---.'ljJ E X, alors M, CJ If- ---.'ljJ par la partie 

(**) de l'hypothèse d'induction appliquée à 'ljJ, et donc (*) pour <p. Si CJ :: ---.---.'ljJ 

E X, alors CJ :: 'ljJ E X, par (S---.---.), et M, CJ If- 'ljJ, par la partie (*) de l'HI appli­

quée à 'ljJ, et donc (**) pour <p. 

(1\). Supposons que <p = 'ljJ 1\ e. Si CJ :: 'ljJ 1\ e E X, alors CJ :: 'ljJ E X et CJ :: e E 

X, par (SI\). Par la partie (*) de l'HI appliquée à'ljJ et e, nous avons M, CJ If- 'ljJ 

et M, CJ If- e, d'où M, CJ If- 'ljJ 1\ e, et donc (*) pour <p. Si CJ :: ---.('ljJ 1\ e) E X, al­

ors CJ :: ---.'ljJ E X ou CJ :: ---.e E X, par (Sv). Supposons que CJ :: ---.'ljJ E X. Par la 

partie (**) de l'HI appliquée à 'ljJ, nous avons M, CJ J.!L 'ljJ, d'où M, CJ If- ---.'ljJ, ce 

qui entraîne M, CJ If- ---.( 'ljJ 1\ e), et donc (**) pour <p. 

(0). Supposons que <p = 0'ljJ. Si CJ :: 0'ljJ E X, alors CJ.n :: 'ljJ E X pour tout CJ.n 

E Ét(X) , par (SO). Par la partie (*) de l'HI appliquée à chaque CJ.n :: 'ljJ E X, 

nous avons M, CJ.n If- 'ljJ. Autrement dit: M, CJ.n If- 'ljJ pour tout CJ.n E Ét(X) , 

c'est-à-dire M, CJ If- 0'ljJ, et donc (*) pour <p. Si CJ :: ---.0'ljJ E X, alors CJ.n :: ---,'ljJ 

E X pour un certain n E N+. Par la partie (**) de l'HI appliquée à 'ljJ, M, 

CJ.nJ.!L 'ljJ, c'est-à-dire M, CJ.n If- ---,'ljJ, et donc (**) pour <p. 

Ce qui complète la preuve. ~~ 

Nous sommes maintenant prêts pour la deuxième tâche. Nous allons donner 

un algorithme pour générer un tableau pour X ayant la propriété suivante: 

ou bien ce tableau est fermé ou bien ce tableau possède une branche saturée. 

Si le tableau est fermé, X n'est pas satisfaisable; et si le tableau possède une 

branche saturée, nous pourrons, d'après la proposition précédente, construire 

une modèle qui satisfait X. 

Dans ce qui suivra, nous supposerons qu'il existe un ordre strict sur les 

formules du langage et sur les branches du tableau de sorte que l'expression 
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« la première formule ayant la propriété P dans le tableau» ait un sens (ici, 

la propriété P est quelconque). La nature précise de J'ordre importe peu; seul 

importe qu'il y en ait un. 

Une formule étiquetée portant la marque active, inactive ou terminée sera 

appelée une formule étiquetée marquée. Chaque étape de l'algorithme produi­

ra un arbre de formules étiquetées marquées. (Nous verrons l'importance des 

marques plus tard.) 

Le tableau 12.1.7 ci-dessous décrit dans le détail l'algorithme pour pro­

duire un tableau pour X, où X est un ensemble (fini) de formules quelconque. 

Tableau 12.1.7 Algorithme
 

ÉTAPE INITIALE
 

Le tableau initial est la branche l3o(X) et toutes les formules étiquetées sont marquées
 

comme étant actives.
 

ÉTAPE D'ITÉRATION
 

Pendant que T est ouvert et qu'il existe des formules actives, effectuez:
 

(AP) Pendant que T est ouvert et qu'il existe un littéral actif dans T, choisissez le
 

premier littéral actif et marquez-le comme étant terminé. 

(A-,-,)	 Pendant que T est ouvert et qu'il existe des (-,-,)-formules actives dans T, 

choisissez la première (-,-,)-formule active (J :: -,-,<p et prolongez toute bran­

che passant par (J :: -,-,<p avec la (-,-,)-règle. Marquez (J :: -,-,<p comme étant 

terminée et (J :: <p comme active. 

(AI\)	 Pendant que Test ouvert et qu'il existe des (I\)-formules actives dans T, choi­

sissez la première (I\)-formule active (J :: <p 1\ 'ljJ, et prolongez toute branche 

passant par (J :: <p 1\ 'ljJ avec la (I\)-règle. Marquez (J :: <p 1\ 'ljJ comme terminée, 

(J ::	 ::<p et (J 'ljJ comme actives. 

(AO) Pendant que Test ouvert et qu'il existe des (O)-formules actives dans T, choi­

(Jsissez la première (O)-formule active :: -,D<p, et prolongez toute branche 

passant par (J :: -,D<p avec la (O)-règle. Marquez :: -,D<p comme terminée, (J 

marquez toute formule (J.k:: -,<p ajoutée par la (O)-règle comme active, et 

marquez toute formule de la forme (J :: D'ljJ dans T comme active. 
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(AD) Pendant que T est ouvert et qu'il existe des (D)-formules actives dans T, 

choisissez la première (D)-formule active Œ :: D<p, et prolongez toute branche 

passant par Œ :: D<p avec la (D)-règle. Marquez Œ :: D<p comme inactive et 

toute formule Œ.k :: <p ajoutée par la (D)-règle comme active. 

(Av) Pendant que Test ouvert et qu'il existe de (v)-formules actives dans T, choi­

sissez la première (v)-formule active Œ :: -,( <p Î\ 'ljJ), et prolongez toute bran­

che passant Œ :: -,(<p 'ljJ) avec la (v)-règle. Marquez -,(<p commeÎ\ Œ :: 'ljJ)Î\ 

terminée, Œ :: -,<p et Œ :: -,'ljJ comme actives. 

Nous devons montrer que l'algorithme fait ce qu'on demande de lui. Dans le 

contexte de la discussion sur l'algorithme, nous resserrerons notre définition 

d'un tableau pour X. Un tableau pour X sera un tableau obtenu à l'une des 

étapes de cet algorithme. L'ensemble de tous les tableaux pour X, dans ce 

sens restreint, est dénoté par 7(X). Nous appellerons l)action de a:: <p 

l'ensemble des opérations de prolongation et de marquage que la formule a :: 

<p entraîne dans l'algorithme. Dans la discussion, To sera le tableau dans son 

état initial avec les marques et, si 7" est un état subséquent de l'algorithme, 

~+1 représentera le tableau avec les marques obtenu de 7" par l'action de la 

prochaine formule visitée par l'algorithme. 

Proposition 12.1.8 

L'algorithme est déterminé et complète toujours la transition de ~ à 7,>+1' 

PREUVE. L'algorithme est déterminé parce qu'aucun choix n'existe dans son 

exécution (c'est notamment parce que nous avons mis un ordre sur les formu­

les et les branches). 

Montrons maintenant la deuxième affirmation. Commençons par montrer 

que si ~ a un nombre fini de branches et un nombre fini de formules, alors 

l'action de cr :: <p ajoute à ~ au plus deux branches et au plus un nombre fini 

de formules. Il suffit de considérer chaque boucle séparément, c'est-à-dire la 
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forme de la formule <p. Si l'algorithme est dans (AP), (A--,--,) , (AI\) , (Av) et 

(AO), au plus deux branches et au plus deux formules seront ajoutées à 7" 
pour compléter l'action de (J :: <p. Vu que le nombre de bmnches et le nombre 

de formules ajoutées est fini, l'algorithme pourra compléter l'action de (J :: <p. 

Si l'algorithme est dans la boucle (AD), c'est-à-dire si <p = D1P, alors l'action 

de (J :: <p consistera à ajouter toutes les formules (J.k :: 1P, avec (J.k E Ét(7,,) , à 

toutes les branches passant par (J :: <p. Par hypothèse, 7" n'a qu'un nombre 

fini de branches et un nombre fini de formules sur chacune de celles-ci, donc 

un nombre fini (peut-être nul) de formules de la forme (J.k :: 1P seront ajoutées 

à 7" pour compléter l'action de (J :: <p. 

Puisque l'état initial n'a qu'une branche et qu'un nombre fini de formu­

les, nous avons montré que l'action de (J :: <p sur 7" peut toujours être complé­

tée et que l'algorithme pourra toujours passer de l'état 7" à l'état 7,,+[. ~ 

Pour X un ensemble fini de formules, définissons Tab(X) comme étant 

l'ensemble des formules pouvant apparaître dans un tableau pour X, autre­

ment dit 

Tab(X) = {cp E Form: 3TE T(X), 3(J E ~ tels que (J:: <p ET} 

Toujours pour X, définissons l'ensemble SF(X) comme étant l'ensemble des 

formules qui sont ou hien des sous-formules de formules de X ou bien des né­

gations de sous-formules de formules de X. 

Proposition 12.1.9 

Soient X un ensemble fini de formules, TE T(X) un tableau pour X quel­

conque, et (J E ~ une étiquette. Alors, 

(a) Tab(X) C SF(X) 

(b) Tab( X) est fini 

(c) Le nombre de formules étiquetées avec (J dans T :::; 1 Tab(X) 1 
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PREUVE. (i) Évident, d'après les règles de formation d'un tableau pour X. (ii) 

Découle du fait que SF(X) est fini. (iii) Conséquence immédiate de (ii). ~ 

Nous avons donc une borne supérieure uniforme sur le nombre de formules 

pouvant être précédées d'une étiquette donnée dans un tableau pour X. 

Définissons la longueur d'une étiquette cr E L; par induction comme suit: 

(LÉl) long(k) = °
 
(LÉ2) long(cr.k) = long(cr) + 1
 

Autrement dit, la longueur d'une étiquette est le nombre de points'.' dans la
 

l'étiquette.
 

Définissons aussi la pTOfondeur modale de X, prof(X), comme étant le 

maximum des profondeurs des formules dans X. (La profondeur' modale d'une 

formule est définie récursivement comme: prof(p) = 0, si 'p' est une variable 

propositionnelle; prof(---,cp) = prof(cp); prof(cp /\ 'ljJ) = max(prof(cp), prof('ljJ)); et 

prof(Dcp) = prof( cp) + 1.) 

Proposition 12.1.10 

Si TE 7(X) un tableau pour X et cr E L; une étiquette sur T, alors 

long(cr) ::; prof( X). 

PREUVE. Montrons d'abord que la quantité 

1-1(T, cr) = max{prof(cp) : cr :: cp E T} 

est strictement décroissante en fonction de la longueur de cr. En effet, soient cr 

et cr.k des étiquettes, et soit cr.k :: cp une formule sur le tableau T. 

Si cr.k:: cp est la première formule sur T étiquetée par cr.k, alors elle ré­

sulte de l'application de la (0)-règle, et forcément la formule cr :: -,D'ljJ se 

trouve également sur T, où 'ljJ est de même profondeur que cp (en fait, cp = 

-,'ljJ) . 
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Si a.k :: rp n'est pas la première formule, elle est ou bien le résultat d'une 

prolongation par la (D)-règle, ou bien le résultat d'une prolongation par les 

règles (--.--.) , (1\) ou (v). Si c'est le premier cas, il existe une formule sur le 

tableau de la forme a :: Drp. 

Si c'est le deuxième cas, a.k :: rp a été ajoutée suite à une ou plusieurs ap­

plications des règles (-,-,) , (1\) ou (v). Soit a.k:: ?jJ la première formule sur 

l'arbre de cette suite de prolongations. Cette formule a été ajoutée ou bien par 

la (D)-règle ou bien par la (O)-règle, nous avons donc a :: D?jJ ou bien a :: 

---no sur le tableau, 0 est de la même profondeur que ?jJ (en fait, ?jJ = -,0), et ?jJ 

est de la même profondeur que rp (car les règles booléennes ne modifient pas 

la profondeur d'une formule). 

Il en résulte donc que, pour toute formule du tableau étiquetée avec a.k, 

il en existe une de profondeur supérieur étiquetée par a. La fonction ~('T, a) 

est donc strictement décroissante en fonction de la longueur de a. 

La conséquence de cette observation est que la longueur d'une étiquette 

çl'un tableau pour X est bornée par le nombre prof(X). En effet, chaque pro­

longement de la longueur d'une étiquette diminue la profondeur maximale des 

formules (avec cette étiquette). Une fois rendu aux formules précédées d'une 

étiquette de longueur prof(X) , il ne restera plus de modalités (ces formules 

seront de profondeur nulle), et aucune augmentation de longueur ne sera pos­

sible. ~ 

Définissons la hauteur d'une étiq'uette a comme 

haut(a) = max{k: ::Jau a2 E I; tels que a = a j .k.a2} 

Si X est un ensemble de formules étiquetées, haut(X) désignera le maximum 

des hauteurs des étiquettes présentes dans X. 

Proposition 12.1.11 

Si TE 7(X) un tableau pour X, alors haut(T) S 1 Tab(x)I· 
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PREUVE. Soit <J = G t .k.<J2 une étiquette de T Si G est sur T, alors Gt.k se trou­

ve sur T L'algorithme ajoute une nouvelle étiquette de la forme Gt.k à chaque 

fois, et seulement à chaque fois, qu'il visite une formule active de la forme 

G 1 :: -,D<p. L'ensemble des formules étiquetées par G t et pouvant se trouver 

sur Test contenu dans Tab(X) , donc il y a au plus un nombre fini de formules 

étiquetées de cette forme sur T (d'après la proposition 12.1.9). Par ailleurs, 

lorsque l'algorithme complète l'action de G :: -,D<p, il marque cette formule 

comme étant terminée et ne la revisite plus jamais. Nous avons donc que k < 

1 Tab(X)I· Puisque l'étiquette G = G t ·k.G2 était quelconque, le résultat tient. ~ 

Pour X un ensemble fini de formules, définissons C(X) comme étant le nom­

bre d'occurrences de '1\' dans les formules de X. 

Proposition 12.1.12 

Soit TE 7(X) un tableau pour X. Alors, le nombre de branches dans Test 

borné par 2C(X). 

PREUVE. Tout tableau TE 7(X) peut être prolongé en un tableau 7,. (un ta­

bleau où l'action d'une formule est totalement complétée), et le nombre de 

branches sur T est au plus le nombre qui se trouve sur 7". Nous aurons donc 

démontré le résultat si nous le démontrons pour les tableaux 7,.. 

La seule règle pouvant créer de nouvelles branches est la (v)-règle, et son 

application à une branche génère précisément deux branches. Si l'algorithme 

entre dans la boucle (Av) dans l'état 7,. et si G :: -,(<p 1\ 'l/J) est sur 7,., le ta­

bleau 7,.+l résultant de l'action de cette formule sur 7,. aura 2k branches où k 

est le nombre de branches passant par G :: -,( <p 1\ 'l/J) dans 7,.. Tous les ta­

bleaux intermédiaires, dont T, en auront moins. Ainsi, chaque occurrence de 

'1\' peut au plus doubler le nombre de branches, et chaque occurrence ne peut 
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le faire qu'une seule fois, car la formule sera marquée comme étant terminée 

une fois que l'algorithme l'aura visitée. Au total, ceci nous donnera un maxi­

mum de 2C(X) branches pour un tableau pour X. ~ 

Proposition 12.1.13 

7{X) est fini. 

PREUV~. D'après les propositions 12.1.10 et 12.1.11, le nombre total 

d'étiquettes figurant dans les tableaux de 7{X) est fini. Ceci entraîne avec la 

proposition 12.1.9 que le nombre total de formules étiquetées figurant dans 

des tableaux de 7{X) est fini. Mais puisque le nombre total de branches d'un 

tableau de 7{X) est borné uniformément par la proposition 12.1.12, ceci ne 

peut qu'entraîner que le nombre de tableaux dans 7{X) est fini. ~ 

Proposition 12.1.14 

Une formule n'est visitée qu'un nombre fini de fois. 

PREUVE. Toute formule qui n'est pas de la forme cy :: D~ n'est visitée qu'une 

seule fois (car elles sont marquées comme étant terminées par la suite). Il suf­

fit donc montrer que les formules de la forme cy :: D~ sont réactivées au plus 

un nombre fini de fois (avant d'être désactivées). 

La réactivation d'une formule de la forme cy :: D~ ne peut être fait que 

par les formules de la forme cy :: -,ocp (avec la même étiquette). Puisqu'il y a 

au plus Tab(X) 1 de ces formules et que 1 Tab(X) 1 < 00, il ne peut y avoir1 

qu'un nombre fini de formules étiquetées de la forme cy :: -,Dcp dans le ta­

bleau. Or, chacune de ces formules ne peut réactiver une formule cy :: D~ 

qu'une seule fois, d'où le résultat. ~ 

Proposition 12.1.15 
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L'algorithme termine. 

PREUVE. Par la proposition 12.1.12, 7(X) est fini, donc il existe un rang 110 à 

partir duquel les tableaux correspondant aux états ~, pour n > 110, seront 

identiques. La différence entre ces états ne peut tenir qu'aux marquages des 

formules. Or, puisque les formules ne sont visitées qu'un nombre fini de fois 

(d'après 12.1.14) et que le nombre de formules à visiter est fini (conséquence 

de 12.1.12), il existe un rang n j à partir duquel les états de l'algorithme seront 

identiques. Autrement dit, l'algorithme atteindra un état où toutes les bran­

ches ouvertes n'auront que des formules terminées ou inactives. ~ 

Pour un ensemble X de formules, 7(X) dénotera le tableau pour X que 

l'algorithme aura produit après complétion. Cette notation est cohérente 

d'après 12.1.8 et 12.1.15. 

Proposition 12.1.16 

Si 7(X) est ouvert et si B est une branche ouverte de 7(X), alors B est un en­

semble saturé. 

PREUVE. Il faut montrer que B remplit les conditions (S-.1), (S-,-,), (SI\), 

(Sv), (S(») et (SD). Ceci se vérifie sans difficultés en utilisant la définition de 

l'algorithme. ~~ 

Théorème 12.1.17 

(a)	 Complétude faible: Pour toute formule tp, 

If-- tp ssi 7( ,tp) est fermé. 

(b)	 Propriété du modèle fini: Si tp est satisfaisable, tp est satisfaisable dans 

un modèle fini. 
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PREUVE. (a) La direction « {= » est le théorème 12.1.4. Pour l'autre direc­

tion, II- cp =? 7( -,cp) est fermé 

ssi [non- [7( -,cp) est fermé] =? non- [II- cp] ] 

ssi [7( -,cp) est ouvert =? -'Cp est satisfaisable] 

Si 7(-,cp) est ouvert, c'est qu'il contient une branche ouverte B. Or, d'après la 

proposition précédente, B est un ensemble saturé. Par la proposition 12.1.6, 

cet ensemble est réalisable. Il existe donc un modèle M qui réalise B. Mais si 

M réalise B, M satisfait -,cp (à un certain point). 

(b) Soit cp une formule satisfaisable. Si 7(cp) était fermé, -,cp serait valide 

d'après le théorème 12.1.4; donc 7(cp) est ouvert. D'après la proposition pré­

cédente, 7(cp) contient une branche B ouverte et saturée. Suivant la construc­

tion de la proposition 12.1.6, nous pouvons construire un modèle de cp dont le 

domaine est Ét(B) , l'ensemble des étiquettes de B. Or, puisque B est fini, 

Ét(B) est fini et donc ce modèle de cp est fini. ~ 

12.2 Calcul pour les SROS simples 

Il faut à présent généraliser la construction de la section précédente pour ac­

commoder le langage et la sémantique des SROS. Nous supposerons, pour 

simplifier, que le langage ne comporte ni nominaux ni modalité constante ni 

modalité hybride. 

Tout d'abord, il nous faudra un autre système d'étiquetage. Il s'agira de 

décupler celui que nous avions auparavant. Nous posons L: n = L: (l'ensemble 

des étiquettes de la section précédente) et, pour m tel que 0 :S m < n, nous 

définissons l'ensemble L:m par les clauses: 

(Étl m) k E N+ =? k E L:m 

(Ét2m) kEN+, am E L:m et am+l E ~m+l =? am·k( a m+ l ) E ~m 

Pour f.1 E ~m+l> avec 1 :S m < n, nous définissons Am+1(f.1) C L:mx L: m comme la 

relation: 
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Am+1(f.-l)(CJ, T) ssi T = CJ.k(f.-l), pour un certain k E N+ 

Posons ~n = L:OxL:1 .. ·xL:n · Nous définissons les relations -<m et -;:::jm sur ~n 

comme 

cr -;:::jm T si et seulement si CJ k = T k, pour tout k 7'::- m 

cr -<m T si et seulement si cr -;:::jm Tet Am+l(CJm+l)(CJm, Tm) 

La structure < ~n' A5,n' -< > forme une structure simple finie de rang n (où -< 

est la relation sur L: = L:n de la section précédente). Nous écrirons souvent 

CJ,,/CJn_1/ .. ./CJO 

pour décrire l'étiquette cr = (CJo, CJ il ... , on)' 

Une formule étiquetée (de rang au plus n) est une expression de la forme 

cr :: <p, où cr E ~n et <p est une formule de Form5,n' Si X est un ensemble de 

formules étiquetées, nous définissons 

Ét(X) = {cr E ~n : cr :: <p E X, pour un certain <p} 

De même, pour 0 ~ m ~ n, nous définissons 

Étm(X) = {CJ E I:m : 3cr E Ét(X) tel que CJm= CJ} 

Soit X un ensemble de formules étiquetées. Nous dirons qu'un modèle simple 

fini M = < W n' <P 5,,,, R, val> de rang n réalise X s'il existe f = (f"Jo'5.m5,n où 

fm : Étm(X) ~ Wmsont des fonctions telles que 

(RTl) Pour m tel que 1 ~ m ~ n, et tous CJ, T E Étm-Jx) et f.-l E Étm(X) , 

/~m(f.-l)(CJ, T) =} <P<:n(fm(f.-l))(fm-l(CJ), fm-l(T)), 

et pour tous CJ, T E Étn(X) , 

CJ -< T =} R(fn(CJ), fn(T)) 

(RT2) Si cr :: <p E X, alors M, f(cr) If- <p, où f(cr) = (1o(CJo), fl(CJ 1),···, fn(CJ n)) 

Le calcul des tableaux pour la logique des structures simples est une adapta­

tion de celui présenté à la section précédente. En gros, il s'agit d'une recette 

pour la construction d'un ensemble de formules étiquetées X qui servira par la 

suite à la construction d'un modèle qui réalise X. 



Chapitre 12 - Calcul de tableaux	 387 

Si X est un ensemble de formules et (J" est une étiquette, l'ensemble (J" :: X 

est défini par {(J" :: <p : <p E X}. Si X est ensemble fini formules, et si nous dis­

posons d'un ordre linéaire (quelconque) sur les formules (il y a en a plusieurs, 

il suffit d'en choisir un et de le garder), nous définissons Bo(X) comme étant 

la branche obtenue en ordonnant chacune des formules étiquetées de 

l'ensemble 1 :: X, où 1 = l/l/. ../l. 
Si X est un ensemble fini de formules, nous définissons un tableau pour X 

comme étant un arbre de formules étiquetées généré par les clauses suivantes: 

(TB1) Bo(X) est un tableau pour X 

(TB2) Si T est un tableau (pour X), si B est une branche de T, et si (J" :: <p 

est l'extrémité de B (autrement dit, la feuille de B) alors l'arbre ob­

tenu en prolongeant B suivant la règle de prolongation correspondant 

à <p est aussi un tableau (pour X). 

Les règles de prolongation sont décrites dans le tableau 12.2.1 : 

Tableau 12.2.1 Règles de prolongation 

NOM <p	 RÈGLE DE PROLONGATION 

(-,-,) -,-,'l/J Prolongez B avec la feuille (J" :: 'l/J 
(1\) 'l/Jl\e Prolongez B avec la feuille (J" :: 'l/J, et prolongez cette nou­

velle branche avec la feuille (J" :: e 
(v) -,('l/J 1\ e)	 Prolongez B avec les feuilles (J" :: 'l/J et (J" :: e 

(Om) Dm'l/J	 1 ::; m ::; n: Si Om_l.k(Om) E Étm(B) , prolongez B avec la 

feuille (J"-(m_l)/o(m_l)·k(om) :: 'l/J 
m = n + 1 : Si 0n.k E Étn(B) , prolongez B avec la feuille 

(J"_n/on· k :: 'l/J 
(Om)	 -,Om'l/J 1::; m::; n: Si k est le plus petit entier tel que Om_l·k(O,J rt 

Étm_1(B), alors prolongez B avec (J"-(m-l/o(m_l)·k(om) :: -,'l/J; 
m = n + 1 : Si k est le plus petit entier tel que 0n· k rt 
Ét(B), alors prolongez B avec (J"_n/on. k :: -,'l/J 
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Dans le tableau précédent, (j_(m_j/(Jm_j.k((Jm) dénote l'étiquette obtenue de (j 

en remplaçant la (m-1)-ième composante par (Jm_j.k((J771)' Lorsque (j :: <p est 

de la forme (j :: ---.---.'IjJ (resp. (j :: 'IjJ 1\ e, (j :: ---.('IjJ 1\ e), (j :: 0m'IjJ ou (j :: ---.0m'IjJ), 

nous l'appellerons une (---.---.)-formule (resp. (1\)-, (v)-, (Om)- ou (Om)-formule). 

Une branche B d'un tableau Test fermée s'il existe des étiquettes (j, T E 

~n avec (J k = T k et une variable propositionnelle p E ProPk telles que (j :: p E 

B et T :: ---.p E B (on remarquera la différence dans la manière de définir une 

branche fermée dans ce contexte). Une branche est ouverte si elle n'est pas 

fermée. Un tableau T est fermé si toutes ses branches sont fermées et ouvert 

s'il n'est pas fermé. Une branche est réalisable si l'ensemble des formules éti­

quetées de B est réalisable. Un tableau est réalisable si une de ses branches est 

réalisable. 

Exemple 

Élaborons un tableau pour l'ensemble 

X = {0403020j---'(P 1\ ---.q), ,0403[]20j'P, 1=:J40 3D20 j,q}, 

où P, q E Propo, composé de formules de L5.3' 

1/1/1/1 :: 0403020j---'(P 1\ ---.q) Base 

1/1/1/1 :: ,04030201'P Base 

1/1/1/1 :: 0 4°3°20 j'q Base 

1.1/1/1/1 :: ,03020j'P (04) 

1.1/1/1/1 :: 03020j---'(P 1\ ---.q) (04) 

1.1/1/1/1 :: 03020j,q (04) 

1.1/1.1(1.1)/1/1 :: ,020j'P ( ( 3) 

1.1/1.1(1.1)/1/1 :: 020j---'(P 1\ ---.q) (03) 

1.1/1.1(1.1)/1/1 :: 020j---.q (03) 

1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1 :: ,Oj'P ( ( 2) 

1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1 :: Oj---'(p 1\ ---.q) (02) 
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1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1 :: O\--.q (02) 

1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1.1(1.1(1.1(1.1))) :: -,-,p (0\) 

1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1.1(1.1(1.1(1.1))) :: --.(p /\ --.q) (0)) 

1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1.1(1.1(1.1(1.1))) :: -,q (0)) 

cr :: ---.p (v) 

cr :: p cr :: q (-,-,) 

où cr = 1.1/1.1(1.1)/1.1(1.1(1.1))/1.1(1.1(1.1(1.1))). Autrement dit, le .tableau 

pour la négation de la formule 

(040 30 20 )(P --t q) /\ 0403020)P) --t 040:3020)q 

est fermé. Ce tableau, disons T, comporte deux branches, chacune avec les 

mêmes étiquettes. Pour chacune des branches B, nous avons: 

Éta(B) = {1, 1.1(1.1(1.1(1.1)))} 

Ét) (B) = {1, 1.1 (1.1 (1.1) )} 

É~ (B) = {l, 1.1 (1.1)} 

Ét3 (B) = {1, 1.1} 

Proposition 12.2.2 

Si Test réalisable, alors toute prolongation T+ de Test aussi réalisable. 

PREUVE. Soit Br la (ou une des) branche(s) de T qui est réalisable, soit B la 

branche qui sera prolongée, et soit B+ le résultat de cette prolongation (B+ est 

une branche sauf si la règle (v) est appliquée, auquel cas B+ sera un arbre 

avec deux branches). Si B 7= Br) alors T restera réalisable quelque soit la ma­

nière de prolonger B, car B,. sera toujours une de ses branches. Si B = B,., soit 

M = < W n' cp sn' R, val> de rang n qui réalise B via f, c'est-à-dire: 

(RTl) Pour m tel que 1 :::; m :::; n, cr, T E Étm_)(X) et IL E Étm(X) , 

Âm(lL)(cr, T) =? CPsn(Jm(IL))(Jm-l(cr), fm_)(T)), 

et pour tous cr, T E Étn( X), 
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cr -< T =} R(Jn(cr) , j,,(T)) 

(RT2) Si cr :: <P E X, alors M, f(cr) II- <p, où f(cr) = (Jo (cro), fl(crJ, ... , j~(crn)) 

Nous montrerons, cas par cas, que le modèle M réalise aussi B+. 

(-,-,). B+ est obtenue en appliquant la règle (-,-,) à cr :: -,-,<p E B. Nous avons 

déjà, par la partie condition (RT2), que 

M, f( cr) II- -,-,<p 

Mais ceci signifie que 

M, f( cr) II- <p 

Donc, M réalise aussi B+. 

(1\). B+ est obtenue en appliquant la règle (1\) à cr :: <p 1\ ?/J E B. NOLIs avons 

que 

M, f( cr) II- <p 1\ 't/J 

par (RT2) , ce qui veut dire que M, f(cr) II- <p et M, f(cr) II- ?/J. Autrement dit, 

M réalise B+. 

(v). B+ est obtenue en appliquant la règle (v) à cr :: -,( <p 1\ ?/J) E B. Encore 

une fois, 

M, f(cr) II- -,(<p I\?/J) 
par (RT2), mais ceci implique que M, f(cr) II- -,<p ou M, f(cr) II- -,?/J. Si c'est le 

premier cas, alors M réalise la branche de B+ qui a cr :: -,<p comme feuille. Si 

c'est le deuxième cas, M réalise la branche de B+ qui a cr :: -,?/J comme feuille. 

(Dm)' B+ est obtenue en appliquant la règle (Dm) à cr :: Dm<p E B. Supposons 

que 1 ::: m ::: n (il restera alors le cas m = n + 1). Puisque M réalise B, nous 

avons que 

M, f( cr) II- Dm<p 

Ainsi, M, v II- <p, pour tout v tel que w{m}v. En particulier, par la condition 

(RTl), nous savons que 

f( cr) {m} f( cr-(m-I)/crm-I' k( cr m)), 

pour tout k tel que crm_l.k(crm) E Étm_I(B), donc 
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M, f(a_(m_l)/CJm_1.k(CJ m)) If- cp 

pour tout CJm_1.k(CJm) E Étrn_1(B). Ce qui démontre que B+ est réalisé par M 

dans ce cas. Si m = n + l, la démonstration est encore plus simple. 

(Orn)' B+ est obtenue en appliquant la règle (0",) à a:: ----,Dmcp E B. Supposons 

que 1 :::; m :::; n (il restera alors le cas m = n + 1). Puisque M réalise B, nous 

avons que 

M, f( a) If- ----,Dmcp 

ce qui veut dire que M, v If- ----'cP, pour un certain v tel que w{ m}v. Soit k E N+ 

le plus petit entier tel que CJm_1.k(CJ m) ri Étm_1(B); B+ est la prolongation de B 

par a-(rn_l)/CJrn_1.k(CJm) :: cp. Définissons gm-l : Étrn_1(B+) ---7 Wm-1 comme étant 

la fonction égale à fm-l sur Étm_1(B) qui envoie CJm_1.k(CJm) sur v. Si g est obte­

nue de f en remplaçant fm-l par grn-l' il facile de montrer que M réalise B+ via 

la fonction g. La démonstration du cas m = n+ 1 est encore plus simple. 

Ce qui démontre le résultat. ~ 

Proposition 12.2.3 

Un tableau fermé n'est pas réalisable. 

PREUVE. Soit T un tableau fermé et B une branche quelconque de ce tableau. 

Supposons que B est réalisable. Il existerait un modèle M = < Wn' <D:5n' R, 

val> et une suite de fonctions f qui satisfont les conditions (RTl) et (RT2). 

Puisque B est fermée, il existe des étiquettes a, T E :En avec CJ k = T k et une 

variable propositionnelle p E ProPk telles que a :: p E B et T :: ----,p E B. Puis­

que M réalise B (via f), nous avons que M, f(a) If- p et M, f(T) If- ----,p, par 

(RT2). Mais, M, f(a) If- p entraîne que ÜCJk) E val(p) , et M, f(T) If- ----,p en­

traîne que MTk) = MCJ k) ri val(p), ce qui est contradictoire. ~ 

Un calcul de tableau est, en particulier, un système de dérivation. Nous dé­

montrons qu'une formule 'cp' est un théorème dans ce calcul en montrant que 



Chapitre 12 - Calcul de tableaux 392 

la formule "<p' admet un tableau fermé (c'est-à-dire qu'il existe un tableau
 

fermé pour l'ensemble {'<p}). Le théorème suivant montre que ce calcul est
 

« sound », qu'il préserve la validité:
 

Théorème 12.2.4
 

Si "<p' admet un tableau fermé, alors '<p' est valide.
 

PREUVE. Supposons qu'il existe un tableau fermé I pour la formule "<p' mais
 

que '<p' n'est pas valide. Il existe donc un modèle M = < W,,, CI> s; n' R, val> et
 

un point W E W tels que
 

M, w If-- ,<p. 

Si nous montrons que M doit alors réaliser T, nom; obtiendrons une contradic­

tion par la proposition 12.2.3. 

Soient ~ le tableau obtenu à la n-ième étape de la construction de T 

Nous avons que Ta = {1 :: '<p} et que ~v = T, pour un certain N. Il est clair 

que M réalise Ta. Par la proposition 12.2.2, M réalise donc tous les tableaux ~ 

jusqu'à IN = T D'où le résultat. ~ 

Nous savons maintenant que notre calcul démontre des validités, mais il devra 

en faire plus pour être complet, il faudra que toute validité y soit démontra­

ble, ce qui reviendra, nous le verrons, à montrer que tout tableau ouvert 

d'une certaine sorte est satisfaisable. Cette partie est définitivement la plus 

compliquée. Nous devrons d'abord montrer comment extraire un modèle d'un 

tableau ouvert (d'une certaine sorte), et nous devrons ensuite définir un algo­

rithme permettant de générer ces tableaux (quand ceux-ci existent). 

Afin de réaliser la première partie de cette tâche, nous utiliserons la no­

tion d'ensemble saturé. Si X est un ensemble de formules étiquetées, alors X 

est dit saturé s'il satisfait les conditions énumérées dans le tableau 12.2.5. 
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Tableau 12.2.5 Conditions de saturation 

NOM CONDITION 

(S1-) Non-(CT :: p E X et T :: -,p E X), pour tous P E ProPk et CT, T E :En 

avec Œk = T k 

(S-,-, ) Si CT :: -'-'cP E X, alors a :: cp E X 

(SI\) Si CT :: cp 1\ 1/J E X, alors CT :: cp, CT :: 1/J E X 

(SV) Si CT :: -,(cp 1\ 1/J) E X, alors CT :: -'CP E X ou a :: -,1/J E X 

(SOm) 1 :::; m :::; n: Si a :: OmCP EX, alors a_(rn_q/0m_l.k(Om) :: cp E X, pour 

tout k E N+ tel que Œm_1.k(Œm) E Étm_JX) 

m = n + 1 : Si CT :: O"+ICP E X, alors CT _n/Œ".k :: cp E X, pour tout k E 

N+ tel que Œ".k E Étn(X) 

1 :::; m :::; n: Si a:: --.omCP E X, alors il existe k E N+ tel que 

a_(m_l)/Om_l.k(Œm) :: -cp E X 

m = n + 1 : Si CT:: -On+1CP E X, alors il existe k E N+ tel que 

a_n/Œn.k:: -cp EX 

Un ensemble saturé a la propriété remarquable suivante: 

Proposition 12.2.6 

Si X est un ensemble saturé, alors X est réalisable. 

PREUVE. Nous construisons le modèle M = < W", <1>::;", R, val> à partir 

l'ensemble X lui-même. Pour k tel que 0 :::; k :::; net p E ProPk' posons 

Wk = {Œ E L:k : 3CT E Ét(X) tel que Ok = Œ} 

val(p) = {Œ E L:k::::la:: p E Xtel que Ok = o} 

Pour m tel que 1 :::; m :::; n, posons 

<1>m = Am 

R=-< 
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:tvIontrons que M réalise X (via la fonction identité). Les conditions (RTl) et 

(RT2) doivent être vérifiées. La première est immédiate, car f est la fonction 

identité. Nous démontrerons la seconde en prouvant, par induction, que 

(*) cr :: cp EX=} M, cr If- cp 

(**) cr :: ----,cp EX=} M, cr W cp 

Étape de base. Supposons que cp est la variable propositionnelle p E ProPm' Si 

cr :: p E X, alors la définition de val nous assure M, cr If- p, donc (*) pour cp. Si 

cr :: ----,p E X, alors T :: p rt X pour tout T tel que am = Tm par (S-1), et donc 

am rt val(p) par définition de val. Ainsi, M, cr w: p, et donc (**) pour cp. 

Étape d'induction. Il faut considérer chaque cas séparément. 

(----,). Supposons que cp = ----,'lj;. Si a :: ----,'lj; E X, alors M, cr If- ----,'lj; par la partie 

(**) de l'hypothèse d'induction appliquée à 'lj;, et doric (*) pour cp. Si cr :: ----,----,'lj; 

E X, alors cr :: 'lj; E X, par (S----,----,) , et M, cr If- 'lj;, par la partie (*) de l'HI ap­

pliquée à 'lj;, et donc (**) pour cp. 

(1\). Supposons que cp = 'lj; 1\ e. Si cr :: 'lj; 1\ eE X, alors cr :: 'lj; E X et cr :: eE 

X, par (SI\). Par la partie (*) de l'HI appliquée à'lj; et e, nous avons M, cr If- 'lj; 

et M, cr If- e, d'où M, cr If- 'lj; 1\ e, et donc (*) pour cp. Si cr :: ----,('lj; 1\ e) E X, 

alors cr :: ----,'lj; E X ou cr :: ----,e E X, par (Sv). Supposons que cr :: ----,'lj; E X. Par 

la partie (**) de l'HI appliquée à 'lj;, nous avons M, cr W 'lj;, d'où M, cr If- ----,'lj;, 

ce qui entraîne M, cr If- ----,('lj; 1\ e), ct donc (**) pour cp. 

(Dm). Supposons que cp = Dm'lj;. Si cr :: Dm'lj; E X, alors (J_(m_q/am_1.k(a rr.) :: 'lj; 

E X pour tout am_1.k(am) E Étm_JX) , par (SOm)' Par la partie (*) de l'HI ap­

pliquée à chaque cr_(m_l)/am_1.k(am) :: 'lj; E X, nous avons que 

M, cr_(m_q/am_l.k(am) If- 'lj;. 

pour tout (Jm-l.k(Œm) E Étm-1(X), c'est-à-dire, par la définition de {m}, M, cr If­

Dm'lj;, et donc (*) pour cp. Si cr :: ----,0m'l/} E X, alors cr_(m_l)/am_l.k(am) :: ----,'lj; E X 

pour un certain k E N+. Par la partie (**) de l'HI appliquée à 'lj;, 

M, cr-(m-l)/am-1.k(am) W 'lj;, 

c'est-à-dire M, cr_(m_l)/am_1.k(am ) If- ----,'lj;, et donc (**) pour cp. 
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Ce qui complète la preuve. ~:B 

Nous définissons maintenant notre algorithme pour générer un tableau pour X 

ayant la propriété suivante: ou bien ce tableau est fermé ou bien ce tableau 

possède une branche saturée. Si le tableau est fermé, X n'est pas satisfaisable; 

et si le tableau possède une branche saturée, nous pourrons, d'après la propo­

sition précédente, construire une modèle qui satisfait X. 

Nous supposerons qu'il existe un ordre strict sur les formules du langage 

et sur les branches du tableau de tlorte que l'expression « la première formule 

ayant la propriété P dans le tableau» soit signifiante (ici, la propriété Pest 

quelconque). La nature précise de l'ordre importe peu; seul importe qu'il y en 

ait un. 

Une formule étiquetée portant la marque active, inactive ou terminée sera 

appelée une formule étiquetée marquée. Chaque étape de l'algorithme produi­

ra un arbre de formules étiquetées marquées. 

Pour X un ensemble fini de formules, nous définissons l'algorithme de 

construction d'un tableau pour X de la manière suivante: 

Tableau 12.2.7 Algorithme
 

ÉTAPE INITIALE
 

Le tableau initial est la branche Bo(J() et toutes les formules étiquetées sont marquées
 

comme étant actives.
 

ÉTAPE D'ITÉRATION
 

Pendant que T est ouvert et qu'il existe des formules actives, effectuez:
 

(AP) Pendant que T est ouvert et qu'il existe un littéral actif dans T, choisissez le
 

premier littéral actif et marquez-le terminé. 

(A-,-,)	 Pendant que T est ouvert et qu'il existe des (-,-,)-formules actives dans T, 

choisissez la première (-,-,)-formule active (J' :: -,-,<p et prolongez toute bran­

che passant par (J' :: -,-,<p avec la (-,-,)-règle. Marquez (J' :: -,-,<p comme étant 

terminée et (J' :: <p comme active. 
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Pendant que Test ouvert et qu'il existe des (/\)-formules actives dans T, choi­


sissez la première (/\)-formule active cr :: 'P /\ 'ljJ, et prolongez toute branche
 

passant par cr :: 'P /\ 'ljJ avec la (/\)-règle. Marquez cr :: 'P /\ 'Ij; comme termi­


née, cr :: 'P et cr :: "if; comme actives.
 

Pour chaque mE {l, ... , n}, en ordre décroissant:
 

Pendant que T est ouvert et qu'il existe des (Om)-formules actives dans T,
 

choisissez la première (Om)-formule active cr:: -,om'P, et prolongez toute
 

branche passant par cr :: -,om'P avec la (Om)-règle. Marquez cr :: -,om'P com­


me terminée, marquez toute formule cr_(m-l)/Œ"'_I·k(Œm ) :: -''P ajoutée par la
 

(O",)-règle comme active, et marquez toute formule de la forme cr :: Dm?,b dans
 

T comme active.
 

(ADm)	 Pour chaque mE {l, ... , n}, en ordre décroissant: 

Pendant que T est ouvert et qu'il existe des (Dm)-formules actives dans T, 

choisissez la première (O",)-formule active cr :: Dm'P, et prolongez toute bran­

che passant par cr :: Dm'P avec la (Dm)-règle. Marquez cr :: D",'P comme inac­

tive et toute formule (J'_(m_J)/Œm_l.k(Œ m) :: 'P ajoutée par la (Dm)-règle comme 

active. 

(Av)	 Pendant que Test ouvert et qu'il existe de (v)-formules actives dans T, choi­

sissez la première (v)-formule active CT :: -,( 'P /\ 'ljJ), ct prolongez toute bran­

che passant cr :: -'('P /\ 'ljJ) avec la (v)-règle. Marquez cr :: -'('P /\ 'ljJ) comme 

terminée, cr :: -''P et cr :: -,'ljJ comme actives. 

Dans le contexte de la discussion sur l'algorithme, nous resserrerons notre dé­

finition d'un tableau pour X. Un tableau pour X, dans le contexte de cette 

discussion, sera un tableau obtenu à l'une des étapes de cet algorithme. 

L'ensemble de tous les tableaux pour X, dans ce sens restreint, est dénoté par 

71X). Nous appellerons l'action de (J' :: tp l'ensemble des opérations de prolon­

gation et de marquage que la formule (J' :: tp entraîne dans l'algorithme. Dans 

la discussion, Ta sera le tableau dans son état initial avec les marques, et si ~ 

est un état subséquent de l'algorithme, ~+l représentera le tableau avec les 

marques obtenu de 7" par l'action de la prochaine formule visitée par 
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l'algorithme. 7(X) désignera le tableau produit par l'algorithme appliqué à 

l'ensemble X (la proposition suivante montre que cette notion est bien défi­

nie). 

Proposition 12.2.8 

(a)	 L'algorithme est déterminé et la transition de T" à T,'+l peut toujours être 

complétée. 

(b)	 Tout TE 7(X) est fini et 7(X) lui-même est fini. 

(c)	 Toute formule n'est visitée qu'un nombre fini de fois. 

(d)	 L'algorithme termine. 

(e)	 Toute branche ouverte de 7(X) est saturée. 

PREUVE. Les preuves de ces résultats sont tout-à-fait analogues à celles de la 

section précédente. Il suffit d'appliquer les mêmes arguments pour les n+ 1 

composantes. ~ 

Nous arrivons enfin à : 

Théorème 12.2.9 

(a)	 Complétude faible: Pour toute formule <p E FormL , 

1 f- <p ssi 7( '<p) est fermé. 

(b)	 Propriété du modèle fini: Si <p est satisfaisable, <p est satisfaisable dans 

un modèle fini. 

PREUVE. (a) La direction « {::: » est le théorème 12.2.4. Pour l'autre direc­

tion, If-	 <p =} 7( '<p) est fermé 

ssi [non-[7(,<p) est fermé] =} non-[If- <pl] 

ssi	 [7( '<p) est ouvert =} ,<p est satisfaisable] 
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tout d'abord généraliser la notion de rang aux formules de LE' Définissons les 

fonctions d'ordre ordr et ordAde la manière suivante: 

ord(p) = rang de 'p' 

ord( '<p) = ord( <p) 

ord(<p 1\ 'lj;) = max(ord(<p),ord('lj;)) 

pour ord = ordr ou ordA, et 

ordr(K<p) = ordr( <p) 

ordA(K<p) = ordA(<p) + 1 

La fonction ordr nous aidera à définir une traduction TradT d'inspiration 

transparentiste, et la fonction ordA une traduction TradA d'inspiration agrip­

péenne. Nous posons : pour X = T ou A, 

Tradx(p) = p
 

Tradx('<p) = Tradx(<p)
 

Tradx(<p 1\ 'lj;) = Tradx(<p) 1\ Tradx('lj;)
 

Tradx(K<p) = °n+I!Trad(<p), si ordx(<p) = n .
 

où '0n+I!' = 'On+IOn'" 01" 

Considérons quelques exemples pour contraster la différence entre les 

deux traductions. Tout d'abord, 

TradT(KKp) = DIDIP 

TradA(KKp) = °20 tO tP 

On remarquera une légère différence entre TradA(KKp) et ce que nous avons 

nommé la traduction agrippéenne plus haut. En réalité, TradA(KKp) est plus 

appropriée pour des raisons que nous comprendrons sous peu. Considérons, en 

effet, la formule 'K(q 1\ Kp)'. Nous aurions donc 

TradT(K(p 1\ Kq)) = 0201(P 1\ 02Dlq) et 

TradA(K(p 1\ Kq)) = D3D20 1(P 1\ D20 l q), 

alors que notre traduction esquissée plus haut aurait donné '02(P 1\ 0 20 1qr 

pour TradT(K(p 1\ Kq)) et 'D3(p 1\ D2D l q)' pour TradA(K(p 1\ Kq)). Si les lo­

cutions modales '020 1' et '°30201' sont préférables à '02' et '0/, c'est parce 
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qu'elles expriment tous les niveaux d'incertitude (du plus grand ordre repré­

senté au plus petit) et non seulement le dernier, le plus haut. 

La modalité' K' dans son interprétation agrippéenne cesse d'être une mo­

dalité normale. La normalité est logiquement équivalente (en utilisant seule­

ment la règle de nécessitation et des tautologies propositionnelles) à la condi­

tion 

K(<p 1\ 'IjJ) ~ (K<p 1\ K'IjJ) 

Posons <p = p et 'IjJ = K(p ---+ p), nous avons que 

TradA(K(p 1\ Kp)) = D2DJp 1\ Dj(p ---+ p)) et 

TradA(Kp 1\ KKp) = D1P 1\ D2DtDt(p ---+ p), 

malS 

If- D2Dt(p 1\ DJp ---+ p)) ~ D2D1P 

If- (D1P 1\ DzD1DL(p ---+ p)) ~ D1P 

Or, le modèle que nous avons construit à partir de Sn et de l'ignorance de son 

daltonisme satisfait 'DtPn' mais pas 'D2D1ps' au point (w, c, d). Cette consé­

quence était toutefois anticipée. 

La conna'lssance des autres 

Dans l'analyse que nous avons faite de la connaissance d'ordre supérieur jus­

qu'à présent, il était principalement - sinon exclusivement - question de la 

connaissance qu'un agent a de ses propres états épistémiques. Intéressante sur 

le plan philosophique, elle l'est peut-être moins pour d'autres disciplines. La 

connaissance d'ordre supérieur devient surtout intéressante pour ces dernières 

lorsqu'elle concerne plusieurs agents à la fois; la connaissance qu'un agent 

peut avoir des situations épistémiques des autres agents a des conséquences 

sur son comportement stratégique et, par conséquent, intéresse de près la 

théorie de la décision et la théorie des jeux. Il revient à Lewis (1969) d'avoir 

souligné l'importance de la connaissance commune, une connaissance d'ordre 

supérieur bien particulière, pour la stratégie d'un joueur. 
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Dans le chapitre 3, nous avons discuté le cas d'un agent ignorant son 

propre daltonisme, Considérons maintenant les cas de deux daltoniens Sa et Sb 

tels que 

Sa est un daltonien rouge-vert, 

Sb est un daltonien bleu-jaune, 

Sa sait qu'il est daltonien rouge-vert, 

Sb sait qu'il est un daltonien bleu-jaune, 

Sa ne sait pas si Sb est daltonien bleu-jaune ou daltonien rouge-vert 

Sb sait que Sa est daltonien rouge-vert 

Il n'est pas évident de représenter ce type de situation épistémique dans la 

sémantique des mondes possibles. Il faudrait que la même relation 

d'accessibilité serve à exprimer à la fois la connaissance de base (du premier 

ordre) de l'agent, en l'occurrence de son propre daltonisme, et la connaissance 

« épistémique » de l'agent (du deuxième ordre), l'ignorance ou la connais­

sance qu'il a du daltonisme de son compatriote. Illustrons en quoi la représen­

tation de ces faits n'est pas évidente. 

Si une relation d'accessibilité ne fait pas de distinction entre les niveaux 

de connaissance, il a fort à parier que nous rencontrerons les mêmes difficultés 

ici que nous avons rencontrées précédemment, Supposons, afin d'explorer 

l'hypothèse, qu'une relation sur W suffise à exprimer ces faits, quitte à ajouter 

des mondes supplémentaires à W au 

besoin, Je m'explique. Supposons que 

l'univers des agents Sa et Sb est très limi­
w • 

a 
• y 

té : il comprend seulement deux objets 

0 1 et O2 , le premier pouvant être rouge b b 

ou vert et le second bleu ou jaune, Les 

mondes w, x, y et z de cet univers alé­ x •.---------­... z 

thique simplifié se laissent décrire par les a 

quatre couples suivants: w = (l', b), x = 
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(r, j), y = (v, b) et z = (v, j), où les première et deuxième positions spécifient 

les couleurs qu'exemplifient les objets ° 1 et 02 respectivement (r = rouge, b = 
bleu, j = jaune et v = vert). Étant donnés ces mondes, il est facile de déter­

miner à quoi ressembleront les relations d'accessibilité RDRV et RDUJ de Sa et de 

Sb respectivement: 

RDRV = clôture réflexive, symétrique et transitive de {(w, y), (x, z)} 

RDf3J = clôture réflexive, symétrique et transitive de {(w, x), (y, z)} 

Toutefois, nous rencontrons déjà une difficulté ici car la relation RDRV ne per­

met de représenter l'ignorance que Sa a de la connaissance de Sb' En effet, si 

'PI' est l'énoncé « L'objet °1 est rouge» et 'Qi' est l'énoncé « L'objet 01 est 

vert », alors l'énoncé '(PI ----t KbPi) 1\ (ql ----t Kbql) , sera connu par Sa partout. 

Mais si Sa sait que (PI ----t KbPI) 1\ (ql ----t Kbql), c'est-à-dire si 

KJ (Pi ----t KbpJ 1\ (ql ----t Kbql)) 

est vrai (partout), alors Sa sait que Sb n'est pas daltonien rouge-vert, contrai­

rement à ce que nous voulions. 62 

Nous pourrions éviter cette difficulté en employant un stratagème: dé­

doubler l'ensemble des mondes possibles W de sorte qu'une copie ait les rela­

tions d'accessibilités RDRV et RDBJ pour Sa et Sb (respectivement), et que 

l'autre copie ait RDRV pour les deux agents, en prenant soin de raccorder ces 

deux copies de manière appropriée. Le nouvel univers W+ serait l'union de W 

et de W' = {W', x', y', Zl}, où les quatre mondes W', x', yi et z' se comportent 

de manière identique à w, x, y et z sur les plan des faits du premier ordre (par 

exemple, ° 1 est rouge dans w ssi 0i est rouge dans w', etc.). La nouvelle rela­

tion d'accessibilité Rb sur W+ de l'agent Sb est définie de la manière suivante: 

Rb = RDBJ U (RDRV ) 1 

où (RDRV ) 1 est définie comme RDRV mais sur les mondes de W' au lieu des 

mondes de W. La relation d'accessibilité Ra sur W+ de Sa n'est pas définie 

aussi simplement; nous ne pouvons pas la définir comme 

62 Cette discussion suit de très près la présentation du chapitre 1. 
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Ra = RDRv U (Rul-tV) " 

car sinon Sa saurait que Sb est daltonien bleu-jaune aux mondes de W et sau­

rait que Sb est daltonien rouge-vert aux mondes de W'. Il faudrait pour réta­

blir son ignorance que nous ajoutions des couples dans la relation Ra, no­

tamment les couples (w, w'), (x, x'), (y, y') et (z, Zl), et que nous ajoutions 

aussi le nécessaire pour que cette nouvelle relation soit réflexive, symétrique et 

transitive. Si nous faisons cela, nous aurons une première approximation satis­

faisante de la connaissance qu'ont ces agents l'un de l'autre. 

.............................................
 
w 

y' 

..........................................
 
. .. z' 

a b 

Sans entrer dans l'analyse d'exemples qui pourraient compromettre cette 

méthode de duplication, au sens où un énoncé aurait une valeur de vérité 

inattendue, j'aimerais souligner combien cette méthode s'apparente davantage 

à un rafistolage ad hoc qu'une représentation fidèle de la connaissance d'ordre 

supérieur, le caractère ad hoc étant principalement dO au fait que nous ayons 

à rajouter des « épi-mondes» (ceux de W'). Il y a aussi un problème de taille 

(littéralement) que rencontre cette méthode: il y a un potentiel de croissance 

exponentielle de ces « épi-mondes» plus les profils épistémiques d'ordre supé­

rieur de nos agents sont complexes. Dans l'exemple ci-dessus, il n'y a cu qu'un 

simple dédoublement, ce qui reste contrôlable, mais si, d'une part, l'agent Sa 

hésitait entre trois profils épistémiques pour Sb et si, d'autre part, Sb hésitait 

entre deux profils épistémiques pour Sa' alors il faudrait sextupler l'univers de 
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base. Avec plus d'agents et plus d'ignorance de la part des agents à propos 

des profils épistémiques de leurs voisins, la situation devient vite incontrôla­

ble : avec n agents daltoniens d'une certaine sorte, chacun ne sachant pas si 

leurs voisins sont daltoniens rouge-vert ou daltoniens bleu-jaune, vous devrez 

disposer de 2n
(n-l) copies de l'univers de base. 

Cette prolifération ne serait pas pathologique si ce n'était du caractère 

bigarré des relations d'accessibilité; en essayant de simuler deux niveaux de 

connaissance en un, il finit par y avoir deux types de liens entre les mondes: 

d'une part, les liens provenant de la relation d'accessibilité d'ordre un, et 

d'autre part, des liens qui font le pont entre deux relations d'accessibilité. 

Dans la relation Ra, le lien entre wet x provient de la relation RDRV mais celui 

entre w et w' est là pour établir un pont entre les deux profils de Sb que Sa ne 

distingue pas. Au final, il s'agit d'une quantification sur des relations 

d'accessibilité qui se dissimule sous les apparences d'une quantification sur les 

mondes. Il n'y a rien de mal à la dissimulation, mais elle n'est d'aucun avan­

tage si elle crée de telles complications. 

Comment adapter les structures et le langage des sections précédentes 

afin d'appliquer le même genre de solution? D'abord, donnons-nous un lan­

gage modale avec les modalités '[a]n+/ et '[b]n+l" pour chaque n 2: O. Les 

structures seront définies sur W = Wox W1x,,,) mais la fonction <P n+1 attri­

buera une paire (R a( w), Rb( w)) de relations d'accessibilité sur W", une pour 

chaque agent, au lieu d'attribuer une seule relation d'accessibilité sur Wn à 

chaque point de w E W"+l' Pour x = a ou b, nous définissons la relation 

w{n+lLv ssi (i) W k = vk, pour k 7: n, et (ii) R/wn+1)(wn , v,.), 

ce qui donne la clause sémantique suivante pour les modalités: 

w If- [X]"+l<P ssi v If- <P, pour tout v E W tel que w{ n+ 1Lv 

Il nous faut ensuite trouver une traduction adéquate Trad dans ce langage des 

formules composées des modalités Ka et Kb• Encore une fois, la notion d'ordre 

d'une formule sera centrale, et nous Ile définirons que la version transparen­
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tistc du rang de même que version transparentiste de la fonction de traduc­

tion. Pour x = a ou b, posons 

ord/p) = rang de 'p' 

ord"l-'r.p) = ordx(r.p) 

ordx(r.p 1\ 'ljJ) = max( ordx(r.p), ord/'ljJ)) 

ordx(Kyr.p) = ordi r.p), si x = y 

ordx(Kyr.p) = ordy(r.p) + 1, si x :;z= y 

L'idée est qu'une modalité épistémique fait augmenter le rang de x seulement 

si celle-ci n'est pas la sienne. Pour la traduction, nous posons: 

Trad(p) = p 

Trad( -,r.p) = Trad(r.p) 

Trad(r.p 1\ 'ljJ) = Trad(r.p) 1\ Trad('ljJ) 

Trad(Kxr.p) = [x]n+l!Trad(r.p) , si ordx(r.p) = n 

où '[X]n+I!' = '[x]n+t[x]n· .. [X]l'· Par exemple, si ord(p) = 0, alors 

Trad(KaP) = [aJtp 

Trad(KaKaP) = [aJt[a]lP 

Trad(KbKaP) = [b]z[bL[aLp 

Trad(KbKaKaPI) = [b]z[bL[a]][aLp 

Trad(KaKbKbKaKaPl) = [a]3[ a]z[a]l[b]z[bL[bL[b]l[ aL[ aLp 

et ainsi de sui te. 

Nous voulons montrer qu'il existe un modèle qui satisfait les formules 

épistémiques décrivant la situation de nos daltoniens Sa et Sb' Notamment, si 

p] = L'objet 0] est rouge 

ql = L'objet 0 1 est vert 

Pz = L'objet Oz est bleu 

q2 = L'objet Oz est jaune 

nous voulons que le modèle satisfasse les traductions de formules suivantes: 

(p] ~ KbP]) 1\ (q] ~ Kbq])
 

(Pz ~ KaP2) 1\ (q2 ~ Kaq2)
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-,Ka( (PI ~ KbPI) 1\ (ql ~ Kbql)) 

Pour construire un tel modèle, il suffit de poser 

Wo = W = {w, x, y, z} 

W I = {e, j} 

W2 = {g} 

avec 

(Ra(e), Rb(e)) = (RORY , RonJ ) 

(Ra(f), Rb(f)) = (RDRy , RORY ) 

(Ra(g), Rb(g)) = ({e, j}x{e, f}, {(e, e), (f, f)}) 

Autrement dit: e est le profil épistémique du premier ordre actuel et f est 

l'autre profil épistémique du premier ordre non-éliminé pas Sa; 9 est le profil 

épistémique du deuxième ordre actuel stipulant que Sb sait que Sa est dalto­

nien rouge-vert et qu'il est lui-même daltonien bleu-jaune. On peut vérifier 

aisément que 

(w, e, g) II- Trad( (Pl ~ KbPl) 1\ (ql ~ Kbql)) 

(w, e, g) II- Trad( (P2 ~ KaP2) 1\ (q2 ~ Kaq2)) 

(w, e, g) II- Trad( -,Ka( (Pl ~ KbPI) 1\ (ql ~ Kbql))) 

Si nous voulons changer la connaissance d'ordre supérieure de Sb' il suffira de 

modifier la relation qui lui est attribuée à g, il ne sera pas nécessaire de modi­

fier l'ensemble Wo' 
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