UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

MOTS DE CHRISTOFFEL ET NOMBRES DE MARKOFF

MEMOIRE
PRESENTE
COMME EXIGENCE PARTIELLE

DE LA MAITRISE EN MATHEMATIQUES

PAR

AGNES MONGEAU

JUIN 2010



UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL
Service des bibliotheques

Avertisserment

La diffusion de ce mémoire se fait dans le respect des droits de son auteur, qui a signé
le formulaire Autorisation de reproduire et de diffuser un travail de recherche de cycles
supérieurs (SDU-522 — Rév.01-2006). Cette autorisation stipule que «conformément a
Farticle 11 du Reglement no 8 des études de cycles supérieurs, ['auteur] concéde a
'Université du Québec a Montréal une licence non exclusive d'utilisation et de
publication de la totalité ou d'une partie importante de [son] travail de recherche pour
des fins pédagogiques et non commerciales. Plus précisément, [lauteur] autorise
Université du Québec a Montréal a reproduire, diffuser, préter, distribuer ou vendre des
copies de [son] travail de recherche a des fins non commerciales sur quelque support
que ce soit, y compris I'Internet. Cette licence et cette autorisation n’entrainent pas une
renonciation de [la] part [de 'auteur] & [ses] droits moraux ni a [ses] droits de propriété
intellectuelle. Sauf entente contraire, ['auteur] conserve la liberté de diffuser et de
commercialiser ou non ce travail dont [il] possede un exemplaire.»







REMERCIEMENTS

En avant-propos de ce mémoire, je tiens a remercier les gens qui m’ont aidé tout au long
de cette démarche. D’abord, un grand merci & Christophe Reutenauer, mon directeur de
maitrise, pour sa grande disponibilité et ses bonnes idées qui in’ont perinis de progresser
dans mon travail. Aussi, je remercie mou conjoint Sébastien, mes parents, ma soeur et
mes fréres qui m’ont encouragé tout au long de cette réalisation. Finalement, merci &
mes correcteurs, Srecko Brlek et Jacques Labelle, d’avoir bien voulu prendre de votre

temps pour lire mon travail.






TABLE DES MATIERES

LISTE DES FIGURES . . . . . . s
RESUME . . . . o,
INTRODUCTION . . . . o s

CHAPITRE 1
PRELIMINAIRES . . . . .

1.1 Formule de Pick (1899) . . . . . . . . . . ...

CHAPITRE 1II
MOTS DE CHRISTOFFEL ET TRIPLETS DE MARKOFEF . . .. ... .. ..

2.1 Mots de Christoftel . . . . . . .. .. oo
2.1.1  Définitions . . ...
2.1.2  Factorisation standard . . . . . . . ... oo

2.2 Triplets de Markoff . . . . . . . ...

CHAPITRE 111
BIJECTION ENTRE LES MOTS DE CHRISTOFFEL ET LES TRIPLETS DE
MARKOFE .

CHAPITRE 1V
ARBRE DE STERN-BROCOT . . . ... ... ... . .

4.1 DeéRnitions . . . . . . .
4.2 Propriétés . ... ..

CHAPITRE V
COORDONNEES DE FROBENIUS DES NOMBRES DE MARKOFF . . . . .

CHAPITRE VI
ARBRE DE CHRISTOFFEL ET ARBRE DE MARKOFF . .. ... . ... ..

6.1 Arbre de Christoffel . . . 0 . L
6.2 Arbre de Markoff . . . .. .
BIBLIOCGRAPHIE . . . . .






1.1

1.2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

LISTE DES FIGURES

Triangle rectangle dont les sommets sont dans IN*. . . . . . . .. .. ..

Un triangle quelconque dont les sommets sont dans IN? peut étre repré-

senté, & une translation pres, par un de ces deux triangles. . . . . . . ..
Chemins de Christoffel de pente g et % respectivernent. . . . . ... ...
Le mot de Christoffel de pente % eSt XXYXXYXXYXXYXY. « o« v o o

Les étiquettes des points entiers sur le chemin de Christoffel de pente %

La factorisation standard d'un mot de Christoffel donne deux mots de

Christoffel. . . . . . .

L'unique factorisation d’un mot de Christoffel en deux mots de Christoffel

est la factorisation standard. . . . . . ..
wy est préfixedews .. . Lo
wo est suffixe de wy . . . ..

St w = wywsg est un mot de Christoffel, alors w; = wws ou wy = wyv avec

u et v des mots de Christoffel. . . . . . . . . .. ..

St w = wyws est un mot de Christoffel, alors wjwwy et wiwsws sont des

mots de Christollel. . . . . . . . . . .

2.10 Le mot d’intersection (9,5) est XyXxXyXXyXXyX. . . . . « ...

4.1

4.2

Arbre de Stern-Brocot . . . . . ..

Ancétres gauche et droit d'un sommet. . . . . ..o

Ut

12

12

13

15

16

18

18

20

21

22

36

37




viii

4.3

4.4

6.1

6.2

6.3

6.4

Projection des niveaux 0 & 4 de l'arbre de Stern-Brocot . . . . . . . . .. 38
% est lancétre droit de b—l’, ........................... 39
Arbre de Clristoftel . . . . . . .. ... 51
Bijection entre I'arbre de Stern-Brocot et 'arbre de Cristoffel. . . . . . . 53
Arbre de Markoff . . . . .. .. .o 56

Section de 'arbre de Christoffel 57



RESUME

Les mots de Christoffel forment un sous-ensemble des mots de {z,y}*. Nous les présen-
terons dans ce mémoire de facon géométrique comme étant la discrétisation d’une droite
allant de (0,0) & (a,b), avec a et b des entiers premiers entre eux, par un chemin dans
IN?. Nous associerons ainsi les mots de Christoffel aux couples d’entiers premiers entre
eux.

Nous introduirons ensuite les triplets de Markoff comme é¢tant les solutions de 1'équation
diophantienne a?+ 0%+ c? = 3abe. Un liomowmorphisme p du monoide libre {z,y}* dans
- : : 21 5 .
SLy(Z) sera défini de la fagon suivante : ux = et py = . Celui-ci
11 2 1
nous perinettra de définir la bijection suivante entre les mots de Christoftel et les triplets
de Markoft : w = wyws — {%Tr(p,w[), %Tr(y,wg), —é—’_[‘r(yw)}

Par la suite, nous introduirons 'arbre de Stern-Brocot, 'arbre de CliristofMel et I'arbre
de Markoff et nous montrerons ’équivalence cntre tous ces arbres, et établirons des
bijections canoniques entre eux.

Most-clés © Mots de Cluistoffel ; triplets de Markoff; bijection; arbre de Christoffel ;
arbre de Markoff; arbre de Stern-Brocot.






INTRODUCTION

Les mots de Christoffel ont été introduits par E.B. Christoffel dans son article de 1875,
dans une version légérement différente de celle considérée ici. Un peu plus tard, A.
Markoff a introduit les nombres de Markoff, dans ses célébres articles de 1879 et 1880
sur 'approximation diophantienne et les formes quadratiques ; les mots de Christoffel v
apparaissant implicitement, bien que Markoff ne connaissait pas (apparemment) ’article

de Christoffel.

Le but du présent mémoire est de préciser les liens entre ces deux notions. Nous introdui-
sons les mots de Christoffel de maniére géométrique a la Borel-Laubie. Pour établir leurs
propriétés, nous utiliserons la formule de Pick. Les triplets de Markoff seront introduits
par 'équation diophantienne a2 + b% + ¢? = 3abe. Pour établir la bijection entre mots de
Christoffel et triplets de Markoff (Bombieri, 2007; Reutenauer, 2009), nous utiliserons
les identités de Fricke, suivant en ceci une méthode de H. Cohn. Nous obtiendrons ainsi
une surjection entre les mots de Christoffel et les nombres de Markoff. Nous verrons que
I'injectivité dépend de I'unicité des coordonnées de Frobenius des nombres de Markoff et

que cette question est équivalente a la conjecture d’injectivité des nombres de Markoff.

Plusieurs arbres binaires infinis sont apparus dans la littérature : arbre de Stern-Brocot,
arbre de Markoff (selon H. Cohn), arbre de Christoffel (selon Berstel-de Luca). Nous
montrerons 1’équivalence entre tous ces arbres, et établirons des bijections canoniques

entre eux.






CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Formule de Pick (1899)

Dans ce chapitre, les démonstrations sont inspirées de (PlanetMath, 2009). La formule
de Pick permet de calculer l'aire d’un polygone dont les sommets sont des points entiers,
connaissant le nombre de points entiers a I'intérieur et sur les frontiéres du polygone.
Cette formule, appliquée aux triangles, nous sera utile ultérieurement dans ce mémoire.
Avant de démontrer le théoréme en général, nous allons le prouver pour des cas particu-

liers afin de faciliter la démarche.

Définition 1.1.1. On écrira a L b pour dire que les deux entiers naturels a et b sont

premiers entre eux.

Lemme 1.1.2. Soit ABC un triangle rectangle dont les cotés adjacents a 'angle droit
sont paralléles auz azes et les sommets sont des points de Z2. Si b et i représentent le

nombre de points entiers sur les frontiéres et a Uintérieur de ABC respectivement, alors

1
aire(4BC) =i+ sb— 1.

DEMONSTRATION Soit @ un vecteur paralléle 3 un des axes du plan dont la longueur
est un nombre entier et S un des deux axes du plan. Alors 'aire, le nombre de points
entiers sur les frontiéres et le nombre de points entiers a I'intérieur, sont des quantités qui
sont conservées lorsqu’on applique & ABC la translation % ou la symétrie par rapport

a S. Ainsi, sans perte de généralité, on peut considérer le triangle de la figure 1.1 pour



le reste de la démonstration.

A ' B
0,0) (a,0)
Figure 1.1 Triangle rectangle dont les sommets sont dans IN?.
Les points (z,y) sur 'hypothénuse du triangle ABC sont les points tels que y = Iz
et 0 < 2 < a. On peut écrire a = sp et ¢ = sq ot s,p,g € Net p L g. On a ainsi
les conditions y = %x et 0 < 2 < a. Alors, pour que (z,y) soit un point entier de
I’hypothénuse, x prend les valeurs 0,p, 2p, ..., sp. On obtient donc que I’hypothénuse de
ABC contient s + 1 points entiers. Ainsi, le triangle ABC a s + a + ¢ points entiers sur

sa frontiére. Maintenant, l'intérieur du rectangle ABCD contient (@ — 1)(c — 1) points

entiers, donc U'intérieur du triangle ABC en contient (a—l)(c_;)_ =1 Alors

1 ac—a—c—s+2 1
[+ -b—-1 = = -1
z+2b 5 +2(5+a+c)
———
2
= aire(ABC).

[

Lemme 1.1.3. Soit ABC un triangle dont les sommets sont des points de Z*. Sib
et 1 représentent le nombre de points entiers sur les frontiéres et & intérieur de ABC

respectivement, alors

1
aire(ABC) =i+ zb— L.

DEMONSTRATION Sans perte de généralité, il suffit de vérifier que le lemme est valide
pour les deux triangles illustrés & la figure 1.2. Notons l'aire et le nombre de points entiers
4 lintérieur de la région k par Ay et i, respectivement, pour k¥ = 1,2,3,4,5. Notons

b1, bo, by le nombre de points entiers sur les segments AB, BC et AC respectivement.



(0,0) (de) (a) E (0,0) (ac

D D B
2
! (ae) !
4
2
4
\ G (a,e)
3 5
0,0) @0 00 @y @’

Figure 1.2 Un triangle quelconque dont les sommets sont dans IN? peut &tre représenté,

a une translation prés, par un de ces deux triangles.

Commencons par le triangle de gauche. En appliquant le lemme 1.1.2, on obtient

1

Ay =i1+§(b1+6+d—1)—1 (1.1)
1

A2:i2+§(b2+a—d+c—e—1)—1 (1.2)
1

Ag:i3+§(b3+a+e—1)—1 (1.3)

De plus, le nombre de points entiers & l'intérieur de ADEF étant donné par (a—1)(c—1)

et aussi par i1 + 49 + i3 + 14 + b1 + by + by — 6, on obtient I'équation

ac—1 —ip —i3 =14+ by +ba+b3+a+c—7. (1.4)

Ainsi, en utilisant (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) on obtient

I

Aq aire(ADEF) — A; — Ao — Aj

1
= ac—(i1+iz+ig)—§(b1+b2+b3+2a+20—3)+3
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= i4+b1+b2+b3+a+c—7—§(b1+b2+b3)—a~c+§

Il

1
¢4+§(b1+b2+b3~3)—1.

Prouvons maintenant le lemme pour le triangle de droite. D’aprés le lemme 1.1.2, on a

1

Al :i1+§(b1+c+a—1)—1 (15)
1

A2:i2+§(b2+c—e+a—d—1)—1 (16)
1

A3=i3+§(b3+d+6—1)—1 (1.7)

L’aire de la région 5 peut &tre calculée comme suit

As=(a—dle=(a—d-1){e=1)+a—-d+e—-1=is+a—-d+e—-1 (1.8)

De plus, le nombre de points entiers 4 U'intérieur de ADBF étant donné par (a—1)(c—1)

et aussi par i1 + 42 + i3 +iq + 95 + by -+ by + b3 +e+ a — d — 7, on obtient 1"2quation

ac—1i] ~—ipg —i3—is =14+ by +by+bs+e+2a+c—d—-8 (1.9)

Ainsi, (1.5), (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9) nous donnent

Aqy = aire(ADBF) — A) — Ay — Az — As

= ac— (i) + 12 +13) by +by+b3+2a+2c—3)—is—at+td—e+4

1
2
. 1 11
= 14+b1+b2+b3+e+2a+c—d—8—§(b1+b2+b3)—2a+d—e—c+7

1
= i4+§(b1+bz+b3—3)—l.

Le résultat est donc valide pour un triangle quelconque dont les sommets sont dans

N2, 0



Théoréme 1.1.4. (Théoreme de Pick) Soit P C R? un polygone dont tous les sommets
sont des points de Z?. Si I est le nombre de points entiers & lintérieur de P et B le

nombre de points entiers sur les frontiéres de P, alors

1
aire(P) =1+ §B -1

DEMONSTRATION Pour démontrer le théoréme, nous allons procéder par récurrence sur
le nombre de sommets du polygone. Le cas de base étant un triangle, le lemme 1.1.3
nous confirme que le résultat est valide. Considérons maintenant un polygone P ayant au
moins 4 sommets, ceux-ci étant des points de Z2. 1] est possible de relier deux sommets
non consécutifs de P afin de former deux polygones P, et P, dont la réunion est P
et dont les intérieurs sont disjoints. Ces deux polygones ont un nombre de sommets
inférieur & celui de P, on peut donc appliquer la récurrence. Notons |'aire, le nombre de
points entiers & l'intérieur et le nombre de points entiers sur les frontiéres de P; par A;,

I; et B; respectivement, pour 7 = 1,2. Alors, on a
1
Ar=1 + §Bl -1
et

1
A2:]2+'2‘BQ—1.

Il est évident que l'aire de P est la somme des aires de P} et P. Si @ est le nombre
de points entiers sur le segment commun & P et Py, alorsonal =15 + L+ Q —2et
B = By + By — 2Q + 2. Ainsi,

1
I+:B-1
3

1
11+12+Q—2+§(Bl+32—2Q+2)—1
1 1
= B —-1+L+-B; -1
]1+2 1 + 2+232
= A1+ As
= aire(P).



1.2 Identité de Fricke

Définition 1.2.1. Le groupe spécial linéaire d’ordre 2 de Z, noté SLo(Z), est le groupe
des matrices 2 x 2 sur Z de déterminant égal 4 1.
Nous allons ici donner quelques propriétés de la trace de ces matrices.

Proposition 1.2.2. Pour toutes matrices A et B de SLy(Z), on a

Tr(B) 4+ Tr(A?B) = Tr(4)Tx(AB)

et
Tr(A) + Tr(AB?) = Tx(B)Tr(AB).
ab
DEMONSTRATION ~ Soit A = une matrice de SLy(Z). On a donc A7! =
cd
d —b

. Ainsi, on déduit I’équation suivante
—-c a

A7 —f—A:;I‘r(A)[g. - _ (1.10)

En multipliant (1.10) par A & gauche et B a droite puis en prenant la trace, on obtient
Tr(B) + Tr(A%B) = Tr(A)Tr(AB).

En multipliant maintenant B~ + B = Tr(B)I; par A & gauche et B & droite puis en

prenant la trace, on a

Tr(A4) + Tr(AB?) = Tr(B)Tr(AB).

O

Démontrons maintenant une identité bien connue pour les matrices du groupe spécial
linéaire de degré 2, I'identité de Fricke. Ce théoréme provient de I’article de Fricke (Fricke,

1896).



Théoréme 1.2.3. (Identité de Fricke) Pour toutes matrices A et B de SLo(Z), on a
Tr(A)? + Tx(B)? + Tr(AB)? = TYy(ABA™'B™Y) + 2 + Tr(A)Tr(B)Tx(AB).
DEMONSTRATION Soit C, D € SLy(Z). En multipliant (1.10) (o0 A est remplacé par

D) par C a gauche et en prenant la trace on a
Tr(CD™1) = Te(D)Tx(C) — Te(CD). (1.11)
En utilisant la proposition 1.2.2 avec B = I, on a 2 + Tr(A?) = Tx(A)%. Aussi,

en remplacant C par AB et D par B~'A dans (1.11), on obtient Tx(ABA™!B) =
Tr(B~1A)Tr(AB) — Tr(ABB~'A). On a donc

Tr(ABA™'B) = Tr(AB™)Tr(AB) — Tx(A?)
= Tr(ABA™'B) = (Tr(A)Tr(B) — Tr(AB))Tr(AB) — Tx(A4?)  par 1.11

= Tr(ABA™!B) = Tr(A)Tx(B)Tx(AB) — Tr(AB)? — Tr(A4)? + 2.
En utilisant (1.11) pour les matrices C = ABA™' et D= B, on a
Tr(ABA™'B™Y) = Tr(B)Tr(ABA™}) — TY(ABA™'B)

= Tr(B)? — Tr(A)Tr(B)Tr(AB) + Tr(AB)? + Tr(4)? — 2.

D’ot le résultat. O
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CHAPITRE II

MOTS DE CHRISTOFFEL ET TRIPLETS DE MARKOFF

2.1 Mots de Christoffel

Les mots de Christoffel sont des mots sur un alphabet & deux lettres. Ils peuvent étre
définis de plusieurs facons; dans ce texte nous allons utiliser une définiton géomeétrique
basée sur la discrétisation d’un segment de droite par un chemin dans IN?. Cette facon
de traiter les mots de Christoffel correspond & celle utilisée dans le livre Combinatorics
on Words (Berstel et al., 2008). Une grande partie des résulats et des démonstrations

du chapitre sont d’ailleurs inspirées de celles de ce livre.
2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1. Soit a et b des entiers naturels tels que a L b. Le chemin de Chris-
toffel de pente % est le chemin discret dans IN? de (0,0) vers (a,b) qui satisfait aux
conditions suivantes :

— les pas sont horizontaux ((4,7) & (¢ +'1,7)) ou verticaux ((¢,7) & (¢, + 1)) ;

— le chemin se trouve sous le segment de droite de (0,0) a (a,b);

- il n’y a aucun point de IN? & I'intérieur de la région définie par le chemin et le segment

droite de (0,0) & (a,b).

Lorsqu’on parcourt les points de IN? sur le chemin de Christoffel de pente %, on effectue
deux types de pas. D’un point (%, ) on va au point (i + 1,7) ou au point (4,5 + 1). On

peut ainsi définir un mot de {z,y}* & partir de ce chemin. Un pas du premier type sera
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Figure 2.1 Chemins de Christoffel de pente g et % respectivement.

représenté par un z et un pas du deuxiéme type par un y. On notera le mot ainsi créé

C(a,b).

Définition 2.1.2. Soit a et b des entiers naturels. Un mot w de {x,y}* est appelé un
mot de Christoffel de pente.g sia L betw=C(a,b). Un mot de Christoffel est dit

trivial si sa longueur est 1.

R P S

Figure 2.2 Le mot de Christoffel de pente % est XXYXXYXXYXXYXY.

Remarques 2.1.3.
1. Le mot de Christoftel de pente 0 est x
2. Le mot de Christoffel de pente oo est y.

3. Le mot de Christoffel de pente 1 est zy.
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B

2.1.2 Factorisation standard

Définition 2.1.4. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux tels que (a,b) #
(0,1). L’étiquette d’un point entier (7, j) sur le chemin de Christoffel de pente g est le

nombre ”’—;ﬂ .

On peut remarquer que l'étiquette d’un point entier (4,7) sur le chemin de Christoffel
de pente g correspond & la distance verticale entre ce dernier et le segment de droite de

(0,0) & (a,b). En effet, la distance verticale entre (4, j) et la droite est la distance entre

(4,9) et (4,y) avec ¥ = g Donc, cette distance est y — 5 = % —-j= ’b—;La = étiquette
de (4, 7).
9,5
A S
! 1 1 ) 9
R R e e R R 9
: X . B

0,0

:‘\\
S el
-
TelE
—e-dos
1
1
_———_
1
1
1
———H- -4
]
1
\

Figure 2.3 Les étiquettes des points entiers sur le chemin de Christoffel de pente —g.

Les deux prochains résultats étant élémentaires, ils seront présentés sans démonstration.

Proposition 2.1.5. Soit a et b deuz entiers naturels. Alors
a L b sietseulement sib 1L (a+D).

Proposition 2.1.6. Soit a et b deux entiers naturels. Alors a et b sont premiers entre
eur st et seulement si le segment de droite de (0,0) & (a,b) ne contient aucun point de

IN? autre que (0,0) et (a,b).

Lemme 2.1.7. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre euz. Si 7 et é sont

les étiquettes de deuz points entiers consécutifs sur le chemin de Christoffel de pente %,
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alors t = s+bmod (a+b). De plus, t prend exactement une fois les valeurs 0,1,...,a+b-1

lorsque (2, £) parcourt toutes les paires d’étiquettes consécutives.

DEMONSTRATION Considérons les étiquettes 2 et % de deux points entiers consécutifs

t

S
a
> est l'étiquette du point (4,7), alors ¢

sur le chemin de Christoffe]l de pente g Si

est Pétiquette du point (i + 1,5) ou du point (7,5 + 1). Ainsi, on a £ = £=1¢ ¢ L=

a a

e o (1 . .
M)%:i%‘”—bougzz (Ja+ Ja _ i 22=% On obtient alors t =s+bout=s—aet

donc t = s+bmod (a+b). Puisque (£, L) parcourt a+b paires d’étiquettes consécutives
et que P'étiquette du point (0,0) est g, il reste & montrer que b est un générateur de

Zg+s- Soit ¢ et d des entiers tels que 0 < ¢,d < a +b. Alors
cb=dbmod (a+b) = (c—db=k(a+b), keZ
= (a+b){c—d) puisquea Lb=bl (a+1b)

= c¢=d.

Donc le groupe engendré par b contient a + b éléments. Ainsi, ¢ prend exactement une

fois les valeurs 0,1,...,a-+b — 1. - |

Pour un chemin de Christoffel de pente %, on a donc un unique point entier d’étiquette %
A Paide de ce point nous allons pouvoir définir sans ambiguité une factorisation standard

pour un mot de Christoffel.

Définition 2.1.8. Soit w un mot de Christoffel non trivial de pente 3 et (4,7) le point
d’étiquette % sur le chemin de Christoffel associé. La factorisation standard de w est
la factorisation w = wiwe 00 wy représente la partie de w entre (0,0) et (7,7) et we la
partie de w entre (7, 7) et (a, b).

Ezxemple. Le point d’étiquette % sur le chemin de Christoffel de pente % est le point (2,1),
qui se trouve aprés le troisiéme pas (voir figure 2.3). Ainsi, la factorisation standard de

XXYXXYXXYXXyXy est (xxy)(xxyxxyxxyxy).

Cette factorisation a été introduite par Jean-Pierre Borel et Irangois Laubie (Borel et

Laubie, 1993) et la majorité des résulats de ce chapitre leurs sont dus.
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Proposition 2.1.9. (Borel et Laubie, 1993) Soit w un mot de Christoffel non trivial

dont la factorisation standard est w = wiws. Alors wy et wy sont des mots de Christoffel.

DEMONSTRATION Soit w un mot de Christoffel non trivial de pente g dont la factorisa-
tion standard est w = wyw;y. Notons S le chemin de Christoffel associé a w et S1, 57 les
chemins associés & w; et wy respectivement (voir figure 2.4). Notons C' = (4, 7) le point

de S d’étiquette é

A St
Figure 2.4 La factorisation standard d'un mot de Christoffel donne deux mots de

Christoffel.

Nous allons d’abord montrer que w; est le mot de Christoffel de pente % Pour ce faire,
nous devons montrer que ¢ 1 7, que Sy est sous AC et que lintérieur de la région

hachurée ne contient pas de points de IN?.

Rappelons que ’étiquette d’un point entier du chemin de Christoffel correspond a la
distance verticale entre le point et le chemin. Ainsi, C est le point de S le plus prés de
AB et donc 57 se trouve en dessous de AC' De plus, puisque w est un mot de Christoffel,
la région délimitée par AB et S ne contient pas de points entiers. Puisque AC se trouve
dans cette région, le segment ne contient aucun point entier autre que ses extrémités
et donc par la proposition 2.1.6, on a 4 1 j. Aussi, intérieur de la région hachurée est
contenu dans 'intérieur de la région délimitée par AB et S et ne contient donc aucun

point entier.

De la méme fagon, on peut montrer que us est le mot de Christoffel de pente Z—:f O
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Nous allons démontrer ici que 'unique factorisation d’'un mot de Christoffel en deux

mots de Christoffel est la factorisation standard.

Théoréme 2.1.10. (Borel et Laubie, 1993) Soit w un mot de Christoffel non trivial.

Alors w a une unique factorisation w = wiwe avec wy et wo des mots de Christoffel.

DEMONSTRATION Soit w un mot de Christoffel non trivial de pente % dont la factorisa-
tion standard est w = wywsg. Supposons que w ait une autre factorisation w = uv avec
u et v des mots de Christoffel. Notons C = (4, 5) et C' = (¢, d) les points qui séparent w

en wywsy et w en wv respectivement (voir figure 2.5).

\QC

A

Figure 2.5 Lunique factorisation d’un mot de Christoffel en deux mots de Christoffel

est la factorisation standard.

Puisque w, w1, ws, u et v sont des mots de Christoffel, onaa L b1 L 3, (a—i) L (b—j),
cLdet{a—c) L (b—d). Ainsi, par la proposition 2.1.6, on a que les segments AB, AC,
CB, AC’ et C'B ne contiennent pas d’autres points entiers que leurs extrémités. On
obtient aussi que l'intérieur des régions ABC et ABC’ ne contient aucun point entier.

Donc, par le théoréme de Pick (théoréme 1.1.4), on a que aire(ABC) = aire(ABC') = ;.

Cependant, le triangle ABC est formé de deux triangles : I'un de base A et de hauteur
i et Pautre de base h et de hauteur a — 4. Le triangle ABC” est lui aussi formé de deux
triangles : 'un de base h’ et de hauteur c et 'autre de base b’ et de hauteur a—c. Puisque
C est 'unique point du chemin de Christoffel & une distance verticale de % de AB, on a

h < K. Ainsi, 5 = aire(ABC) = L M = %9 < % = aire(ABC’) = §. On a donc
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une contradiction. Ainsi, la seule factorisation d’un mot de Christoffel en deux mots de

Christoffel est sa factorisation standard. O

Proposition 2.1.11. Soit w un mot de Christoffel de longueur au moins 3 dont la

factorisation standard est w = wiws. Alorswy est préfize de wo ou wy est suffize de w;.

DEMONSTRATION Soit w un mot de Christoffel non trivial de pente g dont la facto-
risation standard est w = wiwsy. Notons C = (4,7) le point du chemin de Christoffel

d’étiquette '}i .

D’abord, nous allons montrer que dans les figures 2.6 et 2.7, I'intérieur de la zone hachurée
ne contient aucun point entier. Puisque (w;,ws) est la factorisation standard de w,
Pintérieur du triangle ABC ne contient aucun point entier et sa frontiére en contient
seulement 3. D’aprés le théoréme de Pick on peut donc dire aire(ABC) = % Puisque le
segment AC’ est obtenu de C'B par une translation de (—i, —7) et que le segment C'B
est obtenu de AC par une translation de (a —4,b — j), le triangle AC'B a seulement 3
points entiers sur sa frontiére. De plus, on aaire(ABC) = aire(AC’B). Par le théoréme
de Pick on peut donc conclure que intérieur de AC’B ne contient aucun point entier.

Ainsi, les zones hachurées ne contiennent aucun point entier.

1. Supposons d’abord que ¢ < a — i et montrons que w; est préfixe de wy (voir figure

2.6).

Par définition, le chemin de Christoffel de pente Z—:% passe en dessous du segment AC’.
Considérons S, la partie du.chemin pour laquelle la premiére coordonnée est plus petite
ou égale 4 4, S est bien défini puisque 7 < a — 4. Puisque la région hachurée ne contient
aucun point entier, S passe en dessous du segment AC. Puisqu’il ne doit pas y avoir de
point entier entre S et AC’, alors § coincide avec le chemin de Christoffel de pente %

Donc w; est préfixe de wo.

2. Supposons maintenant que ¢ > a — ¢ et montrons que wy est suffixe de w; (Voir figure

2.7).
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Aucun point entier 2 _
O I'intérieur de cette région B—(a9b)

Figure 2.6 w) est préfixe de wo

Aucun point entier &
Q l‘imérie%r de cette région P B=(a,b)
C=(a-i,b—j) .-~ C=(,)
’ 4 -
e W,
.
.
.
. ’
4 M_(; o
ol " C”=(2i-a,2j~b)
A=(0,0)

Figure 2.7 w; est suffixe de w;

On peut d’abord constater que l'intérieur du triangle ACC” ne contient aucun point
entier puisque AC'C" est obtenu de C'BC par une translation de (—(a —1), —(b— 7)) et

que C'BC se trouve dans la zone hachurée.

Considérons S, la partie du chemin de Christoffel de pente % pour laquelle la premiére
coordonnée est plus grande que 27 —a. S’ est bien définie puisque i >a—ieta—1i >0
donnent que i > 2i —a > 0. Puisque lintérieur du triangle ACC” ne contient aucun
point entier, S’ passe en dessous du segment C”C'. Pusiqu’il ne doit pas y avoir de point
entier entre S’ et AC, alors S’ coincide avec le chemin de Christoffel de pente % Donc

wy est suffixe de wy. O
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Proposition 2.1.12. Soit w un mot de Christoffel de longueur au moins 3 dont la

factorisation standard est w = wyw,. Alors w1 = uwy ou wy = wyv avec u et v des mots

de Christoffel.

DEMONSTRATION Soit w un mot de Christoffel non trivial de pente % dont la facto-
risation standard est w = wywy. Notons C' = (4, 5) le point du chemin de Christoffel
d’etiquette L. Par la proposition 2.1.11 on sait que w1 = uwy ou wy = WU avec u et v

a

des mots de {z,y}*.

Considérons d’abord le cas o0 ws = wyv. Nous allons montrer que v est le mot de

2:2272 Pour ce faire, il faut montrer que la partie associée 4 v du

Christoffel de pente
chemin de Christoffel de w est en dessous du segment DB et que a — 2¢ et b — 2j sont
premiers entre eux. Commengons par démontrer que 'intérieur de la partie hachurée
de la figure 2.8 ne contient aucun point entier. D’abord, le parallélogramme AC'BC
correspond au parallélogramme de la figure 2.6, donc son intérieur ne contient aucun
point entier. Le triangle CBD est obtenu du triangle AC’C en effectuant la translation
(,7) et donc son intérieur ne contient aucun point entier. Puisque wp est un mot de
Christoffel, le segment C'B ne contient aucun point entier autre que ses extrémités.
Ainsi, l'intérieur de la région hachurée ne contient aucun point entier. Le chemin associé

4 v ne peut pas passer dans la région hachurée et donc il passe en dessous du segment

DB.

Maintenant, puisque DB est obtenn de CC’ en effectuant la translation (4, ) et que C'C”
est dans la région hachurée, les seuls points entiers sur DB sont ses extrémités. De la

proposition 2.1.6 on obtient donc b—25 1 a—2j. Ainsi, v est bien un mot de Christoffel.

De la méme fagon, on peut montrer que u est un mot de Christoffel si w; = uws. O

Proposition 2.1.13. (Borel et Laubie, 1993) Soit w un mot de Christoffel non trivial
dont la factorisation standard est w = wywy. Alors wywywe et wywowy sont des mots

de Christoffel.

DEMONSTRATION Soit w un mot de Christoffel non trivial de pente g dont la facto-
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Aucun point entier & _
® I’intérieur de cette région ) B—(aab)

A=(0,0)

Figure 2.8 Si w = wyws; est un mot de Christoffel, alors w; = wws ou wy = wyv avec

u et v des mots de Christoffel.

risation standard est w = wjws. Notons C = (4,7) le point du chemin de Christoffel

d’étiquette %

Montrons d’abord que wjwiws est le mot de Christoffel de pente ZLJFJZ On commence

par montrer que a +14 L b+ j. Puisque I’étiquette de (i, ) est %, alors ib — ja = 1. Soit
p € IN tel que p divise a + i et b+ j. Alors-il existe k, k" € IN tels que a + 1 = pk et
b+ j = pk’. Alors

ja +1j = jpk et ib +ij = ipk’
= ib+ij — ja—ij = ipk! — jpk
= ib— ja = p(ik’ — jk)
= 1 =p(ik' - jk)

= p=1

Puisque le seul entier qui divise 4 la foisa+ietb+jest ,onaquea+1i L b+ 7.

11 suffit maintenant de démontrer que I'intérieur du triangle ABD ne contient aucun
point entier. Notons 7 le nombre de points entiers & l'intérieur du triangle ABD. D’abord,

puisque a+¢ L b+ 7, la proposition 2.1.6 donne que AB ne contient pas d’autres points
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B'=(2a-i,2b-j)

A=(0,0)

A’=(0,0)

Figure 2.9 Si w = wjwsy est un mot de Christoffel, alors wiwiwy et wywows sont des

mots de Christoffel.

entiers que ses extrémités. Aussi, puisque w; et wy sont des mots de Chistoffel, AC,
CD et DB ne contiennent pas d’autres points entiers que leurs extrémités. Ainsi, les
frontiéres de ABD contiennent 4 points entiers. Par le théoréme de Pick (théoréme 1.1.4)
on obtient donc

aire(ABD) =1+ 1.

Maintenant, on peut aussi calculer I'aire de ABD & 'aide d’un déterminant de la fagon

sulvante :

1
aire(ABD) = Edet

a+i b+j
7 :}1 1 (2.1)

~(2aj — 2bi)
% 2 2

Ainsi, 1 =1 41, et on a donc que ’intérieur de ABD ne contient aucun point entier et

que wiwiwe est un mot de Christoffel.

De fagon similaire, on peut montrer que wiwows est le mot de Christoffel de pente

2b—j O

2a—1i"

Proposition 2.1.14. Soit w un mot de Christoffel non trivial dont la factorisation
standard est w = wiwy. Alors wlwgwflwz_l est conjugué & zyx 'y~ dans le groupe

libre Fy engendré par z et y.

DEMONSTRATION Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur la longueur de

w. Le plus court mot de Christoffel non trivial est zy. La factorisation standard de xy est

1

(z)(y) et on a bien que ayz~'y~! est conjugué & zyz~ty~' dans Fy. Soit w un mot de

Christoffel de longueur au moins 3. Par la proposition 2.1.12, la factorisation standard de
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west (u)(uv) ou (uv)(v) avec u et v des mots de Christoffel. Considérons d’abord le cas ou
w = vuw. On a que wv est un mot de Christoffel dont la factorisation standard est (u)(v)

et dont la longueur inférieure a ce w. Donc, par récurrence, uvu™ v~ est conjugué
t dont la lo f; celle de w. D ar ¢ 1y~1 est conj

a zyz~ly~! dans Fp. Puisque wiwow] 'wy ! = wuvu~Hww) ! = w(wvu v Hu"l, on

a que wiwow; ‘wy ! est conjugué & zyz~ly~! dans Fp. Maintenant, si w = wwv, alors

1 1

wiwowy  wyt = wvv(uww) ™! = wwuTlw™! qui est conjugué & ryz~ly~! dans Fy par

récurrence. O

Définition 2.1.15. Soit a et b deux entiers strictement positifs tels que a L b. Considé-
rons S le segment de droite de (0,0) & (a,b). Le mot d’intersection (a,b) est élément
de {z,y}* défini de la fagon suivante : en parcourant S\ {(0,0), (a,b)}, on écrit z chaque
fois que la premiére coordonnée est entiére et y lorsque la seconde coordonnée est en-
tiére. Puisque a et b sont premiers entre eux, les deux coordonnées ne sont jamais entiéres

simultanément et il n’y a donc aucune confusion sur la lettre & inscrire.

95)

i Zx

/x/;
|

(0,0)

N

Figure 2.10 Le mot d’intersection (9,5) est xyxxyxxyxxyx.

On voit aisément que si on effectue sur S une rotation d’un demi-tour par rapport au
point (g, %) on obtient S. Ainsi, on peut constater que si p est le mot d’intersection
(a,b), alors p est un palindrome (Lothaire, 2002). De plus, zpy est le mot de Christoffel

de pente g .
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Définissons I’homomorphisme p du monoide libre {z,y}* dans SLy(Z) de la fagon sui-

21 5 2
vante : pxr = et uy =
11 21

Lemme 2.1.16. Soit w un mot de Christoffel, Alors $Tr(pw) = p(w)12.
Si de plus w est de longueur au moins 2 et de factorisation standard wyws, on a

ST () = (w2 = pwn)uslwa)io + Al ia(w)n

avec p{wi)11, m(we)i2, ulwi)iz et p(ws)qo des entiers strictement positifs.

DEMONSTRATION On peut d’abord remarquer que pour les deux cas particuliers w = z
et w =y, le résultat est évident. Considérons donc w comme un mot de Christoffel non
trivial de pente g, ou a et b sont premiers entre eux. On peut alors écrire w = zwiy on

wy est le mot d’intersection (a, b). Puisque wy est un palindrome et que ux et uy sont
. . ab .
symétriques, uw; est symétrique et on peut poser pw; = ol a,b,c € Z. Ainsi,
b ¢
Tr(pw) = Tr(pzpwipy)
21 a b 52

11 b c 21

Tr

Il

10a + 96+ 2¢ 4a +4b+ ¢

S5a+7b+2¢ 2a+3b+c¢
= 12a + 12b+ 3¢

= 3u(w)ya.
= 3(u(wy)plws))1z

= 3(p(wy)11p(w2)12 + plw)12m(w2)2z)

Puisque les matrices p(x) et u(y) ne contiennent que des entiers strictement positifs,
les matrices résultantes d’un produit de ces deux derniéres ne contiennent aussi que des

entiers strictement positifs. D’ou le résultat. O
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2.2 'Triplets de Markoff

Définition 2.2.1. Un triplet de Markoff est un multi-ensemble {a,b,c} d’entiers

strictement positifs qui satisfont ’équation
a? + b + ¢? = 3abe.

Un triplet de Markoff est dit propre si a,b et ¢ sont distincts, sinon il est dit impropre.

Les nombres qui composent un triplet de Markoff sont appelés nombres de MarkofT.

Proposition 2.2.2. (Cusick et Flahive, 1989) Les seuls triplets de Markoff impropres
sont {1,1,1} et {1,1,2}.

DEMONSTRATION Soit {z,y, z} un triplet de Markoff impropre. Sans perte de généralité
on peut supposer que = = y. Alors, on a 222 + 22 = 3z2z. De cette équation on obtient

que z? divise z? et donc que z divise z. Ainsi, il existe k € IN tel que z = kz. Donc,
222 + k*2? = 3%k
= 24k =3k
= k2

= ke {l,2}

Si k=1, alors x =y = z. Ainsi, 32° = 32° et donc {z,y,2} = {1,1,1}. Si k = 2, alors
622 = 62>, Ainsi, {z,y,2} = {1,1,2}. O

Lemme 2.2.3. Soit {a,b,c} un triplet de Markoff tel que a < b < c. Alors {a,b,3ab—c}
est un triplet de Markoff tel que 0 < 3ab —c < b.

DEMONSTRATION  Soit {a,b,¢} un triplel de Markoff tel que a < b < ¢. Vérifions

d’abord que {a, b, 3ab — ¢} est un triplet de Markoff.

a2 +b% + (3ab — ¢)? = a®+ b? + 9a%b% — Babc + 2



25

3abe + 9ab? — Babe

= 9a%b® — 3abc

= 3ab(3ab — c)

Montrons maintenant que 0 < 3ab — ¢ < b. D’abord, puisque a et b sont des entiers
strictement positifs, on a a® + b% + (3ab — ¢)? > 0 et donc 3ab(3ab — ¢) > 0. On obtient
ainsi que 3ab — ¢ > 0. De plus, puisque b > a et b> 1, on aa? < ab < ab?. Aussi, a > 1

donne que 2b% < 2ab?. Avec ces inégalités, on obtient

202 +a? < 3ab® = 262 +a® —3ab® <0

= b2 —3ab’+a?+ b+ P - <0

= b% —b(3ab—c) — bc+ c(3ab—c) <0
= (b—c¢)(b—(3ab—1¢)) <0
= b—(3ab—¢) > 0 puisque b—c <0
= b>3ab—-c¢
D’ou {a,b,3ab — ¢} est un triplet de Markoff tel que 0 < 3ab — ¢ < b. O

Ezemple. Le triplet de Markoff {1,2,5} donne le triplet de markoff impropre {1, 1,2}
alors que {1,5, 13} donne {1,2,5}. Notez que {2,5,29} donne aussi {1,2,5}.
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CHAPITRE II1

BIJECTION ENTRE LES MOTS DE CHRISTOFFEL ET LES
TRIPLETS DE MARKOFF

La bijection entre les mots de Christoffel et les triplets de Markoff que je décris dans ce
chapitre a été présentée par Christophe Reutenauer dans I'article Christoffel words and
Markoff triples (Reutenauer, 2009) ainsi que dans l'article de Bombieri (Bombieri, 2007)

sous une autre terminologie.

Lemme 3.0.4. Soit w un mot de Christoffel non trivial dont la factorisation standard
est w = wiws. Alors {%Tr(,uwl), %Tr(uwz), %Tr(uw)} est un triplet de Markoff propre.
DEMONSTRATION Posons a = STr(pw), b = 1Tr(uws) et ¢ = JTr(pw).

1. Montrons d’abord que {a, b, ¢} un triplet de Markoff. Posons A = u(w) et B = u(ws).
On a alors AB = p(w). En utilisant 'identité de Fricke (théoréme 1.2.3), on obtient
9a2 4+ 96% 4+ 9¢ = Tr(u(w1))? + Tr(u(ws:))? + Tr(u(w))?

= Te(p(w)p(wa)p(wr) " w(w2) ™h) + 2+ Tr(p(w:)) Tr(p(ws)) Tr(p(w))

= Tr(u(w)plw2)p(wy) " wlws) ™) + 2 + 27abe.

Puisque wiwyw] 'wy ! est conjugué a zyz~ly~! dans Fy (proposition 2.1.14) on peut

écrire wiwow] Twy ! = zzyz~ly 71271 avec 2 € {z,y}*. On obtient alors

Tr(p(wr)u(we) p(wi)  u(we) ™) = Tr(p(wiwaw;  wy ™))
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1
=
N
g

<
8
|
<
=

= Tr(u(zyz 'y™h))
21\ (52 1 -1 1 -2
11/ 121 —1 2 -2 5
11 —24

= Ty
6 —13

—

On a donc 9a” + 96% + 9¢? = 27abc et ainsi {a,b, c} est un triplet de Markoff.

2. Montrons maintenant que a, b et ¢ sont distincts. Considérons d’abord le cas ou

w=zxy. Onaalorsw; =z et wy =y. Donc,a=1,b=2et c=25.

Si w est un mot de Christoffel de longueur au moins 3, alors w; = uws ou wy = wyv

avec u et v des mots de Christoffel (proposition 2.1.12). Par la propostion 2.1.16, on a

a = %Tr(uwl)
= plw)p(we)iz + plu)2pu{ws)2

= pu)11b+ p(u)op{wr)oz  avec p(u)11, w(u)12 et u(ws)oo des entiers strictement positifs.

b = %Tr(uwz)
= plwi)up(v)iz + plw)i2u(v)e

= plwi)upu(v)iz +ap(v)ee  avec u(wi)i1, w(v)iz et u(v)z2 des entiers strictement positifs.
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Ainsi, on a @ > b ou b > a. De plus, on obtient de la méme fagon I’équation ¢ =

w{wy)110+ ap{ws)az et ainsi ¢ > a,b. {a,b,c} est donc un triplet de Markoff propre. O

Lemme 3.0.5. Soit {a,b,c} un triplet de Markoff propre. Alors il existe un mot de
Christoffel w tel que {a,b,c} = {%Tr(uwl), %Tr(uwg), %Tr(uw)}, ot w = wiwsy est la

factorisation standard de w.

DEMONSTRATION Soit {a,b,c} un triplet de Markoff propre tel que a < b < ¢. Pour
démontrer l'existence du mot de Christoffel, nous allons procéder par récurrence sur la

somme a + b+ c.

Commengons par vérifier le cas de base. Par le lemme 2.2.3, on a que {a,b,3ab — ¢}
est un triplet de Markoff tel que 0 < 3ab—c¢ < b. Ainsia+b+3ab—c<a+b+ec.
Si on prend la somme a + b+ ¢ minimale, le triplet de Markoff {a, b,3ab — ¢} est donc
impropre. Puisque a # b et que les deux seuls triplets de Markoff impropres sont {1, 1,1}
et {1,1,2}, on a que {a,b,3ab — ¢} = {1,1,2}. Puisque a < byonaa =1,b= 2 et
3ab— c=1 et donc {a,b,c} ={1,2,5}. Soit w =y, alors

1

{—Tr(uwl), %Tr(wm), %Tr(uw)} .

{00, 315000, 1)}

3 3

{1,2,5}

Alors zy est le mot de Christoffel associé a {1,2,5}, qui est le triplet de Markoff de

somme minimale.

Si la somme a + b+ ¢ n’est pas minimale, alors {a,b, 3ab — ¢} est un triplet de Markoff
propre et par récurrence {a,b,3ab — ¢} = {3Tr(pwi), Tr(pwy), ;Tr(pw)} avec w un

mot de Christoffel de factorisation standard wyws. Par la propostion 2.1.16, on a

%Tf(ﬂw) = plwi)np(w)iz + plwr)iop(ws)2

> p(wr)i2

1
3 Dr{pwy).
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Donc Tr(pw) > Tr(pw;) et de la méme fagon, Tr(uw) > Tr(pws). Ainsi, %Tr(uw) =b.

1.Sia = %ﬂ(uwl) et 3ab — ¢ = £Tr(uwy), alors la proposition 1.2.2 avec 4 = w; et

B = wy donne

1 1 1

3 Trp(wiwiwg)) = gTr(pwy)Tr(pwrws) — 3 Tr(pws)
= 3ab — (3ab— )
=c

2.8 a= %”ﬁ(uwz) et 3ab— ¢ = %Tr(uwl), alors la proposition 1.2.2 avec 4 = wy et
B = wy donne
1 1 1
'?;Tr(u(wlwzwz)) = gﬂ(uwﬁﬂ(uwlw) - gTr(uwl)
= 3ab— (3ab—¢)

= C

Par la proposition 2.1.13, wyw ws et wywows sont des mots de Christoffel. Alors, le mot

de Christoffel associé & {a, b, ¢} est wywiws ou wywws. O

Lemme 3.0.6. Soit w un mot de Christoffel non trivial dont la factorisation standard
est wiwe, alors les triplets de Markoff associés aux mots de Christoffel (wy)(wiws) et

(wywe)(ws) sont différents. C’est-a-dire que

1

1 1 1 1 1
{gTr(uwl), g”ﬁ(uwlwz), gT‘r(uwlwlwz)} # {gTr(uwle), gTr(uwg), gTr(uwlwzwz)} .

DEMONSTRATION Considérons d’abors le cas ot wy; = z et we = y. Puisque p(zy) =

12 5 31 13 70 29 , ,
, plzzy) = et plzyy) = , alors le triplet associé a

73 19 8 41 17
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(z)(xy) est {1,5,13} et celui associé & (xy)(y) est {5,2,29}. On remarque donc qu'ils

sont différents.

Maintenant, si w; # x ou we # y alors w est de longueur au moins 3. Par la proposition

2.1.11, on a donc que w; est préfixe de wy ou que wo est suffixe de wy.

1. Si wy est préfixe de wo, alors wy = wyv ou v € {x,y}*. Puisque les éléments des
matrices pw et pv sont des entiers strictement positifs, on a
Tr(pws) = Tr(pwyv)
= Tr(uwiuv)

(pw1)11(pv)in + (pwi)12(pv)2r + (pwi)er (pv)12 + (pawi)ee(pv)22

> (pwi)in + (pwr)22

= Tr(pwi).

En appliquant la proposition 1.2.2 avec A = pw; et B = pws, on obtient
Tr((pw;)?paws) = Tr{pwr)Tr(pw) — Tr(uws) (3.1)

et

Tr (pws (pwe)?) = Tr(pwe) Tr(paw) — Tr(pw; ). (3.2)

Alors Tr((pw:)2paws) < Tr(pws)Tr(pw) — Tr(pw;) = Tr(pw (pws)?). Or, comme vu
dans la démonstration du lemme 3.0.4, %’I\'((uwl)zuwz) et %Tr(uwl(uwz)z) sont les plus

grands éléments des deux triplets de Markoff. Ainsi, les deux triplets sont différents.

2. De maniére analogue, si wo est suffixe de w;, on peut montrer que les deux triplets

sont différents. O

Théoréme 3.0.7. (Bombieri, 2007)(Reutenauer, 2009) Un ensemble {a,b,c} est un
triplet de Markoff propre si et seulement si il est égal o {%Tr(uwl), %Tr(uwz), %Tr(/,nu)}

pour un unique mot de Christoffel non trivial w dont la factorisation standard est wiws.
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DEMONSTRATION Etant donné les lemmes 3.0.4 et 3.0.5, il reste seulement & démontrer

l'unicité.

Montrons d’abord que I'unique mot de Christoffel associé au triplet de Markoff {1,2,5}
est zy. On sait déja que {%Tr(/w), $Tr(py), %Tr(/wy)} = {1,2,5}. Considérons w un
mot de Christoffel de longueur au moins 3 dont la factorisation standard est wywo, et
montrons que { $Tr(pwy), $Tr(pws), $Tr(pw)} # {1,2,5}. On sait que w = zvy avec
v € {z,y}*. Alors

1 1
3 r(pw) = S Tr(papvpy)

21 5 2

= -Tr L

3 11 21

1 5 2 21
= -Tr U

3 21/ \11

1 12 7
= -Tr 70,

3 5 3

1 - .
= (1201 + T(pv)21 +5(uv)i2 + 3(uv)22)

1
> 5(27) car tous les éléments de pv sont des entiers strictement positifs
=0

Donc, {%Tr(uwl), %Tr(uwg), %Tr(uw)} #1{1,2,5}.

Considérons maintenant u et v deux mots de Christoffel de longueur au moins 3 qui
sont associés au triplet de Markoff {a,b,c}, avec a < b < ¢. Notons wjuz et vyvy les
factorisations standard de u et v respectivement. Par la proposition 2.1.11, on peut

avoir les 4 situations suivantes :
1. up est préfixe de ug et vy est préfixe de v ;
2. uy est préfixe de up et vy est suffixe de vy ;

3. uo est suffixe de uq et vy est préfixe de vg ;
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4. ug est suffixe de u; et v est suffixe de v;.
1. Puisque u; est préfixe de ug, on a %Tr(uul) < %Tr(uug). Donc, %Tr(uul) = a,
%ﬂ(uuz) =bet %Tr(uu) = c. Aussi, on peut écrire uy = wjuy et vy = v1v4y, avec uh et
vf des mots de Christoffel. Ainsi, le triplet de Markoff associéa ujuj est {a, 3 Tr(pus), b}

En appliquant la proposition 1.2.2 avec A = pu; et B = puj, on obtient

Tr(pug) = Tr(pur) Tr(pu pug) — Tr(puypug pus)
= 3a3b— 3¢

= 3(3ab — ¢).

Alors le triplet de Markoff associé & uju) devient {a,3ab —¢,b}. De la méme fagon, le
triplet de Markoff associé & v1v) est {a, 3ab~ ¢, b}. Puisque u;uj et v1v5 sont plus courts
que u et v et sont associés au méme triplet de Markoff, alors par récurrence on a que
ujuh = v1vy. Puisque la factorisation d’un mot de Christoffel en deux mots de Christoffel

est unique, on a u; = v; et uy = vh. Donc, u = v.

2. De la méme fagon qu’en 1, on peut écrire uz = ujus et on obtient que le triplet de
Markoff associé & ujuy est {a,3ab — ¢,b}. De plus, puisque vz est suffixe de v, on a
3Tr(pvz) < 3Tr(uwy). Done, $Tr(pvz) = a, $Tr(uvy) = b et $Tr(pv) = c. Aussi, on
peut écrire v1 = vjvy, avec v{ un mot de Christoffel. Ainsi, Je triplet de Markoff associé
a vjvy est {%Tr(;wi),a,b}. En appliquant la proposition 1.2.2 avec 4 = uv] et B = pws,

on obtient

Tr(uvy) = Tr(pvypve)Tr(pve) — Tr(uv) pozps)
= 3b3a — 3¢

= 3(3ab—¢).

Alors le triplet de Markoff associé & vjve devient {3ab — ¢,a,b}. Donc, par récurrence,

on a ujuy = v vz et donc u; = v} et uy =vy. On a alors

U = ULug = ULUI UG = VUiV (3.3)
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et

v = v1vg = V] Uvs. (3.4)

Ainsi, les mots v]vjvy et v{vovp sont associés au méme triplet de Markoff. Par le lemme

3.0.6, on a une contradiction. Le cas 2 est donc impossible.
Pour les cas 3 et 4 on procéde de fagon analogue. O

Ainsi, tout nombre de Markoff est de la forme 3Tr(uw), avec w un mot de Christoffel

non trivial. La question de l'unicité de ce mot reste toujours sans réponse.



CHAPITRE 1V

ARBRE DE STERN-BROCOT

4.1 Deéfinitions

Nous allons maintenant introduire un arbre binaire infinl qui contient toutes les fractions

m

réduites 7 positives, nulle ou infinie. Cet arbre se nomme ’arbre de Stern-Brocot.

La notation 7' désigne en fait le couple (m,n). Comme nous le verrons & la proposition
4.2.4, m et n seront toujours des entiers naturels premiers entre eux, et cet abus de
notation sera justifé. Les résultats du présent chapitre proviennent du livre de Graham,

Knuth et Patashmik (Graham, Knuth et Patashnik, 1994).

On va construire ’arbre récursivement & l'aide des suites suivantes. Notons sg la suite

%, %, ou la fraction % représente l'infini. Pour ¢ > 0, s; est construite & partir de s;_1

. - - - / - . . - .
en ajoutant entre les fractions consécutives 7 et 7 le médiant de celles-ci, c’est-a-dire

7 . . . .
ﬁizﬁ . Voici les quatres premiéres suites.
01
10 (s0)
01 1
10 (s1)
01121
2100 (s2)
0112138281 (o)
T3 23112, 1:100 \53

On en déduit l'arbre de Stern-Brocot de la fagon suivante. Les sommets du niveau %
dans l'arbre sont les fractions nouvellement créées dans la suite s; (fractions en gras dans
'exemple précédent). De plus, un sommet du niveau ¢ est enfant gauche, respectivement

droit, d’'un sommet du niveau 7 — 1 si et seulement si dans s;, le sommet du niveau ¢ est
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le voisin gauche, respectivement droit, du sommet du niveau ¢ — 1. La figure 4.1 illustre

les cing premiers niveaux de l'arbre de Stern-Brocot.
qp

Y 1
[ -0

-
-
~ -
~ -
~ -
~ -
~ -

1
2 1
i/\2 é/\é
3 3 2 1
NN N AN
5
A A A A A A A A

= uf—
>l
L= ool
S>>l
>l
1 =>>o00ln

>
> ule
> elu
> ul
> uleo
>l
> vl
>l
>l
> —|un

Figure 4.1 Arbre de Stern-Brocot

Définition 4.1.1., Considérons un arbre binaire complet infini. On lui ajoute deux

sommets & I'infini, un & gauche et un a droite, qu’on note G et D. Soit s un des sommets

de I'arbre. On définit 'ancétre gauche et 'ancétre droit de s par
1. G et D si s est la racine;
2. G et t si s est sur la branche extréme gauche, ol ¢ est le pére de s;
3. tet D si s est sur la branche extréme droite, ou ¢ est le pére de s;

4. dans les autres cas, on considére le chemin de s vers la racine. L’ancétre gauche,

respectivement droit, est I’extrémité de la premiére aréte qui va vers la gauche,

respectivement droite, sur ce chemin.

La figure 4.2 illustre le dernier cas.
Remarques 4.1.2.

1. Dans Parbre de Stern-Brocot, la racine est % et ses ancétre gauche et droit sont

G = % et D= '1(5 respectivement.
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N\

Figure 4.2 Ancétres gauche et droit d’un sommet.

2. Pour tout sommet de l'arbre de Stern-Brocot autre que la racine, son ancétre

gauche ou son ancétre droit est son pére.

Ezemple. Dans 'arbre de Stern-Brocot, considérons le sommet % A D'aide de la figure
4.1, on voit aisément que I’ancétre droit de % est % et que le gauche est % Si on considére
maintenant le sommet %1, on voit que son ancétre droit est % et que son ancétre gauche

0
est 1.
4.2 Propriétés

Nous allons maintenant démontrer qu’un sommet de l'arbre de Stern-Brocot est le mé-
diant de son ancétre gauche et de son ancétre droit. Mais nous allons d’abord constater

ce résultat de fagon intuitive.

Notons d’abord que les sommets reliés par des pointillés sont considérés comme se trou-
vant 4 I'infini. Si on garde jusqu’au niveau ¢ de 'arbre et qu’on effectue une projection,
on peut constater deux choses. D’abord, les voisins gauche et droit d’une fraction sont
ses ancétres gauche et droit. Aussi, la suite obtenue est précisément s;. Par exemple, la
figure 4.3, nous montre ce qu’on obtient en effectuant la projection avec les niveaux 0 &

4 de 'arbre.
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1 4 3 5 2 5 3 4 1 3 2 3 1 2 1 1 0

Figure 4.3 Projection des niveaux 0 4 4 de I'arbre de Stern-Brocot

La suite obtenue correspond bien & s4 et chaque fraction est bien entourée de ses ancétres

gauche et droit.

Proposition 4.2.1. Soit 5 un sommet du niveau i > 1 de l'arbre de Stern-Brocot et

i é’,, & ses ancétres gauche et droit. Alors s; = (..., l%, ) - i

DEMONSTRATION Nous allons montrer le résultat par récurrence. D’abord, le sommet

de niveau 1 est . Ses ancétres gauche et droit sont 3 et getonasy = (9 % %)

Maintenant, soit % un sommet du niveau i > 1 de I'arbre de Stern-Brocot et g, 5 ses
ancétres gauche et droit. Considérons d’abord le cas ou b' est le pére de & . A l’aide de

la figure 4.4, on voit que 5 est I'ancétre droit de & 2

Par récurrence, on a donc $;—; = (..., ;}’,,% ...). Mais puisque & est I'enfant droit de g,
il est son voisin droit dans s; et on a donc s; = (..., g, S g

Py X 2 P N Q
De fagon symétrique, on peut montrer le résultat si = est le pére de 7. O

Corollaire 4.2.2. Soit % un sommet de l'arbre de Stern-Brocot et g, 5 ses ancétres
gauche et droit. Alors

a=b+tcetad =b+¢.
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v

Figure 4.4 5 est 'ancétre droit de %.

DEMONSTRATION Si % est un sommet du niveau 7 de 'arbre de Stern-Brocot, alors par

la proposition 4.2.1, on a

b
y?)%:" (81—1)
b
» %) 577 . (S’L)
Donc, % est le médiant de % et 5. D’ou le résultat. O

On va maintenant montrer que l'arbre de Stern-Brocot contient toutes les fractions

positives une et une seule fois et qu’elles sont écrites sous forme réduite.
. 4 . . . .
Lemme 4.2.3. Soit 7 et 77 deux fractions consécutives de s;, i > 0. Alors on a m'n—

mn' = 1.

DEMONSTRATION Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur 'indice de la
suite. Puisque 1-1—0-0 = 1, le résultat est vrai pour sg. Soit 7t et '7’1‘—,’ deux fractions
consécutives de s;, i > 0. On a deux situations possibles, soit (1) 7 est une fraction de

’ ’ .
s;—1 et pas 77 ou (2) 77 est une fraction de s;-1 et pas ™.

(1) On a la situation suivante

LB ()

ot m' =m+ s et n’ =n <+ t. Par récurrence, on a sn — mt = 1. Ainsi,

m'n —mn' = (m+ s)n—m(n+t)

mn + sn—mn —mt
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= sn—mi
= 1.
(2) On a la situation suivante
e S (sim1)
’
'7%7%7%1“- (Si)

oum =s+m et n=1t+n'. Par récurrence, on a m't — sn’ = 1. Ainsi,
m'n —mn’ = m'(t+n') — (s +m')n’
= m/t+m'n —sn’ —m'n

= m't —sn/

O

Proposition 4.2.4. Soit Tt une fmctibn de Uarbre de Stern-Brocot. Alors m et n sont

premiers entre eux.

DEMONSTRATION Par le lemme 4.2.3 et le lemme de Bezout, on peut conclure que m

et n sont premiers entre eux. O

Proposition 4.2.5. Soit 7t une fraction positive telle gque m_Ln. Alors 7 apparait dans

Uarbre de Stern-Brocot une et une seule fois.

DEMONSTRATION Afin de démontrer que chacune des fractions n’apparait qu’une seule
fois dans l'arbre, nous allons montrer que pour ¢ > 0, s; est une suite strictement

. . d > - ] LR S
croissante. Soit T et T deux fractions consécutives de s; 1, i > 1. Alors

m+m  m mn + m'n — mn — mn/
n+n  n (n+n)n
m'n — mn/

(n+n)n
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et
m+m' m'  mn' +m'n’ —m'n —m'n
n+n o (n+n)n
mn' —m/n
(n+n)n
-1
(n+n)n

’ 1 N . N
Alors,ona 7 < ’Hzl, < . D’ou le résultat qu'une méme fraction ne peut seretrouver 4

deux endroits différents dans s;. Il reste donc & montrer que toutes les fractions positives

apparaissent dans ’arbre. L’algorithme décrit ci-dessous nous permet d’avoir le résultat.
- s 4 — 0 m _ 1
une fraction positive telle que aLb. Au départ, on pose 7} = 7 et 77 = 5, donc

a

b

’ / . . .

=< % < % On calcule alors ’Zi’ﬁ et on a une des situations suivantes :

’

1. ¢ =248 2 est donc dans Darbre;
7

2. §< ’Zi—;’f, on remplace alors m’ par m 4+ m’ et n’ par n +n’';
7

3. 5> %i%, on remplace alors m par m +m' et n par n+n'.

. / . ” . -
Puisque T+ et T sont deux fractions consécutives d’un certain s;, et ce pour tous les

étapes de 'algorithme, alors par le lemme 4.2.3 on a m'n — mn' = 1. Aussi, puisque

%—%>Oet’7’;—,,—%>Oonaan—bm21etbm’—an’21.Ainsi,

a+b = (a+b)(m'n—mn')
= am'n — amn’ + bm'n — bmn' + bmm’ — bmm’ + ann’ — ann’

= (m'+n')(an — bm) + (m + n)(bm’' — an’)

> m+n'+m+n.
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Or, dans les cas 2 et 3, parmi m, n, m’, n’, au moins une valeur est augmentée de 1 ou
plus. Ainsi, en au plus a+ b étapes m’ +n’ +m + n ne sera plus inférieur ou égal & a+b

et on sera donc dans la situation 1. Donc % sera dans 'arbre de Stern-Brocot. (]

Ainsi, les sommets de 'arbre de Stern-Brocot sont toutes les fractions positives écrites

sous forme réduite et chacune apparait une seule fois.



CHAPITRE V

COORDONNEES DE FROBENIUS DES NOMBRES DE
MARKOFF

On va maintenant définir une fonction p qui part de I’ensemble des couples d’entiers
positifs premiers entre eux et qui va vers l'ensemble des nombres de Markoff. Pour ce

faire on a besoin de quelques résultats supplémentaires sur l’arbre de Stern-Brocot.

Proposition 5.0.6. (Frobenius, 1968) Soit (o, &) un couple d’entiers strictement posi-
tifs premiers entre euz. Alors il existe deux uniques couples (3, 8') et (y,7') d’entiers tel
qu’e aﬁ/ _alﬁ = 1: a’yl _al’y = _1: (070) < (ﬁvﬁl) < (ayal) et (0) 0) < (’Y)’Y,) < (Ol,(’l/).

De plus, [% et % sont les ancétres gauche et drowt de ; dans l'arbre de Stern-Brocot.

DEMONSTRATION Ce résultat peut se démontrer en utilisant le lemme de Bezout et la

division euclidienne mais nous allons ici le démontrer 4 ’aide de I’arbre de Stern-Brocot.

Nous allons d’abord démontrer 'existence de ces couples. Soit (e, @’) un couple d’entiers
strictement positifs premiers entre eux. On fait donc référence ici au sommet 2 de I'arbre
de Stern-Brocot. Soit g son-ancétre gauche et ;?7 son ancétre droit. Par le corollaire 4.2.2,
onaa=pf+vyet o =8 ++ Puisqu’aucun couple de l’arbre n’est nul, on a donc
(0,0) < (8,8") < (o, &) et (0,0) < (,7") < (a,a’). De plus, avec la proposition 4.2.1

et lelemme 4.230naaf —df=letdvy—ay=1=ay —ad'y=-1

Maintenant, il ne reste qu’a démontrer 'unicité. Sott (x,z’) un couple d’entiers tel que
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ar’ — o'z =1et (0,0) < (z,2) < (o, a'). On a donc

o —dz=af —dB = afz' -~ F)=d(z~p)
= a|z — 8 puisque o Lo/
= |lz—pB|=0o0ulz—f=a, puisque0<z,0<a

> z=0 our=aetf=00ouz=0et B=c

Siz=aet =0, alors
ar' —da=aff = ' —d =4
N :C/—,BIZO/
= 1’ =d e =0, puisque 0< 2,5 <o

= (8,8') =10,0), contradiction.

Siz=0et f=q, alors

ar' =aff —da = 2= -d
= B -2 =d
= ' =0etf =0, puisque0 <z, 5 <
= (4,8) =(a, '), contradiction.

Donc z = 3. Alors

ar —drz=of —df = ar’' —df=0af —dp

= ' =p.

D’ou unicité de (8, 8’). De fagon analogue, on peut montrer l'unicité de (v,+').

O
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On va définir la fonction p, telle que présentée par Frobenius (Frobenius, 1968), par
récurrence de la fagon suivante. D’abord, p1o = 1, po1 = 2 et p11 = 5. Maintenant,
soit (o, ') un couple d’entiers strictement positifs premiers entre eux. Considérons les
couples (83,8') et (v,7') donnés par la proposition 5.0.6 et posons § = |8 — | et § =

|B/ - ’Y/|~ Alors paor = 3pﬂﬂ’pvv’ — Psé’ -

Nous savons que (0,0) < (8,8) < (a,¢) et (0,0) < (7,7) < (o,0') et donc que
la définition de p par récurrence est correcte. De plus, nous savons que & = 8 + v et
o/ = B+ +'. Pour montrer que la fonction est bien définie, il reste donc & montrer que

Do €St bien un nombre de MarkofT.

Proposition 5.0.7. (Frobenius, 1968) Soit (o, ') un couple d’entiers strictement posi-

tifs premiers entre euz. Alors paor est un nombre de Markoff.

DEMONSTRATION  Soit (@, ¢’) un couple d’entiers strictement positifs premiers entre
eux. Soit g et % les ancétres gauche et droit de ; dans 'arbre de Stern-Brocot. Nous
allons démontrer par récurrence sur le niveau maximum des trois fractions {3, %, ;’/L,}

dans l'arbre de Stern-Brocot que {paq’, Pgs’, Pyy'} €st un triplet de Markoff.

1. Considérons d’abord le cas ou l% est le parent de 2 dans l'arbre et posons ¢ = |3 — 1|

et & = |B'—+|. Alors, J; est 'ancétre droit de g et notons % son ancétre gauche. Ainsi,

B=vtnet B =++1 = n=0-vetyg =5 -+
= n=|B8—~|etn =|8 —+/| puisque et 7 sont positifs

=>n=detn =§

Par récurrence, {pgg’, Pry'» P55} €st donc un triplet de Markoff. Ainsi, phg +p2., +pfy =

3pﬂﬂ’p'y'y’p66’ . Ainsi,

i + Doy + P2y = (30gpDyy — Do) + Dhg + 0%y

2 2 2 2 2
5 DYy + Dssr — OPBA DYy Pss + Pagr T Py

= 9phepl, — 3PBE Py Pss
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= 3pgp Pyy (308 Dy — Dés’)

= 3paa’pﬂﬂ’p77’

Alors, {Paars Ppg, Py} €st un triplet de Markoff.

2. De facon analogue, si % est le parent de 5 dans Parbre on peut montrer que

{Pac’, g Py} est un triplet de Markoff.
Ainsl, pao est un nombre de Markoff. O

Notons P 'ensemble des couples d’entiers positifs premiers entre eux, M l'ensemble des

nombres de Markoff et C' I’ensemble des mots de Christoffel.

Théoréme 5.0.8. Soit w un mot de Christoffel de pente g Considérons les deux fonc-

tions suwvantes :
g: C — P

w = (a,b)
T C = M
w o~ 3Tr(pw).
Alorspog =T, ou pla,b) = pe. Clest-a-dire que le diagramme swivant commute.
T
¢ — M

g \ 1d
P — M

p

DEMONSTRATION Montrons d’abord que le résultat est vrai pour les mots de Christoffel

[21) [ 52

z, y et zy. Rappelons que ux = k ),uyZ \ y P10 =1, por = 2 et p13 = 5.
11 21

On a done

(pog)(z) = pro
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-1
21
_in
3 11
= T(z)
(pog)y) = por
-2
52
_1in
3 21
= T(y)

et

(pog)(zy) = pu1

—_
[\
=
wt
[\

Nous allons démontrer par récurrence sur la longueur du mot de Christoffel w que
(poi)(w) = T(w). Soit w un mot de Christoffel de longueur au moins 3, de pente
% et dont la factorisation standard est wyws. Soit (i,7) le point qui sépare le mot w
en (w;)(we). L'étiquette de ce point est donc %, c’est-a-dire que ﬁj—zﬁ = % Posons

(8,8 =(5,9), (1,7) = (a—i,b—3) et (6,8") = (|20 —al, |25 —b|). Alors, a et b sont des

entiers premiers entre eux tels que

o —bf =1,
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ay —by =1,
(0,0) < (8,8') < (a,b)
et (0,0) < (5,8') < (a,b).
Ainsi, pop = 3pga/Pyy — Pés'-

Selon la proposition 2.1.11, wy est préfixe de wg ou woy est suffixe de wy.

1. Si wy est préfixe de we, alors wy = wiv avec v un mot de Christoffel. De plus, le
nombre de x dans w; est inférieur & celui dans ws, c’est-a-dire que 1 < a — 1. De méme
pour le nombre de y, alors j < b — 7. Ainsi,

0<a—-2iet0<b-2j

= §=a—2ietd =b—2j.

Puisque w = wiwiv et que la pente de w; est % alors la pente de v est Z;_%% De plus,
puisque wy, wy et v sont des mots de longueur inférieure & w, par récurrence on obtient
que (po g)(w1) = T(wi), (pog)(we) = T(we) et (pog)(v) =T(v). Done,
Dy = Pij
= (pog)(wr)
= T(w1)

= S Tx(uwn)

Pyy' = Pa—ib—j

= (pog)(uz)

et

P§§" = Pa—2i,b-2j
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I

|
=2
S
<

Ainsi,

(pog)(w) = pap
= 3ppp'Pyy — D6

1 1 1
= 3§Tr(uw1)§rﬁ(ﬂw2) — g Tr(w)
1

= (Tr(wwr) Tr(pwnv) — Tr(uv))

1

= E'I‘r(uw%v) proposition 1.2.2
1

= -Tr
5 Tr(uw)

= T(w).

2. Si wo est suffixe de wy, alors w; = vwsy avec v un mot de Christoffel. De plus, le
nombre de z dans we est inférieur & celui dans wy, c’est-a-dire que 7 > a — 1. De méme

pour le nombre de y, alors j > b — 7. Ainsi,

0<2—aet0<2j—0

= §=2i—aetd =250

Puisque w = vwaws et que la pente de wy est Z—__% alors la pente de v est Z:g((';__ig = %—1_&2
De la méme facon que précédemment, puisque wi, w2 et v sont des mots de longueur
inférieure & w, par récurrence on obtient que pgy = %Tr(uwl), Dyy = %Tr(uwz) et

pss = 3Tr(uv). Donc,

(pog)(w) = pa
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= 3ppgPyy — Do

1 1 1
= 3§ﬂ(uw1)§ﬂ(uwz) - gTr(/w)

1
= grﬁ(/ww%) proposition 1.2.2

= %ﬂ(uw)

= T(w).
a

Cette proposition nous dit donc que T et p sont essentiellement identiques. Puisque ¢
est, bijective et que T est surjective (théoréme 3.0.7), on a que p est surjective. Ainsi,
pour chaque nombre de Markoff m, nous avons ’existence d'un couple (¢, &) d’entiers
strictement positifs premiers entre eux tel que poor = M. La fonction p a été introduite

ar Frobenius en 1913 et a et of sont appelées coordonnées de Frobenius de m.
p

Comme mentionné au Chapitre 5, on sait que tous les nombres de Markoff sont de la
forme %Tr(/zw), avec w un mot de Christoffel, mais on ne sait cependant pas si ce motest
unique. Le théoréme précédent (théoréme 5.0.8) nous permet de conclure que I'unicité
de ce mot est équivalente & 'unicité des coordonnées de EFrobenius pour un nombre de
Markoff. Cette derniére question est la conjecture d’injectivité des nombres de

Markoff.



CHAPITRE VI

ARBRE DE CHRISTOFFEL ET ARBRE DE MARKOFF

6.1 Arbre de Christoffel

On rencontre ’arbre de Christoffel a plusieurs endroits dans la littérature. Les résultats
présentés ici sont inspirés de 'article de H. Cohn (Cohn, 1979), du livre de Berstel, Lauve,
Reutenauer et Saliola (Berstel et al., 2008}, du livre de Lothaire (Lothaire, 2002) et de
l'article de Berstel et de Luca (Berstel et de Luca, 1997).

L’arbre de Christoffel est un arbre binaire complet infini ou les sommets sont des
couples de mots de {z,y}*. La racine de l’arbre est (z,y) et les enfants gauche et droit

du couple (u,v) sont (u,uv) et (uv,v) respectivement.

/m\
(z.zy) (zy,9)
(r2%y) (z%y,xy) (zy,zy") (zy*y)
(z,7%y) (z%y,2%y) (a%y22yzy) (z?yzy,zy)  (zy.xyTy?) (zyzy’ay®) (a9’ 2y°) (zv’y)

Figure 6.1 Arbre de Christoffel

Rappelons que la factorisation standard w = wv d’un mot de Christoffel a été définie en

2.1.2. Nous I'identifions ici avec le couple (u,v).

Proposition 6.1.1. Les sommets de l’arbre de Christoffel sont des factorisations stan-
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dard de mots de Christoffel.

DEMONSTRATION De la proposition 2.1.13, on obtient que pour tout mot de Christoffel
w dont la factorisation standard est wiwe, wiwiwsy et wiwyws sont des mots de Chris-
toffel de factorisations standard (wj)}(wyws) et (wiws)(ws). Alnsi, puisque zy est un
mot de Christoffel de factorisation standard (x)(y), les sommets de I’arbre de Christoffel

sont bien des factorisations standard de mots de Christoffel. O

Proposition 6.1.2. L’arbre de Christoffel contient exactement une fois la factorisation

standard de chacun des mots de Christoffel.

DEMONSTRATION Il suffit de montrer que toutes les factorisations standard sont dans
P’arbre une et une seule fois. Pour ce, nous allons montrer qu’il y a une bijection entre
larbre de Christoffel et 'arbre de Stern-Brocot. Soit wiws un mot de Christoffel de
pente g et de factorisation standard wiws. On définit f comme suit : f(%) = (w1, ws).
- Autrement dit, b = |wywsly et @ = |wyws,. Cette fonction est bien une bijection entre les
sommets de I'arbre de Stern-Brocot et les factorisations standard des mots de Christoffel.
1l reste & vérifier que f conserve la structure de l’arbre, et nous allons le faire par

récurrence.

D’abord, vérifions pour les deux premiers niveaux de I'arbre. Nous avons f(1) = (z,y)
avec % la racine de 'arbre de Stern-Brocot et (z,y) est la racine de I'arbre de Christoffel.
Aussi, f(3) = (z,zy) et f(%) = (zy,y) avec 5 et % les enfants gauche et droit de % dans
P’arbre de Stern-Brocot et (z,zy) et (zy,y) les enfants gauche et droit de (z,y) dans
'arbre de Christoffel.

Soit maintenant (wy,ws) un sommet de l'arbre de Christoffel tel que la pente de wiwy
est g Nous allons vérifier que f établit bien une bijection entre les derniers niveaux des

deux arbres illustrés 4 la figure 6.2.

Expliquons d’abord d’ot vient le dernier niveau de I'arbre de gauche. Soit J et g les
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ancétres de g dans 'arbre Stern-Brocot. On a donc les égalités suivantes :

a+pB=0b
d+8 =a
a+b=s
o +a=t
b=k
B +a=1

D’ot Penfant gauche de § est ££% = f:gif = 25=b of enfant droit est ;%’l’ De la méme

fagon, on obtient les enfants gauche et droit de % et donc le niveau suivant de I'arbre de

la figure 6.2.

I

a (wi,w2)
/\ /\
(w1,w1w,) (w1w9,w2)

§§ZZ fTJrZ % 227__5 (wi,whwg)  (wiwg,wywy) (wywa,w1w3)  (wywkw,)

Figure 6.2 Bijection entre l'arbre de Stern-Brocot et 'arbre de Cristoffel.

Par récurrence, nous avons f(%) = (w1, w2), f(3) = (w1, wiws) et f(%) = (wyws, we).

Donc,

b=lwiwsly et a=|wiwss,

s = |w%wgly et t = |w%w2'|a:a

k= |wiwdly et ! = lwiw3 s,
s—b=lwily et t—a=|wis

kE—b=|wsaly et | —a=|wslg.
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Alors on obtient [wywiwaly = |lwily + [wiwely = s —b+ s = 25 — b et |wiwwy|, =

lwi |z + [wiwels =t —a+t=2t—a, dou f <23_b) = (wl,w%wg). De la méme facon, on

2t—a
a

s+b

f (Ha) = (wiwg, wiws),
kE+b

f (l +a) = (wlw%wlw%)
2k —~b

et f (21 — a) = (wlwg,wg).

Les deux derniers niveaux sont donc en bijection. D’ou la bijection entre ’arbre de Stern-
Brocot et I'arbre de Christoffel. Puisque chaque fraction positive réduite se trouve une
et une seule fois dans l'arbre de Stern-Brocot et que les mots de Christoffel sont en
bijection avec les nombres rationnels strictement positifs, I'arbre de Christoffel contient

exactement une fois la factorisation standard de chacun des mots de Christoffel. O

6.2 Arbre de Markoff

Dans cette section, nous allons introduire un arbre qui contient tous les triplets de
Markoff; cet arbre se nomme larbre de Markoff. Les résultats présentés ici sont
inspirés du livre de Cusick et Flahive (Cusick et Flahive, 1989), mais la structure de
I’arbre présentée ici est quelque peu différente afin d’avoir la bijection voulue avec 'arbre
de Christoffel. Afin d’expliquer la structure de ’arbre, nous allons d’abord définir les

voisins d’un triplet de Markoff.

Définition 6.2.1. Soit {a,b,c} un triplet de Markoff. Les multi-ensembles {3bc—a, b, ¢},

{a,3ac — b, c} et {a,b,3ab — ¢} sont appelés les voisins de {a, b, c}.
Proposition 6.2.2. Les voisins d’un triplet de Markoff sont aussi des triplets de Mar-

koff.

DEMONSTRATION  Soit {a,b,c} un triplet de Markoff. Par le lemme 2.2.3 on a que

{a,b,3ab — c} est un triplet de Markoff. De la méme facon que dans la démonstration
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de ce lemme; on peut montrer que {3bc — a,b,c} et {a,3ac — b, c} sont des triplets de

Markoff. O

Proposition 6.2.3. Soit {a,b,c} un triplet de Markoff tel que a < b < c. Alors on a les
inégalités suivantes :
b<c<3bc—a

a<c¢<3ac—b.

Done, {3bc — a,b, ¢} et {a,3ac — b, c} sont des triplets de Markoff propres.

DEMONSTRATION Soit {a, b, ¢} un triplet de Markoff tel que a < b < ¢. Puisque b < ¢
et que b> 1, on a b% + 2¢% < ¢ + 2¢% < 3bc?. Ainsi,

b+ 2¢* — 3bc* < 0

3abc — a® + ¢ —3bc® <0 (a® + b 4 ¢ = 3abc)

3abc —a® +¢® —3bc* +ca —ca < 0

(c—a)(c—(3bc—a)) <O

¢— (3bc—a) <0 puisque c—a >0

L

¢ < 3bc—a.

De facon analogue, on peut montrer que 3ac — b > c. O

L’arbre de Markoff sera défini de la fagon suivante. La racine de l’arbre est {1,2,5} et ses
enfants de gauche et de droite sont {1, 5,13} et {2, 5,29}, respectivement. Par la suite,
considérons le triplet {a, b, c} tel que a < b < ¢. Si {a, b, c} est un enfant de gauche alors
ses enfants de gauche et de droite sont {a, ¢,3ac—b} et {b, c,3bc—a}, respectivement. Si
{a, b, c} est un enfant de droite alors ses enfants de gauche et de droite sont {b, ¢, 3bc—a}

et {a, ¢, 3ac — b}, respectivement. Voir figure 6.3.

Par la proposition 6.2.3 et puisque {1,2,5} est un triplet de Markoff propre, tous les

sommets de 'arbre ont deux enfants différents, qui sont des triplets de Markoff propres.
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125}
{1,513} {2,529}
{5,13,194} {1,13,34) {229,169} {529,433}

U N Ul N

(13,194,7561} {5,194,2897} (134,89}  {13,34,1325}  {29,169,14701} {2,169,985} {5433 ,6466) {2943337666)

Figure 6.3 Arbre de Markoff

Proposition 6.2.4. L’arbre de Markoff contient exactement une fois chaque triplet de

Markoff propre.

DEMONSTRATION De la proposition 6.2.2, on obtient que tous les sommets de ’arbre
sont bien des triplets de Markoff. Il reste donc & montrer que chaque triplet apparaft
une et une seule fois dans l'arbre. Pour ce faire, nous allons montrer que l'arbre de
Markoff est en bijection avec 'arbre de Christoffel. Considérons la fonction ' qui part
de Tensemble des mots de Christoftel non tri;/_iaux et va vers I’ensemble des triplets de
Markoff propres, définie comme suit, Fi(u,v) = {$Tr(uu), $Tr(uv), $ Tr(puv) }. Selon le
théoréme 3.0.7, I est une bijection. Il reste donc & montrer que cette bijection respecte

la structure de Parbre.

D’abord, F(z,y) = {3Tr(ux), 3 Tr(py), 3 Tr(uzy) } ={1,2,5}. Donc la racine de l'arbre
de Christoffel est envoyée sur la racine de Uarbre de Markoff. On peut aussi vérifier
que F(z,zy) = {1,5,13} et F(zy,y) = {2,5,529}. Considérons la partie de 'arbre de
Christoffel qui est illustrée a la figure 6.4. Nous allons considérer la branche de gauche

et la branche de droite séparément.
Rappel : Si le mot wy est facteur du mot w, alors %'D‘(uwl) < %Tr(p,w).

(1) Commencons par la branche gauche. Posons

1 1
%’IY(/w) =aq, §Tr(/,mv) =bet gﬂ(uuuv) =c



(u,v)

(u,uv) (uv,v)

(u,uuv) (uuv,uv) (uv,uvv) (uvv,v)

Figure 6.4 Section de 'arbre de Christoffel.

Alors, F(u,uwv) = {a,b,c} et a < b < ¢. Par récurrence nous présumons que F' préserve
la structure de P’arbre jusqu’au deuxiéme niveau de l'arbre considéré. Donc, {a,b,c} est
un enfant de gauche et ses enfants de gauche et de droite sont donc {a,c,3ac — b} et

{b, ¢, 3bc — a}, respectivement. Puisque

1 1
gTr(uuuuv) = E(Tr(pu)Tr(/Luuv) — Tr(puwv)) proposition 1.2.2
1
= 5(3a3c — 3b)
= 3ac—1b
1 1
et gTr(/wuvuv) = E(Tr(uuv)’D‘(uuuv) — Tr(pu)) proposition 1.2.2
1
= §(3b3c —3a;
= 3bc —a,

on a bien que F(u,uuv) = {a,c,3ac — b} et que F'(uuv,w) = {b,¢,3bc — a}.

(2) Considérons maintenant la branche droite. Posons ;Tr(uw) = a, 3Tr(puv) = b et
%’H(puvv) = c. Alors, F(uv,v) = {b,a,c} et a < b < c. Par récurrence, {a,b,c} est
un enfant de droite et ses enfants de gauche et de droite sont donc {b,¢,3bc — a} et

{a,c,3ac — b}, respectivement. Puisque

1 1
gTr(uuvuvv) = E(Tr(uuv)”_[‘r(uuvv) — Tr(pv)) proposition 1.2.2

1
= g(?)b-?)c — 3a)

= 3bc—a
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—_

1
et gTr(uuvvv) = (Tr{pv)Tr(uuvy) — Tr{uuwv)) proposition 1.2.2

o

1
= 5(3a3c — 3b)

= 3ac — b,

on a bien que F(uv,uvv) = {b,¢,3bc — a} et que F(uwvv,v) = {a, ¢, 3ac — b}.

Les deux derniers niveaux sont donc en bijection. D’ou la bijection entre arbre de
Christoffel et I'arbre de Markoff. Ainsi, I’arbre de Markoff contient exactement une fois

chaque triplet de Markoff. O
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