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RÉSUMÉ
 

Dans le cadre de ce projet de recherche, nous nous intéressons à ces quatrièmes cours 
obligatoires de mathématiques que plusieurs cégeps ont inclus dans leur programme de 
formation pré-universitaire Sciences de la nature 200. BO. Plus précisément, nous allons 
nous intéresser à la préparation en matière de démonstration et de formalisme offerte par ces 
cours pour affronter les exigences des mathématiques post-secondaires. Ces cours ont en 
effet pour objectif de préparer les étudiants aux mathématiques avancées des cours Calcul 
intégral NYB et Algèbre linéaire et géométrie vectorielle NYC, mais aussi des cours de 
mathématiques à l'université, notamment au regard du formalisme accru et de la 
démonstration. 

Pour évaluer cette préparation, nous allons, dans un premier temps, étudier ces attentes telles 
qu'elles se manifestent à travers le cours Calcul intégral NYB, deuxième cours de 
mathématiques obligatoire de la formation standard en sciences de la nature. Une fois ces 
attentes identifiées, les tâches proposées dans un de ces quatrièmes cours de mathématiques, 
soit le cours Mathématiques pour les sciences dispensé par le cégep Ahuntsic à la session 
hiver 2008, seront analysées. L'analyse des tâches proposées par Mathématiques pour les 
sciences nous permet de mettre en lumière les éléments de difficultés auxquels il confronte 
les étudiants. 

En conclusion, les analyses des deux cours sont comparées pour évaluer si les éléments 
travaillés par Mathématiques pour les sciences correspondent à ceux sollicités en Calcul 
intégral NYB. Cette comparaison permet d'évaluer la préparation qui est effectivement 
offerte par le cours du cégep Ahuntsic pour affronter le cours collégial NYB. Notre étude va 
cependant plus loin puisque nous évaluons également la préparation que ces deux cours de 
niveau collégial offrent pour affronter les mathématiques universitaires. Plus précisément, 
nous tentons de voir, compte tenu de ce que la recherche nous dit des mathématiques 
avancées et de l'apprentissage de la preuve, si Calcul intégral NYB, appuyé par 
Mathématiques pour les sciences, constituent à eux deux une bonne transition vers les 
mathématiques universitaires, notamment les cours d'introduction à l'analyse réelle. Des 
pistes de réflexion et des améliorations possibles seront également présentées. 

Mots clés: didactique des mathématiques, transition, démonstration, formalisme, calcul 
intégral. 



CHAPITRE 1 

PRûBLÉMATIQUE 

1.1 Importance de la démonstration en mathématique 

Il est indéniable que la démonstration occupe une place de choix dans l'univers 

mathématique. Selon Hanna et Jahnke (1993), les occidentaux la considèrent corrune une 

caractéristique essentielle des mathématiques et ce, depuis la Grèce Antique. L'importance 

accordée à la démonstration est en partie attribuable au fait qu'elle départage les 

mathématiques des sciences expérimentales (Arsac, 1988). En effet, alors que les sciences 

expérimentales ont usuellement recoms à des processus de validation de nature inductive, la 

démonstration, le processus de validation le plus achevé des mathématiques, fait plutôt appel 

au raisonnement déductif. Cette particularité ne peut que confirmer l'importance de la 

démonstration au sein de l'édifice mathématique. 

En plus d'établir une distinction entre les mathématiques et les autres SCIences, la 

démonstration est au cœm de la réalité des mathématiciens. Effectivement, « chez les 

mathématiciens professionnels par exemple, l'importance de cet outil ne fait aucun doute: la 

rédaction de preuves constitue pour ces derniers l'une des parties essentielles de leur travail» 

(Cyr, 2006, p. 12). Même si un mathématicien corrune Thurston (1994) relativise quelque 

peu la place que prend la démonstration dans la recherche mathématique, Alibert et Thomas 

(1991) abondent dans le sens de Cyr en affirmant que l'élaboration de démonstrations 

constitue l'un des aspects fondamentaux du travail des mathématiciens professionnels. La 

présence de la démonstration dans le quotidien des chercheurs en mathématiques vient donc 

elle aussi expliquer l'importance qui lui est conférée dans la discipline. 
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Les nombreux rôles remplis par la démonstration en mathématiques constituent un autre 

argument venant justifier la place prédominante qu'elle occupe dans l'univers mathématique. 

Outre son rôle de validation dont il a déjà été question précédemment, la démonstration 

permet également d'expliquer, de découvrir de nouvelles mathématiques, de systématiser, de 

communiquer, en plus d'offrir des défis intellectuels (Harel et Sowder, 2007, p. 811). 

Le caractère distinctif de la démonstration face aux procédés de validation inductifs utilisés 

par les autres sciences, son importance dans la vie des mathématiciens professionnels ainsi 

que les divers rôles et buts auxquels elle est destinée confirment et justifient qu'elle est bel et 

bien une caractéristique essentielle de l'univers mathématique. 

1.2 La démonstration, le rôle du contre-exemple et le principe du tiers-exclu 

Il est difficile de traiter de la démonstration en mathématiques sans évoquer le principe du 

tiers-exclu, énonçant que toute proposition est soit vraie, soit fausse. Celui-ci est sous-jacent 

à l'activité mathématique, particulièrement à l'activité de démonstration, ce qui justifie 

l'attention que nous allons lui porter. 

Le principe du tiers-exclu en mathématiques serait vraisemblablement issu de la philosophie 

de Parménide: 

La première voie de recherche dit que l'Être est et qu'il n'est pas possible qu'il ne soit 
pas. C'est le chemin de la certitude, car elle accompagne la vérité. L'autre c'est que 
l'Être n'est pas et que le Non-Être est. Cette voie est un sentier étroit où l'on ne peut 
rien apprendre. (Parménide, cité dans Hitt, 2004, p. 4) 

et aurait gagné l'univers mathématique aux YI"_ye siècle avant J.-c. (Hitt, 2004). Bien que 

ce principe soit souvent traité implicitement en mathématiques, il n'en reste pas moins qu'il y 

joue un rôle clé. En effet, la réalisation de démonstrations par l'absurde repose directement 

sur ce principe issu de la philosophie grecque. Selon Hitt (2004), 
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[... ] pour prouver une affirmation de la forme « P » par un raisonnement par l'absurde, 
il faut supposer que « Non-P» est vraie, ainsi, de façon implicite, nous faisons la 
supposition qu'il n'existe pas une «troisième option », pour finalement arriver à une 
contradiction de la forme « Q et Non-Q» et pour conclure que « p» est alors 
vraie. (p. 8) 

Dû à l'implication de ce principe dans l'activité de démonstration, il nous apparaît important 

de prendre en considération le principe du tiers-exclu de manière explicite. D'ailleurs, nous 

constaterons dans les sections subséquentes que les progranunes de formation de l'école 

québécoise accorde une place non négligeable au principe du tiers-exclu, dans l'apprentissage 

de l'activité de démonstration par les élèves. 

Le rôle du contre-exemple est aussi central lorsqu'on parle de démonstration en 

mathématique et spécifiquement lorsqu'on traite de son enseignement. Tel que le mentionne 

Balacheff (1987, p. 166), « la perception la plus répandue du contre-exemple, dans la classe 

de mathématique, est celle d'une catastrophe dont la conséquence est l'abandon pur et simple 

des positions conquises lors de la résolution du problème.» Le contre-exemple, suivant cette 

perception, prend donc le statut d'une erreur qu'il faut éviter à tout prix. 

Cette vision du contre-exemple est beaucoup plus radicale que celle défendue par Lakatos. 

Celui-ci avance qu'un contre-exemple peut avoir de multiples conséquences puisqu'il peut, 

entre autres, rejaillir sur la conjecture émise, sur la preuve réalisée, sur les définitions 

utilisées ainsi que sur le contre-exemple lui-même (Balacheff, 1987). Suivant ces propos, le 

contre-exemple ne serait pas une « catastrophe », mais plutôt un élément complexe et riche 

duquel découle de multiples possibilités. Cette variété de retombées nous amène donc à dire 

qu'une importance particulière doit être accordée au contre-exemple et à ses conséquences 

aussi bien dans la discipline elle-même que dans la classe de mathématiques. En effet, selon 

Balacheff (1987, pp.171-172), « si un contre-exemple ne signifie pas le rejet pur et simple 

d'une conjecture, la légitimité des voies empruntées pour dépasser la contradiction qu'il 

atteste ne va pas de soi. Elle se trouve en fait au centre du débat de validation et de la remise 

en question des critères de validation eux-mêmes. » 

Le principe du tiers-exclu et le contre-exemple sont si intimement liés à l'activité de 

démonstration qu'il s'avère donc essentiel de les prendre en considération dans ce mémoire. 
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D'ailleurs, selon Hitt (2004), la sensibilité au contre-exemple et le principe du tiers-exclu 

doivent faire partie intégrante de l'enseignement de la démonstration. Mais comment est 

abordée la démonstration en classe? Quels éléments de savoirs et de compétences sont 

sollicités chez les élèves? 

1.3 Preuve et Démonstration 

Avant de présenter la place qui est accordée à l'enseignement de la démonstration dans les 

programmes de formation de l'école québécoise, lUle précision doit être apportée sur le 

vocabulaire qui sera utilisé. 

Conune chez Balacheff (1987), la présente recherche établit une distinction entre preuve et 

démonstration. Tout discours accepté par une communauté donnée et visant à conununiquer 

le caractère de vérité d'une proposition ou d'un résultat sera considéré conune une preuve. 

Le terme démonstration est réservé, quant à lui, aux preuves qui sont acceptées par la 

conununauté des mathématiciens et qui revêtent une forme particulière. Ces preuves doivent 

établir la vérité d'une proposition en organisant des énoncés, obtenus déductivement à partir 

d'axiomes ou d'énoncés précédemment démontrés, à l'aide d'un ensemble de règles logiques 

déjà déterminées. Cette distinction entre preuve et démonstration sera maintenue tout au long 

de cette étude. 

Précédenunent, il a été question de l'importance de la démonstration dans l'univers 

mathématique. Nous avons mis en lumière son implication dans la discipline ainsi que les 

divers rôles qu'elle y joue. De plus, certains concepts indissociables de la démonstration et 

de son enseignement ont été présentés au lecteur. Nous allons maintenant nous attarder à la 

place qui est allouée à l'apprentissage de la preuve et de la démonstration dans les 

programmes de formation de l'école québécoise. 

Selon Hanna (1995), sachant l'importance de la démonstration dans l'univers mathématique, 

il serait essentiel que tout cUlTiculum mathématique voulant représenter fidèlement la 

discipline accorde une place de choix à l'apprentissage de la preuve et de la démonstration. 

Une telle place lui est-elle accordée dans les curriculums mathématiques québécois? 
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1.4 Place de la preuve et de la démonstration dans les programmes de formation de 

l'école québécoise 

Les programmes de fonnation de l'école québécoise prennent en considération dès le niveau 

primaire l'apprentissage de la preuve mathématique. C'est effectivement via les trois 

compétences qui composent le programme présecondaire que des habiletés liées à l'activité 

de preuve sont développées chez les élèves. 

La compétence Raisonner à l'aide de concepts et de processus mathématiques est ceUe qui 

cible le plus directement la preuve mathématique. En effet, celle-là a entre autres pour 

objectif de développer chez les élèves leur habileté à « recourir au raisonnement inductif et 

déductif» (MELS, 2006a, p. 122). Ceci est tout à fait en lien avec l'activité de démonstration 

puisque le raisonnement déductif est, selon plusieurs autems (Duval, 1991; Tanguay, 2005), 

l'essence de la démonstration mathématique. Cette compétence stipule également que les 

élèves doivent être en mesure de « justifier des actions ou des énoncés en faisant appel à des 

concepts et à des processus mathématiques» (MELS, 2006a, p. 130). On peut penser que cet 

appel aux justifications pourrait mener, dans bien des cas, à des arguments constituant des 

amorces de preuve. La compétence Résoudre une situation-problème contribue aussi à 

l'apprentissage de la preuve mathématique puisqu'eUe tente de développer chez l'élève une 

aptitude à « valider la solution» (MELS, 2006a, p. 127) trouvée lors de la résolution du 

problème. Bien que la validation d'une solution et la justification d'un raisonnement ne 

passent pas nécessairement par la réalisation de démonstration rigoureuse, celles-ci 

contribuent à développer chez l'élève du primaire des aptitudes qui seront essentieUes lors de 

la future réalisation de preu'Ves mathématique plus formelles. Quant à la dernière des trois 

compétences du programme, Communiquer à l'aide du langage mathématique, elle contribue 

à développer chez l'élève une sensibilité à la rigueur et à l'activité de preuve en ciblant 

« l'apprentissage de l'explication précise et complète d'une démarche ou d'un 

raisonnement» (MELS, 200(ia, p. 124). 

Bien que les élèves de niveau primaire soient mis en contact avec certains éléments de la 

preuve mathématique, ce n'est qu'au niveau secondaire qu'un véritable enseignement de la 

preuve et de la démonstration s'amorce. 
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Dans les programmes de formation de niveau secondaire de l'école québécoise, 

l'apprentissage de la preuve et de la démonstration se fait principalement via la compétence 

Déployer un raisonnement mathématique. Effectivement, celle-ci met l'accent sur 

l'apprentissage de la preuve et de la démonstration puisqu'elle« [... ] consiste à formuler des 

conjectures, à critiquer, à justifier ou à infirmer une proposition en faisant appel à un 

ensemble organisé de savoirs mathématiques» (MELS, 2006b, p. 20). Alors qu'au primaire, 

le travail amorcé sur la preuve reste au niveau de l'implicite, au secondaire, des activités 

concrètes sont axées sur ce sujet, et ce dès le premier cycle. En effet, une des composantes 

de la compétence Déployer un raisonnement mathématique se voue entièrement à la 

réalisation de l'objectif « réaliser des démonstrations ou des preuves» (MELS, 2006b, p. 22). 

Plusieurs types de raisonnements doivent être suscités de la part de l'élève. L'analogie, 

l'induction et la déduction doivent effectivement être mobilisées par l'apprenant tout au long 

du premier cycle du secondaire. Tout comme c'est le cas pour l'enseignement primaire, le 

niveau secondaire fait passer l'apprentissage de la preuve et de la démonstration par le 

développement du raisonnement déductif chez l'élève: 

Pour l'amener à développer sont raisonnement déductif, il convient de l'initier à 
certaines règles de base de la logique mathématique telles que: 

•	 Un énonc~ mathématique est soit vrai, soit faux; 
•	 Un contre-exemple suffit pour démontrer qu'une conjecture est fausse; 
•	 Le fait que plusieurs exemples permettent de vérifier un énoncé mathématique ne 

suffit pas à prouver qu'il est vrai; 
•	 Une constatation ou des mesures à partir d'un dessin ne prouvent pas qu'une 

conjecture est vraie mais peuvent toutefois servir à en formuler une. 
(MELS, 2006b, p. 21) 

Les règles de base qui ont été énoncées ci-dessus sont au cœur de l'activité de démonstration 

et font directement écho aux propos de Hitt (2004), desquels nous avons préalablement 

entretenu le lecteur. Nous avons en effet mentionné en § 1.2 l'importance qui doit être 

accordée au principe du tiers-exclu et au contre-exemple dans l'enseignement de la 

démonstration mathématique. Ces éléments ont indéniablement été pris en considération par 

le programme de formation du premier cycle de l'école secondaire québécoise. 
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Le domaine de la géométrie semble avoir été privilégié par le programme du premier cycle 

du secondaire pour développer le raisonnement déductif de l'élève. En effet, c'est en 

géométrie que l'élève est amené à se « [... ] familiariser avec les définitions et les propriétés 

des figures qu'il utilise pour résoudre des problèmes à l'aide de déductions simples» (MELS, 

2006b, p. 21). Le travail qui avait été amorcé au primaire sur le raisonnement déductif 

s'intensifie et se concrétise donc au niveau secondaire de manière à s'approcher des 

raisonnements mis en œuvre dans l'activité de démonstration. 

Nous avons jusqu'à présent limité nos propos à la compétence Déployer un raisonnement 

mathématique. Cependant, il est important de ne pas négliger l'apport des deux autres 

compétences à l'apprentissage de la preuve et de la démonstration. Bien que cet apport ne 

soit pas aussi direct, il n'en reste pas moins que chacune des deux autres compétences est 

essentielle à l'exercice de la compétence Déployer un raisonnement mathématique. 

Effectivement, 

l'élève met à profit certaines composantes de la compétence Résoudre une situation
problème lorsqu'il se prononce sur la véracité d'une conjecture, réalise une preuve, 
choisit parmi ses connaissances celles qui sont appropriées pour convaincre de 
l'efficience d'une solution, organise ou structure ses interventions et sa démarche, 
justifie son point de vue ou sa décision (MELS, 2007, p. 29). 

La compétence Communiquer à l'aide du langage mathématique est également intimement 

liée à la compétence Déployer un raisonnement mathématique: «Le langage est l'outil par 

lequel l'élève amorce son raisonnement dans l'appropriation de la situation, au moment du 

décodage de l'information et de la formulation d'une conjecture» (MELS, 2007, p. 29). De 

plus, le langage est essentiel à l'élève pour communiquer son cheminement lors de la 

résolution d'un problème. Il est en fait le « véhicule [de la pensée de l'élèvc] puisqu'il 

permet d'exprimer le résultat du raisonnement en obéissant à des critères logiques ou 

dialogiques» (MELS, 2007, p. 29). 

Au deuxième cycle de l'école secondaire, les attentes en matière de preuves et de 

démonstrations s'intensifient. Alors que le premier cycle vise à sensibiliser l'élève à la 

validation et à la justification d'un résultat ou d'une démarche, le deuxième cycle requie11 de 

l'élève qu'il ait recours à des formes spécifiques de validation et de justification: la preuve 
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ou la démonstration mathématique. Cette distinction est d'ailleurs apparente dans les critères 

d'évaluation de la compétence Déployer un raisonnement mathématique. Au premier cycle 

du secondaire, il est attendu de l'élève qu'il soit en mesure de faire une «structuration 

adéquate des étapes d'une démarche pertinente» et une «justification congruente des étapes 

d'une démarche pertinente» (MELS, 2ûû6b, p. 22). Tandis que, au deuxième cycle, l'élève 

doit pouvoir produire une« structuration adéquate des étapes d'une preuve ou d'une 

démonstration adaptée à la situation» et une «justification congruente des étapes d'une 

preuve ou d'une démonstration adaptée à la situation» (MELS, 2007, p. 32). C'est donc au 

deuxième cycle du secondaire que la preuve et la démonstration mathématique semblent faire 

leurs entrées effectives dans le paysage mathématique des apprenants. 

Une autre évolution concernant l'enseignement de la preuve et de la démonstration au 

deuxième cycle du secondaire concerne les types de raisonnements sollicités. En effet, le 

deuxième cycle fait appel à plusieurs types de raisonnements qui sont, pour la plupart, plus 

élaborés que ceux du premier cycle. En effet, l'élève va devoir « recourir à divers types de 

raisonnement (par induction, déduction, analogie, disjonction de cas, contradiction, etc.) pour 

préciser, valider, réajuster ou réfuter des conjectures» (MELS, 2007, p. 31). Le travail 

accompli sur la preuve et la démonstration semble donc se complexifier au deuxième cycle et 

conunence à se rapprocher graduellement du travail accompli dans les mathématiques plus 

avancées. 

Bien que tous les élèves du deuxième cycle du secondaire soient mis en contact avec la 

preuve mathématique, l'intensité et la forme de ces contacts varient selon la séquence choisie 

par l'élève. La Séquence Culture, société et technique suscite de la part des élèves la 

validation de conjectures à l'aide de preuves directes et indirectes, ainsi que l'usage de 

contre-exemples lors de la réfutation de conjectures. Le raisonnement déductif est présent 

dans la séquence puisque l'élève doit être en mesure de valider « [... ] certaines conjectures 

par de courtes déductions s'appuyant notamment sur des savoirs géométriques» (MELS, 

2007, p. 35). Les attentes s'intensifient dans la Séquence Technico-sciences. En plus de 

devoir réaliser différents types de preuves, l'élève qui suit cette séquence est mis en contact 

avec des situations lui permettant de « [... ] déployer un raisonnement déductif structuré et de 

se familiariser avec la forme codifiée que requiert la démonstration» (MELS, 2007, p. 36). 
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La Séquence Sciences naturelles, quant à elle, demande de la part de l'élève un plus grand 

niveau d'abstraction, en plus de solliciter des preuves mathématiques de plus en plus 

structurées. En effet, les situations proposées à l'élève « [... ] demandent une organisation 

cohérente, complète et efflciente des étapes qui permettent de dégager la structure du 

raisonnement» (MELS, 2007, p. 37). De surcroît, « plusieurs [des situations présentées à 

l'élève] l'incitent à s'appuyer sur des définitions, des propriétés, des relations et des 

théorèmes pour prouver d'autres conjectures» (MELS, 2007, p. 37). 

Il semble donc que les trois séquences de formation composant le programme de deuxième 

cycle du secondaire contribuent à l'apprentissage de la preuve et de la démonstration, mais le 

niveau d'abstraction et d'organisation y varie selon les objectifs respectifs des séquences. En 

effet, la Séquence Sciences naturelles, préparant à des études avancées dans les domaines 

scientifiques, demande à l'élève de produire des preuves structurées et rigoureuses qui se 

rapprochent davantage de la démonstration mathématique. Ces attentes sont passablement 

éloignées de celles de la Séquence Culture, société et technique, puisque celle-ci requiert de 

l'élève la réalisation de déductions simples et non la production d'un enchaînement déductif 

complexe et structuré. 

Les programmes de formation de l'école québécoise semblent donc faire débuter 

l'apprentissage de la preuve dès le Olveau primaire. En effet, le développement du 

raisonnement déductif et les situations de validation font parties intégrantes de l'univers 

mathématique d'un élève de ce niveau de formation. L'enseignement de la preuve et de la 

démonstration se poursuit au premier cycle du secondaire. Des déductions simples dans le 

domaine de la géométrie sont suscitées chez l'élève qui est de plus initié au principe du tiers

exclu ainsi qu'au rôle et aux implications du contre-exemple. Le travail sur la preuve et la 

démonstration prend de l'ampleur au deuxième cycle du secondaire. Les types de 

raisonnement à déployer dans les situations de validation sont plus élaborés et la structure des 

preuves requises est plus complexe. L'apprentissage de la preuve et de la démonstration 

mathématique a donc une place de choix dans les programmes de formation de niveau 

primaire et secondaire de l'école québécoise. Mais, quelle place occupe la démonstration 

dans l'enseignement post-secondaire? 
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1.5 La démonstration dans les mathématiques avancées de niveau universitaire 

La preuve et la démonstration ont également leur importance dans l'enseignement post

secondaire. En effet, elles occupent une place de tout prenlier plan dans les cours de 

mathématiques de niveau universitaire (pour des raisons d'organisation du texte, nous 

sautons pour l'instant par-dessus le niveau collégial, qui sera traité à la section suivante). 

Dans ces cours de mathématiques avancées, la réalisation de démonstration est souvent le but 

premier, en plus d'être un des uniques moyens pour évaluer la performance des étudiants 

(Weber, 2001). Les propos de Jones vont dans le même sens que ceux de Weber. Selon cet 

autern, la démonstration au niveau universitaire est un sujet central tant par son apport à la 

discipline mathématique que par les cOIU1ections qu'elle entretient avec d'autres domaines 

tels que les sciences naturelles (Jones, 2000). 

Il n'est pas surprenant qu'une telle place soit accordée à la démonstration à ce palier de 

scolarisation puisque les mathématiques qui y sont enseignées ressemblent de plus en plus 

aux mathématiques meublant le quotidien des mathématiciens professioIU1els. En effet, 

« [ ... ] les mathématiques enseignées à partir du lycée commencent à ressembler (et cela 

s'accentue au fur et à mesrne de la scolarité) aux mathématiques des experts (mathématiciens 

professioIU1els), tant en ce qui concerne les savoirs que les pratiques attendues» 

(Robert, 1998, p. 141). Comme nous l'avons explicité précédemment, la démonstration est 

au cœur de l'activité du mathématicien, il va donc de soi que les mathématiques 

universitaires lui consacrent une place importante. 

1.6 La démonstration dans les mathématiques de niveau collégial 

Le lecteur aura compris que notre présentation ne suit pas la chronologie du cheminement 

scolaire parce que le niveau collégial est celui qui fera l'objet du présent projet de recherche: 

nous avons voulu le garder pour le dessert! 

Le programme Sciences de la nature 200.BD est le profil de niveau collégial qui offre la 

formation mathématique la plus importante. En effet, il comprend obligatoirement trois 

cours distincts de mathématiques. Le premier cours (NYA) de la formation standard consiste 
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en l'étude du calcul différentiel, le second (NYB) vise celle du calcul intégral, tandis que le 

troisième cours (NYC) cible l'apprentissage de l'algèbre linéaire et de la géométrie 

vectorielle. Cette formation s'inscrit dans le cadre des prograrrunes préuniversitaires 

puisqu'elle vise à positionner le prograrrune Sciences de la nature « [... ] dans une véritable 

continuité avec les programmes d'études universitaires» (MEQ, 1998, p.15). En effet, ce 

profil à caractère scientifique a entre autres pour objectif de préparer les étudiants à des 

études avancées en mathématiques ou en sciences expérimentales. En prenant note de ces 

objectifs, il est pertinent de se questionner à savoir si les cours de mathématiques présents 

dans la formation standard du prograrrune Sciences de la nature sont bel et bien en continuité 

avec les mathématiques universitaires. Cette continuité, nous allons en chercher la trace plus 

particulièrement en ce qui a trait à la démonstration. C'est notre expérience en tant 

qu'étudiante en mathématiques qui nous a poussés à retenir cet aspect. Lors de notre entrée 

au baccalauréat en mathématiques, après avoir complété la formation collégiale en Sciences 

de la nature, nos collègues ainsi que nous-mêmes avions eu besoin d'un moment 

d'adaptation avant de pouvoir répondre aux attentes des mathématiques avancées en matière 

de démonstration. Les compétences en démonstration que nous avions acquises jusqu'alors 

étaient insuffisarrunent développées pour faire face aux exigences des mathématiques 

universitaires. 

Trois objectifs de la formation spécifique du progranune Sciences de la nature 200.BD 

ciblent directement les apprentissages en mathématiques: 

OOUN Appliquer les méthodes du calcul différentiel à l'étude de fonctions et à la 
résolution de problèmes. 

OOUP Appliquer les méthodes du calcul intégral à l'étude de fonctions et à la résolution 
de problèmes. 

OOUQ Appliquer les méthodes de l'algèbre linéaire et de la géométrie vectorielle à la 
résolution de problèmes. (MEQ, 1998, p. 41) 

La lecture de ces objectifs et des autres suggère dans un premier temps que les activités de 

preuve et de démonstration ne font pas partie intégrante des mathématiques de niveau 

collégial. En effet, la réalisation de preuve et de démonstration n'est nulle part explicitement 

mentionnée dans les objectifs conununs à tous les étudiants du prograrrune. De plus, le terme 
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Appliquer, utilisé dans la formulation des objectifs, fait davantage référence à l'utilisation 

d'algorithmes et de « recettes» qu'au déploiement d'un raisonnement mathématique. Le fait 

de privilégier l'application à l'élaboration d'un raisonnement est en contradiction avec les 

pratiques et les attentes du niveau universitaire. 

Dans l'optique de raffiner notre analyse du programme d'étude collégial de Sciences de la 

nature, nous nous sommes tournées vers la description détaillée qui y est faite des .trois 

objectifs en mathématique cités précédemment. Les précisions qui sont apportées aux deux 

premiers objectifs, objectifs liés aux cours portant sur le calcul différentiel et intégral, ne font 

aucune mention explicite de la preuve ou de la démonstration. Cependant, dans les deux cas, 

des éléments intimement liés à l'activité de démonstration sont présents. Effectivement, alors 

que le standard 1 «Justification des étapes du raisonnement» fait directement référence au 

rôle de validation de la démonstration, le standard « Utilisation d'une terminologie 

appropriée» (MEQ, 1998, pp. 88-89) vise à ce que l'étudiant développe sa rigueur 

mathématique, rigueur qui est d'ailleurs essentielle lors de la réalisation de démonstration. 

En ce qui concerne les détails du troisième objectif, en plus de comprendre les deux standards 

cités ci-dessus, une référence directe à la démonstration mathématique y est faite. En effet, 

une des composantes essentielles de l'objectif Appliquer les méthodes de l'algèbre linéaire et 

de la géométrie vectorielle à la résolution de problème consiste à « Démontrer des 

propositions» (MEQ, 1998, p. 90). Il semble dont possible, à la suite de l'analyse du 

programme d'étude, d'affirmer qu'à l'exception du cours portant sur l'algèbre linéaire et la 

géométrie vectorielle, la preuve et la démonstration ne font pas partie explicitement de ce qui 

est prévu dans le programme écrit de niveau collégial du MEQ. 

Le constat qui a été réalisé via l'analyse du programme Sciences de la nature 200.BO est tout 

à fait en accord avec les propos de Tanguay (2003). Selon l'auteur, les deux premiers cours 

de la formation standard n'offrent aux étudiants que très peu de contacts avec la preuve et la 

démonstration mathématique. En effet, le cours de calcul différentiel privilégie les « [ ... ] 

arguments informels et intuitifs pour les résultats qui portent sur un passage à la limite. (dans 

1 « Le standard correspond au niveau de performance considéré comme le seuil à partir duquel 
on reconnaît qu'un objectif est atteint » (MEQ, 1998, p. 18). 
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la mesure où l'on n'a pas abordé les définitions en ë-b) ». Quelques preuves sont sollicitées 

auprès des apprenants, mais celles-ci se « [ramènent] à des astuces calculatoires [... ] » 

(Tanguay, 2003, p. 4). Le second cours du programme de Science de la nature met les 

étudiants davantage en contact avec la preuve: 

[... ] un enchaînement de preuves un peu plus substantiel, avec: le théorème de Rolle, 
le théorème des accroissements finis (ou de la moyenne) et des accroissements finis 
généralisés (ou « de Cauchy»), la ou les règles de De L'Hospital, la formule de Taylor 
(avec restes de Lagrange), etc. et la preuve du théorème fondamental du calcul basé sur 
le théorème de la valeur moyenne. (Tanguay, 2003, p. 4) 

Le cours portant sur l'algèbre linéaire et la géométrie vectorielle est, selon Tanguay, celui qui 

accorde la plus grande place à la preuve et à la démonstration mathématique. 

Dans le cours NYC (ancien 105) [troisième cours de la formation standard en Sciences 
de la nature] : 

•	 arguments calculatoires (qui demandent cependant une bonne maîtrise des 
sommations et indices) en algèbre matricielle et théorie des déterminants; 

•	 preuves géométriques avec les vecteurs: se ramènent la plupart du temps à une 
astuce de calcul; 

•	 éléments de visualisation combinés à des preuves calculatoires, dans la 
justification des formules de distances et d'angles (entre deux plans, une droite et 
un plan, etc.); 

•	 en théorie des espaces vectoriels abstraits, quelques preuves où une certaine 
maîtrise de la logique propositionnelle est requise, et où le rôle des définitions est 
mis de l'avant: sous-ensembles versus sous-espaces, équivalence des deux 
définitions de l'indépendance linéaire, « si ~ est une base, alors tout vecteur admet 
des coordonnées selon ~ uniques », etc. (Tanguay, 2003, p. 4) 

Cette analyse des contenus permet de renforcer les constats préalablement émis à la suite de 

l'analyse du prograrrune d'étude. Effectivement, bien que certains éléments relatifs à 

l'activité de preuve et de démonstration soient abordés dans le cadre des deux premiers cours 

de la formation standard, seul le troisième cours semble avoir pour objectif la réalisation de 

preuves et de démonstrations. D'ailleurs, les preuves qui sont suscitées dans le cadre de ce 

cours sont plus complexes et requièrent un plus grand niveau de formalisme que celles 

demandées dans les autres cours collégiaux. 
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Une nuance doit cependant être apportée aux analyses de programmes et de contenus qui ont 

été menées précédemment. Bien que l'activité de démonstration ne soit pas explicitement 

mentionnée dans les objectifs de chacun des cours de mathématiques obligatoires du profil 

Sciences de la Nature, nous croyons que la réalisation de preuves et de démonstrations est 

une exigence de plusieurs enseignants du niveau collégial. Probablement influencés par leur 

formation universitaire en mathématiques, les enseignants du cégep semblent s'attendre à ce 

que leurs élèves soient en mesure de construire des démonstrations mathématiques et ce, dans 

l'ensemble des cours de mathématiques de la formation. L'importance qui est accordée à 

l'activité de démonstration par les enseignants du niveau collégial a d'ailleurs été mise en 

lumière dans Corriveau et Parenteau (2005) et dans Corriveau (2007). En effet, des 

enseignants du cégep interrogés dans le cadre de ces études ont affirmé que la preuve est le 

concept mathématique avec lequel les élèves éprouvent le plus de difficulté. Ils affirment que 

les élèves sont incapables de lire et reproduire des preuves et qu'ils ne comprennent pas le 

rôle de la preuve dans l'édifice mathématique (Corriveau, 2007). Ces difficultés entourant la 

preuve mathématique sont une préoccupation importante pour les enseignants rencontrés, et 

ceci renforce notre hypothèse que la construction de preuves et de démonstrations au cégep 

est une compétence attendue par les enseignants, malgré que ça ne soit pas explicitement 

prescrit par les programmes. 

1.7 La preuve et la démonstration dans les différents niveaux de scolarité 

Dans les sections précédentes, nous avons analysé la place qui est accordée à l'enseignement 

de la preuve et de la démonstration dans les différents niveaux de scolarité. Cette étude a 

permis de relever plusieurs éléments importants desquels nous souhaitons maintenant 

entretenir le lecteur. 

Tel qu'il a été mentionné précédemment, l'école secondaire québécoise semble être le niveau 

scolaire durant lequel un travail substantiel s'amorce sur l'apprentissage de la preuve ct de la 

démonstration mathématique. En effet, le programme de formation, via la compétence 

Déployer un raisonnement mathématique, cible le développement de plusieurs types de 

raisonnements dont le raisonnement déductif, qui est au cœur de l'activité de démonstration. 
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Le raisonnement déductif, principalement suscité en géométrie, est présent dès le premier 

cycle du secondaire. Dès ce cycle, des déductions simples sont attendues de l'élève. Au 

second cycle, les attentes augmentent puisque la mise en œuvre de raisonnements déductifs 

plus structurés et complexes est requise. Le niveau de formalisme mathématique nécessaire à 

l'élaboration de preuves est également accentué au second cycle. Le rôle et les impacts du 

contre-exemple en mathématique ainsi que le principe du tiers-exclu sont aussi des éléments 

liés à la preuve et à la démonstration qui sont implicitement présents dans les programmes de 

formation. 

Il n'y a pas seulement l'école secondaire qui accorde une place de choix à la preuve 

mathématique, les mathématiques avancées de niveau universitaire consacrent elles aussi une 

place importante à la preuve. La réalisation de démonstrations est souvent le but premier des 

cours de mathématiques universitaires. Cependant, bien que l'école secondaire et l'université 

mettent la preuve mathémal ique au cœur de leur programme, le contexte de réalisation des 

preuves au niveau universitaire est bien différent de celui du niveau secondaire. Alors que les 

élèves du secondaire traitent principalement la preuve dans le domaine géométrique, les 

étudiants universitaires doivent réaliser des démonstrations dans plusieurs domaines des 

mathématiques avancées et ce, sans avoir de directives précises sur la voie à emprunter 

(Moore, 1994). Toujours selon Moore (1994), cette distinction entre les preuves demandées 

au niveau secondaire et les démonstrations attendues à l'université crée une transition abrupte 

qui peut s'avérer problématique pour plusieurs étudiants. 

En plus du contexte de réalisation qui varie d'un niveau de scolarité à l'autre, la forme que 

revêtent les preuves mathématiques est elle aussi différente. Alors que la structure des 

preuves et des démonstrations au secondaire repose souvent sur un nombre restreint de 

déductions, les démonstrations de niveau universitaire ont des structures déductives beaucoup 

plus complexes. Le niveau de formalisme qui est requis dans de telles démonstrations est 

plus élevé que ce qui est demandé au niveau secondaire. De tels changements dans la forme 

empruntée par la preuve mathématique ne fait qu'augmenter la distance entre les preuves et 

les démonstrations attendues au secondaire et les démonstrations exigées au ru veau 

universitaire. Cette distance constitue d'ailleurs une difficulté pour les étudiants. 
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Il semble donc y avoir un saut important entre le niveau secondaire et le niveau universitaire 

eu égard à la preuve mathématique. Mais qu'en est-il du niveau collégial? Tel qu'il a été mis 

en lumière antérieurement, seul le troisième cours de la formation standard du programme 

Sciences de la nature, cours ciblant l'apprentissage de l'algèbre linéaire et de la géométrie 

vectorielle, traite explicitement de la preuve et de la démonstration mathématique. 

Effectivement, bien que la preuve mathématique soit abordée de manière informelle dans les 

cours de calcul différentiel et intégral, le troisième cours de mathématiques, qui est 

normalement suivi lors de la deuxième année des études collégiales, est le seul à avoir 

comme objectif la réalisation de preuves et de démonstrations. Une recherche portant sur 

l'arrimage secondaire-collégial eu égard à la preuve mathématique a d'ailleurs été réalisée de 

manière à déterminer si ce troisième cours de la formation collégiale Sciences de la nature 

impliquait un travail bel et bien en continuité avec celui des années antérieures. Selon 

Corriveau (2007), les exigences du cours d'algèbre linéaire et de géométrie vectorielle en 

matière de formalisme et de démonstration sont supérieures à celles présentes au niveau 

secondaire et l'auteure évalue la préparation des étudiants comme insuffisante pour affronter 

ces exigences, ce qui crée des difficultés non négligeables chez plusieurs d'entre eux. 

La transition abrupte, que nous avons décrite comme résultant des attentes en matière de 

démonstration et de formalisme au niveau universitaire, serait en fait identifiable dès le 

niveau collégial: un premier changement important en matière de démonstration et de 

formalisme est en effet présent lors du passage secondaire-collégial. Des nouvelles attentes 

font leur apparition au niveau collégial, pour par la suite s'accentuer au niveau universitaire 

ce qui, selon Corriveau (2007) et Robert (1998), est une source de difficultés pour les 

étudiants collégiaux et universitaires. 

En plus des nouvelles exigences associées aux études post-secondaires, le manque de 

continuité dans l'enseignement de la preuve et de la démonstration constitue, selon nous, un 

autre élément venant compliquer la tâche des étudiants. En effet, le fait de devoir mettre sur 

la glace les apprentissages sur la preuve mathématique réalisés au secondaire pour ensuite les 

réutiliser une année et demie plus tard dans de nouveaux domaines, soit l'algèbre linéaire et 

la géométrie vectorielle, est ardu pour plusieurs. La première année des études collégiales en 

Sciences de la nature semble créer une cassure dans l'apprentissage de la preuve 
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mathématique, apprentissage qui a débuté plusieurs alU1ées auparavant. Cette rupture va 

d'ailleurs à l'encontre de certaines études menées par le Conseil des collèges et le Conseil 

supérieur de l'éducation qui recommandent « [... ] aux différents ordres du primaire à 

l'université, d'avoir une vision globale du système éducatif [... ]» (Cité dans 

Corriveau, 2007, p. 2). 

À la suite de ces constats, la préparation en matière de démonstration et de formalisme qui est 

offerte aux étudiants semble donc mal adaptée aux exigences des mathématiques avancées. 

Selon Selden et Selden (2007), 

[ ... ] if students go beyond a few lower-division courses such as calculus or first 
differential equations, this usually involves constructing original proofs or proof 
fragments. But, often not much time can be devoted to helping students leam how to 
construct proofs. This might not lead to difficulties, if only students come to university 
understanding something about the nature of proof and already had sorne experience 
constructing simple proofs. Unfortunately, many student, even high-performing ones, 
do not? (p. 1) 

Suivant ces propos, une bonne compréhension de la nature et du rôle de la démonstration 

mathématique devrait donc être atteinte avant l'arrivée à l'université. Cependant, tel 

qu'avancé par les auteurs, plusieurs étudiants ne la possèdent pas, ceux-ci éprouvant des 

difficultés non négligeables avec l'activité de démonstration. Selon plusieurs études 

rapportées par Harel et Sowder (2007), certains étudiants universitaires sont toujours attachés 

aux modes de validation de nature empirique et éprouvent de la difficulté à départager les 

arguments valides de ceux qui sont erronés. Ce dernier point est d'ailleurs explicable par le 

fait que certains étudiants se fient davantage à l'apparence d'un argument, qu'à sa structure. 

La nature des arguments est aussi problématique. Effectivement, certains étudiants 

confondent axiome, définition et théorème. Les difficultés d'ordre logique sont également 

2 « [... ] si les étudiants vont au-delà des cours d'introduction tels que les cours de calcul ou le 
premier cours d'équations différentielles, ceci implique habituellement la construction de preuves 
originales ou de fragments de preuves. Cependant, dans la majorité des cas, peu de temps peut être 
alloué à aider les étudiants à apprendre comment construire des preuves. Ceci pourrait ne pas être 
problématique si seulement les étudiants arrivaient à l'université en ayant déjà une compréhension de 
la nature de la preuve et s'ils avaient de l'expérience pour construire des preuves simples. 
Malheureusement, plusieurs étudiants, même parmi les plus performants, n'en ont pas. » (Selden et 
Selden, 2007, p. 1, notre traduction) 
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présentes chez plusieurs universitaires. La distinction entre une implication et sa réciproque, 

la prise en compte de quantifications (implicites ou explicites), sont des éléments de 

complexité pom certains étudiants (Harel et Sowder, 2007). Dans le même ordre d'idée, 

l'habileté à déterminer la négation de certaines affirmations renfermant des quantificateurs 

existentiels ou universels semble faire défaut à certains étudiants en mathématiques avancées 

(Durand-Guerrier et Njomgang-Ngansop, 2009). Ces difficultés d'ordre logique sont sans 

doute partiellement responsables des difficultés que les étudiants ont avec la démonstration 

par contradiction. Ce type de démonstration est problématique pour plusieurs apprenants qui 

n'en compreMent pas toujours la structure et se voient donc dans l'incapacité d'en produire 

(Harel et Sowder, 2007). 

Il est donc possible d'avancer que bon nombre d'étudiants éprouvent des difficultés 

importantes face à l'activité de démonstration et ce, même au niveau universitaire. En nous 

référant aux propos de Selden et Selden (2007), nous croyons qu'un travail substantiel 

portant sur la démonstration mathématique devrait donc être réalisé préalablement à 

l'université. Cependant, la formation collégiale standard en Sciences de la nature ne semble 

pas être en mesure de fournir une telle préparation. En effet, l'activité de démonstration y est 

traitée dans seulement un cours, soit celui portant sur l'algèbre linéaire et la géométrie 

vectorielle et, tel que rapporté par Corriveau (2007), les exigences en matière de formalisme 

et de démonstration y sont nettement plus élevées que ce qui était de rigueur au niveau 

secondaire. 

Dans l'optique de préparer les étudiants à ces nouvelles attentes, certains cégeps ont décidé 

d'ajouter à la fOlmation standard des Sciences de la nature un quatrième cours obligatoire de 

mathématiques. Celui-ci est dOMé de manière concomitante au premier cours de 

mathématique de la formation standard, soit le cours de calcul différentiel. Il vise 

l'apprentissage des différents types de démonstrations en plus de familiariser les étudiants 

avec le formalisme requis par les mathématiques avancées. En ciblant ces éléments, le cours 

espère mieux préparer les étudiants aux exigences des cours de mathématiques collégiaux 

subséquents ainsi qu'aux mathématiques universitaires. Un tel cours cadre parfaitement avec 

le « Transition-to-proof course» tel que décrit par Selden et Selden (2007). Selon les auteurs, 

ces « cours de transition vers la preuve» tentent d'aider les étudiants à apprendre à réaliser 
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des démonstrations plutôt que de mettre l'accent sur la découverte de nouvelles notions 

mathématiques. Selon Selden et Selden, de tels cours ont pour but d'adoucir la transition 

abrupte qui existe entre les mathématiques de niveau secondaire et celles de niveau 

universitaire. Le cours Mathématiques pour les Sciences, offert au Collège Ahuntsic, est l'un 

de ces «cours de transition vers la preuve ». C'est sur ce cours que portera la présente étude. 

1.8 But de la recherche 

Le présent projet de recherche a pour objectif principal d'évaluer la préparation aux nouvelles 

attentes, eu égard à l'activité de démonstration et au formalisme des mathématiques 

avancées, préparation offerte à travers les tâches proposées dans le cours Mathématiques 

pour les sciences. Pour répondre à cet objectif, un but intermédiaire et complémentaire a été 

fixé. En effet, l'évaluation de la préparation nécessite de préciser quelles sont ces nouvelles 

attentes des mathématiques avancées auxquelles nous tentons de former les étudiants. Bien 

que ces attentes aient fait l'objet de plusieurs études, telles que celle de Robert (1998), nous 

avons jugé qu'elles devaient être confrontées au contexte de l'enseignement collégial 

québécois. Pour des raisons que nous allons préciser au chapitre 3, nous avons choisi, pour 

cela, d'utiliser le cours Calcul intégral NYB comme point de focalisation. Ce cours nous 

permettra en effet de mettre en lumière les exigences en matière de démonstration et de 

formalisme auxquelles sont soumis les étudiants immédiatement après avoir suivi le cours de 

transition vers la preuve, et de déterminer si ce dernier prépare bien à ces exigences. Mais il 

nous permettra également, sur la base de ce qu'a établi la recherche en didactique des 

mathématiques, de relever si certains aspects complémentaires qui ne seraient pas abordés 

dans le cours NYB le seraient dans Mathématiques pour les sciences, et si la combinaison de 

ces deux cours constitue une bonne préparation au formalisme universitaire, tel qu'il est 

véhiculé par les premiers cours d'analyse, notamment. 

Une fois les attentes du cours NYB mises en relief, l'analyse des tâches proposées par le cours 

Mathématiques pOlir les sciences pourra être effectuée. Cette analyse prendra en 

considération les éléments mis en lumière lors de notre étude préalable du cours NYB. Elle 
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aura pour but de relever les difficultés liées à l'activité de démonstration et au fonnalisme 

inhérentes aux tâches proposées dans le cours Mathématiques pour les sciences. 

À la suite de ces analyses, une comparaison entre les éléments de difficultés soulevés dans le 

cours NYB et ceux mis en lumière dans le cours du cégep Ahuntsic pourra être réalisée. Cette 

comparaison pennettra d'établir si les éléments de difficultés propres aux mathématiques 

avancées correspondent bel et bien aux éléments travaillés dans les tâches proposées par 

Mathématiques pour les sciences. Elle permettra également de mettre en perspective ce qui 

est couvert à cet égard par le cours NYB. Nous cherchons donc à savoir si les cours de 

transition vers la preuve offerts par certains cégeps - dont le cours du cégep Ahuntsic 

constituera l'exemple de référence -, en combinaison avec le cours de Calcul intégral NYB, 

permettent d'aplanir la difficile transition vers les mathématiques avancées du point de vue 

de la démonstration et du formalisme. 

Pour mener à bien cette recherche, l'élaboration d'une structure théorique précise est requise. 

Cette structure théorique, présentée au chapitre II, servira de fondements aux analyses 

subséquentes. Une fois le cadre théorique établi, la méthodologie utilisée pour mener à bien 

nos objectifs sera définie et présentée au chapitre III. 

Les analyses décrites précédemment seront présentées dans les deux chapitres suivant la 

présentation méthodologique: le chapitre IV se consacrera à l'analyse du cours Calcul 

intégral NYB, tandis que l'analyse des tâches proposées dans le cours Mathématiques pour 

les sciences sera exposée au chapitre V. 

Finalement, les conclusions de cette recherche seront présentées au chapitre VI. 



CHAPITRE II 

CADRE THÉORIQUE 

2.1 Quels éléments expliquent la transition abrupte entre les preuves requises au 

secondaire et les démonstrations attendues dans les mathématiques avancées? 

Au chapitre précédent, nous avons relevé qu'il y a une transition abrupte entre les preuves 

requises au niveau secondaire et les démonstrations sollicitées dans les niveaux collégial et 

universitaire. Cette difficile transition s'explique par plusieurs facteurs. 

Premièrement, les contextes mathématiques dans lesquels est mise en jeu la validation 

diffèrent d'un niveau de scolarisation à l'autre. Alors que l'apprentissage de la preuve au 

secondaire prend place presque exclusivement dans le domaine de la géométrie, donnant par 

le fait même une représentation partielle de l'activité mathématique, les mathématiques 

avancées de niveaux collégial et universitaire nécessitent la construction de démonstrations 

dans plusieurs domaines tels l'analyse réelle, l'algèbre linéaire et la géométrie vectorielle. 

Deuxièmement, la forme que revêtent les preuves mathématiques constitue également un 

facteur expliquant cette transition abrupte. Tandis que les preuves de niveau secondaire ne 

font souvent intervenir qu'un nombre restreint de déductions, les démonstrations attendues en 

mathématiques post-secondaires nécessitent un plus grand nombre de déductions, organisées 

de façon plus complexe. De plus, le niveau de formalisme mathématique requis aux niveaux 

collégial et universitaire surpasse grandement celui qui est usuellement exigé à l'école 

secondaire. 
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Finalement, plusieurs exigences des mathématiques avancées, exigences que nous 

expliciterons à la section suivante et qui seront illustrées lors de notre analyse du cours 

Calcul NYB, font leur apparition au niveau post-secondaire, ce qui complexifie les 

démonstrations attendues. Celles-ci doivent désormais s'inscrire, selon Robelt (1998), dans 

le cadre de ce qu'elle appelle «la logique élémentaire ». «Il n'est pas question de s'arrêter 

au voir ou à des "à peu près" : le respect du principe du tiers exclu devient un enjeu 

incontournable pour les élèves [... ] » (Robert, 1998, p. 146). 

Face à ces constats, nous nous questionnons à savoir si les cours de transition vers la preuve 

offerts par certains cégeps permettent d'aplanir cette difficile transition. Pour effectuer une 

telle tâche, il est essentiel de déceler des éléments devant être pris en considération pour 

préparer les étudiants aux démonstrations attendues après le secondaire. Ces éléments 

constitueront notre cadre théorique. 

Nous allons considérer en premier lieu les nouvelles exigences, particulièrement en ce qui 

concerne la démonstration mais également en ce qui a trait aux pratiques mathématiques 

générales, des mathématiques avancées l
. Pour expliciter ces nouvelles exigences, nous allons 

nous référer aux travaux de Robert traitant de l'enseignement des mathématiques au lycée 

(qui correspond à notre Cégep) et dans les premières années d'université. Ceux-ci 

constitueront le cœur de notre cadre théorique, en plus d'être des éléments-clés de la grille 

d'analyse qui sera ultérieurement créée pour l'étude détaillée des tâches proposées dans les 

cours qui nous intéressent. 

2.1.1 Nouvelles pratiques mathématiques attendues et nouvelles exigences en matière de 
démonstration 

Selon Robert (1998), la distance qui sépare les mathématiques faites par les mathématiciens 

professionnels et les mathématiques scolaires s'amenuise à partir du lycée et ce, parce que les 

1 Bien que cela ne soit pas explicitement dit dans Robert (1998), et que nous sommes 
conscientes qu'il s'agit là de notre évaluation du texte de Robert, il nous apparaît que les 
mathématiques avancées dont cette auteure discute restent les mathématiques scolaires pratiquées par 
les étudiants du lycée et de l'université, que certains auteurs distinguent nettement des mathématiques 
pratiquées par les chercheurs (Arsac, 1988 ; Burton, 2004). 
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savoirs et les pratiques attendues commencent à présenter plusieurs similitudes. Les 

enseignants prennent en partie pour modèle les pratiques des mathématiques que Robert 

qualifie « d'expertes », ce qUI a pour effet de complexifier les pratiques attendues des 

étudiants. Trois nouvelles pratiques mathématiques ont été retenues par l'auteure. Ces 

pratiques ont été identifiées à partir de données empiriques et de travaux de recherche. Nous 

les avons synthétisées des pages 150 à 153 de Robeti (1998) comme suit: 

J. Du théorème aux applications: un grand champ de possibles 

Les étudiants doivent être en mesure d'appliquer un théorème de nombreuses et de 

diverses façons et ce, même si le théorème est assez éloigné de certaines de ses 

applications. De plus, lorsque de nouvelles connaissances sont introduites, l'étudiant 

doit être en mesure de déceler si, grâce à elles, il est désormais possible de trouver de 

nouvelles appl ications à d'anciennes connaissances. 

2. Nouvelles notions qualifiées «d'abstraites» par les étudiants 

Les étudiants sont pour la première fois en contact avec des notions dites 

formalisatrices, unificatrices et généralisatrices (FUG). Elles ont entre autres pour 

objectif de réorganiser des connaissances qui étaient jusqu'à maintenant dispersées. 

Ces notions, par exemple les espaces vectoriels en algèbre linéaire, sont une source 

importante de difficultés pour les élèves. 

3. Organisation des connaissances 

D'une part, les enseignants s'attendent à ce que les étudiants soient en mesure de 

résoudre des problèmes nécessitant l'application directe de notions vues en cours. 

D'autre part, les étudiants doivent être capables de résoudre des problèmes où la 

combinaison de diverses notions (nouvelles ou anciennes, provenant d'un ou 

plusieurs domaines des mathématiques) est requise, sans nécessairement qu'il y ait 

des indications à cet effet. Cette idée est ainsi résumée par Robelt : le besoin pour les 

étudiants d'avoir une certaine flexibilité dans l'utilisation de leurs connaissances. 



24 

Ces trois nouvelles exigences sur les pratiques attendues des étudiants au lycée et à 

l'université dressent un portrait global de la complexité à laquelle ceux-ci sont désormais 

confrontés. 

Englobées dans ces nouvelles pratiques attendues, Robert a mis en évidence de nouvelles 

exigences en matière de démonstration et de formalisation qUI viennent préciser la 

complexité faisant désormais partie du paysage académique des étudiants. En VOICI 

quelques-unes2 que nous avons synthétisées des pages 146 à 150 de Robert (1998) : 

1. Des problèmes ignorés jusqu'alors 

Au lycée et à l'université, les étudiants sont confrontés à de nouveaux types de 

problèmes qui ne leur sont pas familiers. Tel que mentionné dans Corriveau (2007), 

il s'agit de problèmes dont le niveau de décontextualisation et de généralité est 

supérieur à ce qu'ils ont rencontré précédemment. Ces problèmes regroupent entre 

autres des problèmes à caractère généraux faisant intervenir des éléments génériques 

et des problèmes où les méthodes usuellement utilisées ne peuvent plus s'appliquer 

de manière directe. Les problèmes d'existence et d'unicité qui font leur apparition au 

lycée en sont de bons exemples. 

2. Pluralité des arguments nécessaires à une démonstration 

Il n'est pas rare qu'une démonstration fasse intervenir plusieurs arguments différents, 

arguments qui peuvent faire partie d'un même théorème ou de théorèmes différents. 

En plus de repérer ces divers arguments, l'étudiant doit connaître les conséquences 

de chacun de ces arguments dans la démonstration et doit comprendre comment les 

combiner. 

3. Répétition des arguments 

Lors de la réalisation de certaines démonstrations, l'étudiant doit avoir recours à des 

raisonnements analogues, mais qu'il doit appliquer à des connaissances différentes. 

2 Nous expliquerons un peu plus loin pourquoi certaines exigences n'ont pas été retenues. 
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Par exemple, il est souvent nécessaire d'étudier la première et la deuxième dérivée 

d'une fonction pour pouvoir réaliser une étude complète de cette fonction. 

4. Sélection d'informations 

Dans certains cas, l'étudiant ne doit retenir qu'une portion d'un résultat puisque elle 

seule est nécessaire à la réalisation de la démonstration. Ce morcellement qui doit 

être fait de certains énoncés requiert une bonne compréhension de l'énoncé lui-même 

en plus de nécessiter, de la part de l'étudiant, une connaissance du rôle que joue cette 

portion d'énoncé dans l'ensemble de la démonstration. 

5. Changement de point de vue à introduire (sans indication) 

La réalisation d'une démonstration nécessite parfois la traduction d'un énoncé donné 

en une forme équivalente dévoilant davantage l'orientation de la démonstration. 

L'énoncé initial est démontré via la démonstration de sa nouvelle forme. Robert 

mentionne que les enseignants passent souvent sous silence ce changement d'angle 

d'attaque malgré le fait qu'un étudiant qui n'est pas familier avec de tels 

changements peut bloquer lors du démarrage ou de la poursuite d'une démonstration. 

Selden et Selden (2007) abondent dans le même sens que Robert (1998). Selon ces 

auteurs, plusieurs étudiants ont de la difficulté à savoir quelle représentation 

symbolique d'un concept doit être utilisée dans une démonstration. Alors que 

certaines représentations symboliques dévoilent entièrement la marche à suivre, 

d'autres masquent la démarche à effectuer. Par exemple, certains étudiants ne 

perçoivent pas que la représentation re ie d'un nombre complexe est plus efficace pour 

démontrer des propriétés de l'opération de multiplication dans l'ensemble des 

nombres complexes que la représentation a + bi (Selden et Selden, 2007, p. 14). Un 

étudiant ayant recours à la « mauvaise» représentation pourrait se donner beaucoup 

de fil à retordre, ce qui pourrait le décourager ou même le bloquer dans le processus 

de validation. 
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6. Repérer les quantificateurs implicites 

Certains énoncés renferment des quantificateurs universels ou existentiels « cachés », 

c'est-à-dire des quantificateurs qui sont exprimés à l'aide du langage naturel plutôt 

que du langage symbolique, ou bien qui sont sous-entendus. La prise en compte de 

ces quantificateurs implicites est indispensable pour une compréhension adéquate des 

énoncés. Une attention particulière doit être portée à l'ordre des quantificateurs car 

celui-ci, comme le mentionne Robert, permet de répondre à la question « qui dépend 

de quoi ». 

Ces exigences en matière de démonstration sont sans contredit une source de difficulté pour 

bon nombre d'étudiants. Selon Robert, ceux-ci auraient une préférence pour les procédés de 

nature algorithmique où souvent, les applications sont directes et ne nécessitent qu'une 

simple juxtaposition d'idées. Ces procédés, qui pouvaient peut être fonctionner au niveau 

secondaire, ne sont plus appropriés au niveau universitaire. En effet, une certaine complexité, 

complexité que nous avons tenté de cerner dans les paragraphes précédents, s'est introduite 

dans les mises en fonctionnement des connaissances nécessaires à la démonstration. 

Ayant pris connaissance de ces phénomènes, nous ne pouvions faire autrement que de nous 

questionner à savoir si cette complexité décrite par Robert était bien prise en compte dans le 

cours de cégep sous étude. Plus précisément, est-ce que Mathématiques pour les sciences, 

cours de transition vers la preuve offert au cégep Ahuntsic, permet aux étudiants d'être 

confrontés, et éventuellement préparés, aux nouvelles exigences en matière de démonstration 

qui les attendent dans les cours de mathématiques collégiaux subséquents et dans les cours 

universitaires? 

Il est important de mentionner que certaines exigences en matière de démonstration citées par 

Robert ont volontairement été laissées de côté dans le cadre de l'énumération réalisée 

précédemment. En effet, ayant choisi de concentrer notre étude sur les tâches proposées dans 

le cours et les démarches attendues associées, les exigences en matière de démonstration dont 

l'évaluation nécessiterait d'avoir accès aux productions réelles des étudiants ne sont pas 

appropriées à notre proj et. C'est pourquoi certaines exigences directement liées aux stratégies 

privilégiées par les étudiants dans leur démarche de démonstration n'ont pas été mentionnées. 
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2.1.2 Développer et entretenir une « attitude de preuve» 

Un des champs d'étude de Brousseau (1998) est le développement du processus de preuve 

chez les élèves de niveau primaire. Selon cet auteur (1998, p. 39), « faire des mathématiques 

ne consiste pas seulement à recevoir, apprendre et émettre des messages de mathématique 

corrects et pertinents (appropriés) ». En effet, l'enfant doit pouvoir utiliser les mathématiques 

pour produire des raisons justifiant le rejet ou l'acceptation d'une proposition, d'une stratégie 

ou d'un modèle. Brousseau (1998) affirme qu'une telle utilisation des mathématiques exige 

de l'enfant qu'il possède une « attitude de preuve ». Celle-ci n'est pas innée et ne peut être 

directement transmise par autrui. « [La] vérité exige une adhésion, une conviction 

personnelle, une intériorisation qui par essence ne peut être reçue d'autrui sans perdre 

justement sa valeur» (op. cit., p. 39). De l'avis de l'auteur, l'attitude de preuve se développe 

et s'entretient via des situations didactiques particulières où des activités à caractère sociales 

accompagnent les activités individuelles. 

Les expérimentations de Brousseau viennent renforcer ses propos puisque, tel que mentionné 

dans Tanguay (2000, p. 55), ces expérimentations « tendent à montrer que le jeune élève ne 

cherche pas spontanément à pousser sa compréhension jusqu'à la « preuve» quand la 

situation ne l'y engage pas [ ... ] ». Effectivement, demander aux élèves d'expliquer des 

résultats « évidents ou acceptés» par tous pousserait, selon Brousseau, ceux-ci à appliquer 

une recette. C'est pour cette raison que l'auteur avance que l'explication doit plutôt être 

« nécessaire, techniquement et sociologiquement» (1998, p. 28). 

Ces propos sont en accord avec ceux de Alibert et al. (1987) portant sm l'enseignement de la 

preuve au niveau universitaire. Ces autems avancent que « la fonctionnalité de la preuve ne 

peut apparaître réellement que dans une situation où l'incertitude constitue une variable 

fondamentale» (Alibert et al. 1987, p. 381). Ces situations sont souvent trop rares dans les 

mathématiques avancées, où l'on préfère demander aux étudiants de démontrer des énoncés 

déjà connus, qui sont posés comme des vérités préétablies. Enseigner la démonstration dans 

des contextes où ne se pose aucun « enjeu de vérité» (Grenier et Payan, 1998) peut avoir des 

impacts non-négligeables sur la perception que les étudiants auront du processus de 

validation mathématique. Cela pourrait amener l'étudiant à ne pas comprendre le rôle de la 

démonstration, reléguant celle-ci au statut de simple exercice. En effet, plusieurs étudiants en 
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mathématiques avancées semblent éprouver un désintérêt face à la preuve mathématique. 

Celle-ci est perçue comme 

[ ... ] un exercice de style propre à l'activité de l'enseignant, qu'il faut savoir reproduire 
devant lui sans en ressentir la nécessité profonde, les problèmes qu'elle vise à résoudre 
n'ont en général pas fait l'objet d'une véritable dévolution par l'enseignant, ni d'une 
appropriation par l'étudiant. (Alibert et al., 1987, p. 380) 

Les situations dans lesquelles est suscitée l'activité de démonstration jouent un rôle 

déterminant dans l'image que les étudiants auront du processus de validation mathématique 

et, par le fait même, de la discipline. Elles devraient donc être prises en considération par les 

enseignants universitaires. 

Bien que Brousseau ait concentré sa recherche sur le développement de la preuve chez les 

élèves de niveau primaire, nous sommes d'avis, en nous rapportant aux travaux d'Alibert et 

al., que l'attitude de preuve décrite précédemment est applicable à des niveaux de 

scolarisation supérieurs. Celle-ci devrait en effet être prise en considération par l'ensemble 

des intervenants en milieu scolaire. 

En ce qui concerne le choix des éléments à privilégier pour susciter une attitude de preuve, 

nous nous rangeons derrière les propos de Tanguay (2000). En appliquant les recherches de 

Brousseau à la preuve de niveau secondaire, l'auteur avance que: 

[ ... ] on peut affirmer sans trop de risque [que le résultat à prouver] doit être non 
évident, si possible inconnu de l'élève, et présenté de façon à ce que l'élève ressente sa 
validation sinon comme une nécessité intérieure, du moins comme un défi personnel, 
défi que pourra susciter et nourrir la situation. Le résultat doit se prêter à un 
raisonnement en tout ou en partie de l'ordre de la déduction, raisonnement à la portée 
de l'élève, mais sans lui être trop immédiatement accessible (2000, p. 55). 

Ces éléments qui devraient être pris en considération au niveau secondaire auraient tout 

avantage à l'être également dans l'enseignement collégial, mais le sont-ils vraiment? À la 

lumière des constats énumérés antérieurement dans cette section, il est donc intéressant, et 

même nécessaire, de se demander si les tâches proposées aux étudiants dans les cours de 

transition vers la preuve, tels que Mathématiques pour les Sciences, suscitent une attitude de 

preuve, telle que décrite par Brousseau et Tanguay. 
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2.1.3 Raisonnement déductif et démonstration 

Comme nous l'avons explicité précédemment, il est selon nous important que les tâches 

présentées aux étudiants suscitent chez eux ce que Brousseau appelle une attitude de preuve. 

Ce point n'est cependant pas le seul à considérer. La structure, au sens large, de la 

démonstration devrait également être examinée (Arsac, 1988). Selon Duval (1991), la 

structure de la démonstration est intimement liée à la structure du raisonnement déductif. En 

effet, « La simple utilisation de définitions et de théorèmes relève déj à de [la] pratique [du 

raisonnement déductif]. En outre, le raisonnement déductif présente cette particularité d'être 

intégré à d'autres fonnes de raisonnement comme, par exemple, le raisonnement par 

l'absurde» (Duval, 1991, pp. 233-234). À la suite de ces constats, nous nous rangeons 

derrière les propos de cet auteur et sommes d'avis qu'une des clés de l'apprentissage de la 

démonstration réside dans la compréhension du fonctionnement du raisonnement déductif. 

Mais comment amener les élèves à comprendre le fonctionnement du raisonnement déductif? 

Selon Duval (1991), cette compréhension naîtrait de la prise de conscience des différences 

entre le raisonnement déductif et les autres types de raisonnement, particulièrement le 

raisonnement argumentatif. L'auteur affirme qu'il est difficile pour les élèves de dépaltager 

raisonnements déductif et argumentatif puisque les différences de structures majeures entre 

ces deux types de raisonnement sont masquées par des ressemblances linguistiques. De plus, 

l'argumentation est profondément ancrée chez les élèves qui sont habitués d'y avoir recours 

pour convaincre un collègue ou bien pour analyser une thèse. Il n'est donc pas surprenant 

qu'ils le privilégient au détriment du raisonnement déductif. 

Duval (1991) a réalisé une analyse cognitive des raisonnements argumentatif et déductif de 

manière à mettre en évidence leurs différences. Ces différences sont explicitées par 

l'entremise de deux passages, de nature différente, que l'auteur distingue dans le 

fonctionnement d'une démarche de raisonnement: le passage inférence et le passage 

enchaînement. Ces passages, ainsi que les différences entre l'argumentation et la 

démonstration, sont explicités ci-dessous. 
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Le passage inférence 

Duval définit le passage inférence conune le passage, selon une règle (règle d'inférence), 

d'une ou plusieurs propositions d'entrée (les prémisses) vers une proposition de sortie (la 

conclusion). -La règle d'inférence utilisée dans ce type de passage peut être explicite ou 

implicite. 

Dans le cas du raisormement déductif, la règle d'inférence, relevant d'une théorie locale (un 

corpus d'axiomes, de définitions, de théorèmes ... ), est explicite, ce qui a pour effet de 

dévoiler une organisation ternaire (prémisses, règle d'inférence, conclusion) nommée « pas 

de déduction ». Chacun des rôles pour les propositions qui intervierment dans un pas de 

déduction (prémisses, règle d'inférence, conclusion) est appelé statut opératoire par Duval. 

Il y a donc uniquement trois statuts opératoires possibles pour les propositions dans un 

raisormement déductif. 

Dans le cas du raisormement argumentatif, la règle d'inférence est implicite et relève 

conjointement de la structure de la langue et des représentations des interlocuteurs. Les 

propositions n'ayant pas de statut opératoire précis, c'est donc le contenu sémantique des 

propositions qui détermine leur fonction dans l'argumentation. 

De l'avis de Duval, le fait que le statut opératoire des propositions dans un pas déductif soit 

indépendant de leur contenu sémantique constitue une différence majeure avec le 

raisormement argumentatif, dans lequel la fonction des propositions qui y intervierment est 

justement établie selon leur contenu. 

Le passage enchaînement 

Le raisormement étant rarement constitué d'une seule inférence ou d'un seul argument, Duval 

(1991) définit le passage enchaînement conune « le lien entre deux pas de raisormement » 

(p. 239). 

Le passage enchaînement dans le raisormement déductif ne nécessite l'intervention d'aucune 

relation sémantique. En effet, l'enchaînement de pas de déduction se fait par ce que Duval 

appelle le recyclage de propositions. Celui-ci consiste à ce qu'un pas de déduction prerme 
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comme prémisse la conclusi()n d'un pas antérieur. Pour ce faire, la conclusion qui devient 

une prémisse peut être entièrement répétée ou une référence explicite peut y être faite. 

En ce qui concerne le raisonnement argumentatif, l'enchaînement se fait par cumul 

d'arguments venant se renforcer mutuellement ou bien s'opposer. Duval précise qu'aucun 

recyclage de propositions n'est fait, mais qu'il s'agit plutôt d'une réinterprétation des 

propositions. Contrairement au raisonnement déductif, le passage enchaînement dans 

l'argumentation nécessite la présence de connecteur ou d'expressions (or, mais, raison de 

plus, ... ) qui servent à mettre en évidence l'apport du nouvel argument dans le raisonnement. 

Ces mêmes connecteurs son! utilisés dans le raisonnement déductif pour préciser le statut 

opératoire des propositions, et ils n'y ont donc, selon Duval, qu'un rôle non essentiel de 

clarification. 

Difficultés liées à l'apprentissage du raisonnement déductif 

Tel que nous l'avons mentionné précédemment, Duval (1991) considère qu'une difficulté 

majeure dans l'apprentissage du raisonnement déductif est qu'il est souvent confondu avec le 

raisonnement argumentatif. Percevoir les différences profondes entre ces deux types de 

raisonnement ne va pas de soi pour les élèves. La complexité sous-jacente reposerait autant 

sur la compréhension du passage inférence que sur celle du passage enchaînement selon 

Tanguay (2005). 

Dans un premier temps, le fait que la structure ternaire du passage inférence soit rarement 

explicitée dans les démonstrations présentées aux apprenants ne fait qu'entretenir la 

confusion qui peut exister ch.ez l'élève entre argumentation et démonstration. La prise de 

conscience de cette structure, qui est propre au raisonnement déductif, est nécessaire pour 

départager les deux types de raisonnement. Un second implicite contribuerait selon Tanguay 

(2005) à compliquer les choses. De l'avis de l'auteur, l'étape portant sur la vérification que 

chacune des conditions (prémisses) pel111ettant l'application d'une règle d'inférence soit 

respectée est souvent, par des soucis d'ordre rédactionnel, reléguée au niveau implicite. Ceci 

masque le caractère opératoire des liens entre prémisses, règle d'inférence et conclusion: 

«[L'élève] ne perçoit que des relations symétriques de proximité sémantique entre des 
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arguments retenus pour leur pertinence, leur vérité et leur communauté thématique» 

(Tanguay, 2005, p. 58). 

En ce qui a trait au passage enchaînement, Tanguay (2005) avance que le repérage par 

l'étudiant du lien logique entre des propositions liées par le raisonnement, mais non contiguës 

dans le texte, est une difficulté non négligeable. Un tel repérage nécessite de l'élève qu'il se 

détache du contenu des propositions intervenant dans la démonstration pour se concentrer sur 

leur statut opératoire. L'élève doit comprendre quelles propositions peuvent jouer le rôk de 

prémisse, de règle d'inférence et de conclusion et ce, à chacune des étapes du raisonnement. 

Les difficultés liées à l'activité de démonstration ne sont pas entièrement explicables par la 

confusion, chez certains élèves, entre argumentation et raisonnement déductif. En effet, aux 

propos tenus par Duval (1991) et Tanguay (2005), Corriveau (2007) ajoute que: 

La compréhension de ce qu'est le raisonnement déductif ne peut pas se limiter à une 
connaissance des théorèmes et définitions. Les étudiants doivent bien connaître 
conceptuellement les objets sur lesquels ils travaillent, ils doivent comprendre les 
relations entre ces objets et les propositions les impliquant et, finalement, ils doivent 
articuler leur discours selon les démarches du raisonnement (p. 17). 

Nous adhérons à ces propos et nous restons dans la même ligne de pensée que les auteurs 

évoqués en ajoutant que la compréhension de la structure déductive passe selon nous par un 

travail sur des démonstrations ayant des structures déductives variées. Nous croyons qu'un 

travail qui se ferait uniquement sur des structures déductives « linéaires» ou semblables ne 

pourrait permettre aux élèves de comprendre pleinement la structure globale de la 

démonstration. 

Nous entendons par structures déductives linéaires, une démonstration dont la structure se 

résume à une chaîne d'inférences. Pour illustrer notre propos, nous utiliserons un exemple 

portant sur les nombres complexes: 

Démontrer que le conjugué de la somme de deux nombres complexes, z et w, est égal à la 

somme des conjugués de chacun des deux nombres, i.e. : 

z+w=z+w 
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Pour ce faire, soit z = a +hi et w = c + di , on a alors: 

z+w = (a + hi) + (c + di) 

= (a + c) + (h + d)i 

= (a + c) - (h + d)i 

=a + c - hi - di 

= (a - hi) + (c - di) 

= z+w 

Cette démonstration est une chaîne d'inférences qui est entièrement prise en charge par le 

calcul. Dans cette chaîne, le fait que la conclusion du pas de déduction précédent devient la 

prémisse du pas suivant découle en fait directement de la transitivité de l'égalité, et aucun 

autre élément ne vient se greffer à la chaîne. 

Un apprentissage de la démol1stration qui se résumerait à des structures déductives linéaires 

serait selon nous lacunaire et projetterait une image partielle de l'activité mathématique et ce, 

particulièrement si le raisonnement déductif mis en œuvre est pris en charge par le calcul. Le 

fait de restreindre l'apprentissage de la démonstration à des chaînes d'inférences pourrait 

nuire aux étudiants lors de leur arrivée dans les cours de mathématiques avancées. En effet, 

ceux-ci, n'ayant jamais été mis en contact avec des démonstrations dont les structures 

déductives sont complexes (un .exemple d'une telle démonstration est présenté à la section 

4.1.3), pourraient avoir de la difficulté à aborder les démonstrations qui leur sont proposées et 

pourraient ainsi s'entêter à appliquer la marche à suivre qui avait jusqu'à maintenant prévalue 

dans leur apprentissage des processus de validation mathématique. Cette marche à suivre 

s'avérant sans doute inefficace dans bon nombre de cas, aurait pour effet de bloquer les 

étudiants dans la construction de la démonstration, en plus d'être une source importante de 

frustration. Des démonstrations ayant des structures déductives plus complexes (arbres 

d'inférences plutôt que chaînes) doivent faire partie du paysage mathématique des étudiants. 

Le travail sur ces structures déductives complexes fournit aux étudiants une vision plus 

complète et globale de la démonstration, en plus de confronter les étudiants aux nouvelles 

exigences en matière de démonstration telles que ciblées par Robert (1998). 
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La prise en compte de ces divers éléments permet d'enrichir le questionnement entourant 

notre sujet de recherche. Il serait effectivement pertinent et même nécessaire de se demander 

si les tâches proposées dans le cours de transition vers la preuve offert au cégep Ahuntsic 

pelmettent aux étudiants de travailler sur des démonstrations ayant des structures déductives 

complexes et variées. 

2.1.4 L'obstacle du formalisme 

Il est vrai que la structure déductive de la démonstration constitue une difficulté de taille pour 

les étudiants. Cependant, d'autres difficultés se greffent à celle-ci. Une de ces difficultés est 

liée au formalisme mathématique. Nous entendons par formalisme mathématique le recours 

à une écriture symbolique et l'emploi d'une syntaxe propre à cette écriture. Sur la base 

d'analyses réalisées au niveau universitaire, Dorier (1998) a constaté qu'une des difficultés 

majeures chez les étudiants de ce niveau se manifeste quand ceux-ci ont « à faire fonctionner 

les concepts d'algèbre linéaire dans des cadres formels en dehors de tâches routinières où une 

technique précise peut être mise en place» (p. 211). Ce constat, qui peut selon l'auteur être 

appliqué à d'autres domaines des mathématiques avancées, relève de « l'obstacle du 

formalisme ». Selon Sierpinska : 

L'obstacle du formalisme se manifeste chez les étudiants qui opèrent sur la forme des 
expressions, sans considérer ces expressions comme faisant référence à autre chose 
qu'à elles-mêmes. Un des symptômes en est la confusion entre différentes catégories 
d'objets mathématiques; par exemple, les ensembles sont traités comme des éléments 
d'ensembles, les transformations comme des vecteurs, les relations comme des 
équations, les vecteurs comme des nombres, et ainsi de suite. L'obstacle du 
formalisme fait produire aux étudiants un discours qui a les apparences du discours 
utilisés par l'enseignant ou le manuel. Pour être efficace en tant qu'étudiant, ceux-ci 
vont souvent développer des automatismes. Un de ces automatismes est de construire 
une matrice et de la réduire à chaque fois qu'ils le peuvent, quelle que soit la question 
qui leur est demandée (Sierpinska et al., 1999, p. 12; trad. Tanguay, 2002, p. 37). 

Cette réalité décrite par Sierpinska a aussi été relevée par Alibert et al. (1987). En effet, les 

auteurs affirment qu'un nombre important d'étudiants universitaires produisent des textes de 

démonstration en tentant d'imiter les démonstrations réalisées par les enseignants et, par le 

fait même, en reléguant au second plan la compréhension des expressions impliquées dans la 
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démarche. C'est la forme de ces expressions qui semble primordiale pour ces étudiants et 

non leur signification. Tel que le mentionne Alibert et al. (1987), il n'est pas rare que «le 

syntaxique [prenne] ainsi le pas sur le sémantique» (p. 379). Harel et Sowder (1998), pour 

leur part, parlent alors d'une «conception ritualiste de la preuve ». 

Les recherches de Weber (2001) et Weber et Alcock (2004) abondent dans le même sens. 

Lors d'expérimentations portant sur la capacité des étudiants universitaires à construire des 

démonstrations mathématiques, Weber a remarqué que plusieurs étudiants débutaient une 

démonstration en transcrivant les énoncés donnés en une suite de symboles mathématiques. 

Ils s'acharnaient par la suite à manipuler ces symboles dans l'espoir d'obtenir le résultat 

cherché. Une construction de preuves basée sur ces techniques, nommée production 

syntaxique de preuves) par Weber, requiert très peu d'habiletés de la part des étudiants. 

Ceux-ci n'ont en fait qu'à énoncer et traduire symboliquement les définitions et les théorèmes 

associés aux concepts impliqués pour par la suite tenter de les mettre en relation. Bien que 

cette méthode soit efficace pour certaines démonstrations, elle est loin de pouvoir guider 

l'étudiant dans l'ensemble des démonstrations qu'il aura à affronter au niveau post

secondaire. C'est donc dire qu'un étudiant s'appuyant uniquement sur ces techniques de 

production de preuves éprouvera sans doute plusieurs difficultés dans les mathématiques 

avancées. En plus de s'avérer insuffisante et inefficace dans nombre de contextes, la 

production syntaxique de preuves semble souvent laisser l'étudiant sur son appétit. Selon 

Weber et Alcock (2004), 

A syntactically produced proof may be convincing to the prover, in the sense that they 
believe it is logically correct, without being at ail explanatory. Indeed, the statement to 
be proven rnight not be about anything meaningful and may simply be understood as a 
string of symbols (p. 230t 

3 Cette expression est la traduction que nous proposons de l'expression anglaise syntactic proo! 
production, utilisée par Weber dans ces travaux. 

« Une preuve produite syntaxiquement peut être convaincante pour ceux qui l'élaborent, 
c'est-à-dire qu'ils la croient logiquement correcte, sans être le moindrement explicative. En effet, 
l'énoncé à prouver peut ne pas se rapporter à quelque chose de significatif et peut être simplement 
compris comme une chaîne de symboles» (Weber et Aicock, 2004, p. 230; notre traduction). 

4 
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Corriveau (2007) se range derrière ces propos et ajoute que « [... ] lors de la rédaction de 

démonstration, les étudiants agencent élégamment une suite de symboles sans réfléchir aux 

objets qu'ils représentent» (p. 20). Selon l'auteure, « l'insuffisance de sens contenu dans le 

langage formel peut, à raison, troubler plusieurs étudiants» (2007, p. 19). 

En plus de la difficilement évitable perte de sens qui accompagne l'utilisation d'un 

symbolisme en mathématique, le fait qu'un même symbole puisse avoir différentes 

significations dans différents cadres (par exemple, l'exposant - 1 dans les cadres fonctiolU1el 

et matriciel) constitue une autre source de difficulté pour plusieurs étudiants. Corriveau 

(2007) explique que « [ ... ] même si le vocabulaire et certains symboles sont nouveaux, la 

plupart des symboles attribués aux objets nouvellement introduits ont des significations 

propres dans d'autres cadres plus familiers. Les règles de manipulation peuvent alors 

interférer avec les règles propres à d'autres cadres» (p. 21). Il ne s'agit pas ici de faire le 

procès du formalisme, qui augmente la rigueur et diminue les possibilités d'ambiguïté, mais 

bien de relever les dangers d'une centration trop exclusive sur le formalisme dans un 

enseignement dOlU1é. 

Revenons maintenant au présent projet de recherche. Nous faisons l'hypothèse que dans les 

mathématiques avancées, démonstration et formalisme vont de pair. Donc, la prise en 

considération de ce que Dorier (1998) appelle l'obstacle du formalisme permet de parfaire 

notre vision de l'apprentissage de la démonstration. En effet, nous sommes d'avis que le 

formalisme requis dans les mathématiques avancées augmente le niveau de complexité des 

démonstrations demandées au niveau post-secondaire. Dans le cadre de notre projet, nous 

croyons que dès le niveau collégial, un certain formalisme devrait être mis en place et 

exploité via l'activité de démonstration. C'est pourquoi il est selon nous nécessaire d'évaluer 

l'importance accordée au formalisme dans les démonstrations demandées aux étudiants. 

Quels sont les nouveaux éléments de formalisme introduits dans les cours sous étude et quels 

sont leurs rôles dans les démonstrations demandées aux étudiants? 



CHAPITRE III 

MÉTHODOLOGIE 

3.1 Description générale 

Comme nous l'avons mentionné précédemment, il semble y avoir un saut important entre les 

attentes en matière de preuve et de démonstration du niveau secondaire et celles du niveau 

universitaire. Selon Corriveau (2007), ce saut serait en fait perceptible dès le passage 

secondaire-collégial. Pour aplanir cette transition abrupte, certains cégeps ont ajouté à leur 

formation en sciences un quatrième cours obligatoire de mathématiques. Ces quatrièmes 

cours sont offerts à la prerrùère session de la formation Sciences pures et appliquées et ont 

pour objectif de familiariser les étudiants avec les attentes des mathématiques avancées. 

Bref, ces cours cherchent à mieux préparer les étudiants aux exigences des cours de 

mathématiques collégiaux subséquents, soit les cours Calcul intégral NYE et Algèbre linéaire 

et géométrie vectorielle NYe, ainsi qu'aux mathématiques universitaires. Devant ce constat, 

nous souhaitons analyser la préparation qui est effectivement offerte par de tels cours. Pour y 

arriver, un de ces cours a été ciblé, soit le cours Mathématiques pour les sciences dispensé 

par le cégep Ahuntsic. 

Plus précisément, nous souhaitons évaluer si les tâches proposées dans le cours du cégep 

Ahuntsic font travailler la démonstration et le formalisme d'une façon analogue et 

comparable, avec des difficultés comparables, à ce qui est fait dans les cours de 

mathématiques subséquents< La réalisation de cet objectif implique l'étude des cours suivis 

par les étudiants après Mathématiques pour les sciences. En effet, il est essentiel de voir le 

niveau de difficulté qui sera rencontré et le type de tâches suscitant ces difficultés. L'étude de 
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tous les cours de mathématiques de niveaux collégial et universitaire faisant suite au cours de 

transition vers la preuve étant un travail colossal dépassant largement le cadre d'un mémoire, 

nous avons dû nous restreindre en ciblant un seul cours. Mais lequel choisir? 

Les cours de niveau universitaire ont immédiatement été écartés puisque le choix est très 

grand et qu'il varie d'une université à l'autre. De plus, et c'est sans doute le point le plus 

important, l'écart entre Mathématiques pour les sciences et les cours universitaires est trop 

grand ce qui rend la comparaison difficile, voire impossible. En effet, il y a au minimum 

deux cours, soit les cours collégiaux NYB et NYC, qui sont donnés entre le cours de transition 

vers la preuve et les cours de mathématiques donnés au baccalauréat. Opter pour un cours de 

niveau collégial est donc ce qui répond le mieux aux critères de faisabilité de cette étude. 

Le cours Calcul différentiel NYA étant donné en concomitance avec Mathématiques pour les 

sciences, il a lui aussi été mis de côté. Les cours NYB et NYC sont donc les deux derniers en 

liste. Pour trancher, nous nous sommes appuyées sur notre expérience d'étudiante 

universitaire en mathématiques. Lors de nos études, mes collègues et moi-même avions 

évalué que le cours d'introduction à l'analyse était celui pour lequel nous étions le moins bien 

préparés. Notre observation de l'époque est d'ailleurs corroborée par la recherche. Plusieurs 

études (Artigue, 1991; Bloch, 2000) montrent effectivement que l'introduction à l'analyse est 

le domaine où la transition vers les mathématiques avancées est la plus difficile. Suivant ce 

constat, il était naturel de choisir NYB puisqu'il comporte plusieurs sujets connexes avec les 

cours d'analyse. En fait, il constitue en quelque sorte le cours «charnière» entre le cégep et 

les cours universitaires d'analyse. Nous reviendrons plus en détail à la section 3.2.1 sur le 

choix du cours NYB. 

Tel que mentionné précédemment, les difficultés inhérentes à l'activité de démonstration et 

les principaux éléments de formalisme requis pour être en mesure de comprendre les 

démonstrations proposées dans NYB et de construire celles qui sont demandées seront relevés 

et serviront de points de repère pour évaluer la préparation offerte par Mathématiques pour 

les sciences. À la suite de cette analyse, une comparaison sera effectuée entre les éléments 

travaillés dans le cours Mathématiques pour les Sciences et les attentes du cours Calcul 

intégral NYB. 
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Ce rôle « charnière» joué par le cours NYB pennettra cependant de pousser l'analyse un peu 

plus loin. Nous tenterons en effet de mettre en lumière, compte tenu de ce que la recherche 

nous dit des mathématiques avancées et de l'apprentissage de la preuve, dans quelle mesure 

ce cours permet d'affronter les mathématiques uIÙversitaires. Plus précisément, nous allons 

essayer de voir si le cours NYB, appuyé par Mathématiques pour les sciences, constituent à 

eux deux une bonne transition vers les mathématiques universitaires. Notre but d'analyse face 

au cours NYB est donc double: voir les éléments auxquels doivent préparer Mathématiques 

pour les sciences, mais aussi révéler les poinls déficients ou simplement non traités dans NYB 

et évaluer si Mathématiques pour les Sciences n'y suppléerait pas. 

Avant de présenter plus en détail la méthodologie de la présente étude, une précision doit être 

apportée sur le vocabulaire. Nous entendons par « tâche» les énoncés d'exercices et de 

problèmes, tandis que nous utiliserons le tenne « activité» pour traiter des actions posées par 

les élèves lors de la résolution d'une tâche. Cette distinction est inspirée de Robelt (1998). 

3.2 Évaluation des difficultés inhérentes à l'activité de démonstration et principaux 

éléments de formalisme liés aux mathématiques avancées 

Pour cerner plus précisément les difficultés inhérentes à l'activité de démonstration et les 

principaux éléments de fonnalisme auxquels sont confrontés les étudiants en mathématiques 

avancées, et par conséquent les éléments qui doivent idéalement être travaillés dans le cours 

Mathématiques pour les sciences dans la mesure où un tel cours cherche à préparer à ces 

mathématiques avancées', nous avons choisi de cibler un cours. Le fait de cibler un cours 

précis permet, selon nous, de mieux répondre à notre objectif de recherche. Premièrement, 

une étude approfondie du cours choisi va nous pelmettre d'illustrer clairement les attentes 

auxquelles doivent se confonner les étudiants. Les attentes liées aux mathématiques 

avancées, bien qu'elles aient fait l'objet de plusieurs recherches en didactique des 

mathématiques (Robert, 1998 ; Luk, 2005), ont rarement été concrètement identifiées dans le 

contexte de l'enseignement collégial québécois. De plus, nous croyons que concentrer notre 

1 Nous verrons un peu plus loin que cet objectif est mentionné dans Je plan du cours. 
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étude sur un nombre limité d'exigences relevé dans un seul cours nous évitera de nous perdre 

dans l'univers complexe et riche des mathématiques de niveau post-secondaire. 

3.2.1 Le cours choisi et les raisons pour ce choix 

Comme mentionné précédemment, le cours qui nous servIra de révélateur quant aux 

principales difficultés auxquelles seront confrontés les étudiants en mathématiques avancées 

est le cours de niveau collégial Calcul intégral NYB. Plusieurs raisons ont motivé ce choix. 

Premièrement, ce cours est obligatoire dans la formation collégiale Sciences de la nature. 

C'est donc dire que tous les étudiants en sciences devront faire ce cours. Nous avons 

privilégié un cours de niveau collégial plutôt qu'un cours universitaire dans le but de cibler 

les attentes qui touchent un maximum d'étudiants. En effet, la plupart des étudiants qui 

suivent une formation en sciences au collégial se dirigeront à l'université dans des domaines 

scientifiques, tels que les sciences de la santé, où les mathématiques jouent un rôle 

secondaire. Cependant, il faut de plus compter les étudiants qui poursuivront leurs études 

dans une discipline en dehors de l'univers scientifique, ou bien qui ne poursuivront pas 

d'études universitaires. 

Deuxièmement, Calcul intégral NYB est le cours de mathématiques offert à la deuxième 

session de la formation collégiale qui suit celle où est donné Mathématiques pour les 

sciences. C'est, selon nous, un élément à ne pas négliger. Effectivement, les exigences qui 

seront mises en relief dans le cours NYB sont celles auxquelles seront directement confrontés 

les étudiants à la sortie de leur formation offerte par le cours de transition. 

Troisièmement, le cours NYB traite de plusieurs sujets qui sont couverts et développés dans 

les cours universitaires d'analyse. En effet, le cours collégial prévoit une introduction aux 

suites et aux séries, sujets centraux en analyse, ainsi que la présentation de plusieurs 

théorèmes élémentaires d'analyse tels que le théorème de Rolle et le théorème de Lagrange 

(aussi appelé théorème des accroissements finis). Le cours NYB peut donc être vu comme un 

« cours charnière» faisant un lien entre les mathématiques collégiales et les cours 

universitaires d'introduction à l'analyse. Le fait que certains contenus de NYB font aussi 

partie des cours universitaires d'analyse nous amène à faire la réaliste hypothèse que 



41 

beaucoup des difficultés repérées en NYB seront aussi des exigences de ces mathématiques 

universitaires. 

Ce dernier point est d'ailleurs la principale raison ayant motivé le choix de NYB. À notre 

entrée à l'université, le cours d'introduction à l'analyse réelle est celtainement celui ayant 

donné, à nos collègues-étudiants et nous-mêmes, le plus de fils à retordre. Le formalisme et 

les démonstrations qu'il requiert nous avaient causé bien des tracas. Notre situation de 

l'époque n'est cependant pas un cas isolé puisque les cours universitaires d'analyse ont la 

réputation d'être particulièrement difficiles. Cette réputation, qui est connue autant des 

étudiants que des professeurs et des chargés de cours, est d'ailleurs confirmée par plusieurs 

recherches en didactique des mathématiques. En effet, Ghedamsi (2008) et Bloch (2000), 

pour ne normner qu'eux, mettent en relief la complexité de ce domaine mathématique qui est 

source de difficultés, et même d'échec, pour plusieurs étudiants. Bloch (2000) traite 

d'ailleurs de la difficile transition lycée-université eu égard à l'analyse réelle. L'auteure 

avance que «les raisonnements [mis en œuvre en analyse] sont en rupture avec ceux de 

l'algèbre et [qu'] il y a une augmentation du niveau de complexité des preuves [par rapport à 

ce qui est fait au secondaire] » (p. 58), ce qui expliquerait une partie des difficultés des 

étudiants face à ce domaine mathématique. Artigue (1991) abonde dans le même sens. 

Effectivement, selon l'auteure, l'apprentissage du début de l'analyse comporte plusieurs 

difficultés qui sont entre autres attribuables aux 

[... ] difficulties due ta the formalization in this field : first because it introduces 
structural definitions which may conflict in the students mind with more intuitive 
spontaneous conceplians, and secondly because it bases proofs on complex 
propositions involving quantifications which operate in a direction seemingly contrary 
to the dynamic flow ofintuitive thoughe (p. 196). 

Le fait que les cours universitaires d'analyse soit une source importante de difficulté et la 

proximité qu'ils entretiennent avec le cours iVYB viennent confirmer la pertinence d'avoir 

2 « [ ... ] difficultés dues à la formalisation dans ce domaine: premièrement, parce qu'il introduit 
des définitions structurelles qui peuvent entrer en conflit avec des conceptions plus intuitives et 
spontanées des étudiants et deuxièmement, parce que les preuves s'appuient sur des propositions 
complexes impliquant des quantifications qui opèrent dans des directions contraires au flot dynamique 
de la pensée intuitive» (Artigue, 1991, p. 196; notre traduction). 
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sélectionné ce cours: le fait de cibler certaines des attentes des cours universitaires d'analyse, 

via l'étude d'un cours comportant des sujets connexes, ne peut que donner du poids à notre 

étude préalable. 

Le choix du cours NYB peut sembler en contradiction avec ce qui est ressorti de l'étude du 

programme Sciences de la nature, réalisée antérieurement (voir § 1.6). Nous avions alors 

mis en lumière que ce cours ne possède aucun objectif ciblant explicitement la 

démonstration, contrairement au cours d'Algèbre linéaire et de géométrie vectorielle NYC. 

Cependant, nous croyons que les motifs mentionnés précédemment et les éléments du cours 

NYB qui seront analysés (voir section suivante) justifient notre choix. 

3.2.2 Pourquoi analyser un manuel du cours Calcul intégral NYB? 

Pour notre étude du cours Calcul intégral NYB, nous nous sommes appuyées sur un manuel 

de référence: Calcul intégral 3e édition (Charron et Parent, 2004). Notre choix s'est porté 

sur cet ouvrage car il s'agit d'un manuel fréquemment utilisé par les établissements 

collégiaux, en particulier au Cégep Ahuntsic où se donne Mathématiques pour les sciences. 

Nous sommes conscientes que l'analyse d'un cours via l'étude d'un manuel n'est que 

partiellement représentative du cours qui est effectivement donné. Cependant, nous y voyons 

un avantage. Tout le matériel contenu dans l'ouvrage, c'est-à-dire les thèmes mathématiques 

abordés et les exercices/problèmes proposés, n'est certainement pas toujours traité et les 

sélections de sujets et de tâches qui sont faites relèvent d'un choix de l'enseignant. De tels 

choix dépendent de l'enseignant, de la session, du cégep, des groupes, etc. Or, nous 

souhaitons analyser quelque chose de plus stable, d'indépendant de telles contingences. Et en 

outre, ces sujets ou tâches peut-être mis de côté en NYB se retrouveront certainement à 

l'université. Les difficultés et éléments de formalisme relevés dans ces éléments « peut-être 

négligés» sont donc tout aussi pertinents, car ils remplissent parfaitement notre visée, qui est 

de mettre en lumière les attentes en matière de démonstration et de formalisme des 

mathématiques avancées. 
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De plus, bien qu'aucun objectif du second cours de calcul de Olveau collégial ne soit 

explicitement lié à l'activité de démonstration (voir § 1.6), nous croyons que l'analyse des 

sujets abordés par le recueil, sans tenir compte de leur présence ou absence dans le cours 

effectivement donné, nous permettra de relever plusieurs attentes des mathématiques 

avancées. Les manuels de calcul différentiel et intégral, et c'est d'ailleurs le cas de celui de 

Charron et Parent, accordent une place importante à l'activité de démonstration. Cependant, 

il est fréquent que ces portions plus théoriques et abstraites ne soient pas traitées par les 

enseignants qui insistent plutôt sur le développement des techniques calculatoires dans 

l'optique de répondre aux exigences du programme. Ce choix est, du point de vue de la 

formation, pour le moins discutable et ce n'est d'ailleurs pas, loin s'en faut, le choix de tous 

les enseignants3
• En considérant le choix inverse, cela nous permet d'avoir accès à un 

maximum de démonstrations desquelles nous pourront relever plusieurs difficultés et 

éléments de formalismes pouvant servir de points de repère lors de l'analyse du cours 

Mathématiques pour les sciences. 

3.2.3 Qu'est-ce qui sera analysé dans le manuel? 

L'analyse complète et exhaustive de l'ensemble des sections théoriques et des sections 

d'exercices étant une tâche de trop grande envergure dans le cadre d'un mémoire de maîtrise, 

nous avons décidé, compte tenu de notre but, de nous restreindre aux éléments se rapportant à 

l'activité de démonstration. Dans un premier temps, nous allons nous concentrer sur les 

tâches requérant la construction, par l'étudiant, de démonstrations. Ces tâches, et les activités 

qu'elles requièrent, seront analysées. Les tâches ne suscitant pas la mise en œuvre du 

raisonnement déductif et se limitant à l'application de techniques préalablement définies 

seront laissées de côté. 

3 Une enquête réalisée auprès d'enseignants du cégep, et rapportée dans Corriveau (2007), 
dévoile en effet que plusieurs des répondants semblent préoccupés par la difficulté des étudiants à lire 
et produire des démonstrations Cette préoccupation semble centrale chez plusieurs enseignants et nous 
porte ainsi à croire qu'ils accordent une place non négligeable à ['activité de démonstration dans leurs 
cours. 
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Ces éléments ne sont pas les seuls retenus. Dans le but d'approfondir notre étude, nous 

allons également considérer certaines démonstrations présentées dans les sections théoriques 

du manuel. Ces démonstrations seront sélectionnées selon deux critères: 

• En début de chapitre, le manuel indique les objectifs d'apprentissage ciblés dans les 

sections théoriques composant le chapitre. Si un objectif d'apprentissage vise 

explicitement la compréhension de certaines des démonstrations présentées dans une 

section théorique, celles-ci seront retenues pour faire l'objet d'une analyse détaillée. 

• Les démonstrations de théorèmes centraux en analyse, tels que le théorème de Rolle 

et le théorème de Lagrange, seront également analysées. L'importance de ces 

théorèmes en mathématiques avancées et les difficultés particulières que renferment 

leurs démonstrations ont motivé notre choix de les inclure. Les difficultés et 

éléments de formalisme qu'elles comportent sont représentatifs des mathématiques 

universitaires, particulièrement celles des cours d'analyse. 

C'est donc l'analyse des démonstrations retenues dans les sections théoriques et celles 

sollicitées par les tâches des sections d'exercices qui nous permettra de mettre en lumière les 

attentes des mathématiques avancées qui nous intéressent. 

Notre analyse du cours NYB ira cependant un peu plus loin. Tel qu'annoncé précédemment 

(voir § 3.1), nous tenterons également de soulever les points forts et les points faibles du 

manuel face au formalisme et à la démonstration. Une telle analyse a pour objectif d'évaluer 

si la préparation qui cst offerte par le manuel constitue une bonne transition vers les 

mathématiques universitaires. 

3.2.4 Comment seront analysées ces tâches et démonstrations? 

Mettons maintenant en lumière les critères selon lesquels seront réalisées ces analyses. En 

nous appuyant sur les éléments présentés dans notre cadre théorique, les attentes en matière 

de démonstration et de formalisme des mathématiques avancées seront évaluées sous quatre 

principaux angles: 
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•	 Quelles nouvelles exigences4 en matière de démonstration, telles que répelioriées par 

Robert (1998), sont sollicitées dans les tâches et démonstrations du cours NYB? 

•	 Les tâches du cour Calcul intégral suscitent-elles une attitude de preuve telle que 

définie par Brousseau (1998) et Tanguay (2000)? 

•	 Quelle est la structure déductive des démonstrations analysées: s'agit-il de chaînes 

ou d'arbres d'inférences? 

•	 Quels sont les éléments de formalisme auxquels sont confrontés les étudiants dans le 

cours NYB? Quels rôles ont ces éléments de formalisme? 

Ces quatre questions ont été subdivisées en sous-questions ciblant chacune des éléments qui 

devraient selon nous être pris en considération. L'ensemble de ces questions constituera 

notre grille d'analyse. À l'aide de cette grille, qui penuettra une analyse précise et détaillée, 

nous pourrons tracer un portrait global des diverses attentes en matière de démonstration et 

de fonualisme sollicitées dans le manuel Calcul intégral 3e édition (Charron et Parent, 2004). 

3.2.5 Présentation de la grille d'analyse 

L'élaboration de notre grille d'analyse a été foriement inspirée des outils d'analyse conçus 

par Robeli (1998). L'auteure a élaboré six axes d'analyse permettant d'étudier les contenus 

des mathématiques post-secondaires: le contexte mathématique, le scénario didactique 

proposé, l'analyse des tâches, les activités attendues des élèves, l'analyse des attentes de 

l'enseignant et les analyses aposteriori. Parmi ces axes, trois ont été retenus pour constituer 

le squelette de notre grille: le contexte mathématique, l'analyse des tâches et les activités 

attendues des élèves. À ce squelette viendront se greffer plusieurs questions d'analyse se 

rapportant aux interrogations soulevées précédemment dans cette section. Les axes le 

scénario didactique proposé, l'analyse des attentes de l'enseignant et les analyses a 

posteriori n'ont pas été retenus dans cette recherche car ils ciblent l'étude de séquences 

d'enseignement, ce qui n'est pas l'objet de la présente recherche. 

4 Le terme « nouvelles exigences» est directement issu des travaux de Robert (1998). L'auteure 
caractérise de « nouvelles» les exigences qui font leur apparition au lycée et qui étaient absentes des 
mathématiques enseignées dans les niveaux scolaires précédents. 
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Il est important de mentionner que cette méthodologie de recherche est également inspirée de 

Corriveau (2007). En effet, cette auteure a utilisé la méthodologie développée par Robert 

pour évaluer l'arrimage secondaire-collégial eu égard à la démonstration et au formalisme. 

Les axes d'analyse que nous avons retenus sont les mêmes que Corriveau et certaines 

modifications apportées par cette auteure ont également été incorporées à notre présente grille 

d'analyse. Il serait donc plus juste de mentionner que la méthodologie utilisée est celle de 

Robert, mais adaptée par Corriveau. Puisque nos objectifs sont différents des visées de 

Corriveau, certains éléments en lien avec les questions soulevées précédemment ont été 

ajoutés à la grille de Corriveau. 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation et le contexte mathématique 

Cet axe vise à spécifier la ou les notions qui sont ciblées par la tâche et pennet de situer ces 

notions dans le corpus mathématique. Cet axe est essentiel puisqu'il permet « de toujours 

garder en vue l'environnement global d'une tâche, de ne pas faire d'analyses au seul niveau 

local, pour ne pas perdre les informations essentielles en termes de situations» (Robert, 1998, 

p. 176). Parmi les questions proposées par Robert, les questions suivantes ont été retenues: 

Quelles sont les connaissances à mettre en fonctionnement?
 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles?
 

À ces questions nous ajoutons la question suivante: 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? 

Par le biais de cette question, nous tentons de déceler les domaines mathématiques dans 

lesquelles l'activité de démonstration sera sollicitée de la part de l'étudiant. Le domaine 

mathématique dans lequel se déroule la tâche a un impact non négligeable sur les 

démonstrations à élaborer et les éléments de formalisme qui devront être mis à contribution 

par l'étudiant. 
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Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

Cet axe vise à analyser l'énoncé qui est fourni aux étudiants. Cette analyse est purement 

mathématique et ne tient pas compte des activités possibles des étudiants. Encore une fois, 

cettaines questions énoncées par Robert ont été retenues: 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? 

L'énoncé est-il ouvert 5? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

1'. .journzs.?
 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors?
 

Quels types de raisonnements sont enjeu?
 

1. Raisonnement par l'absurde 

2. Raisonnement par contraposée 

3. Raisonnement par récurrence 

4. Réfutation par un contre-exemple 

À ces types de raisonnement fournis par Robett, nous en avons ajouté deux autres 

qui sont à notre avis susceptibles d'être requis des étudiants: 

5. Raisonnement par exhaustion de cas 

6. Raisonnement déductif qui n'est pas d'un des types répertoriés 

précédemment 

Quelle est l'importance duformalisme dans la tâche? 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

y a-t-if des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est àjustifier, ou des quantificateurs cachés? 

5 Le terme « énoncé ouvert» aura, dans le cadre de ce travail, un sens plus vaste que celui qui 
est usuellement attribué en didactique des mathématiques à l'expression « problème ouvert» (voir par 
exemple Charnay, 1992, p. 1). Pour les besoins de cette recherche, un énoncé sera considéré comme 
« ouvert » à partir du moment où sa valeur de vérité doit être déterminée par l'étudiant. 
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À ces questions, retenues de Robert, nous ajoutons une question portant sur la structure 

déductive de la démonstration. Cette question nous a été inspirée de Corriveau (2007) : 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Cet axe d'analyse vise à évaluer les activités qui sont attendues des étudiants, c'est-à-dire les 

activités qui sont idéalement souhaitées de leur part. Pour cet axe d'analyse, certaines 

questions formulées par Robert ont été retenues et sont présentées ci-dessous. 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? 

Quels théorèmes appliquer? 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes? 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? 

y a-t-il à répéter un argument? 

y a-t-il un changement de point de vue à introduire (sans indication)? 

y a-t-il une sélection d'informations à effectuer? 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? 

y a-t-il un nouveau vocabulaire ou symbolisme à gérer? 

Les niveaux de mise en fonctionnement technique, mobilisable et disponible sont directement 

issus des travaux de Robert (1998). L'auteur défiillt le niveau technique par « [... ] des mises 

en fonctionnement indiquées, isolées, mettant en jeu des applications inunédiates de 

théorèmes, propriétés, définitions, formules, etc. Il s'agit donc de contextualisations simples, 

locales, sans étapes, sans travail préliminaire de reconnaissance, sans adaptations» (p. 165). 

Le niveau des connaissances mobilisables se caractérise par des mises en fonctionnement 

encore indiquées, mais qui nécessite cependant de surpasser la simple application. En effet, 

l'étudiant doit adapter ces connaissances au contexte particulier de la tâche. 
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En ce qui concerne le niveau des connaissances disponibles, « [il] cOITespond au fait de 

savoir résoudre ce qui est proposé sans indication, d'aller rechercher soi-même dans ses 

connaissances ce qui peut intervenir» (p. 166). 

Il est important de préciser qu'une analyse en terme de mIse en fonctionnement des 

connaissances est possible uniquement en prenant en compte un niveau scolaire précis, et 

même où se situe la tâche dans l'organisation du cours considéré. 

Pour notre analyse, la prise en compte de ces niveaux de mise en fonctionnement des 

connaissances est importante puisque la réalisation de démonstration passe selon nous par les 

niveaux des connaissances mobilisables et disponibles. En effet, l'activité de démonstration 

n'est pas une simple technique qu'on applique directement, elle nécessite l'articulation de 

différents arguments, articulation qui doit être faite par l'étudiant, souvent sans la moindre 

indication. 

La présentation de nos trois axes d'analyse peut amener le lecteur à croire que ces axes sont 

disjoints. Cependant il n'en est rien. Tel que le mentionne Robert (1998), les analyses des 

deuxième et troisième axes peuvent difficilement être faites de manière isolée. D'ailleurs, 

Robert a choisi de présenter conjointement les axes 2 et 3 dans l'exemple d'analyse qui est 

proposé dans son étude. Bien que nous ayons décidé, par souci de clarté et pour faciliter la 

lecture, de conserver la séparation entre les trois axes d'analyse, nous tenons à aviser le 

lecteur que certaines réponses fournies aux questions du deuxième axe pourraient s'appuyer 

sur les activités qui sont attendues des étudiants (3c axe d'analyse). En effet, nous croyons 

que pour dresser un portrait précis et complet de l'importance du formalisme mathématique 

dans une tâche, il est nécessaire de prendre en considération les activités attendues des 

étudiants. Le lecteur ne doit donc pas être surpris de retrouver, entre autres pour cette 

question, des éléments liés au troisième axe d'analyse. 

Une deuxième version de notre grille d'analyse 

L'outil d'analyse présenté ci-dessus est conçu pour analyser des tâches qui nécessitent, de la 

part de l'étudiant, la construction d'une démonstration. Il s'avère donc mal adapté à 

l'analyse de démonstrations qui sont présentées dans les sections théoriques du manuel à 
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l'étude. C'est d'ailleurs ce que nous ont révélé nos premières tentatives d'analyses. Devant 

ce constat, la grille d'analyse présentée antérieurement a dû être modifiée pour répondre aux 

besoins de ce type de démonstrations. Les questions d'analyses présentées précédemment 

restent sensiblement les mêmes, mais leur répartition dans les différents axes a été modifiée. 

Effectivement, la démonstration étant présentée à l'étudiant, celui-ci n'a plus qu'à la lire et 

essayer d'en comprendre les différentes composantes et leur enchaînement. Il s'agit de la 

principale, et souvent la seule, activité qui soit attendue de lui. Cette situation a pour 

conséquence de rendre inapplicables les questions portant sur les mises en fonctionnement 

des connaissances et les activités attendues de la part de l'étudiant. Devant ce constat, nous 

avons décidé de fusionner les deuxième et troisième axes d'analyse. 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont la ou les connaissances mises enfonctionnement ?
 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? .
 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions?
 

Deuxième et troisième axes d'analyse: Les tâches prescrites et les activités attendues des 

étudiants 

Qu'est-ce qui est attendu de l'étudiant par la présentation de cette démonstration? 

Des indices facilitant la réalisation/compréhension de la tâche sont-ils fournis? 

La seconde question vient remplacer la question qui originellement portait sur le caractère 

ouvert ou fermé de l'énoncé et la présence d'indices orientant la résolution de la tâche. Cette 

question est non pertinente dans le contexte d'une démonstration présentée à l'étudiant. 

L'énoncé du théorème comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes
 

sont-el/es liées ou indépendantes? Des étapes ont-elles été introduites dans la
 

démonstration?
 

S'agit-il d'un type de démonstrations qui était ignoréjusqu'alors?
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Quels types de raisonnements sont en jeu? 

Quelle est l'importance duformalisme dans la tâche? 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? 

Quels théorèmes sont appliqués? 

y a-t-il plusieurs arguments développés à lafois? 

Un argument est-il répété? 

Un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation est-il 

introduit (sans indication)? 

Une sélection d'informations est-elle effectuée? 

Une quantification est-elle à repérer? 

L'analyse du manuel du cours de calcul intégral sera réalisée à l'aide des outils d'analyse 

présentés précédemment. La première grille sera utilisée lors de l'analyse de tâches 

nécessitant la construction, par l'étudiant, de démonstrations, tandis que la seconde sera mise 

à profit pour analyser les démonstrations présentées dans les sections théoriques. 

3.3 Méthodologie d'évaluation des difficultés inhérentes à l'activité de démonstration et 

au formalisme pour le cours Mathématiques pour les sciences 

Une fois l'analyse du manuel du cours Calcul intégral NYB effectuée, l'évaluation des 

difficultés liées à l'activité de démonstration et des éléments de formalisme sollicités dans le 

cours du cégep Ahuntsic sera amorcée. Les deux grilles utilisées pour l'analyse du manuel du 

cours NYB seront réutilisées pour l'analyse du cours du cégep Ahuntsic. Le fait d'avoir 

recours aux mêmes outils pour analyser les deux cours nous permettra de pouvoir effectuer 

une comparaison entre les éléments relevés en NYB et ceux relevés en Mathématiques pour 

les sciences. Une telle comparaison se serait avérée difficile, voire impossible, si des grilles 

différentes avaient été utilisées d'un cours à l'autre. 
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Avant de décrire précisément comment sera évalué le cours du cégep Ahuntsic, il est 

indispensable de présenter celui-ci plus en détail. Nous soulèverons également les aspects du 

cours nous ayant motivées à le retenir pour notre étude. 

3.3.1 Description globale du cours Mathématiques pour les sciences 

Le cours Mathématiques pour les sciences est offert par le Collège Ahuntsic dans le cadre du 

programme Sciences de la nature 200.BO, profil Sciences pures et appliquées. En plus 

d'offrir les trois cours standard de mathématiques, soit les cours Calcul différentiel NYA, 

Calcul intégral NYB et Algèbre linéaire et géométrie vectorielle NYC, cet établissement 

d'enseignement a décidé d'inclure dans le cursus des Sciences pures et appliquées un 

quatrième cours obligatoire de mathématiques. Ce cours est donné à la première session de 

la formation. L'étudiant est donc appelé à suivre ce cours en concomitance avec Calcul 

différentiel NYA. 

Mathématiques pour les sciences vise, dans un premier temps, à montrer l'implication des 

mathématiques dans les sciences. Les mathématiques y sont en effet présentées comme le 

« langage des sciences et l'outil de généralisation et d'expression de modèles physiques, 

chimiques ou biologiques» (Plan de cours, hiver 2008, p. 2). Le cours cherche également à 

être « [ ... ] l'instrument d'un approfondissement de la rigueur de la pensée scientifique par 

l'intermédiaire de la démonstration» (idem). C'est d'ailleurs ce but qui a retenu notre 

attention et qui a motivé le choix de ce cours pour notre étude. Mathématiques pour les 

sciences semble accorder une place de choix au procédé de validation mathématique 

puisqu'il est présent dans l'ensemble des thèmes abordés. Effectivement, les différentes 

méthodes de preuves sont traitées dans l'enseignement de la logique propositionnelle, de la 

théorie des ensembles, de l'analyse combinatoire, des probabilités, des suites et des séries, 

des vecteurs et des nombres complexes (voir rubrique « Déroulement du cours» à la section 

suivante). 

Ce désir de mettre l'emphase sur l'apprentissage de la démonstration et de la rigueur 

mathématique est très clairement perceptible dans les objectifs intégrateurs du cours, 

mentionnés dans le syllabus. L'objectif de formation « utiliser des raisonnements logiques 
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afin de déduire, à partir d'énoncés donnés, une conclusion qui en est une conséquence» (Plan 

de cours, hiver 2008, p. 3) cible précisément la mise en œuvre d'un raisonnement déductif, au 

cœur même de l'activité de démonstration. Il ne s'agit cependant pas du seul objectif se 

rappOliant à la démonstration mathématique. En effet, un objectif de matière cible le 

développement chez l'étudiant de sa capacité à « [... ] exposer clairement un raisonnement 

logique en utilisant adéquatement les différentes méthodes de preuves ». Cette volonté de 

mettre la rigueur mathématique au cœur du cours est d'ailleurs illustrée dans d'autres 

objectifs tels que l'objectifde formation « acquérir une qualité d'exactitude dans l'expression 

mathématique écrite et parlée» et l'objectif de nature linguistique « recoIU1aître, utiliser et 

écrire correctement les symboles mathématiques. Acquérir les règles de lecture qui 

permettent de mathématiser un problème» (idem, p. 3). En plus de cibler directement la 

rigueur mathématique, le dernier objectif présenté fait écho à une des « nouvelles exigences» 

en matière de démonstration (Robert, 1998). La mathématisation d'un problème, en plus de 

demander aux étudiants l'utilisation d'un formalisme mathématique approprié, nécessite de 

ceux-ci un changement de point de vue ce qui constitue une difficulté non négligeable. 

La connaissance des buts du cours ainsi que des objectifs qui le définissent nous confirment 

que Mathématiques pour les sciences met l'activité de démonstration et le développement de 

la rigueur mathématique au cœur de ses préoccupations. Il est donc approprié d'analyser la 

préparation offerte par un tel cours eu égard aux deux sujets qui nous intéressent. 

3.3.2 Quelle version du cours Mathématiques pour les sciences sera analysée? 

Plutôt que d'analyser le cours uniquement via son manuel de référence, nous avons décidé 

d'effectuer une analyse qui soit plus près du cours réellement reçu par les étudiants. Les 

objectifs poursuivis par notre analyse du cours NYB nous permettaient, et même nous 

incitaient, à étudier l'ensemble du manuel sans tenir compte des sujets et exercices 

effectivement ciblés par les enseignants donnant cette formation (voir § 3.2.2). Cependant, 

les visées de l'analyse du cours Mathématiques pour les sciences étant différentes, nous 

croyons que d'analyser uniquement le manuel, sans se préoccuper des choix faits par les 

enseignants, ne permet pas d'avoir une image juste et précise de la préparation qui est 



54 

effectivement offerte par cette formation. En effet, le fait de ne pas aborder une portion du 

manuel, de consacrer plus de temps à une autre et de sélectionner telles ou telles tâches 

déterminent les difficultés et les éléments de formalisme auxquels seront confrontés les 

étudiants. 

Dans l'optique d'étudier le cours qui est réellement suivi par les étudiants, nous avons 

demandé l'aide d'une enseignante ayant déjà donné le cours à plusieurs reprises. Cette 

enseignante, qui était en charge du cours à la session hiver 2008, a accepté de nous fournir la 

planification qu'elle a utilisée pour cette session. Cette planification comprend les lectures et 

les tâches qui ont été ciblées dans le manuel, en plus des évaluations et des exercices 

supplémentaires donnés aux étudiants. Le fait de prendre en considération la planification 

élaborée par l'enseignante nous permettra de tracer un portrait beaucoup plus réaliste du 

cours. 

Déroulement du cours à la session hiver 2008 

Le cours est divisé en quatre étapes couvrant chacun des thèmes distincts: 

• Étape 1 : Logique propositionnelle et ensemble 

• Étape 2 : Analyse combinatoire et probabilités 

• Étape 3 : Suites et séries 

• Étape 4: Vecteurs et nombres complexes 

Quinze heures de cours sont prévues pour chacune des quatre étapes. 

Plusieurs documents fournis par l'enseignante viennent diriger et encadrer le déroulement de 

chacune de ces quatre étapes. Dans un premier temps, une feuille de route est remise à 

chaque étudiant au début de chaque étape. Celle-ci mentioooe les lectures ainsi que les 

exercices qui doivent être faits pour chacune des séances de cours. Ces lectures et ces 

exercices sont pratiquement tous issus d'un manuel que doivent se procurer les étudiants. Ce 

manuel a été rédigé par Daniel Bourbonnais, un enseignant ayant déjà donné le cours 

Mathématiques pour les sciences à plusieurs reprises. En plus des exercices du manuel, 

l'enseignante fournit aux étudiants, pour certains des thèmes abordés, des exercices 

supplémentaires. En ce qui concerne les évaluations du cours, celles-ci sont séparées en trois 
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volets: les quiz (des «évaluations individuelles de courte durée» (Plan de cours, hiver 2008, 

p. 17) portant sur des sujets précis traités en cours et dans les exercices), les activités et les 

examens. Chacune des étapes compolte deux quiz et un examen de fin d'étape. Pour 

préparer les étudiants aux examens, un document indiquant la matière couverte par 

l'évaluation est fourni, ainsi que certains exercices types susceptibles d'être demandés. En ce 

qui concerne les activités, trois sont dormées durant la session aux étudiants. Elles revêtent 

différentes formes et peuvent être réalisées individuellement ou en équipe. Il peut, par 

exemple, s'agir de lire un chapitre du livre Le dernier théorème de Fermat 6 et de répondre à 

un questiotlf\aire ou bien de faire une chasse au trésor impliquant des coordormées polaires. 

Ces activités ne ciblant pas la démonstration, nous ne les avons pas considérées dans cette 

recherche. 

L'étude des tâches proposées aux étudiants et des démonstrations présentées dans les sections 

théoriques étant une tâche trop longue dans le cadre d'un travail de maîtrise, nous avons 

décidé de restreindre nos analyses aux tâches, dormées en devoir ou en contexte d'évaluation, 

ciblées par l'enseignante dans sa planification. Tout comme c'était le cas pour le cours NYB, 

seules les tâches nécessitant la construction d'une démonstration et donc, la mise en œuvre 

d'un raisormement déductif, seront considérées. L'analyse de ces éléments nous fournira une 

image juste des difficultés inhérentes à l'activité de démonstration et aux éléments de 

formalisme avec lesquels doivent composer les étudiants suivant ce cours. L'idée de prendre 

le cours tel que dOlUlé par l'enseignante est d'avoir un cliché instantané du cours tel qu'il 

s'est dormé à un moment, dans un contexte précis. Mais nous ne chercherons pas pour autant 

à retracer ou prendre en compte la vision particulière qu'aurait eue l'enseignante. 

Pour analyser les tâches décTites précédemment, les outils d'analyse présentés précédemment 

seront utilisés. 

6 Singh, Simon. 1997. Le dernier théorème de Fermat. Paris: Hachette littérature, 304 p. 
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3.4 Méthodologie d'évaluation de la préparation offerte par le cours Mathématiques 

pour les sciences 

Pour évaluer la préparation, eu égard à l'activité de démonstration et au fOlmalisme, qui est 

offelie à travers les tâches du cours Mathématiques pour les sciences, les analyses effectuées 

dans ce cours devront être comparées à celles réalisées dans le cours Calcul intégral NYB. 

Notre but ultime est de comparer les difficultés ciblées dans ce cours avec les difficultés qui 

sont présentes dans les tâches du manuel du cours de Calcul intégral NYB. 

Une fois cette comparaison réalisée, nous serons en mesure d'établir si Mathématiques pour 

les sciences travaille les éléments ciblés de façon analogue, avec des difficultés comparables, 

à ce qui est demandé en NYB et donc, d'évaluer si le cours du cégep Abuntsic prépare bel et 

bien les étudiants aux attentes relevés dans le manuel du cours de calcul intégral. Nous 

pourrons également voir si certains des éléments requis en NYB sont omis par le cours du 

cégep Abuntsic et si Mathématiques pour les sciences cible des éléments que nous n'avions 

pas relevés lors de notre étude préalable du cours NYB. 

Ces premières analyses du manuel du cours NYB et Mathématiques pour les sciences seront 

par la suite mises en perspective par rapport à ce que la littérature nous dit des mathématiques 

avancées et de l'apprentissage de la preuve, ceci dans l'optique de voir si le cours NYB, 

appuyé par Mathématiques pour les sciences, joue bien son rôle de « charnière ». Plus 

précisément, nous tenterons d'évaluer si ces cours constituent une bonne transition vers les 

mathématiques universitaires. Nous conclurons avec ce que nous évaluons comme 

améliorations possibles ou souhaitables pour le cours Mathématiques pour les sciences. 



CHAPITRE IV 

ANALYSE DES EXIGENCES EN MATIÈRE DE DÉMONSTRATION ET DE
 
FORMALISME SOLLICITÉES DANS UN MANUEL DU COURS
 

CALCUL INTÉGRAL NYB 

En utilisant notre grille d'analyse, nous avons passé au peigne fin l'ensemble du manuel du 

cours de mathématiques NYB. Les 27 tâches! ciblant l'activité de démonstration proposées 

dans les sections d'exercices ainsi que IOdes démonstrations présentées dans les sections 

théoriques ont été soumises à notre outil d'analyse. Ces 37 tâches et démonstrations ont été 

choisies selon les critères présentés précédemment (voir § 3.2.3). 

L'objectif principal de cette étude est de cibler les difficultés inhérentes à la démonstration et 

au formalisme sollicitées dans un manuel type du cours collégial Calcul intégral NYB, cours 

que nous avons identifié comme « charnière» entre les mathématiques collégiales et les 

cours universitaires d'analyse. Les difficultés relevées serviront de points de repère lors de 

notre analyse du cours du cégep Ahuntsic. En effet, nous allons chercher à savoir si les 

difficultés présentes dans le cours Mathématiques pour les Sciences correspondent à celles 

que nous avons pointées dans le manuel du cours de Calcul intégral. En plus d'établir une 

liste des difficultés sollicitées en NYB, nous soulèverons dans les sections suivantes les 

lacunes du manuel de référence du cours quant au traitement du formalisme et de la 

démonstration. Rappelons que notre but d'analyse du cours NYB est double. En plus de 

révéler ce à quoi doit préparer Mathématiques pour les sciences, nous souhaitons mettre en 

1 Parmi les 587 tâches proposées dans le manuel de calcul intégral, 27 font intervenir l'activité 
de démonstration et ont donc été analysées dans la présente étude. Les autres tâches sont de nature 
calculatoire et consistent principalement en l'application de méthodes d'intégration. 
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lumière ce qui manque à NYB pour accomplir efficacement son rôle « charnière» avec les 

mathématiques universitaires. 

Puisqu'un nombre important de démonstrations a été considéré et que plusieurs des 

difficultés identifiées étaient similaires d'une démonstration à l'autre, nous avons choisi de 

créer un corpus de démonstrations représentant le plus fidèlement possible le manuel, eu 

égard à l'activité de démonstration et au formalisme. Pour ce faire, nous nous sonunes 

appuyées sur les différents éléments qui ont été présentés dans le Cadre théorique (voir 

chapitre II) de cette recherche. En effet, la complexité de la structure déductive des 

démonstrations, les éléments de formalisme qu'elles demandent, l'attitude de preuve qu'elles 

suscitent ainsi que les exigences, telles que définies par Robert (1998), qu'elles requièrent, 

ont été scrutés. Des similarités ont été observées et des regroupements, sur la base de ces 

critères, ont pu être établis. Bref, chacun des critères sera illustré, dans les sections 

subséquentes, par une démonstration directement issue du manuel. Il est important de 

préciser que chacune des démonstrations présentées dans ce chapitre n'est en fait que le 

représentant d'une catégorie de démonstrations sollicitant la difficulté que l'on cherche à 

illustrer et que d'autres démonstrations équivalentes auraient pu être utilisées. 

Dans les pages suivantes, nous présentons les démonstrations retenues en précisant les 

difficultés qui y ont été ciblées. 

4.1 Corpus de démonstrations issu du manuel Calcul intégral 

Le premier élément considéré pour créer notre corpus est l'ensemble des exigences en 

matière de démonstration, exigences décrites par Robert (1998). La présence ou l'absence de 

ces exigences ainsi que la forme qu'elles prennent dans chacune des tâches et démonstrations 

analysées dans le manuel ont été notées. Nous présentons ci-dessous le résumé de ces 

analyses. Dans l'optique d'illustrer clairement nos propos, des exemples de démonstrations 

tirés du manuel sont fournis. 
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4.1.1 Nouvelles exigences en matière de démonstration 

4.1.1.1 Pluralité d'arguments impliqués dans la démonstration 

La plupart des démonstrations analysées font intervenir un petit nombre d'arguments. 

Effectivement, bon nombre de démonstrations se limitent à la mise en œuvre d'un seul 

théorème dont il suffit de vérifier les hypothèses pour justifier son application. La 

vérification est souvent directe ou nécessite la mise en œuvre d'arguments de nature 

algébrique ou d'arguments non démontrés qui sont tenus pour acquis. L'énoncé voulant 

qu'une fonction qui est continue et dérivable sur un intervalle le soit également sur chacun 

des sous-intervalles ainsi que l'énoncé affirmant que la somme de fonctions continues est 

continue, sont de bons exemples d'arguments qui sont invoqués comme des faits sans être 

justifiés. Nous croyons qu'il est important de préciser que des théorèmes dont la 

démonstration n'est pas fournie dans le manuel sont tout de même invoqués dans la 

démonstration d'autres théorèmes. Une telle utilisation d'arguments non mathématiquement 

vérifiés, bien que parfois nécessaire puisque la démonstration de certains théorèmes requiert 

des notions de niveau universitaire, soulève une question impOltante : qu'est-ce qui doit être 

démontré et qu'est-ce qui peut être tenu pour acquis? Cette question se rapporte directement 

à la nature même de l'activité de démonstration. 

Malgré une abondance de démonstrations comportant un faible nombre d'arguments, nous 

avons relevé, parmi les 37 démonstrations analysées, quatre tâches qui se démarquaient 

nettement des autres par leur niveau de complexité. 

•	 La démonstration du Théorème fondamental du calcul présentée à l'étudiant dans la 

section théorique 3.4, fait intervenir une grande variété d'arguments dont certains ont 

été traités dans le cours de Calcul différentiel NYA (cours préalable à NYB). Le fait 

que l'étudiant doive juxtaposer de nouvelles notions à des notions traitées dans des 

cours antérieurs constitue à nos yeux une difficulté non négligeable. La cohabitation 

de la notion de continuité et de dérivabilité, sujets couverts dans le premier cours de 

calcul de niveau collégial, avec la notion d'intégrale, nouvellement introduite dans le 

paysage mathématique de l'étudiant, requiert ce que Robert (1998) appelle une 

flexibilité dans l'utilisation des connaissances (voir § 2.1.1). 
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•	 Une tâche présentée aux étudiants dans la section Problèmes Synthèses du chapitre 3 

a également été retenue. En plus de comporter un nombre important d'arguments, 

ceux-ci ne sont pas directement accessibles à l'étudiant. En effet, celui-ci doit 

décortiquer la situation et en comprendre les différentes composantes avant d'être en 

mesure de sélectionner les théorèmes qui devront être utilisés pour démontrer 

l'énoncé proposé. Pour y arriver, plusieurs apprenants auront sans doute recours au 

registre graphique. C'est cette manipulation de la situation qui est requise pour 

déceler les arguments à mettre en œuvre. Ces éléments nous ont poussées à 

sélectionner cette tâche. Il est important de mentionner que le niveau de difficulté 

de cette tâche fait en sorte qu'elle pourrait se retrouver dans un manuel de cours 

d'analyse universitaire. 

•	 Deux autres tâches, l'exercice récapitulatif 24 et le problème synthèse 25, tous deux 

issus du chapitre 6, auraient pu être présentées dans cette section puisqu'elles 

comportent une pluralité importante d'arguments et qu'elles requièrent elles aussi 

une grande flexibilité dans l'utilisation des connaissances. Cependant, uniquement 

les deux premières tâches décrites précédemment seront présentées ci-dessous, les 

deux dernières tâches servant à illustrer d'autres éléments de difficultés qui sont 

explicités un peu plus loin dans le corpus (voir respectivement § 4.1.1.4 et § 4.1.3). 

Théorème 3.10: Théorème fondamental du calcul (Charron et Parent, 2004, p. 134-135) 

L'énoncé du théorème et la démonstration qui suit ont été retranscrits tels quels du manuel. 

Soitfune fonction continue sur un intervalle ouvert I, et a E I. 

1ère partie. Si A(x) = f: f(t)dt, où x E /, alors A(x) est une primitive de f(x) , c'est-à-dire 

i (x) = d~ U: f(t)dt] = f(x). 

2e partie. Si F(x) est une primitive quelconque def(x), alors f: f(t)dt = F(b) - F(a), où a 

et b E /. 
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Démonstration du théorème fondamental du calcul 

Nous allons démontrer ce théorème dans le cas pal1iculier où f est une fonction non négative
 

sur 1.
 

1ère partie
 

Soit a El et x E l, tel que a < x.
 

Ainsi, A(x) = J: f(t)dt représente l'aire de la région ci-contre.
 

{(I) 

a x 

Soit h > 0, tel que (x + h) El.
 

Ainsi, A(x + h) = J:+h 
f(t)dt représente l'aire de la région ci-contre.
 

((I) 

a x x+h 1 

Nous avons donc 

X+h IX 
= a f(t)dt - a f(t)dtA(x + h) - A(x) I 

= J:+h 
f(t)dt (théorème 3.62

) 

2 « Si f est une fonction continue sur [a, bJ et c E Ja, br, alors f: fex)dx = f: fex)dx + 
f b 

fex)dx» (Charron et Parent, 2004, p. 130) 
c 
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qui représente l'aire de la région ci-contre. 

f(1) 

a x x+h ( 

Par le théorème de la moyenne pour l'intégrale définie3
, nous avons 

f
X+h
 

x f(t)dt = f(c)h, où c E [x, x + h].
 

f(1) 

a x	 C x +h 1 

h -
Ainsi, 

A(x + h) - A(x) = f(c)h 

A(x + h) - A(x) = f(c) (en divisant par h) 

h 

Dans le cas où h < 0, nous procédons de façon analogue. Alors, 

. A(x + h) - A(x) = limh ....o f(c) (en prenant la limite de chaque membre de 
hm hh....O l'équation) 

i (x) = limh ....o f(c) (par définition de A'(x)} 

A' (x) = Iimc....x f(c) (car si h -7 0, alors c -7 x) 

3« Si/est une fonction continue sur [a, b], alors il existe au moins un nombre cE [a, bl tel que 

t f(x)dx := f(c)(b - a).» (Charron et Parent, 2004, p. 133)
a 
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l (x) = [(x) (car fest continue) 

d'où A(x) est une primitive def(x). 

• 
2e partie 

Soit a E 1 et bEl, tel que a ::; b. 

Puisque F(x) est également une primitive de f(x), alors 

A(x) = F(x) + C (corollaire 24
, chapitre 1) 

Ainsi 

A(a) = F(a) + C (en posant x = a) 

a o = F(a) + C (car A(a) = J [(t)dt = 0)a 

donc 

C = -F(a) 

Alors 

A(x) = F(x) - F(a) (car C = -F(a)) 

ainSI 

A(b) = F(b) - F(a) (en posant x = b) 

d'où 

4 « Si f et g sont deux fonctions telles que 1) f et g sont continues sur [a,b]; 2) f'(x) = g'(x), 
\:Ix E]a, b [; alors \:Ix E [a, b ],./ex) =g(x) + C, où C est une constante réelle. » (Charron et Parent, 2004, 
p.25) 
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b bLf(t)dt = F(b) - F(a) (car A(b) = Lf(t)dt) 

• 

Analyse de la démonstration du théorème fondamental du calcul 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Les principales 

connaissances à mettre en fonctionnement concernent les notions de continuité, de 

dérivabilité et de primitive d'une fonction. La représentation graphique de l'intégrale 

définie est également un élément important qui est exploité dans la démonstration. 

Plusieurs propriétés des intégrales doivent aussi être connues. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les notions de continuité et de 

dérivabilité ont été traitées dans le cours Calcul différentiel NYA. Par contre, la 

notion de primitive d'une fonction fait son apparition dans le cours Calcul intégral 

NYB. Un premier contact a été fait au chapitre 2 puisque l'intégral indéfinie a été 

présentée. Le travail sur cette notion se poursuit au chapitre 3 avec l'introduction de 

l'intégrale définie. 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 

Deuxième et troisième axes d'analyse: Les tâches prescrites et les activités attendues des 

étudiants 

Qu'est-ce qui est attendu de l'étudiant par la présentation de cette démonstration? 

Des indices facilitant la réalisation/compréhension de la tâche sont-ils fournis? On 

attend de l'étudiant qu'il lise et comprenne le théorème et la démonstration qui lui 

sont présentés. Pour l'aider dans sa tâche, certaines intégrales définies ainsi que le 

théorème de la moyenne de l'intégrale, un des éléments intervenant dans la 

démonstration, sont représentés graphiquement. 
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L'énoncé du théorème comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes 

sont-el/es liées ou indépendantes? Des étapes ont-el/es été introduites dans la 

démonstration? Le théorème fondamental du calcul comporte deux étapes, les parties 

1 et 2, qui sont liées entre elles. Effectivement, la démonstration de la partie 2 fait 

intervenir à deux reprises la définition donnée à la partie l, A(x) = f: f(t)dt. En ce 

qui concerne la démonstration du théorème, outre la prise en compte des cas h > 0 et 

h < 0, aucune étape n'a été introduite. 

S'agit-il d'un type de démonstrations qui était ignoré jusqu'alors? Il s'agit de la 

première démonstration ciblant la notion d'intégrale définie. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? En plus du raisonnement déductif, une 

disjonction de cas doit être prise en considération par l'étudiant. Celui-ci doit 

comprendre que la démonstration qui est effectuée pour la partie 1 du théorème se 

limite au cas où h> 0 et donc, qu'une démonstration analogue devrait également 

être réalisée pour le cas h < O. Une phrase dans la démonstration précise d'ailleurs 

ce point: « dans le cas où h < 0, nous procédons de façon analogue» (Charron et 

Parent, 2004, p. 135). La prise de conscience de l'existence de deux cas distincts est 

essentielle pour que la démonstration s'applique au cas le plus général possible. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme est très 

important dans cette tâche et il constitue un élément de difficulté non négligeable. Le 

premIer élément à prendre en considération est l'expression A(x) = f: f(t)dt. 

Celle-ci comporte trois variables, a, x et t, dont le rôle et le sens doivent être 

départagés par l'étudiant. La présence de la variable x comme borne supérieure de 

l'intégrale définie plutôt que comme variable d'intégration causera sans doute des 

difficultés chez plusieurs étudiants. La variable muette t, introduite pour l'opération 

d'intégration, est également un point qui risque de troubler certains apprenants qui ne 

comprendraient pas son rôle dans l'énoncé du théorème. Le second élément de 

formalisme qui a retenu notre attention est J'introduction de l'élément A(x+h). Cet 

élément qui n'est pas présent dans l'énoncé du théorème a été introduit dans la 

démonstration sans qu'aucune justification où explication ne soit apportée. 

L'étudiant devra donc poursuivre la lecture de la démonstration pour en comprendre 

l'utilité. L'étape de la démonstration où l'on prend la limite de chacun des membres 
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. A(x+h)-A(x) [() . 1 '" '1' dei'de l"equatIon h = c constitue e trolsleme e ement e lonna Isme ayant 

retenu notre attention. Pourquoi avoir pris la limite de chacun des membres de 

l'équation? L'égalité reste-t-elle vraie? Plusieurs étudiants se poseront sans doute 

ces questions puisqu'aucune justification ou explication ne vient éclairer cette étape 

de la démonstration. L'introduction de la notion de limite occasiotme d'autres 

difficultés telles que le travail avec les paramètres de la limite. En effet, l'expression 

limh-->o [(c) deviendra limc-->x [(c) et l'étudiant devra avoir une bonne 

compréhension de la situation pour pouvoir saisir l'équivalence entre les deux 

expressions. La traduction formelle en termes de limites des notions de continuité et 

de dérivabilité d'une fonction est également un élément de complexité qui doit être 

pris en considération. Ces « définitions formelles », qui ont été vues dans le cours 

mathématiques NYA, doivent être repérées et comprises par l'étudiant. Le dernier 

élément de formalisme concerne l'inégalité a ::; b. Cette inégalité pourrait causer 

problème à certains étudiants qui ne comprendraient pas pourquoi elle n'affecte pas 

la généralité de la démonstration proposée. 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

L'intégrale définie ayant fait son apparition au chapitre 3, le symbolisme lié à cette 

notion est somme toute nouveau pour l'apprenant. Celui-ci doit travailler avec ce 

symbolisme et en comprendre le sens, notamment son interprétation graphique, 

puisque celle-ci est utilisée pour représenter plusieurs expressions dans la 

démonstration. En ce qui concerne le vocabulaire utilisé, le terme « primitive », 

introduit au chapitre précédent, est utilisé à quelques reprises dans la démonstration. 

Il est par contre défini de façon symbolique dans l'énoncé du théorème, A' (x) = 

!:..- [f [(t)dt] = [(x), ce qui, à notre avis, facilite la tâche de l'étudiant. 
dx a 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration n'est pas particulièrement 

compliquée. Elle est pratiquement linéaire. Cependant, nous croyons que le niveau 

élevé de formalisme qui est requis à plusieurs endroits dans la démonstration 

compliquera grandement la tâche de l'étudiant, occultant par le fait même la 

simplicité de la structure déductive. 
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Quels théorèmes sont appliqués? Le théorème 3.6, le théorème de la moyenne pour 

l'intégrale définie et le corollaire 2 du chapitre 1. 

y a-t-il plusieurs arguments développés à la/ois? Un nombre important d'arguments 

sont mis en œuvre dans la démonstration de ce théorème. En plus des théorèmes 

mentionnés précédemment, la définition symbolique de continuité et de dérivabilité 

d'une fonction sont également utilisés. La propriété de l'intégrale définie disant que 

af f(t)dt = 0 intervient aussi dans la démonstration. Des arguments de nature un 
a 

peu plus intuitive sont également présents. En effet, le maintien de la relation 

d'égalité lorsqu'on prend la limite de chacun de ses membres ainsi que les façons 

distinctes de préciser les paramètres d'une limite sont des arguments moins formels, 

qui sont en fait posés conune vrais sans vraiment être justifiés ou expliqués. Il est 

aussi important de mentiOlUler que le théorème 3.6 impliqué dans la démonstration 

est présenté aux étudiants sans être démontré. Seule une représentation graphique 

leur est fournie pour illustrer le phénomène. 

Un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation est-il 

introduit (sans indication)? L'introduction de l'élément A(x+h) occasionne un 

changement de point de vue puisque cet élément n'était pas originellement présent 

dans l'énoncé du théorème. Celui-là est d'ailleurs essentiel à la réalisation de la 

démonstration de la partie 1 puisqu'elle repose sur la différence A(x+h) - A(x). La 

traduction de l'énoncé « A(x) est une primitive de j(x)) en une expression 

symbolique peut également être considérée comme un changement de point de vue 

introduit dans la démonstration. En effet, c'est la version symbolique de cet énoncé, 

A'(x) = / (x), qui oriente la démonstration. Cependant, la version symbolique de 

l'énoncé étant donnée à l'étudiant dans l'énoncé même du théorème, cela nous 

amène à dire que le changement de point de vue est donné explicitement à l'étudiant. 

Des changements de registres de représentation sont également décisifs pour 

comprendre la démonstration puisque, comme nous l'avons déjà mentionné, certaines 

expressIOns sont représentés graphiquement pour faciliter la compréhension de 

l'étudiant. 

Un argument est-il répété? Aucune répétition d'arguments n'est effectuée dans la 

démonstration. 
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Une sélection d'informations est-elle effectuée? Aucune sélection d'infonnations 

n'est à effectuer. 

Une quantification est-elle à repérer? L'étudiant doit comprendre que a est 

quelconque dans l, mais fixé pour le temps de la démonstration, que x est variable et 

que t est une variable muette qui prend toutes les valeurs entre a et x. 

Problème synthèse 21, chapitre 3 (p. 172) 

Soit f une fonction continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[ telle que tCO) = 0 et 

fol tCx)dx = 1. Démontrer qu'il existe au moins une valeur c E]O, 1[ telle que r' Cc) = 2. 

Réponse attendue au problème synthèse 21, chapitre 3 

La solution n'apparaissant pas dans le corrigé du manuel, nous avons dû élaborer notre 

propre solution. Bien que nous ne pouvons être certains qu'il s'agisse de la solution qui était 

visée par le manuel, nous sommes d'avis qu'elle est tout aussi valable puisqu'elle fait 

intervenir uniquement des notions traitées dans le recueil. De plus, même si notre solution 

était plus complexe que celle espérée par les auteurs du manuel, les difficultés inhérentes à 

l'activité de démonstration et les éléments de fonnalisme qu'elle comporte serviraient aussi 

bien l'objectif principal de ce corpus. Rappelons que cet objectif est de mettre en lumière les 

difficultés liées à la démonstration qui sont contenues dans les mathématiques avancées de 

niveau collégial et même de niveau universitaire. 

On considère f continue sur [0 ; 1] et dérivable sur ]0 ; 1[, telle que f (0) = 0 et son intégrale 

sur [0 ; 1] vaut 1. On doit montrer que la dérivée de f atteint la valeur 2 au moins une fois 

dans]O; 1[. 
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D'abord, le résultat est intuitivement accessible y 
y = 2x(mais pas pour autant facile, même intuitivement!). 

2On voit bien que si le taux d'accroissement de f ne 

prend pas la valeur 2, le graphique de f restera, sur 

[0 ; 1], ou bien partout au-dessus de celui de g (x) = 

2x (la droite de pente 2), ou bien partout en dessous. 1 

Mais alors, l'intégrale de f sur [0; 1] sera 

respectivement plus grande, ou plus petite que celle 

de g, qui vaut bien sûr 1 : problème! Il faut donc 

1 x 
nécessairement que le graphique de f croise la droite 

y = 2x quelque part entre 0 et l, disons en un certain 

point (xQ; 2xQ). Si nous aITivons à montrer cela, il 

suffira alors d'appliquer le théorème de Lagrange àf 

entre (0 ; 0) et (xo ; 2xo). 

x x 

Considérons la fonction F(x) =fg(/) - f(t) dl =f21 - f(t) dt. On a alors F(O) = 0 et: 
o 0 

1 1 1 

F(l) =f2t - f(t) dt = f2t dt - ff(t) dt =1-1 =O. 
000 

F est continue sur [0; 1] et dérivable sur ]0 ; 1[ puisque fi' est (intégrer une fonction 

augmente son ordre de dérivabilité de 1). On peut donc appliquer le Théorème de Rolle à F, 

ce qui signifie qu'il existe au moins une valeur Xo dans ]0 ; 1[ où la dérivée de F s'annule. 

Mais la dérivée de F, par le théorème fondamental du calcul, c'est 2x - f(x). Il existe donc Xo 

dans ]0 ; 1[ tel que 0 = F'(xo) = 2xo - f(xo), c'est-à-dire tel que f(xo) = 2xo. Appliquant le 

théorème de Lagrange àf entre 0 et XQ, on obtient que: 

::Je E]O; x [ tel que f'(e) = f(xo)- f(O) =2xo-0 =2. o
Xo-0 Xo 

Comme 0 < C < Xo < 1, c est bien la valeur cherchée. • 
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Analyse du problème synthèse 21, chapitre 3 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? Pour mener cette tâche à 

terme, l'étudiant doit maîtriser les notions de continuité et de dérivabilité d'une 

fonction. De plus, il doit comprendre ce que signifie fol [(x)dx = 1. Cette 

compréhension est nécessaire puisque la démonstration repose en grande partie sur 

cet élément. Selon nous, le recours aux représentations graphiques de ces différentes 

notions, bien que non essentiel, est un grand atout. Il permet une meilleure 

appropriation de la situation en donnant à l'étudiant la possibilité de visualiser les 

différentes composantes de la tâche if continue et dérivable sur [0, 1], f(O) = 0, 

l'intégrale de f sur [0, 1] vaut 1 et J'(c) = 1), en plus de voir comment elles 

interagissent entre elles. C'est de cette analyse de la situation que découlera 

l'utilisation de plusieurs théorèmes centraux en analyse tel que le théorème de 

Lagrange, le théorème de Rolle et le théorème fondamental du calcul. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Chacune des notions mises à 

contribution dans cette tâche a été présentée et travaillée dans des sections antérieures 

du manuel. 

A quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Elles se rapportent au 

domaine de l'analyse. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est felmé puisque sa valeur de vérité est connue. Aucun indice 

n'est fourni. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu 'alors? Il s'agit d'un type de 

problèmes qui avait été ignoré jusqu'alors. Le nombre d'arguments à invoquer, leur 

nature ainsi que la complexité de l'analyse préalable de la situation qui est requise 

pour pouvoir débuter la construction de la démonstration sont nouveaux pour 

l'étudiant. 
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Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisOlUlement déductif élaboré est à 

mettre en jeu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

place non négligeable dans cette démonstration. Premièrement, en tenant pour acquis 

que les notations que nous avons utilisées dans notre solution sont effectivement 

attendues de la part des étudiants, la notation de la fonction F nécessite l'utilisation 

d'une variable muette t dont le rôle peut échapper à l'étudiant. Deuxièmement, 

l'utilisation du théorème de Rolle et du théorème de Lagrange dans la même tâche 

peut, selon nous, causer quelques difficultés liées à l'élément c qui est impliqué dans 

l'énoncé de chacun de ces théorèmes. En effet, un étudiant pourrait croire que 

l'élément c dont il est question dans le théorème de Rolle correspond à l'élément c du 

théorème de Lagrange puisqu'ils sont tous deux représentés par le même symbole. 

Cette ambiguïté est accentuée davantage par la présence d'un troisième élément c, 

soit le point de l'intervalle [0, 1] où la dérivée de la fonction f vaut 2. Pour 

départager ces trois éléments c, l'étudiant doit prendre conscience de ce que chacun 

représente. Cette prise de conscience lui pelmettra de réaliser que l'élément c du 

théorème de Lagrange conespond ici à celui qui est mentiolUlé dans l'énoncé de la 

tâche. Pour éviter toute confusion, l'étudiant devra utiliser le théorème de Rolle en 

prenant soin de nommer différemment l'élément c initialement mentiolUlé dans 

l'énoncé de ce théorème (dans la solution présentée, l'élément c lié au théorème de 

Rolle a été rebaptisé xo). La présence d'un même symbole dans trois contextes 

demande à l'étudiant. une gestion efficace et une compréhension impeccable des 

éléments qui sont représentés par ce symbole dans chacun des cas. 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

Chacun des éléments de symbolisme impliqué dans l'énoncé de la tâche a déjà été 

utilisé par l'étudiant dans des exercices proposés antérieurement dans le manuel. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier, ou des quantificateurs cachés? 

Outre un quantificateur existentiel écrit en langage naturel, aucun autre élément n'est 

implicite dans l'énoncé. 
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Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est complexe, il s'agit en fait d'un 

arbre d'inférences. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est disponible. Aucune indication n'est fournie à l'étudiant pour 

l'aider dans la résolution de la tâche. Il doit analyser la situation qui lui est présentée 

et puiser dans son bagage de connaissances pour déceler les éléments susceptibles 

d'intervenir dans la démonstration. 

Quels théorèmes appliquer? Le théorème de Rolle, le théorème de Lagrange et le 

théorème fondamental du calcul sont à appliquer. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Un nombre considérable 

d'arguments est à développer dans cette tâche. En plus des trois théorèmes 

mentionnés précédemment, l'étudiant doit avoir recours à l'affirmation qu'intégrer 

une fonction augmente son ordre de dérivabilité de l, à certaines propriétés des 

intégrales définies en plus d'utiliser des arguments de nature algébrique. La nature 

des arguments à employer doit également être soulevée. Alors que la majorité des 

démonstrations analysées dans le manuel mettent en œuvre un théorème auquel 

s'adjoint quelques arguments simples et souvent calculatoires, la présente tâche 

requiert l'intervention de trois théorèmes centraux en analyse dont la mise enjeu et la 

combinaison surpasse grandement la réalisation de manipulations algébriques. La 

pluralité d'arguments à développer et leurs natures n'est pas le seul point à prendre 

en considération. En effet, nous croyons que le véritable défi de cette tâche consiste 

à trouver les arguments qui doivent être mis à contribution. L'étudiant doit analyser 

la situation en profondeur pour dévoiler les théorèmes qui devront être utilisés pour 

démontrer l'énoncé. Ces théorèmes ne sont pas facilement accessibles et requièrent 

une analyse préalable importante de la situation. Parmi tous les problèmes étudiés, 

un seul autre requiert de l'étudiant qu'il réalise une telle analyse. Celui-ci est 
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présenté un peu plus loin dans ce corpus (voir section Complexité de la structure 

déductive). 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue doit être effectué par 

l'étudiant. Celui-ci doit momentanément délaisser la fonction f qui lui est présentée 

dans l'énoncé de la tâche pour porter son attention sur la fonction F qui a été 

construite à l'aide de la fonction f et de la fonction g, qui doit être introduite par 

l'étudiant. La construction de F repose sur la compréhension de la situation, plus 

précisément sur le fait que le graphique de f doit inévitablement croiser le graphique 

de g sur l'intervalle [0, ]] pour que l'intégrale de f sur cet intervalle vaille 1. Un 

recours aux représentations graphiques est également pertinent dans cette 

démonstration. Tel que nous l'avons mentionné antérieurement, cette tâche n'est pas 

facilement accessible intuitivement et ce, d'autant plus si elle est étudiée 

algébriquement. Les expressions impliquées dans l'énoncé de la tâche sont simples, 

mais leurs interactions restent selon nous complexes à percevoir. C'est pourquoi 

nous avançons que, bien qu'elles ne soient pas nécessaires, l'utilisation de 

représentations graphiques pour représenter les éléments mentionnés dans l'énoncé 

de la tâche peut constituer une porte d'entrée dans la situation pour l'étudiant. Elles 

peuvent permettre de prendre contrôle de la situation en dévoilant comment les 

différents éléments interagissent. Une telle prise de conscience dévoile des pistes à 

exploiter lors de la construction de la démonstration et s'avère donc être un élément 

déclencheur efficace. 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? Les 

fonctions g et F doivent être introduites par l'étudiant. De plus, la notation de la 

fonction F, telle que nous l'avons définie, nécessite l'introduction d'une variable 

muette, t. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Les quantificateurs existentiels 

compris dans l'énoncé du théorème de Rolle et du théorème de Lagrange doivent être 

pris en considération par l'étudiant. 
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y a-t-il un nouveau vocabulaire ou symbolisme à gérer? La présence dans une même 

tâche de trois éléments distincts représentés par un unique et même symbole, c, est 

une première pour l'étudiant qui devra les départager et les gérer adéquatement. 

Pour analyser la démonstration du théorème fondamental du calcul et la démonstration 

attendue au problème synthèse 21 du chapitre 3, deux grilles différentes ont été utilisées. En 

effet, la grille d'analyse qui est utilisée pour étudier les démonstrations présentées aux 

étudiants dans les sections théoriques du manuel comporte uniquement deux axes, tandis que 

celle utilisée pour les démonstrations qui doivent être élaborées par l'étudiant en comporte 

trois. Les fondements de cette différence ayant été traités au chapitre Méthodologie (voir 

§ 3.2.5), nous n'y consacrerons pas davantage d'explication. Étant donné qu'il s'agissait des 

premières analyses à l'aide de chacun des deux modèles de grilles, nous avons présenté, pour 

chacune des deux analyses, la grille complète sans qu'aucune modification ne lui soit 

apportée. Cependant, pour les analyses subséquentes, les questions de notre grille ne 

s'appliquant pas à la tâche sous analyse seront retirées. L'objectif de ce «tri» est de mettre 

en lumière les éléments caractéristiques de chacune des tâches en évitant de surcharger 

l'analyse avec des questions dont les réponses n'amènent aucun nouveau regard sur la 

démonstration étudiée. 

4.1.1.2 Répétition d'arguments 

Parmi toutes les démonstrations analysées dans le manuel du cours de Calcul intégral NYB, 

trois5 ont nécessité la répétition d'un argument. L'analyse d'une de ces tâches est présentée 

ci-dessous. 

Problème synthèse 19, chapitre 1 (p. 48) 

Soitfune fonction continue et dérivable sur IR. 

5 En plus du Problème synthèse 19 présenté dans cette section, la démonstration du théorème 
2.2 (Charron et Parent, 2004, p. 61) et la démonstration attendue au Problème synthèse 22 du chapitre 
5 (idem, p. 278) ont requis une répétition d'arguments. 
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a) Démontrer que si f' a k zéros distincts, alors f a au plus k+ 1 zéros distincts. 

b) Si f" est définie et a k zéros distincts, déterminer le nombre maximal de zéros que f 
possède. 

c) Sif(n) est définie et a k zéros distincts, déterminer le nombre maximal de zéros quef 

possède. 

Réponse attendue au problème synthèse 19, chapitre 1 

La démarche de la sous-question a) est inspirée du solutionnaire du manuel Calcul intégral 

Mathématique 203, 2e édition (Charron et Parent, 1997, p. 337). Certains détails, tels que la 

vérification des hypothèses du théorème de Rolle, y ont cependant été ajoutés pour affiner la 

démonstration fournie par le manuel. En ce qui concerne les solutions des sous-questions b) 

et c), elles ont été rédigées par l'auteur de cette recherche. L'utilisation que nous avons faite 

de l'énoncé démontré en a) nous pOlte à croire que les solutions que nous avons fournies sont 

bel et bien celles attendues. 

a)	 Démontrons, par l'absurde, que f a au plus k+ 1 zéros distincts. Supposons que fa 

k+2 zéros distincts: Zj, Z2, Z3, ... , Zk+2. 

En appliquant le théorème de Rolle àf sur chaque intervalle [zj, Z2], [Z2, Z3], ... , [Zk+j, 

Zk+2] (il est possible d'appliquer le théorème de Rolle, car fest continue et dérivable 

sur IR, et donc sur chacun des sous-ensembles de IR, et f(z,) = f(zJJ = ... =f(Zk+2)= 0), 

alors 

:Ic1 E]Zl' zz[ tel que [' (Cl) == 0 

:Icz E]ZZI Z3 [ tel que [' (Cz) == 0 

donc f ' possède k+1 zéros distincts, ce qui contredit les hypothèses.
 

D'oùfa au plus k+ 1 zéros distincts.
 

•
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b)	 Si j'est continue et différentiable sur IR et que j" a k zéros distincts, alors il est 

possible d'appliquer l'énoncé démontré en a) à la fonctionj" et on obtient ainsi que 

j'a au plus (k+1) zéros distincts. En réappliquant l'énoncé a) à la fonctionj', on 

obtient queja au plus ((k+ 1)+1) = (k+2) zéros distincts. Pour appliquer l'énoncé a) à 

j', j doit être continue et dérivable sur IR. 

c)	 Un raisonnement identique à celui utiliser en b) est ici mis en œuvre. En appliquant 

l'énoncé démontré en a) àj(n), puis àj(n./), puisj(n.2), ... et finalement à j', on 

obtient que j a un maximum de (k+n) zéros distincts. 

Analyse du problème synthèse 19, chapitre 1 

Premier axe d'analyse: Description globale de la siluation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en jonctionnement ? Les connaissances à mettre 

en fonctionnement sont les notions de continuité et de dérivabilité. L'étudiant doit 

comprendre les implications de l'énoncé « (... ] j'a k zéros distincts (... ] ». Une 

interprétation graphique de cet énoncé est aussi utile pour comprendre pleinement la 

tâche. L'étudiant dont on désire une compréhension maximale devrait faire le lien 

entre un zéro de la fonction j'et le fait que la fonction j possède une tangente 

horizontale en ce même point. Cet élément n'est par contre pas essentiel pour 

résoudre la tâche, puisque l'étudiant pourrait se contenter d'appliquer machinalement 

le théorème de Rolle sans en saisir pleinement les dessous. Une connaissance de la 

méthode de preuve par l'absurde est également requise. 

S'agil-il de notions déjà vues ou nouvelles? La continuité et la dérivabilité d'une 

fonction sont des notions qui ont été introduites en NYA. Leur interprétation 

graphique a également été abordée dans ce cours. Le théorème de Rolle a été 

introduit dans la section théorique 1.2 du manuel. Cependant, puisque plusieurs 

tâches proposées aux étudiants dans des sections d'exercices précédant la section 

Problèmes Synthèses mettaient en jeu le théorème de Rolle, nous ne considérons plus 

cette notion comme nouvelle pour l'apprenant. En ce qui concerne la méthode de 

preuve utilisée, celle-ci est connue des étudiants puisque la démonstration du 
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théorème de l'unicité d'un zéro (voir § 4.1.1.3), qui est présentée dans une section 

théorique du chapitre 1 précédant la section Problèmes synthèses, la met en œuvre. 

Ji. quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-if plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elfes liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte trois sous-questions qui sont liées. En effet, 

la question b) utilise l'énoncé démontré en a) tandis que la sous-question c) est la 

généralisation des questions a) et b). 

L'énoncé est-if ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? La valeur de vérité de l'énoncé à démontrer à la sous-question a) est 

connue. Aucun indice n'est fourni à l'étudiant. Pour ce qui est des sous-questions b) 

et c), nous croyons que, bien que cela ne soit pas mentionné explicitement dans 

l'énoncé, l'étudiant pensera à utiliser l'énoncé a) pour réaliser les tâches demandées. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? Ce type de problème 

est nouveau pour l'étudiant. Bien que cette tâche comporte certaines ressemblances 

avec le problème synthèse 186 qui la précède dans le manuel (il s'agit de deux 

démonstrations du type « démontrer que si... alors il y a au plus ... »), les 

connaissances qui y sont mises en jeu sont très différentes. Il est important de 

mentiormer que le problème synthèse 18 est traité plus en détail à la section Nécessité 

d'une écriture quantifiée (voir § 4.1.1.5). Le lecteur peut donc s'y référer. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Pour réaliser la démonstration en a) un 

raisonnement par l'absurde doit être mis en œuvre. En ce qui concerne les sous

questions b) et c), un raisormement par analogies doit être utilisé. En effet, l'étudiant 

doit voir qu'il existe des similitudes entre ces sous-questions et la sous-question a). 

6 «Nous appelons a une valeur fixe d'une fonction f, si /(a) = a. Démontrer que si / est 
dérivable et que [' Cc) *' 1 Tfe E~, alors la fonction/possède au plus une valeur fixe. » (Charron et 
Parent, 2004, p. 48) 
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Les arguments qui ont été mis en œuvre pour construire la démonstration de l'énoncé 

a) peuvent, et doivent, être réutilisés pour réaliser les tâches b) et c). 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Les notations fonctionnelle et 

ensembliste sont impliquées dans l'énoncé et la démonstration. Les éléments de 

complexité liés au formalisme utilisé dans le théorème de Rolle doivent être pris en 

considération. Ces éléments ont d'ailleurs été explicités dans l'analyse de la 

démonstration du théorème de Rolle (voir § 4.1.4.1). Il est également important de 

prendre conscience de la complexité de l'écriture liée à la notation des k+2 zéros de 

la fonction f présents dans la démonstration effectuée en a). Une fois ces zéros 

déterminés et nommés, k+ 1 intervalles doivent être créés. Par la suite, le théorème 

de Rolle sera appliqué sur chacun de ces intervalles obtenant ainsi k+ 1 valeurs, soit 

une valeur par intervalle, notées Ci, pour lesquelles la dérivée de la fonction f sera 

nulle. Ces différentes valeurs Ci devront être nommées adéquatement ce qui 

représente une difficulté. La gestion de ces k+2 zéros et de ces kt 1 valeurs Ci 

demande une bonne gestion des indices utilisés dans les notations, ce qui est 

complexe pour plusieurs étudiants de niveau collégial. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier ou de quantificateurs cachés? 

Un quantificateur écrit en langage naturel est à prendre en considération dans 

l'énoncé de la tâche: « [... ] f a au plus [c'est nous qui soulignons] k+l zéros 

distincts ». La compréhension de cette quantification est primordiale puisque le 

raisonnement par l'absurde utilisé dans la démonstration repose justement sur la 

négation de cette quantification. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. La 

démonstration repose en fait sur l'application du théorème de Rolle. Il est selon nous 

important de mentionner que le schéma déductif ne semble pas tout à fait adéquat 

pour représenter une démonstration faisant intervenir un raisonnement par l'absurde. 

En effet, le pas déductif mettant au jour la contradiction est difficilement 

représentable dans un schéma déductif. De plus, un en-tête doit être ajouté au 

schéma de manière à poser clairement la négation du résultat que l'on cherche à 
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démontrer. Puisque toutes les déductions découlent de cette négation, il serait très 

difficile de comprendre un schéma déductif n'ayant pas explicité cet élément. Ce 

type de modifications apporté au schéma déductif d'un raisonnement par l'absurde 

est d'ailleurs explicité dans J'analyse de la démonstration du théorème de l'unicité 

d'un zéro (vo'ir § 4.1.1.3). 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Aucune indication ne vient encadrer la 

réalisation de la démonstration à la sous-question a). Nous croyons qu'un étudiant 

ayant fait et réussi le problème synthèse 18 aura sans doute un indice sur ·Ia voie à 

suivre pour réaliser la démonstration demandée en a). En effet, le recours au 

raisonnement par l'absurde ~era sans doute plus facile à voir pour un étudiant qui y a 

déjà été confronté dans la tâche précédente. Malgré les indices sur la méthode à 

utiliser pour réaliser la démonstration, nous croyons que le recours au théorème de 

Rolle doit entièrement être découvert par l'étudiant, ce qui demande une bonne 

analyse et compréhension de la situation. Devant ce constat, nous avons décidé de 

classer les mises en fonctionnement des connaissances requises dans cette tâche au 

niveau disponible. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité très restreinte 

d'arguments doit être développée pour réaliser la démonstration en a) : la continuité 

et la dérivabilité de f sur un sous-intervalle de lR ainsi que le théorème de Rolle. Pour 

les sous-questions b) et c), l'énoncé démontré en a) doit être utilisé pour compléter la 

tâche. 

y a-t-il à répéter un argument? Une répétition d'argument est nécessaire. En effet, 

l'énoncé démontré en a) et le raisonnement mis en œuvre pour réaliser cette 

démonstration doivent être réutilisés dans les sous-questions b) et c). Dans le cas de 

la sous-question b), l'énoncé a) doit être appliqué une première fois à la fonctionf)) 

de manière à déterminer le nombre maximal de zéros distincts de la fonctionf', puis 

une seconde fois à la fonction f' pour finalement trouver le nombre maximal de 

zéros distincts de la fonction f Dans le cas de la sous-question c), une répétition est 
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encore nécessaire puisque l'énoncé a) doit être appliqué successivement aux 

fonctions f (n), f (11-1), f (n-2), f (n-3), ... , f' pour trouver le nombre maximal de zéros 

distincts de la fonction f 
y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? L'utilisation d'un raiso1U1ement par l'absurde dans la 

démonstration de l'énoncé a) nécessite un changement de point de vue puisque la 

démonstration porte sur la négation de l'énoncé plutôt que sur l'énoncé lui-même. 

Les sous-questions b) et c) requièrent également un changement de point de vue. Il 

consiste à faire de f' la fonction à laquelle on applique le théorème de Rolle. 

L'étudiant ne doit pas voir les fonctions f et f' de l'énoncé a) comme des objets 

fixes. Il doit comprendre que l'énoncé a) établit un lien entre le nombre maximal de 

zéros distincts d'une fonction et le nombre de zéros distincts de sa dérivée. Un 

étudiant ayant une vision plutôt statique de l'énoncé a) aurait de la difficulté à utiliser 

l'énoncé avec d'autres fonctions que celles indiquées explicitement, soitfetf '. 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

Pour réaliser la démonstration de l'énoncé a), k+2 zéros distincts, nommés Zl à Zk+2, 

doivent être introduits par l'étudiant. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? En plus du quantificateur écrit en 

langage naturel dans l'énoncé de la tâche, les quantifications liées à l'utilisation du 

théorème de Rolle doivent être prises en considération par l'étudiant. 

y a-t-il un nouveau vocabulaire ou symbolisme à gérer? Un symbolisme doit être 

géré par l'étudiant. Tel que nous l'avons mentio1U1é précédemment, la gestion des 

k+ 2 zéros, des k+ 1 intervalles créés à partir de ces zéros, ainsi que des k+ 1 valeurs Ci 

associées à ces intervalles, demande beaucoup de la part de l'étudiant, qui n'est 

souvent pas habitué à gérer un nombre aussi important de symboles et d'indices. 

4.1.1.3 Sélection d'informations 

La sélection d'informations telle que décrite par Robert (1998) consiste à disséquer un 

théorème avant de l'utiliser pour ne retenir que ce qui est utile pour la construction de la 

démonstration en cours. Puisque les théorèmes couverts dans le cours NYB sont, pour la 
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majorité, composés de quelques hypothèses menant à une seule conclusion, ceux-ci peuvent 

difficilement être décomposés et utilisés en « pièces détachées» dans une démonstration. 

C'est selon nous ce qui explique la quasi-absence de cette difficulté dans les démonstrations 

étudiées. Seulement trois des démonstrations analysées requièrent une sélection 

d'informations. 

• La démonstration du théorème Unicité d'un zéro présentée dans la section théorique 

1.2 doit être faite en deux parties, soit la démonstration de l'existence du zéro et, 

ensuite, la démonstration que celui-ci est unique. À ce titre, l'information 

(hypothèses, théorèmes à appliquer) pertinente à chacune des parties doit être 

sélectionnée pour mener à bien les deux démonstrations. La démonstration du 

théorème Unicité d'un zéro est d'ailleurs présentée un peu plus bas. 

• La seconde démonstration pouvant nécessité une sélection d'informations est celle 

requise à l'exercice récapitulatif 24 du chapitre 6. Cette démonstration correspond en 

fait à une portion de la démonstration d'un théorème qui a été présentée 

antérieurement dans le manuel. Un étudiant ayant remarqué cette situation pourra 

sélectionner les parties de la démonstration qui s'appliquent au contexte de l'exercice 

récapitulatif 24 et ainsi produire la démonstration demandée. L'analyse complète de 

cette démonstration n'est pas fournie dans la présente section, mais nous invitons le 

lecteur à aller la consulter à la section Changement de point de vue (voir § 4.1.1.4). 

• La démonstration requise au problème synthèse 25 du chapitre 6 nécessite elle aussi 

une sélection d'informations. En effet, on ne doit y faire intervenir qu'une portion 

d'un théorème. C'est à l'étudiant de disséquer celui-ci adéquatement pour ne 

mentionner que ce qui a un impact dans la tâche. L'analyse complète de ce problème 

est présentée un peu plus loin (voir § 4.1.3). 

Il est à noter que nous n'avons pas retenu comme sélection d'informations l'utilisation d'une 

des deux parties du théorème fondamental du calcul. Selon nous, le fait que l'énoncé du 

théorème soit présenté en deux parties distinctes indique implicitement à l'étudiant que 

chacune des ces parties pourra être utilisée individuellement. Cette indication évite à 

l'étudiant d'avoir recours à une sélection d'informations. 
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Théorème 1.5 : Unicité d'un zéro 

Le théorème et la démonstration qui suit sont retranscrits tels quels du manuel (p. 21). 

Sif est une fonction telle que 

1) f est continue sur [a, b]; 

2) f est dérivable sur ]a, b[; 

3) f (a) etf(b) sont de signes contraires; 

4) t' (x) * 0, Vx E]a, bL 

alors il existe un et un seul nombre 2 E]a, b[ tel quef(z) = O. 

Démonstration du théorème unicité d'un zéro 

Le théorème se démontre en deux parties. 

a) Démontrons d'abord l'existence d'au moins un zéro. 

Puisque 1) f est continue sur [a, b] et 2) f (a) et f (b) sont de signes contraires, alors il 

existe au moins un 2 E] a, b [ tel quef (z) = 0 (corollaire, page 17). 

b) Démontrons, par l'absurde, l'unicité de ce zéro. 

Supposons qu'il existe dans [a, b] un second zéro différent de z. 

Soit 21 E]a, b[ tel que 2 < 21 et fez,) = O. 

Appliquons le théorème de Rolle àfsur [z, z,l 

1) fest continue sur [z, zd, carfest continue sur [a, b]; 

2) f est dérivable sur ]z, Zl [, carf est dérivable sur ]a, b[; 

3) fez) = 0 etf(zj) = 0, d'oùf(z) =fez,). 

Alors :Je E]2, 21 [ tel que f 'Cc) = 0, ce qui contredit l'hypothèse 4 du théorème, donc 

[(21) * o. 
D'où il existe un et un seul nombre 2 E]a, b[ tel quef(z) = O. 

• 
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Analyse de la démonstration du théorème unicité d'un zéro 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Les connaissances à mettre 

en fonctionnement sont les notions de continuité et de dérivabilité d'une fonction f 
La connaissance de l'interprétation graphique de ces notions est également un atout 

puisqu'elle sera utile pour comprendre pleinement les énoncés qui interviennent dans 

la démonstration. Le lien qui unit dérivée nulle et tangente horizontale est également 

un élément qui peut grandement faciliter la compréhension de cette démonstration. 

De plus, une connaissance de la méthode de preuve par l'absurde est requise. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les notions de continuité et de 

dérivabilité ont déjà été traitées dans le cours NYA. Le corollaire du théorème des 

valeurs intermédiaires7 et le théorème de Rolle ont été introduits dans des pages 

précédentes du manuel. La méthode de preuve par l'absurde est, quant à elle, déjà 

connue des étudiants. De plus, une capsule historique portant sur la preuve par 

l'absurde est présentée tout juste avant le théorème unicité d'un zéro. 

.À quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 

Deuxième et troisième axe d'analyse: Les tâches prescrites et les activités attendues des 

étudiants 

Qu'est-ce qui est attendu de l'étudiant par la présentation de cette démonstration? 

Des indices facilitant la réalisation/compréhension de la tâche sont-ifs fournis? On 

attend de l'étudiant qu'il lise et comprenne le théorème et sa démonstration. Aucun 

indice n'est fourni. 

7 « Si f est une fonction telle que:
 
1) fest continue sur [a, b];
 
2) f(a) etf(b) sont de signes contraires,
 

alors il existe au moins un nombre c E: ]a, b[ tel que f (c) = O. » (Charron et Parent, 2004, 
p. 17) 
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L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elfes liées 

ou indépendantes? Des étapes ont-elfes été introduites dans la démonstration? 

L'énoncé comporte une seule étape. En ce qui concerne la démonstration, deux 

étapes sont introduites: on démontre l'existence d'un zéro pour ensuite démontrer 

que celui-ci est unique. 

S'agit-if d'un type de démonstrations qui était ignoré jusqu'alors? Le théorème est 

un problème d'existence, problème qui ne fait pas partie du paysage mathématique 

des élèves du secondaire. Il est également question d'unicité dans ce théorème, ce 

qui complexifie davantage la tâche pour les étudiants. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement par l'absurde est en jeu. 

Quelfe est l'importance du formalisme dans la tâche? La présence d'intervalles 

felmé, [a, b], et ouvert, ]a, b[, dans l'énoncé du théorème constitue un élément de 

complexité non négligeable. Puisque cet élément est traité en profondeur à la section 

Éléments de formalisme (§ 4.1.4.1), nous y référons le lecteur. La démonstration par 

l'absurde de l'unicité du zéro renferme certains éléments de complexité que nous 

voulons traiter. Elle nécessite l'introduction d'un objet, soit un second zéro, nommé 

Zj, qui diffère de z. De plus, il est établi sans explication que Z < ZI ce qui constitue, à 

nos yeux, une difficulté. Effectivement, certains étudiants pourraient croire que cette 

inégalité restreint les cas pour lesquels la démonstration présentée est valable. 

L'affilmation Z < Z, est un élément de complexité syntaxique qui demandera à 

l'étudiant une certaine réflexion. Celui-ci doit comprendre que la généralité de la 

démonstration n'est pas limitée par un tel énoncé puisque les deux zéros présents sur 

l'intervalle ]a, b[ peuvent toujours être nommés de façon à ce que l'inégalité Z < ZI 

soit respectée. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-if d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est relativement simple et linéaire. 

Très peu de pas déductifs sont requis. Par contre, la présence d'un raisonnement par 

l'absurde complexifie la réalisation d'un schéma déductif représentant la 

démonstration. En effet, tel que mentionné antérieurement, le pas déductif dévoilant 

la contradiction est difficilement représentable dans le schéma. De plus, la négation 

du résultat que l'on cherche à démontrer doit être indiquée en en-tête du schéma. Cet 
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ajout est essentiel pour être en mesure de comprendre les déductions qui découlent de 

cette nouvelle hypothèse. Dans le but d'illustrer nos propos, nous présentons à la 

figure 4.1 le schéma déductif de la démonstration qui est présentée dans le manuel. 

Pour rester fidèle à ce qui est présenté dans le recueil, seules les règles d'inférence 

qui sont mentiOlmées par les auteurs ont été intégrées à la représentation. 

Un schéma déductif possible pour la démonstration de l'unicité de ce zéro, telle 

qu'elle est présentée dans le manuel 

Supposons qu'il existe dans [a, b] un second zéro différent de z. Soit Zi E: ]a, b[ tel 

que Z < ZJ etf(zi) = O. 

lest continue sur [a, bl 1est dérivable sur ]0, b[ 

lest dérivable sur )z, Zl[ 

Théorème de Rolle 

l'(x) "# 0, \:Ix E )a,b[ 
(4' hypothèse du Théorème 

Unicité d 'un zéro) ,
• 

Contradiction 

Il existe un et un seul nombre 
Z E ]0, b[ tel que fiz) = O. 

Figure 4.1 Schéma déductif possible pour le théorème d'unicité d'un zéro 
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Le schéma déductif illustré précédemment représente la démonstration qui figure 

dans le manuel. On remarque que plusieurs déductions sont présentées sans la 

moindre explication. De plus, certains pas déductifs sont en fait le « résumé» de 

petites chaînes déductives. Ceci est par exemple le cas du pas déductif présenté à la 

figure 4.2 : 

,.....- lest continue sur la, bl 

"ix E [a, b] , j{x) est continue Z E )a,b[ ZI E )a,b[ 

• 
1 1 

"ix E [z, Zl] , j{x) est continue 

~ lest continue sur Iz, zd 

Figure 4.2 Chaîne déductive masquée 

Une telle synthèse d'une chaîne déductive masque une partie du raisonnement à 

l'étudiant, altérant peut-être ainsi la compréhension globale qu'il aura de la 

démonstration. Devant ce phénomène, une question qui nous avait préoccupés dans 

nos analyses précédentes refait surface (voir § 4.1.1.1: Pluralité d'arguments 

impliqués dans la démonstration) : quels éléments doivent être démontrés et lesquels 

peuvent être tenus pour acquis? 

y a-t-il plusieurs arguments développés à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est développée: corollaire du théorème de la valeur intermédiaire, 

propriété de continuité et de dérivabilité d'une fonction sur un intervalle ainsi que le 

théorème de Rolle. Notons que le corollaire du théorème de la valeur intermédiaire 

doit être compris par les étudiants, mais qu'aucune démonstration de cet énoncé ne 

leur est fournie dans le manuel. Une illustration de la véracité du corollaire pour la 
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Sfonction polynomiale f (x) = 13 - x - X - 5x2 
- 4x leur est par contre présentée à la 

page 17, qui est celle où le corollaire est énoncé la première fois. 

Un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation est-il 

introduit (sans indication)? La méthode de preuve par l'absurde requiert un 

changement de point de vue puisque la démonstration s'opère désormais sur la 

négation de l'énoncé et non sur l'énoncé lui-même. Un passage au registre graphique 

peut s'avérer utile pour que l'étudiant comprenne pleinement le théorème à 

démontrer ainsi que les éléments qui entrent en jeu dans la preuve. 

Une sélection d'informations est-elle effectuée? Une sélection d'informations est 

effectuée au niveau de l'énoncé de manière à partager la démonstration en deux 

étapes: la démonstration de l'existence d'un zéro et la démonstration de l'unicité de 

ce zéro. 

Une quantification est-elle à repérer? Des quantificateurs existentiels écrits en 

langage naturel sont à prendre en considération. De plus, l'énoncé du théorème 

comporte un quantificateur existentiel « particulier» puisque le théorème précise 

qu'il existe « un et un seul nombre z» tandis qu'ordinairement, le quantificateur 

existentiel signifie qu'il existe au moins un élément remplissant une condition 

donnée. Le caractère d'unicité qui est adjoint au quantificateur existentiel doit être 

pris en considération puisque la démonstration b) y est directement rattachée, celle-ci 

reposant en effet entièrement sur la négation de ce quantificateur (preuve par 

l'absurde). Un quantificateur universel est aussi présent sous forme symbolique dans 

l'énoncé. Celui-ci doit être bien interprété par les étudiants, puisque la contradiction 

obtenue dans la preuve par l'absurde repose sur ce quantificateur universel. 

4.1.1.4 Changement de point de vue introduit sans indication 

Cette exigence en matière de démonstration, qui fait son apparition dans les mathématiques 

avancées, est sans aucun doute celle qui est la plus sollicitée dans les démonstrations 

analysées. En effet, près des deux tiers des démonstrations étudiées nécessitent un 

changement de point de vue. Lors de l'analyse des démonstrations du manuel rédigé par 

Charron et Parent, nous avons décidé de considérer conune un changement de point de vue 
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toutes modifications, réécritures ou ajouts qui étaient faits aux données fournies 

explicitement dans l'énoncé. Après avoir analysé l'ensemble des 37 démonstrations du 

manuel, nous avons remarqué que certaines caractéristiques étaient communes à plusieurs 

changements de point de vue, ce qui nous a permis de créer trois sous-catégories: 

1.	 Changement de point de vue réalisé par l'introduction d'un nouvel objet. Cette 

fonne de changement de point de vue est, selon nous, la plus complexe puisqu'elle 

nécessite une compréhension approfondie de la situation. L'étudiant ne peut débuter 

l'élaboration de la démonstration directement avec les données qui lui sont fournies. 

Il doit plutôt les étudier et les combiner pour tenter d'en déduire un nouvel élément 

lui pennettant d'accomplir la démonstration demandée. Dans la majorité des cas, 

l'élaboration d'un tel objet demande de l'étudiant qu'il ait déjà en tête un canevas de 

la démonstration à effectuer. Des changements de point de vue de cette sous

catégorie ont été identifiés dans 88 des 37 démonstrations analysées. 

2.	 Changement de point de vue réalisé par la modification des objets présents dans 

l'énoncé de la tâche. Cette modification peut aussi bien consister en la réalisation de 

manipulations algébriques sur une expression donnée pour l'exprimer sous une fonne 

différente, mais équivalente (il peut par exemple s'agir de transfonner une fonction 

rationnelle en somme de fractions partiel1es pour pennettre l'opération d'intégration), 

qu'en la mathématisation d'un énoncé donné en langage naturel. Une telle 

mathématisation d'énoncé nécessite l'utilisation d'un fonnalisme mathématique, ce 

qui constitue une difficulté supplémentaire pour l'étudiant. Des changements de point 

8 En plus de la démonstration du théorème de Lagrange présentée dans cette section, les 
démonstrations suivantes ont requis un changement de point de vue de la première sous-catégorie: 
corollaire de Lagrange (Charron et Parent, 2004, p. 25), exercice 6 de la section 1.2 (idem, p. 26), 
théorème fondamental du calcul (idem, p. 134), exercice 6 de la section 3.1 (idem, p. 118), exercice 
récapitulatif 2 du chapitre 3 (idem, p. 166), théorème 5.1 (idem, p. 251) et problème synthèse 25 du 
chapitre 6 (idem, p. 366). 
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de vue de cette sous-catégorie ont été identifiés dans 139 des 37 démonstrations 

analysées. 

3.	 Changement de point de vue nécessité par la méthode de preuve utilisée. Pour cette 

forme de changement de point de vue, c'est le choix de la méthode de preuve qui 

impose une nouvelle manière d'approcher la démonstration à élaborer. Des 

changements de point de vue de cette sous-catégorie ont été identifiés dans 5 10 des 37 

démonstrations analysées. 

C'est l'analyse des 37 démonstrations sélectiOImées dans le manuel qui nous a permis de 

créer les trois sous-catégories présentées ci-dessus. La construction de ces sous-catégories a 

permis de raffiner l'exigence « changement de point de vue » décrite par Robert (1998) ce 

qui bonifiera sans doute notre analyse du cours Mathématiques pour les sciences. Chacune 

de ces formes de changement de point de vue a été observée à plusieurs reprises et un 

exemple de chacune est présenté ci-dessous. 

Changement de point de vue réalisé par l'introduction d'un nouvel objet. 

Théorème 1.6 : Théorème de Lagrange 

Le théorème, la démonstration ainsi que la représentation graphique qu'elle comporte sont 

retranscrits tels quels du manuel (p. 22-23). 

9 En plus de la démonstration de l'exercice 5 de la section 5.4 présentée dans cette section, les 
démonstrations suivantes ont requis un changement de point de vue de la deuxième sous-catégorie: 
problème synthèse 19 du chapitre 1 (idem, p. 48), théorème 2.2 (idem, p. 61), exercice récapitulatif 4 
du chapitre 2 (idem, p. 101), théorème fondamental du calcul (idem, p. 134), problème synthèse 19 du 
chapitre 3, (idem, p. 171), exercice 7 de la section 4. 1(idem, p. 184), exercice 9 de la section 4.3 (idem, 
p. 209), problème synthèse 22 du chapitre 5 (idem, p. 278), théorème 6.9 (idem, p. 301), exercice 4 de 
la section 6.2 (idem, p. 309), exercice récapitulatif 24 du chapitre 6 (idem, p. 363) et problème synthèse 
3 du chapitre 6 (idem, p. 363). 

10 Outre la démonstration de l'exercice récapitulatif 24 du chapitre 6 présentée dans cette 
section, les démonstrations suivantes ont nécessité un changement de point de vue de la troisième 
sous-catégorie: théorème de Rolle (idem, p. 19), théorème d'unicité d'un zéro (idem, p. 21) et les 
problèmes synthèse 18 et 19 du chapitre 1 (idem, p. 48). 
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Si f est une fonction telle que 

1) f est continue sur [a, b]; 

2) f est dérivable sur la, b[; 

alors il existe au moins un nombre C E]a, b[ tel que r' (c) = f(b~=~(a). 

Démonstration du théorème de Lagrange 

Définissons une nouvelle fonction H(x) qui correspond à la distance verticale entre la courbe 

def et la sécante d'équation g(x) passant par (a,f(a)) et (b,f(b)). 

Soit H(x) = .f{x) - g(x), pour x E [a, b] 

ainsi H(x) = [(x) - [[(a) + f(b1=~(a) (x - a)] (voir le Test préliminaire, n08.) 

y. 
f(x) 

((b) - - -
1 
1 
1 

1 

f(a) -
: 
1 

g(x) = I(a)+ I(b)- I(a) (x-a) 
b-a 

1 

a x b x 

Vérifions si H satisfait les hypothèses du théorème de Rolle. 

1) H est continue sur [a, b], car la somme de deux fonctions continues est continue. 

2) H est dérivable sur la, b[, car la somme de fonctions dérivables est dérivable. 

3) H(a) = 0 et H(b) = 0, d'où H(a) = H(b). 

Selon le théorème de Rolle, il existe au moins un nombre c E]a, b[ tel que H'(c) = O. 

Or 

H' (x) = r' (x) _ [(b) - [(a) 
b-a 
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Ainsi 

H' Cc) = t' Cc) _ fCb) - fCa) 
b-a 

, fCb) - fCa) , 
o= f Cc) - b _ a Ccar H Cc) = 0) 

d'où t' Cc) = f(b)-f(a) 
b-a 

• 
Analyse de la démonstration du théorème de Lagrange 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Les notions de continuité, 

de dérivée et de sécante sont particulièrement importantes pour comprendre la 

démonstration du théorème. L'étudiant doit également comprendre ce qu'est la 

distance verticale entre le graphique d'une fonction et une droite sécante au 

graphique de la fonction. Cette distance verticale est au cœur de la démonstration. 

L'interprétation graphique de ces divers éléments est aussi nécessaire puisqu'elle 

permet une compréhension approfondie de la situation et des énoncés en jeu. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? À l'exception du théorème de Rolle qui a 

été introduit pour la première fois dans la section théorique du manuel, les autres 

notions ont déjà été couvertes dans le cours de Calcul Différentiel NYA. 

À quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 

Deuxième et troisième axes d'analyse: Les tâches prescrites et les activités attendues des 

étudiants 

Qu'est-ce qui est attendu de l'étudiant par la présentation de cette démonstration? 

Des indices facilitant la réalisation/compréhension de la tâche sont-ils fournis? On 

attend de l'étudiant qu'il lise et comprenne le théorème et la démonstration qui lui 

sont présentés. Pour l'aider dans son travail, le manuel fournit à l'étudiant un certain 
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nombre d'indices venant éclairer différents aspects de la démonstration. 

Premièrement, avant d'introduire la démonstration, une explication et une illustration 

graphique de l'énoncé du théorème sont offertes à l'étudiant. Par la suite, dans la 

démonstration, la fonction H est définie symboliquement, mais aussi verbalement et 

graphiquement. Une représentation graphique de la fonction est fournie et il est 

expliqué à l'étudiant que cette fonction représente la distance verticale entre le 

graphique defet la sécante au graphique de f passant par (a,f(a» et (b,f(b». Bien 

que des éclaircissements soient apportés sur la nature de la fonction H, le manuel 

n'explique pas pourquoi cette fonction doit être construite pour réaliser la 

démonstration. Pourquoi doit-on étudier la distance verticale entre la courbe de f et 

la sécante passant par (a,f(a» et (b,f(b»? Cette question reste sans réponse dans le 

manuel. Deuxièmement, une référence à un autre problème proposé précédemment 

dans le manuel, la question 8 du test préliminaire (p. 3 du manuel), est faite. Ce 

problème ciblant précisément la construction de l'équation d'une sécante, l'étudiant 

peut s'y référer pour avoir plus de détails sur cette équation qui intervient dans la 

démonstration. 

S'agit-il d'un type de démonstrations qui était ignorés jusqu'alors? Ce théorème 

requiert la démonstration de l'existence d'un élément particulier ce qui n'est pas un 

type de problèmes qui est usuellement couvert au niveau secondaire. Cependant le 

théorème de Rolle et le théorème de l'unicité d'un zéro, qui sont présentés avant le 

théorème de Lagrange dans le manuel, sont eux aussi des problèmes d'existence. Il 

ne s'agit donc plus d'un premier contact pour l'étudiant avec ce type de 

démonstrations. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? La tâche nécessite la 

compréhension et l'utilisation des notations fonctionnelle et ensembliste. Le fait que 

la fonction soit continue sur un intervalle fermé, [a, bJ, mais dérivable sur un 

intervalle ouvert, Ja, b[, constitue un élément d'ambiguïté pour l'ét ld'ant (voir 

§ 4.1.4.1 ). 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

Outre la « distance verticale» qui peut être un terme ambigu pour certains étudiants, 

aucun nouvel élément de symbolisme ou de vocabulaire n'est introduit dans la tâche. 
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Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est linéaire et relativement simple. 

Par contre, comme la démonstration est centrée sur la fonction H, fonction qui doit 

être construite expressément pour réaliser la démonstration, un en-tête doit être 

apposé au schéma déductif. Cet en-tête sert à définir clairement la fonction H dans le 

but de faciliter la compréhension des pas déductifs impliquant cette fonction. Sans 

cette précision, le schéma déductif, qui est simple en soi, serait difficile à comprendre 

puisque l'élément H n'y aurait pas été explicité précisément. Il semblerait donc que, 

dans le cas présent, le schéma déductif soit mal adapté pour représenter clairement la 

démonstration du théorème. 

y a-t-il plusieurs arguments développés à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments doit être développée pour la réalisation de la démonstration: le 

théorème de Rolle et le calcul de la dérivée de la fonction H. De plus, pour 

construire H, trois notions sont mises à contribution, soit la distance verticale entre 

deux fonctions, la définition d'une sécante et son équation. Pour utiliser le théorème 

de Rolle, la fonction H doit être continue et dérivable (les deux premières hypothèses 

du théorème), ce qui est justifié par l'énoncé que la somme de deux fonctions 

continues et dérivables sur un intervalle donné crée une fonction qui est continue et 

dérivable sur ce même intervalle. Cet énoncé est tenu pour acquis sans qu'aucune 

justification n'en soit fournie. 

Un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation est-il 

introduit (sans indication)? Dans cette démonstration un changement de point de 

vue important est opéré. En effet, la démonstration ne se fait pas à partir de la 

fonction f qui est mentionnée dans l'énoncé du théorème, mais bien à partir d'une 

fonction H qui a été construite à partir def Cette fonction est introduite dès le départ 

puisque toute la démonstration repose sur elle. Tel que nous l'avons mentionné 

précédemment, l'intuition qui a mené à la construction de cet élément n'est pas 

explicitée dans le manuel, cette explication est plutôt laissée à la charge de l'étudiant. 

Pour comprendre d'où est issue cette fonction, l'étudiant doit voir que le point c où 

t' (c) = f(b~=~(a) est en fait le point où la distance verticale entre la sécante au 

graphique de f passant par les points (a,f(a)) et (b,f(b)) et le graphique de f est 
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maximale. De cette observation, il est possible de comprendre la nature de la 

fonction H et de voir que la distance maximale est réalisée par le point où la dérivée 

de la fonction H s'annule. Une fois la fonction H posée, la démonstration découle 

assez facilement. Dans la mesure où la fonction H est donnée, du point de vue de la 

réalisation de la démonstration, cela ne constitue pas vraiment une difficulté pour 

l'étudiant. Par contre, la difficulté vient pour l'étudiant qui veut pousser plus loin, et 

comprendre comment la fonction H a été trouvée. 

Une quantification est-elle à repérer? Un quantificateur existentiel écrit en langage 

naturel est à prendre en considération dans l'énoncé du théorème et dans la 

démonstration. 

Changement de point de vue réalisé par la modification des objets présents dans l'énoncé de 

la tâche. 

Exercice 5, section 5.4 (p. 262) 

Démontrer, en utilisant la méthode de surface de révolution, que l'aire S de la surface latérale 

d'un cône de rayon r et de hauteur h est donnée par S = nrl, où l = Vr 2 + h2 . 

Réponse attendue à l'exercice 5, section 5.4 

Cette solution a été élaborée par l'auteur de cette recherche en prenant soin d'utiliser la 

méthode mentionnée dans la tâche. 

Soit! la droite passant par l'origine et le point (h, r), [ex) = ~x, Vx E [0, h]. La rotation de 

la courbe autour de l'axe des x engendre la surface latérale d'un cône de rayon r et de hauteur 

h. L'aire S de cette surface peut être calculée à l'aide du théorème 5.3 11 
, démontré dans le 

manuel, puisque [ex) ?:: 0 sur [0, h] et r' ex) = ~ est continue sur [0, h]. On obtient donc 

11 « Soit une fonction f, telle que f(x) ;:::: 0 sur [a, b] et telle que f' est continue sur [a, b]. 
L'aire S de la surface engendrée par la rotation de la courbe autour de l'axe des x est donnée par 

2 
S = J: 2rrf(x)-Jl + (f' (X))2 dx ou par S = J: 2rry 1 + C:) dx (notation de Leibniz). »(Charron 

et Parent, 2004, p. 259) 
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_2nr Jh2 + r2 fh 
- h h2 xdx 

o 

= rrrl. 

• 
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Analyse de l'exercice 5, section 5.4 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? La connaissance du cône 

ainsi que certaines de ses propriétés sont essentielles. Plus précisément, l'étudiant 

doit savoir qu'un cône peut être obtenu par la révolution d'une droite autour d'un 

axe. Cet élément est essentiel puisque la construction de l'équation de la droite 

génératrice du cône est le point de départ de la démonstration. Une fois cette étape 

accomplie, l'étudiant n'a plus qu'à utiliser la formule issue du théorème 5.3. Pour ce 

faire, il doit s'assurer que la fonction f remplie bien les hypothèses du théorème, ce 

qui nécessite la mise en œuvre des notions de continuité et dérivabilité d'une 

fonction. Une connaissance des propriétés des intégrales définies est aussi requise. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Le cône est un sujet qui a déjà été 

couvert au secondaire. De plus, la construction d'un cône via la rotation d'une droite 

a été couverte implicitement dans la section d'exercices 5.4. En effet, l'exercice 

précédent l'exercice 5 demande à l'étudiant de représenter graphiquement la surface 

engendrée par la révolution d'une droite autour de l'axe des x. La formule 5.3 a été 

présentée dans la section théorique 5.4. Les propriétés de l'intégrale définie ont été 

énoncées au chapitre 3 du manuel. 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au calcul intégral. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-if ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? L'énoncé est fermé puisque sa valeur de vérité est connue. La méthode à 

utiliser pour résoudre la tâche est précisée dans l'énoncé de la tâche. De plus, un 

indice implicite, le fait que la surface latérale d'un cône puisse être obtenue par la 

révolution d'une droite autour d'un axe, est fourni à l'exercice précédent. 

S'agit-il d'un type de problème qui était ignorés jusqu'alors? Il s'agit de la première 

démonstration impliquant le théorème 5.3 sur l'aire d'une surface de révolution. 
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Quels types de raisonnements sont en jeu? Le raisonnement déductif déployé dans 

cette démonstration est pris en charge par le calcul. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme est important 

au sein de cette tâche. Dans un premier temps, l'étudiant doit être en mesure 

d'exprimer la surface latérale d'un cône de rayon l' et de hauteur h comme résultant 

de la rotation autour de l'axe des x, d'une droite dont il doit trouver lui-même 

l'équation, ainsi que les bornes pertinentes pour les variables en cause. De plus, 

l'étudiant doit pouvoir manipuler le symbolisme lié à la formule donnée dans le 

théorème 5.3. 

La tâche reriferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

Un nouvel élément de vocabulaire est utilisé dans cette tâche, la notion de surface de 

révolution a été introduite dans la section théorique 5.4. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'iriférences? La structure de la démonstration est une chaîne d'inférences. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est mobilisable. Des indices orientant la construction de la 

démonstration sont fournis à l'étudiant, cependant celui-ci doit déterminer seul 

l'équation de la droite génératrice du cône. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à lafois? Une pluralité d'arguments est à 

développer: le théorème 5.3, le théorème fondamental du calcul, des propriétés de 

l'intégrale définie et des arguments de nature algébrique. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue est requis puisque 

l'étudiant doit exprimer mathématiquement, par la révolution d'une droite autour 

d'un axe, le cône qui est décrit dans l'énoncé de la tâche. Un recoms au registre 

graphique pour visualiser la droite génératrice du cône peut s'avérer utile. 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

L'équation de la droitefdoit être construite par l'étudiant. 
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Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? L'étudiant doit noter que, dans le 

contexte de la tâche, la droitef est définie pour les valeurs de x entre °et h. 

Changement de point de vue nécessité par la méthode de preuve utilisée. 

Deux méthodes de preuves particulières ont été observées dans le manuel du cours NYB, soit 

la preuve par l'absurde et la preuve par disjonction de cas. Puisqu'un exemple d'analyse de 

tâche faisant intervenir un raisonnement par l'absurde a déjà été présenté (voir § 4.1.1.3) 

nous n'allons pas en exposer un autre ci-dessous. Cependant, une démonstration mettant en 

œuvre une disjonction de cas sera présentée. 

Exercice récapitulatif 24, chapitre 6 (p. 363) 

Démontrer, à l'aide du critère de l'intégrale, que la série de Riemann diverge pour °< pSI 

et converge pour p > 1. 

La démonstration qui est demandée à l'étudiant à l'exercice récapitulatif 24 lui a déjà été 

présentée à la section théorique 6.3 du chapitre 6. En effet, l'énoncé de cet exercice est, à un 

détail près, l'énoncé du théorème sur la série de Riemann (théorème 6.15 12
). Ce théorème 

ainsi que sa démonstration ont été explicités en détail à l'étudiant qui, pour résoudre la tâche, 

n'aura qu'à recopier la démonstration présentée dans la section théorique. Une seule 

adaptation doit être apportée par l'étudiant. La démonstration fournie par le manuel est 

valable pour p E R, tandis que l'exercice récapitulatif vise les valeurs réelles et positives de 

p. L'apprenant devra donc laisser de côté le cas p < 0, qui est inclus dans la démonstration du 

théorème 6.15. 

Devant ce constat, nous avons choisi d'analyser la tâche conune une démonstration qui doit 

être lue et comprise par l'étudiant plutôt qu'une démonstration qui doit être construite par lui. 

12 « Soit une série de Riemann 2:~:'l n~ ,où p E~. Si p ::; 1, alors 2:~:'l n~ diverge. Si p > l, 
1

alors 2:~:'l n
P 

converge.» (Charron et Parent, 2004, pp. 316-317) 
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Réponse attendue à l'exercice récapitulatif 24, chapitre 6 

La réponse attendue n'est nulle autre que la démonstration du théorème 6.15 qui est donnée 

par le manuel. Seul le cas p < 0 a été exclu (Charron et Parent, 2004, pp. 316-317). Nous 

reproduisons ci-dessous c~tte démonstration telle quelle. 

Cas où p = 1 

.' d Ri " . ~+oo 1 1 1 1 1Lorsque p = 1, 1a sene e emann s ecnt Lm=l;ï = + 2" +"3 + 4+ ... 

Ainsi nous obtenons la série harmonique qui diverge. 

Cas où p = 0 

1 1 
lim - = lim - = 1 

n-->+oo nO n-->+oo 1 

· l' 1 0 l " ~+oo 1 d' ( h" 6 13 13 )PUlsque lmn-->+oo 0' '* , a sene Lm=l 0' lverge t eoreme. . 
n n 

Cas où p > 0 et p i 1
 

Utilisons le critère de l'intégrale l4 avec [ex) = ~ sur [1, +00.
 
x P 

Cette fonction est positive et continue sur [1, +00 et elle est décroissante sur (1, +00 car 
, -p

[ ex) = x p +1 < 0, Vx E [1, +00. 

De plus, 

+00 1 M 1 
-dx = lim -dx] p ]

1 x M-->+oo 1 x p 

13 S' "'+:0 1 S' "'+:0 1 l' 0 S'« Olt une sene L.i=l ai que conque. 1 L.i=l ai converge, a ors lmn-->+:o an = . 1 

limn --> +:0 an '* 0, alors It=~ ai diverge, » (Charron et Parent, 2004, p. 311) 

14 « Soit It~\ ak, où ak > 0, etfune fonction positive, continue et décroissante sur [1, +00 telle 

que fCk) = ak pour tout k ~ 1. Si f1+:O f(x)dx converge, alors It:1 ak converge. Si f1+:O f(x)dx 

diverge, alors It~\ ak diverge. » (Charron et Parent, 2004, p. 313) 
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= Jim x-
p+1 lM = Jim [M-P+1 1__] 

M-->+oo -p + 1 1 M-->+oo -p + 1 -p + 1 

+oo si 0 < p < l, . . +00 1 
AlOS! f1 -P dx = 1 . > 1 

x { -
p-1 

SLp . 

oo 
Donc, f + ~ dx diverge si 0 < P < 1 et converge si p > 1, d' où L~~l ~ diverge si 0 < P < 1

1 xP nP 

et converge si p > 1. 

Ainsi nous pouvons conclure que la série de Riemann diverge pour 0 < p ::; 1 et converge 

pour p > 1. 

• 
Analyse de l'exercice récapitulatif 24, chapitre 6 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? La compréhension de cette 

démonstration repose sur deux éléments-clés: la connaissance de la structure d'une 

série de Riemann en fonction des différentes valeurs de p et la connaissance de 

certains critères de convergence des séries tels que le critère du terme général 

(théorème 6.13), le critère de l'intégrale et la divergence de la série harmonique. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? La série de Riemann ainsi que les 

critères de convergence énumérés précédenunent ont été introduits à la section 

théorique 6.3. La série harmonique et son caractère divergent ont été présentés à la 

section théorique 6.2 du manuel. Ces sujets ont tous été traités dans les sections 

d'exercices attenantes aux sections théoriques dans lesquelles ils ont été introduits. 

À la suite de ce constat, nous croyons que ces notions ne constituent plus un élément 

nouveau pour l'apprenant. 

A quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 
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Deuxième et troisième axes d'analyse: Les tâches prescrites et les activités attendues des 

étudiants 

Qu'est-ce qui est attendu de l'étudiant par la présentation de cette démonstration? 

Des indices facilitant la réalisation/compréhension de la tâche sont-ifs fournis? Bien 

que l'objectif de la tâche qui est visé par le manuel semble être la construction d'une 

démonstration, nous croyons que la présence de la démonstration dans la section 

théorique 6.3 poussera davantage l'étudiant à lire et tenter de comprendre le 

raisoIlllement qui lui est présenté plutôt que d'essayer de construire la démonstration 

par lui-même. Dans la démonstration qui est présentée dans le manuel, aucun indice 

n'est fourni pour faciliter la compréhension. 

L'énoncé du théorème comporte-t-if plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes 

sont-elles liées ou indépendantes? Des étapes ont-elles été introduites dans la 

démonstration? L'énoncé comporte deux étapes: la démonstration que la série de 

Riemann diverge pour 0 < P :::: 1 et la démonstration que la série de Riemann 

converge pour p > 1. Pour réaliser ces démonstrations, trois cas distincts devront être 

étudié: p = 0; p = 1; p > 0 et p:;t 1. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement par disjonction de cas 

est mis en jeu à deux reprises au sein de la démonstration. En effet, dès le 

commencement, une première disjonction de cas est effectuée: p = 0; p = 1; p > 0 et 

p :;t 1. Par la suite, lors de l'étude du cas p > 0 et p :;t l, une seconde disjonction de 

cas donne naissance aux deux sous-cas: 0 < P < 1 et p > 1. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Pour comprendre entièrement 

la démonstration qui lui est présentée, l'étudiant doit maîtriser le symbolisme associé 

aux sommations et aux limites. La notation symbolique de la série de Riemann est 

un élément pouvant occasioIlller des difficultés chez certains étudiants. En effet, la 

présence du symbole n et du symbole p dans la sommation, L~~l n1p , pourrait troubler 

certains étudiants qui auraient de la difficulté à percevoir le rôle de chacun. De plus, 

la notation liée aux trois cas à étudier dans la démonstration doit être comprise par 

l'apprenant: il doit comprendre la pertinence, l'exhaustivité et la non redondance des 

trois cas étudiés. 
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Quelle est la strncture de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La démonstration repose sur trois cas [p = 0; p = 1; P > 0 et p of- 1], qui 

sont étudiés de manière parallèle. Les deux premiers cas mettent en œuvre des 

enchaînements déductifs linéaires et peu complexes. Le troisième cas, p > 0 et 

p of- l, est un peu plus complexe puisqu'il requiert une disjonction de cas; en effet le 

cas 0 < P < 1 et p> 1 doivent être dissociés pour déterminer précisément la 

convergence/divergence de l'intégrale ft>:> x1p dx. Une fois l'étude des cas 

complétée, les conclusions générales de la démonstration peuvent être déduites. 

Quels théorèmes sont appliqués? Plusieurs théorèmes sont appliqués dans cette 

démonstration: Divergence de la série harmonique, critère du terme général 

(théorème 6.13), critère de l'intégrale et le théorème fondamental du calcul. 

y a-t-il plusieurs arguments développés à la fois? Outre les théorèmes mentionnés 

précéderrunent, la définition d'intégrale impropre, la définition d'une fonction 

décroissante ainsi que certains arguments de nature algébrique sont mis en œuvre 

dans cette démonstration. 

Un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation est-il 

introduit (sans indication)? En plus de la double disjonction de cas qui doit être 

introduite sans indication l5 
, l'étude de la série de Riemann dans le cas où p> 0 et 

p of- 1 nécessite un autre changement de point de vue. En effet, la 

convergence/divergence de la série dans ces circonstances est déterminée via la 

1
convergence/divergence de l'intégrale ft>:> xp dx qui a été introduite pour appliquer 

le critère de l'intégrale. Il s'agit d'un changement de point de vue réalisé par la 

modification des objets présents dans l'énoncé de la tâche. 

Une sélection d'informations est-elle effectuée? L'adaptation qui doit être faite de la 

démonstration fournie par le manuel à la section théorique 6.3 repose sur une 

15 Nous considérons que l'utilisation d'une disjonction de cas pour réaliser une démonstration 
est un changement de point de vue car l'étudiant doit, plutôt que de considérer le référentiel en entier, 
morceler celui-ci pour traiter séparément différentes parties. Cette étape demande à l'étudiant de 
prendre du recul par rapport à la situation qui lui est présentée et ce, pour comprendre quels cas 
devront être considérés et comment ceux-ci devront être traités dans la démonstration. 
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sélection d'informations. En effet, l'étudiant doit exclure le cas p <°qui est présent 

dans cette démonstration puisque l'exercice récapitulatif 24 n'en fait pas mention. 

Une quantification est-elfe à repérer? Une quantification universelle doit être repérée 

lors de la définition de la fonction / et de sa dérivée. En effet, l'étudiant doit 

comprendre que la fonction j, [(x) = 2.-, est définie '<::Ix E [1, +00 et qu'il en va de 
x P 

même pour / '(x). Une quantification implicite est également à prendre en 

considération dans les conclusions de la démonstration. L'étudiant doit comprendre 

que la série de Riemann converge '<::Ip E] 1, +00 et diverge '<::Ip E]O, 1]. 

4.1.1.5 Nécessité d'une écriture quantifiée 

Parmi l'ensemble des démonstrations analysées, la place accordée aux quantificateurs est, 

dans la majorité des cas, minime. Effectivement, très peu de quantifications implicites ont 

été repérées. Quelques quantificateurs exprimés symboliquement ont été utilisés dans 

l'énoncé de certains théorèmes et doivent donc être bien interprétés par l'étudiant. Malgré la 

présence timide des quantificateurs, nous avons relevé deux types de démonstrations où leur 

impact est non négligeable. 

Premièrement, les démonstrations faisant intervenir un raisonnement par l'absurde 

nécessitent une compréhension approfondie des quantifications utilisées dans l'énoncé à 

prouver. Bien qu'un exemple de raisonnement par l'absurde ait été présenté précédemment 

(voir § 4.1.1.3), nous avons décidé d'expliciter un second exemple ci-dessous dans lequel la 

démonstration repose entièrement sur la négation de la quantification utilisée dans la tâche. 

Problème synthèse 18, chapitre 1 (p. 48) 

Nous appelons a une valeur fixe d'une fonction j, si / (a) = a. Démontrer que si / est 

dérivable et que r' (c) =1= 1 '<::Ic E IR, alors la fonction/possède au plus une valeur fixe. 
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Réponse attendue au problème synthèse 18, chapitre 1 

Cette démarche est inspirée du solutionnaire du manuel Calcul intégral Mathématique 203, 2e 

édition par Charron et Parent, page 337. La vérification de la continuité et de la dérivabilité 

de la fonction f sur l'intervalle [a, b] Y a par contre été ajoutée de manière à compléter la 

démonstration qui était présentée dans le corrigé du manuel. 

Démontrons, par l'absurde, que f possède au plus une valeur fixe. Supposons que f possède 

deux valerns fixes distinctes, a et b, c'est-à-diref(a) = a etf(b) = b. 

Nous savons, par l'énoncé de la tâche, que la fonction est dérivable sur IR et donc, sur chacun 

des sous-intervalles de lIt De plus, f est continue sur IR puisqu'elle est dérivable sur cet 

ensemble (une fonction ayant un point de discontinuité n'est pas dérivable en ce point). 

Commef est continue sur IR, elle le sera également sur chacun des sous-ensembles de lIt 

En appliquant le théorème de Lagrange àfsur [a, b], :Je E]a, b[ tel que 

[' (c) f(b) - f(a) 

b-a 

b-a 
=b _ a (car f(b) = b et f(a) = a) 

=1 

cc qui contredit l'hypothèse. D'oùfpossède au plus une valeur fixe. 

• 
Analyse du problème synthèse 18, chapitre 1 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Les connaissances à mettre 

en fonctionnement sont les notions de continuité et de dérivabilité. La notion de 

point fixe doit également être mise en fonctionnement pour réaliser la tâche. Plus 

précisément, l'étudiant doit voir le lien qui unit une fonction ayant une dérivée 
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unitaire en un point et une fonction ayant au moins deux points fixes. Ce lien passe 

par la compréhension du théorème de Lagrange qui devra être mis en fonctionnement 

pour construire la démonstration. De plus, puisque la démonstration requise 

nécessite un raisonnement par l'absurde, l'étudiant doit connaître cette méthode de 

démonstration et savoir l'utiliser. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les notions de continuité et de 

dérivabilité ont déjà été vues dans le cours de mathématiques NYA. Le théorème de 

Lagrange a été introduit dans la section théorique 1.2 du chapitre 1 du manuel. Il a 

donc été nouvellement introduit dans le paysage mathématique des étudiants. Par 

contre, il a été utilisé dans plusieurs des problèmes qui sont proposés dans les 

sections précédentes. En ce qui concerne la notion de point fixe, celle-ci est 

introduite dans l'énoncé de la tâche. Elle constitue donc une nouvelle notion pour 

l'étudiant. 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? La valeur de vérité de l'énoncé à démontrer est connue. Aucun indice n'est 

fourni. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? Il s'agit d'un nouveau 

type de problèmes. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement par l'absurde est utilisé 

pour réaliser la démonstration. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Les notations fonctionnelle et 

ensembliste sont impliquées dans l'énoncé du théorème. En plus des éléments de 

fOimalisme inhérents au théorème de Lagrange (voir § 4.1.1.4), la définition 

symbolique d'un point fixe doit également être prise en considération. Bien que cette 

définition ne soit pas symboliquement très compliquée, il n'en reste pas moms 

qu'elle constitue, de par sa nouveauté, une difficulté supplémentaire. 
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La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

La notion de point fixe et sa définition symbolique sont introduites dans l'énoncé de 

tâche. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier ou de quantificateurs cachés? 

Un quantificateur écrit en langage naturel, « [... ] alors f possède au plus [c'est nous 

qui soulignons] une valeur fixe », doit être pris en considération. Une 

compréhension de cette quantification est nécessaire puisque le raisonnement par 

l'absurde repose sur sa négation. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est relativement simple. Elle repose 

sur l'application d'un théorème, soit le théorème de Lagrange. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est disponible. En effet, aucun indice n'est fourni à l'étudiant pour 

l'aider à construire la démonstration. Celui-ci doit trouver lui-même les outils à 

utiliser pour arriver à ses fins. De plus, aucune tâche similaire n'a été donnée dans 

les sections théoriques ou dans les sections d'exercices précédentes. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité très restreinte 

d'arguments doit être développée: la continuité et la dérivabilité d'une fonction sur 

un sous-intervalle ainsi que le théorème de Lagrange. Celui-ci est d'ailleurs au cœur 

de la démonstration. Les autres arguments qui interviennent dans la démonstration 

servent à vérifier que les hypothèses du théorème sont bien vérifiées avant de 

l'appliquer. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? La méthode de preuve par l'absurde requiert un 

changement de point de vue puisque la démonstration s'opère désormais sur la 

négation de l'énoncé et non sur l'énoncé lui-même. L'étudiant doit aussi exprimer en 
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langage mathématique l'expression « valeur fixe d'une fonction» ce qui constitue un 

changement de point de vue. Celui-ci est cependant indiqué dans l'énoncé. 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

Pour réaliser la démonstration par l'absurde, deux valeurs fixes, a et b, doivent être 

introduites. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Les quantifications liées au 

théorème de Lagrange sont à repérer. De surcroît, un quantificateur universel écrit 

symboliquement doit être traité. 

Le second type de démonstrations ayant retenu notre attention, eu égard à l'utilisation qui est 

faite des quantificateurs, sont les tâches nécessitant la définition d'un domaine de validité 

pour certaines expressions. L'exercice récapitulatif 24 du chapitre 6 qui a été présenté 

précédemment (voir § 4.1.1.4) en est un bon exemple. Plusieurs expressions sont fournies 

dans la démonstration et l'utilisation des quantificateurs est nécessaire, si l'on souhaite se 

conformer à un certain degré de formalisme, pour préciser les valeurs pour lesquelles ces 

expressions sont considérées. 

La démonstration du théorème 6.9, dont l'analyse est présentée ci-dessous, est un autre bon 

exemple de l'utilisation des quantificateurs pour expliciter les valeurs d'une expression pour 

lesquelles une caractéristique particulière est observée. Il est important de noter que 

l'utilisation des quantificateurs qui y est faite est, selon nous, plus complexe et subtile que 

dans l'exercice récapitulatif 24 du chapitre 6. Effectivement, dans le théorème 6.9, les 

quantifications se rapportent à un objet, N, qui doit être introduit par l'étudiant. Cet ajout est 

essentiel pour exprimer formellement le fait que les termes des deux séries décrites dans la 

démonstration vont être égaux à partir d'un certain rang. En plus de bien illustrer l'utilisation 

des quantificateurs suscitée par le manuel Charron et Parent, nous croyons que la 

démonstration du théorème 6.9 représente parfaitement un des rôles que peuvent avoir les 

quantificateurs dans les mathématiques avancées et, particulièrement dans les cours d'analyse 

universitaire. C'est pour ces raisons que nous avons choisi de présenter l'analyse complète 

de la démonstration du théorème 6.9. 
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Théorème 6.9, chapitre 6 (p. 301) 

Si nous ajoutons ou retranchons un nombre fini de termes à une série Lt=~ ai, alors la série 

obtenue converge si Lt=~ ai converge et elle diverge si Lt=~ ai diverge. 

Démonstration attendue du théorème 6.9 

Le manuel ayant laissé à la charge de l'étudiant l'élaboration de la démonstration du 

théorème 6.9 et aucune solution n'étant fournie dans le corrigé, nous nous sommes vues dans 

l'obligation de construire notre propre démonstration. C'est d'ailleurs cette demière qui est 

présentée ci-dessous. Nous sommes entièrement conscientes que le niveau de formalisme 

employé dans notre démonstration est plus élevé que celui habituellement utilisé au niveau 

collégial. En effet, il répond davantage aux attentes, en matière de formalisme, des cours 

universitaires d'analyse que des cours de calcul de niveau collégial. D'ailleurs, la 

démonstration que nous avons élaborée a été inspirée de celle fournie dans le manuel 

Introduction à l'analyse réelle (Labelle et Mercier, 1993, p. 241) de niveau universitaire. 

Bien qu'une démonstration plus intuitive aurait pu être construite, nous croyons que l'analyse 

de notre démonstration cadre parfaitement avec l'objectif principal de notre corpus: mettre 

en lumière des difficultés inhérentes à l'activité de démonstration et des éléments de 

formalisme suscités dans les mathématiques avancées. Rappelons que Mathématiques pour 

les sciences vise à préparer les étudiants à la rigueur des mathématiques avancées et cette 

tâche est, selon nous, un excellent exemple des exigences requises à ce niveau. 

Soit Lt=~ b i la série Lt=~ ai après qu'un nombre fini de termes lui ait été ajouté ou retranché. 

On peut supposer qu'il existe NE N tel que ai = b i Vi ~ N . En effet, si Mtermes ont été 

ajoutés, il suffit d'intercaler M termes nuls parmi les ai pour chacun des termes bi 

correspondant à un terme ajouté; et si M termes ont été retranchés il suffit d'intercaler M 

termes nuls parmi les bi pour chacun des ai correspondant à un terme retranché. 

Puisque la convergence ou non d'une série est déterminée par la limite, quand n tend vers 

l'infini, des sommes partielles Sm nous allons considérer de telles sommes partielles pour de 

grandes valeurs de n. 
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Soit, donc, 

n 

avecn ~ N. 

On a alors 

n 

N n 

=Ib i + L ai 
i=l i=N+1 

où C E IR 

n 

=Ia i +C. 
i=l 

Donc, 

lim 57] = lim (~ ai + c) = lim ~ ai + C
n~+oo n~+oo ~ n~+oo~ 

i=1 i=1 

• Si It=~ ai converge, lim Ii=1 ai = T, T E IR, et limn~+oo Sn = K, où K = T + C 
n~+oo 

signifiant que It=~ bi converge également. 
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diverge également. 

•
 
Analyse de la démonstration du théorème 6.9 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Une connaissance de la 

notion de série et plus particulièrement de la convergence d'une série est nécessaire 

pour construire cette démonstration. L'étudiant doit également avoir une bonne 

connaissance des notions de sommation et de limite. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Outre la notion de série qui a été 

présentée à l'étudiant quelques pages avant le théorème 6.9, les notions mises en 

fonctionnement dans cette tâche sont déjà connues des étudiants. 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Cette tâche se rappolte au 

domaine de l'analyse. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? La valeur de vérité de l'énoncé est connue. Aucun indice facilitant la 

construction de la démonstration n'est fourni explicitement. 

S'agit-il d'un type de problème qui était ignorés jusqu 'alors? 11 s'agit de la première 

démonstration qui est laissée à la charge de l'étudiant impliquant la notion de série. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? À la fin de la démonstration, une 

disjonction de cas est à prendre en considération par l'étudiant. En effet, celui-ci doit 

considérer le cas où It=~ ai converge et celui où la série diverge. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme est 

particulièrement important dans cette tâche. L'étudiant doit connaître et gérer le 

symbolisme associé à la notion de série. Plus précisément, il doit être en mesure 

d'utiliser la définition symbolique de convergence d'une série. Une des difficultés 

majeures dans cette démonstration concerne l'introduction de plusieurs éléments. 

Premièrement, l'apprenant doit nommer la série ayant subi des modifications, dans la 
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réponse fournie ci-dessus celle-ci a été nommée Lt=~ hi 16. Deuxièmement, 

l'étudiant doit introduire les éléments Met N et leurs créations demandent une bonne 

compréhension de la situation. Effectivement, il doit décoder que si un nombre fini 

M de termes sont retranchés ou ajoutés dans la série, c'est donc qu'il existe un rang 

dans la série à partir duquel celle-ci n'a pas été modifiée. Le rang N représente cette 

frontière départageant la portion de la série ayant subi des modifications de celle 

restant inchangée. Le fait que le nombre M soit fini doit amener l'étudiant à 

comprendre qu'il peut ajuster les indices et renommer les termes (en ajoutant au 

besoin des termes nuls) de façon à faire correspondre les ai et les b i à partir d'un 

certain rang. Finalement, l'apparition de la constante réelle C lors du passage de 

L~=l hi à L~=l ai constitue un troisième point qui, selon nous, peut causer problème à 

certains étudiants. Le rôle et l'importance de cette constante sera sans doute difficile 

à percevoir pour certains étudiants, qui ne comprendraient pas qu'elle permet de 

compiler les termes, en nombre fini, ajoutés ou retranchés à la série Lt=~ ai' 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

Le symbolisme et le vocabulaire associés aux séries est nouveau pour l'étudiant. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier ou de quantificateurs cachés? 

L'élément frontière N est implicite dans l'énoncé. En effet, celui-ci doit être déduit 

du fait qu'un nombre fini de termes a été ajouté ou retranché à la série de départ'? 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. 

16 Malgré le fait que l'introduction de cette notation ne soit peut-être pas absolument essentielle 
pour mener la démonstration à terme, nous croyons qu'elle représente un élément de formalisme 
fréquemment utilisé dans les cours universitaire d'analyse et qu'il était, par conséquent, intéressant de 
l'inclure dans notre démonstration. 

17 Il est important de préciser que nous sommes conscientes qu'il peut exister des 
démonstrations ne nécessitant pas l'introduction d'un tel élément. Cependant, le recours fréquent à 
cette façon de faire dans les cours universitaires d'analyse justifie, selon nous, la pertinence d'inclure 
l'analyse de cet élément de formalisme dans le cadre de ce travail. 
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Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique,
 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des
 

connaissances est disponible. Une analyse approfondie de l'énoncé est requise et
 

plusieurs éléments doivent être introduits pour mener la démonstration à terme.
 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes? Deux étapes doivent être introduites à la toute
 

fin de la démonstration puisque l'étudiant doit prendre en considération deux cas :
 

Lt=~ ai converge et Lt=~ ai diverge.
 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte
 

d'arguments doit être développée: définition de convergence d'une série, propriétés
 

des sorrunations et propriétés des limites.
 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à
 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue est à effectuer.
 

Effectivement, l'étudiant doit délaisser la série pour s'attarder à la suite des sorrunes
 

partielles. C'est la convergence ou la divergence de cette suite qui dicte le
 

comportement de la série.
 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

Quatre éléments doivent être introduits par l'étudiant: la notation de la série 

modifiée, Lt=~ hi> les entiers Net M ainsi que la constante réelle C. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Si un certain degré de formalisme 

est visé dans la rédaction, l'introduction de l'élément N nécessite alors l'utilisation 

d'un quantificateur existentiel et d'un quantificateur universel. L'utilisation de ceux

ci sont nécessaires pour exprimer en langage mathématique le comportement des 

deux séries. 

4.1.2 Attitude de pre ve 

Parmi toutes les tâches analysées, aucune ne suscite un travail sur l'attitude de preuve, au 

sens où nous avons vu que Brousseau (1998) et Tanguay (2000) le décrivent, à la section 

2.1.2. La valeur de vérité de chacun des énoncés à démontrer est à chaque fois connue de 

J'étudiant. Le fait qu'aucun doute ne plane sur la validité des énoncés fait en sorte que ce 
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n'est pas une nécessité intérieure qui pousse l'étudiant à se lancer dans un processus de 

validation, mais plutôt une directive qui l'y incite. De plus, plusieurs des tâches proposées 

dans les sections d'exercices du manuel fournissent des directives explicites sur les outils qui 

doivent être utilisés pour construire la démonstration. Des directives implicites sont 

également sous-entendues. En effet, plusieurs des tâches n'étaient en fait qu'une variante 

d'exemples résolus dans les sections théoriques. La présence d'indices explicites et 

implicites dans un bon nombre de tâches ainsi que le caractère fermé des énoncés à 

démontrer poulTait dénaturer l'activité de démonstration mathématique en la limitant à une 

application de recettes préalablement présentées. 

4.1.3 Complexité de la structure déductive 

Les démonstrations étudiées présentent, dans la majorité des cas, des structures déductives 

simples et linéaires. De plus, très peu de pas déductifs sont nécessaires pour mener la 

démonstration à terme. Malgré cette prédominance des chaînes d'inférences au détriment des 

structures en arbres, quelques démonstrations présentent des structures déductives plus 

élaborées. C'est d'ailleurs le cas de l'exercice récapitulatif 24 du chapitre 6 (voir § 4.1.1.4) 

et du problème synthèse 21 du chapitre 3 (voir § 4.1.1.1). Outre ces deux tâches, le problème 

synthèse 25 du chapitre 6 comporte également une structure déductive en arbre. L'analyse de 

ce problème est doMée ci-dessous. Il est important de préciser que cette tâche est, à nos 

yeux, davantage de niveau universitaire que de niveau collégial. En effet, le nombre 

d'arguments impliqués dans la démonstration, leurs natures ainsi que leur enchaînement fait 

en sorte que le niveau de complexité est ici nettement plus élevé que celui des autres tâches 

rencontrées dans le manuel. Malgré ce fait, la présentation de l'analyse de cette tâche reste 

pertinente à nos yeux puisqu'elle illustre les difficultés présentes dans certaines 

démonstrations d'un cours universitaire d'analyse. Rappelons que le but des cours de 

mathématiques de la fOlmation collégiale de Sciences de la nature est de préparer les 

étudiants à des études universitaires en sciences et donc, aux difficultés qu'ils peuvent y 

rencontrer. 
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Problème synthèse 25, chapitre 6 (p. 366) 

1a) D , l'a sUIte an = 1 1n n est convergente. emontrer que 1 + "21 + 3' + ... + ;;- 
b) La suite {an} précédente converge vers une constante appelée constante d'Euler. 

Détenniner approximativement cette constante. 

Réponse attendue du problème synthèse 25, chapitre 6 

Cette solution a été élaborée par l'auteur de la présente recherche. Elle est inspirée d'une 

démonstration présentée dans le manuel Introduction à l'analyse réelle (Labelle et Mercier, 

1993, p. 247). Nous pouvons donc avancer sans trop de crainte que les difficultés et les 

éléments de fonnalisme qu'elle comporte sont représentatifs de ce qui est suscité au niveau 

universitaire. 

a) Soit la fonction [(x) = ~ 1 Vx E [1, +00 et P une partition régulière de [l, n], où n est 
x 

un nombre naturel supérieur à 1,P= {l,2,3,4, ... ,n-l,n}. 

Par le théorème fondamental du calcul, g;dx = Inlxllr = Inn. Essayons de 

borner cette intégrale en utilisant la sonune des aires des rectangles inscrits et la 

sonune des aires des rectangles circonscrits à la courbe. 

En calculant la sonune des aIres des rectangles circonscrits à la courbe f sur 

l'intervalle [l, n], on obtient: 

1 1 1ln 1 
- 2) +-. (4 - 3) + ... +--. (n - 1))-dx < 1· (2 -1) +-. (3 (n 

1 X 2 3 n-1 

Puisque n > 1, cela équivaut à écrire: 

[n 1 1 1 1 1 

J - dx < 1 + - +- + ... +--+ - , 
1 X 2 3 n-1 n 

et donc aussi:
 

1 1 1 1
ln 1 
- dx = ln n < 1 + - + - + ... +-- + - <=> 

1 x 2 3 n-1 n 
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1 1 1 1 o< 1 + - + - + ... +--+- - ln n. 
2 3 n-1 n 

En calculant la sonune des aires des rectangles inscrits sous le graphique de f dans 

l'intervalle [1, n], nous obtenons: 

1 1 1 1 1 1 1 1i n 1 
- dx = ln n > - + - + ... +--+ - Ç::::> 0 > - + - + ." + --+ - - ln n, 

1 x 2 3 n-1 n 2 3 n-1 n 

et 

1 1 1 1 
1 > 1 + - + - + ... +-- +- - ln n.

2 3 n-1 n 

Donc, la suite {an} est bornée inférieurement par 0, et supérieurement par 1. 

Est-ce que la suite {an} est monotone? 

Cln+l-Cln 1 1 1 1 )= (1 + - + - + ... + - +-- - ln(n + 1)
2 3 n n+1 

1 1 1 1 )
- 1 +- + - + ... +-- +- - ln n( 2 3 n-1 n 

1 
= -- - In(n + 1) + ln n 

n+1 
1 

=-- - (ln(n + 1) -ln n)
n+1 

= _1__ ln (n + 1) 
n+1 n 

= _1__ ln (1 + ~) 
n+1 n 

Soit g(x) = ln x, une fonction continue sur [n, n+l] et dérivable sur ln, n+l[. En 

appliquant le théorème de Lagrange à g(x), nous obtenons: 
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In(n + 1) - ln n ( 1) ,1 =In 1+;;: =g (c),oùcE]n,n+1[. 

Puisque g' (x) = ~, 'rIx E]n, n + 1 [ et que cette fonction est décroissante, on a 
x 

1 , 1 
-- < 9 (c) <
n+1 n 

et 

1 (1) 1-- < ln 1 +- < - . 
n + 1 n n 

Puisque _1_ < ln (1 + ~), nous pouvons déduire que:
n+1 n 

an+1 - an = n : 1 - ln ( 1 +~) < 0, 

signifiant que la suite {an} est donc monotone. 

Nous avons démontré que la suite {an} est monotone et bornée et donc, par le 

théorème 6.5 18
, nous savons que cette suite est convergente. 

• 
18 « Théorème 6.5 : Si la suite {an} est monotone et bornée, alors la suite {an} converge. En 

particulier: 
1) si la suite {an} est croissante et bornée supérieurement, alors la suite converge vers la borne 

supérieure B; 
2) si la suite {an} est décroissante et bomée inférieurement, alors la suite converge vers la 

borne inférieure b. » (Charron et Parent, 2004, p. 292) 
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b)	 Cette sous-question ne sera pas traitée, car les auteurs du manuel s'attendent à ce que 

l'étudiant utilise un outil technologique pour y répondre. 

Analyse du problème synthèse 25, chapitre 6 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? La clé de cette 

démonstration réside dans la notion de convergence d'une suite. Plus précisément 

elle repose sur le théorème 6.5, qui constitue le squelette de la démonstration. 

L'application du théorème 6.5 fait intervenir les notions de majorant et de minorant 

d'une suite ainsi que la notion de suite monotone. Ces notions doivent être 

maîtrisées par l'étudiant pour qu'il soit apte à construire la démonstration qui lui est 

demandée. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? La notion de suite et les notions qui s'y 

rattachent ont été présentées aux étudiants à la section théorique 6.1, en plus ct' être 

travaillées à la section d'exercices 6.1 ainsi que dans la section Exercices 

récapitulatifs du chapitre 6. Les notions qui sont utilisées pour démontrer que la 

suite est bornée et monotone ont également été abordées dans les chapitres 

antérieures. 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte deux sous-questions indépendantes. La 

présente analyse se limite à l'étude de la sous-question a). 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est fermé puisque l'étudiant sait qu'il doit démontrer la 

convergence de la suite {an}' Aucun indice n'est donné. 

S'agit-il d'un type de problème qui était ignorés jusqu'alors? La nature des notions 

impliquées, la pluralité des arguments utilisés ainsi que la complexité de la structure 

déductive en font un tout nouveau type de problème pour l'étudiant. Cependant, la 
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démonstration de la convergence d'une suite donnée à l'aide du théorème 6.5 a été 

travaillée brièvement dans la section théorique 6.1, mais avec des suites moins 

complexes que celle présentée dans cette tâche. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le fonnalisme occupe ici une 

place non négligeable. L'étudiant doit comprendre les notations fonctionnelle et 

ensembliste pour réaliser cette tâche. Plusieurs éléments doivent être introduits ce 

qui lui demande une excellente compréhension de la situation. La manipulation 

d'inéquations est également une habileté requise. L'intégrale de la fonction f doit 

être bornée et des manipulations algébriques doivent être faites sur les inéquations 

ainsi créées. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-if d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est complexe. Il s'agit en fait d'un 

arbre d'inférences puisqu'avant de démontrer que la suite {an} est convergente, 

l'étudiant doit démontrer que la suite est monotone et qu'elle est bornée. Ces deux 

démonstrations se font de manière parallèle. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est disponible. Aucune indication ne vient orienter la démarche. 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes? Deux étapes sont nécessaires pour démontrer 

l'énoncé. Effectivement, l'étudiant doit démontrer que la suite {an} est bornée et 

qu'el1e est aussi monotone, avant de démontrer qu'elle est convergente. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Un nombre important 

d'arguments est à développer dans cette tâche. Pour démontrer que la suite {an} est 

bornée, l'étudiant doit avoir recours à l'approximation de l'aire d'une région par le 

calcul de la somme des aires de rectangles inscrits et circonscrits au graphique de f 
sur un intervalle donné, au théorème fondamental du calcul, à la définition d'une 

suite bornée ainsi qu'à celtains arguments de nature algébrique. En ce qui concerne 

la démonstration de la monotonie de la suite {an}, l'étudiant doit faire intervenir la 

définition d'une suite monotone, le théorème de Lagrange, la décroissance de la 
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fonction g '(x) (l'étudiant doit comprendre comment faire intervenir la fonction 

g(x) = ln x et le lien entre sa dérivée et les termes de la suite), le fait que celle-ci est 

bornée sur l'intervalle ln, n+l[ ainsi que plusieurs arguments de nature algébrique. 

La démonstration que la suite {an} est bornée et la démonstration qu'elle est 

monotone sont faites parallèlement. Une fois ces deux éléments démontrés, il est 

possible de déduire, à l'aide du théorème 6.5, que la suite {an} est convergente. Il est 

selon nous important de mentionner que le théorème 6.5 a été présenté sans 

démonstration aux étudiants. Ce théorème n'est accompagné d'aucune justification 

ou représentation. À notre avis, cette lacune dénature quelques peu l'activité de 

démonstration et soulève des questions fondamentales : les arguments intervenant 

dans une démonstration doivent-ils avoir été démontrés au préalable ou certains 

peuvent-ils être utilisés sans démonstration? Si c'est le cas, quels arguments peuvent 

être considérés comme vrais sans faire l'objet de justifications? 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Des changements de point de vue sont nécessaires pour 

réaliser cette démonstration. Dans un premier temps, l'étudiant doit détourner son 

attention de la suite {an} pour se concentrer sur la fonctionf(x) qu'il aura introduite. 

C'est effectivement en bornant l'intégrale de la fonction f qu'il réussira à borner la 

suite {an}' Dans un second temps, la démonstration de la monotonie de la suite {an} 

nécessite l'introduction de la fonction g(x). L'étudiant doit, l'espace d'un instant, 

mettre de côté l'expression an+/- an pour construire la fonction g (x) qui lui permettra 

de conclure que la suite est bel et bien monotone. L'étude de la fonction g(x) est une 

étape-clé de la démonstration et nécessite un changement d'objet d'étude. En plus de 

ces changements de points de vue, nous aimerions souligner que, bien que non 

essentiel, le recours au registre graphique peut s'avérer utile pour construire la 

démonstration et ce, particulièrement lorsque l'étudiant veut démontrer que la suite 

{an} est bornée. 

y a-t-il une sélection d'informations à effectuer? Une sélection d'informations est à 

effectuer par l'étudiant lors de l'application du théorème 6.5. Alors que l'énoncé du 

théorème mentionne les valeurs vers lesquelles converge une suite dans différents 

cas, l'étudiant ne doit utiliser que l'énoncé général du théorème, à savoir « si une 
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suite {an} est monotone et bornée, alors elle converge ». La valeur vers laquelle 

converge une telle suite n'est pas un élément qui doit être pris en considération pour 

la démonstration de la sous-question a). 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

Deux objets doivent être introduits par l'étudiant, soit les fonctionsf(x) et g(x). La 

prise en compte de ces fonctions est un défi de taille pour l'étudiant qui doit délaisser 

la suite {an} pour introduire des éléments lui permettant de déduire des 

comportements de cette suite. Une fois la fonctionf créée, un formalisme entourant 

le calcul de l'intégrale de cette fonction doit être mis en place: introduire une 

partition régulière P de manière à pouvoir calculer la somme des aires des rectangles 

inscrits et la somme des aires des rectangles circonscrits à la courbe. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Une quantification est à utiliser 

pour exprimer le domaine de définition de la fonction! 

4.1.4 Éléments de formalisme présents dans les démonstrations étudiées 

Lors de nos analyses des démonstrations proposées par le manuel de Charron et Parent, nous 

avons porté une attention particulière aux différents éléments de formalisme requis pour 

comprendre ou réaliser ces démonstrations. L'objectif était de repérer les principaux 

éléments de formalisme ciblés par le manuel. Après avoir étudié l'ensemble des 

démonstrations proposées, nous avons remarqué que certains éléments de formalisme 

intervenaient dans plusieurs tâches. Les éléments qui revenaient le plus souvent ont été 

retenus et sont présentés ci-dessous. Pour les illustrer efficacement, nous avons décidé de 

présenter, pour chaque élément, une démonstration faisant intervenir celui-ci. 

4.1.4.1 Présence d'intervalles ouverts et d'intervalles fermés 

Cet élément de formalisme a principalement été relevé dans les tâches et les démonstrations 

que nous avons étudiées au chapitre 1 du manuel. Un des objectifs de ce chapitre est de 

présenter aux étudiants des théorèmes centraux en analyse, tels que le théorème de Rolle 

analysé ci-dessous. Ceux-ci ont souvent pour hypothèses qu'une fonction doit être continue 
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sur un intervalle [a, b] et dérivable sur ]a, b[. La présence de ces intervalles soulèvera, selon 

nous, un questionnement chez celtains étudiants qui tenteront de comprendre pourquoi une 

telle nuance doit être apportée. 

13 19Parmi les 37 tâches et démonstrations analysées, ont fait intervenir cet élément de 

fonnalisme. 

Théorème 1.4 : Théorème de Rolle et sa démonstration2o (p. 19) 

Si f Cq un..: fonel ion telle que 

E 1.4 1) Je!'1 coo(inue sur la. bl; 
THfOIŒMe 2) lesl dérivable sur la. b[; 
oe ROLLE 3) I(a) = f(l}), 

alors il existe au moins un nombre (' €'la, br leI qllef'lc) = O. 

PI li "
 

JO (YI<: f(x) = k. où k ~ lR.
 

. if esll.llle fonction constante sur la. !JI. 
;;Iol's.r(.l'l "' 0 PfJUr!oUIX fla. b(, 
d'llÙj" c, = () quel que soit CE ]0, b[. 

2" ,·iI.\:: AI) J k. 

[.ri.pri k Ih6ori;me des valeurs cXlrêmt"s.fpo"èdc un minimum absolu 
Cl li Il ma\imulIl absolu sur la. J.j. 

Pui"-luefn'I;Sl pas égalé' à une fonction constante Cl que/fal .= rUn.fpossèdc donc un maximulI1 
'ah,utu ou llU mlllilllulll absolu slIr la, I>f. 

19 En plus du théorème de Rolle présenté dans cette section, les démonstrations suivantes 
mettent en jeu le même élément de formalisme: théorème unicité d'un zéro (Charron et Parent, 2004, 
p. 21), théorème de Lagrange (idem, p. 22), corollaire du théorème de Lagrange (idem, p. 25), 
exercices 6 et 10 (idem, p. 28), exercices récapitulatif 10 et 11 (idem, p. 46) , problèmes synthèse 16, 
17, 18 et 19 (idem, p. 48) et problème synthèse 25 (idem, p. 366). 

20 Le théorème de Rolle et sa démonstration ont été numérisés du manuel (Charron et Parent, 
2004, p. 19) afin de montrer précisément les représentations graphiques qui accompagnent la démarche 
proposée. 



122 

Soill' Ela, br. 1CIlJlll:' (c. f(c)) eslull pOÎnt de maximum (ou de minÎmum); ainsi,
 
nI') '" () ù'après le théorème 1.3.
 

Représemalions grdphiqlle.~
 

{j c il T 

Analyse de la démonstration du théorème de Rolle 

Premier axe d'analyse: Description globale de la siluation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Les c01U1aissances à mettre 

en foncti01U1ement sont la notion de continuité et de dérivabilité ainsi que leur 

interprétation graphique. L'étudiant doit également être en mesure de saisir le lien 

qui unit une dérivée nulle et une tangente horizontale. 

S'agil-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les définitions de fonction constante, de 

fonction continue et de fonction dérivable ont été vues dans le cours de calcul 

différentiel (NYA). Par contre, les deux théorèmes qui sont utilisés dans la 

démonstration, soit le théorème des valeurs extrêmes21 et le théorème 1.3 22
, ont été 

introduits dans le manuel tout juste avant le théorème de Rolle. 

Ji. quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 

21 « Sifest une fonction continue sur [a, b], alors il existe au moins un C E: [a, b] tel quef(c) soit 
égale au maximum absolu defsur [a, b], et il existe également au moins un dE: [a, b) tel quefid) soit 
égale au minimum absolu de fsur [a, b]. » (Charron et Parent, 2004, p. 17) 

22 « Sifest une fonction telle que: I)fest continue sur [a, b); 2) fest dérivable sur la, bL 3) 
CE: la, b[, où (c,f(c)) est un point de maximum (ou un point de minimum) absolu ou relatif de j, 
alors f'(c) = O. » (Charron et Parent, 2004, p. 18) 
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Deuxième et troisième axe d'analyse: Les tâches prescrites et les activités attendues des 

étudiants 

Qu'est-ce qui est attendu de l'étudiant par la présentation de cette démonstration? 

Des indices facilitant la réalisation/compréhension de la tâche sont-ils fournis? On 

attend de l'étudiant qu'il lise et comprenne le théorème et la démonstration qui lui 

sont présentés. Pour l'aider à visualiser et comprendre le théorème, des 

représentations graphiques de fonctions répondant aux hypothèses du théorème de 

Rolle lui sont présentées. 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? Des étapes ont-elles été introduites dans la démonstration? 

L'énoncé comporte une seule étape. En ce qui concerne la démonstration, deux 

étapes sont introduites, soit la démonstration du cas [ex) = k, k E IR, et la 

démonstration du cas [ex) "* k. 

S'agit-il d'un type de démonstrations qui était ignoré jusqu'alors? Le théorème est 

un problème d'existence, problème qui ne fait pas partie du paysage mathématique 

des élèves du secondaire. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Une disjonction de cas est requise. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Les notations fonctionnelle et 

ensembliste sont impliquées dans l'énoncé du théorème. Un élément de complexité 

lié au formalisme utilisé est sans aucun doute l'utilisation d'un intervalle fermé pour 

la continuité et d'un intervalle ouvert pour la dérivabilité de f Les fondements de 

cette nuance sont complexes et dépassent, selon nous, la compréhension de plusieurs 

étudiants. Plusieurs étudiants passeront sans doute outre ce « détail », qui est 

pourtant d'une importance non-négligeable puisqu'il vise à formuler le théorème 

dans le cas le plus général possible. Un second élément de formalisme venant 

complexifier cette démonstration est la façon de présenter mathématiquement les 

deux cas qui doivent être pris en considération par l'étudiant. Dans un prerrlier 

temps, l'apprenant doit étudier le cas où f est une fonction constante, c'est-à-dire le 

cas où f(x) = k. Cette défiIlition symbolique de la fonction constante peut être 

ambiguë pour certains étudiants, qui ne seraient pas capables de départager le rôle 

des symboles x, qui est une variable, et k, qui n'en est pas une. De plus, le passage 
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de l'expression f (x) = k à l'expression f '(x) = 0 pour tout x E la, b [ est une étape 

nécessitant une bonne compréhension. En effet, l'étudiant doit déduire de la 

définition de la fonction constante la valeur de sa dérivée pour chacun des éléments 

de son domaine de définition. Cette déduction peut aussi bien s'appuyer sur le calcul 

explicite de la dérivée de f que sur la représentation graphique de la fonction 

constante f Le passage qui est par la suite effectué entre les expressions f '(x) = 0 

pour tout x E]a,b[ etf'(c) = 0 quel que soit c E]a,bl est, à nos yeux, une autre 

source de difficulté. L'étudiant ne doit pas croire qu'il s'agit ici d'un simple 

changement de variable où x est remplacé par c. Il doit plutôt comprendre que c est 

fixé, mais que cette valeur fixée peut être n'importe laquelle des valeurs comprises 

dans l'intervalle Ja, b[. En ce qui concerne le deuxième cas à étudier, [(x) *- k, 

l'étudiant doit comprendre que la fonction f ne peut pas valoir k pour chacun des 

éléments de son domaine de définition, cependant, il est possible que f (x) = k pour 

certains éléments de [a, bl 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est relativement simple. La 

démonstration du théorème requiert la démonstration de deux cas précis et la 

structure de chacune de ces « sous-démonstrations» est simple et linéaire. L'étudiant 

doit cependant comprendre pourquoi la preuve est scindée en deux cas et pourquoi le 

résultat invoqué dans le deuxième cas ne s'applique pas en toute généralité. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments doit être développée: définition de la fonction constante, théorème des 

valeurs extrêmes et théorème 1.3. Ces deux théorèmes sont d'ailleurs présentés aux 

étudiants sans toutefois être accompagnés d'une démonstration ou d'une preuve. Le 

manuel prend soin d'illustrer les théorèmes, mais aucune argumentation n'est 

proposée à l'étudiant. Une telle utilisation de théorèmes non démontrés peut s'avérer 

« dangereuse» puisqu'un apprenant peut en déduire qu'il est correct d'utiliser des 

arguments non fondés lors de la construction d'une démonstration. De plus, 

l'utilisation de tels arguments soulève une question importante: lorsqu'on fait une 

démonstration, quels arguments doivent être démontrés et lesquels peuvent être tenus 

pour acquis? 
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y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Outre la disjonction de cas qui doit être effectuée sans 

indication, aucun changement de point de vue n'est à introduire. Par contre, bien que 

cela ne soit pas discuté dans le manuel, un passage au registre graphique est requis 

puisque certaines étapes de la démonstration sont illustrées par des représentations 

graphiques qui doivent être décodées par l'étudiant. Une pleine compréhension de la 

démonstratiOIl du théorème de Rolle proposée par le manuel passe donc par la 

compréhension des énoncés et des représentations graphiques qui composent la 

démonstratioll, ainsi que des liens qui unissent ces énoncés à leur représentation 

graphique. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Un quantificateur existentiel écrit 

en langage naturel est à prendre en considération dans l'énoncé du théorème. De 

plus, il est précisé dans l'énoncé qu'il « existe au moins un nombre c [c'est nous qui 

soulignons] » ce qui est déjà sous-entendu par le quantificateur existentiel. Cette 

précision supplémentaire facilite la tâche aux étudiants qui auraient une mauvaise 

compréhension des quantificateurs. Certains quantificateurs écrits en langage naturel 

sont également présents dans la démonstration et doivent être pris en considération. 

De plus, un quantificateur universel est sous-entendu. En effet, pour le premier cas, 

lorsqu'il est écrit que [(x) = k, k E IR, il est implicite que cette égalité est vraie 

VxE(a,b]. 

4.1.4.2 Pluralité de symboles littéraux (variables, paramètres, constantes ... ) 

Le second élément de fOlmalisme ayant capté notre attention est la présence, dans une même 

tâche, de plusieurs symboles littéraux ayant des rôles et statuts différents. Cet élément de 

formalisme a été observé dans 1423 des 37 tâches et démonstrations étudiées. Le théorème de 

23 Outre les démonstrations traitées explicitement dans cette section, les démonstrations 
suivantes font intervenir le même élément de formalisme: théorème unicité d'un zéro (Charron et 
Parent, 2004, p. 21), corollaire du théorème de Lagrange (idem, p. 25), problèmes synthèse 11 et 19 
(idem, pp. 47-48), théorème fondamental du calcul (idem, p. 134), problème synthèse 21 (idem, 
p. 172), théorèmes 5.l, 5.2 et 5.3 (idem, pp. 251, 255 et 259), exercice 5 (idem, p. 262), théorème 6.9 
(idem, p. 301) et exercice récapitulatif24 (idem, p. 363). 
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Rolle qui a été présenté précédemment en est un bon exemple, puisque les symboles x, c et k 

doivent être bien interprétés pour que la démonstration soit pleinement comprise. La tâche 

qui est analysée ci-dessous est un autre excellent exemple. Elle renferme plusieurs symboles, 

x, n, Met a. Les difficultés sous-jacentes sont également liées à l'élément de formalisme 

Calculs, manipulation des formules qui est traitée un peu plus loin dans le corpus (voir 

§ 4.1.4.6). 

Problème synthèse 22, chapitre 5 (p. 278) 

{l 2 3 Demontrer, que Jor+
CXl 

x ne-xdx -- n.,l'ou nE, , ,... }. 

Réponse attendue du problème synthèse 22, chapitre 5 

La solution n'apparaissant nulle part dans le manuel, nous avons dû élaborer notre propre 

démonstration. Pour ce faire, nous avons utilisé des notions présentées antérieurement dans 

le manuel. Ceci nous permet d'affirmer que cette solution pourrait être attendue d'un étudiant 

de niveau collégial. 

Il est possible d'écrire f +
CXl 

xne-xdx = limM--->+CXl fOM xne-xdx (définition de l'intégrale
O

impropre fournie à la section théorique 5.5, page 266). La tâche revient donc, dans un 

premier temps, à évaluer l'intégrale foM xne-xdx pour ensuite calculer la limite de 

l'expression obtenue lorsque M ~ +00. 

1. Pour évaluer l'intégrale, nous allons utiliser la formule de réduction explicitée au chapitre 

ax 
4 (p. 183): f xne ax dx = xne _:: f xn-1e ax dx, où a E lR\{O} et nE {1,2,3, ... }. 

a a 

M 

=(-xne-X)I~ +n Lxn-1e-x dx 
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M 

= -Mne-M + n(_Mn-1e-M ) + n(n - 1) Lxn- 2e-x dx 

= -Mne-M - nMn-1e-M + n(n 

-1) [(_Xn-2e-X)I~ + (n - 2) LMxn- 3 e-x dX] 

= -Mne-M - nMn-1e-M - n(n - 1)Mn- 2e-M + n(n - l)(n 

M 
n 3 x- 2) Lx - e- dx 

= _Mne-M - nMn-1e-M - n(n - 1)Mn- 2e-M - ... 

- n(n - l)(n - 2) ... 2M . e-M + n(n - l)(n - 2) ... 2 

. 1 LMxOe-Xdx 

=_Mne-M - nMn-1e-M - n(n - 1)Mn- 2e-M - ... 

- n(n - l)(n - 2) ... 2M . e-M + n(n - l)(n - 2) ... 2 

'l(-e-X)I~ 

= _Mne-M - nMn-1e-M - n(n - 1)Mn- 2e-M - ... 

- n(n - l)(n - 2) ... 2M . e-M + n(n - l)(n - 2) ... 2 

. l[-e-M +1] 

= _Mne-M - nMn-1e-M - n(n - 1)Mn- 2e-M - ... 

- n(n - l)(n - 2) ... 2M . e-M - n(n - l)(n - 2) ... 2 

. l(e-M ) + n(n - l)(n - 2) ... 2·1 
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2. Évaluons maintenant la limite de l'expression trouvée en 1. 

- n(n - l)(n - 2) 2M . e-M 

- n(n - l)(n - 2) 2· l(e-M ) 

+ n(n - l)(n - 2) 2·1] 

+ lim (-n(n - 1)Mn - 2e-M ) + ... 
M-.+oo 

+ lim (-n(n - l)(n - 2) '" 2M . e-M )
M-.+oo 

+ lim (-n(n - l)(n - 2) ... 2· 1(e-M))
M-.+oo 

+ lim (n(n - l)(n - 2) ... 2· 1)
M-.+oo 

=n(n - l)(n - 2) ... 2·1 

= n! 

car en appliquant la règle de l'Hospital à reprises, on trouve que 

• 
Analyse du problème synthèse 22, chapitre 5 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? Une connaissance de la 

notion d'intégrale impropre est essentielle pour réaliser la tâche puisqu'il s'agit du 

point de départ de la démonstration. La notion d'intégrale impropre est sous-tendue 

par les notions de limite et d'intégrale définie et leurs propriétés, qui doivent aussi 

être connues des étudiants. La connaissance de la formule de réduction de 

nJx eax dx est aussi utile pour construire la démonstration. Cependant, un étudiant 
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pourrait décider de ne pas utiliser directement la formule fournie au chapitre 4 pour 

plutôt évaluer l'intégrale à l'aide de la technique d'intégration par parties. C'est 

d'ailleurs cette méthode qui a été mise à profit pour déterminer la formule de 

réduction utilisée. Pour la solution explicitée précédemment, nous avons choisi 

d'utiliser la formule de réduction directement, car on peut s'attendre à ce que les 

étudiants ne cherchent pas à la redémontrer et l'utilise telle quelle. 

S'agit-if de notions déjà vues ou nouvelles? La définition d'intégrale impropre a été 

présentée à la section théorique 5.5 du manuel. Il s'agit donc d'une nouvelle notion. 

Cependant, précisons qu'une section complète d'exercices de nature calculatoire, 

section précédant les Problèmes synthèses, porte sur cette notion. En ce qui 

concerne la notion de limite et d'intégrale définie, la première est connue depuis le 

cours Calcul différentiel NYA tandis que la seconde a été présentée au chapitre 3. La 

formule de réduction est quant à elle donnée à la section théorique 4.1 du manuel. 

À quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au calcul intégral. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-if ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? La valeur de vérité de l'énoncé est connue. Aucun indice n'est fourni dans 

l'énoncé. 

S'agit-if d'un type de problème qui était ignorés jusqu 'alors? Il s'agit de la première 

démonstration portant sur la notion d'intégrale impropre. 

Quel est l'importance duformalisme dans la tâche? Cette tâche requiert l'utilisation 

de plusieurs éléments de symbolisme. En effet, l'étudiant doit être en mesure de 

manipuler adéquatement le symbolisme lié à l'intégrale définie, celui lié à la notion 

de limite ainsi que le symbolisme présent dans la formule de réduction utilisée. La 

combinaison de ces éléments complique la tâche de l'étudiant qui doit départager le 

rôle des lettres a, x, net M dans la tâche. De plus, le grand nombre d'étapes requises 

demande à l'étudiant une gestion efficace et organisée des différentes composantes 

entrant en jeu dans l'évaluation de l'intégrale f; xne-xdx ainsi que dans 
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l'évaluation de lim !'OM xne-xdx. Pour construire la démonstration demandée, 
M---?+co 

l'étudiant doit également connaître la signification du symbole factoriel. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaine ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est linéaire et simple. Cependant, 

nous croyons que la gestion difficile du symbolisme et l'intervention de certains 

arguments à répétition viendront masquer la simplicité de la structure déductive. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Les mises en fonctionnement des 

connaissances sont de niveau disponible. Aucun outil n'est fourni à l'étudiant qui 

doit puiser dans son bagage de connaissances pour mener à terme la démonstration. 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes? Pour résoudre cette tâche, nous avons choisi 

M
d'introduire deux étapes: l'évaluation de l'intégrale J xne-xdx dans un premier 

O 

temps et l'évaluation de la limite du résultat obtenu dans un second temps. Précisons 

qu'il est possible de combiner ces deux étapes en une seule. Cependant, nous 

croyons que, dû à la lourdeur du symbolisme à gérer et à la longueur des expressions 

à considérer, la partition de la solution en deux étapes facilite la tâche à l'étudiant en 

l'empêchant d'être «étourdi» par l'abondance de symboles. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est à développer: définition de l'intégrale impropre, formule de 

réduction de Jxneax dx, théorème fondamental du calcul, propriétés des limites (sif 

et g admettent des limites finies en a alors 

lim [[(x) + g(x)] = limf(x) + limg; 
x~a x-7a X-7a 

sifadmet une limite finie en a et si k est une constante réelle, alors 

limx---?akf(x) = k limf(x)),
x---?a 

la règle de L'Hospital ainsi que des arguments de nature algébrique.
 

y a-t-il à répéter un argument? Plusieurs arguments doivent être répétés: la formule
 

de réduction, le théorème fondamental du calcul ainsi que la règle de L'Hospital.
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y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue est nécessaire puisque 

co
l'étudiant doit transformer l'intégrale f + xne-xdx en une autre forme, soito


· J.M -xd
n1ImM-->+co 0 x e x.
 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Un quantificateur universel a été
 

introduit dans la démonstration.
 

4.1.4.3 Recours à des représentants génériques de prime abord arbitraires 

Plusieurs démonstrations étudiées font intervenir des éléments génériques, qUI pourront 

sembler à l'étudiant de prime abord arbitraires, desquels certaines déductions sont réalisées. 

Ces déductions sont par la suite généralisées à l'ensemble des éléments, mais cette 

généralisation n'ira pas de soi pour tous les étudiants. De plus, de tels représentants doivent 

souvent être introduits par l'étudiant ce qui constitue une difficulté supplémentaire. Parmi les 

37 tâches et démonstrations considérées, 824 font intervenir cet élément de formalisme. En 

voici un exemple. 

Corollaire du théorème de Lagrange: Corollaire 1 

Le théorème et la démonstration qui suivent sont tous deux issus du manuel (p. 25). 

Si/est une fonction telle que 

1) / est continue sur [a, b]; 

2) r' (x) = 0, Vx E]a, bL 

alors Vx E [a, b],f(x) = C, où C est une constante réelle. 

24 Outre la démonstration du corollaire du théorème de Lagrange présentée dans cette section, 
les démonstrations suivantes font intervenir le même élément de formalisme: théorème unicité d'un 
zéro (Charron et Parent, 2004, p. 21), problème synthèse 19 (idem, pp. 48), théorème fondamental du 
calcul (idem, p. 134), théorèmes 5.1, 5.2 et 5.3 (idem, pp. 251, 255 et 259) et théorème 6.9 (idem, 
p.301). 
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Démonstration du Corollaire du théorème de Lagrange 

Soit xl < xz, deux nombres quelconques de [a, b]. Appliquons le théorème de Lagrange àf 

sur [XI, X2]. Puisquefest continue sur [XI, X2] et dérivable sur ]XI, X2[, car [XI, X2] est inclus 

dans [a, b], alors il existe un nombre C E]xl'xZ[ tel que 

{(Xz) - {(Xl) = t' (c)
 

Xz - Xl
 

{(Xz) - {(Xl) = °(car t' (X) = 0, Vx E]a, b[) 

Xz - Xl 

Donc 

d'où {(x) = C,Vx E [a,b] puisque XI etx2étaientquelconques. 

• 
Analyse de la démonstration du corollaire du théorème de Lagrange 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont la ou les connaissances mises en fonctionnement? Les connaissances à 

mettre en fonctionnement sont les notions de continuité et de dérivabilité d'une 

fonction. 

S'agit-if de notions déjà vues ou nouvelles? Le théorème de Lagrange a nouvellement 

été introduit aux étudiants tandis que les autres notions ont déjà été traitées dans le 

cours Calcul différentiel NYA. 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 
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Deuxième et troisième axe d'analyse: Les tâches prescrites et les activités attendues des 

étudiants 

Qu'est-ce qui est attendu de l'étudiant par la présentation de cette démonstration? 

Des indices facilitant la réalisation/compréhension de la tâche sont-ifs fournis? Il 

est attendu que l'étudiant lise et comprenne le théorème et sa démonstration. Aucun 

indice ou explication informelle n'est fourni. 

S'agit-if d'un type de démonstrations qui était ignoré jusqu'alors? Il s'agit de la 

première démonstration du manuel nécessitant l'utilisation du théorème de Lagrange. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? La tâche nécessite la 

compréhension et l'utilisation de la notation fonctionnelle et de la notation 

ensembliste. La démonstration de ce théorème requieli l'insertion de deux éléments. 

En effet, deux nombres quelconques XI et X2 de [a, b] doivent être introduits dès le 

début de la démonstration. Ceci soulèvera sans doute des questions chez certains 

étudiants qui voudront comprendre d'où sont issus ces éléments et quel est leur rôle. 

La notation choisie dans le manuel, XI et X2, peut selon nous causer des problèmes à 

celiains étudiants qui croiront que ces deux éléments sont fixés. Effectivement, la 

notation « x adjoint d'un indice» est souvent utilisée pour représenter un élément 

précis dans un intervalle. Cependant, dans le cas présent, l'étudiant doit comprendre 

que les éléments XI et X2 peuvent représenter n'importe quels nombres de [a, b] et 

donc, que le raisonnement qui est présenté est valable pour tous les couples 

d'éléments composant cet intervalle. De cette constatation, l'étudiant peut déduire 

que pour chacun des éléments du domaine de la fonction, la valeur de l' ordOImée 

associée sera la même. Pour exprimer symboliquement cette affinnation, une 

constante C doit être introduite. Les étudiants doivent alors comprendre que la 

valeur de cette constante C est en fait la valeur de l'ordOImée de chacun des points du 

domaine de f C'est le caractère arbitraire mais générique des éléments XI et X2 qui 

permet de généraliser les conclusions effectuées sur [xj, X2] à tout [a, b]. Comme 

auparavant, la présence d'intervalles ouverts et fermés est source de complexité. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-if d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. 



134 

y a-t-il plusieurs arguments développés à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments doit être développée: propriété de continuité et dérivabilité d'une 

fonction et le théorème de Lagrange. Tel qu'il a été relevé dans l'analyse de la 

démonstration du théorème de l'unicité d'un zéro, la continuité et la dérivabilité 

d'une fonction sur un sous-intervalle n'est justifiée que par la continuité et la 

dérivabilité de cette fonction sur l'intervalle incluant le sous-intervalle. 

Un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation est-il 

introduit (sans indication)? La démonstration est centrée sur deux nombres 

quelconques de [a, b], introduits sans indication. L'étudiant doit momentanément 

mettre de côté les données de l'énoncé pour se réorienter vers les deux éléments 

introduits. L'application du théorème de Lagrange se fait d'ailleurs avec ces 

éléments. Pour répondre à la question, l'étudiant doit comprendre que pour 

démontrer que la fonction f est constante, il faut démontrer que la variation en 

ordonnée de la fonction f est nulle et ce, peu importe les éléments du domaine 

choisis. 

Une quantification est-elle à repérer? Un quantificateur existentiel est écrit en 

langage naturel. Les autres quantificateurs de la démonstration sont écrits 

symboliquement. De plus, l'étudiant doit comprendre que la démonstration 

s'applique à toute paire d'éléments XI etx2 de [a, bl 

4.1.4.4 Travail sur les inégalités 

La manipulation d'inéquations est une habileté qui est sollicitée dans 625 des 37 tâches et 

démonstrations proposées dans le manuel étudié. Nous l'incluons dans la rubrique Éléments 

deformalisme à cause du travail syntaxique qu'elle suppose. Plus précisément, l'étudiant est 

appelé à borner une expression donnée. La découverte de borne supérieure ou inférieure 

n'est pas toujours une tâche facile à accomplir, encore moins quand l'étudiant doit lui-même 

25 Outre la démonstration présentée dans cette section, les démonstrations suivantes font 
intervenir le même élément de formalisme: exercice 10 (Charron et Parent, 2004, p. 28), problèmes 
synthèse 16 et 17 (idem, pp. 48), problème synthèse 20 (idem, p. 171) et problème synthèse 25 (idem, 
p.366). 
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comprendre qu'une telle borne doit être introduite dans la démonstration. Ce travail sur les 

inégalités est, selon nous, plus que pertinent puisqu'il prépare à « affronter» les définitions 

en E - (j qui sont une partie importante des cours universitaires d'analyse. Les 

démonstrations demandées dans ces cours d'initiation à l'analyse réelle reposent souvent sur 

ces définitions en E - (j et demande à l'étudiant de manipuler les inégalités qu'elles 

comportent. 

Exercice 6, section 1.2 (p. 28) 

Utiliser le théorème de Lagrange pour démontrer que: 

1[ 

a) tan x > x pour °< x < "2 

b) eX ~ x + 1, où xE [0, +00 

c) Arctanx<x,oùx E]O,+oo 

d) (1 +x)" > (l+nx), où n> 1 et x> ° 
Puisque les quatre éléments de la question impliquent des raisonnements analogues, nous 

présenterons l'analyse d'un seul, les analyses des autres étant similaires. Notre choix s'est 

porté sur la sous-question d) car la fonction sur laquelle doivent travailler les étudiants 

nécessite davantage de réflexion que pour les items a, b ou c. 

Réponse attendue de l'exercice 6, section 1.2 

La réponse ci-dessous est tirée du solutionnaire du manuel (p. 371). Cependant, la 

vérification des hypothèses ainsi que certaines précisions ont été ajoutées pour compléter la 

solution. Les éléments qui ont été ajoutés figuraient dans le corrigé de la sous-question a), 

mais ont été laissés de côté par les auteurs du manuel dans les sous-questions subséquentes, 

sans doute par souci d'alléger la présentation. 

Soitf(x) = (1 +x) n -1- nx sur [0, x], où x E]O, +00. 
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1) f est continue sur [0, x], où x E]O, +00, car f est une somme de fonctions continues 

sur cet intervalle. 

2) f est dérivable sur [0, x], car f '(x) = n (1+Xy-l- n est définie sur l'ensemble des 

nombres réels quand n > 1. 

Les hypothèses du théorème de Lagrange étant vérifiées, 3c E]O, x[ tel que 

{(x) - {CO) = t' (c) 

x-o 

(1 + xy - 1 - nx - ° = n(l + cy-l - n 
x-O 

(1 + xy - 1 - nx > °(car (1 + c)n-l > 1), 

x 

d'où (l+x)" > (1+nx), Vx E]O,+oo. 

• 
Analyse de l'exercice 6, section 1.2 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont la ou les connaissances mises en fonctionnement? Les connaissances à 

mettre en fonctionnement sont les notions de continuité et de dérivabilité. L'étudiant 

doit être en mesure de comprendre le théorème de Lagrange et de l'utiliser dans ce 

contexte. Une compréhension des inégalités, et plus précisément une intuition des 

bornes (inférieures ou supérieures) possibles pour une fonction donnée, sur un 

intervalle donné, est requise. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? La notion de fonction continue et de 

fonction dérivable ont été vues en Calcul différentiel NYA. Par contre, le théorème 

de Lagrange a été introduit dans la sec lion théorique du manuel adjacente à la sedion 

d'exercices de laquelle est tirée cette tâche. La notion de borne, bien que connue des 

étudiants, est utilisée ici dans un contexte de démonstration ce qui peut être nouveau. 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 
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Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescriles 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-el/es liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte quatre sous-questions indépendantes, mais 

nécessitant la mise en œuvre de raisonnements similaires. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? La véracité de l'inégalité à démontrer n'est pas questionnée dans la tâche: 

la valeur de vérité de l'énoncé est connue. Des indices facilitant la résolution de la 

tâche sont également fournis. En effet, le théorème qui doit être utilisé pour résoudre 

le problème est explicitement mentionné dans l'énoncé. De plus, dans la section 

théorique du manuel, un exemple26 très similaire à l'exercice 6 est résolu. Il 

semblerait donc qu'on présente la marche à suivre à l'étudiant en espérant que celui

ci l'applique à d'autres inégalités dans la section d'exercices. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Le raisonnement déductif est en jeu dans 

la tâche, mais il est pris en charge par le calcul. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Les notations fonctionnelle et 

ensembliste sont utilisées dans la tâche. La présence de plusieurs formes 

d'intervalles est un élément de complexité. En effet, la fonction f est continue sur un 

intervalle fermé et dérivable sur un intervalle ouvert. De plus, le fait que l'inégalité 

x> 0 soit exprimée avec la notation ensembliste dans la solution, x E ]0, +00, peut 

être une difficulté pour certains. L'utilisation de l'inégalité, qui intervient lorsque 

(l+C)wl est borné inférieurement par l, est aussi un élément qui peut s'avérer 

problématique pour certains étudiants qui ne comprendraient pas pourquoi il est 

nécessaire de passer d'une égalité à une inégalité. Borner l'expression (Hc) n-J par 1 

ne va pas du tout de soi: cela demande à l'étudiant d'avoir une bOIlle compréhension 

de la notion d'exposant et de prendre simultanément en considération les valeurs 

possibles de c et de n. Ce jeu sur les bornes et les inégalités est loin d'être évident 

pour un étudiant de niveau collégial. D'ailleurs, il est important de préciser que le 

26 « Exemple 2 : Utilisons le théorème de Lagrange pour démontrer que
 
(x + ln x) < x, 'r/x e] 1, +00. » (Charron et Parent, 2004, pp. 23-24)
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corrigé n'explique pas pourquoi (1+c) n-\ peut être borné par 1. Une telle explication 

aurait, selon nous, profité à l'étudiant. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. En fait, elle 

repose sur un argument principal, soit le théorème de Lagrange. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est mobilisable. Bien que le théorème à utiliser soit mentionné dans 

l'énoncé de la tâche et que la recette à suivre ait été présentée dans la section 

théorique 1.2, la fonction qui doit être utilisée dans la démonstration n'est pas connue 

de l'étudiant, qui doit la construire lui-même. C'est cet élément qui a motivé notre 

choix de classer cette tâche au niveau des mises en fonctionnement mobilisables et 

non techniques. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments doit être développée: le théorème de Lagrange, l'énoncé qui affirme 

que la somme de fonctions continues est continue ainsi que l'existence d'une borne 

inférieure pour l'expression (1 +c) n-l. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue est requis puisque la 

démonstration se déroule autour d'une fonction f qui doit être construite par 

l'étudiant. 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

Une fonctionfdoit être construite par l'étudiant.
 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Un quantificateur existentiel, 3e,
 

et un quantificateur universel, (1-1x) n > (1+ I1X) Vx EJO, +00, sont à prendre à
 

considération.
 

Avant de traiter les autres éléments de fOlmalisme ayant retenu notre attention, nous 

voudrions faire une brève parenthèse à propos de la tâche ci-dessus. Plutôt qu'un travail 
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d'organisation déductive et logique, ce qui est retenu ici comme travail sur la démonstration 

met avant tout en jeu des techniques très calculatoires nécessitant d'avoir au préalable une 

bonne intuition des fonctions en jeu. Selon nous, ce choix d'exercice porte les étudiants à 

croire que l'activité de démonstration se limite à la réalisation de manipulations algébriques 

sur des objets, tels que la fonction 1, ayant été introduits dans la démonstration de façon 

pratiquement magique. 

4.1.4.5. Travail sur les limites et les infinitésimaux 

La notion de limite et le formalisme qui s'y rattache sont exploités dans plusieurs 

démonstrations étudiées (527 parmi les 37 analysées). Bien que la définition de limite en 

E - 0 ne soit pas utilisée au niveau collégial et que tout ce qui concerne un passage à la 

limite soit principalement traité sur un mode intuitif et informel, un travail syntaxique non 

négligeable est à prendre en considération. Effectivement, un travail syntaxique avec les 

paramètres (bornes d'intégration, limite vers quoi on fait tendre la variable libre ... ) et avec 

les éléments infinitésimaux (notation de Leibniz ou autre) ont été relevés lors de l'analyse du 

manuel. Par exemple, dans la démonstration du théorème fondamental du calcul (voir 

§ 4.1.1.1), la notion de limite est à utiliser. L'étudiant doit comprendre pourquoi il est 

nécessaire de prendre en considération la limite d'une expression donnée. Une fois cette 

étape franchie, l'étudiant doit modifier les paramètres de la limüe, ce qui demande une bonne 

compréhension de la situation. Une démonstration présentée au chapitre 5 suscite également 

de l'étudiant qu'il travaille avec la notion de limite. Tout comme pour la démonstration du 

théorème fondamental du calcul, la limite apparaît vers la fin de la démonstration sans être 

justifiée. Cette justification n'est sans doute pas évidente pour plusieurs étudiants qui 

tenteront de comprendre pourquoi celle-ci à été introduite. L'analyse de cette démonstration 

est présentée ci-dessous. 

27 Outre les démonstrations traitées explicitement dans cette section, les démonstrations 
suivantes font intervenir le même élément de formalisme: problème synthèse 19 (Charron et Parent, 
2004, p. 171), théorèmes 5.2 et 5.3 (idem, pp. 255 et 259). 
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Théorème 5.1 (p. 251)
 

Soi t une fonction f, telle que f ' est continue sur [a, b]. La longueur L de la courbe joignant
 

les points R(a,f(a» et S(b,f(b» est donnée par L = f: .JI + Ct' Cx))2 dx ou par L =
 

2 
1 + (:~) dx (notation de Leibniz). 

Démonstration du théorème 5.128
 

La démonstration du théorème 5.1 présentée ci-dessous est issue du manuel (p. 252).
 

Preu e 

Soit P = [XO ' Xl' X2 ' ... , X,,}, une partition de lCl, b] ct )' s = l~ 

Pi(x" y), les points correspondants sur la courbe def. p., , 

La distance entre P,._ 1 et Pi est donnée par P, 

P p = Y(Lu}'+ (~\!Y 
1 1 r l . { 

et la longueur approximative i)"L, R =P" 
!1 

de J'arc Pi' 1 Pi est donnée par 

ALi ~- Y(tiX)2 + (Ay)2, où AYi = f(x) - f(xH )· a 

Élant donné quelest continue et dérivable sur ra, bJJpossède les mêmes propriétés sur chaque 
[Xi. l' x,] : ainsi, par Je théorème de Lagrange, il existe un nombre Ci E JXi __ l' Xi l tel que 

(j(x) - l(x,_I) =f'(c,) (Xi - Xi _ ,), 

ainsi AYi = j'(c) fui 

Donc i)"Li = Y(Ax,?+ (J'(c) A.>.Y 

~\/[I + (f'(c)f] (fuY 

~ VI + (J'(C,»2 i)"x i 

n 

Ainsi L = lim )' VI + (J' (c))" Lix 
ül1<u à,,)-)O i ~ 1 1 

= rVI + U'(X»2 d,X (par définition de J'intégrale définie) 
'-' 

,./> /1 + (dV)2 dx 
= J(/ V dx 

28 Cette démonstration a été numérisée du manuel pour montrer la représentation graphique 
utilisée par Charron et Parent. 
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Analyse de la démonstration du théorème 5.1 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? Pour comprendre la 

démonstration, l'étudiant doit connaître la formule de la distance entre deux points du 

plan cartésien. La compréhension de la notion de partition d'un intervalle et de son 

expression symbolique est également nécessaire. Ces deux éléments servent à 

construire une approximation de la longueur de la courbe qui est ensuite optimisée. 

Cela nécessite un recours aux notions de continuité et de dérivabilité d'une fonction, 

qui sont mises à profit pour appliquer le théorème de Lagrange. La définition de 

l'intégrale définie et des infinitésimaux qui y interviennent doivent également être 

maîtrisés. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Outre la distance entre deux points qUl 

a été traitée au niveau secondaire et qui a fait l'objet d'un rappel en introduction du 

chapitre 5, les autres notions ont été présentées pour la première fois aux étudiants 

dans les chapitres 1 à 4 du manuel. Chacune de ces notions a été travaillée dans les 

différentes sections d'exercices et n'est donc plus considérée comme une nouveauté. 

Ji. quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

au domaine de l'analyse. 

Deuxième et troisième axes d'analyse: Les tâches prescrites et les activités attendues des 

étudiants 

Qu'est-ce qui est attendu de l'étudiant par la présentation de cette démonstration? 

Des indices facilitant la réalisation/compréhension de la tâche sont-ils fournis? Il 

est attendu de l'étudiant qu'il lise la démonstration et qu'il en comprenne les 

différentes paliies ainsi que leur aIiiculation. Pour l'aider dans cette tâche, des 

indices sont fournis. Dans un premier temps, en introduction du théorème 5.1, le 

manuel présente une méthode utilisée par les Grecs pour estimer la circonférence 

d'un cercle. Cette méthode « consistait à inscrire, dans le cercle, un polygone de n 

côtés et à calculer son périmètre. On peut établir que plus n est grand, plus le 

périmètre du polygone s'approche de la longueur de la circonférence du cercle» 
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(Charron et Parent, 2004, p. 251). À la suite de cette présentation, il est indiqué 

qu'une méthode analogue sera utilisée pour calculer la longueur de courbes planes, 

fournissant ainsi à l'étudiant l'idée générale de la démonstration de la formule 

énoncée dans le théorème 5.1. Dans un second temps, une représentation graphique 

est donnée à l'étudiant. Elle permet de donner un sens à plusieurs éléments de 

symbolisme utilisés dans la démonstration. 

Quels types de raisonnements sont enjeu? Un raisonnement déductif doit être mis en 

jeu pour saisir la démonstration qui est présentée mais celui-ci est en quelque sorte 

pris en charge par les calculs, qui s'enchaînent linéairement. De plus, nous croyons 

qu'un raisonnement par analogie peut être mis à contribution pour mieux comprendre 

l'idée générale de la démonstration. Effectivement, une analogie avec la méthode 

historique présentée en introduction du théorème 5.1 peut amener l'étudiant à mieux 

comprendre l'introduction de la partition P ainsi que l'approximation linéaire qui est 

faite de la longueur de la courbe. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

grande place dans l'énoncé du théorème ainsi que dans sa démonstration. Dans 

l'énoncé, il est intéressant de remarquer que deux notations ont été utilisées pour 

exprimer la dérivée de la fonctionf qui intervient dans la formule de la longueur de 

courbes planes: r' (x) et :~ (notation de Leibniz). Bien que la notation de Leibniz 

ait été présentée dans le cours de mathématiques NYA et rappelée à l'étudiant au 

chapitre 1 du manuel, elle est rarement utilisée par Charron et Parent. D'ailleurs, 

malgré la présence de la notation de Leibniz dans l'énoncé du théorème, la 

démonstration n'y a pas recours, faisant plutôt intervenir la notation f '(x). La 

démonstration du théorème comporte plusieurs symboles. Une partition Pest 

introduite, P = {XO J xl, ... xn }, des points de la courbe f correspondant à cette 

partition sont nommés, Pi (Xi, yJ. La distance entre ces points est également définie 

et exprimer symboliquement à l'aide des symboles b.Xi et b.Yi' Cette distance 

correspond à une approximation linéaire, nommée b.Li , de la longueur de la courbe 

de f sur l'intervalle [Xi-l,xiJ. La compréhension de chacun de ces éléments est 

nécessaire pour comprendre la démonstration dans son ensemble. L'amélioration de 

l'approximation de la longueur de la courbe de f nécessite l'utilisation de la notion de 
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limite, ce qui peut être difficile à comprendre pour certains étudiants. L'écriture 

symbolique de la longueur L de la courbe, 

L = lim(max 6Xj)-->O L?=l .Ji + Ct' (Ci))2 !J.Xi> 

comporte plusieurs éléments de formalisme qui doivent être décryptés par l'étudiant 

pour comprendre pleinement comment cette expression représente la longueur de la 

courbe defet non pltls une approximation. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaine ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration n'est pas particulièrement complexe, 

cependant certains arguments doivent être développés de façon parallèle. C'est le 

cas pour l'expression de la longueur approximative !J.Li de l'arc Pi- 1 Pi et 

l'expression de !J.Yi à l'aide du théorème de Lagrange. 

y a-t-il plusieurs arguments développés à la fois? Une pluralité plutôt restreinte 

d'arguments est développée dans la démonstration: la continuité et la dérivabilité de 

f sur [a, b] garantissant que f possède aussi ces propriétés sur chacun des sous

intervalles de [a, b], le théorème de Lagrange et la définition de l'intégrale définie 

sont explicitement mentionnés dans la démonstration. Cependant, plusieurs 

arguments ont selon nous été omis. C'est le cas de la vérification des hypothèses du 

théorème de Lagrange. En effet, pour appliquer ce théorème, f doit être continue sur 

[Xi-l,xd et dérivable sur ]Xi-l,Xi[ ce qui est justifié, dans la démonstration, par la 

continuité et la dérivabilité de f sur [a, bl Cependant, l'énoncé du théorème 5.1 

mentionne uniquement que «j'est continue sur [a, b] » (p. 251). Selon nous, il 

aurai t été important de préciser que la continuité de f sur [a, b] est déduite du fait que 

j'existe sur [a, bl et que toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur ce 

même intervalle. 

Un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation est-il 

introduit (sans indication)? Un changement de point de vue est requis en ce sens que 

l'étudiant ne doit pas se concentrer directement sur la longueur totale de la courbe f 
entre les points R(a,f(a)) et S(b,f(b)), mais plutôt introduire une pal1ition de [a, b] 

dans l'optique de trouver une approximation linéaire de la courbe f sur chacun des 

sous-intervalles introduits par la partition P. C'est en améliorant cette approximation 
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linéaire que l'étudiant pourra déduire la longueur L de la courbe sur [a, b]. Pour 

comprendre pleinement la démonstration, l'étudiant doit être en mesure d'interpréter 

les informations fournies dans le registre symbolique pour ensuite les transposer dans 

le registre graphique. En effet, plusieurs des éléments présentés algébriquement sont 

également représentés graphiquement ce qui nécessite de la part de l'étudiant qu'il 

coordonne les deux registres de représentation. 

Une quantification est-elle à repérer? Outre les quantificateurs inhérents aux 

théorèmes de Lagrange, aucune autre quantification n'est à repérer. 

4.1.4.6. Calculs, manipulation des formules 

Notre gril1e d'analyse nous a permis de créer, jusqu'à présent, un corpus de démonstrations 

il1ustrant les difficultés inhérentes à l'activité de validation mathématique qui sont présentes 

dans le manuel Calcul intégral (Charron et Parent, 2004). Bien que le groupe de 

démonstrations présenté il1ustre bel et bien le recueil analysé, un type de démonstrations est 

passé dans les mail1es de notre filet. Effectivement, les démonstrations s'apparentant à la 

réalisation de calculs, mais portant sur des éléments généraux, n'ont toujours pas été traitées. 

Ces démonstrations qui consistent principalement à établir la validité de fonnules 

d'intégration ou de fonnules de sommation sont concentrées dans trois des six chapitres du 

manuel. Malgré le fait que ces démonstrations comportent certains des éléments de difficultés 

discutés précédemment, tel1es que des changements de point de vue réalisé par la 

modification des objets présents dans l'énoncé de la tâche, les similitudes qu'el1es 

entretiennent avec la réalisation d'un simple calcul nous ont poussées à regrouper ces 

démonstrations dans une catégorie à part. Dans ce type de démonstrations, le raisonnement 

est pris en charge par le calcul, tout en laissant de côté l'aspect déductif du processus de 

validation mathématique. À nos yeux, de telles tâches sont d'excellents moyens de faire 

travailler les manipulations algébriques chez les étudiants. Ce type de travail est d'ailleurs 

nécessaire car, tel que rapporté par Corriveau (2007), la réalisation de calcul dans un 

contexte algébrique est problématique pour un bon nombre d'étudiants de niveau col1égial. 

Bien que ces tâches permettent aux étudiants d'améliorer leur capacité à gérer et manipuler 

des expressions algébriques, elles ne constituent cependant pas de véritable défi sur le plan du 
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raisonnement déductif. Pour étayer nos propos, deux tâches, parmi les 1229 répondant à ces 

caractéristiques, sont présentées ci-dessous. 

Exercice 7, section 4.1 (p. 184) 

Démontrer la formule de réduction donnée et utiliser cette formule pour trouver les intégrales 

demandées. 

a) flnnxdx=xlnnx-nflnn-lxdx,oùnE{1,2,3, ... }; fln 3xdx
 
n - cosn- 1x sinx n-l f n-Z' .
b)	 f cos x dx - + - cos x dx, ou nE {2, 3, 4, ... },

n n
 
f cos 4 x dx et f coss x dx.
 

n 2n _sec - xtanx n-zf n-Z'	 .c)	 f sec x dx - + - sec x dx, ou nE {2, 3, 4, ... },n-) n-l 
f sec4x dx et f secsx dx. 

n - sec n- 2x tanx n-Z f n-Z' .d)	 f sec x dx - + - sec x dx, ou n E { 2,3,4, ... },n-) n-l
 
f sec4 x dx et f secsx dx.
 

Réponse attendue à l'exercice 7, section 4.1 

La réponse qui est fournie ci-dessous est tirée du corrigé du manuel (p. 400). Cependant, par 

souci de clarté, la réponse a) sera détaillée de manière à dévoiler plus précisément la 

démarche qui doit être élaborée par l'étudiant. Les réponses b), c) et d) sont, quant à elles, 

directement issues du solutionnaire. Aucun détail supplémentaire ne sera ajouté puisque 

seules certaines étapes calculatoires n'y sont pas explicitées. Les idées centrales de chacune 

des réponses sont données, présentant la voie qui doit être empruntée pour résoudre la tâche. 

a)	 En utilisant l'intégration par parties et en posant u = (ln xY et dv = dx, on obtient 

la formule de réduction suivante: 

29 Outre les démonstrations traitées dans cette section, les démonstrations suivantes font 
intervenir le même élément de formalisme: exercice récapitulatif 10 (Charron et Parent, 2004, p. 46), 
problèmes synthèse II et 17 (idem, pp. 47- 48), exercice 7 (idem, p. 76), exercice récapitulatif 4 (idem, 
p. 101), exercice récapitulatif2 (idem, p. 166), exercice 9 (idem, pp. 209), problème synthèse 22 (idem, 
p. 278), problème synthèse 3 (idem, p. 363) et problème synthèse 22 (idem, p. 365). 
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f lnn x dx = uv - f v du 

f n(lnxy-l 
=x(lnxY- x· x dx 

=x(lnx)n - n f(lnx)n-l dx 

• 
En appliquant cette formule de réduction à l'intégrale Jln3x dx, on obtient:
 

f ln3x dx = x(ln x)3 - 3 f(ln X)2 dx .
 

Réappliquons la formule de réduction à J(lnx)2 dx.
 

f ln3xdx = x(lnx)3 - 3 [X(lnx)2 - 2 f Inxdx]
 

Finalement, réappliquons la formule de réduction à Jln x dx.
 

3f ln xdx = x(lnx)3 - 3 [X(lnX)2 - 2 [xlnx - f 1 dX]] 

= x(lnx)3 - 3x(lnx)2 + 6xln x - 6x + C . 

b) Il faut poser u = cosn-1x et dv = cosx dx, et remplacer sin2x par (1- cos 2x) 
dans la nouvelle intégrale; 

4 d cos x sin x 3 cos x sin x 3x 
cos x x = + + + C'f 

3

4 8 8' 

cos 4 x sin x 4 cos 2 x sin x 8 sin x 
5 + 15 +~+C. 
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n 2c)	 Il faut poser u = sec - x et dv = sec 2x dx, et remplacer tan 2x par (1 - sec 2x) 
dans la nouvelle intégrale; 

4 sec2x tan x 2
Jsec x dx 3 +3"tanx+C;
 

5 sec3x tan x 3secx tanx 3 lnlsecx + tanxlJsec x dx 4 + 8 + 8 + C. 

d) 

n 1
tan - x J= - tann - 2x dx . 
n-1 

• 
tan3x 

= -3- - tanx + x + C; 

tan6x tan4x tan2x 
=-----+---lnisecxl + C. 
642 

Analyse de l'exercice 7, section 4.1 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? L'étudiant doit comprendre 

ce qu'est une formule de réduction et être capable de calculer une intégrale en 

utilisant l'intégration par parties. La connaissance de certaines identités 

trigonométriques est également requise. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les notions de formule de réduction et 

d'intégration par parties ont été présentées aux étudiants dans la section théorique 
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précédant la section d'exercices 4.1. En ce qui concerne les identités qUi 

intervielU1ent dans le calcul des différentes intégrales, elles étaient déjà cOlU1ues des 

étudiants et lui ont été rappelées au tout début du chapitre 4.
 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent
 

au domaine du calcul intégral.
 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte quatre sous-questions qui sont indépendantes 

l'une de l'autre. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est fermé puisque sa valeur de vérité est cOlU1ue. Bien que 

l'énoncé de la tâche ne fournisse aucun indice facilitant la résolution du problème, le 

titre de la section d'exercices 4.1, intégration par parties, constitue un indice qui 

orientera les étudiants dans la réalisation de la tâche. De plus, dans la section 

théorique 4.1, des exemples30 de calcul de formules de réduction sont fournis à 

l'étudiant. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement déductif pris en charge 

par le calcul est mis en œuvre dans cette démonstration. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

place non négligeable dans cette tâche. Dans un premier temps, l'étudiant est appelé 

à travailler avec des fonctions générales qui sont en fait les représentantes de toute 

une classe de fonctions. Il doit être en mesure de départager les rôles des symboles x 

et n qui composent ces fonctions. Une compréhension erronée de ceux-ci peut 

compliquer la tâche de l'étudiant puisque celui-ci pourrait avoir de la difficulté à 

repérer le symbole représentant la variable d'intégration. Un second élément qui doit 

être étudié est le formalisme associé à l'intégration par parties. Le partitionnement 

de la fonction à intégrer en deux fonctions, nommées u et dv, peut compliquer le 

30 « Exemple 2 : Déterminons une formule de réduction pour Jsinn x dx où n E {2,3,4, ... }. » 
(Charron et Parent, 2004, p. 183) 
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travail de certains étudiants. En plus de devoir détenniner correctement ces deux 

fonctions, l'étudiant doit comprendre comment les organiser pour effectuer une 

intégration par parties. 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

Le tenne formule de réduction est nouveau pour l'étudiant, qui doit en cOlll1aître la 

définition pour pouvoir résoudre la tâche. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Les mises en fonctiolll1ement des 

cOlll1aissances oscillent entre le niveau technique et mobilisable. En effet, des 

exemples de détermination de fonnules de réduction ayant déjà été données dans la 

section théorique, plusieurs stratégies de calcul sont présentées aux étudiants, qui 

n'auront qu'à les réappliquer pour résoudre certaines des sous-questions de la tâche. 

Cependant, puisque certaines des sous-questions nécessitent de l'étudiant qu'il 

découvre par lui-même les modifications à apporter à l'intégrande, nous considérons 

que, globalement, le niveau de mise en fonctionnement de la tâche est légèrement 

plus élevé que le niveau technique. 

Quels théorèmes appliquer? Outre des identités trigonométriques et le théorème 

validant l'intégration par parties, aucun théorème particulier n'est à appliquer. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Très peu d'arguments sont 

sollicités dans cette démonstration: l'intégration par palties, deux identités 

trigonométriques ainsi que certains arguments de nature algébrique. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? La réalisation des différentes intégrales requiert de 

l'étudiant qu'il modifie l'intégrande de départ pour obtenir une forme qui soit plus 

facilement intégrable. L'utilisation d'identités trigonométriques et de la technique 

d'intégration par parties sont des modifications auxquelles il doit avoir recours. 
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y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

Dans les sous-questions où l'intégration par parties doit être utilisée, les expressions 

à associer à u et dv doivent être introduites. 

y a-t-il un nouveau vocabulaire ou symbolisme à gérer? Le symbolisme lié à 

l'intégration par parties doit être compris, en particulier ce qui doit être associé à uet 

à dv en termes de fonction de x et d'infinitésimaux dx, en lien avec la notation de 

Leibniz. 

Exercice 6, section 3.1 (p. 118) 

Démontrer que I7=1 i = k(\+1), en évaluant I7=1[i 2 - (i - 1)2] de deux façons différentes. 

Réponse attendue de l'exercice 6, section 3.1 

La réponse fournie est tirée du solutionnaire du manuel (p. 388). 

1ère façon 

= I7=1[i2 - (i2 - 2i + 1)] 

=I7=1[2i - 1] 
31=I7=12i - I7=1 1 (théorème 3.1 ) 

= 2(I7=1 i) - k (théorème 3.232 
) 

2e façon 

I7=1[i 2 - (i -1)2] = [1 2 - 02] + [2 2 -12] + [3 2 - 22] + ... 
+ [(k -1)2 - (k - 2)2] + [k 2 - (k-1)2] 

=k 2 (en simplifiant). 

31 « 2:7=1 (ai ± bi) = 2:7=1 ai ± 2:7=1 bi » (Charron et Parent, 2004, p. 113) 

32 « I7=1 cai =C I7=1 ai ) où c EIR » (Charron et Parent, 2004, p. 113) 
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En comparant les résultats obtenus, nous avons 

2(2:7=1 i) - k 

2(2:7=1 i) 

"k . kCk + 1)L.i=l l 

2 

• 
Analyse de l'exercice 6, section 3.1 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? La principale connaissance 

à mettre en foncti()nnement est la notion de sommation. L'étudiant doit en 

comprendre la signification, connaître ses propriétés et être capable d'utiliser le 

symbolisme associé. De plus, il doit avoir une bonne compréhension de la notion 

d'égalité. En effet, l'étudiant doit être en mesure de voir que les expressions 

2(1:7=1 i) - k et kZ sont deux formes distinctes représentant en fait le même nombre. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Le symbole de sommation a été introduit 

à la section 3.1 du chapitre 3. Mais il n'est pas exclu que l'étudiant y ait eu accès 

auparavant, par exemple dans ses cours de statistiques au secondaire. 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? Cette notion se rapporte au 

domaine des mathématiques discrètes ou des statistiques. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? L'étudiant sait que l'égalité présentée est vraie, d'autant plus que celle-ci a 

déjà été démontrée, mais d'une manière différente, dans la section théorique 3.1. 

L'énoncé de la tâche fournit également la marche à suivre pour réaliser la 

démonstration puisqu'il y est mentionné que l'étudiant doit évaluer de deux façons 

différentes l'expression 1:7=1[iz - Ci - 1)2]. En plus de cet indice, une 
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démonstration pratiquement identique est exposée à l'étudiant dans la section 

E f""1 d' , "k'2 k(k+l)(2k+l) , 1 d dh " n e let, 1 y est = 6 en eva uant t eonque. emontre que L.i=l l e eux 

façons différentes l'expression I7=1[i 3 - Ci - 1)3]. La recette à appliquer est donc 

présentée à l'étudiant, qui n'aura alors qu'à l'utiliser directement. 

S'agit-il d'un type de problème qui était ignorés jusqu'alors? Trouver la sommation 

des i premiers nombres et en fournir une preuve est un type de problème qui est 

mentionné dans le programme de fonnation du premier cycle du secondaire de 

l'école québécoise. Ce problème est travaillé dans un contexte plus géométrique et 

veut amener l'élève à généraliser la situation qui lui est proposé à l'aide d'une règle 

algébrique (MELS, 2ûû6b, p. 31). Il se peut donc que certains étudiants de niveau 

collégial aient déjà été en contact au secondaire avec ce type de problème. 

Cependant, le niveau de fonnalisme requis dans la démonstration qui est demandée 

ici constitue une nouvelle approche du problème pour l'étudiant. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Outre un raisonnement déductif plutôt 

élémentaire et mené par le calcul, aucun autre type de raisonnement n'est enjeu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme est important 

dans la tâche. L'étudiant doit travailler avec le symbole de sommation et comprendre 

la signification de ses différentes composantes: le telme général ainsi que les bornes 

supérieure et inférieure. L'étudiant doit être capable de développer la somme 

I7=1[i 2 - Ci - 1)2] et de voir que tous les termes, sauf k?, s'annuleront par 

télescopage. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier ou de quantificateurs cachés? 

L'étudiant doit comprendre que l'expression à démontrer, I7=1 i = k(\+l), est vraie 

vk EN. 

- Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est relativement simple. Il s'agit en 

fait de deux chaînes d'inférences (une chaîne pour chacune des façons d'exprimer 

I7=1[i2 - Ci - 1)2] ) qui se rejoignent pratiquement à la fin de la démonstration, 

plus précisément lorsqu'il est affirmé que 2(I7=1 i) - k = k 2 , pour n'en former 
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qu'une seule. De plus, il est important de mentionner que la stl1lcture déductive a 

déjà été présentée à l'étudiant à la section théorique 3.1. La stl1lcture de la 

démonstration ayant été dévoilée à l'apprenant, celui-ci n'a plus qu'à se concentrer 

sur les manipulations algébriques. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique,
 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Pour les raisons déjà discutées, les mjses
 

en fonctionnement sont de niveau technique.
 

Quels théorèmes appliquer? Les théorèmes 3.1 et 3.2 sont à appliquer.
 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes? Deux étapes sont nécessaires pour accomplir la
 

tâche puisque l'étudiant doit évaluer l'expression qui lui est donnée de deux façons
 

différentes.
 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à
 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue est nécessaire pour
 

réaliser la démonstration. L'étudiant doit délaisser l'expression à démontrer pour
 

travailler sur une toute autre expression, I7=1[i 2 - Ci - 1)2], qui lui est fournie dans
 

l'énoncé de la tâche. Cette expression semble « sortie d'un chapeau» puisqu'aucune
 

justification ou explication ne l'accompagne. À notre avis, un tel changement de
 

point de vue imposé sans justification aux étudiants envoie une fausse image de
 

l'activité de démonstration, celle-ci se lirllitant à la réalisation de calcul algébrique à
 

partir d'une expression qui, de prime abord, ne présente aucun lien avec l'expression
 

qui doit être démontrée.
 

y a-t-il un nouveau vocabulaire ou symbolisme à gérer? Les étudiants doivent gérer
 

le symbolisme lié à la sommation qui pounait être nouvelle pour certains.
 

4.1.5 Commentaires généraux sur les catégories et démonstrations présentées dans ce 
corpus 

Avant de conclure sur notre corpus de démonstrations, nous tenons à soulever un point 

important concernant les catégories présentées et les démonstrations illustrant chacune 
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d'elles. Bien que la présentation puisse laisser croire que les différents éléments étudiés 

(nouvelles exigences en matière de démonstration, attitude de preuve suscitée, complexité de 

la structure déductive et les principaux éléments de formalisme présents dans le manuel) 

soient entièrement disjoints, il n'en est rien. D'une part, certaines des catégories sont 

intimement liées à l'une de leurs consœurs. C'est par exemple le cas de la catégorie 

Changement de point de vue réalisé par la modification des objets présents dans l'énoncé de 

la tâche (voir § 4.1.1.4), qui nécessite souvent le recours à divers Éléments de formalismes. 

En effet, ce type de changement de point du vue qui peut prendre la forme de la réécriture en 

langage mathématique d'une affirmation donnée en langage naturel, nécessite une 

formalisation mathématique faisant ainsi intervenir plusieurs éléments de formalisme, dont 

ceux que nous avons relevés dans notre corpus. Un autre exemple est le lien qui unit 

fréquerrunent la catégorie Complexité de la structure déductive et l'exigence Pluralité des 

arguments impliqués. Effectivement, il n'est pas rare que les démonstrations nécessitant la 

mise en œuvre d'un nombre important d'arguments possèdent des structures déductives plus 

complexes33 
. Ceci est le cas de trois des quatre tâches (le problème synthèse 21 du chapitre 3 

ainsi que l'exercice récapitulatif 24 et le problème synthèse 25 du chapitre 6) qui ont été 

traitées à la section Pluralité des arguments impliqués. D'autre part, malgré le fait que nous 

nous sorrunes efforcées d'illustrer par une démonstration différente chacune des catégories, 

une seule démonstration fait souvent intervenir plusieurs difficultés distinctes. La 

démonstration du théorème de l'unicité d'un zéro en est un bon exemple. Dans notre corpus, 

cette démonstration a été présentée pour illustrer la Sélection d'informations; cependant, bien 

d'autres difficultés sont présentes dans cette démonstration: Pluralité d'arguments 

impliqués, Changement de point de vue nécessité par la méthode de preuve utilisée, Nécessité 

d'une écriture quantifiée et l'élément de formalisme Présence d'intervalles ouverts et 

d'intervalles fermés. 

33 Nous avons cru bon de préciser que, bien que ce lien entre Complexité de la stnlcture 
déductive et Pluralité d'arguments impliqués soit fréquent, il n'est cependant pas direct. En effet, une 
démonstration s'apparentant à un calcul et faisant intervenir un nombre important d'arguments de 
nature algébrique comporterait une pluralité d'arguments tout en ayant une structure déductive simple 
et linéaire. 
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4.2 Bilan de l'analyse du manuel Calcul intégral 

Dans les pages précédentes, nous avons relevé, dans le manuel Calcul intégral, 3e édition 

(Charron et Parent, 2004), un corpus de démonstrations illustrant les difficultés liées à 

l'activité de démonstration et les éléments de formalisme s'y rattachant. Pour conclure la 

présentation de ce corpus, nous souhaitons mettre en lumière certains éléments ayant retenu 

notre attention, soit par la façon dont ils sont traités, soit par leur absence. 

4.2.1 Nouvelles exigences en matière de démonstration sollicitées dans le manuel du 

coursNYB 

Changement de point de vue à introduire sans indication 

L'introduction d'un changement de point de vue étant un procédé couramment utilisé dans 

les mathématiques avancées (Robert, 1998), il n'est pas surprenant de l'avoir relevé dans 

plusieurs des démonstrations étudiées. En fait, cette exigence est sans doute celle qui est la 

plus sollicitée. Parmi les 37 tâcbes et démonstrations analysées, près des deux tiers 

nécessitent un changement de point de vue à un moment ou un autre. En étudiant de plus 

près chacun de ces changements de point de vue, nous avons remarqué que certains d'entre 

eux partagent des caractéristiques communes. De cette observation sont nées trois sous

catégories: 

•	 Changement de point de vue réalisé par l'introduction d'un nouvel objet. 

•	 Changement de point de vue réalisé par la modification des objets présents dans 

l'énoncé de la tâche. 

•	 Changement de point de vue nécessité par la méthode de preuve utilisée. 

Cette subdivision permet de cibler plus précisément les éléments qui doivent être décryptés, 

ré-exprimés et sur lesquels doivent opérer les étudiants. Alors que la mise en œuvre de la 

première et la troisième forme de changement de point de vue nécessite davantage une 

compréhension globale de la situation, la seconde forme de changement de point de vue 

requiert plutôt une compréhension approfondie des concepts en jeu dans la démonstration. 

En effet, cette deuxième forme de changement de point de vue consiste à ré-exprimer un 
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élément précis de la démonstration en une forme différente, mais équivalente (par exemple, le 

cône de l'exercice 5 de la section 5.4 doit être exprimé comme la surface obtenue par 

révolution d'une droite autour d'un axe). Il est important de mentionner qu'une même 

démonstration peut nécessiter l'introduction de plusieurs changements de point de vue de 

différents types, augmentant par le fait même le niveau de complexité de la tâche à 

accomplir. Par exemple, l'exercice récapitulatif 24 du chapitre 6 portant sur la convergence 

de la série de Riemann comporte deux changements de point de vue. Le premier est lié à la 

méthode de preuve utilisée, tandis que le second est réalisé par la modification des objets 

présents dans l'énoncé (voir page 98). 

Ces changements de point de vue, laissés à la charge de l'étudiant, constituent un élément de 

difficulté d'autant plus qu'ils sont rarement discutés par les enseignants (Robert, 1998). Le 

manuel analysé, bien qu'il sollicite plusieurs de ces changements de point de vue, ne discute 

pas non plus explicitement de cette pratique. En effet, les démonstrations analysées dans les 

sections théoriques ne prennent pas le temps d'expliquer et de justifier ces changements de 

point de vue pourtant essentiels pour comprendre pleinement la démonstration. Le meilleur 

exemple qui peut en être donné est l'introduction de la fonction H dans la démonstration du 

théorème de Lagrange (voir § 4.1.1.4), qui n'est accompagnée d'aucune note justificative. 

La première sous-catégorie de changements de point de vue est, selon nous, la plus complexe 

à réaliser. En effet, l'étudiant doit momentanément se détacher des données fournies dans 

l'énoncé pour se concentrer sur un nouvel objet qu'il doit introduire. Cette sous-catégorie de 

changement de point de vue, observée dans plusieurs des démonstrations présentées dans les 

sections théoriques34
, n'a été sollicitée que dans deux tâches, soit l'exercice 6 de la section 

1.2 et le problème synthèse 25 du chapitre 6 (voir respectivement les pages 135 et 114). De 

34 La fonction H introduite dans la démonstration du théorème de Lagrange (voir page 89), 
l'approximation linéaire introduite dans la démonstration du théorème permettant de calculer la 
longueur d'une courbe (voir page 140) et l'expression A(x + h) introduite dans la démonstration du 
théorème fondamental du calcul (voir page 60) sont des changements de point de vue de la première 
sous-catégorie introduits dans des démonstrations présentées dans les sections théoriques du manuel. 
L'exercice 6 de la section 3.1 (voir page 150) portant sur la sorrune des k premiers nombres à l'aide de 
l'expression i 2 - (i - 1i peut également être mentionné ici car, bien qu'il s'agisse d'une tâche laissée à 
la charge de l'étudiant, Je changement de point de vue à réaliser est indiqué et aucune justification ne 
vient expliquer les raisons motivant celui-ci. 
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plus, le corrigé du manuel ne fournit aucune explication permettant à l'étudiant de 

comprendre d'où sont issues les fonctions à utiliser pour réaliser les démonstrations 

attendues. De tels changements de points de vue sont donc présents dans les démonstrations 

des sections théoriques, mais les étudiants y semblent peu confrontés dans les exercices. N'y 

aurait-il pas là un manque à combler? Est-ce que Mathématiques pour les sciences propose 

davantage de tâches nécessitant des changements de point de vue de ce type? 

Pluralité des arguments impliqués dans la démonstration 

La présence de cet élément dans notre grille d'analyse a permis de relever une très grande 

variété quant au nombre d'arguments intervenant dans les différentes démonstrations. 

Une majorité de démonstrations repose sur la mise en œuvre d'un seul théorème d'analyse et 

de quelques arguments de nature algébrique (par exemple, voir exercice 5 de la section 5.4 

présenté à la section 4.1.1.4 et le problème synthèse 18 du chapitre 1 présenté à la section 

4.1.1.5). En plus de comporter une pluralité restreinte d'arguments, plusieurs des tâches 

fournissent des indices venant faciliter leur résolution. Ces indices peuvent être explicitement 

donnés dans l'énoncé à démontrer ou bien proposés de façon implicite (par exemple, des 

démonstrations similaires à celles requises à l'exercice 6 de la section 1.2 ont été présentées 

aux étudiants dans une section théorique antérieure du manuel: voir section 4.1.4.4). La 

construction de telles démonstrations ne requiert aucune analyse préalable de la part de 

l'étudiant. Celui-ci peut directement s'attaquer à la démonstration sans avoir à décortiquer et 

analyser les éléments de l'énoncé. Selon nous, l'élaboration de ces « démonstrations 

dirigées» s'apparente davantage à un problème d'application qu'à un problème suscitant 

l'élaboration d'un véritable raisonnement déductif. 

Malgré la prépondérance des démonstrations décrites précédemment, quatre démonstrations 

nous ont surpris par le nombre et la nature des arguments qu'elles impliquent (voir Pluralité 

des arguments impliqués, § 4.1.1.1). Chacune nécessite en effet l'application de plusieurs 

théorèmes et définitions centraux en analyse, ce qui contraste avec les démonstrations 

proposées avant dans la section. La réalisation et compréhension de ces quatre 

démonstrations demandent d'avoir ce que Robert (1998) appelle une bonne flexibilité dans 

l'utilisation de ses connaissances. Effectivement, celles-là font cohabiter une grande 
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diversité de notions dont certaines ont été traitées dans le cours de Calcul différentiel NYA. 

L'étudiant ne doit pas se restreindre aux notions présentées dans le manuel, mais il doit plutôt 

puiser dans le bagage de ses connaissances antérieures pour dénicher les éléments qui lui 

permettront de comprendre ou construire la démonstration. La démonstration du théorème 

fondamental du calcul en est un excellent exemple, car elle requiert la cohabitation des 

notions de continuité et de dérivabilité, traitées dans le premier cours de calcul de niveau 

collégial, avec la notion d'intégrale introduite dans le second cours de calcul. En plus de 

devoir puiser dans les notions vues en NYA, l'étudiant doit pouvoir les intégrer dans un 

contexte beaucoup plus vaste. En effet, alors que le calcul de dérivée constituait un exercice 

en soi en NYA, il représente maintenant une des étapes à faire pour mener à terme une 

démonstration en NYB (voir la démonstration de l'exercice récapitulatif 24 du chapitre 6, 

présentée à la section 4.1.1.4 de ce corpus). 

Parmi les quatre démonstrations dont il a été question dans le paragraphe précédent, deux 

doivent être construites par les étudiants. Les deux autres sont présentées dans des sections 

théoriques du manuel. Celles à construire (problème synthèse 21 du chapitre 3, voir 

§ 4.1.1.1, et problème synthèse 25 du chapitre 6, voir § 4.1.3) sont, selon nous, les tâches les 

plus complexes proposées par le manuel, leur niveau de difficulté pouvant, selon notre 

expérience, être comparable à celui de certaines tâches universitaires en analyse. La 

résolution de ces tâches nécessite une analyse approfondie des composantes de l'énoncé à 

démontrer. Les arguments à mettre en jeu, bien que connus des étudiants, ne sont pas 

facilement accessibles et découlent d'une étude et analyse pointues de la situation. 

Nous souhaitons soulever un dernier point concernant l'exigence Pluralité des arguments 

impliqués dans la démonstration. Malgré le fait que ce dont il va être question ne fasse pas 

explicitement partie de notre grille d'analyse, nous trouvons intéressant et pertinent de le 

mettre en relief. Tel qu'il a été mentionné dans certaines de nos analyses (par exemple, celle 

du théorème fondamental du calcul, § 4.1.1.1), des arguments intervenant dans certaines 

démonstrations sont tenus pour acquis sans avoir été préalablement démontrés. C'est 

d'ailleurs le cas de certains théorèmes présentés sans démonstration dans les sections 

théoriques, pour ensuite être utilisés dans les démonstrations d'autres énoncés. Bien que 

nous sommes conscients que la démonstration de certains théorèmes d'analyse soit 
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inaccessible pom les étudiants de niveau collégial, nous voulons tout de même souligner le 

danger lié à cette pratique. L'utilisation de théorème non-démontrés dans un processus de 

validation mathématique peut, selon nous, ancrer une fausse image de l'activité de 

démonstration chez l'étudiant. En aucun temps, celui -ci ne devrait être amené à croire que 

cette pratique est courante en mathématiques. Il doit plutôt saisir qu'elle est un «mal 

nécessaire» dans le contexte du cours NYB, mais qu'elle n'est pas répandue et acceptable 

dans une science déductive comme les mathématiques. Les théorèmes qui sont présentés 

sans démonstration dans le manuel étudiés sont souvent accompagnés d'un exemple vérifiant 

le théorème pour un cas précis, ce qui constitue un deuxième danger à nos yeux. 

Effectivement, en nous appuyant sur les propos de Epp (2003, p. 892), nous avançons que 

cette forme de justification peut dormer à l'étudiant l'impression que les vérifications de 

nature empirique sont suffisantes pour établir la validité d'un énoncé. Les auteurs du manuel 

pourraient rétorquer que l'illustration par un exemple d'un résultat dont la démonstration est 

inaccessible au niveau considéré est certainement préférable à rien du tout, ce en quoi ils 

auraient sans doute raison. Mais on peut alors déplorer que la présentation de tels exemples 

ne s'accompagne pas d'un commentaire d'ordre «méta-mathématique» précisant que la 

démonstration est hors de portée et que l'exemple constitue une illustration, mais 

certainement pas une validation au sens mathématique. 

En plus de ces théorèmes non-démontrés, certaines démonstrations mettent en Jeu des 

arguments intuitifs qui sont tenus pour acquis sans être justifiés. Un exemple de ce type 

d'argument est l'énoncé voulant qu'une somme de fonctions continues soit continue. Le 

recoms à des arguments non mathématiquement vérifiés dénatme, selon nous, l'activité de 

démonstration et rend ambiguë la construction de démonstration par l'étudiant. Nous 

croyons effectivement que certains étudiants ne sauront plus quels éléments doivent être 

démontrés rigomeusement et quels peuvent être tenus pour acquis ou acceptés sur des bases 

intuitives. 

Dans l'optique où nous considérons NYB comme le cours «charnière» entre les 

mathématiques collégiales et les cours universitaires d'analyse, les pratiques décrites 

précédemment sont d'autant plus dangereuses. En effet, les étudiants pourraient être tentés de 

les réutiliser dans les cours universitaires d'analyse où le niveau de rigueur attendu ne tolère 
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plus de telles pratiques. Certains étudiants pourraient se trouver déroutés en apprenant que 

des arguments utilisés antérieurement dans leurs cours de mathématiques collégiaux ne sont 

plus adéquats à l'université. Pourquoi ce qui était acceptable, et même à un certain point 

attendu, au collégial ne l'est plus à l'université? C'est pour éviter ce questionnement chez les 

étudiants, que nous aurions souhaité voir davantage de commentaires d'ordre «méta

mathématique» venant relativiser les pratiques utilisées pour contourner la réalisation de 

démonstrations trop complexes pour le niveau collégial. 

Exigences peu exploitées par le manuel de Charron et Parent 

Après avoir regardé globalement l'ensemble de nos analyses, la quasi-absence de deux des 

exigences de Robert (1998) nous a quelque peu étonnées. Le recours à la Sélection 

d'informations dans uniquement 3 des 37 démonstrations étudiées a en effet retenu notre 

attention. Nous soumettons la réaliste hypothèse que la « simplicité» des théorèmes abordés 

dans le cours NYB a grandement contribué à éliminer le recours à un tel procédé. Les 

théorèmes traités sont, pour la majorité, composés de quelques hypothèses desquelles découle 

une unique conclusion, rendant ainsi non pertinent le morcellement en plusieurs parties de 

l'énoncé. 

La seconde exigence qui occupe une place plutôt timide dans les démonstrations analysées 

est la Nécessité d'une écriture quantifiée. L'usage qui est fait des quantificateurs dans le 

manuel nous a étonnées. Le seul type de démonstrations où nous avons noté un rôle non

négligeable pour les quantificateurs est constitué des démonstrations par l'absurde. 

Effectivement, la mise en jeu de ce type de raisonnement nécessite de prendre en 

considération la négation de l'énoncé quantifié initial. Le second usage qui est fait des 

quantificateurs, et que nous avons relevé dans certaines analyses, est illustré par l'exemple 

suivant. La démonstration du théorème 6.9 (voir page 108) portant sur la convergence et la 

divergence de séries nécessite la définition d'un rang N à partir duquel les termes de deux 

séries sont égaux, ce qui peut être mathématiquement écrit de la façon suivante: :3 NE N tel 

que ai = hi \:fi ~ N. Bien que l'usage des quantificateurs soit souhaité dans un tel contexte 

si l'on désire se conformer à un celtain niveau de formalisme (niveau de formalisme requis 

dans les cours universitaires d'analyse par exemple), l'étudiant moins soucieux de rigueur 

pourrait s'y dérober. Devant l'incertitude qui entoure le recours effectif par les étudiants aux 
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quantificateurs dans ces situations, nous sommes dans l'obligation de mettre un bémol sur 

l'utilisation de quantification dans ces situations. Ce bémol vient renforcer notre observation 

attribuant une place timide, et dans le présent cas incertaine, aux quantificateurs dans les 

tâches du manuel. 

Cette quasi-absence des quantificateurs détonne selon nous avec la place impOltante qu'ils 

occupent dans les mathématiques avancées, particulièrement en analyse. On a qu'à penser 

aux définitions en E - 8 : de la convergence d'une suite35
, de la limite, de la continuité, des 

convergences (ponctuelle et uniforme) d'une suite de fonctions, etc. Elles nécessitent la prise 

en compte, dans un ordre précis, de quantifications existentielles et universelles. Les 

quantificateurs présents dans ce type de définition ainsi que leur ordre d'apparition 

constituent une difficulté de taille pour bon nombre d'étudiants. Cette situation ad' ailleurs 

été relevée par Lockwood et Swinyard (2007, pp. 18-19) : 

[ ... ] students had difficulty determining both the types of quantifi ers appropriate for € 

and 8 (i.e., existential vs. universal) and the appropriate quantification structure (i.e., 
"For all/there exists" vs. "There exists/for ail"). Sorne students believed no difference 
exists between the two quantification structures and did not understand the role 
quantification structure plays in the definition36

. 

Dans sa thèse, Chellougui (2004) montre comment ces difficultés sont exacerbées par le 

passage des quantifications exprimées en langage courant aux quantifications symbolisées. 

L'article de Dubinsky et Yiparaki (2000) étudie les difficultés spécifiquement liées à l'ordre 

d'application des quantifications. Cela est cruciale en analyse, où certaines définitions (par 

exemple celles de la continuité sur un intervalle et de la continuité uniforme sur un intervalle) 

diffèrent uniquement par l'ordre dans lequel se présentent les deux quantificateurs 'II et :J. 

35 « On dit que la suite {xn} converge (ou tend) vers la limite x si, quel que soit le nombre réel 
E> 0, il existe un nombre N tel que l'inégalité n > N entraîne IXn - xl < E, c'est-à-dire que, en 

notation abrégée, \lE > 0, 3N tel que n > N => IXn - xl < E. » (Labelle et Mercier, 1993, p. 49) 

36 [ ... jles étudiants ont eu de la difficulté à déterminer le type de quantificateurs approprié pour 
ê et /) (c'est-à-dire, existentiel versus universel) et la structure de quantification appropriée (c'est-à
dire, « Pour tout/il existe» versus « Il existe/pour tout »). Certains étudiants croyaient qu'il n'existe 
aucune différence entre les deux structures de quantification et ne comprenaient pas le rôle que cette 
structure joue dans la définition. (Lockwood et Swinyard, 2007, pp. 18-19, notre traduction) 
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Les définitions E - 0 constituent un exemple panni tant d'autres montrant l'importance 

d'une bonne compréhension des quantifications. Puisque le cours NYB présente plusieurs 

points en commun avec les cours d'analyse, nous nous attendions à ce que les quantificateurs 

jouent un rôle plus détenninant dans le manuel analysé. Selon Epp (2003), les 

quantifications sont des notions complexes qui nécessitent un travail important dans les cours 

de mathématiques. En effet, la signification infonnelle des quantificateurs dans la vie 

courante et leùr signification en mathématiques étant souvent discordantes, cela pose 

problème à plusieurs étudiants, qui ne perçoivent pas les nuances entre les significations 

fonnelle et infonnelle des quantificateurs (voir également Chellougui, 2004). Ce problème 

se pose lorsqu'on veut détenniner la négation d'un énoncé quantifié. Effectivement, la 

négation de quantificateurs dans le langage courant est régie par des lois différentes, et 

souvent beaucoup plus souples et variables (selon les contextes et les langues) que la 

négation des quantificateurs dans l'univers mathématique (voir Durand-Guerrier et 

Njomgang-Ngansop, 2009). Un étudiant qui éprouve des difficultés dans ce domaine aura 

sans doute de la difficulté à effectuer des démonstrations par l'absurde ou par la contraposée 

(deux méthodes de preuve nécessitant la prise en considération de la négation de l'énoncé 

initial), en plus d'avoir certains problèmes dans les tâches néceSsitant la recherche d'un 

contre-exemple. La validité d'un contre-exemple repose en effet sur la compréhension et la 

négation des quantifications en cause dans l'énoncer à réfuter. 

Nous croyons, pour les raisons avancées précédemment, que les quantifications en 

mathématiques doivent faire l'objet d'un travail important, dans le but de préparer les 

étudiants à affronter les attentes des mathématiques universitaires. Il sera donc intéressant 

d'étudier l'utilisation des quantifications dans un cours de transition vers la preuve comme 

celui proposé au cégep Ahuntsic. 
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4.2.2 Les éléments de formalisme dans le manuel analysé 

Notre étude du manuel de Charron et Parent nous a permis de dresser un portrait des 

principaux éléments de formalisme qui y sont présents: 

• Présence d'intervalles ouverts et d'intervalles fermés 

• Pluralité de symboles littéraux 

• Recours à des représentants génériques de prime abord arbitraires 

• Travail sur les inégalités 

• Travail sur les limites et les infinitésimaux 

• Calculs, manipulation des formules 

C'est la présence de ces éléments dans plusieurs des démonstrations analysées et leur 

représentativité en matière de formalisme des mathématiques avancées qui nous ont poussées 

à les garder corrune « balises» en vue de notre analyse du cours Mathématiques pour les 

sciences. Bien que le cours du cégep Ahuntsic sera analysé en ayant en tête ces éléments 

pointés dans le manuel NYB, nous gardons bien éviderrunent l'œil ouvert pour vOir SI 

Mathématiques pour les sciences ne traiterait pas d'autres éléments de formalisme. 

4.2.3 Complexité de la structure déductive des démonstrations analysées 

L'analyse du manuel nous a permis de mettre en lumière une pauvre variété de structures 

déductives. En effet, la majorité des démonstrations analysées possèdent des structures 

déductives linéaires, souvent composées de peu de pas déductifs. De plus, le raisonnement 

mis en jeu dans plusieurs d'entre elles est entièrement subordonné au calcul à effectuer (voir 

§ 4.1.4.6, exercice 7, section 4.1 du manuel). Ce type de tâches, qui semble de prime abord 

susciter la mise en œuvre de déductions, repose plutôt sur la réalisation de manipulations 

algébriques. L'étudiant n'a pas à réfléchir sur la signification des objets en cause mais peut 

uniquement se concentrer sur les manipulations symboliques à effectuer. 

Malgré le fait que certaines des démonstrations étudiées (3 démonstrations sur les 37 

analysées) se soient démarquées par la complexité de leur structure déductive (arbres 

d'inférences plutôt que chaînes), nous croyons que l'abondance de démonstrations à structure 
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déductive linéaire peut ancrer chez l'étudiant une représentation incomplète de l'activité de 

démonstration. Le fait de présenter presque qu'exclusivement des démonstrations se 

résumant à des chaînes d'inférences peut amener l'étudiant à croire qu'il suffit, pour 

démontrer tout énoncé, d'effectuer une suite de déduction, où la conclusion d'un pas sert de 

prémisse au pas suivant, pour obtenir la conclusion souhaitée. Cette marche à suivre, qui est 

valable dans les démonstrations décrites précédenunent, ne peut s'appliquer à un bon nombre 

de démonstrations requises dans les mathématiques avancées. Pour élaborer celles-ci, 

l'étudiant doit souvent développer plusieurs arguments de façon indépendante avant de les 

combiner et en déduire la conclusion escomptée (voir le problème synthèse analysé à la 

section 4.1.3). Ce type de démonstrations représentera une difficulté de taille pour l'étudiant 

d'autant plus s'il n'y ajamais été initié. 

4.2.4 Attitude de preuve 

La totalité des tâches analysées sont fermées, c'est-à-dire que la valeur de vérité de l'énoncé à 

démontrer n'est pas mise en doute. Alors que la démarche de preuve devrait naître du désir 

d'établir définitivement la validité d'un énoncé dont on ignore la valeur de vérité, la 

démonstration mathématique est plutôt présentée ici conune un simple exercice qui doit être 

accompli par l'étudiant. Celui-ci n'entre pas dans la démonstration poussé par la nécessité 

intérieure d'établir la vérité, mais se soumet plutôt aux consignes de la tâche. Devant cette 

situation, l'étudiant pourrait se questionner sur l'ùtilité de la démonstration en 

mathématiques: pourquoi valider des énoncés qu'on sait être vrais. 

Nous sonunes conscientes qu'il est impossible de présenter uniquement des énoncés ouverts 

aux étudiants. Cependant, nous aurions souhaité en voir davantage, dans l'optique de donner 

aux étudiants une image fidèle des rôles et des fonctions que joue la démonstration en 

mathématiques. Nous sonunes curieuses de voir quelle sera l'utilisation faite de la 

démonstration dans le cours Mathématiques pour les sciences. 
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4.3 Éléments à prendre en considération lors de J'analyse de Mathématiques pour les 

sciences et raffinement de la griUe d'analyse 

L'analyse des tâches proposées dans Mathématiques pour les sciences sera faite avec le 

même outil que celui utilisé pour l'analyse du manuel de Charron et Parent, c'est-à-dire les 

grilles d'analyse présentées au chapitre Méthodologie (voir § 3.2.4). Cependant, chacun des 

éléments traités dans notre bilan fera l'objet d'une attention particulière. Pour résumer et 

rendre opératiOlmels les propos qui ont été tenus dans le bilan, nous présentons une version 

améliorée de notre grille d'analyse. Celle-ci comporte les sous-catégories qui ont été établies 

ainsi que certains points qui devront être étudiés lors des analyses à venir. 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement?
 

S'agit-if de notions déjà vues ou nouvelles?
 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions?
 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées
 

ou indépendantes?
 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices sont-ifs fournis?
 

S'agit-if d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors?
 

Quels types de raisonnements sont enjeu?
 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Certains éléments repérés
 

dans le manuel NYB sont-ifs présents:
 

o Présence d'intervalles ouverts et d'intervalles fermés? 

o Pluralité de symboles littéraux? 

o Recours à des représentants génériques de prime abord arbitraires? 

o Travail sur les inégalités? 

o Travail sur les limites? 

o Calculs, manipulation desformules? 
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La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est àjustifier, ou des quantificateurs cachés? 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique,
 

mobilisable, disponible) visé par la tâche?
 

Quels théorèmes appliquer?
 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes?
 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à lafois?
 

o	 Ces arguments sont-ils facilement accessibles ou une analyse approfondie de 

la situation est-elle nécessaire pour les mettre en lumière? 

y a-t-il à répéter un argument? 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Si un changement de point de vue est nécessaire, de 

quel type est-il : 

o	 Changement de point de vue réalisé par l'introduction d'un nouvel objet? 

o	 Changement de point de vue réalisé par la modification des objets présents 

dans l'énoncé de la tâche? 

o Changement de point de vue nécessité par la méthode de preuve utilisée? 

y a-t-il une sélection d'informations à effectuer? 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, unformalisme, une notation)? 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? 

o	 Outre l'importance des quantificateurs dans les démonstrations par 

l'absurde, y a-t-il d'autres situations requérant la prise en compte des 

quantifications explicites ou implicites? 

y a-t-il un nouveau vocabulaire ou symbolisme à gérer? 



CHAPITRE V 

ANALYSE DES TÂCHES PROPOSÉES DANS LE COURS 
MATHÉMATIQUES POUR LES SCIENCES 

Comme il a été mentionné précédemment, le cours Mathématiques pour les sciences sera 

analysé via les tâches faisant intervenir l'activité de démonstration proposées à la session 

hiver 2008. Ces tâches seront analysées dans l'optique de mettre en lumière les difficultés, 

eu égard à la démonstration et au formalisme, qui y sont présentes. Rappelons que notre but 

ultime est de comparer les difficultés ciblées dans ce cours avec celles relevées dans les 

tâches et démonstrations du manuel du cours de Calcul intégral NYB. C'est pourquoi 

l'analyse des tâches du cours du cégep Ahuntsic sera effectuée avec la même grille que celle 

utilisée pour notre analyse du cours NYB. Les éléments relevés lors de notre analyse 

précédente (ces éléments ont été présentés dans notre bilan des analyses du cours NYB, 

§ 4.2) seront cependant pris en considération pour raffiner et orienter notre analyse des 

tâches de Mathématiques pour les sciences. 

Par souci de rester le plus fidèle possible au déroulement du cours décidé par l'enseignante, 

nous présenterons les tâches dans le même ordre qu'elles sont proposées aux étudiants. De 

plus, contrairement à ce qui a été fait pour le manuel de Charron et Parent, seules les tâches 

sélectionnées par l'enseignante parmi les exercices du manuel du cours (Bourbonnais, 2008) 

ainsi que celles données en devoir et en évaluation ont été étudiées. Cette démarche a été 

choisie pour avoir une représentation la plus réaliste possible du cours suivi par les étudiants. 

Pour chacune des tâches ciblées, nous présentons la solution « idéalement» attendue. Cette 

solution est, pour la majorité des tâches, directement issue du corrigé du manuel 
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(Bourbonnais, 2008) ou des corrigés rédigés par l'enseignante. Certaines des solutions 

issues des corrigés du manuel ou de l'enseignante ont cependant été retranscrites plutôt que 

numérisées. Deux raisons expliquent cette situation. Premièrement, certains des corrigés 

fournis par l'enseignante étaient manuscrits et donc moins faciles à lire une fois numérisés. 

Deuxièmement, certaines pages du manuel de référence prêté par l'enseignante étaient en 

moins bon état, rendant la numérisation difficile, voire impossible. Quelques tâches n'étant 

pas accompagnées d'un solutionnaire, nous avons été dans l'obligation de proposer, pour ces 

tâches, nos propres solutions. Pour ce faire, nous nous sommes appuyées sur les sections 

théoriques et les documents remis par l'enseignante dans l'optique de fournir la solution la 

plus près possible de celle attendue dans le cadre du cours. 

Les différentes tâches, leurs solutions attendues ainsi que leurs analyses sont présentées ci

dessous. Nous avons également pris soin d'identifier la nature des tâches: exercices donnés 

en devoir, question de quiz, activité, question d'examen ... 

5.1 Étape 1 : Logique propositionnelle et ensembles 

5.1.1 Objectifs spécifiques de l'étape 1 

Cette étape comprend l'étude de trois thèmes principaux: la théorie des ensembles, la logique 

propositionnelle et les méthodes de preuves. Le premier sujet abordé est la théorie des 

ensembles. Il est attendu de l'étudiant qu'il apprenne les définitions de plusieurs concepts 

relatifs à ce thème tel que ensemble universel, l'ensemble vide, sous-ensemble, une partition 

d'un ensemble, les opérations sur les ensembles (union, intersection, complémentation), 

diagrammes de Venn ainsi que les principaux ensembles numériques. L'étudiant doit ainsi 

pouvoir résoudre des problèmes mettant en jeu ces concepts. Dans le plan de cours, aucun 

objectif spécifique se rapportant à la théorie des ensembles ne semble faire intervenir 

l'activité de démonstration. Cependant, le formalisme mathématique est très présent dans 

cette portion du cours, puisque l'étudiant doit apprendre le symbolisme inhérent à la théorie 

des ensembles. D'ailleurs, plusieurs des tâches sont centrées sur la compréhension et 

l'utilisation du symbolisme lié aux ensembles. 
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La logique propositionnelle est le deuxième thème abordé à l'étape 1. Tout comme pour la 

théorie des ensembles, un des objectifs d'apprentissage lié à ce sujet est d'être en mesure 

d'énoncer la définition de plusieurs concepts tels qu'une proposition, une forme 

propositionnelle, les cinq opérateurs logiques, la réciproque, la contraposée et l'inverse d'une 

implication, une tautologie, une implication et une équivalence logique, une règle d'inférence 

ainsi que le modus ponens, le syllogisme et le modus tollens. Ces concepts, et bien d'autres, 

doivent par la suite être réinvestis dans la résolution de plusieurs problèmes. Ceux-ci 

revêtent plusieurs formes dont la construction de tables de vérité, la détermination de la 

nature d'une proposition (est-ce une tautologie, une contradiction, une implication logique?) 

et la démonstration que deux propositions sont logiquement équivalentes. Ce dernier point 

est d'ailleurs le seul objectif traitant explicitement de l'activité de démonstration. Le 

formalisme mathématique semble également présent dans cette portion du cours puisque 

plusieurs tâches visent à utiliser et départager les symboles nouvellement introduits. 

Le dernier thème abordé à l'étape 1 est les différentes méthodes de preuves. L'objectif 

principal de cette section est de « démontrer des propositions par énumération, à l'aide d'un 

contre-exemple, à l'aide d'une preuve directe, preuve par la contraposée, preuve par 

contradiction, preuve par cas, preuve d'une biconditionnelle» (Plan de cours, hiver 2008, 

p. 8). La réalisation d'un tel but demande à l'étudiant de connaître, de départager et d'utiliser 

le vocabulaire relatif à chacune de ces méthodes de preuves, en plus d'en connaître les 

mécanismes. Cette emphase mise dans le plan de cours sur l'exactitude du vocabulaire à 

employer constitue un premier élément d'incitation au formalisme. Lors de la réalisation des 

différentes démonstrations demandées, il est attendu de l'étudiant qu'il justifie précisément 

chacune des étapes menant à la conclusion. Puisque que le manuel a ciblé les nombres 

entiers comme contexte d'apprentissage pour les différentes méthodes de preuves 

(Bourbonnais, 2008, p. 80), les justifications qui doivent être apportées passent souvent par 

l'énumération de propriétés des opérations dans les nombres entiers. Celles-là doivent donc 

être connues des étudiants et nommées clairement par ceux-ci. D'auh'es éléments de 

formalisme interviennent dans les objectifs d'apprentissage de ce thème. Effectivement, il 

est mentionné dans le plan de cours que l'utilisation des quantificateurs existentiels, 

universels et d'unicité ainsi que les définitions, en langage naturel et en langage 
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mathématique, d'un nombre pair, d'un nombre impair et d'un nombre premier doivent être 

maîtrisées par les étudiants. 

L'étape 1 de Mathématiques pour les sciences semble donc sous-tendre plusieurs objectifs 

d'apprentissage liés à la démonstration et au formalisme. Pour mener à bien ces objectifs, 

plusieurs tâches sont proposées aux étudiants. 

5.1.2 Tâches proposées à l'étape 1 

Pour atteindre l'ensemble des objectifs d'apprentissage ciblés à l'étape 1 du cours, 100 tâches 

sont proposées aux étudiants. Parmi celles-ci, 41 font intervenir l'activité de démonstration. 

L'analyse de chacune de ces 41 tâches est présentée ci-dessous. 

Tâche 1 : Exercice 3.5.1 (exercice tiré du manuel, p. 55) 

Montrer que les propositions P et ~(~P) sont logiquement équivalentes. 

Réponse attendue à la tâche 1 

Cette solution est tirée du solutionnaire du manuel (p. 56). 

P ~P ~(~P) P~~(~P) 

V F V V 

F V F V 

Puisque P ~ ~ (-P) est une tautologie, alors P et ~ (~P) sont logiquement équivalentes. On 

peut donc écrire P Ç::::) ~ (~P). 

Analyse de la tâche 1 

Les tâches 1 et 2 étant similaires à plusieurs égards, nous avons décidé de ne pas présenter 

une analyse exhaustive de la présente tâche et référons plutôt le lecteur à l'analyse qui est 
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réalisée de la tâche suivante. C'est la complexité des propositions impliquées dans la tâche 2 

qui a motivé notre choix d'appliquer notre grille à la tâche 2 plutôt qu'à la tâche 1. 

Tâche 2 : Exercice 3.5.2 (exercice tiré du manuel, p. 55) 

a) Soit P et Q deux propositions. Montrer que la proposition «~P v Q) /\ (PV ~Q)) ~ 

(P ~ Q) est une tautologie. 

b) Peut-on déduire de a) une proposition logiquement équivalente à P ~ Q. 

Réponse attendue à la tâche 2 

Cette solution est tirée du solutionnaire du manuel (p. 56). 

a) 

P Q ~P ~Q -pv Q pv-Q (~P v Q) /\ (P v -Q) P~Q 0 

V V F F V V V V V 

V F F V F V F F V 

F V V F V F F F V 

F F V V V V V V V 

où 0 représente(~P V Q) /\ (PV ~Q) ~ (P ~ Q) 

b)	 Oui. Puisque (~P v Q) /\ (P v -Q) ~ (P ~ Q) est une tautologie, alors on peut 

conclure que la proposition (~P v Q) /\ (P v ~Q) est logiquement équivalente à la 

proposition P ~ Q. 

Analyse de la tâche 2 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? Une compréhension du 

symbolisme utilisé en logique propositionnelle est requise. Les symboles de la 

négation, de la conjonction, de la disjonction et de la biconditionnelle doivent être 

décodés, interprétés et utilisés. L'étudiant doit être en mesure d'utiliser une table de 
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vérité pour présenter sa solution. La construction de cette table demande de repérer 

les différentes combinaisons des propositions P et Q qui doivent être successivement 

créées pour ultimement obtenir les valeurs de vérité des deux propositions composant 

la biconditiOlmelle principale, soit (P - Q) et (~P v Q) fi (PV ~Q). Pour répondre à 

la sous-question b), l'étudiant doit comprendre la signification des tennes 

«propositions logiquement équivalentes ». Plus précisément, il doit savoir que deux 

propositions sont logiquement équivalentes quand la biconditionnelle de ces deux 

propositions est une tautologie. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? La logique propositionnelle, ainsi que le 

vocabulaire et le symbolisme qui lui sont associés, a été présentée au chapitre 3 du 

manuel, chapitre duquel est issue cette tâche. Il s'agit donc de nouvelles notions. 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent à 

la logique propositionnelle. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte deux sous-questions dont la solution de la 

seconde repose sur la proposition démontrée à la première. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? La valeur de vérité de l'énoncé à démontrer est connue puisqu'on sait que la 

proposition est une tautologie. Des indices sont fournis. En effet, un exemple 

similaire' est présenté dans la section théorique précédant la section d'exercices d'où 

est tiré l'exercice 3.5.2. De plus, la sous-question b) renvoie directement l'étudiant 

au résultat démontré à la sous-question a). 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? Ce type de problèmes 

a été présenté aux étudiants dans la section théorique 3.4 du chapitre 3. 

Quels types de raisonnements sonl en jeu? Le raisonnement déductif qui doit être mis 

en œuvre ici est pris en charge par les opérations logiques à effectuer. 

1 « Exemple 3.4.4: Montrons que la proposition P->Q est logiquement équivalente à la 
proposition - P V Q. Cela revient à montrer que (P->Q) <--> (~ P v Q) est une tautologie. » 
(Bourbonnais, 2008, p. 53) 
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Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

place non négligeable dans cette tâche. En effet, dans un premier temps, l'étudiant 

doit comprendre ce que représente les symboles P et Q, c'est-à-dire des propositions 

pouvant être soit vraie, soit fausse. Les symboles des opérateurs logiques qui 

interviennent dans la démonstration doivent aussi être maîtrisés. Le vocabulaire 

inhérent à la logique propositionnelle joue également un rôle-clé dans la tâche. Les 

termes « propositions logiquement équivalentes» et « tautologie» doivent être saisis 

par l'étudiant s'il souhaite résoudre la tâche. 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

Les termes «propositions logiquement équivalentes» et «tautologie» ont été 

présentés dans la section théorique précédant la section d'exercices 3.5. Il s'agit de 

la première section d'exercices faisant intervenir ces termes. En ce qui concerne les 

symboles des opérateurs logiques, ils ont été introduits à la section théorique 3.1 et la 

section d'exercices 3.2 portait sur leur compréhension et leur utilisation. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est technique. Des exemples similaires ont été donnés dans la section 

théorique 3.4. 

Y a-t-il lieu d'introduire des étapes? Les propositions intermédiaires intervenant dans 

la table de vérité peuvent être considérées comme des étapes qui doivent être 

introduites par l'étudiant. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à lafois? Très peu d'arguments sont mis 

enjeu dans cette tâche: les définitions des opérateurs logiques, d'une tautologie et de 

propositions logiquement équivalentes. La priorité des opérateurs logiques doit 

également être prise en considération lors de l'élaboration de la table de vérité. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue correspondant à notre 
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deuxième sous-catégorie, c'est-à-dire un changement de point de vue réalisé par la 

modification des objets présents dans l'énoncé de la tâche, est à introduire à la sous

question b). L'étudiant doit traduire mathématiquement l'expression « propositions 

logiquement équivalentes ». En effet, il doit savoir que deux propositions sont 

logiquement équivalentes quand la biconditionnelle de ces deux propositions est une 

tautologie. Ce changement de point de vue ne représente pas, selon nous, un 

véritable défi pour l'étudiant, car il a été dévoilé dans les exemples similaires 

présentés à la section théorique 3.4. En ce qui concerne les registres de 

représentations, la table de vérité, utilisée pour présenter la démonstration, doit être 

introduite sans indication. Nous croyons cependant, que l'étudiant, influencé par les 

exemples présentés, y aura spontanément recours. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? La tautologie sous-entend une 

quantification universelle. En effet, pour qu'une proposition soit une tautologie, 

celle-ci doit être toujours vraie « quelles que soient les valeurs de vérité que peuvent 

prendre les propositions qui la composent» (Bourbonnais, 2008, p. 52). 

Bien que la tâche 2 soit plus complexe du point de vue symbolique que la tâche l, nous 

croyons que l'énoncé de la présente tâche est plus directif que celui de sa consœur. En effet, 

pour réaliser la démonstration demandée à la tâche 1, un changement de point de vue est 

requis, car l'étudiant doit transformer l'énoncé « propositions logiquement équivalentes» en 

une forme orientant davantage la démonstration à construire. Un tel changement de point de 

vue n'est pas nécessaire pour résoudre la sous-question a) puisqu'il est mentionné 

explicitement de «montrer que la proposition ((-P v Q) 1\ (Pv -Q)) +--+ (P +--+ Q) est une 

tautologie ». Le changement de point de vue requis lors de l'élaboration de la démonstration 

de la tâche 1 doit par contre être effectué à la sous-question b) de la tâche 2. 

Tâche 3 : Exercice 3.5.3 (exercice tiré du manuel, p. 55) 

Montrer que la proposition P +--+ Q est logiquement équivalente à la proposition (P----t Q) 1\ 

(Q ----t P). 
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Réponse attendue à la tâche 3
 

Cette solution est tirée du solutionnaire du manuel (p. 56). 

P Q P~Q Q~P (P~ Q) /\ (Q ~ P) P +-+ Q ((P~ Q) /\ (Q ~ P)) +-+ (P +-+ Q)
 

V V V V V V V
 

V F F V F F V
 

F V V F F F V
 

F F V V V V V
 

La tâche 3 étant similaire à la tâche sujvante, son analyse sera traitée en concomitance avec 

l'analyse de la tâche 4. 

Tâche 4 : Exercice 3.5.4 (exercice tiré du manuel, p. 55) 

Démontrer l'équivalence logjque ~ (P~ Q) Ç:::> (P/\~ Q) 

Réponse attendue à la tâche 4
 

Cette solution est tirée du solutionnaire du manuel (p. 56). 

P Q P~Q ~(P~ Q) ~Q P /\~Q ~ (P~ Q)+-+( P /\ ~ Q)
 

V V V F F F V
 

V F F V V V V
 

F V V F F F V
 

F F V F V F V
 

Analyse des tâches 3 et 4
 

Les tâches 3 et 4 étant similaires aux tâches 1 et 2, nous avons décidé de ne pas représenter 

une analyse complète. Seulement celtains éléments-clés sont soulevés. 
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Tout comme c'était le cas pour la tâche l, les tâches 3 et 4 reposent sur un changement de 

point de vue. En effet, l'étudiant doit savoir que démontrer qu'une équivalence logique entre 

deux propositions revient à démontrer que la biconditionnelle formée de ces deux 

propositions est une tautologie. 

La complexité symbolique des tâches 3 et 4 s'apparente à la complexité symbolique de la 

tâche 2. Deux propositions, P et Q, sont impliquées et une grande variété d'opérateurs 

logiques (biconditionnelle, conjonction, implication et négation) est utilisée. Ces deux 

facteurs ont pour effet d'augmenter la taille de la table de vérité qui doit être créée. 

Tâche 5 : Exercice 3.5.5 (exercice tiré du manuel, p. 55) 

Démontrer que si deux propositions sont logiquement équivalentes, alors il en est de même 

avec leur négation. 

Réponse attendue à la tâche 5
 

Cette solution est tirée du solutionnaire du manuel (p. 56). 

Le problème revient à démontrer que (P +--) Q) ---t (~P +--) ~ Q) est une tautologie. 

P Q ~P ~Q P+--)Q ~ P +--) ~ Q) (P +--) Q) ---t (- P +--) ~ Q) 

V V F F V V V
 

V F F V F F V
 

F V V F F F V
 

F F V V V V V
 

L'implicatIOn est bIen une tautologIe. 

Analyse de la tâche 5
 

Contrairement aux quatre premières tâches, la tâche 5 ne vise pas la démonstration d'une 

équivalence logique, mais plutôt la démonstration d'une implication logique. Malgré cette 

différence, la démonstration à réaliser partage plusieurs similarités avec les tâches 1 à 4, 

rendant accessoire la présentation de son analyse exhaustive. Effectivement, la 



177 

démonstration qui doit être élaborée repose encore une fois sur la construction d'une table de 

vérité montrant que l'implication est une tautologie. 

Deux points méritent cependant d'être soulevés. Dans un premier temps, contrairement aux 

quatre tâches précédentes, les différentes propositions sont données en langage naturel et 

c'est à l'étudiant de mathématiser l'énoncé qui lui est foumi. Cette étape constitue un 

premier changement de point de vue. Cette réécriture en langage mathématique nécessite une 

compréhension des symboles et du vocabulaire inhérents à la logique propositionnelle. Dans 

un deuxième temps, un changement de point de vue similaire à celui explicité pour les tâches 

précédentes doit être effectué. L'étudiant doit en effet démontrer que l'implication décrite est 

une tautologie. 

Tâche 6: Exercice 4.5.3 (exercice tiré du manuel, p. 77) 

Démontrer que 

a) (x + a)4 == x 4 + 4ax3 + 6a2x 2 + 4a3x + a4 

3 3b) x - a == (x - a) . (x 2 + ax + a2) 

Réponse attendue à la tâche 6 

La solution est issue du corrigé du manuel (pp. 78-79). 

a) 

(x + a)4	 == (x + a)2 . (x + a)2 

== (x 2 + 2ax + a2) . (x 2 + 2ax + a2) 

== x 2 . (x 2 + 2ax + a2) + 2ax . (x 2 + 2ax + a2) + a2'(x2 + 2ax + a2) 

2	 4)== (x 4 + 2ax3 + x a2) + (2ax3 + 4a2x 2 + 2a3x) + (a2x 2 + 2a3x + a
== x 4 + 4ax3 + 6a2x 2 + 4a3x + a4 
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b) 

2 2 2(x - a) . (X 2 + ax + a ) =x· (X 2 + ax + a ) - a . (X 2 + ax + a ) 

2 3=(X 
3 + ax 2 + a2x) - (ax 2 + a x + a ) 

2 2 3=X 3 + ax 2 +a2x - ax - a x - a

=X 
3 

- a 3 

Analyse de la tâche 6 

Après avoir appliqué notre grille d'analyse, nous nous sonunes aperçues que peu d'éléments 

en ressortaient. C'est pourquoi nous avons choisi de présenter directement les quelques 

points mis en lumière par notre outil. 

Cette tâche semble, selon nous, davantage un prétexte pour travailler certaines manipulations 

algébriques, telles que la factorisation, qu'une tâche travaillant la démonstration. Le 

raisonnement déductif qui doit être élaboré est pris en charge par le calcul. La structure 

déductive des deux démonstrations se résume à une chaîne d'inférences comportant peu de 

pas déductifs. En effet, les démonstrations qui doivent être élaborées reposent sur un nombre 

restreint d'arguments: la transitivité de l'égalité, la définition de l'exposant, certaines 

propriétés des opérations et certaines manipulations algébriques. Ces arguments sont peu 

complexes et ont tous été travaillés au secondaire. Cette tâche, en plus de servir de prétexte à 

la réalisation de manipulations algébriques, sert selon nous à mettre en action un symbole qui 

a nouvellement été présenté: =. L'étudiant doit savoir qu'une quantification universelle est 

sous-entendue dans ce symbole d'équivalence. En effet, celui-ci signifie que l'égalité est 

vraie pour toutes les valeurs de la variable x. 

En plus d'être une tâche simple sur le plan du raisonnement déductif, le manuel fournit des 

indices sur la marche à suivre pour effectuer de telles démonstrations. Effectivement, la 

démonstration d'identités est traitée dans la section théorique précédant la section d'exercices 

d'où est issue cette tâche. On y dévoile deux méthodes pouvant être utilisées pour réaliser ce 

type de démonstrations. 
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Tâche 7 : Exercice 4.5.4 (tiré du manuel, p. 77) 

Platon a formulé la proposition suivante: « Le carré d'une somme de carrés de deux nombres 

donnés est la somme du carré de la différence de ces carrés et du carré du double produit des 

deux nombres donnés» 

a) Formuler cette proposition à l'aide du symbolisme mathématique.
 

b) Illustrer cette proposition avec les nombres 2 et 3.
 

c) Démontrer cette proposition.
 

Réponse attendue à la tâche 7 

La solution est tirée du corrigé du manuel (p. 79). 

a)	 Va, b E 'IR, (a2 + b2)2 == (a2 - b2)2 + (2ab)2 

b)	 Membre de gauche: (a 2 + b2)2 = (2 2 + 32)2 = (4 + 9)2 = 132 = 169 

Membre de droite: (a 2 - b2)2 + (2ab)2 = (2 2 - 32)2 + (2 . 2 . 3i = (4 - 9)2 + 

122 = (-Si + 122 = 2S + 144 = 169 

c) Développons chacun des deux membres de l'identité.
 

D'une part, le membre de gauche peut se ramener à :
 

(a 2 + b2)2 == a4 + 2a2b2 + b4
 

D'autre part, le membre de droite se ramène à :
 

(a 2 - b2)2 + (2abi == a4 - 2a2b2 + b4 + 4a2b2 == a4 + 2a2b2 + b4
 

Puisque les deux membres se ramènent à la même expression, on peut conclure que:
 

:. (a2 + b2)2 == (a2 - b2)2 + (2ab)2
 

Analyse de la tâche 7 

La démonstration demandée à la tâche 7 étant similaire à celles requises à la tâche 6, nous 

référons le lecteur à l'analyse qui y a été réalisée. 

Nous tenons par contre à mettre en lumière certains éléments départageant les deux tâches. 

Alors que la méthode attendue à la tâche 6 pour effectuer la démonstration consiste à 

sélectionner un des deux membres de l'égalité pour lui faire subir une succession de 

transformations afin d'obtenir le second membre de l'égalité, la méthode souhaitée à la tâche 
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7 est quelque peu différente. Elle demande à l'étudiant de traiter séparément chacun des deux 

membres de l'égalité pour leur faire subir une succession de transformations dans l'optique 

d'obtenir une tierce expression qui soit identique. Malgré leurs différences, ces deux 

méthodes reposent sur la même propriété: la transitivité de l'égalité. Il est cependant 

important de préciser que la solution fournie par le manuel n'est pas la seule qui soit possible. 

Un étudiant pourrait très bien avoir recours à la méthode utilisée à la tâche 6 pour démontrer 

l'identité de la tâche 7. Dans ce cas, le commentaire émis ci-haut ne s'appliquerait pas. 

La réécriture en langage mathématique de l'égalité dOIUlée en langage naturel est un 

changement de point de vue qui est propre à la tâche 7. Celui-ci constitue une difficulté 

supplémentaire puisque l'étudiant doit décoder l'information qui lui est présentée avant de 

pouvoir débuter la démonstration. 

Tâche 8: Question 4 tirée des exercices supplémentaires sur les quantificateurs 

(document supplémentaire remis aux étudiants par l'enseignante) 

Si les énoncés suivants sont vrais, alors les démontrer. S'ils sont faux, alors dOIUler un 

contre-exemple. 

a) Soit Q= {l, 2, 3,4,5,6,7, 8},A = {l, 2, 3} etB = {6, 7, 8}. Vx EAu BC,x E A.
 

b) SoitA={'1,.}etB={'1,.,+,~}. VxEAUB,xEB.
 

c) Soit A = {a, b, c, d, e, f} etB = {d, e, f, g, h, i}. Vx E An B,x E A.
 

d) Soit A et B deux ensembles d'un même référentiel Q, tel que CA U B) est inclus dans
 

Q. On peut alors affirmer que CA U BY = 0.
 

e) Vx E R, si x (x + 2) (x - 3) = 0 alors x = -2 ou x = 3.
 

Réponse attendue à la tâche 8 

Cette solution est tirée d'un solutionnaire rédigé par l'enseignante. 

a) Faux, 4 EAu BC et 4 n'est pas un élément de l'ensemble A. 

b) Vrai, puisque. EAu B et. E B; • EAu B et. E B; + EAu B et'" E B; + EAU 

Bet + E B. 
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c) Vrai, puisque d E An B et d E A; e E An B et e E A;f E An B et f E A. 

d) Faux, soit A = {l, 2}, B = {3, 4} et D = {I, 2, 3, 4, 5}, alors (A U B) = {l, 2, 3, 4} est 

inclus dans l'ensemble D, mais (A U B)C = {5} "* O. 

e)	 Faux, si x = 0, on a que la proposition x (x + 2) (x - 3) = °est vraie tandis que la 

proposition x = -2 ou x = 3 est fausse et donc l'implication est fausse (puisque 

l'antécédent est vraie, mais le conséquent est faux). 

Analyse de la tâche 8 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? La compréhension de 

plusieurs notions liées à la théorie des ensembles (appartenance, inclusion, union, 

intersection, complément, référentiel, ensemble vide), de l'opérateur logique 

d'implication et des quantificateurs est nécessaire. De plus, l'étudiant doit savoir ce 

qu'est un contre-exemple et être en mesure d'en fournir un lorsque nécessaire. 

S'agil-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les notions relatives à la théorie des 

ensembles et l'opérateur logique d'implication ont déjà été travaillés dans plusieurs 

tâches présentées antérieurement dans le cours. En ce qui concerne les quantificateurs 

et la notion de contre-exemple, elles sont nouvelles pour l'étudiant. 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

à la théorie des ensembles. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé de la tâche comporte cmq sous-questions 

indépendantes. 

L'énoncé est-if ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? La tâche est ouverte puisque la valeur de vérité de chacun des énoncés est 

inconnue. Aucun indice ne vient faciliter la résolution de la tâche. 
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S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? 11 s'agit d'un nouveau 

type de problèmes puisqu'aucun problème similaire n'a été proposé dans les sections 

d'exercices précédentes ou dans les sections théoriques. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Les énoncés vrais nécessitent la mise en 

jeu d'un raisonnement par disjonction de cas tandis que les énoncés faux font 

intervenir la réfutation à l'aide d'un contre-exemple. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

place importante dans cette tâche. L'étudiant doit maîtriser le symbolisme inhérent à 

la théorie des ensembles ainsi que les quantificateurs. Des lacunes dans ces 

domaines compliqueraient le travail de l'étudiant et pourraient entraîner des erreurs. 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

Les quantificateurs ont nouvellement été présentés. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de chacune des démonstrations est simple. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est technique. 

Quels théorèmes appliquer? Aucun théorème précis n'est à appliquer. Par contre, 

l'utilisation du contre-exemple sous-entend le principe du tiers-exclu. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est à développer: définitions des différentes notion$ ensemblistes 

explicitées précédemment, du quantificateur universel et de l'implication. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Plusieurs quantificateurs sont 

explicités dans la tâche et doivent être interprétés adéquatement par l'étudiant. La 

validité d'un contre-ex mple en mathématique reposant sur la négation des énoncés 

quantifiés, il est essentiel pour mener à bien cette tâche de comprendre les 

quantifications impliquées et leur négation. Plus précisément, l'étudiant doit savoir 

que pour réfuter un énoncé quantifié universellement, il suffit de trouver un élément 
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du référentiel pour lequel cet énoncé est faux. Cette affirmation repose sur 

l'équivalence logique suivante: ~(\fx E A, P(x)) Ç:::> (3x E A, ~ P(x)). 

Tâche 9 : Exercice 4.16.1 (tiré du manuel, p. 97) 

a) Montrer que si un nombre nEZ s'écrit n = 2a + 17 avec a E Z alors il peut aussi 

s'écrire n = 2b + 1 avec b E Z. 

b) Montrer que si un nombre nEZ s'écrit n = 5a + 28 avec a E Z alors il peut aussi 

s'écrire n = 5b + 3 avec b E Z. 

c) Montrer que si un nombre nEZ s'écrit n = 3a -19 avec a E Z alors il peut aussi 

s'écrire n = 3b + 2 avec b E Z. 

Réponse attendue à la tâche 9 

Cette solution est issue du corrigé du manuel (p. 101). 

a)	 Hypothèse: n = 2a + 17, a E Z
 

Conclusion: n = 2b + l, b E Z
 

Démonstration
 

n	 = 2a + l7 1 a E Z (par hypothèse) 

= 2a + l6 + 1 (simplification dans Z) 

= 2(a + 8) + 1 (simplification dans Z) 

= 2b+ l, b E Z (0) 

o Nous pouvons déduire que b E'l car a E Z (par hypothèse) et 8 E Z; alors 

b = a + 8 E Z (fermeture dans < Z, +». 

b)	 Hypothèse: n = 5a + 28, a E Z
 

Conclusion: n = 5b + 3, b E Z
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Démonstration 

n	 = 5a + 28, a E Z (par hypothèse) 

= 5a + 25+ 3 (simplification dans Z) 

= 5(a + 5) + 3 (simplification dans Z) 

= 5b+ 3 ,b E Z (0) 

o Nous pouvons déduire que b E Z car a E Z (par hypothèse) et 5 E Z; alors 

b = a + 5 E Z (fermeture dans < Z, + ». 

c)	 Hypothèse: n = 3a - 19, a E Z
 

Conclusion: n = 3b + 2, b E Z
 

Démonstration
 

n	 = 3a - 19, a E Z (par hypothèse) 

= 3a - 21+ 2 (simplification dans Z) 

= 3(a - 7) + 2 (simplification dans Z) 

= 3b + 2 ,b E Z (0) 

o Nous pouvons déduire que b E Z car a E Z (par hypothèse) et -7 E Z; alors 

b = a -7 = a + (-7) E Z (fermeture dans < Z, + ». 

Analyse de la tâche 9 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? Les propriétés des 

nombres entiers ainsi que celles des opérations sont à mettre en fonctionnement. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les propriétés des opérations sont 

couvertes au secondaire. En ce qui concerne la fermeture des entiers sous l'opération 

d'addition, nous croyons que cette propriété est souvent tenue pour acquis par les 

étudiants sans nécessairement qu'elle leur ait été explicitée. Sa formalisation 

constituera donc sûrement une nouveauté pour certains. 

A quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Elles se rapportent à la 

théorie élémentaire des nombres. 
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Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte trois sous-questions indépendantes. 

Cependant, les raisonnements qui doivent être mis en œuvre pour chacune de celles

ci sont similaires. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? L'énoncé est fermé. Aucun indice explicite n'est fourni dans la tâche. Par 

contre, une démonstration similaire2 est présentée dans la section théorique 4.9. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoréjusqv'alors? Ce type de problèmes 

est connu des étudiants puisque un exemple similaire leur a été présenté. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Outre un raisonnement déductif pris en 

charge par le calcul à effectuer, aucun autre type de raisonnement particulier n'est à 

mettre enjeu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Bien que peu nombreux, 

certains éléments de formalisme sont présents dans cette tâche. Dans un premier 

temps, l'étudiant doit être en mesure de départager les différents symboles littéraux, 

n, a et b, qui y sont inclus. La démonstration repose d'ailleurs sur le lien qui unit 

deux de ces symboles, soit a et b. En plus de cette gestion symbolique, l'étudiant 

doit connaître le vocabulaire et le symbolisme associés aux propriétés des opérations 

dans les nombres entiers. Avant de passer au point suivant de notre grille, nous 

voulons ouvrir une brève parenthèse. Le solutionnaire du manuel utilise l'expression 

« simplification dans 7l » pour justifier certaines étapes de la démonstration. Cette 

expression est, à nos yeux, imprécise et nous aurions souhaité que les propriétés des 

opérations mises en jeu soient nommées précisément plutôt que d'avoir recours à une 

formulation générale pouvant justifier plusieurs manipulations algébriques. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier, ou des quantificateurs cachés? 

Nous croyons que certains étudiants ne penseront pas à démontrer que l'élément b 

2 «Exemple 4.9.1 : Montrons que si un nombre nEZ s'écrit n = 2a + 4 avec a E Z, alors il
 
peut aussi s'écrire n = 2b avec b E Z. » (Bourbonnais, 2008, p. 83)
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découvert est bel et bien un nombre entier. En effet, selon nous, la construction de 

cette portion de la démonstration sera vide de sens pour plusieurs étudiants qui la 

trouveront sans doute superflue y voyant là un caprice d'enseignant plutôt qu'un 

besoin réel de validation. Tel que nous l'avons mentionné antérieurement, la 

fermeture des entiers sous l'opération d'addition est tenue pour acquis par les 

étudiants qui n'y auraient sans doute pas spontanément recours pour justifier le fait 

que b soit un entier. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. De plus, très 

peu de pas déductifs sont nécessaires pour arriver à la conclusion. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est technique puisque l'étudiant peut appliquer la marche à suivre qui 

lui a été présentée à la section théorique 4.9. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est à développer: la simplification dans les entiers ainsi que la 

fermeture des entiers sous l'opération d'addition. L'argument « simplification dans 

Z » est utilisé pour exprimer les effets de plusieurs propriétés des opérations telles 

que l'associativité de l'addition et la distributivité de la multiplication sur l'addition. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? L'étudiant doit comprendre, pour 

chacune des sous-questions, que pour tous les entiers n s'écrivant de la forme 

donnée, il existe un entier b faisant en sorte que ce même n puisse également s'écrire 

de la forme de la seconde expression fournie dans l'énoncé. 
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Tâche 10 : Exercice 4.16.2 (tiré du manuel, p. 97) 

Dire (et démontrer) si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse: 

a) la sonune de deux nombres pairs est paire;
 

b) la sonune de deux nombres impairs est paire;
 

c) le produit d'un nombre pair et d'un nombre impair est pair;
 

d) la sonune d'un nombre pair et d'un nombre impaire est impaire;
 

e) le quotient de deux nombres pairs est pair;
 

f) la différence de deux: nombres pairs est paire;
 

g) la différence de deux: nombres impairs est paire.
 

Réponse attendue à la tâch~ 10 

Cette solution est issue du corrigé du manuel (pp. 102-103). Uniquement les réponses 

attendues aux sous-questions e) et g) sont présentées. Les réponses des autres sous-questions 

mettent en œuvre des raisonnements similaires à celui requis à la sous-question g). 

l') C<>ttp proposition pst fausse. 

Hypo: Ji"~ 2n.a '" Z (ddillit.iou d'llu llolllhr(' pair) 

!) = '2h, il (: l. (dNillitiull d'ull llumhn' pa.ir) 

Coud' e =2(',1''= l" (défillil:ioll d'ull uOllllm' p,tirl 
. 

Démonstration (/llr-tJA'" ô.l 'IlÙÜ' il '1/.11 l'1l1l1.ne'lrC<1I1f1lc)
 

(:olJSick'rolls)I ",. 12 Pt. fJ = 4 dpllx llolllhn',; vürifÎfmt I(,s IlVputhl'';''';' NOliS ,\.Vous ,dors
 

JI 1:2 ..
----=3 
q el 

Aill,;i. Il' qllOtil'ul u'('sl P,\1i }lair. l'i\Ïsquc IPs ll'l1llbn's jJ ('t q n'riiil'ut. le,; hypoLh(''''''s ulai, llOll 1" 

(·oll<'lusiOll. lIOUS avons t.rouvé lin lèontfl'-l'Xl'Illp!e il l'l'Hl' propositiou fJui (,st. d011(' rallSSl'. 

•
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g) Cl't.tl' j)l'Oj)()Sirioli ,'si \'l'ai,'.
 

Hypo: Il = '2 Il + 1. Il E ;Z (dl'lillitioll d'11111l0)lIhn, illll)(lir)
 

ri = :!. /1 + 1. Ii E 7L (ddillilioll d'l1l1l1olllhn' ill1j)nir)
 

Cond: Il - I}- '1.1',(' E Z (dNiIlitioll d'l1l1 110l1l1)l'(' j)ilil')
 

Démol1sLrélt.iol1 (]n·c·u.'l/l' rli1'l:f'f.e) 

Ji - I}	 = (2 (J + 1)- (2 li + 1) (pm' !typot.!Jl"SI') 

"- 211 - 21i (simplifintt.ioll dall" Z) 

=2(II-b) (simplifi<:at.ioll <1aus Z) 

= :2 (', (l.\'l'I· (' '="' Il _. Ii E 'l, (0) 

o	 SOllS pouvons di,dnirt' 'lU<' (. "'- Il-Ii E Z ('al' li E 7L pH.1' hypothôsl'. douc -Ii E OZ (sYlllNrisi\( ion dmls 

< !~. + ». De pins. puisqne (1 C Z pal' h.\'llothl\sl' alors Il + (-h) E Z ([rl1ncf.nl'l' dans < Z. + > ). 
.	 '--v-" 

(1-/1 

Aillsi. Ji .... 1) est [Mir. c'est-<\-<.Iire la diff('rellce <1(' c!('UX Hombres impairs est paiJ·('. 

• 
Analyse de la tâche 10 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Les connaissances mises 

en fonctionnement sont les propriétés des opérations dans les entiers. Les 

représentations algébriques d'un nombre pair et d'un nombre impair doivent être 

connues. 

S'agit-if de notions déjà vues ou nouvelles? Les propriétés des opérations sont 

connues des étudiants depuis le secondaire. En ce qui concerne la fermeture des 

entiers sous l'opération d'addition, elle est désormais connue puisque les étudiants 

ont dû y avoir recours à la tâche précédente. L'utilisation des représentations 

algébriques des nombres pairs et impairs constitue sûrement une nouveauté pour 

plusieurs étudiants du collégial. 

li quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent à 

la théorie élémentaire des nombres. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-i! plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-e1les liées 

ou	 indépendantes? L'énoncé comporte sept sous-questions indépendantes. 
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Cependant, outre la sous-question e) qui nécessite la découverte d'un contre

exemple, les six autres mettent enjeu des raisonnements similaires. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? L'énoncé est ouvert. En effet, c'est l'étudiant qui doit déterminer la valeur 

de vérité des énoncés présentés. Des indices facilitant la résolution de la tâche sont 

fournis à la section théorique 4.7. Les représentations algébriques d'un nombre pair 

et d'un nombre impair sont présentées. De plus, des démonstrations similaires3 à 

celles demandées à la tâche 10 sont explicitées dans le manuel. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? Ce type de problèmes 

est connu puisqu'un exemple similaire a été présenté dans la section théorique 4.9. 

Par contre, il s'agit de la première tâche où la construction d'une telle démonstration 

est laissée à la charge de l'étudiant. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement déductif pris en charge 

par le calcul est à mettre en œuvre. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Pour réaliser les 

démonstrations, l'étudiant doit représenter algébriquement un nombre pair et un 

nombre impair. Cette traduction en langage mathématique nécessite l'utilisation de 

plusieurs symboles qui doivent être introduits par l'étudiant. La pluralité de 

symboles littéraux (a, b, c, p et q) qUI doit être gérée est une difficulté non 

négligeable. L'étudiant doit départager le rôle de chacun de ces symboles et 

comprendre les liens qui unissent certains d'entre eux. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier, ou des quantificateurs cachés? 

Une quantification cachée est présente dans l'énoncé de chacune des sous-questions. 

Il est sous-entendu que les affirmations doivent être considérées pour tous les 

nombres pairs et impairs. La prise en compte de ce quantificateur implicite est 

essentielle pour comprendre que la présentation d'un seul contre-exemple est 

suffisante pour réfuter l'affinnation. Un dernier point doit être soulevé. Selon nous, 

la tâche comporte une lacune importante: l'ensemble numérique dans lequel 

3 « Exemple 4.9.2 : Démontrons que le produit de deux nombres pairs est pair. Exemple 4.9.3 : 
Démontrons que le produit de deux nombres impairs est impair. » (Bourbonnais, 2008, p. 83) 
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prennent place les énoncés à démontrer n'est jamais mentionné et la tâche n'a de sens 

que dans la mesure où le référentiel est restreint aux entiers. Les impacts de cette 

omission se font particulièrement sentir à la sous-question e) où l'opération à réaliser 

est une division. Par exemple, si l'étudiant, lors de sa recherche d'un contre-exemple, 

considère la division du nombre pair 12 par le nombre pair 10, comment pourra-t-il 

statuer sru- la parité du quotient, un nombre rationnel n'étant ni pair, ni impair? 

Quelle est la strocture de la démonstration? S'agit-if d'une chaine ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. Très peu de 

pas déductifs sont nécessaires poru- arriver à la conclusion. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Les mises en fonctionnement des 

connaissances sont de niveau technique. Les représentations algébriques des 

nombres pairs et impairs, éléments-clés poru- débuter la démonstration, sont 

présentées dans une section théorique précédant la tâche 10. Une fois ces 

représentations introduites, les démonstrations se résument à un simple calcul. 

Quels théorèmes appliquer? L'utilisation du contre-exemple pour réfuter une 

affinnation sous-entend le principe du tiers-exclu. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Des propriétés des opérations 

dans les entiers, tels que l'associativité de l'addition, la distributivité de la 

multiplication sur l'addition et la fenneture des entiers sous l'opération d'addition, 

sont à utiliser. L'intervention de l'existence poru- tout nombre entier d'un opposé 

additif dans les démonstrations f) et g) constitue selon nous un élément difficulté. En 

effet, nous sommes d'avis que certains étudiants pourraient omettre d'utiliser cette 

propriété pour justifier le fait que c est un entier. Ils pourraient avoir directement 

recours à la propriété de fermeture des entiers sous l'opération d'addition en 

l'appliquant inconectement à l'expression représentant c, soit a - b. Cette 

justification inadéquate entraînerait la construction d'une démonstration incomplète. 

Les représentations algébriques d'un nombre pair et d'un nombre impair doivent 

également être mises à contribution. 
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y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue réalisé par la 

modification des objets présents dans l'énoncé de la tâche doit être introduit. 

L'étudiant doit représenter algébriquement un nombre pair et un nombre impair. 

Cependant, ces représentations leur ont été fournies dans une section théorique. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Une fois les représentations 

algébriques énoncées, l'étudiant peut remarquer, par exemple pour la sous-question 

a), que la tâche revient à démontrer que pour tout nombre entier p = 2a, a E Z, et q 

= 2b, b E Z, il existe un nombre entier c tel que p + q = 2c. Une quantification 

semblable peut être perçue pour les autres sous-questions de la tâche 10. 

Le changement de point de vue requis par l'utilisation des représentations algébriques des 

nombres pairs et impairs est nécessité dans plusieurs des tâches de l'étape 1. Cette tâche 

étant la première à y avoir recours, nous avons explicité chacune des difficultés liées à cette 

réécriture. Ces détails seront cependant passés sous silence dans les prochaines analyses 

impliquant ce type de changement de point de vue et ce, pour éviter de charger nos analyses 

d'éléments redondants. Le lecteur pourra cependant se référer à cette tâche pour revoir les 

difficultés inhérentes à ce changement de point de vue. 

Tâche 11 : Exercice 4.16.3 (tiré du manuel, p. 97) 

a) Démontrer que si x2 est irrationnel alors x est irrationnel.
 

b) La réciproque de l'énoncé précédent est-elle vraie? Justifier.
 

Réponse attendue à la tâche 11 

Cette solution est issue du corrigé du manuel4 (pp. 104-105). 

4 Les modifications manuscrites présentes dans la solution exposée ont été rédigées par 
l'enseignante. 
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a)	 Soit 1'(.,.) .r:.! l,st· irmtioJlllei el q(:r):.r l'st Îrratiolllll'I. Ali li0U JI' dl'llloJltn'r la proposil.ioll 

1'(1') ~. (2(:1'). llOU5 "lions d{'lIlollt.rer 1,\ Il.l111rapo:.;01' -- (2(:1,) .:;'~ P(:r). (,'l'sl-;;-dirl' 1101lS "Jlolls 

di'IlHllll,l'l'l' quI' si ./: ('si [,l\.iOIlIlC,i. l'dors :,.'1 l'st ntt·ioll.lld. 
(l 

Hypo: .,. = b' a, b E Z, b of: () (lli,linitiull d'Illl llomlm' mtiolllleJ) 

.) (' ".,
Concl: r--, c.dE'L.d/U

ri 

Démonstrat.ion (prl:'l/'lw diln·tc de la "OIII1·(/I.J(J.~à;) 
a

.1'	 =- ([>éU' IIv[>o(:h('"e)I} 
~~ ~+~-h.1"1 c;.~b ~ +("",).:=.çn~\2_ ('~)2 

X	 - lJ (si Il = l'alors 1'(u) = f(p») J 

/ ')}" 

('	 ., b'"d (l'Il posant c = Ir d d = .) 

Aillsi. x" ~embL(' avoir la forml" vouIlle. lJ rl,stl' il montrer qlle C, rL E ;Z et. d t 0 . 01', a. b E Z )>lU'
 

hypothèse. dOliC' (J2,f} E Z': par fl'nUl"lure dans < Z, X>. Aiusi. c,d E Z,
 

De vIII". pllÎsq11e b :1 O. alors b2 # 0, cl 'où li :1 O. Nous avons dOlic 11IOJlf:ré que
 

J'-
n 

= -1
C 

' (lV!'C C, d E Z':. et Il "* 0 
l " 

• 
h)	 La ré"ipl'oque dl' j'ônouei' l,st
 

Hypo: :1' E li~ \ Q
 

Coud: :1;2 E R \ Q
 
~~Sf:rat.ion (cl l'nide d'u1I ('oiltn .. e'("lllplc) 

~l)(J~iti(J11l'st. l'ausse; IlCHIS avolls Il- (,olltr('·('xelllple SlljVaJll : Nous a.vons III0 nI rt~ prôl'i'deIlUIll'nt 

qlH' ,1,: .= /2 f\~t UII irraholllld Or, ;('2 '.- (v0)~ 2 Il'('st l'il'; irratiollnd. Aiusi, puisqu'il exisl,' un 

{'l,"IIU'lIt du l'i'fÎ'l'('lltid l'our Il'qll<'1 l'liypolhi'"" 1',,\ "{'riGi'l' llutiS I11\S 1<1. ('OlwlI1Sioll, OH p<'111 (,OIJr1IlI'I' 

qlll' 1<1 jll'opO:iil.il!lI esi. faIIS"''. • 

Analyse de la tâche Il 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises enJonctionnement ? La définition d'un nombre 

rationnel et sa représentation algébrique sont au cœur de la démonstration. Une 

connaissance des propriétés des exposants et de l'opération de multiplication est 

également requise. De plus, pour réaliser la démonstration présentée dans le corrigé, 

l'étudiant doit pouvoir déterminer la contraposée d'une implication ct connaître 

l'équivalence logique entre une implication et sa contraposée. Une telle connaissance 
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justifie le recours à la méthode de preuve par la contraposée qui est utilisée en a). En 

ce qui concerne la sous-question b), la connaissance de la réciproque d'une forme 

propositionnelle est nécessaire. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les propriétés des exposants et de 

l'opération de multiplication ont été traitées au niveau secondaire. Bien que la 

représentation algébrique d'un rationnel soit normalement couverte au secondaire, 

nous croyons que son utilisation dans un contexte de démonstration est une 

nouveauté pour plusieurs étudiants qui devront apprendre à utiliser cette 

formalisation. En ce qui concerne l'équivalence logique entre une implication et sa 

contraposée, elle a été traitée et démontrée à la section théorique 3.4 du manuel et un 

rappel est fait à la section théorique 4.10, section portant précisément sur la preuve 

utilisant la contraposée. La réciproque d'une forme propositionnelle a elle aussi été 

couverte au chapitre 3 du manuel. 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? La tâche se rapporte à la 

théorie élémentaire des nombres. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-el/es liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte deux sous-questions. Celles-ci sont liées, car 

la sous-question b) porte sur la réciproque de l'affilmation énoncée en a). 

L'énoncé est-if ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? La valeur de vérité de la sous-question a) est connue tandis que celle de la 

sous-question b) doit être découverte par l'étudiant. Aucun indice n'est fourni. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu 'alors? 11 s'agit d'un nouveau 

type de problèmes. L'étudiant doit travailler avec la représentation algébrique d'un 

nombre rationnel. De plus, la démonstration à construire utilise un raisonnement par 

contraposée ce qui est une première, du moins dans le cadre de ce cours. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement par contraposée est 

attendu à la sous-question a). Pour la sous-question b), une réfutation à l'aide d'un 

contre-exemple est en jeu. 
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Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? L'utilisation de la 

représentation algébrique d'un nombre rationnel est un élément de fonnalisme qui 

constitue une difficulté non négligeable. Dans la présente tâche, elle nécessite 

l'introduction de plusieurs éléments: a, b, c et d. Cette pluralité de symboles 

littéraux doit être gérée par l'étudiant qui doit départager le rôle de chacun d'eux et 

comprendre les liens qui unissent certains d'entre eux. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est àjustifier, ou des quantificateurs cachés? 

Un quantificateur universel est sous-entendu dans les énoncés des sous-questions a) 

et b). En a), l'étudiant doit comprendre que pour tout x2 irrationnel, x est irrationnel 

alors qu'en b), il doit saisir que pour tout x irrationnel, x2 irrationnel. La 

compréhension de cette dernière quantification est particulièrement importante 

puisque la validité du contre-exemple en dépend. En effet, un étudiant ne prenant pas 

en considération la quantification universelle implicite à la sous-question b) pourrait 

affirmer que l'énoncé est vrai, car il existe des x irrationnels, par exemple 71:, dont le 

carré est irrationnel et il existe des x irrationnels, tel que ~2, dont le carré est un 

nombre rationnel. 

De plus, une difficulté réside selon nous dans ce qui est à démontrer. Nous croyons 

effectivement que plusieurs étudiants arrêteront leur démonstration à l'étape x2 
= c / d 

négligeant de démontrer que les éléments cet d sont des entiers et que d est non nul. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaÎne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est mobilisable. Malgré le fait qu'aucun indice explicite ne soit 

donné, un exemplé présenté dans la section théorique 4.10 va, selon nous, faciliter la 

résolution. Les similitudes que l'énoncé de la tâche Il a avec cet exemple 

5 « Exemple 4.10.1 : Démontrons que si x2 est pair alors x est pair. » (Bourbonnais, 2008, p. 85) 
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pousseront sans doute J'étudiant à emprunter le même chemin que celui utilisé dans 

l'exemple théorique. Cependant, puisque le contexte de la tâche Il diffère de celui 

de l'exemple, des adaptations devront être apportées par l'étudiant. 

Quels théorèmes appliquer? La résolution de la sous-question b) nécessite la 

négation d'un énoncé quantifié universellement. La recherche d'un contre-exemple 

dans ce contexte sous-entend le principe du tiers.
 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte
 

d'arguments est à développer. La représentation algébrique d'un rationnel, des
 

propriétés des exposants et de l'opération de multiplication ainsi que l'unicité de
 

l'image d'une fonction sont des arguments qui interviennent dans la démonstration.
 

L'équivalence logique entre une implication est sa contraposée doit également être
 

mise en contribution à la sous-question a). En ce qui concerne la sous-question b), la
 

définition de la réciproque d'une forme propositionnelle doit être utilisée.
 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à
 

introduire (sans indication)? La démonstration qui doit être construite à la sous


question a) nécessite deux changements de point de vue. Dans un premier temps, la
 

méthode de preuve par contraposée nécessite un changement de point de vue puisque
 

l'implication donnée dans l'énoncé de la tâche doit être transformée en sa
 

contraposée pour poursuivre la démonstration (changement de point de vue nécessité
 

par la méthode de preuve utilisée). Dans un second temps, l'étudiant doit représenter
 

algébriquement un nombre rationnel ce qui constitue un changement de point de vue
 

réalisée par la modification des objets présents dans l'énoncé de la tâche.
 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, unformalisme, une notation)? La
 

représentation algébrique d'un nombre rationnel nécessite l'introduction de deux
 

éléments, soit un élément représentant l'entier au numérateur et un second élément
 

représentant l'entier non-nul au dénominateur.
 

Tâche 12 : Exercice 4.16.4 (tiré du manuel, p. 97) 

Démontrer que x 2 
- 8x + 16 E R+ quelque soit le nombre réel x. 
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Réponse attendue à la tâche 12 

Cette solution est issue du corrigé du manuel (p. 105). 

x 2 - 8x + 16 = (x - 4)2 ~ 0 (puisqu'un carré est toujours positif ou nul) 

Analyse de la tâche 12 

Cette démonstration étant particulièrement simple, nous avons décidé de ne pas présenter 

l'ensemble de notre grille, mais de plutôt résumer les éléments que son application nous a 

permis de mettre en lumière. 

La construction de cette démonstration repose sur un changement de point de vue réalisé par 

la modification des objets présents dans l'énoncé de la tâche. En effet, l'étudiant doit 

réécrire l'expression x 2 - 8x + 16 E JR+ sous la forme x 2 - 8x + 16 ~ 0, forme dévoilant 

davantage l'orientation de la démonstration. Une fois l'énoncé initial ré-exprimé, la 

démonstration se limite à la factorisation d'un polynôme de degré 2, exercice grandement 

couvert au secondaire, et en l'application de l'affirmation qu'un carré est toujours positif ou 

nul. Une quantification universelle écrite en langage naturel est également à repérer. 

L'expression « [... ] quelque soit le nombre réel x» peut être traduite par pour tout nombre 

réel x. La démonstration, composée de deux pas déductifs, a une structure déductive linéaire. 

Tâche 13 : Exercice 4.16.5 (tiré du manuel, p. 97) 

Démontrer que si un nombre est divisible par 6, alors il est divisible par 3. 

Réponse attendue à la tâche 13 

Cette solution est issue du cOlTigé du manuel (p. 105). 
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Hypo: n=GfI.oi::';l (dNiuitiulI ue <, <ti\'isil>l" par (j ,. ) 

Coud: 1/:= :\/),11 E- li?, (dôlillil.ioll de « divisihll' piU 3 " ) 

Démonstrat.ion (pr'eu'u dm'('fr') 

(par hypotlll\"'I') 

= 3 (20,) (silllplificatioll dalls Z) 

:= 3 il, ,n'CC li = 20 E Z (0) 

o	 \llllS /lUlII'UIIS déduire qlw b =co 20, - 2:: ('al' Il E Z (pal' 1J~'l)(J) d. 2 E Z: aluni 2 (1 0(- Z (fl'I'II1I'ln!'(' daw; 

<1.... ». 

Aillsi. IUlII 1I0111hn' divi.'iihll' par {j l'st ltll",si dil'i"ihll' pnr :;. •
 
Analyse de la tâche 13 

Cette tâche se limitant à l'application directe de la définition de divisibilité, nous avons 

décidé de ne pas présenter son analyse complète, Un résumé des principales caractéristiques 

de cette démonstration seront mises en lumière ci-dessous. 

La démonstration attendue repose sur l'utilisation de la représentation algébrique de 

l'expression « un nombre divisible par ». L'utilisation de cette représentation est le seul 

véritable élément de difficulté contenu dans cette tâche puisqu'une fois ce changement de 

point de vue effectué (changement de point de vue réalisé par la modification des objets 

présents dans l'énoncé de la tâche), la démonstration se restreint à l'application de quelques 

propriétés de l'opération de multiplication. Le raisonnement déductif mis en œuvre dans 

cette tâche est pris en charge par le calcul. La structure déductive est simple et linéaire. 

Tâche 14 : Exercice 4.16.6 (tiré du manuel, p. 97) 

Dire (et démontrer) si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse pour x E Z. 

a) Si 5x2 + 3 est impair, alors x est pair. 

b) Si x2 est impair, alors x est impair. 

c) Si x est pair, alors x 2 est pair. 

d) Si x 3 est pair, alors x est pair. 

e) Si x3 est impair, alors x est impair. 
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Réponse attendue à la tâche 14 

Cette solution est tirée du corrigé du manuel (pp. 105-106). Les solutions attendues pour 

chacune des sous-questions étant similaires, nous n'en présentons que deux. 

c~.-~ prnpositiou:-- :--,olll tont 'S vra.if·s. 

..1\	 Xqn~ ,dlnll,'"' <}."\1I10Jltn 1r IH ('OHt·1 lpO:--L'l~, (,Ot l-:'l-din' noJl;-- }llll)ll~ <h·'1I10HI ... 'r (Jltt' ~i ,. n·(·~t pa~ pair 

(d"IIC.,. '~I illli'nir), ..10,., :),rZ :j Il'''''' pJl~ ÏJIIJluir (dotl<, ",,.'! :1 ('"t pair) 

Hypo: l'o=lJ( i I.J.. _., (ddilliliull 1'1'111111(>1111>1'<' illipair) 

Cond: :)/! +-:~ = 21-.1'; Z (di'lillitioll 1'1'1111 "'HUI,1'(' pair) 

Démonstration (/m:u.,., dm'd. Ile 1ft (',,/ttrtllms,<' ) 

,r 2/,0 1 (par l(vpot.lH;"') 

:",2 :~ = r, (2 kT if 1 :\ (,"i f ("1 1111" fOlll'jjoll, Il = h ~ 1(<1) f(bl) 

- ii ( 1k'J + ·1 k ,- l -+:\ (t'Il dh'('joPlmll! 1" l'ill'l i') 

20'..! 20 k... . (ûlUpJili('al i<)11 <hUI" Z 

= 2 ( 10 k:l - J k - .J) I,"ililplitkal iOll <"~l\. ~ 

:= 2I,\V('(' t C Z (o) 

ft	 Plli,;<illP 111 EL 1'1 k ,Z alO1'B ](JI;" E,~: ('I, ](lI; ( (f,'rllH'lllr.. dnlls < l., >( > (:; foi') ). 

Plli;;(IIH'liJl;! € Z, lOI.- E Z ('1 1 (Z alors 101;2 + LOI; j ,[ C Z (krlll. danB < '1:-, + ;> ('2 foi:,) ), 

AilJ~i. ,).1" :l", '!-f m'e,' f '" 101e~ + JOie J E ~ 

JOn a d<)Ill' d,'lllllnln', <itlO si ' ,'1 impair. alor:' fi .r • :, ",'t. pair 011 ('(' (Itli (':'{' "'<jtlh",u(,1l1 ..n li 

d 1114)lltn\ ('li nt".ili~itllt la (·I)JltI'Hpl}:",l'(~. quc·:-.i ~"r ~:~ t'st ,illl.p;Üt\ idur:-.;.r: f';...;t pair. 

• 
d)	 .\OllS nlloll:-> d(~lIlùlllTl'r la (·ot)Il"ll[JlJ:'ée. ('·('sl·ù·dire UOIIS ,dlow; d(~nlOllt.n'l' qlll' si J'est ülJ]lnil'. alor.~ 

.l':: l'st. illlpair. 

Hypo: :r;;-- 21;: +1,1,: E Z [ddinitioll d'lIlI lJolllbr(' illljll\ir)
 

Concl : ,1':1 = '2t +- 1,J E;Z (défillit iOll .. l'IlU lJollthre iUIJ)i'l.ir)
 

.r 'J.k+l	 [par hypolhèse) 

.r:~	 = ('lA- + 1)1 (si f t'st une fotJct.ioll, n = b ~ fla) ,.." /(1)) 

= g ,,~l -+- 12 /;"2 + (; 1.. + J (l'Il <1C've!oPP(lJlt Il' cube) 

= 2 (.1 k:1 + G1.'2 -1 :31.') + 1 (distl'iliut.ivilk dallf; Z) 

= 2 t + 1 aVl't: t E Z (0) 

o	 Puisqup <-1 E 2::. GEZ, :~ ::: Z el ho E Z, alors 41;:l E Z, G1;3 ( Z et :3 k E;Z (ferllldlln' dans <: 1:, x > 
(G iùis) ). 

l'nisque :.l!.-'l E ?-.I,/;2 l:: 2. d ;~I,.!'-1. a[or~ LI.. ' + il/.-" -Jk E Z (1'('1'111. dRUS .'é 1:.+ > (:2 roi~j j, 

Ainsi, ,r;; ==:21 r l <lV"(' 1 li..:' + [il.." :lI.. .:: 6:: 

Ou (J dOliC d('lllOutr(' qlll' si .J'est impair. alors .cl (',st illi~(l.ir ou el' (lui ('si (qllivaleul ou a 

(k'lllolltr{'. en n(;Îlisalll. lit COlltl'fl,pOS{'('. que si ;,.:$ est pail', alors ,r l'st ]J>lir, 

•
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Analyse de la tâche 14 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? Les connaissances mises 

en fonctionnement sont les propriétés des opérations, les propriétés des exposants et 

l'unicité de l'image d'une fonction. Les représentations algébriques d'un nombre 

pair et d'un nombre impair doivent également être mises à contribution. De plus, 

l'équivalence logique entre une implication et sa contraposée doit être connue. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Ces notions sont connues des étudiants. 

Les propriétés des opérations et des exposants sont traitées au secondaire en plus 

d'avoir été utilisées dans plusieurs autres tâches. Les représentations algébriques 

d'un nombre pair et d'un nombre impair ainsi que la contraposée ont, quant à elles, 

été traitées dans des sections théoriques du manuel. 

.À quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Cette tâche se rapporte à 

la théorie élémentaire des nombres. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte cinq sous-questions indépendantes. Quatre 

d'entre elles, soit les sous-questions a), b), d) et e), requièrent la construction de 

démonstrations similaires alors que la sous-question c) est différente. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? L'énoncé est ouvert puisque l'étudiant doit en déterminer la valeur de 

vérité. Un exemple similaire6 aux démonstrations demandées en a), b), d) et e) est 

présenté dans la section théorique 4.10. En ce qui concerne la sous-question c), elle 

est résolue dans la section théorique 4.9. 

Quels types de raisonnements sont enjeu? Pour les sous-questions a), b), d) et e), 

un raisonnement par contraposée est mis en jeu. Outre le raisonnement déductif, la 

6 « Exemple 4.10.1 : Soit x E Z. Démontrons que si x2 est pair, alors x est pair. » (Bourbonnais, 
2008, p. 85) 
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sous-question c) ne nécessite pas la mise en œuvre d'autres types particuliers de 

raisonnements. Les raisonnements mis en œuvre dans ces démonstrations sont pris 

en charge par le calcul. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Les représentations 

algébriques d'un nombre pair et d'un nombre impair sont utilisées. Ayant été traitées 

antérieurement (voir la tâche 10), nous sommes d'avis que ces écritures algébriques 

et la gestion symbolique qui en découle ne représentent plus un véritable défi. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure des démonstrations est simple et linéaire. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est technique. Une marche à suivre est proposée via la présentation . 

d'un exemple. 

r a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est à développer. Certaines propriétés des opérations (l'associativité de 

la multiplication, la distributivité de la multiplication sur l'addition et la fermeture 

des entiers sous les opérations d'addition et de multiplication) et des exposants, 

l'unicité de l'image d'une fonction et les représentations algébriques des nombres 

pairs et impairs interviennent dans les démonstrations. L'équivalence logique entre 

une implication et sa contraposée est également mise à profit pour les sous-questions 

a), b), d) et e). En prenant connaissance du corrigé du manuel, un élément a retenu 

notre attention. Certaines étapes de certaines démonstrations sont similaires, mais 

sont cependant justifiées différemment. Par exemple, la justification, « simplification 

dans Z », qui est apportée à la cinquième ligne de la démonstration a), 

2(10!C + 10k + 4), diffère de la justification, « distribu ivité dans Z », apportée à 

l'opération, 2(4e + 6!c + 3k) + l, de la démonstration d). Pourtant, dans les deux 

cas, la manipulation algébrique qui est effectuée est la même. Cette discontinuité 

peut, selon nous, causer des difficultés à certains étudiants qui pourraient croire qu'il 

y a une nuance entre les deux étapes énoncées ci-dessus. Selon nous, le fait de 
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préciser explicitement la propriété des opérations justifiant la manipulation effectuée, 

distributivité dans l'exemple explicité ci-dessus, est plus rigoureuse et devrait être 

privilégiée à la formulation générale « simplification dans Z ». Nous aVIOns 

d'ailleurs déjà soulevé ce point dans une analyse précédente (voir tâche 9). 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Deux changements de point de vue doivent être 

effectués. Le premier est nécessité par la méthode de preuve utilisée, dans le cas 

présent la preuve par contraposée. En effet, l'étudiant doit partir de l'implication 

donnée dans l'énoncé pour déterminer sa contraposée qui sera le point de départ de la 

démonstration. Le second changement de point de vue à réaliser est la traduction 

d'un nombre pair et d'un nombre impair en langage algébrique. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? L'étudiant peut remarquer qu'une 

fois les représentations algébriques des nombres pairs/impairs posées, la tâche 

revient, pour la sous-question a) par exemple, à démontrer que pour tout x = 2k + l, 

k E Z, il existe un nombre entier t tel que 5x2 + 3 = 2t. 

Tâche 15 : Exercice 4.16.8 (tiré du manuel, p. 97) 

a)	 Legendre a trouvé le polynôme P (n) = n2 + n + 17 qui donne des nombres premiers 

pour n = 0, 1, ... , 15. Démontrer, sans l'évaluer, que P (16) n'est pas un nombre 

premier. Aide: montrer que P (16) est un multiple (différent de 1 et -1) de 17. 

b)	 Legendre a aussi trouvé le polynôme P (n) = 2n2 + 29 qui donne des nombres 

premiers pour n = 0, l, ... ,28. Démontrer, sans évaluer P (29), que P (29) n'est pas 

un nombre premier. 

Réponse attendue à la tâche 15 

Cette solution est tirée du manuel (p. 107). 
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,.t) Dômonstration (yln'n'I'c dinde)
 

P(n)'~ n2 + /1 + 17 (dNiuit.iu)l du polynôme (Ü~ LCRl'Ilc!re)
 

P(Hi) = 162 -i- 16 + 17 l~ubstil uli~nl)
 

'~, Hl' (lG -1- 1) + 17 (Silllplifi','fltiOIl dnni' 7~) 

=1G'17+17 (sirllplificatioll dalls ~) 

=17'(1G+1) (Silllplificaholl dalls ~) 

~ 17,17 

Pui~que P( ILi) ."(~erjt, t:OHllIW \Ill produit. d .. d.'ux UOlllb1'\''- er. qu'au('ull dc~ deux ll'est le llcllll1.H'f' 

" 1» ce!11 ,-i~llifie <JU 'il II 'e~l pa;; 1111 110111hre premier, 

• 
li) Démonstration (p1'<'W'f' din:I'l()
 

J'(n) '211~ ,l 29 (dic'fillÎI.iün d'ull au l/'(' POIYUÔllU' dl' L(~<:lIdre)
 

l'(2D) '" '2 ' 292 + 2D (~llb"titutiOlI)
 

"'- '2~) , (2 ' 2') + 1) (~il1lpliti('<I.ti<lIl dalls ff.:) 

= 2!1 :;!) 

I.)llisqu(' P(2!!) s·"cril. ('oUlH1C Ull produit d,' d"llx Ilolllbn'~ d qU'Hllt·UU des (kux ll'esl It' II<JIUl,l't, 

< 1), ('<'la si(!,Jlihe lju'il u'esl. pns llllllolllbre \ln,'mi"!.'. 

• 
Analyse de la tâche 15 

Les démonstrations attendues se limitent en fait à des exercices d'application de définitions. 

L'étudiant doit effectuer une substitution algébrique suivie de plusieurs manipulations 

arithmétiques élémentaires dans le but d'écrire l'expression numérique obtenue après la 

substitution comme un produit de deux facteurs dont aucun ne vaut 1 ou -1. Cette démarche 

étant explicitement proposée dans l'énoncé de la tâche, nous croyons qu'un raisonnement 

déductif élémentaire sera mis en jeu. Selon nous, les étudiants se contenteront de manipuler 

les expressions numériques en jeu pour obtenir la factorisation souhaitée et ce, sans réfléchir 

aux objets en cause et à ce qu'ils représentent dans le contexte, 

La présence d'un indice aussi directif dans l'énoncé inhibe le raisonnement déductif qui 

aurait autrement pu être suscité dans un tel contexte. Nous croyons effectivement que le 

contexte des polynômes de Legendre est intéressant pour travailler la démonstration, 

L'élimination de la directive fournie à la sous-question a) aurait contribué à augmenter le 

niveau de complexité de cette tâche. Pour démontrer que P (16) et P (29) ne sont pas des 

nombres premiers, l'étudiant aurait dû traduire l'expression « n'est pas un nombre premier» 

en une forme mathématique davantage opérationnelle et dévoilant l'orientation de la 
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démonstration. Il aurait dû voir que la tâche revient en fait à démontrer que P (16) et P (29) 

peuvent s'écrire comme un produit de deux facteurs dont aucun ne vaut 1 ou -\. Cette 

réécriture de l'énoncé, qui est basée sur la définition d'un nombre premier, constitue un 

changement de point de vue réalisé par la modification des objets présents dans l'énoncé de 

la tâche. Alors que ce changement de point de vue est indiqué dans la tâche présentée dans le 

manuel, le retrait de l'indice aurait remis à la charge de l'étudiant l'introduction d'un tel 

changement. Bien que la définition d'un nombre premier ait été traitée au secondaire, nous 

croyons que son utilisation dans uri contexte de démonstration aurait représenté une difficulté 

non-négligeable pour plusieurs étudiants. 

Tâche 16 : Quiz 2 (document distribué par l'enseignante) 

Montrer que si un entier s'écrit n = 12a - 5 avec a E Z alors on peut aussi écrire n = 2b + 1, 

avec b E Z. 

Réponse attendue à la tâche 16 

Cette réponse est tirée du solutionnaire du quiz 2 rédigée par l'enseignante. 

Hypothèse: n = 12a - 5, a E Z 

Conclusion: n = 2b + 1, b E Z 

Démonstration (par preuve directe) 

n = 12a - 5 (par hypothèse) 

= 12a- 6 + 1 (algèbre dans Z) 

= 2(6a - 3) + 1 (mise en évidence) 

= 2b + 1 (posons b = 6a - 3, b E Z car a E Z par hypothèse, 6 E Z, -3 E Z, 

6a E Z par fermeture (1, x) et 6a + 3 E Z par fermeture (Z, +») 

Nous avons montrer que si un entier s'écrit 11 = 12a - 5 avec a E Z, alors on peut aussi 

l'écrire n =: 2b + l, avec b E Z. 



204 

Analyse de la tâche 16 

Cette tâche étant identique, modulo les expressions qu'elle contient, à la tâche 9, nous avons 

décidé de ne pas présenter son analyse exhaustive. En effet, eu égard à l'activité de 

démonstration, aucun nouvel élément n'aurait été mis en lumière. Le lecteur peut se 

rapporter à l'analyse de la tâche 9. 

Tâche 17 : Exercice 4.16.10 (tiré du manuel, p. 98) 

Démontrer que si un nombre peut s'écrire sous la forme 6k + Il avec k E 2, alors il peut 

aussi s'écrire sous la forme 3p + 2, avec p E 2. 

Réponse attendue et analyse de la tâche 17 

Mises à part les expressions mentionnées à la tâche 17, cette tâche est identique aux tâches 9 

et 16. Nous référons donc le lecteur à l'analyse complète qui a été faite de la tâche 9. La 

solution attendue n'a pas été présentée, car elle nécessite la mise en œuvre de la même 

démarche que celle présentée antérieurement. 

Tâche 18 : Exercice 4.16.12 (tiré du manuel, p. 98) 

Soit x E Z. Démontrer que si 5x2 + x + 8 est impair alors x est pair. 

Réponse attendue à la tâche 18 

Cette solution est tirée du corrigé du manuel (p. 109). 

!4.17.121
 

Ll 1'1'lIJ1usitiull
 

« si ")'... r.1' + ,S ('si illllxlir alo!"..;.r ('si pair)\ 

psi lo~i(plPllleJlI l>C[uivn!eJlt(' Ù Sil ('(IIlITapUS"(' 

\( si :x: ('st illlpair. ,dors 5 .l'~ ";".1' + ."< ('st pa.ir >;. 
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Hypo: .r-21l+ l,(/El. (d('lillilioll d'ull Il0 llliJn' ilupnir)
 

COlld : r)r~ ! .1' 1 X '" 21i./1 C. :.f'.. (dPfillition d'lI11 1l001lil]t' ]mir)
 

Démonstration (Jin 111'(' dinde d, 1" I:OJlITOlllli>"cj 

r.. ,.·2 ......r _!'< '-,(101-1)31 (211+1) 1 S (par iJ.\Î)()llJ(~~,') 

=r,(l(/~' .10+1)..;.·(:2(/+1)+'> (Silllplilientioll dnll~:l) 

'" 20 o~ i 22 (/ + l .J) (siJllpiiiicHtiou dil.ll~ Z) 
.cc 2 (IU a 2 111/1 7) (sinlplifi"üioll dalls :X)J 

=2b,hek'.:	 (0) 

o	 :\()lL~ POIIVOUS dl'duit'<, Cjuc' b =. W({.·2 -'- 11 a. + 7 7:: ('nr : 10 C '.'~. 11 ( k'.: ('1. (1 C 'iL (par Il.''pO) ,durs 

10 a2 c ZN 11 ct E l (krnlOl.lll'l.' daJls < Il. x > (3 fuis).l-

De plus, sachiUlt que 10 (/2 E :f:. 11 a E 2; pt ï E :2. alors E)a~ + Il fl + 7 E Z (fcrlllctlll'l' c1<Uls < ;C, + J. 

Ain,.;i ou a déll\(,utr<' qllc ;j:r2 + .1' + 1< = :2 b. av('c Il '= Z 

• 
Analyse de la tâche 18 

La tâche 18 est pratiquement identique à la tâche 14. En effet, seules les expressIOns 

impliquées diffèrent. Nous référons le lecteur à l'analyse qui a été réalisée de la tâche 14. 

Tâche 19 : Exercice 4.16.13 (tiré du manuel, p. 98) 

Démontrer qu'il n'existe pas de solutions entières aux équations: 

a) 4x2 + 6xy = 123
 

b) 3x/ - 9x3y = 124
 

Réponse attendue à la tâche 19 

Cette solution est issue du manuel (p. 109). 
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14.16.13\ 

a)	 Démonstration (paT contmdiction) 

Supposons au contra.ire qu'il existe x, y C :l pour lesquels 4 x 2 + 6 .ry = 12a. 

Alors on doit a\'oir 2 (2x2 + :lxy) = 123 (distributivité dans Z). \Iais puisque x, 11 E' Z alors on a que 

2 x 2 + 3 xy E l (après quelque:; étapt!5 en utilisant le::: propriN.és de l'addition et de la multiplication
 

dans Z).
 

Ainsi, le nwrnbre de gauche de l'{~galitt'· est pair (par dNiniiion).
 

On l1nive donc ô une contradiction (*) cal' ]23 est impair.
 

Pflr eouséquent il u'pxiste pas d'entiers daJ1S Z. pour lesquels 4x2 + 6xy = ]23.
 

bl	 Démonstrat.ion (pa.r contnJ.diction) 

SuppOSaIt' a.u contraire qu'il existe x, y E Z pour lesquels :~ xy5 - 9 x:.ly = ]24. 

Alors on doit avoir 3 (:.l;y5 - :kl y) = 121 (distributivité dausZ). Mais puisque ;cy E. Z alors on 

déduit que xy" - 3 x 3y E :l (après quelques étapes en utilisaIlt les propriétés de l'addit.ion cl ùe la
 

multiplication dans Z).
 

On arrive donc à. une contradietion (*) car l'égalité signifie que 124 est un multiple de 3.
 

AÜlsi, il n'existe pas d'entiers dans Z pOUl' lesquels 3 xy5 -. 9 .r:ly = 124. 

Analyse de la tâche 19 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises enJonctionnement ? Une bonne compréhension 

de la signification de l'égalité dans un contexte algébrique est requise. En effet, 

l'étudiant doit comprendre que chacun des membres de l'équation représente le 

même élément, mais exprimé dans des registres différents: registre algébrique pour 

le membre de gauche et registre arithmétique pour celui de droite. L'unicité de la 

décomposition en facteurs premiers intervient également dans la démonstration. 

Bien que son intervention ne soit pas explicitée dans le solutionnaire du manuel, il 

n'en reste pas moins que cet élément à un impact dans la démonstration. 

Effectivement, l'étudiant doit saisir que les facteurs premiers dans une égalité entre 

deux entiers sont nécessairement les mêmes de chaque côté de l'égalité. Cette 

connaissance ne semble pas avoir de statut officiel dans le cadre du cours, mais 

semble plutôt être tenue pour acquise et intervient spontanément et implicitement 

dans la résolution de la tâche. Une connaissance des propriétés des opérations dans 
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les entiers, de la définition d'un multiple/facteur et de la méthode de preuve par 

l'absurde (mécanisme reposant sur l'équivalence logique ~ (p ~ Q) ~ (P /\ ~Q) )
 

est également requise.
 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les propriétés des opérations dans les
 

entiers et la définition d'un multiple/facteur sont des notions travaillées au
 

secondaire. L'unicité de la décomposition en facteurs premiers est, quant à elle,
 

souvent tenue pour acquise par les étudiants sans qu'aucune formalisation ne leur soit
 

présentée. La méthode de preuve par l'absurde, et ses fondements logiques, ont été
 

discutés au chapitre 4 du manuel du cours.
 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent
 

à la théorie élémentaire des nombres.
 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-if plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte deux sous-questions indépendantes, mais 

nécessitant la mise en œuvre d'un raisonnement similaire. 

L'énoncé est-if ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? Les énoncés à démontrer sont fermés. Aucun indice n'est fourni. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? Ce type de problèmes 

est nouveau pour les étudiants. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement par l'absurde est à 

mettre enjeu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? L'étudiant doit connaître la 

définition de «multiple» et être capable de l'utiliser dans les démonstrations 

demandées. Un second élément de formalisme doit être considéré. L'étudiant doit 

être en mesure de départager les différents symboles contenus dans la tâche. Celui-ci 

doit distinguer les variables x et y qui sont présentes dans les équations fournies 

dans l'énoncé de la tâche, des éléments fixés x et y qui, une fois la négation de 

l'énoncé effectuée, représentent une solution de l'équation de départ. Dans le conigé 

du manuel, l'utilisation d'un même symbolisme pour représenter des éléments de 
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natures différentes constitue selon nous une difficulté supplémentaire. Il aurait été 

plus précis et plus clair de nommer la solution, par exemple Xo et Yo. Ce type de 

notations est d'ailleurs fréquemment utilisé pour désigner des éléments fixés. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est àjustifier, ou des quantificateurs cachés? 

Des quantificateurs implicites sont à repérer. En effet, par exemple, l'énoncé 

proposé en a) doit être compris de la façon suivante: 't/x, y E 'l, 4x 2 + 6xy 1= 123. 

La compréhension de cette quantification est essentielle pour réaliser la 

démonstration puisque la méthode de preuve utilisée requiert la négation cet énoncé. 

Quelle est la stmcture de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est une chaîne d'inférences. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique,
 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement est
 

disponible puisque l'étudiant doit lui-même dételllliner les connaissances nécessaires
 

à la réalisation de la démonstration. Il s'agit par ailleurs de connaissances
 

relativement élémentaires.
 

Quels théorèmes appliquer? Théorème fondamental de l'arithmétique.
 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte
 

d'arguments est à développer: distributivité dans les entiers, fermeture des
 

opérations dans les entiers, existence d'un opposé additif pour chaque nombre entier,
 

définition d'un facteur/multiple d'un nombre et unicité de la factorisation des entiers.
 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à
 

introduire (sans indication)? L'énoncé de départ doit être transformé en sa négation.
 

Il s'agit d'un changement de point de vue qui s'opère sans indication, dans le but de
 

réaliser U1 e démonstration par l'absurde. L'étudiant doit également comparer un
 

même nombre exprimé dans deux registres de représentations distincts: le registre
 

algébrique et le registre arithmétique.
 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? Les
 

objets x et y qui représentent une solution de l'équation donnée doivent être
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introduits. C'est la méthode de preuve utilisée qui rend nécessaire leur introduction.
 

En effet, le recours à un raisonnement par l'absurde demande à l'étudiant de
 

travailler sur la négation de l'énoncé qui lui est initialement proposé dans la tâche.
 

Par exemple, pour la sous-question a), la négation de l'affirmation \/x, y E Z, 4x 2 +
 
6xy"* 123 est 3x,y E Z,4x 2 + 6xy = 123.
 

Une quantification est-elfe à utiliser ou à repérer? En plus des quantifications
 

implicites sous-entendues dans l'énoncé de la tâche, un quantificateur existentiel
 

implicite est à utiliser: « Supposons au contraire qu'il existe x, y E Z ... ». 

Tâche 20 : Exercice 4.16.18 (tiré du manuel, pp. 98-99) 

Dire si chacune des biconditionnelles suivantes est vraie ou fausse. Si elle est vraie 

seulement dans un sens, indiquer lequel. Démontrer votre réponse. 

a) Soit nEZ. L'entier n est paü si et seulement si n = 9n2 +4 est pair. 

b) La différence de deux nombres entiers est paire si et seulement si les deux nombres 

sont pairs. 

Réponse attendue à la tâche 20
 

Cette solution est issue du corrigé du manuel (pp. 111-113).
 

14.17.1 1
 

Démonstration (pleu/'/ de LI! bù:mldi(i()'fl/lc/Ir' 0))
 

1 1T'adi! dim'fl'
 

(In dml "'(Jnll'~1' 1Jlf.( si /L'II ("n.l.ù;'1' /1 l'si t'flil'. a/ol's 1) Il!. ;··t (.,IIHj,Ù·.
 

Hypo: '/1 2(1., 1/ 2:.11<::- (v1Iirllol""') 

Coucl: 1) /l'!. .~ 211 lit:- Z 
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Démonstration (.l'n'tll'e direde) 

29 n ..l :=.	 (j , (2 af +1 (pHr hypothô~e) 

D' CI (/2) -'- 4 (vropriôl (' de~ exposants) 
;{(j aL +1 (par assuciat.iYiV' dans < Z, x » 
2'(1(01(12+2) (paT dLstriblltivité daJIS ~) 

21J (PIl posant 1> = li'! a2 + 2) 

AillSi, 9'11 2 : <1 sFmb/c avoir la forme vouille, fi reste à JI10utrer que b E :ë:, Or. a E Z par hy]>ol'll('':'' ct 

on s,lit quI' 18 E :f.., donc 18a2 E Z par f('nlletlll'c dal'Ls < Il, x (2 fois), De plus, pnisque nous Sil\'lJllS 

IIIa illt.PWUl1 qlle Ji'i 0- E Z, ct que 2 E 1~, alors IR OZ + 2 Z par fct'lll('ture dalls < Z, + >. 
'-v--" 

[, 

Ua doil. lllOlIinT (flU' "i !J 1/.'2 + -1 c"I; pnl''' (al/l'l'Il. C 

Hypo: 11. €" ~ 

(ff/2 + 4 20 Ué'Z 

Cond: li. '21>, I>C if., 

l'uisqnïll'st plus simpk' de d('dnLn' (h~s rèsullills sllr ))2 ,~ partir de r(~snJtals "OllunllS sllr 11 !JIll' J'iJ1\'('r,:,'. 

BOIIS 'Ilions ('üllsiclôn~r la COll! rap(>s('c (UII(, proposi t iVIl l\Jgiqu(~llleut ôq Ili vf\kll!I,'), dl' ('('tt.(' propo,:i tion, 

2Cc/a rrrir'll( dOliC' li lIW11.trN' que "i 1/11 cntÙ:1' '11 (si impai7', fllors ~) 1, +<1 est impnzr. 

Hypo: n 21' -.- 1. Co ~ :l. li € Z. (voir not 11) 

Cond: 911 2 .-]7'211+1 

Démonstration (p1'C1WC di:rœtl') 

9 ' (2 (' -~ l J~ • 4 (pal' ltypot.hi'sp)
 

9 ' CI ('2 + .:l /' + ]), 4 (l'll clé'\'('[OPPiUlI. 1(' carrù)
 

(~W('1+J(i('+9) -_\ (pm' difltri\)ntivitp daJL" Z)
 
:3(j ('2 + ;~(j r· + I:l (piU' a..:;so('i"tivit.{: ("HIS < :!.. , +
 
(:lG ,,1 7 :l(i l' - 12) -. (par as.'io(·iat·ivit.(, claus < l... - »
 
2· (lS('~ -1 IX, (jJ+ 1 (par distribllt.ivik clalls Z)
 

2,/ +, ("lI ptNlllt il -= po: ,,2 r lx (' + li)
 

AillSi, '111 1 1 ·1" J/iJlli avuir la t()I'IlI!' YUIIItI", Il rt~lt' Ù lJl'J1dTl'r ']lW ri " Z. Or, (" :.c. par !lvP()! bi's(' ct (Ill 

sait q'H' li> 1 Z. d"III' [1',,1 €- Z ('1 1, /' le :'.1""' ft'l1lldlll'<' daus " '., X ,> (:; [ob), l'lli.'qu'' IHlIl" Si\\\>!IS 

lliailltl'lltllli q'H' ]~{,1 d 11>" Sllilt ,[('s "llli"rs, ('t 'l'Il' fi .:' Z. ,,[,,1''' lX"~ -1 I~(' () r Z l'Hl' li'l'llll'!lll'l' ,bIW' 
~ 

d 

< ii:, 1 ;;- (2 fuis), 
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2d -t' 1. avec d ~ 

::J 1··1 
Ai.lIsi, puisqlle 1,\ p,u,tic dirc('t~' pt la partie réciproque dp cpt il' bic()JlditiOllllclk sont vrail's, i\km; la 

bic()lItlil.jollnelle (:\~t 1llIe propositioll \Taie, 

• 
Démonstration (1Ire1WCI8 de la hÙ'ondilionrlllle il)) 

[=;.1 Par/it dinxtc 

Ou dvit rll.lmln~,. que si Ln dif/CH;1I1T dl' tl.:1U nombre." ((llitr's t,,'1 prriH'. alor's les dcu./: flO1I1bns .'o'fll poir.,. 

J71d i1u'{'L;lit pa... lIl·L:..'~...-:;:drl· df' pr('dSt'r If E. Z plli-.;qu'OIl 1)1'111 1(' d(~·htir<' dl' l"iLUI.I't' hn.)t)I!l!·O:'·.
 
, .. En f:ül. 1I0U.... (U'llldlli rf'I'tUIS quP ....;t:ul~· ln parti., rl'(,'iprfJqw' ('''1 \'lïlÏ •.
 

Hypo: Il - Z 
III ç 1': 

Il jll 211, a (' z: 
Cone! /1 'J.h. /) (, :t 

/II 2(', (' ê :t 

Démonstration (ri L'aide d'n'Il 1'011/1'1 '111 IIlplc i 

La partie dirp('1'·t' de ln hicouditioJlllclle est l'aIlSS'·. JI slIHiI de (·()l\sidi·I'(·1'. ('oLllllH' ('ollt['(',,'xelllpll'. ks 

nombres ï cr. 3 llui vl'ritieu! le::; hy[>o( hi'sl's, pllis<jlH' ('1' SOllt df'tlx ('Ilticrs dont la diff(~n'll('(' ï . :J 1 l'st 

pain'. mais qui ue.~ v('riflent pas la (,Ol\l'llI~iull puisque ks dl'lIX Ilollil)('('s Il(' sout P,LS pairs. 

On ,loi! 111 o'rd ml' 1j'ltC ,çi dC1U noril!Jrc:s SOflt pa'in. afol'8 la difft'l'tflCl' dl ('l:,~ nom.blY'S 8(:'/'11 pu'in', 

Hypo : II 2((, (JEZ 

11/ 2 b, /) ~ :t 
Cond: 11 - III 21', ï E :t 

Démollst.ration (flll'/t'll(' di1'l'('/,(') 

Cdf<' di'IlI"llstralÎolt SI' trollV(' d':'jù dalls le.-. IlOtl';; d" (·Llllr:\. il la PH!'(' lo:t ail 1l1ll1Ji;1'(J r. 

PHisqu,· l'url(-' d('~ d"lL\ parl.il's dl' la hkollditiolllldlc' ('~l t"alN><'. alors hl l)iCOllllilioltudlc l'st fil 11;;"" . 

• 
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Analyse de la tâche 20 

Pour réaliser la tâche qui lui est demandée, l'étudiant doit connaître la notion de 

biconditionnelle. Plus précisément, il doit savoir qu'il existe une équivalence logique entre 

les deux propositions suivantes P~ Qet (p => Q) /1. (Q => P). Celle-ci indique que la 

démonstration d'une biconditionnelle peut se ramener à démontrer deux «sous

affirmations»: l'implication directe et sa réciproque. Cette connaissance, qui est discutée 

dans la section théorique 4.13 et rappelée indirectement dans l'énoncé de la tâche (<< Si [la 

biconditionnelle] est vraie seulement dans un sens, ... »), oriente la construction des 

démonstrations. L'étudiant doit également prendre conscience qu'une biconditionnelle n'est 

vraie que si l'implication directe et la réciproque qui la composent le sont. 

Après avoir séparé la biconditionnelle en deux sous-affirmations (l'implication directe et sa 

réciproque), les démonstrations de ces sous-affirmations ont plusieurs similitudes avec 

certaines démonstrations analysées précédemment. En effet, la démonstration de 

l'implication directe de la sous-question a) met en œuvre les mêmes raisonnements que ceux 

intervenant à la sous-question c) de la tâche 14, tandis que la démonstration de la réciproque 

est semblable à la démonstration de la sous-question a) de la tâche 14. En ce qui concerne la 

sous-question b) de la tâche 20, les démonstrations de la partie directe et de la partie 

réciproque de la biconditionnelle se ramènent aux démonstrations réalisées à la tâche 10. 

Devant les similitudes qu'entretiennent chacune des démonstrations requises à la tâche 20 

avec des tâchcs déjà analysées, nous avons décidé de ne pas présenter une analyse complète 

de la tâche 20. Nous invitons plutôt le lecteur à se référer aux tâches 14 et 10 pour voir les 

difficultés et le formalisme inhérents aux démonstrations de ce type. 

Nous tenons également à préciser que l'analyse d'une tâche nécessitant la démonstration d'un 

énoncé comportant une biconditionnelle est réalisée un peu plus loin dans cette recherche. 

Nous avons décidé de sownettre la tâche 37, plutôt que la tâche 20, à notre grille d'analyse 

puisque les démonstrations de l'implication directe et de la réciproque nécessitent la mise en 

œuvre de nouveaux éléments qui ne sont pas couverts par d'autres tâches. 
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X 

Tâche 21 : Exercice 4.16.19 (tiré du manuel, p. 99) 

Démontrer le résultat de la section 4.15.1, c'est-à-dire démontrer que si x = m2 
- n2

, y = 2mn 

2et z = m2 + n , où m, n E N'avec m > n, alors le triplet (x, y, z) est un triplet pythagorien. 

Réponse attendue à la tâche 21 

2La démonstration que x + l = l est directement tirée du manuel (p. 113). Cependant, la 

démonstration que X, y, zEN' est laissée à la charge de l'étudiant dans le corrigé. La 

version qui est présentée ci-dessous est donc notre création. 

Hypo: •1' m 2 ..... n2 'lit. n E li" 

,If	 211111. 

m:! +'112 

11/ 11 

Cond: .r . .II ..~ E N' 
.r2 .. _2.1/ 

Démonstration 1" (prw1'c din:de) 

(ni! - n 2 f .. (2 '1/1.11)2 (par li." l'or lIi':;(''')
 

11(1 ... ~nt,2n2 +11 1 + 41/1.'211 2 {<'Il c\l"\'clopJl<U1t 1<' l'alTi' et propr. (ho, (·XIJI'~I.Ll1t ...;)
 

11/ 1 +:2 m 2 n 2 +1(1 (i1I~l'I)1'(' dilll~ :\;)
 

(m2 + 1/2f (l'II f,ldorisalll k t.riUÔlIIC)
 

(pm ilypol.liè,;") •
 

2 2 =m-n (par définition) 

EN' 
(m E N*, donc m 2 E N' par fermeture dans (N', x) et n EN', donc 

n 2 E N' par fermeture dans (N',x). Puisque que m > n et que 

lU' d 2 2 2 2 1'>.1' )m, n E J'I , on a one m > n et m - n E J'I • 

y =2mn (par définition) 

E N* (2 E N*, m E N* et nE N', donc 2mn E N' par fermeture dans 

(N',x) (2 fois)). 
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z (par définition) 

E 1"'1* (m E 1"'1*, donc m 2 E 1"'1* par fermeture dans (N' 1 x) et n E 1"'1*, donc 

n 2 E 1"'1* par fermeture dans (N',X). Puisque que m2 E 1"'1* et 

2 n 2 E 1"'1*, m2 + n E 1"'1* par fermeture dans (1"'1*, +)). 

Analyse de la tâche 21 

La démonstration attendue à la tâche 20 repose sur l'application de la définition d'un triplet 

pythagorien. Cette définition? est d'ailleurs donnée à la section théorique mentionnée dans la 

tâche. Une fois cette définition prise en considération, l'étudiant n'a plus qu'à effectuer deux 

sous-démonstrations, démontrer que x, y, z sont des nombres naturels non nuls et démontrer 

que x2 +l = i, pour mener la tâche à terme. Celles-ci ont des structures déductives simples 

et linéaires et le raisonnement déductif qui y est mis en œuvre est pris en charge par le calcul. 

En effet, ces sous-démonstrations nécessitent l'intervention de propriétés des opérations dans 

1"'1*, des propriétés des exposants ainsi que certaines manipulations algébriques telles que la 

factorisation d'un trinôme. Ces notions ont toutes été traitées au secondaire. La seule 

difficulté présente dans cette démonstration concerne ce qui doit être démontré. En effet, 

nous croyons que certains étudiants pourraient négliger de démontrer que x, y et z sont des 

nombres naturels non nuls et tiendront plutôt pour acquis cette affirmation. Cependant, ce 

type de démonstrations ayant été demandéprécédenunent (voir tâche Il), nous croyons que 

notre remarque ne s'applique qu'à une minorité d'étudiants. 

Tâche 22 : Exercice 4.16.20 (tiré du manuel, p. 99) 

Démontrer que si l'entier n > 1 n'est pas un nombre premier, alors il possède un diviseur 

supérieur à 1 et inférieur ou égal à .,;n. 

Réponse attendue à la tâche 22 

Cette solution est issue du corrigé du manuel (p. 114). 

7 « On dit que (x, y, z) est un triplet pythagorien si x, y, z sont des nombres naturels, différents 
de zéro, vérifiant l'équation x2 + l = l. » (BourbOlU1ais, 2008, p. 95) 
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!\<'lIlarqup PI'(·lill.lilHtire ' Si 1/, I)','st P"" l,r\'lIlier. "km; il peul l'l'l'l'in, (,(JIllll\\' 1111 produit d(' d('ux ('uliers 

Sil p"ri"lu's ,) l, 

Hypo: '/1 JX/ 11.p.ljE.':J,Il.JU!> l 

Cond; JI - /'ïi ou q -:: .fil 
Dél11.onstration (11)'{'1)1;(' IXI)' c()ll.lr·(J.l1idio/l.) 

SU\iPUNJlIS HIl (:oul;raÎre que JI> j1ï et q > j1ï. Alol's p' q :> j1ï, vfïï = It ('(' qui l'st ahsllnl<· (,\l' Il = JI' q 

par hypoth(';w (* (;onirudidion). 

• 
Analyse de la tâche 22 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? Les définitions d'un
 

nombre premier et d'un diviseur doivent être mises à contribution. Puisque la
 

réalisation d'une preuve par contradiction est souhaitée, l'étudiant doit être capable
 

de trouver la négation d'une affirmation comportant un « ou» mathématique. Cette
 

tâche est d'ailleurs peut être un prétexte pour souligner que la négation d'un « ou »
 

mathématique est un « et ».
 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les notions de diviseur et de nombre
 

premier ont toutes deux été traitées au secondaire et ont également été travaillées
 

dans certaines tâches du cours Mathématiques pour les sciences (voir les tâches 13 et
 

15 respectivement). La méthode de preuve par contradiction est connue de l'étudiant
 

qui y a déjà eu recours à la tâche 19.
 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? La tâche se rapporte à la
 

théorie élémentaire des nombres,
 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est fermé car sa valeur de vérité est connue. Aucun indice n'est 

donné. 
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S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu 'alors? Il s'agit d'un nouveau 

type de problèmes pour l'étudiant. En effet, l'exploitation qui est requise de la 

notion de nombres premiers est, selon nous, nouvelle. La seule autre tâche de 

démonstration nécessitant l'intervention de la définition d'un nombre premier prend 

place dans un contexte numérique plus dirigé. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement par l'absurde est à 

mettre en jeu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Pour résoudre la tâche qui lui 

est proposée, l'étudiant doit être en mesure de représenter algébriquement 

l'expression « l'entier n > 1 n'est pas un nombre premier ». 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? La 

représentation algébrique d'un nombre premier doit être utilisée dans cette tâche. 

Les nombres premiers ont déjà été traités dans un contexte numérique à la tâche 15, 

mais leur traitement dans un contexte algébrique est une nouveauté dans le cours. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. Très peu de pas 

déductifs sont requis. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique,
 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des
 

connaissances est disponible. Aucune indication ne facilite le travail.
 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Très peu d'arguments sont
 

impliqués: la définition d'un nombre premier, la définition d'un diviseur et certains
 

arguments de nature algébrique.
 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à
 

introduire (sans indication)? Deux changements de point de vue doivent être
 

introduits. La méthode de preuve par contradiction requiert un changement de point
 

de vue puisque la démonstration se déroule désormais à partir de la négation de la
 

conclusion. De plus, tel qu'il a été mentionné précédemment, l'expression « l'entier
 

n> 1 n'est pas un nombre premier» doit être représentée algébriquement. Il s'agit
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d'un changement de point de vue nécessité par la modification des objets présents
 

dans la tâche.
 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? Les
 

diviseurs de n, pet q, doivent être introduits.
 

Tâche 23 : Exercice 4.16.21 (tiré du manuel, p. 99) 

a) Démontrer que la somme de trois nombres impairs est impaire. 

b) Est-il possible de placer 10 billets dans 3 gobelets à café de telle sorte que chaque 

verre contienne un nombre impair de billes? 

Réponse attendue à la tâche 23 

Cette solution est tirée du manuel (p. 114). 

14.17.211 

,~) Hypo:	 11 "~. 2a -+ l,a. E l (d"lillirioll d '1.111 110l1lbn' impa.ir)
 

'1,='1b+l,liE;L (d<'finirion d'llIl llonll.)I"<~ iJllpair)
 

1'=2c+I.('-Z (dNillitit)ll d'lIl1 nOllllJl'l' illlp1t.ir)
 

Cond' l' -;- fJ + l' :=. 2 d -:-- 1, ri "" 2 (df>fillil;ilI11 d'lIlI llOIJt1m' illlpair) 

Démonstrat.ion (prt'1we tlimfOte) 

)J + 1/ + l' :. (2 (J !. 1) :- (21) .•. J) ,) (2 (' -+- 1) (par llypotlll\~I') 

= 2a·j 21>+'1('+~{ (~iIl.ljJlilica(i"J1 dall~ ;~j 

= 2 (II +h + l' + 1)- ] (sinlplifical iOIl llall~ t:) 

=2 d -+ 1, lIV('(" ri 2-: (0) 

o	 J'UiSlI\W 1 C Z. Il te l. Ii E Z et l'E 'f,. alor~ (Il + /, -:-- l' i' 1) c l: (knnl'tllrt' d'lll" ~- Z. +- ». 
DOllt'. JJ i .. fj -··1 r.:.:::: 2 d + 1. aV('(' d =:. ft i~ h r" _. 1 ;Z 

Aill~i, )J'; IJ"" 1" est impair. Ou a ÙOllt' 1ll01Jt.rl' qll(' la ~')I11111e de (roi" Jl"l1lhre~ illlp,ün, (,,;1 Illl lJolllbre 

ilillmir. • 
1» Non, ('(. Il'l'st p,~,; pU::isible. 

Démonstration (pw/lve par' ,~()ntmrl/.(:t-iOlI) 

SUppO"ùlJ~ HU eontraire <]Ill' ce suit pq"sihk'. Si ou pln('" llIl 1I0I11bre impair dl' btllc..s daus dwt'tUl !"Irs 

J "('lTl'S, on ll1ll1l. placé ail lotel!. sclou k l'éI<ultat prt'('édl'Ilt.. un ]H.llllbl'l' tlllpair dl' bille..... ,)1' il Y a Hl 

billl's 'l plac('1' (. (;(111/1"11 rlict-im!). 

•
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Analyse de la tâche 23 

La sous-question a) de la tâche 23 met en œuvre des raisonnements similaires à ceux des 

sous-questions b) et d) de la tâche 10. Pour connaître les difficultés présentes dans ce type de 

tâches, nous référons le lecteur à l'analyse réalisée de la tâche 10. 

La sous-question b) de la tâche 23 nécessite la construction d'une démonstration par 

l'absurde dont la contradiction naît de la prise de connaissance de l'énoncé démontré à la 

sous-question a). La démonstration b) reposant entièrement sur l'énoncé démontré en a), 

nous avons décidé de ne pas présenter l'analyse de cette brève démonstration. Aucune 

difficulté particulière et aucun élément de formalisme n'intervient lors de la réalisation de la 

sous-question b). De plus, nous croyons que l'étudiant aura rapidement recours à l'énoncé 

démontré en a) et par conséquent réalisera la démonstration attendue sans embûche. 

Tâche 24: Exercice 4.16.23 (tiré du manuel, p. 99) 

Répondre aux questions suivantes concernant la divisibilité. Démontrer vos réponses. 

a) Si un nombre entier n est divisible par un nombre entier x et un nombre entier y, 

peut-on conclure qu'il sera divisible par le produit xy? 

b) Si deux nombres entiers x et y sont divisibles par un nombre entier n, peut-on 

conclure que la somme x + y est divisible par n? 

c) Si l'un ou l'autre des deux nombres entiers x et y est divisible par un nombre entier n, 

peut-on conclure que la somme x + y est divisible par n? 

d) Si la somme x + y est divisible par un nombre entier n, peut-on conclure que x et y 

sont divisibles par n? 

Réponse attendue à la tâche 24 

Cette solution est tirée du corrigé du manuel (p. 115). 
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i 4.17.231 

H)	 NOI1. 011 Il Il' "Olltre-f'Xelllpl(' suivant: 11 = 2·1fI l',t di\'isii>lt' !J'U' :1' = (j N .II ~ IC
.. JlI(lis p,t>; par 

le prodHit. :ry - ~,)O. OJi H ,1011(' trOI1\'(' 1111 ('x<'llIpit' où l'h.vl'Uthi~,~(' ('/1. l'st. divisil,l.. pllr .1' l'l' !I ,,\',,(' 

,l'.y./l ,,=:t:) psi vrai,'. Illais pas la ('(lul'!llsioll (II esi di"j,illll' pit!' :1'1/), 

• 
H('lJlm(!lI(' : POHr 'III'" l'éllf,lllcf' soit "l'ni CH f\hih"j, il falldrnil d,' plus <jlll' :1' ('t .li soi"ut plTnlÏl'r,.; 

<'Hrl'l' ('HX. (,'l'st-ô-du:(' <juïl~ u'aieut pH.~ dl' diviscllrs ('H ("lllllllllll il parI 1. 

h) (lui. COllsidi'I'OIl~ ,r,:rI. /1 E "J.. Nousal101ls di'lJlOUll'l'c la Illop""il.ioll slliv<IlIt(' :
 

Hypo: ,1' =. Il n, (1 _l (.( l'st divi:-;illil· par /1)
 

!I=lJlI.,b Z (y ('si, divisihl(· pm' ,,)
 

Cond: ,f + 11 = ("", (' E: Z Cr + 11 l'sl l[i\'isill!v par 11)
 

D0.mollstl'ation ()!1Y.:U11(' dircctr l
 
.r + y (1 n +- h /1. (par lJypol hi'S<')
 

Ca + li) 11 (distribllti"ih> dllllS Z)
 

ell [('u jlosallt (' ,\,1 b) (0)
 

(0) 1)" plus, I-lllisqul' pa.r 1J,\'poLh~(' nOus "HlIlS 0.,/1 E Z. alors n ..... b f' ;Z (f('l'lul'tlll'(, daus < I.i~, .... » 

• 
c)	 )ion. 011 a Uli <:olltH'-exPlUpit' (~1l prellilllt ,1' = S, V"" 1 1'1 /1 ." 2. LI' 1l011lbr(' J: cst alo)'s divjsihl<.' pHI' 

1/. lIl,Ü" .1' -r-!J Ilf' l'est. pas 

• 
dl	 \011. 011 a Hli COlll't'l'-<'Xl'llll"lc (-'Il prenant. :r = :,. iJ ï (" TI - Cl. LI' 1I0l Il1>t'!' ,r + .1) l'si alors di\'isil>ll' 

1Jill' Il I1wis IIi J: jji fi Il 'l'sI. divisible pal' H, 

• 
Analyse de la tâche 24 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, fe contexte mathématique 

Quelles sont fes connaissances mises en fonctionnement? La principale connaissance 

à mettre en fonctionnement est la notion de divisibilité ainsi que sa représentation 

algébrique. Des propriétés des opérations dans les entiers sont aussi mises à profit. 

La preuve à l'aide d'un contre-exemple doit être maîtrisée, 

S'agit-if de notions déjà vues ou nouvelles? La notion de divisibilité est travaillée par 

les étudiants au secondaire, De plus, la tâche 13 présentée précédemment met en 

scène cette notion. Les propriétés des opérations dans les entiers ont abondamment 

été traitées dans les tâches analysées antérieurement. Pour ce qui est de la réfutation 
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à l'aide d'un contre-exemple, certaines tâches analysées ci-dessus, telles que les 

tâches 10 et Il, nécessitent la mise en œuvre de ce type de raisonnements. 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent à 

la théorie élémentaire des nombres. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte quatre sous-questions indépendantes portant 

sur la divisibilité. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? Les énoncés sont ouverts puisque l'étudiant doit en déterminer la valeur de 

vérité. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu 'alors? Ce type de problèmes 

présente plusieurs similitudes avec la tâche 10. Bien que ces deux tâches portent sur 

des notions différentes, parité pour la tâche 10 et divisibilité pour la 24, les 

démonstrations qu'elles demandent mettent enjeu des raisonnements semblables. De 

plus, la notion de divisibilité a déjà été travaillée à la tâche 13. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Une réfutation à l'aide d'un contre

exemple est requise pour les sous-questions a), c) et d). La sous-question b) quant à 

elle nécessite la mise en œuvre d'un raisonnement déductif pris en charge par le 

calcul. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? À la sous-question b), la 

notion de divisibilité doit être représentée algébriquement. Cette traduction ne posera 

sans doute pas de difficultés aux étudiants puisqu'elle a déjà été traitée à la tâche 13. 

L'utilisation de cette représentation nécessite l'introduction de plusieurs éléments, a, 

b et c. Ceux-ci s'ajoutent aux éléments x, y et n donnés dans l'énoncé de la tâche. 

L'ensemble de ces symboles littéraux devra être géré par l'étudiant. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier, ou des quantificateurs cachés? 

Une quantification implicite doit être perçue. Par exemple, pour la sous-question a), 

l'étudiant doit comprendre que l'énoncé proposé sous-entend la quantification 
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universelle suivante: pour tout nombre entier n divisible par un nombre entier x et 

un nombre entier y, l'entier n est divisible par le produit xy. Des quantifications 

semblables à celle exposée ci-dessus sont aussi à repérer pour les trois autres sous

questions de la tâche 24. La prise en considération de cette quantification est 

particulièrement importante pour les sous-questions a), c) et d), car elle permet de 

pouvoir réfuter entièrement l'énoncé par la présentation d'un seul contre-exemple. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de chacune des démonstrations est simple. En effet, les 

démonstrations a), c) et d) se résument à la présentation d'un contre-exemple et la 

démonstration b) nécessite très peu de pas déductifs. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponihle) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est mobilisable. Des tâches similaires et une tâche faisant intervenir la 

notion de divisibilité ont déjà été résolues par les étudiants leur donnant des outils 

pour mener à terme la présente tâche. 

Quels théorèmes appliquer? Le principe du tiers-exclu qui est intiment lié au contre

exemple est implicitement impliqué dans les sous-questions a), c) et d). 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est à déployer: la définition de divisibilité, la distributivité de la 

multiplication sur l'addition dans les entiers et la fermeture des entiers sous 

l'opération d'addition. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue doit être opéré par 

l'étudiant. Il doit représenter algébriquement la notion de divisibilité. 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

Les représentations algébriques utilisées dans cette tâche nécessitent l'introduction de 

plusieurs symboles littéraux: a, b et c. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Une quantification peut être 

repérée dans la démonstration de la sous-question b). En effet, une fois les 
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représentations algébriques établies, l'étudiant peut remarquer que la tâche revient à 

démontrer que pour tout nombre x = an, a E Z, et y = bn, b E Z il existe un e E Z 

tel que x + y = en. 

Les tâches 25, 26 et 27 étant similaires, elles seront analysées simultanément. 

Tâche 25: Question 2 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Démontrer l'identité x3 + 5x2 + 6x == x (x + 2) (x+3). 

Réponse attendue à la tâche 25 

Cette réponse a été élaborée par l'auteur de la présente recherche. 

x(x + 2)(x + 3)	 == (x 2 + 2x)(x + 3) 

== x 2 (x + 3) + 2x(x + 3) 

== (x 3 + 3x 2
) + (2x 2 + 6x) 

== x 3 + 5x 2 + 6x . 

Tâche 26: Question 3 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

x 3 +5x 2 +6x
Démontrer Vx E R, x "* -3, alors ( ) == x(x + 2).

x+3 

Réponse attendue à la tâche 26 

Cette réponse a été élaborée par l'auteur de la présente recherche. 

x 3 + 5x 2 + 6x x(x + 2)(x + 3) 
(x + 3) == (x + 3) == x(x + 2). 
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Tâche 27 : Question 4 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

3 3 2Démontrer que x - a == (x - a) . (x 2 +ax +a ) est vraie pour tout x E IR. 

Réponse attendue à la tâche 27 

La tâche 27 est identique à La sous-question b) de La tâche 6 analysée précédemment. Nous 

référons donc le lecteur à la solution qui y est présentée. 

Analyse des tâches 25, 26 et 27 

Ces trois tâches sont identiques, modulo les expressions impliquées, à la tâche 6 analysée 

précédemment. Puisqu'une analyse exhaustive de ce type de tâches a déjà été présentée, 

nous référons le lecteur aux points soulevés lors de cette étude. 

Les tâches 28 et 29 étant similaires, elles seront anaLysées simultanément.
 

Tâche 28: Question 5 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les
 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante)
 

Démontrer que \:Ix E {2,4, lO}, x peut s'écrire sous la forme 2n, n EN.
 

Réponse attendue à la tâche 28
 

Cette solution est issue du solutionnaire fournie par l'enseignante.
 

Six=2,2=2(n)=2(I)n=1 etl EN.
 

Si x = 4,4 = 2 (n) = 2 (2) n = 2 et 2 E N.
 

Si x = 10, 10 = 2 (n) = 2 (5) n= 5 et 5 EN.
 

Puisque les trois propositions sont vraies, alors la proposition est vraie.
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Tâche 29 : Question 6 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Si les énoncés suivants sont vrais, alors les démontrer. S'ils sont faux, alors donner un 

contre-exemple. 

a)	 Vx E {-2,-1}, x 3 < O. 

tnI*	 1b)	 VXE"'.e+,;$X. 

c) Vx E IR, Sx - 2 *" 3 => x *" O.
 

d) 3XE{-1,1},x2 -1"*0.
 

Réponse attendue à la tâche 29 

Cette solution a été composée par l'auteur de cette étude. 

3a)	 Si x = -2, x = (_2)3 = -8 < O.
 

Si x = -1, x3 = (_1)3 = -1< O.
 

Puisque les deux propositions ci-dessus sont vraies, la proposition
 

Vx E {-2,-1}, x 3 < °est vraie.
 

b)	 Cette proposition est fausse, car prenons x =~, alors ~ = (i) = 2 > ~ = x. 

c)	 Cette proposition est fausse, si x = 0, on a que la proposition Sx - 2 *" 3 est vraie 

tandis que la proposition x "* °est fausse et donc l'implication est fausse (puisque 

l'antécédent est vraie, mais le conséquent est faux). 

d)	 Cette proposition est fausse, car elle est fausse pour tous les éléments du domaine de 

référence. 

Six=-l, x 2 -1 = (-1)2 -1 = O. 

Si x = l, x 2 - 1 = (1)2 - 1 = O. 

Analyse des tâches 8 et 29 

Malgré le fait que les énoncés des tâches 28 et 29 soient de natures différentes, l'énoncé de la 

tâche 28 est fenné tandis que celui de la tâche 29 est ouvert, elles nécessitent la construction 

de démonstrations semblables. En effet, la démonstration demandée à la tâche 28 est 
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pratiquement identique, modulo l'ensemble de référence et les expressions impliquées, à celle 

requise à la sous-question a) de la tâche 29. Devant un tel constat, nous avons décidé de 

regrouper ces deux tâches. 

En plus de présenter des ressemblances avec la tâche 28, la tâche 29 comporte plusieurs 

points en commun avec la tâche 8. Premièrement, les énoncés des deux tâches sont identiques 

ce qui nous porte à croire que le travail qui doit être réalisé par l'étudiant est similaire. Bien 

que la tâche 8 se déroule dans le contexte de la théorie des ensembles tandis que la tâche 29 

se situe en théorie des nombres, toutes deux nécessitent la construction de preuves par 

énumération et de preuves à l'aide d'un contre-exemple. La réalisation des deux tâches 

repose sur un même élément-clé: la compréhension des quantifications impliquées. Après 

avoir pris connaissance de ces similitudes, nous avons décidé de ne pas présenter une analyse 

exhaustive des tâches 28 et 29. L'analyse de ces deux tâches ne mettrait en lumière aucun 

nouvel élément. Nous référons plutôt le lecteur à l'analyse de la tâche 8. 

Tâche 30: Question 7 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Démontrer que si un nombre entier est divisible par 12 alors il est divisible par 4. 

Réponse attendue à la tâche 30 

Cette solution a été construite par l'auteur de cette étude. 

Hypothèse: n = 12a, a E Z 

Conclusion: n = 4b, b E Z 
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Démonstration (preuve directe) 

n = l2a (par hypothèse) 

= 4(3a) (simplification dans Z) 

= 4b, avec b = 3a E Z 0 

o Nous pouvons déduire que b = 3a E Z car a E Z (par hypo) et 3E Z; alors 3a E Z 

(fermeture dans (Z, +». 
Ainsi, tout nombre divisible par 12 est divisible par 4. 

Analyse de la tâche 30 

À l'exception des nombres impliqués, la tâche 30 est identique à la tâche 13 analysées 

antérieurement. Nous invitons donc le lecteur à se référer à l'analyse de cette tâche. 

Tâche 31 : Question 8 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Montrer que si un nombre nEZ, s'écrit n = 10a - 6 avec a E Z, alors il peut s'écrire 

n = 2b + 4, b E Z. 

Réponse attendue et analyse de la tâche 31 

Puisque ce type de tâches a déjà été traité à plusieurs reprises, nous reférons le lecteur aux 

analyses présentées précédemment (voir tâches 9, 16 et 17). 

Tâche 32 : Question 9 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Démontrer que si 5x2 + 3 est un nombre impair alors x est un nombre pair pour x E R 

Réponse attendue à la tâche 32 et analyse
 

La tâche 32 est identique à la sous-question a) de la tâche 14.
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Tâche 33 : Question 10 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Démontrer que log 2 est un nombre irrationnel. 

Réponse attendue à la tâche 33 

Cette solution est issue d'un corrigé fourni par l'enseignante. 

Démonstration: (preuve par contradiction) 

Supposons que log 2 est un rationnel. 

logZ a (par définition d'un nombre rationnel,=b a, b E Z, b '* 0 
avec a et b premiers entre eux, (a, b) = l, 

et a et b de même signe) 

b logZ =a (multiplication par b, b '* 0) 

logZb =a (propriété des logari thmes) 

(définition du logarithme)
 

(L'expression obtenue est impossible
 

puisque 10 ne peut pas s'exprimer comme
 

une puissance de 2).
 

Donc log 2 n'est pas un nombre rationnel, il est inationne1. 

Analyse de la tâche 33 

Premier axe d'analyse.' Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? La définition d'un nombre 

rationnel et sa représentation algébrique doivent être connus. Cette représentation est 

le point de dépalt de la démonstration. La définition d'un logarithme, ses propriétés 

ainsi que celtaines connaissances de natme algébrique doivent être maîtrisées par 
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l'étudiant. Bien qu'il ne soit pas mentionner explicitement dans la démonstration 

fournie par l'enseignante, le théorème fondamental de l'arithmétique doit être mis à 

contribution. Puisque la démonstration qui est attendue requiert la mise en œuvre 

d'un raisonnement par l'absurde, l'étudiant doit savoir utiliser cette méthode de 

preuve. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Plusieurs des connaissances nécessaires à 

la résolution de la tâche ont été traitées au secondaire: définition et propriétés des 

logarithmes, définition d'un nombre rationnel et les connaissances de nature 

algébrique impliquées. De plus, la représentation algébrique d'un nombre rationnel a 

été utilisée dans certaines démonstrations analysées précédemment (voir la tâche Il). 

La méthode de preuve par l'absurde a fait l'objet d'un enseignement explicite dans le 

cadre du cours, la section théorique 4.11 du manuel lui est dédiée. Elle a aussi été 

utilisée à la tâche 19. 

A quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Cette tâche est liée à la 

théorie élémentaire des nombres. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est fermé. Une démonstration similaire8 a été présentée dans la 

section théorique 4.11. Cette démonstration suggère une marche à suivre qui devra 

être adaptée au présent contexte. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement par l'absurde est à 

mettre en jeu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? L'utilisation de la 

représentation algébrique d'un nombre rationnel est un élément de formalisme qui 

doit être pris en considération. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. 

8 « Exemple 4.1 1.3 : Démontrons que -/2 est irrationnel» (Bourbonnais, 2008, p. 87). 



229 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est technique. Malgré le fait qu'aucune indication explicite ne soit 

donnée à l'étudiant, la démonstration de l'irrationalité de -Y2 exposée dans le manuel 

dévoile les grandes lignes de la démonstration qui doit être construite à la tâche 33. 

Cette indication implicite oriente le travail de l'étudiant qui n'aura qu'à adapter la 

démarche qui lui est présentée au contexte de la présente tâche. Les adaptations à 

apporter sont élémentaires et de nature algébrique. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Très peu d'arguments 

intelviennent dans cette démonstration: la définition et la représentation algébrique 

d'un nombre rationnel, une propriété des logarithmes, la définition du logarithme, le 

théorème fondamental de l'arithmétique ainsi que certains arguments de nature 

algébrique. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Deux changements de point de vue doivent être 

effectués. Le premier changement est nécessité par la méthode de preuve utilisée. Le 

deuxième changement concerne la traduction de l'expression log 2 est un nombre 

rationnel en langage algébrique. Cette mathématisation qui est faite de l'énoncé est 

essentielle puisque l'ensemble de la démonstration repose sur cette réécriture. 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? La 

représentation algébrique d'un nombre rationnel requiert l'introduction de deux 

éléments: a et b. Ces éléments doivent être définis précisément par l'étudiant 

puisqu'ils doivent répondre à certaines contraintes: b t= 0, a et b de même signe et (a, 

b) = 1. 

y a-t-il un nouveau vocabulaire ou symbolisme à gérer? Aucun symbolisme 

particulier n'est à gérer. Cependant, la connaissance du symbolisme désignant que 

les entiers a et b sont premiers entre eux est un atout pour l'étudiant. Bien que non 

nécessaire pour mener la tâche à terme, une maîtrise de cette notation permet à 

l'étudiant de comprendre pleinement la solution qui lui est proposée dans le 
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solutionnaire du manuel. D'ailleurs, cette notation a brièvement été présentée dans la 

section théorique 4.11. 

Tâche 34 : Question 11 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Lire la démonstration sur l'unicité 4.11.4, page 88 des notes de cours. 

Réponse attendue à la tâche 34 

La tâche 34 n'est pas une démonstration qui doit être produite par l'étudiant, mais plutôt une 

tâche reposant sur la lecture et la compréhension d'une démonstration préalablement 

rédigée9
. 

::: Exemple 4.11.4 

Nou::, ::;,W,)]I" qll(' t·OIIt· Il\JlIlhn' l'éd di{f/\rr~lIl ,[(, 0 p();;~ùd(' un invl'r~l' !lm.!1 ipJinH.ir. 1)('llJ0Utrull~ qu(' Cl't 

inverse ('st \lllique. 

Hypo: !T F Et'
 
Cunel: j!iI€:: iE',(o·b= 1) /\ (b'f!"" 1) (d(;finition de l'in""rs~' lllltlt.iplinllif)
 

Démonstration (pre1l'l't' par ('tmtI'IJdù:ti.ofl) 

SIlPP<:l..'';OIlS au l'outra.irc qu'ilexi"k (nu lIJoius) dcux inVNses lIlultiplicatifs pour n. ("l);,t-à-dil'l' : 

Ii] : :JI)I E jRl·. (n· bl = 1) 1\ (b l '1/ c.~ 1) (définition lk rÜ1V('I'SC) 

Hi; '3 02 E lR~, (a· &2 := 1) 1\ Ib·l · 0 := 1) (dt".tinition dt; lïnV'('r,,(~) 

IIa : &1_ je 02 (0 p08::;ôdl! deux iuverses) 

On l'01lsidère don; les produits 

/il . (0 . b·l ) = (b l . 0) . /12 (par (lssot'Ïativité dl' <. .' »
 
bl ·1 := .! . 0'1 (par hypoth':'sl!s ffI ct El2 )
 

iii ~ b2 * ( ('Hl' 1 ('st Il" ul'utre dl:' <. IR•. »
 

9 Bien que nous ayons mentiolUlé que notre analyse du cours Mathématiques pour les sciences 
se limiterait à l'analyse des tâches qu'il propose, nous avons décidé d'analyser cette démonstration car 
l'enseignante l'a incluse dans sa feuille d'exercices supplémentaires. Il s'agit d'ailleurs de la seule 
démonstration présentée dans une section théorique du manuel qui a été explicitement ciblée par 
l'enseignante dans ses documents d'exercices. 
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AiHSi. OH vicnt dt, d(>fl)Ollt:n'r qu'il Il'(~:';1 pas pussible d'avoir ~illllllt;ul('llll.nll l'lJVpo\.lI(''';(· pl: la lI"gal.ioll 

dl' [.. couclusioll, P,lr ('()l1:->('lil"'lll, selOIl 1'('quiva1cw'(' (-LI) de lit 1"1gC KU. Oll d,'duit qU(' lïl~']!otllt\s<" 

implique [ogiqunueni. la. (·oll.-lu~ioH. (' '(',;I-,\-din, <]u(, lout. llolubrc n'x') d ilfhelJt (\(.' Il po~~(\k Ull s('111 

jllYer~C lllllltiplic'lt'if, 

• 
La façon dont est rédigée la démonstration dans le manuel porte selon nous à confusion. En 

effet, les membres de droite de chacune des trois expressions présentées (soit b l · 

Ca· bz), bl . 1 et bl ) sont équivalents et devraient être unies par un symbole d'égalité (il en 

va de même pour les membres de gauche). Il aurait, selon nous, été plus précis d'écrire la 

démonstration de la façon suivante: 

Cette écriture permet de mieux comprendre d'où proviennent les différentes expressIOns 

impliquées dans la démonstration. 

L'analyse réalisée ci-dessous est cependant basée sur la démonstration telle qu'elle est 

présentée dans le manuel. 

Analyse de la tâche 34 

Puisque la tâche 34 nécessite la lecture et la compréhension d'une démonstration présentée 

dans une section théorique du manuel, nous utilisons notre grille d'analyse conçu à cet effet. 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont la ou les connaissances mises en fonctionnement ? La définition de 

l'inverse multiplicatif, ct sa représentation algébrique, ainsi que les propriétés de la 

multiplication dans les nombres réels sont mises en fonctionnement. De plus, la 

méthode de preuve par l'absurde est à prendre en considération. Des connaissances 

logiques sont aussi nécessaires pour que l'étudiant comprenne pleinement l'énoncé 

de la conclusion ainsi que sa négation, qui est le point de départ de la preuve par 

l'absurde. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les propriétés de la multiplication dans 

les nombres réels et la méthode de preuve par l'absurde sont connues. La définition 
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d'un inverse multiplicatif a été traitée au secondaire, cependant la représentation 

algébrique qui en est faite dans la démonstration est sans doute une nouveauté pour 

plusieurs étudiants. En effet, le symbolisme utilisé pour exprimer cette définition 

dépasse selon nous celui qui est normalement utilisé au secondaire. 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? L'énoncé se rapporte à la 

théorie élémentaire des nombres. 

Deuxième et troisième axes d'analyse: Les tâches prescrites et les activités attendues des 

étudiants 

Qu'est-ce qui est attendu de l'étudiant par la présentation de cette démonstration? 

Des indices facilitant la réalisation/compréhension de la tâche sont-ils fournis? Il 

est attendu de l'étudiant qu'il lise et comprenne la démonstration qui lui est 

présentée. Il doit en comprendre les diverses parties ainsi que leurs enchaînements. 

Plusieurs indices sont fournis pour faciliter sa compréhension. Premièrement, 

chacune des étapes de la démonstration est accompagnée d'une justification qui est 

donnée entre parenthèse. Deuxièmement, la méthode de preuve par l'absurde qui est 

mise en œuvre dans cette démonstration est décortiquée au maximum. En effet, le 

squelette logique de ce mécanisme est mis à nu dans la démonstration. De plus, 

avant de présenter l'exemple 4.11.4, le manuel présente une marche à suivre qui est 

souvent utilisée pour démontrer l'unicité d'un élément :« La démonstration par 

contradiction sont souvent utilisées pour démontrer qu'une forme propositionnelle est 

vérifiée pour une seule valeur du référentiel. La preuve consiste alors à supposer au 

contraire qu'il existe au moins deux telles valeurs, puis arriver à une contradiction» 

(Bourbonnais, 2008, p. 87). Cette marche à suivre est ensuite illustrée dans 

l'exemple 4.11.4. 

S'agit-il d'un type de démonstrations qui était ignoré jusqu'alors? Ce type de 

problèmes est nouveau pour l'étudiant. Dans le cadre du cours, il s'agit en effet d'un 

premier contact avec une démonstration sur l'unicité. 

Quels types de raisonnements sont enjeu? Un raisonnement par l'absurde est enjeu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

place impOitante dans cette tâche. Tout d'abord, des symboles logiques et des 
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quantificateurs exprimés symboliquement sont à prendre en considération. Ensuite, le 

recours à la preuve par l'absurde nécessite de prendre la négation de la conclusion ce 

qui requiert l'introduction de deux éléments, soit deux inverses multiplicatifs 

distincts de a, b l et h L'apparition de ces deux éléments dans la démonstration 

découle directement de la négation de l'expression 3! b E ]R*, (a' b = 1)/\ (b· a = 

1). Il est donc primordial que l'étudiant comprerme cette expression, sa négation et le 

rôle de cette dernière dans l'ensemble de la démarche. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure est simple et linéaire. 

y a-t-il plusieurs arguments développés à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est développée: la définition d'un inverse multiplicatif, l'associativité 

de la multiplication dans les nombres réels et le fait que 1 est l'élément neutre de la 

multiplication dans les réels. 

Un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation est-il 

introduit (sans indication)? Deux changements de point de vue sont à introduire. Un 

premier changement est nécessité par la méthode de preuve utilisée. En effet, 

l'énoncé dormé doit être momentanément mis de côté par l'étudiant pour se consacrer 

à l'étude de la négation de la conclusion de cet énoncé. Le second changement de 

point de vue concerne les produits bl . (a· bz) et (b l . a) . bz qui sont introduits dès 

le départ dans la démonstration. L'étudiant doit comprendre d'où ils sont issus et 

pourquoi ils sont introduits dans la démonstration. La présentation qui est faite de 

ces produits dans le manuel dorme l'impression qu'ils sont tout droit sOltis d'un 

chapeau. Aucune explication n'est fournie pour éclairer l'étudiant à ce propos. 

Selon nous, l'écriture de la démonstration tel que nous la suggérons faciliterait la 

compréhension des étudiants quant à l'origine et aux rôles de ces produits. 

L'utilisation de ces nouvelles expressions nécessite un changement de point de vue 

réalisé par l'introduction d'un nouvel objet. 

Une quantification est-elle à repérer? Un quantificateur universel exprimé en 

langage naturel est à repérer. Plusieurs quantificateurs symboliques sont aussi à 

considérer. Tel que nous l'avons mentiormé précédemment, ils jouent un rôle crucial 

et ne peuvent donc être négligés. 
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Tâche 35 : Question 12 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Démontrer que Vn E Z, n 2 +3n est un nombre pair. 

Réponse attendue à la tâche 35 

Cette réponse est issue du solutionnaire rédigé par l'enseignante.
 

Hypothèse: nEZ
 

Conclusion: n 2 + 3n est pair
 

Démonstration (preuve par cas)
 

1er cas: si n est pair, alors n 2 + 3n est pair
 

Hypothèse: n = 2a, a E Z (définition d'un nombre pair)
 

Conclusion: n 2 + 3n = 2b, b E Z (définition d'un nombre pair)
 

Démonstration du premier cas (preuve directe)
 

n = 2a	 (par hypothèse) 

n2+ 3n	 = (2a)2 + 3(2a) (sifest une fonction avec x = y, alorsf(x) =f(y)) 

= 4a2 + 6a (propriété des exposants et simplification dans Z) 

= 2(2a2+ 3a) (distributivité de la multiplication sur l'addition) 

= 2b, avec b = 2a2 + 3a E Z 0 

oPuisque que 2 E Z, 3 E Z et a E Z, alors 2a2 E Z (fermeture dans (Z,x) (2 fois)) et 3a E Z 

(fermeture dans (Z,x»). Puisque 2a2 E Z et 3a E Z, alors 2a2 + 3a E Z (fermeture dans 

(Z, +»). 

Ainsi n2 + 3n est pair. 

o 
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2e cas: si n est impair, alors n 2 + 3n est pair 

Hypothèse: n = 2c+ 1, c E Z (définition d'un nombre pair) 

Conclusion: n 2 + 3n = 2d, d E Z (définition d'un nombre pair) 

Démonstration du premier cas (preuve directe) 

n = 2c + 1 (par hypothèse) 

n2 + 3n = (2e + li + 3(2e + 1) (siJest une fonction avec x = y, alorsJ(x) = J(y)) 

= 2c2 + 4e + 1 + 6c + 3 (développement du carré et distributivité de la 

multiplication sur l'addition) 

= 2c2 + lOc + 4 (simplification dans Z) 

= 2(c2 + Sc + 2) (distributivité de la multiplication sur l'addition) 

= 2d, avec d= c 2 + Sc + 2E Z 0 

oPuisque que S E Z et e E Z, alors e2 E Z (fermeture dans (Z,x)) et Sc E Z (fermeture dans 

(Z,x)). Puisque 2 E Z , e 2 E Z et Se E Z, alors c2 + Se + 2E Z (fermeture dans (Z, +) 

(2 fois», 

Ainsi n2 + 3n est pair. 

o 

Donc puisque nous avons démontré que la proposition est vraie pour tous les nombres entiers 

n pairs et que nous l'avons aussi démontrée pour tous les nombres entiers n impairs, nous 

l'avons démontrée pour tous les entiers. 

• 
La démonstration proposée dans le corrigé de l'enseignante nous a quelque peu surprises. 

Bien qu'elle soit cohérente avec le travail fait jusqu'à présent dans le cours, nous croyons 

qu'une démonstration moins laborieuse et tout aussi valable pourrait être réalisée. 

Démonstration que nous suggérons: 

2 n + 3n =n (n + 3) (en factorisant n) 
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Considérons deux cas: 

Si n est pair, alors (n + 3) est impair (car la somme d'un nombre pair et d'un nombre impair, 

ici 3, est impaire) et donc n (n + 3) est pair (car le produit d'un nombre pair et d'un nombre 

impair est pair). 

Si n est impair, alors (n + 3) est pair (car la somme de deux nombres impairs est impaire) et 

donc n (n + 3) est pair (car le produit d'un nombre pair et d'un nombre impair est pair). 

• 
Cette démonstration, en plus de présenter l'avantage d'être moins laborieuse et plus directe 

que celle proposée par l'enseignante, utilise la même méthode de preuve, soit la preuve par 

disjonction de cas. De plus, la démonstration que nous avons élaborée fait intervenir des 

énoncés qui ont été préalablement démontrés dans le cours. En effet, ces énoncés portant sur 

les opérations avec des nombres pairs et impairs ont tous été démontrés à la tâche 10. Nous 

aurions trouvé intéressant de les réinvestir dans la présente tâche. D'ailleurs n'est-il pas dans 

la nature des mathématiques de construire sur ce qui a été fait auparavant? 

Bien que notre démonstration nous semble plus efficace à bien des égards, nous avons décidé 

d'appliquer notre grille d'analyse à la solution rédigée par l'enseignante. Celle-ci est en effet 

peut être plus susceptible d'être construite par un étudiant, car des exemples similaires sont 

présentés dans le manuel. 

Analyse de la tâche 35 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? Le cœur de cette 

démonstration repose sur la définition d'un nombre pair et d'un nombre impair ainsi 

que leurs représentations algébriques. Des propriétés des exposants et des opérations 

dans les nombres entiers doivent également être mises en fonctionnement. En ce qui 

concerne la méthode de preuve utilisée, l'étudiant doit pouvoir mettre en œuvre un 

raisonnement par disjonction de cas. Cette méthode de preuve, qui repose sur 

l'implication logique [CP ~ R) 1\ (Q ~ R)] ~ [CP v 0 ~ R J, requiert un 
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morcellement de l'ensemble de référence en plusieurs parties dont l'union recouvre 

le référentiel. Dans le cas présent, l'ensemble de référence, les entiers, doit être 

partagé en deux parties, les nombres entiers pairs et les nombres entiers impairs. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les définitions d'un nombre pair et d'un 

nombre impair ainsi que leurs représentations algébriques ont abondamment été 

traitées (voir tâches 10, 14, 18,20,23 et 32). Les propriétés des opérations dans les 

entiers et les propriétés des exposants ont été travaillées au secondaire en plus d'être 

utilisées dans certaines tâches proposées aux étudiants. En ce qui concerne la 

méthode de preuve par disjonction de cas, elle a été présentée à la section théorique 

4.12 du manuel. La tâche 35 est la première application, par l'étudiant, de cette
 

méthode de preuve.
 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? La tâche se rapporte à la
 

théorie élémentaire des nombres.
 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? La valeur de vérité de l'énoncé est connue, il est donc fermé. Aucun indice 

n'est donné explicitement dans la tâche. Par contre, l'exemple 4.12.1 10 présenté dans 

le manuel est très similaire à la tâche 35. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement par disjonction de cas 

est à mettre en jeu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? La preuve par disjonction de 

cas attendue dans cette démonstration requiert de l'étudiant qu'il prenne 

connaissance que deux cas doivent être traités séparément, soit les nombres pairs et 

les nombres impairs. Il est attendu qu'il énonce précisément, et dans un langage 

mathématique, chacun des deux cas qu'il devra traiter ce qui nécessite l'utilisation 

des représentations algébriques d'un nombre pair et d'un nombre impair. 

10 « Exemple 4.12.1 : Démontrons la proposition: \fn E :l, n3 +n est pair. » (Bourbonnais, 
2008, p. 89) 
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Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est plutôt simple. Pour démontrer 

l'énoncé de la tâche, deux sous-démonstrations doivent être réalisées. La structure 

déductive de chacune d'entre elles est simple et linéaire. Une fois ces sous

démonstrations complétées, un pas déductif supplémentaire est requis puisque 

l'étudiant doit déduire la validité de l'énoncé initiale de la tâche à partir de la validité 

des énoncés des sous-démonstrations. La démonstration attendue à la tâche 35 est 

donc un arbre d'inférences composé de deux branches (chacune des branches 

cOITespondant à la démonstration d'un cas). 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est technique, puisqu'un exemple similaire a été présenté dans la 

section théorique 4.12 et que les modifications qui doivent être apportées pour 

adapter cette démarche à la présente tâche sont élémentaires et de nature algébrique. 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes? La démonstration de l'énoncé initial s'effectue 

en deux étapes: la démonstration du cas n est un nombre pair et la démonstration du 

cas n est un nombre impair. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Peu arguments interviennent 

dans chacune des sous-démonstrations: représentations algébriques d'un nombre pair 

et d'un nombre impair, unicité de l'image d'une fonction, propriété des exposants, 

distributivité de la multiplication sur l'addition dans les entiers et la fermeture des 

entiers sous les opérations d'addition et de multiplication. Un argument 

supplémentaire doit être apporté pour pouvoir conclure que les deux sous

démonstrations réalisées démontrent bien l'énoncé initial de la tâche. Cette 

déduction repose sur le fait que l'ensemble des entiers pairs et l'ensemble des entiers 

impairs forment une partition de l'ensemble des nombres entiers. Les deux cas 

couvrent donc entièrement l'ensemble de référence. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue nécessité par le recours 
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à la disjonction de cas est requis dans la tâche. De plus, les nombres pairs et impairs 

doivent être représentés algébriquement ce qui constitue un second changement de 

point de vue. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Outre la quantification universelle 

explicitée dans l'énoncé de la tâche, aucune autre quantification n'est à prendre en 

considération. 

Tâche 36 : Question 13 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Démontrer que \In E Z, n 2 est pair si et seulement si n est pair. 

Réponse attendue et analyse de la tâche 36 

Une tâche nécessitant la démonstration d'une biconditionnelle a déjà été traitée dans le passé, 

nous référons le lecteur aux propos qui ont été tenus lors de cette analyse (voir tâche 20). La 

démonstration qui est demandée à la tâche 36 repose principalement sur la compréhension 

d'une biconditionnelle. En effet, une fois la biconditionnelle séparée en deux sous

affirmations, l'implication directe et sa réciproque, les démonstrations attendues sont 

similaires à celles construites à la tâche 14. Le lecteur pourra donc également se référer à 

cette tâche pour avoir de plus amples détails. 

Nous tenons également à préciser que l'analyse exhaustive et complète d'une tâche 

nécessitant la démonstration d'un énoncé comportant une biconditionnelle est faite à la tâche 

37. Nous avons décidé de soumettre la tâche 37 à notre grille d'analyse puisque les 

démonstrations de l'implication directe et de sa réciproque comportent des éléments ignorés 

par les tâches couvertes jusqu'à présent. 

Tâche 37 : Question 14 (tirée de la feuille d'exercices supplémentaires portant sur les 

méthodes de preuves fournie par l'enseignante) 

Démontrer que \Ix E lR, 12xl + x = 6 H X = 2ou x = -6. 
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Réponse attendue à la tâche 37
 

Cette solution est tirée du corrigé fourni par l'enseignante.
 

P => 0 c'est-à-dire: Vx E nt 12xl + x = 6 ~ x = 2 ou x = -6. 

Hypothèse: 12xl + x = 6 

Conclusion: x = 2 ou x = -6 

2x si x> o. { 2x + x = 3x = 6 si x> 0
Sachant que 12xl = { 2 . - 0 on obtient 12xl + x = 2 6 . - 0 

- X St X < - x + x = -x = St X < 

Cas x;::: 0 

Hypothèse: 3x = 6 

Conclusion: x = 2 ou x = -6 

Démonstration (preuve directe) 

3x = 6 

x = 2 (simplification algébrique) 

On note que la proposition x = 2 ou x = -6 est vraie puisqu'une des égalités est 

vraie. D 

Cas x < 0 

Hypothèse: -x = 6 

Conclusion: x = 2 ou x = -6 

Démonstration (preuve directe) 

-x=6
 

x = - 6 (simplification algébrique)
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On note que la proposition x = 2 ou x = -6 est vraie puisqu'une des égalités est 

vraie. 0 

o~p c'est-à-dire: Six= 2 oux= -6 --t 12xl + x = 6. 

Hypothèse: x = 2 ou x = -6 

Conclusion: 12xl + x = 6 

Démonstration (preuve par énumération) 

Six=2 alors 12(2)1 + 2 = 141 + 2 = 4 + 2 = 6. 

Et 

Six=-6alors 12(-6)1 + (-6) = 1-121 + (-6) = 12 - 6 = 6. 

Ainsi '\;fx E R, 12xl + x = 6 H X = 2 ou x = -6. 

• 
Analyse de la tâche 37 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement ? L'étudiant doit savoir ce 

qu'est W1e biconditionnelle et comment elle doit être traitée. La notion de valeur 

absolue, et plus particulièrement sa définition algébrique, est requise. 

S'agil-il de notions déjà vues ou nouvelles? La biconditionnelle, et la structure de 

démonstration qu'elle sous-entend, est connue des étudiants. La section théorique 

4.13 du manuel lui est consacrée et des tâches présentées antérieurement (voir tâche 

20 et 36) portent sur ce sujet. La notion de valeur absolue est présentée au 
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secondaire. Cependant, la définition algébrique de la valeur absolue et l'utilisation
 

qui en est faite constituent, selon nous, une nouveauté pour plusieurs.
 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent
 

au domaine de l'algèbre.
 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est fermé puisque sa valeur de vérité est connue. Aucun indice 

n'est foumi. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? La démonstration 

d'une biconditionnelle a été traitée auparavant dans le cours Mathématique pour les 

sciences. Cependant, nous croyons que la présence dans cette tâche de la notion de 

valeur absolue élève significativement le niveau de difficulté nous permettant ainsi 

d'avancer qu'il s'agit d'Wl nouveau type de problèmes pour les étudiants. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? En plus du raisonnement déductif, une 

disjonction de cas nécessité par la définition de la valeur absolue doit être effectuée. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

place importante dans cette tâche. Tout d'abord, le symbole de la biconditionnelle 

doit être repéré et correctement traité. En effet, l'étudiant doit transformer la 

démonstration de la biconditionnelle en la démonstration de l'implication directe et la 

démonstration de la réciproque. Cette transformation s'appuie sur l'équivalence 

logique entre les deux propositions suivantes P Ç:::> Qet (p ::::} Q) 1\ (Q::::} p). 
Deuxièmement, la notion de valeur absolue qui est présente dans la démonstration 

constitue, selon nous, une difficulté non négligeable. L'étudiant doit êtrc en mesure 

de ré-exprimer l'expression 12x 1 en une forme qui soit davantage opérationnelle. 

Pour ce faire, le recours à la définition algébrique de la valeur absolue est nécessaire. 

Cette définition implique la prise en compte de plusieurs cas: le cas où x prend des 

valeurs positives, celui où il prend une valeur nulle et celui où il prend des valeurs 

négatives. Nous souhaitons d'ai11eurs soulever un point en lien avec cette disjonction 
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de cas. Le con-igé de la tâche 37 qui est fourni par l'enseignante ré-exprime de la 

façon suivante la valeur absolue: 

12xl = ( 2x si.x ~ 0 
l-2x St x < O. 

Nous croyons que cette nouvelle expression peut troubler certains étudiants qui se 

demanderaient pourquoi avoir choisi d'étudier les cas x ~ 0 et x < 0 plutôt que x> 0 

et x :S O. Un tel choix constitue une source d'ambiguïté qui doit être prise en 

considération. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est complexe. Il s'agit en fait d'un 

arbre d'inférences composé de deux « branches» principales: la démonstration de 

l'implication directe et la démonstration de la réciproque. De plus, les deux branches 

principales sont, elles aussi, séparées en deux «sous-branches». La branche 

illustrant la démonstration de l'implication directe est composée de deux sous

branches supportant les cas x ~ 0 et x < 0, tandis que la branche illustrant la 

réciproque est séparée en l'étude du cas x = 2 et x = - 6. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est disponible. Bien que la voie à emprunter pour démontrer des 

affirmations comportant une biconditionnelle soit connue, les difficultés inhérentes à 

la notion de valeur absolue constituent un défi de taille pour l'étudiant. 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes? Deux étapes principales doivent être 

introduites: la démonstration de l'implication directe et la démonstration de la 

réciproque. De plus, la démonstration de l'implication directe nécessite l'introduction 

de deux étapes supplémentaires, soit la prise en compte des cas x ~ 0 et x < O. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est à développer: la définition d'une biconditionnelle, la définition 

algébrique de la valeur absolue et des arguments de nature algébrique. 
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y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Plusieurs changements de point de vue sont 

nécessaires. Dans un premier temps, la démonstration de la biconditionnelle doit être 

subdivisée en la démonstration de l'implication directe et la démonstration de la 

réciproque. Cette fonne de changement de point de vue correspond. selon notre 

catégorisation, à un changement de point de vue réalisé par la modification des 

objets présents dans l'énoncé de la tâche. En effet, le symbole de la 

biconditionnelle doit être ré-exprimé en une fonne dévoilant davantage la voie à 

suivre pour démontrer l'énoncé. Cette transfonnation trace la structure globale de la 

démonstration qui sera construite. Dans un deuxième temps, la valeur absolue doit 

être ré-exprimée à l'aide de sa définition algébrique. Ce changement de point de vue, 

qui est de la même fonne que le précédent, n'est pas direct et causera sans doute 

certains problèmes aux étudiants. Une disjonction de cas découle directement de la 

définition de la valeur absolue. En effet, les cas x 2: 0 et x < 0 doivent être pris en 

considération. L'apparition de ces deux cas constitue un troisième changement de 

point de vue à introduire. 

Tâche 38 : Examen 1, question 2 (tirée de l'examen de l'étape lqui a été rédigé par 

l'enseignante) 

Démontrer que CA n BY = CAC U BC) en utilisant des diagrammes de Venn. 

Réponse attendue à la tâche 38 

Cette solution a été créée par l'auteur de la présente recherche. 

n n 

'/ 

, // . 
//,// '/J>/(//- ., /~"//I/ 

"/t·'/ , ///J/, 

BCAC correspond aux éléments du correspond aux éléments du
 
référentiel qui ne sont pas dans référentiel qui ne sont pas dans
 
l'ensemble A. l'ensemble B.
 



245 

En superposant les deux diagrammes 

présentés ci-dessus, nous obtenons 

(AC U BC) correspondant aux éléments du 

référentiel qui n' appaltiennent pas à un ou 

l'autre des ensembles A et B. 

n 

(A n BY correspond aux éléments du 

référentiel qui ne sont pas communs 

aux ensemble A et B. 

Puisque les pOitions grisées/hachurées des diagrammes de Venn des expressions (A n BY et 

(AC U BC) sont identiques, nous pouvons conclure que (A n BY = (AC U BC). 

Analyse de la tâche 38 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Cette tâche repose sur la 

connaissance des opérations élémentaires avec des ensembles: le complément, 

l'union et l'intersection. De plus, la priorité des opérations avec des ensembles doit 

être prise en considération. L'étudiant doit également être capable de représenter des 

ensembles à l'aide d'un diagramme de Venn. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Chacune de ces notions a été présentée 

au chapitre 2 du manuel. Plusieurs tâches de ce chapitre portaient sur la 

compréhension de ces notions. Cependant, il s'agit de leur première présence dans 

un contexte de démonstration utilisant des diagrammes de Venn. 

À quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

à la théorie des ensembles. 
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Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est fenné. L'utilisation du diagranune de Venn est mentionnée 

explicitement dans la tâche dévoilant la voie à emprunter pour résoudre la tâche. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu 'alors? Il s'agit de la première 

démonstration s'appuyant sur des diagranunes plutôt que des expressions 

algébriques. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? L'étudiant doit interpréter 

correctement les symboles d'union, d'intersection et de complémentation 

d'ensembles. Selon nous, cette tâche est en fait un prétexte pour travailler le 

symbolisme ensembliste et sa représentation à l'aide d'un diagranune de Venn plutôt 

qu'une tâche destinée à travailler le raisonnement déductif. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est àjustifier, ou des quantificateurs cachés? Il 

est sous-entendu que les ensembles A et B sont issus du même ensemble universel n. 
Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple. Après avoir représenté 

par un diagranune de Venn chacun des membres de l'égalité, un seul pas est 

nécessaire pour conclure que l'égalité présentée dans la tâche est vraie. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est technique. Les opérations élémentaires avec des ensembles ainsi 

que leur représentation avec un diagranune de Venn ont été traitées dans le cours. 

L'étudiant n'a donc qu'à combiner ces différentes opérations en prenant en 

considération leur priorité et tracer le diagranune de Venn correspondant à chacune 

des combinaisons. 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes? La construction du diagranune de Venn 

représentant chacun des membres de l'égalité doit être réalisée pour conclure que 
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l'énoncé proposé est bel et bien vrai. De plus, le diagramme illustrant le membre de 

droite a nécessité la construction de deux diagrammes intermédiaires. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est à développer: définition et représentation à l'aide du diagramme de 

Venn des opérations élémentaires avec des ensembles et la priorité de ces opérations. 

L'égalité des expressions CA n BY et (AC U BC) est déduite du fait que leur 

représentation par un diagramme de Venn est identique. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de mode de représentation doit être 

réalisé puisque chaque membre de l'égalité (A n B)C = (AC U BC) doit être exprimé 

à l'aide d'un diagramme de Venn. Ce changement est par contre indiqué dans 

l'énoncé de la tâche. 

Tâche 39 : Examen 1, question 6 (tirée de l'examen de l'étape 1qui a été rédigée par 

l' enseignante) 

Si les énoncés suivants sont vrais, alors démontrer les sinon, donner un contre-exemple. 

a) Soit.Q = {l, 0, g, i, q, u, e}, A = {l, 0, g} et B = {l, 0, q, u, e}, Vx E (A U B)C,x E 

(AC () BC 
). 

b) 3!XEZ,x 2 =9. 

c)	 Soit A = {x E ZIx 2 
- 4 = ü}, B = {x E N*lx 2 < 4} et C = {~Ia E A et b E B}, 

Vc E C,c E Q. 

Réponse attendue à la tâche 39 

La solution attendue a été conçue par l'auteur de la présente recherche. 

a) Vrai, l'ensemble (A U BY = {i} et (AC n BC) = {i}, donc tous les éléments 

appartenant à l'ensemble (A U BY appartiennent aussi à (AC n BC). 

b) Faux, si x = 3E Z alorsx2 = (3i = 9 et si x = -3E Z alorsx2 = (_3)2 = 9. 

.	 { 1 1} 1 1c)	 Vrai, A = {2, -2}, B= {l} donc C= -2"2' et -2' E Q! et 2' E Q!. 
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Analyse de la tâche 39 

Mises à part les expressions impliquées, la tâche 39 est pratiquement identique à la tâche 8. 

En effet, elles reposent sur la compréhension du symbolisme inhérent à la théorie des 

ensembles, sur la compréhension des quantificateurs impliqués et sur la construction de 

preuves par énumération et de preuves à l'aide de contre-exemple. Il est vrai que les 

expressions présentées à tâche 39 sont plus complexes à décoder que celles de la tâche 8. 

Cependant, cette différence n'a pratiquement aucun impact du point de vue de l'activité de 

démonstration. Devant ce constat, nous avons décidé de ne pas présenter l'analyse exhaustive 

de cette tâche. Nous référons plutôt le lecteur à l'analyse de la tâche 8. 

Tâche 40: Examen 1, question 10 (tirée de l'examen de l'étape 1 qui a été rédigé par 

l'enseignante) 

Démontrer qu'il n'existe pas de solutions entières à l'équation 4x2 + 12xy = 81. 

Réponse attendue à la tâche 40 

Cette solution a été élaborée par l'auteur de cette recherche. 

Méthode de preuve: par contradiction 

Démonstration: 

Supposons au contraire qu'il existe 'X, y E Z pour lesquels 4x2 + 12xy = 81. Alors on doit 

avoir 2(2x2 + 6xy) = 8 1(distributivité dans Z). Mais puisque x,y E Z et que 2,6 E Z alors 2x2 

E Z (fermeture (Z,x)(2fois)), 6xy E Z (fermeture (Z,x)(2fois)) et donc, 2x2 + 6xy E Z 

(fermeture (Z, +)). 

Ain i, le membre de gauche de l'égalité est pair (par définition). On arrive donc à une 

contradiction, car 81 est impair. Par conséquent, il n'existe pas d'entiers dans Z pour 

lesquels 4x2 + 12xy = 81. 

•
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Analyse de la tâche 40 

Cette tâche étant similaire à la tâche 19, nous référons le lecteur à l'analyse qui en a été faite. 

Tâche 41 : Examen 1, question 11 (tirée de l'examen de l'étape 1 qui a été rédigé par 

l'enseignante) 

Démontrer que si 2x2 + x + 3 est un nombre entier pair alors x est un nombre entier impair. 

Réponse attendue et analyse de la tâche 41 

Pour voir le type de démonstrations attendues et son analyse, nous référons le lecteur à la 

tâche 14, tâche pratiquement identique à la tâche 41. 

5.2 Étape 2 : Analyse combinatoire et probabilités 

5.2.1 Objectifs spécifiques de l'étape 2 

L'étape 2 débute par l'étude de l'analyse combinatoire. Le travail qui est fait dans ce 

domaine vise principalement l'apprentissage des notions d'arrangements, de pelmutations et 

de combinaisons d'objets. Ces notions requièrent l'implantation d'un certain formalisme 

mathématique, chose qui est faite dans le cours Mathématiques pour les sciences. En effet, le 

manuel présente la factorielle et son symbolisme associé, en plus d'implanter les notations 

liées aux 31Tangements, aux permutations et aux combinaisons d'objets. L'étudiant doit 

connaître les définitions de ces notions et apprendre à travailler avec elles, et leur symbolisme 

associé. Il doit également être en mesure de les utiliser dans un contexte de résolution de 

problèmes et de construction de démonstrations. Effectivement, le plan de cours mentionne 

explicitement que des démonstrations d'égalités faisant intervenir des factorielles et des 

démonstrations d'expressions comportant des combinaisons ou des arrangements seront au 

menu dans cette étape. 

La seconde portion de l'étape 2 se concentre sur les probabilités. Les définitions des 

principaux concepts liés à l'étude des probabilités sont présentées: expérience aléatoire, 
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espace échantillonnai, événement, événement certain, événement impossible, événements 

complémentaires, événements incompatibles et probabilités d'un événement (définition 

classique et définition empirique). En ce qui concerne la résolution de problèmes, il est 

attendu de l'étudiant qu'il soit capable de calculer la probabilité qu'un événement particulier 

se réalise en ayant recours, au besoin, à divers outils: le diagramme de Venn, les axiomes ou 

les propriétés des probabilités. L'activité de démonstration est également présente dans 

l'étude de ce thème, puisque « démontrer les propriétés du calcul des probabilités» (Plan de 

cours, session hiver 2008, p. 10) constitue un objectif d'apprentissage de l'étape 2. 

L'étape 2 de Mathématiques pour les sciences possède plusieurs objectifs d'apprentissage 

liés à l'activité de démonstration et au formalisme. Pour mener à termes ces objectifs, 

plusieurs tâches ont été proposées. 

5.2.2 Tâches proposées à l'étape 2 

Pour atteindre les objectifs de l'étape 2, 77 tâches sont proposées. Parmi celles-ci, 5 font 

intervenir l'activité de démonstration. L'analyse de chacune d'elles est présentée ci-dessous. 

Tâche 42: Exercice 8.14.7 (exercice tiré du manuel, p. 350) 

Démontrer que le nombre de lignes nécessaires pour établir la table de vérité d'une 

proposition définie à partir de n propositions, en plus de la première ligne contenant les noms 

des colonnes (les propositions intelmédiaires), est 2". 

Réponse attendue à la tâche 42 

La solution est tirée du corrigé du manuel (p. 351). Seule la représentation du casier a été 

ajoutée pour montrer au lecteur la méthode des cases dont il est question dans le texte. 
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Puisque chacune des n propositions élémentaires définissant la proposition composée peut 

prendre les valeurs Vou F, le problème revient à un problème de casiers II à n cases (l case 

pour chacune des propositions), chacune d'elles pouvant être occupée par 2 valeurs (Vou F). 

Selon le principe fondamental de l'analyse combinatoire l2 
, il y a 2/1 façon de faire cela. 

Valeurs de vérité 
Valeurs de vérité Valeurs de vérité Valeurs de vérité 

possibles pour la 
possibles pour la possibles pour La ... possibles pour la Produit

(n-1)"1ere proposition 2e proposition ne proposition
proposition 

2/12 2 ... 2 2 

Analyse de la tâche 42 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Une connaissance de la 

table de vérité est essentielle pour construire la démonstration demandée. L'étudiant 

doit également avoir recours au principe fondamental de l'analyse combinatoire pour 

calculer correctement le nombre de lignes que contient la table de vérité. Pour l'aider 

dans la résolution du problème, la méthode de l'arbre ou sa version simplifiée, soit la 

méthode des cases, peuvent être utilisées pour visualiser la situation. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? La table de vérité est connue puisqu'elle 

a été travaillée dans plusieurs tâches de l'étape 1. La méthode de l'arbre de 

possibilités a été introduite à la section théorique 8.3 du manuel et plusieurs tâches 

ont porté sur ce sujet. Le principe fondamental de l'analyse combinatoire et la 

11 Cette méthode s'apparente à la méthode des arbres de possibilités. En effet, la méthode des 
cases consiste à « associer à chaque niveau de l'arbre une case d'un casier dans laquelle on indique le 
nombre de ramifications qu'il y a à ce nlveau pour chacune des ramifications du niveau précédent. Le 
nombre de ramifications terminales qu'il y a alors au dernier niveau est donné par le produit de ces 
nombres. » (Bourbonnais, 2008, p. 342) 

12 « Si une situation SI peut se réaliser de ni manières différentes et que, pour chacune de ces 
manières une deuxième situation S2 peut se réaliser de n2 manières différentes, alors les deux situations 
SI et S2 peuvent se réaliser en même temps de ni X n2 manières différentes. » (Bourbonnais, 2008, 
p.343) 
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méthode des cases sont présentées à la section théorique 8.9. La tâche 42 est issue de
 

la première section d'exercices portant sur ces notions.
 

A quel domaine mathématique se rapportent ces notions? La tâche se rapp0l1e à
 

l'analyse combinatoire.
 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est fermé puisque sa valeur de vérité est connue. L'énoncé ne 

fournit aucun indice. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? Il s'agit du premier 

problème de démonstration se déroulant dans le contexte de l'analyse combinatoire. 

Quelle est l'importance duformalisme dans la tâche? Le formalisme occupe très peu 

de place dans cette démonstration. Il est important de mentionner que, selon nous, 

plusieurs étudiants rédigeront une démonstration intuitive et informelle. Nous 

croyons en effet que l'utilisation du principe fondamental de l'analyse combinatoire 

ne sera explicitée que par un nombre linùté d'étudiants. Tous y auront recours, mais 

sans doute peu penseront de l'inclure concrètement et explicitement dans la rédaction 

de leur démonstration. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure déductive de cette démonstration est simple. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de nùse en fonctionnement des 

connaissances est mobilisable. Cette tâche revient en fait à un calcul combinatoire 

similaire à plusieurs autres qui ont été proposés antérieurement à l'étudiant. Celui-ci 

doit c pendant appliquer ces connaissances en analyse combinatoire au domaine de 

la logique, ce qui peut présenter un défi pour certains étudiants. En plus du contexte 

d'application qui est nouveau pour l'étudiant, le niveau de généralité et d'abstraction 

de cette tâche est plus élevé. 
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y a-t-il à développer plusieurs arguments à lafois? Peu d'arguments sont impliqués 

dans cette démonstration: la définition d'une table de vérité et le principe 

fondamental de l'analyse combinatoire. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Aucun changement de point de vue n'est requis dans 

cette tâche. Cependant, certains étudiants auront sans doute recours à un arbre de 

possibilités ou à un casier pour représenter la situation qui leur est proposée, ce qui 

constitue un changement de registre. 

Tâche 43 : Exercice 8.14.14 (exercice tiré du manuel, p. 350) 

Démontrer que A~ = nA~=ill. 

Réponse attendue à la tâche 43 

Cette solution a été élaborée par l'auteur de la présente recherche. 

- 1An (par définition de A~=i)n T-l (n -1)! )
 
=n ( (n _ 1 - Cr - 1))!
 

(n-l)! ) (par distributivité de la multiplication sur 

=n ( (n - 1 - r + 1)! l'addition dans N) 

(par simplification dans N)= n(n -1)')
(n - r)! 

n! (par définition de la factorielle) 
(n - r)! 

=A~ (par définition de A~) 

13 La notation A~ représente un arrangement de n objets pris r à la fois. Un tel arrangement est 
«une disposition ordonnée sans répétition de r éléments choisis parmi n éléments distincts.» 

(Bourbonnais, 2008, p. 344). On définit A~ de la façon suivante: A;' = n!) ._(
n-T ! 



254 

Analyse de la tâche 43 

Cette tâche repose sur l'utilisation de la définition de la notation A~=i qui a nouvellement été 

présentée à l'étudiant. Le fait de ré-exprimer cette notation par l'expression factorielle 

( (n~l)! ») est un changement de point de vue dévoilant la voie qui doit être empruntée pour 
n-l- T-l ! 

mener à bien la tâche. Une fois ce changement de point de vue opéré, l'étudiant n'a plus qu'à 

faire intervenir un argument de nature algébrique, une propriété des opérations (distributivité) 

et la définition de la factorielle pour arriver à la conclusion souhaitée. Le raisonnement 

déductif qui doit être mis en jeu est alors pris en charge par le calcul et la structure déductive 

de la démonstration se résume à une courte chaîne d'inférences. 

Le formalisme occupe une place non négligeable dans cette tâche. L'étudiant doit connaître 

le symbolisme inhérent à la notion d'arrangement, A~, et être capable de le manipuler 

adéquatement. Bien que cette tâche permette à l'étudiant de se familiariser avec ce 

symbolisme, elle présente selon nous un risque non négligeable. En effet, nous croyons que 

plusieurs étudiants démontreront l'égalité donnée sans même tenter d'en comprendre le sens. 

Ils réduiront ainsi la démonstration à un ensemble de manipulations symboliques visant à 

obtenir l'expression escomptée, soit A~. Une telle démarche permet un travail d'ordre 

symbolique et syntaxique, mais ne constitue pas, à notre avis, un travail complexe sur le plan 

déductif. 

Tâche 44: Exercice 8.19.13 (exercice tiré du manuel, p. 364) 

a) Démontrer que L~=o c;: = Zn. 

b) Démontrer que si la cardinalité d'un ensemble E est n, alors celle de peE) 

(l'ensemble des parties de E) est 2n 
. 

Réponse attendue à la tâche 44 

a) Cette solution est issue d'un corrigé rédigé par l'enseignante. 
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11 suffit d'utiliser le binôme de Newton 14 et de prendre (a + b) n avec a = 1 et b = 1. 

zn	 = (1 + l)n (poser a = 1, b = 1 dans le binôme de Newton) 

=L~=o C~ (l)n-r (l)r (formule du binôme de Newton) 

- "n Cn 
- -"r=O r (algèbre dans IR) 

b)	 Cette solution est issue du corrigé du manuel (p. 366). 

Pour former un sous-ensemble, on doit choisir un certain nombre d'objets, disons r, 

parmi les n objets disponibles. Puisque, par définition, les éléments d'un ensemble 

sont distincts et que l'ordre dans lequel ils sont placés dans l'ensemble n'a pas 

d'importance, ont peut donc former C~ sous-ensembles de r éléments. Puisque peE) 

est constitué des sous-ensembles de cardinalité 0, l, 2, ... n, alors le nombre de sous

ensembles qu'il y a dans peE) est Co + C~ + C2+ ... +C~ et nous avons démontré en 

a) que la valeur de cette expression est 2n 
. 

Analyse de la tâche 44 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Tandis que la 

démonstration requise à la sous-question a) repose sur la connaissance de la formule 

du binôme de Newton, la sous-question b) est centrée sur la compréhension de 

l'expression P(E), c'est-à-dire l'ensemble des paliies de E, et sur la notion de 

cardinalité. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? La formule du binôme de Newton est 

une nouveauté pour l'étudiant. En effet, la section d'exercices d'où est issue la 

présente tâche est la première portant sur cette notion. En ce qui concerne la 

cardinalité d'un ensemble et l'ensemble des parties de E, noté P(E), ces notions ont 

été traitées à l'étape 1. 

Aquel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces notions se rappolient à 

l'analyse combinatoire et à la théorie des ensembles. 

14 « Formule du binôme de Newton: Ca + b)n = L~=o C;: an- rbr. » (Bourbonnais, 2008, p. 361) 
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Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte deux sous-questions qui sont liées. En effet, 

l'expression démontrée en a) doit intervenir pour mener à terme la démonstration 

demandée à la sous-question b). 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est fermé, car sa valeur de vérité est connue. Aucun indice n'est 

fourni. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu 'alors? IJ s'agit d'un nouveau 

type de problèmes. Les combinaisons et le binôme de Newton interviennent pour la 

première fois dans un contexte de démonstration. De plus, le niveau d'abstraction 

requis dans ce problème est supérieur à celui des autres tâches portant sur ces 

notions. En effet, les autres tâches demandent, par exemple, de «développer 

(2x-y) 4» (Bourbonnais, 2008, p. 365) à l'aide de la formule du binôme. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

place de choix dans cette tâche. Le symbolisme inhérent aux combinaisons et le 

symbole de sommation doivent être pris en considération par l'étudiant. Pour 

résoudre la sous-question a), l'étudiant doit analyser l'expression qui y est donnée 

pour découvrir qu'elle présente des similarités avec la formule du binôme de 

Newton. C'est de cette observation que découle l'ensemble de la démonstration. À 

la sous-question b), l'étudiant doit exprimer la cardinalité de l'ensemble des parties 

de E à l'aide d'une somme de combinaisons ce qui constitue un élément de difficulté 

non négligeable. Cette réécriture, qui est nécessaire pour établir le lien entre les 

sous-questions a) et b), n'est pas indiquée dans l'énoncé de la tâche et l'étudiant doit 

donc y avoir recours par lui-même. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de chacune des sous-démonstrations est simple. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Cette tâche nécessite des mises en 
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fonctionnement des connaissances de niveau disponible. Dans un premier temps, 

l'étudiant doit analyser les situations qui lui sont proposées en a) et b). En a), 

l'expression donnée doit être étudiée et le recours au binôme de Newton doit en être 

déduit. En ce qui concerne la sous-question b), l'énoncé présenté en langage naturel 

doit être ré-exprimé en langage mathématique pour ensuite pouvoir utiliser l'énoncé 

démontré en a). Aucune indication ne vient orienter le travail qu'il doit accomplir. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est à développer dans chacune des deux démonstrations. La 

démonstration de la sous-question a) repose sur la formule du binôme de Newton et 

sur des arguments de nature algébrique. En ce qui concerne la démonstration b), elle 

fait intervenir la définition de l'ensemble des parties d'un ensemble Ede cardinalité 

n, i.e. P(E), la définition d'un sous-ensemble, la définition et la représentation 

symbolique d'une combinais()n ainsi que l'expression démontrée en a). 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication):? Selon nous, les changements de point de vue requis 

constituent le véritable défi auquel sont confrontés les étudiants. La démonstration 

de la sous-question a) demande de démasquer le binôme de Newton qui se cache 

derrière l'expression 2n 
. Ce binôme doit être construit par l'étudiant à partir de 

l'infonnation contenue dans l'expression 2n et ce, sans qu'aucune indication ne lui 

soit fournie. La décompositi on qui doit être faite du nombre 2, soit 2 = 1 + l, est loin 

d'être évidente. L'étudiant ne doit pas considérer comme immuable les différentes 

composantes de l'expression, mais plutôt être capable de les modifier tout en 

préservant l'égalité. Nous pensons que certains étudiants ne verront pas le binôme de 

Newton « caché », ce qui auraient pour effet de bloquer la rédaction de la 

démonstration. Une fois le binôme construit, le reste de la démonstration découle 

assez facilement. La résolution de la sous-question b) nécessite elle aussi un 

changement de point de vue important. Effectivement, la cardinalité de ensemble 

des parties de E, P (E), doit être ré-exprimée à l'aide d'une somme de combinaisons. 

Le recours aux notions de sommation et de combinaison découle de la prise en 

compte des définitions d'un sous-ensemble, de la cardinalité d'un ensemble et de 

l'ensemble des parties d'un ensemble. L'étudiant doit puiser dans ses connaissances 
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en analyse combinatoire	 pour mathématiser les informations en théorie des 

ensembles qui lui sont présentées dans l'énoncé de la tâche, ce qui n'est pas une 

mince affaire. Les changements de point de vue dont il est question dans cette tâche 

cOITespondent à des changements de points de vue réalisés par la modification des 

objets présentés dans l'énoncé de la tâche. 

r a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? En 

a), les objets a et b composant le binôme de Newton doivent être introduits. À la 

sous-question b), une notation doit être introduite. Effectivement, la cardinalité de 

l'ensemble des parties de E doit être exprimée par une somme de combinaisons où 

chacune des combinaisons représente le nombre de sous-ensembles d'une cardinalité 

déterminée qu'il est possible de créer dans l'ensemble E. 

Tâche 45 : Exercice 8.19.13 (exercice tiré du manuel, p. 364) 

Démontrer que L~=o( -lY c:: = O. 

Réponse attendue à la tâche 45 

Cette solution a été rédigée par l'auteur de cette recherche et est inspirée de l'indice l5 fourni 

dans le cOlTigé du manuel ainsi que de la démonstration présentée à la sous-question a) de la 

tâche précédente. 

Il suffit d'utiliser le binôme de Newton et de prendre (a + b) n avec a = 1 et b = -1. 

o	 = (l-lY (poser a = 1, b = -1 dans le binôme de Newton) 

(formule du binôme de Newton) = l:~=o C~ (l/-r(-l{
 

n r
 (algèbre dans IR)=l:~=oCr(-l) 

15 « Aide: Il suffit d'utiliser la formule du binôme en posant a = 1 et b = -1. » (Bourbonnais, 
2008, p. 366) 
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Analyse de la tâche 45 

La tâche 45 étant pratiquement identique à la tâche 44 a), nous référons le lecteur à l'analyse 

qui a été faite de cette tâche. En effet, les démonstrations requises dans ces deux tâches 

nécessitent la construction d'un binôme de Newton à partir des expressions données dans les 

énoncés. 

Nous tenons cependant à mettre en lumière un élément qui est présent dans cette tâche, mais 

qui ne l'était pas dans la tâche précédente. Lors de la réécriture du 0 en un binôme de 

Newton, l'étudiant doit, en plus d'avoir à introduire les éléments a et b et de devoir 

déterminer leur valeur respective, également introduire l'exposant n. Cet ajout qui doit être 

fait par l'étudiant ne constitue pas, selon nous, une difficulté supplémentaire. En effet, après 

avoir résolu la tâche précédente, l'étudiant connaît la marche à suivre pom résoudre une telle 

tâche et y aura sans doute spontanément recours. Les modifications qu'il doit apporter aux 

raisonnements élaborés à la tâche 44 sont peu nombreuses et élémentaires. Elles reposent en 

fait sur les valeurs qui doivent être attribuées à a et b et sur les manipulations algébriques qui 

en découlent. En plus des ressemblances que ce problème entretient avec la tâche précédente, 

nous sommes d'avis que la présence de la composante (-1Y dans l'expression donnée dans 

l'énoncé renforcera l'intuition de l'étudiant quant à l'utilisation de la formule du binôme de 

Newton pour construire la démonstration 

Tâche 46 : Examen 2, question 4 (tirée de l'examen de l'étape 2 qui a été rédigé par 

l'enseignante) 

Sachant que P(Q) = 1 (axiome 2), \;fAç;;B, P(A) :s::: P(B) (propriété 1) et \;fA, Bç;;Q, si 

An B = f/J alors P(A U B) = P(A) +P(B) (axiome 3) 

a) démontrer \;fA, Bç;;Q, P(A\B) = P(A) - P(A n B).
 

b) démontrer que P(A) :s::: 1.
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Réponse attendue à la tâche 46 

Cette solution est tirée de la section théorique 9.7 du manuel (p.383). Seules certaines 

justifications ont été modifiées pour s'adapter à la numérotation des propriétés et des axiomes 

donnée dans l'énoncé de la tâche. 

a) 

A = (A \B) U (A n B) (théorie des ensembles) 

P(A) = P(A\B) + P(A n B) (selon axiome 3 car (A \B) n (A n B) = (2'» 

d'où P(A\B) = P(A)-P(A n B) 

b) 

A çQ (par hypothèse) 

P(A) ::; P(O) (propriété 1) 

P(A) ::; 1 (axiome 2) 

Analyse attendue à la tâche 46 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Les deux démonstrations 

qui sont demandées font intervenir la théorie des ensembles ainsi que les axiomes et 

propriétés concernant les probabilités. 

S'agit-if de notions déjà vues ou nouvelles? La théorie des ensembles a été traitée à 

l'étape 1 du cours. Les probabilités, quant à elles, ont été abordées à l'étape 2 et 

plusieurs tâches portant sur ce sujet ont été proposées. Il ne s'agit donc plus de 

nouvelles notions, d'autant plus que les démonstrations qui sont demandées ici ont 

été explicitées dans la section théorique 9.7 du manuel. 

Ji. quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Cette tâche se rapporte 

aux probabilités. 
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Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte deux sous-questions indépendantes. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? On connaît la valeur de vérité de l'énoncé, celui-ci est donc fermé. 

L'énoncé de la tâche comporte trois affirmations susceptibles d'intervenir dans l'une 

ou l'autre des démonstrations à construire. Ces affirmations orientent le travail de 

l'étudiant qui pourra s'en inspirer pour construire les démonstrations demandées. De 

surcroît, les démonstrations attendues ont déjà été présentées dans la section 

théorique 9.7 du manuel. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Mis à part le raisonnement déductif, 

aucun autre type de raisonnements n'est à mettre en jeu. Avant de poursuivre notre 

analyse, nous tenons à soulever un doute quant au raisonnement déductif qui sera 

effectivement déployé par l'étudiant. Selon nous, un étudiant ayant lu, étudié, voir 

mémorisé les démonstrations proposées dans le manuel des deux énoncés fera 

davantage appel à sa mémoire qu'à la mise en œuvre d'un raisonnement déductif 

complet. Il pourrait tenter de se souvenir des démonstrations qui lui étaient 

présentées plutôt que d'essayer de les construire par lui-même. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? L'étudiant doit connaître le 

symbolisme inhérent à la théorie des ensembles et aux probabilités. Les passages 

entre la théorie des ensembles et les probabilités (dans les démonstrations a) et b), il 

s'agit du passage de la première ligne à la seconde) peuvent être problématiques pour 

certains étudiants. En effet, la traduction, en a), du symbole d'union utilisé dans la 

théorie des ensembles par le symbole d'addition en probabilité et la traduction, en b), 

du symbole d'inclusion par le symbole « plus petit ou égal» en probabilité causera 

sans doute des difficultés. Pourquoi changer de symboles? 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est àjusttfier, ou des quanttficateurs cachés? Il 

est sous-entendu à la sous-question b) que A ç .o.. 
Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de chacune des démonstrations est simple et linéaire. 
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Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances visé par la tâche est mobilisable. L'énoncé de la tâche fournit un mini 

système axiomatique à l'étudiant qui devra s'y référer et en combiner les différents 

éléments pour construire les démonstrations attendues. Cependant, puisque les 

démonstrations à élaborer ont déjà été présentées dans une section théorique du 

manuel, les mises en fonctionnement des connaissances qui sont suscitées par la 

tâche sont plutôt de niveau technique. Du moins, c'est le cas pour les étudiants qui 

ont pris connaissance des démonstrations de ces énoncés dans le recueil du cours. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? En plus des axiomes et de la 

propriété mentionnés dans l'énoncé de la tâche, un argument de nature algébrique et 

la représentation d'un ensemble par l'union de deux sous-ensembles disjoints sont à 

invoquer. Tel qu'il a été mentionné précédemment, plusieurs des arguments à 

développer sont donnés aux étudiants qui doivent les combiner pour mener la 

démonstration à terme. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représenta/ion à 

introduire (sans indication)? La démonstration requise à la sous-question a) nécessite 

un changement de point de vue. En effet, l'étudiant doit délaisser les probabilités 

pour s'intéresser à la théorie des ensembles. Il doit exprimer l'ensemble A comme 

l'union de deux sous-ensembles disjoints, CA\B) et CA n B). Cette expression doit 

être introduite par l'étudiant et aucune indication ne lui est fournie pour l'aider. 

L'apprenant doit s'inspirer des éléments présents dans la conclusion de la 

démonstration pour construire l'expression de départ mettant en jeu des éléments de 

la théorie des ensembles. Ce changement de point de vue correspond à notre 

première sous-catégorie: changement de point de vue réalisé par l'introduction d'un 

nouvel objet. En ce qui concerne la sous-question b), les probabilités doivent 

également être momentanément mises de côté par l'étudiant pour faire place à la 

théorie des ensembles. L'expression en théorie des ensembles qu'il doit considérer 

est en fait une hypothèse sous-entendue dans l'énoncé de la tâche. 
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y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? Les 

expressions en théorie des ensembles doivent être introduites par l'étudiant. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? Des quantificateurs universels 

exprimés symboliquement doivent être pris en considération dans l'énoncé de la 

tâche. 

5.3 Étape 3 : Preuve par induction et les suites 

5.3.1 Objectifs spécifiques de l'étape 3 

Le premier thème abordé à l'étape 3 est la preuve par induction. Après les séances 

d'enseignement prévues sur ce sujet, il est attendu de l'étudiant qu'il connaisse le principe de 

la preuve par induction en plus d'être en mesure d'en définir les composantes: la base, le pas 

d'induction et l'hypothèse d'induction. L'étude d'un tel sujet nécessite inévitablement la 

construction de démonstrations. D'ailleurs, le plan de cours mentionne explicitement qu'un 

des objectifs est d'être en mesure de « démontrer une forme propositionnelle à l'aide de la 

preuve par induction» (plan de cours, hiver 2008, p. 12). 

Les suites sont le second thème traité à l'étape 3. En plus de présenter aux étudiants les 

concepts fondamentaux liés à l'étude des suites (suite, terme d'une suite, rang, terme général, 

relation de récurrence et condition(s) initiale(s)), le cours cible l'étude de suites particulières: 

les progressions arithmétiques et les progressions géométriques. Ces apprentissages devront 

être mis à contribution lors de la résolution de plusieurs problèmes tels que trouver le terme 

général ou la relation de récurrence d'une suite ou donner les p premiers termes d'une suite 

lorsque son terme général ou la relation de récurrence est connu. L'étape 3 se poursuit par 

l'étude des sommes partielles débouchant ultimement sur une brève présentation de la notion 

de séries. L'activité de démonstration est présente dans cette portion de l'étape, puisqu'il est 

attendu de l'étudiant qu'il démontre, à l'aide du principe d'induction, la formule donnant la 

somme des n premiers termes d'une progression arithmétique et d'une progression 

géométrique. Pour formaliser les apprentissages qui ont été faits sur les sommes partielles et 

les séries, l'étape 3 se conclut par l'introduction officielle du symbole de sommation et de ses 

composantes: indice de la sommation, bornes inférieure et supérieure, domaine et terme 
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général de la sommation. L'étudiant doit apprendre à manipuler adéquatement ce symbole 

pour résoudre des problèmes tels qu' « écrire une somme à l'aide du symbole de 

sommation» ou « modifier le domaine de l'indice de sommation sans changer la valeur de la 

somme» (Plan de cours, hiver 2008, p. 13). Les propriétés des sommations, ainsi que leurs 

démonstrations, sont également présentées. 

L'étape 3 de Mathématiques pour les sciences possède plusieurs objectifs d'apprentissage 

liés à l'activité de démonstration et au formalisme. Pour mener à termes ces objectifs, 

plusieurs tâches sont proposées. 

5.3.2 Tâches proposées à l'étape 3 

Pour atteindre les objectifs ciblés à l'étape 3, 87 tâches sont proposées aux étudiants. Parmi 

celles-ci, Il font intervenir l'activité de démonstration. L'analyse de chacune d'elles est 

présentée ci-dessous. 

Tâche 47: Exercice 4.20.1 (exercice tiré du manuel, p. 125) 

Démontrer par induction les propositions suivantes (on supposera dans tous les problèmes de 

cette section [4.20] que nE.N en tenant compte, le cas échant, des restrictions 

supplémentaires indiquées.) Propositions comportant des égalités avec des sommes. 

a) P(n): 2 + 12 + 22 + + (tOn - 8) = n(5n - 3), n 2 1 

b) P(n): 3 + 9 + 27 + + 3n = 3(3:-1), n 2 1 

c) P(n): 5 + 13 + 21 + + (8n - 3) = 4nz + n, n 2 1 

d) P(n): 13 + 33 + 53 + + (2n - 1)3 = n Z(2nZ - 1), n 2 1 

e) P(n): 1 + 5 + 9 + + (4n - 3) = 2nz - n, n 2 1 

f) P(n): 1 + 3 + 9 + + 3n - 1 = (3n - 1
) ,n 2 1 

z 
1 Z 3 n n+Z 

g) P(n) : - + - + - + ... + - = 2 - - n > 1
Z 4 8 zn zn'

h) P(n): 1· 21 + 2· 2z + 3· 23 + ... + n· 2n = 2 + (n - 1) . 2n +1, n 2 1 
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Réponse attendue à la tâcht 47 

Puisque les démonstrations attendues à la tâche 47 sont très similaires, nous avons décidé 

d'en expliciter une seule, soit la démonstration attendue en b). Cel1e-ci nécessite, selon nous, 

des manipulations algébriques un peu plus complexes que celles requises par ses consœurs. 

La réponse qui est présentée ci-dessous est tirée du solutionnaire du manuel (p. 126-127), 

h) Démonstration (pr'f'(/lle pllr -inr!lI!"lùrn) 

• Démonstm!ùm de la /ia,'c 

OH doit vt~rüier qlH' la I)["opo~il iOll e~1 vriùc' pour lr' pn'lIIit'r t'J{~lTlellt du rèr('reuliPl !ici 11 - 1) 

c k' lllC'lllbre de gauch,' de P(l) est: :3
 
" 1 D('j' 1 :.l,!:l'-Il "
 o 1enI(111)l't'ce<nH,r"ler,1 1 l } (IS' : --~--==,) 

Pui~qu" le~ deux nlemhres SOJJt {'~aux (tolls ks rkux nlkllt :\), i\ior~ P( j) r~~t yrair', 

a (Jin d<' la d,'mo. di 10 b/l.8() 

• DéllwlI"lro/ùm d." liWi 

Ou doit fnaint.('Jlalli.. dèlllolll.rN quP si ln propositiun l'st vraie' pour 1Ill(' cl'rl.aillC' I1tlpur 

(/1 = /;,/.. ?: 1) alors n,la iIJlpJi'j1W <i""'ill' pst ITili,' i\11Ssi POlir la \',II<'llr SlIi\',IIl!t' (11 = 1.. + 1). 

1.1'(1.. ): :\1 q -1 2ï + ,., :\1, 

:~'C:/ . 1- 1)r(l.. 1 L) : :\ + !J + 2ït ' + :\i,'~ 1 
" IColle!.1 

Démonstration (pn;Ull1: dinde d(' l'ilflphm.l.io" ru» => [J(k + 1))
 

EH pmtaul «wC' le JlWIll!>l'(' dl' g'<1\ld[(' dl' U'gaiiU' 'Jill' l'OlJ doit d<'cillir(' (il pilrtir cil' l1J.1'potlH\s('
 

d'inductioll), Oll ol)ticllt liLsllitp d'{'ga!it<'s :
 



266 

G 3+D+27+···+;~/.+1 (1\' 11I1'lItbn' dl' g'IlI('IH' d(' P( k + 1)) 

-: ;~ + D+ 27 + ... + ;~/. + y+ 1 (OH fait <( J'è~~olti1' » r aV<lllt-demit'!' t.(,I'IlW) 

:1.(:11. .... 1) +,\""'-1 
'2 \ (pM 11.1.)
 

:1-(;<' _1)+2·:~10 ~,
 

2 (d«"1I011Ii l1i'lt~'ll r 1'0IUllI1111) 
:1L.· 1. .... :1 .j. 2.:1,·.,.1 

(d i~tl'ibuti\it(,) 
~ 

'1-'1'''; 1 '1 =.-	 • • 2 -, (d i,;tri bu ti \'i tt')
 
:1.1:\'·1 '_Il
 

(d istrihutivit(·):2 

Aillsi. 011 d 1I1olltl't' que ~ hl jlrüj)ositioll (>~t \Tait' JlOIII' 1111(' ('(,rtailw VII)1"111' li' de 1/.. "J01''; (']JI' ('st 

vl'ail' pOUl' ln vaJl~UI' :·mivHlltl' k + 1. 

o (ji.n rit' lu (!l'1/w. tin 1)(I.s) 

•	 DOllC. ]Jlli~ql\(' hl ]Jn)p(l~iti(lJI l,si VJ'llil' p01l1' 1/ = 1 ('t qUI' lorsqu'('Il<> 1'.St. vraie p01l1' Ull(' ("('rtaiIH' 

,,111'111' qlll'!l'Ull<t'H' dl, 1/ sll!>t,ri(,lll'l' ou l'gak i'i 1, aloni ('!lI' l,,;t \Til·il' ]Jollr la vall'Ilr sllivilllk. OH ]ll'Ilt 

l'OIll'!1I1'1' lJlI'l'!k (,si. vrail' pour '/1. EN· 

• 
Analyse de la tâche 47 (plus précisément la sous-question b» 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? L'étudiant doit manipuler 

une somme et utiliser adéquatement certaines propriétés des opérations dans les 

naturels. Une connaissance de la méthode de preuve par induction est requise. 

S'agil-il de notions déjà vues ou nouvelles? La méthode de preuve par induction est 

une nouveauté pour l'étudiant. Il s'agit de la première tâche portant sur ce sujet. Les 

propriétés des opérations sont connues de l'étudiant depuis le niveau secondaire et 

ont déjà été traitées dans d'autres tâches. 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? La tâche se rapporte à la 

théorie élémentaire des nombres. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte huit sous-questions indépendantes, Celles-ci 

requièrent cependant la construction de démonstrations similaires. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? L'étudiant sait que les énoncés à démontrer sont vrais, ils sont donc fermés, 
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Un indice est fourni dans l'énoncé de la tâche. En effet, il est mentionné que 

l'étudiant doit mettre en œuvre un raisonnement par récurrence pour démontrer les 

énoncés proposés. De plus, une démonstration similaire l6 est présentée dans la 

section théorique 4.19 du manuel proposant ainsi une marche à suivre à l'étudiant. 

Celui-ci n'a plus qu'à adapter cette méthode aux expressions de la tâche 47. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement par récurrence est à 

mettre en jeu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Plusieurs éléments de 

formalisme sont à prendre en considération dans cette tâche. Premièrement, la forme 

que revêt une démonstration par récurrence constitue un élément de formalisme 

important qui peut causer des difficultés à certains étudiants. La subdivision de la 

démonstration en deux sous-démonstrations, la démonstration de la base et la 

démonstration du pas d'induction, doit être maîtrisée. L'étudiant doit idéalement 

comprendre le rôle de chacune de ces sous-démonstrations. Bien qu'une telle 

compréhension soit souhaitée et attendue dans le cadre du cours, nous sommes d'avis 

qu'il est possible qu'un étudiant puisse mener à terme une démonstration par 

récurrence en appliquant systématiquement la recette qui lui a été présentée sans 

même en comprendre les composantes. Il est selon nous primordial de ne pas 

négliger ce point puisque Mathématiques pour les sciences accorde une grande 

importance à la forme que doit prendre une démonstration par récurrence. Une 

structure est imposée par le manuel et l'étudiant doit s 'y conformer. L' imposi tion 

d'un tel canevas peut selon nous distancer l'étudiant du sens de la démonstration par 

récurrence en l'obligeant à se concentrer davantage sur des détails d'ordre 

rédactionnel. Deuxièmement, ce type de tâches nécessite une gestion de plusieurs 

symboles littéraux ayant divers rôles. En effet, en plus de la variable n qui est 

présente dans l'expression à démontrer, l'étudiant doit introduire une notation, k, 

pour représenter une valeur fixée de n. L'élément k doit être introduit pour poser 

l'hypothèse d'induction nécessaire à la construction de la démonstration du pas. Il 

16 « Exemple 4.19.1 : Démontrons que la forme propositionnelle Pen) est vraie pour n E ft si 
n(n+1) .

Pen): 1 + 2 + 3 + ... + n = -2-. » (BourbonnaIs, 2008, p. 119) 
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est important que l'étudiant comprenne que le passage de n à k n'est pas un simple 

changement de variables. L'élément k est bel et bien une valeur quelconque qui a été 

fixée. Le caractère générique de l'élément k est le troisième élément de formalisme à 

prendre en considération dans cette tâche. Il correspond d'ailleurs à un élément que 

nous avions retenu dans notre analyse du manuel NYB, soit Recours à des 

représentants génériques. La démonstration du pas d'induction établie que si la 

proposition P est vraie pour une valeur k quelconque, alors elle est vraie pour la 

valeur suivante, k+ 1. Puisque l'élément k peut être n'importe quelle valeur entière 

supérieure ou égale à 1, l'étudiant doit comprendre que la démonstration du pas 

d'induction, P(k) ~ P(k + 1), est valable pour tout k. En combinant la 

démonstration du pas, qui est faite à partir d'un élément k générique, à la 

démonstration de la base, il est possible de déduire que l'énoncé est vrai pour toutes 

les valeurs de n supérieures ou égales à 1. Le caractère générique de k est essentiel 

pour pouvoir généraliser à l'ensemble des nombres naturels les déductions faites à 

partir d'un élément k fixé. 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? La 

forme de la démonstration par récurrence ainsi que le vocabulaire inhérent à ce type 

de démonstrations (la base, le pas, l'hypothèse d'induction) sont des nouveautés. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est àjustifier, ou des quantificateurs cachés? 

Un quantificateur universel est caché dans l'énoncé de la tâche. Effectivement, 

l'étudiant doit comprendre que la proposition P est vraie pour toutes les valeurs 

entières de n supérieures ou égales à 1. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure déductive de la démonstration a la forme d'un arbre à 

deux branches. L'une des branches représente la démonstration de la base tandis que 

l'autre celle du pas d'induction. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 
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connaissances est tedmique. Le raisonnement à employer dans cette démonstration 

est donné. De plus, ulle démonstration similaire a déjà été présentée dévoilant la voie 

à emprunter pour résoudre ce type de problèmes. 

y a-t-il lieu d'introduire des étapes? Deux étapes sont à introduire puisqu'on doit 

démontrer que la proposition P est vraie pour la première valeur du référentiel, soit 

n = l, et on doit démontrer que P(k) ~ P(k + 1). 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Une pluralité restreinte 

d'arguments est à développer: le développement d'une somme, la distributivité de la 

multiplication sur l'addition, l'associativité de l'addition, des arguments de nature 

algébrique ainsi que l'hypothèse d'induction (P(k): 3 + 9 + 27 + 000 + 3k = 

3.(3k -l)) 
2 . 

Y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue est nécessité par la 

méthode de preuve utilisée. Plutôt que de démontrer directement l'expression 

donnée, l'étudiant doit démontrer la validité de cet énoncé pour une valeur précise, 

n = l, et démontrer que si la proposition est vraie pour une valeur entière k supérieure 

ou égale à l, alors elle est vraie pour la valeur suivante: P(k) ~ P(k + 1). La 

validité de l'énoncé est par la suite déduite de la combinaison de ces deux 

démonstrations. 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? Les 

éléments k et k+ 1doivent être introduits. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? L'étudiant doit comprendre que la 

démonstration du pas de récurrence est valable pour tout k. 

Tâche 48 : Exercice 4.20.2 (exercice tiré du manuel, p. 125) 

Démontrer par induction les propositions suivantes (on supposera dans tous les problèmes de 

cette section [4020] que n EN en tenant compte, le cas échant, des restrictions 

supplémentaires indiquées.) 
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Propositions comportant des égalités avec des produits 

a)	 =P(n): (1 +D(1+D(1+D (1+ ~) 
1b)	 P(n): (1 -D(1 - D(1 - D (1 -~) = -n>2ni 

Réponse attendue à la tâche 48 

Les démonstrations attendues aux sous-questions a) et b) requérant la mise en œuvre de 

raisonnements similaires, nous avons choisi de présenter une seule solution, soit la a). 

Cette solution est issue du corrigé du manuel (p. 132). 

a} Démonstration (1)1'(,:'II:/!(, par' ùulu('/.ùlTl) 

• D<'moTlAmtion d(~ la base 

Ou doit vérifier qlle la propositil.lll est vrai" pour Il: prl!lllier èlélllcnt dn r6t6rcntiel (id 11 = 2)
 

') Je Illl'lJlbrc de gauchI' de 1'(2) t'sI : 1 -;- ~ = ~
 

Co Il-' luelllhre de droite lk P(2) e"l : 21'1 .", ~
 

PuiS([\I(' lp>i deux membres sOlli (,o'aux (tous les <!NIX Vllleut 1), alors 1'(2) l'st vrai".
 

o (Ji1l ,/(- /(1 dAm'l. dl' lu bü,," J 

• Dénl/ms/mtioll dt/, J!a~ 

Ou doit: lllitilltellfuit d('llloutrer ([Ill' "i la proposil ion esl Vl'H.Îl' pour HIli) cerlcel.iul' vll]l'nr
 

(II - 1... k > :2) alors l'du illlpliljllC' qu'pll(' l'st vraie eUH'si pour la valent SUi\'iUll.· (li, = ~: + 1),
 

P(lr): (I+})(! A)(1 4) .. ·(1 ",}) 

P(k +1) : (1 +~)( J 1 A)( 1 + *).,.(J ri 1)	 1COlle!. 1 

Démonstration (pH~1tY1(' dinr·tl dt l'i7ll1'/lflltulil P(/.. ) .;;:;. PU. -+ 1))
 

En jJI1rtl1111 ,LVIX: Jp 11l(~lllbr(' de galldw de régalil."· qm' l'UII doit. dôduil'P Ut partir dl' rhypol.hi;:,l'
 

dïuductiou), 011 obtiellt lil suite d'('~aJil('s:
 

G -=	 (1+1)(1+1) .. ·(1+ k~l) (If:' IUl'lIIbre <ip ga.uchp de P(/;: -!- 1)) 

(1-1 ~) (li ~) ... l J + t)( j-c. ! ~ l ) lOH titit « ressortir» l'uv,ult-d('micl' tenlle) 

k-1 ('1 1) (par IL!.)= --:r- + m 
W . b:.±1 (dèllOmUlittenr ('OlllI1lUlJ)2 k+l 

41 (silllplifimtioll ) 
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Aitl~i, on Il montre' <111(' d la prupositillll est vnlü' ponr UllP œrtaÎlll' valeur k de II.. l'lOI::' <'llv l'st 

vraie pour la valeur S1ÜVàJltl' k + .1 • 

(fi It de la d{?/I.o. dll [10 s) 

•	 DOlle. puisqm~ hl propo,sitiOJl est vraie pour JI :2 et que lorsqu 'dle l'si \Taie pour une certaill<' 

v<lleur qudcoll<]\w de 11 sup())'Î<'urt.' ou t'gale il 2. "lors cUl' est. vraie ponr la nlJeur suivant<'. 011 pellt 

....lldlll'e qu'elle est vmil' pour 11 ,- >~ av!'C' li :;' 2 

• 
Analyse de la tâche 48 

La tâche 48 présente plusieurs similarités avec la tâche 47, En plus de mettre en jeu un 

raisonnement par récurrence, ces deux. tâches reposent sur le même argument-clé, soit le 

développement de la somme pour la tâche 47 et le développement du produit pour sa consœur 

48, Une fois ce développement réalisé, l'étudiant n'a plus qu'à faire intervenir l'hypothèse 

d'induction et quelques propriétés des opérations et manipulations algébriques pour déduire 

la validité de la proposition P (k+ 1) à partir de celle de P(k). Bien que les propriétés et les 

manipulations à utiliser diffèrent d'une tâche à l'autre, nous croyons que ce point n'est 

nullement suffisant pour distinguer complètement ces deux. tâches. Nous référons donc le 

lecteur à l'analyse qui a été réalisée de la tâche 47. Les difficultés liées à l'activité de 

démonstration et le formalisme impliqué dans ce type de tâches y sont rigoureusement traités. 

Tâche 49: Exercice 4.20.3 (exercice tiré du manuel, p. 125) 

Démontrer par induction les propositions suivantes (on supposera dans tous les problèmes de 

cette section [4.20] que nE N en tenant compte, le cas échant, des restrictions 

supplémentaires indiquées.) 

Propositions comportant des inégalités. 

a) P(n): Zn ~ (n + 1)2, n ~ 6 

b) P(n):(l+x)n ~ l+xn avecx EJR(+.n~ 1 

c) P(n): 3n ~ 1 + Z . 71, n ~ 1 

d) P(n): Zn ~ Z . n, n 2 1 



272 

Réponse attendue à la tâche 49 

Tout conune pour les deux tâches précédentes, nous avons décidé de ne pas présenter les 

quatre démonstrations attendues. La démonstration de la sous-question b) a été retenue, car 

elle comporte une seconde variable, x, ce qui complexifie la tâche. 

Cette solution est tirée du corrigé du manuel (pp. 135-136). 

b) Démonstration (pleU'Iil! pll.l i1llhu·/.iorl.) 

•	 [)I;moflstm.thm dl! la 11O.~1 

Ou doit véritler que la propositioll pst \"l"aie l'om il- pn'Illi!'r l'IÔllIcnt du d,t{'rnutid (ici Il ' 1) 

u Il' lllcmbrp de gaud}(' de P{l) l'S : (1 +, J') 1 =: 1 + J: 

o ]1' llll'uilm' dl' droit!' dl, P(l) ('st: 11'1 - 1 .1'
 

Puisque (lI .1') 1 2: l .1'1, P( 1) est Haie.
 

1:1 ahl. de la dl:lno. d, III. hosi j 

•	 DÔl/oll"lratio!l. du. p0,8 

011 doit lllailltcllCUlt dèlllt1lltJ('r qm' si la proposit.ioll (' t vraie pour Ilne n,rlllille ndenr 

(n =: k.k 1) alors cela ilJlpliqul' qu'eUI' esl \Taic HU';''ii pour la vakur ,;uinult<· (JI. = k --1). 

l'Ik) : (1 +;r)k ? 1·) .l'A 11-1.1. J 

T HIP(!.- + 1): (1 + ,{-)i-+J 2: 1 IConeLI 

Démonstration (p1'l'twe dàn:tr dr lïmplicafion P(k) =.;- P(A- + 1))
 

Ell partant. avec 1<' membre de gauche de l'ju('gaJité qUI' l'OIl doit déduire (è\ pmtir de rh~·p()thi·se'
 

d 'illdlldioll). ou obtient:
 

(l .d' l =. (1 + ;r) . (1 + J.y (propriété des l'XpOsallt.s) 

2:. (1 + .r.) . (1' .1".) (par H.l. et puisque 1 -r:r > 0) 

= 1 ..... )' + J.I; 1 :r k + 1 (di:>tributivitè daus 1:) 

?:: 1+:rk;1 (CH!'.I' 2:. 0 et ,ri. ~, 0) 

lOn a dOlll' IlloutTè q1l<:' 8 (l + xl" ~> 1 .c ,. alors (1 .1')1;+1 ~> 1+ .rhi ] 

LJ	 (fin de 10 df7llo. r/II. PII..,) 

•	 1)0lH'. pnisqup la proposit.iolJ t~st vruk ponr 11. = 1 l'i' q1ll' lorslju'clk est vraie pUlll' UlH' c('ri'ililll' 

ndeur quekolHJlJ(' dl' 11. ~llpl'ri('Jln' uu ("gale il J. nlol'~ elle' ('si \Tilil' pour la vil.km sllivllllt.!'. ou PI'Ut. 

('I)]Jclun~ qu'elk <'st vraie' pOUl' le,; l'llli(·r'" Il 1. 

• 
Analyse de la tâche 49 

Les démonstrations qui sont attendues à la tâche 49 nécessitent une preuve par récurrence. 

Celle-ci a précédenunent fait l'objet d'une analyse détaillée (voir tâche 47). Plutôt que de 
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représenter ici la totalité de notre grille, dont les réponses à plusieurs questions correspondent 

mot pour mot à des points soulevés antérieurement, nous allons uniquement présenter les 

difficultés et éléments de formalisme propres à cette tâche. Les difficultés inhérentes à la 

méthode de preuve utilisée peuvent être consultées à la tâche 47. 

Tout d'abord, mentionnons que chacune des sous-questions de la tâche 49 est fermée, car 

l'étudiant en connaît la valeur de vérité. Tout comme c'était le cas pour les deux tâches 

précédentes, l'énoncé mentionne la méthode de preuve qui doit être utilisée. De plus, une 

démonstration similaire '? à celles requises pour cette tâche est présentée dans la section 

théorique 4.19 du manuel. Les arguments-clés de ce type de démonstrations étant dévoilés, 

l'étudiant n'a plus qu'à s'en inspirer pour construire les démonstrations souhaitées, ce qui 

nécessite des mises en fonctionnement des connaissances de niveau technique. 

Les quatre démonstrations attendues ont plusieurs points en commun. Premièrement, la 

démonstration du pas de chacune des expressions repose sur le même élément déclencheur : 

la propriété des exposants stipulant que si a est un nombre réel et m et n des nombres 

naturels, alors a m X an = a m+n. L'utilisation de cette propriété permet de faire intervenir par 

la suite l'hypothèse d'induction. Une fois l'hypothèse d'induction introduite, la 

démonstration se résume en l'application de certaines propriétés des opérations et certaines 

manipulations algébriques. 

Deuxièmement, les inégalités jouent un rôle important dans cette tâche. Le travail qui est 

demandé sur les inégalités constitue un élément de formalisme non négligeable. L'étudiant 

doit connaître les propriétés des inégalités et être capable de les manipuler correctement. 

Certains pas déductifs nécessitent de supprimer certains termes d'une expression algébrique 

dans l'optique d'obtenir.la conclusion escomptée. L'étudiant doit déterminer quels termes 

enlever et gérer les impacts de ces retraits sur les expressions en jeu. Les passages d'une 

égalité à une inégalité, et vice-versa, doivent également être pris en considération. L'étudiant 

17 « Exemple 4.19.2 : Démontrons que la forme propositionnelle Pen) est vraie pour les entiers 

n;::: 7 si P(n): Gr > n. » (Bourbonnais, 2008, p. 120) 
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doit en comprendre les fondements et être capable de les justifier. Ce travail sur les inégalités 

va dans le même sens que celui que nous avions relevé en NYB (voir § 4.1.4.4). 

En plus des éléments précisés ci-dessus, la présence de la variable x dans la démonstration b) 

constitue selon nous une difficulté supplémentaire. Alors que l'étudiant doit déjà gérer les 

symboles n et k, un troisième, x, est ajouté. La variable x ne doit pas être confondue avec la 

variable n, variable sur laquelle s'effectue la relation de récurrence. L'étudiant doit 

départager ces deux éléments et comprendre le rôle de chacun dans la tâche. 

Tâche 50: Exercice 4.20.4 (exercice tiré du manuel, p. 125) 

Démontrer par induction les propositions suivantes (on supposera dans tous les problèmes de 

cette section [4.20] que n E N en tenant compte, le cas échant, des restrictions 

supplémentaires indiquées.) 

Propositions de divisibilité 

a) P (n) : S2n - 1 est divisible par 24, n ~ O. 

b) P (n) : 9n 
- 1 est divisible par 8, n ~ O. 

c) P (n) : 32n 
- 1 est divisible par 4, n ~ O. 

d) P (n) : 82n
-
1 + 1 est divisible par 9, n ~ 1. 

Réponse attendue à la tâche 50 

Les quatre sous-questions donnant lieu à des démonstrations similaires, nous avons décidé 

d'en expliciter une seule, la sous-question d). Celle-ci a été retenue, car les manipulations 

algébriques qu'elle requiert sont légèrement plus complexes. 

La solution présentée est issue du corrigé du manuel (p. 139). 
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dl Délllonstratioll (fJI'CUI'C lm/' illliul'/joil) 

•	 D"lIIoli..,trn/ion dr lu bu.sl· 

Ou <il)iI" ù"rifin qlle la PWPOSilioll 1';:1 \Tai" pOIll' 1" pl'euli,'l' é!hlll'III. dll r(,l{"wllti"1 (id If - 1) 

Si 1/ ~,. 1.. <Lillr" ou et I{:!'I-l + j "CO 'J. 

l'llisq\l(' n 0'''1 divisibk p,,]' ~J (IJoUI1I"/oU'). al<)["" hl) 1.',,1 \THit'. 

(Jin dl' II/. ti(1II0. dl' III ho.'l'j 

•	 T1'·II/-Ollst'l'l1.f.i.OlI rltt lJ118 

Ou doit Illiliuh.'llilll1. d('lllolltrer qllt· :-;i ln. prupII"if jOlI ('sl l'mi,' polir \Ill(' ("'J'irliJI(' l'it!C'111' 

(II:: k.I,.;:: 1) alors ('l'la illlpliqlll' qll·.~l1o' ('''1 IT'li,' missi pour la VHk~lIl' SllivilUll' (II. k 1). 

Pk) X:!/. 1 <- 1 ~l/. N IH.!.I 

P(k 1- 1) l':!I.I 1 + l q 8, .~ ~ l"i ICouc!.1 

Démonstration (p1't~U,1J" dJmr;tl dl' l'ill/plllll.lio{/ P(k) =;. T'(k 1)) 

Eu pHl'1:a.Ut aI'('C lt~ Ill,'mhre dl' gltlldlf-' dl' \'('gali('(' <[Ul' 1"011 doit d,:-<lllin' (1'1 pal'tir dl' I1lvporlll:':-w 

dï.ll<iUl'liou), 00 ohticllt Ja:;;uik (i'('l!,nlit(·,,: 

(nt 1)· i'f' (pH\' Ir. r. i
 
li.l·!lt - (l·1 (illg.\"l'l' dilll" ::. <itlut ln distl'ihlllivilo")
 

(j..) . !ll- li:l (sÎlllplificill i"ll)
 

!l (1;,11 - 7) ()dgdm· ,hllIS t.. dOlli li, Ilisll'iilllt'ivil<")
 

!L~. ii-oll-ïEI1 (o)
 

<) 011 "ail qll(, ., = (j·11 - 7 J,j l'al' (il c 1'1 d t f! (1'111' !Jypo). Aiusi (>lI ri (ft'I'IIH'llln' dall:' 

l' ,', ». 1)(' plllH, l:()1J1l111' ï Et, ail l';'; (i.1 t ï (jcl t ~ ( ï) t.. e; (r"lïlll·tUI'l· dall" ~ 1•. '- -'). 

D,' pllls. l'UIIlIU" t ;:: 1 pal' ItYl'nt Ill""" l l'al' x~" 1 1 Dl. 1I1ul's (jq t. .- ï - r:r. 

011 l\ <intI(' IIIUUt)'" qlll' lli l'('xl')'l'~ri('1\ ",'.:/1 1 i 1 ('st IIll lUlllripl(' (II' !J p01l1' IlUI' l'l'l'lilÏlll' \,nll'III' Ir 

dl' Il, ~ ('dt,· ('X[))'CSSillll l'Hl nu~sj 111I lIJullcipi<' dt, ~) PUIIl' la va kil l' slIivall\.l' 1.. i 1. 

o (Jiu d,. 11/ 1/{'/iIII. il" jiu,) 

•	 ]Jow'. plIbqUl' lil l'I'OpO:->itill11 (~sl vl'nio' pom /1 d \I"!' lor:->qu'l'l1l' ('si \'l'ail' pour (IllI' ('l'l'faim' 

I,tll'Ill' ljlll'ko[l(llIl,.k 11 sU)I"ri"i1l'l' oll {'fJ:nj(1 {II. alors ('Ik ,',,1 ,T,dl' pOllr hl "'11"111' :->11 i\';.I11 1l', nll Ill'ilt 

cUI\['I Il l'l' 'I"'dll' l'SI vraie pDttl' Il'" l'llli.. ,I'S 1/ _ l 

• 
Analyse de la tâche 50 

Pour les mêmes raisons que celles explicitées à la tâche précédente, nous ne présenterons pas 

la totalité de notre grille d'analyse, mais allons plutôt nous concentrer sur les éléments 

propres à la présente tâche qu'elle nous a permis de mettre en lumière. 

Tout comme c'était le cas pour les tâches présentées jusqu'à maintenant dans l'étape 3, les 

mises en fonctionnement des connaissances qui sont nécessitées ici sont de niveau technique. 
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En effet, en plus de la méthode de preuve à utiliser qui est explicitement révélée dans 

l'énoncé de la tâche, une démonstration similaire l8 est donnée dans la section théorique 4.19. 

Les démonstrations souhaitées reposent sur l'introduction de plusieurs changements de point 

de vue. En plus du changement de point de vue nécessité par la méthode de preuve utilisée, 

« 82n 1l'étudiant doit représenter algébriquement l'expression - + 1 est divisible par 9 ». 

L'introduction de cette représentation est nécessaire puisqu'il s'agit en fait de pouvoir 

représenter mathématiquement l'hypothèse d'induction qui entre en jeu dans la 

démonstration du pas. Le recours à cette représentation n'est néanmoins pas nouveau pour 

l'étudiant puisque plusieurs tâches de l'étape 1 y avaient aussi recours (voir tâches 13,24 et 

30). Un troisième et dernier changement de point de vue est requis. Alors que toutes les 

tâches traitées jusqu'à présent dans l'étape 3 faisaient intervenir directement l'hypothèse 

d'induction dans la démonstration du pas, la présente tâche demande à l'étudiant d'exprimer 

différemment l'hypothèse d'induction avant de pouvoir l'utiliser. En effet, ce n'est pas la 

82k 1forme 82k
-
1 + 1 = 91 qui intervient dans la démonstration du pas, mais plutôt - = 91 - 1. 

Bien que seulement la réalisation d'une opération élémentaire distingue ces deux expressions, 

nous croyons que l'étudiant poulTa chercher à appliquer directement la première plutôt que 

d'avoir recours à la seconde forme qui est équivalente. 

Finalement, un élément de formalisme a retenu notre attention dans le corrigé de la tâche 

fourni dans le manuel. Cet élément de la sous-question d) concerne les passages qui sont 

requis entre les différents ensembles numéIiques. En effet, il est attendu que l'étudiant 

navigue entre les nombres naturels et les nombres entiers, ce qui peut être une source de 

difficultés. Nous croyons que plusieurs ne percevront pas les nuances à l'origine de 

« l'apparition» des entiers dans la tâche. Bien que cette portion de la démonstration soit tout 

à fait valable, nous sommes d'avis qu'un étudiant aurait pu avoir recours à un argument 

moins détaillé pour justifier que s est un naturel. Selon nous, la manipulation attendue des 

propriétés des opérations sur les différ nts ensembles numériques, bien que rigoureuse, 

18 « Exemple 4.19.3 : Démontrons que la forme propositionnelle P (n) est vraie pour nE N si 
Pen): 34n 

- 1 est divisible par 80. » (Bourbonnais, 2008, p. 122) 
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constitue une formalisation «extrême» d'un argument qUi aurait pu être rédigé 

informellement. 

Tâche 51 : Quiz 5 (document distribué par l'enseignante) 

Démontrer par induction que Vn EPt, Pen) : 10211 
- 1 est divisible par 99. 

Réponse attendue et analyse de la tâche 51 

Puisque la tâche 5 J est identique, modulo les expressions impliquées, à la tâche 50, nous 

référons le lecteur à la tâche précédente. 

Tâche 52: Exercice 5.20.4 (exercice tiré du manuel, p. 197) 

Démontrer la proposition 2'9 de la section précédente à l'aide du principe d'induction. 

Réponse attendue à la tâche 52 

Cette solution a été rédigée par l'auteur de la présente recherche. Elle est inspirée de la 

solution qui a été rédigée par l'enseignante pour la tâche 53 qui est similaire. 

1. Démonstration de la base (pour n = 1)
 

Le membre de gauche est égal à al par définition de SI'
 

n·(2·al +(n-l)'d) 1·(2·al +(l-l)-d)
Le membre de droite est égal à : 2 = 2 = al' 

Puisque le membre de gauche est égal au membre de droite, la proposition est vraie pour 

n = 1. 

o 

19 « Proposition 2 : La sonune des n premiers termes d'une progression arithmétique de premier 
n·(2·al +(n-l)'d)

terme al et de raison d est donnée par sn = 2 ,n ~ 1. )} (Bourbonnais, 2008, p. 195) 
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2. Démonstration du pas 

P(k) = Sk = k·(2·al +(k-l)·d) (Hypothèse d'induction) pour k ~ 1 
2 

(k+I)·(2·al +k·d)
P(k+ 1) = Sk+1 = (Conclusion)

2 

(par définition de la somme partielle) 

k·(2·al +(k-l)·d) (hypothèse d'induction) 
= 2 + ak+l 

= k'(2'al +(k-l)·d) + (al + k . d) (application du terme général d'une 
2 

progression arithmétique à aH') 

_ k·(2·al +(k-I)·d)+2·al +2·k·d (mise au même dénominateur)
 
2
 

= k·(2·al +k·d-d)+2·al +2·k·d (par distributivité)
 
2
 

= 2·al·k+k 2·d -k·d+2·al +2·k·d (par distributivité)
 
2
 

= 2·al·k+2·al +k 2·d+k·d (par simplification et commutativité) 
2 

= 2·adk+I)+k·d(k+l) (par mise en évidence) 
2 

= (k+I)·(2·al·+k·d) (par mise en évidence)
 
2
 

o 

3. Conclusion 

Puisque la proposition est vraie pour n égal à 1 et lorsqu'elle est vraie pour une valeur 

quelconque de n supérieure ou égale à un, alors elle est aussi vraie pour la valeur suivante, on 

peut conclure que la proposition est vraie 'In E N°. 

• 
Analyse de la tâche 52 

La tâche 52 requiert, comme ses consœurs de l'étape 3, la réalisation d'Une démonstration par 

récurrence. La structure de cette forme de démonstration, les difficultés et les éléments de 
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formalisme qui lui sont liés ayant été traités antérieurement (voir tâche 47), nous allons 

présenter uniquement les éléments caractéristiques de la présente tâche. 

La construction de la démonstration est dirigée par plusieurs indices. L'énoncé de la tâche 

indique clairement la méthode de preuve à utiliser. De plus, la démonstration de la 

proposition 120, qui est faite dans les pages précédant l'énoncé de la proposition 2, présente 

plusieurs similarités avec la démonstration qui doit être construite. 

Contrairement aux autres tâches proposées jusqu'à présent à l'étape 3, la tâche 52 se rapporte 

au domaine de l'analyse, plus précisément à la notion de suites qui a nouvellement été 

présentée aux étudiants. Ce choix de contexte a plusieurs impacts sur la démonstration. 

Pour mener à bien la tâche, certains éléments relatifs aux suites doivent être ré-exprimés 

différemment, ce qui constitue un changement de point de vue. Plus précisément, deux 

changements de point de vue réalisé par la modification des objets présents dans la tâche 

sont à introduire dans la démonstration. Premièrement, la k+ 1e somme partielle, SHI, doit être 

transformée en l'addition de la J! somme partielle avec le k+ 1e terme de la suite, Sk + aH). Ce 

changement de point de vue rend possible l'introduction de l'hypothèse d'induction dans la 

démonstration. Le deuxième changement se fait à la troisième ligne de la démonstration du 

pas. À ce stade, le terme ak+l est ré-exprimé comme la somme du premier terme de la suite, 

a" et de k fois la valeur de la raison d: al + k . d. Cette réécriture s'appuie sur la définition 

du terme général d'une progression arithmétique. 

Ces changements de point de vue reposent sur une compréhension du vocabulaire et du 

symbolisme liés à la notion de suite. Les représentations algébriques des termes propres à la 

notion de suite nécessitent l'utilisation d'un symbolisme précis qui doit être utilisé 

adéquatement. D'ailleurs, plusieurs symboles littéraux se côtoient, nécessitant une gestion 

rigoureuse. 

Une fois ces changements de point de vue introduits, la démonstration du pas se résume en 

l'application de propriétés des opérations et la réalisation de manipulations algébriques. À 

20 « Proposition 1 : La somme des n premiers termes d'une progression arithmétique de premier 

terme al et de ne terme an est donnée par Pen) : Sn = n.(a
1

+a
n

) ,n ~ 1. » (Bourbonnais, 2008, p. 193)
2 
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partir de la troisième ligne, le raisOimement déductif mis en œuvre est pris en charge par le 

calcul. La signification des symboles impliqués peut donc être mise de côté par l'étudiant qui 

peut manipuler les symboles sans désormais se soucier de ce qu'ils représentent. 

Tâche 53 : Exercice 5.24.5 (exercice tiré du manuel, p. 209) 

Démontrer par induction la proposition21 permettant de calculer la somme des n premiers 

termes d'une progression géométrique. 

Réponse attendue à la tâche 53 

La démonstration qui est attendue pour cette tâche nécessite la prise en considération de deux 

cas, soit r i- 1 et r = 1. La démonstration du premier cas a été rédigée par l'enseignante du 

cours, tandis que la démonstration du second cas a été élaborée par l'auteur de cette 

recherche. Pour fournir une solution qui était la plus près possible des attentes de 

l'enseignante, nous nous sommes inspirées de sa solution pour le cas ri- 1. 

21 La somme des n premiers termes d'une progression géométrique de premier terme al et de 
raison r est donnée par 

al '(1-r n ) . 
- Si r *- 1

Sn - 1- r( 
n· al si r = 1 

(Bourbonnais, 2008, p. 202) 
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Cas r:f. 1 

1- Démonstration de la base rvérifions pour la prernière voleur du référentieL n= 1)
 
Membre de gauche est égale ô al par définition de SI.
 

l 

Membre de droite est égale à: o,(I-rO) = o,{I-r ) = a,
 
' (1- l') (l-r)
 

Puisque ie membre de gauche est égale au merntlre de droite. P( 1) est vraie. 

2- Démonstration du pas (ô démontrer l'implication P(k)::::) P(k+ 1) par preuve directe) 

P(k) = s = ClI(I-r') [Hypothèse d'induction] pour k:: 1 
, (1- r)
 

,<+1)
(1P(k+l)=s ... =OI -, [Conclusion] 
b (1-1') 

[Définition de la nième somme parlielle d'une PG] 

0 1(1-1")
5;:+1= --- +0.'+' [Hypothèse d'induc!ion]
 

Il-l')
 

ol(l-r') r 
Sk+l= ---+or [Application du terme général d'une PG pour ahl)

(1-1') , 

0,(1- rIC) + o/(1-r}
SH 1 = --'-'.'--':--'.---'-----'- [Mise au même dénominateur] 

(1-1') 

[Distributivité] 

[Sirnplification algébrique] 

[Mise en évidence simple] o 

3- Conclusion
 
Puisque la proposition est vraie pour n égale à 1 et lorsqu'elle est vraie pour une valeur
 
quelconque de n supérieure ou égale à un alors elle est aussi vraie pour la valeur suivante,
 
on peut conclure que la proposition est vraie \;in E 1\1' . 

• 
Cas r= 1 

1. Démonstration de la base (pour n = 1) 

Le membre de gauche est égal à al par définition de SI 

Le membre de droite est égal à : 1· al = al 

Puisque le membre de gauche est égal au membre de droite, la proposition est vraie 

pour n = 1. 

o 
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2.	 Démonstration du pas
 

P(k) = Sk = k· al (Hypothèse d'induction) pour k 2: 1
 

P(k+l) =Sk+1 = (k+l)' al (Conclusion) 

(par définition de la somme partielle) 

= k· al + ak+l (hypothèse d'induction) 

= k· al + al (application du terme général d'une 

progressIOn géométrique de raison 1 pour 

ak+l) 

(mise en évidence) 

o 
3.	 Conclusion 

Puisque la proposition est vraie pour n égal à 1 et lorsqu'elle est vraie pour une 

valeur quelconque de n supérieure ou égale à un, alors elle est aussi vraie pour la 

valeur suivante, on peut conclure que la proposition est vraie Vn E N*. 

• 

Nous avons démontré l'énoncé pour les cas r f::- 1 et r = l, nous pouvons donc affirmer que, 

pour n supérieur ou égal à l, 

Analyse de la tâche 53 

La tâche 53 a plusieurs points en commun avec la tâche précédente. Dans un premier temps, 

les deux tâches mettent en œuvre des raisonnements par récurrence. Deuxièmement, les 

contextes de réalisation des démonstrations sont similaires. Les deux tâches visent à 

démontrer une expression permettant de déterminer la ne somme partielle d'une suite 

particulière. Bien que cette suite soit une progression arithmétique pour la tâche 52, et une 

progression géométrique pour la présente tâche, cette différence est, selon nous, minime. En 

effet, les arguments mis en œuvre dans les deux tâches sont pratiquement identiques, modulo 
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la définition du terme général qui doit intervenir et les manipulations algébriques requises. 

Devant ce constat, nous avons décidé de ne pas représenter l'analyse de ce type de tâches. 

Nous référons plutôt le lecteur aux éléments relevés par l'analyse de la tâche 52. 

Un élément propre à la présente tâche doit cependant être traité. En plus d'un raisonnement 

par récurrence, cette tâche requiert la mise en jeu d'un raisonnement par disjonction de cas. 

Effectivement, les cas r i= let r = l doivent être étudiés séparément, donnant lieu à deux 

démonstrations par récurrence. Cette disjonction de cas est toutefois facilement perceptible 

puisque les deux cas à étudier sont donnés dans l'énoncé. L'étudiant aura donc, selon nous, 

spontanément recours à un raisonnement par disjonction de cas. Malgré le fait que la mise en 

œuvre de ce type de raisonnements soit suggérée implicitement dans la tâche, elle n'en 

requiert pas moins un changement de point de vue de la part de l'étudiant qui doit considérer 

chaque cas individuellement avant de conclure à la validité de l'énoncé. Bien que la 

démonstration du cas r = 1 fasse intervenir des expressions moins complexes et nécessite 

moins de pas déductifs, les deux démarches s'appuient sur les mêmes éléments-clés, soit la 

définition de la k+l e somme partielle et l'application du terme général d'une progression 

géométrique au terme ak+l' 

Tâche 54 : Exercice préparatoire 1 (document rédigé par l'enseignante) 

Démontrer par induction que la sonune des n premiers termes d'une progression géométrique 

aJ"Cl-r")
dont le premier terme est al et la raison est r est donnée par s" = pour r "* 1 et

l-r 

Réponse attendue et analyse de la tâche 54 

La démonstration attendue correspond à la démonstration du cas r "* 1 présentée à la tâche 

53. Nous y référons donc le lecteur. 
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Tâche 55: Exercice préparatoire 2 (document rédigé par l'enseignante) 

, • z z Z Z 2 n(n+1)(Zn+1)
Demontrer que 'lin EN, Pen) = 1 + 2 + 3 + 4 + ... + n = 6 . 

Réponse attendue et analyse de la tâche 55 

Puisque la démonstration qui est requise ici est similaire à celles demandées à la tâche 47, 

nous invitions le lecteur à s'y référer. 

Tâche 56: Examen 3, question 1 (tirée de l'examen de l'étape 3 qui a été rédigé par
 

l'enseignante)
 

Démontrer que l:r=l (Xi - cyJ = l:r=l Xi - Cl:r=l Yi, c étant une constante.
 

Réponse attendue à la tâche 56 

Cette solution a été rédigée par l'auteur de cette étude. Elle est inspirée de la démonstration 

fournie par le manuel NYB analysé précédermnent (Charron et Parent, 2004, p. 113). 

n = (Xl - CYl) + (xz - cyz) + (X3 - cY3) + (en explicitant la sormne) 
L(Xi - CYi) ... + (xn - cYn)
i=l 

= (Xl + Xz + x3 + ... + xn) + (-CYl  (par commutativité et 

CYz - CY3 ... - CYn) associativité) 

= (Xl + Xz + X3 + ... + Xn) - C(Y1 + Yz + (mise en évidence) 

Y3 ... + Yn) 
n n (par définition du symbole 

=LXi -c LYi de sormnation) 
1=1 i=l 



285 

Analyse de la tâche 56 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Les connaissances à mettre 

en fonctionnement sont la définition du symbole de sommation ainsi que certaines 

propriétés des opérations et manipulations algébriques. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Le symbole de sommation a été 

introduit dans le paysage mathématique de l'étudiant à l'étape 3 du cours. Plusieurs 

exercices ont cependant été proposés sur ce sujet, ce qui nous pousse à dire qu'il ne 

s'agit plus d'une nouvelle notion. Il n'est également pas exclu que l'étudiant y ait eu 

accès auparavant, par exemple dans ses cours de statistiques au secondaire. 

À quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Cette notion se rapporte au 

domaine des mathématiques discrètes ou des statistiques. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ifs 

fournis? La validité de l'expression à démontrer n'est pas mise en doute, il s'agit 

donc d'un énoncé fermé. L'énoncé de la tâche ne foumit aucun indice. Toutefois, le 

manuel du cours précise que les propriétés des sommations seront démontrées en 

classe. Si cet élément a bel et bien été couvert dans une séance de coms, l'étudiant 

amait déjà été mis en contact avec ce type de démonstrations. Dans ce cas, cette 

tâche reviendrait à combiner deux démonstrations qui lui ont été présentées, soit 

celles des deux premières propriétés22
. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement déductif pris en charge 

par le calcul est à mettre en j eu. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? L'utilisation du symbole de 

sommation est un élément de formalisme non négligeable dans cette tâche. 

22 « Propriétés des I, : Soit ai, bi E IR.
 

1) I,-somme: I?=1(ai + hi) = I?=1 ai + Il'=1 hi'
 
2) I,-multiple: I?=1 k . ai = k . L~=1 ai (avec k E IR) » (Bourbonnais, 2008, p. 225)
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L'interprétation de ce symbole est le point de départ de la démonstration. L'étudiant 

doit être en mesure de développer une sorrune qui est présentée à l'aide du symbole 

de sommation, ce qui requiert une compréhension de l'indice, du terme général ainsi 

que des bornes inférieure et supérieure de cette sorrunation. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier, ou des quantificateurs cachés? 

Selon nous, certaines précisions ont été omises dans l'énoncé de la tâche. En effet, 

les éléments Xi et Yi n'ont pas été définis. De plus, on précise que c est une constante, 

mais s'agit-il d'une constante réelle, entière ... Cette omission nous a quelque peu 

surprises puisque le cours semble porter une attention particulière à ce genre de 

détail. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration est simple et linéaire. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique,
 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? En supposant que les démonstrations des
 

propriétés du symbole de sommation aient été présentées comme prévu, les mises en
 

fonctiormement requises sont de niveau technique.
 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à lafois? Peu d'arguments doivent être mis
 

en jeu dans cette démonstration. La définition du symbole de sommation,
 

l'associativité et la corrunutativité de l'addition et la mise en évidence d'un facteur
 

commun à plusieurs termes doivent intervenir pour mener la tâche à terme.
 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à
 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue doit être introduit par
 

l'étudiant. À la première ligne de la démonstration, celui-ci doit développer la
 

somme qui est exprin é à l'aide du symbole de sommation. Ce développement est
 

essentiel puisque le cœur de la démonstration se déroule à partir de la version
 

explicitée de la sorrune. Une fois les manipulations requises effectuées, l'étudiant
 

devra accomplir un second changement de point de vue puisqu'il devra exprimer les
 

sommes développées à l'aide du symbole de sommation.
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Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? L'étudiant doit comprendre que 

l'énoncé à démontrer est vrai pour toutes les valeurs entières de n supérieures ou 

égales à 1. 

Tâche 57 : Examen 3, question 10 (tirée de l'examen de l'étape 3 qui a été rédigé par 

l'enseignante) 

Démontrer, par induction, que la fonne propositionnelle Pen) : 3 + ~ + 232 + ... + 3 Gr-1 
= 

6 (1 - Gr) est vraie 'In EN*. 

Réponse attendue à la tâche 57 

Cette solution a été élaborée par l'auteur de cette étude. Pour présenter une solution la plus 

près possible de ce qui est attendu, nous nous sommes inspirées des démonstrations similaires 

données dans le corrigé du manuel (yoir tâche 47). 

1. Démonstration de la base (pour n = 1) 

1-1 
Le membre de gauche est égal à: 3 ( ~ ) = 3 . 1 = 3. 

Le membre de droite est égal à : 6 ( 1 - G) 1
) = 6 . ~ = 3. 

Puisque le membre de gauche est égal à celui de droite, la proposition est vraie pour n = 1. 

o 

2. Démonstration du pas 

3 3 (1)k-1 ( (l)k)P(k):3+2"+2 2 +"'+ 3 2" =6 1- 2" (Hypothèse d'induction) pour k 2 1. 

3 3 (l)k ( (1)k+1)P(k + 1) : 3 + 2" + 22 + ... + 3 2" = 6 1 - 2" (Conclusion) 
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P(k + 1) 3 3 (l)k-l (l)k (On fait « ressortir» l'avant-dernier 
= 3 + -2 + 22 + ... + 3 -2 + 3 -2 

telTIle de la sonune) 

(Hypothèse d'induction) 

(Distributivité) 

(Simplification) 

(Associativité de la multiplication: 

3 est réécrit conune le produit 6 . ~ ) 

(Propriété des exposants) 

(Mise en évidence) 

o 

3. Conclusion 

Puisque la proposition est vraie pour n égal à 1 et lorsqu'elle est vraie pour une valeur 

quelconque de n supérieure ou égale à un, alors elle est aussi vraie pour la valeur suivante, on 

peut conclure que la proposition est vraie ";In E !~r*. 

• 
Analyse de la tâche 57 

La démonstration attendue ici a plusieurs points en conunun avec les démonstrations 

attendues à la tâche 47. Chacune des ces démonstrations repose sur le développement de la 

sonune impliquée, ce qui pelTIlet de faire intervenir l'hypothèse d'induction dans la 

démonstration du pas. Une fois cette étape réalisée, l'étudiant n'a plus qu'à effectuer une 

série de manipulations algébriques pour obtenir la conclusion souhaitée. 
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5.4 Étape 4 : Vecteurs et nombres complexes 

5.4.1 Objectifs spécifiques de l'étape 4 

L'étape 4 débute par l'étude des vecteurs s'effectuant en deux volets: les vecteurs 

géométriques et les vecteurs algébriques. Le travail qui est fait dans chacun de ces volets 

vise entre autres à présenter le vocabulaire et les notations liés à l'objet d'étude. L'étudiant 

doit également apprendre à effectuer des opérations avec les vecteurs, qu'ils soient 

géométriques ou algébriques. Un des sujets abordés dans le volet traitant des vecteurs 

algébriques sont les coordonnées polaires. L'étudiant devra apprendre à utiliser ces 

coordonnées et à effectuer le passage entre celles-ci et les coordonnées cartésiennes, et vice

versa. La présentation d'une telle notion nécessite l'utilisation d'un certain symbolisme, ce 

qui est fait dans Mathématiques pour les sciences. Bien que l'étude des vecteurs accorde une 

place importante au formalisme mathématique, entre autres par la présentation et l'utilisation 

du vocabulaire et du symbolisme propre à l'univers vectoriel, l'activité de démonstration ne 

semble pas sollicitée dans cette portion du cours. En effet, aucun objectif d'apprentissage 

impliquant les vecteurs ne requiert la construction de démonstration. 

La dernière portion du cours Mathématiques pour les sciences se consacre à l'étude des 

nombres complexes. Le vocabulaire et le symbolisme propre à ce sujet sont introduits. Les 

nombres complexes sont abordés sous trois formes: binomiale, cartésienne et polaire. 

L'étudiant doit maîtriser ces trois représentations, ainsi que le symbolisme associé, et doit 

être capable de passer d'une forme à l'autre. La réalisation d'opérations élémentaires sur les 

nombres complexes est également un objectif du cours. Ces opérations peuvent se dérouler 

avec des nombres complexes exprimés sous la forme cartésienne, binomiale ou polaire23 
. 

L'étape 4 se conclut par l'étude des puissances et des racines d'un nombre complexe. 

Plusieurs théorèmes en lien avec ces notions, tels que le théorème de De Moivre, sont 

présentés. Contrairement au premier thème abordé à l'étape 4, l'étude des nombres 

complexes accorde une place à la démonstration. En effet, démontrer les propriétés des 

opérations dans l'ensemble des nombres complexes, démontrer les propriétés du conjugué et 

23 Soit z un nombre complexe; z = a + bi est la forme binomiale (ou algébrique), z = (a, b) est la 
forme cartésienne et z = (p; B) est la forme polaire de ce nombre. 
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démontrer le théorème de De Moivre sont quelques-uns des objectifs ciblant l'activité de 

démonstration. 

La dernière étape de Mathématique pour les sciences semble donc faire intervenir, elle aussi, 

le formalisme et l'activité de démonstration. Pour voir quels éléments précis y ont été ciblés, 

nous allons nous référer aux tâches qui ont été proposées aux étudiants. 

5.4.2 Tâches proposées à l'étape 4 

Pour atteindre les objectifs d'apprentissage de l'étape 4, 56 tâches sont proposées. Parmi 

celles-ci, 3 font intervenir l'activité de démonstration et leur analyse est présentée ci-dessous. 

Tâche 58: Exercice 7.4.10 (exercice tiré du manuel, p. 300) 

Démontrer les propriétés suivantes: 

a) Z = Z avec zEe. 

b) zl + Zz = zl + Zz avec zl'zZ E C. 

c) zlzZ = zl . Zz avec zlJ Zz E C. 

Réponse attendue à la tâche 58 

Les trois démonstrations attendues étant similaires, seule la b) est présentée. Cette solution 

est issue du corrigé du manuel (p. 302). 
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b) Hypo:.:; l = (J + li i E C
 

21 ":. C ri i (" :(
 

Cond : ::;\ + 2.'2 ~:I +:z
 
Démonstration (preuve directe)
 

t'ruuc [M.lt 

Z, ;;'l=(n+bi)+(r -di) (par llypot IlI'se) 

= (a! c) + (b+rI)i (dMillit iOll de l'additiou de' 2 ll!>rs ('olllpl('xc':,) 

=> :':J + <:2 = (IL i t)- (/) + ri) i (ddiuitiuu du coujugue:, d'1lu lIUIlI!>n' ('01l1p1<-);(') 

n' ,tlltre part 

.:', ...L::.j	 = (a -- bi) -1 (c' .... di) (pnr Il,vpo, ('[ dd·. du {:(Juj1lP;1lÜ ll'UI1 ('()}upkxc) 

= (0. 1- c) -1 (-hl (--ri)) i (<IN. 1:; d(' l'ndd. <le 2 ulm; (,olll[>kxC's) 

'oc (a f e) +- ( --(b + d)) i (HlgC·1 l\'(' dans 

C ((lI 1')- [h-,d)i (nu' li \'oITcspoud il 0 ! ( 1-) i j 

Analyse de la tâche 58 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Les démonstrations 

demandées reposent sur la définition du conjugué et les définitions des opérations 

d'addition et de multiplication dans les nombres complexes. La représentation 

binomiale d'un nombre complexe doit également être utilisée. 

S'agit-il de notions déjà vues ou nouvelles? Les nombres complexes ont été 

présentés à l'étape 4 du cours. De plus, la section d'exercices d'où est issue cette 

tâche est la première pültant sur ce sujet. 

Ji. quel domaine marhématique se rapportent ces notions? Ces notions se rapportent 

à la théorie des nombres. 

Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elles liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte trois sous-questions indépendantes, mais 

requérant la construction de démonstrations similaires. 
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L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? L'énoncé est fermé puisque sa valeur de vérité est connue. L'énoncé de la 

tâche ne fournit aucun indice. Néanmoins, certaines démonstrations impliquant la 

notion de conjugué ont été présentées aux étudiants dans la section théorique 7.2. 

Bien que quelques peu différentes de celles requises dans la présente tâche, les 

démonstrations explicitées proposent certaines façons de traiter la notion de conjugué 

dans un contexte de démonstration. De plus, elles dévoilent la forme qui doit être 

utilisée pour représenter le nombre complexe 2, à savoir la forme binomiale 

2 = a + bi. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? Il ne s'agit pas d'un 

nouveau problème puisque certaines démonstrations sirnilaires24 portant sur le 

conjugué ont déjà été présentées à la section théorique 7.2 du manuel. 

Quels types de raisonnements sont en jeu? Un raisonnement déductif pris en charge 

par le calcul est à déployer. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

place de choix dans cette tâche. Pour mener à terme les différentes démonstrations 

demandées, les étudiants doivent être en mesure d'utiliser correctement le 

symbolisme lié au nombre complexe. En effet, la structure ternaire des nombres 

complexes (partie réelle, partie imaginaire et particule i) peut être une source de 

difficultés pour certains. Pour chaque nombre complexe exprimé à l'aide de la 

représentation binomiale, l'étudiant doit gérer trois symboles littéraux distincts. La 

gestion des symboles littéraux est d'ailleurs plus ardue pour les sous-questions b) et 

c) puisque deux nombres complexes, 21 et 22, interviennent dans la démonstration. La 

particule i constitue, selon nous, un élément qui doit être traité prudemment par 

l'étudiant. Celui-ci doit comprendre qu'il ne s'agit pas d'une variable, mais plutôt 

i2d'une entité numérique satisfaisant une contrainte particulièrè, = - 1. L'étudiant 

doit connaître les définitions des opérations et savoir comment elles se traduisent sur 

24 Les démonstrations des propositions suivantes sont effectuées dans le manuel: « Soit z un 
nombre complexe, alors on a : 

a) 2 + z est un nombre réel; 
b) 2 - z est un nombre imaginaire pur; 
c) 2· Z est un nombre réel positif ou nul. » (Bourbonnais, 2008, p. 287) 
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chacune des composantes du nombre complexe. Il doit également connaître la notion 

de conjugué d'un nombre complexe et être capable de l'exprimer symboliquement. 

Le dernier point que nous voulons soulever concerne le type de démonstrations qui 

est attendu et le danger qu'il présente à nos yeux. Le fait que chacune des 

démonstrations se lirillte à la réalisation d'un calcul peut, selon nous, entraîner une 

perte de sens. Effectivement, une fois les représentations binomiales des nombres 

complexes posées, les manipulations algébriques prennent le dessus sur le 

raisonnement, occultant par le fait même le sens des symboles impliqués. 

La tâche renferme-t-elle de nouveaux éléments de symbolisme ou de vocabulaire? 

Puisqu'il s'agit de la première tâche de démonstration impliquant les nombres 

complexes, nous considérons que la gestion du symbolisme lié à cet ensemble 

numérique est une nouveauté pour l'étudiant. 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est àjustifier, ou des quantificateurs cachés? 

L'étudiant doit comprendre que les énoncés sont vrais pour tous les nombres 

complexes z, z, et Zz. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? Chacune des démonstrations a une structure déductive simple qui se 

limite à une chaîne d'inférences. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Le niveau de mise en fonctionnement des 

connaissances est technique, dans la mesure où des exemples semblables ont été 

traités auparavant. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? Peu d'arguments doivent être 

utilisés dans cette tâche: la définition du conjugué, la définition de l'opération 

d'addition et de multiplication dans les nombres complexes, la transitivité de l'égalité 

ainsi que des arguments de nature algébrique. 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? Un changement de point de vue est requis puisque 
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l'étudiant doit avoir recours à la représentation binomiale pour exprimer chacun des 

nombres complexes impliqués dans la tâche. Ce changement de point de vue est 

primordial, mais est cependant fortement suggéré par les exemples traités auparavant. 

y a-t-il un élément à introduire (un objet, un nom, un formalisme, une notation)? 

L'utilisation de la représentation binomiale d'un nombre complexe nécessite 

l'introduction, en plus de la particule i, de deux éléments, .un représentant la pal1ie 

réelle du nombre et l'autre la partie imaginaire. 

Tâche 59 : Examen 4, question 9 (tirée de l'examen de l'étape 4 qui a été rédigé par 

l'enseignante) 

Démontrer une et une seule des propositions suivantes: 

1- Si z\ et Z2 sont deux nombres complexes, alors Zl + Zz = Zl + zz. 

ou 

2- Si z\ et Z2 sont deux nombres complexes dans <C, alors ZI + Z2 E <C. 

Réponse attendue à la tâche 59 

1- La démonstration qui est attendue ici est la même que celle requise à la sous-question 

b) de la tâche 58. Nous invitons donc le lecteur à s'y référer. 

2- La solution à cette sous-question est tirée de la section théorique 7.2 du manuel 

(p. 283). En effet, la fermeture des nombres complexes sous l'opération d'addition y 

a été démontrée. 

Démonstration des propriét.és de < '. -j > 

pOlit' i) Hypo: H,: <:1 = Il + bi E rc
 
H? : :2 -;- c + ri i - 'C
 

Concl: :, + '>1 '" C
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Démonstration de i) (preul'e dàrde)
 

z, +:'.;2 = (0 - bi) + (c + di) (dé'tillitiolls dl'z] l't /;2 IH I ct Hzl)
 
= (a + c) ..L (b +d)i (déGnitioll de Luldition dl' 2 lloulIJres tompJcxcs)
 

Par hypotht"sl'S, ':1 = a 'f' b i (. C ct ':-2 = (' + ri i C [', c'l'st-,i-dire a. b, c, ri E IR.
 

l'nLsqu\.' < ~~: ..~ > jlllsst"de la frnnetllw comme propriMt". l1Jürs III c cil? l't b +ri E !!t
 

Ainsi, Il' rôs1l1tnt de J'addition de dem: llolllbn's compll'xl's l'st hien dl' la {(,mit'
 

• 
Analyse attendue à la tâche 59 

L'analyse de la sous-question 1 ayant été réalisée lors de l'analyse de la tâche 58, nous ne la 

représenterons pas ici. Nous invitons le lecteur à se référer à l'analyse de la tâche précédente. 

En ce qui concerne la sous-question 2, nous allons plutôt nous concentrer sur les éléments qui 

lui sont propres. 

Alors que la sous-question traite d'une propriété du conjugué, la sous-question 2 se 

consacre plutôt à une propriété des opérations élémentaires dans les nombres complexes, plus 

précisément la fermeture des nombres complexes sous l'opération d'addition. La 

démonstration attendue repose sur la structure des nombres complexes, mise en évidence par 

la représentation binomiale. Effectivement, l'étudiant doit, en plus d'être capable de 

départager les différentes composantes d'un nombre complexe, être en mesure de déterminer 

à quel ensemble numérique elles appartielU1ent. Selon nous, le fait qu'un nombre complexe 

21 soit défini par une partie réelle représentée par a, a ER, et une partie imaginaire 

représentée par b, b E JR, peut être une source de confusion pour l'étudiant. En effet, 

beaucoup d'étudiants pensent que bi est la partie imaginaire, parce que c'est elle qui se 

comporte différemment de ce à quoi ils sont habitués, ce qui peut entrâIner confusion et 

erreur dans la lecture et l'application des règles. Il est donc important que l'étudiant puisse 

s'y retrouver puisque la fermeture des nombres complexes sous l'opération d'addition 

découle de la fermeture des nombres réels sous l'opération d'addition. 

Finalement, nous tenons à préciser que puisque ces deux démonstrations ont été traitées 

préalablement dans le cours, elles ne constituent plus un véritable défi pour l'étudiant. En 
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fait, nous nous questionnons sur le rôle de cette tâche dans le contexte d'une évaluation. À 

notre avis, cette tâche ne peut servir à évaluer la capacité d'un étudiant à construire une 

démonstration, puisque celles qui sont requises ici sont déjà connues. Un étudiant pourrait 

avoir mémorisé les démonstrations qui lui ont été proposées à l'étape 4 et réussir 

parfaitement la présente tâche sans avoir mis en œuvre un véritable raisonnement déductif. 

Tâche 60: Examen 4, question 19 (tirée de l'examen de l'étape 4 qui a été rédigé par 

l'enseignante) 

Démontrer un et un seul des deux théorèmes suivants: 

Théorème 1 : Si zl = (Pl, 81) et Zz = (Pz, 8z) sont deux nombres complexes sous la 

forme polaire, alors Zl x Zz = (PIPZ, 81 + 8z). 

Rappel: sin(A + B) = sinA cosB + cosA sinE et cos(A +B) = cosA cosB - sinA sinE. 

ou 

Théorème 2 : Soit u = (p, 8) E C· alors u possède exactement n racines distinctes 

. , (n r;: li+k(3600) k 2 ( )qUI sont donnees par zk = -V p, n ,avec = l, , ... , n - 1 . 

Réponse attendue à la tâche 60 

Théorème 1 : La démonstration de ce théorème est issue de la section théorique 7.7 du 

manuel (p. 309) 

Hypo: HI: ':1 = < PI : 01 > E. C 

li l : :·2 .." <~ Pl : O2 > c. C 
Coud: ':1;' -3 - '< PI . P2 : (JI + (13 > 
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Démonstration (fJl'!'U/Ii d'i7f'l'!f) 

=: l'lPZ ('os(ii l + Oz) + Pll'Z sin(OI ...,... Oz) i	 (,f,) 

=: < Pt 'fi~: fh + fh>	 Ch) 

• 
JI : Par hypothôse 

J,! : Pw;!';ngl' dn ln forme polaire à la fOflll(' biIlOJllÏilk 

h : DNinit.ioll de la multiplication de d"ux llUlld,["('S n,mplexes
 

.1 1 : Distriblltivitt, dans _
 

,Ir; : Identitè,; trigOllollIôtl'iqIles (voir l'I~X('lTicc -Ui.2 il. lu rmgc ïï)
 

,h : P<-lssage de la lùrul(' l>illulIli,l/e it lil (()l'Ill(' 1)()1<lÎl'C
 

Théorème 2 : La démonstration de ce théorème est tirée de la section théorique 7,8 du 

manuel (p, 318) 

Hypo, HI : li :::: < fi: 0 > li: :.
 
0+ /;. 3(iO"


Hz: :./, =: < ifïi: ---  / ç\V('{'/;:=(i,l.::?" .. ll! Il 
II 

Coud: :,~ = 'Il 
Démonstration (P1'fU'UC dirccit'I 

( < ,/il: 0+/.,,;)(;1) >)" (~d(,n Iîlypothi'SI' Hz) 

< ( :;(fi)" ; Il . (lhA';;l(;o ) > (thi'üri~nle de De ~loivre) 

< fi: lj + /; . :\(;OC > (SiIllplifil'Mion dans El:.) 

< (1; 0:>	 ("oil' la lLol.p ail l.>as de hl pn~(,21) 

(scion Iîlypotbi·se II 1 ) 

(1 
0.1. 2..... (n ······1) 

/1. 

fOl'l1lt'li i IIlI<' llro)!l'e"sion aritllllli'l.ii[ll(' ii(' jll'''JllilT 1('J'lll<' il. el dl' raisoll ~ paJ'I;I!~('nnl Iv ('<Tdl' cn Il 
i	 tI 11' 

partip:...; {·\,~~,(-II(',,,;. Lf':-: llOJlJf>n's (:()lupl('x(\~ u~so('i('\~ Il ('l'S r~n\:lIllH'Hl:-, ~Ollt. dOll(' l.ulls di='Liw·t .... , 

•
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Analyse de la tâche 60 

Étant donné que les démonstrations du théorème 1 et 2 ont plusieurs points en commun, nous 

avons choisi de les analyser simultanément. Nous prendrons toutefois soin de préciser 

clairement les éléments de notre analyse qui se rapportent à une seule des démonstrations. 

Premier axe d'analyse: Description globale de la situation, le contexte mathématique 

Quelles sont les connaissances mises en fonctionnement? Une compréhension de la 

représentation polaire d'un nombre complexe est requise pour chacune des 

démonstrations. La démonstration du théorème requiert également une 

connaissance du passage entre la forme polaire et la forme binomiale (et vice-versa), 

ainsi que de la définition de l'opération de multiplication dans les nombres 

complexes. Les identités trigonométriques fournies dans l'énoncé devront aussi être 

utilisées. La démonstration du théorème 2 nécessite, quant à elle, une bonne 

compréhension de l'expression « racine ne d'un nombre complexe ». Cet élément et 

sa représentation algébrique sont le point de départ de la démonstration. L'étudiant 

doit également connaître le théorème de De Moivre25 puisque ce dernier intervient 

dans la démonstration. Une compréhension approfondie des composantes de la 

représentation polaire, et particulièrement de l'argument, doit être acquise. 

L'étudiant doit en effet connaître les impacts qu'ont, sur un nombre complexe donné, 

certaines modifications apportées à la valeur de son argument. 

S'agit-if de notions déjà vues ou nouvelles? Les notions intervenant dans chacune des 

démonstrations sont connues. Elles ont toutes été traitées dans des tâches proposées à 

l'étape 4. De plus, les théorèmes et leur démonstration ont été explicités dans des 

sections théoriques du manuel. 

Ji quel domaine mathématique se rapportent ces notions? Ces deux théorèmes se 

rapportent à la théorie des nombres. 

25 «Si z = (p. 8) E C· et nEZ) alors on a zn = (pn, n . 8). » (Bourbonnais, 2008, p. 313) 
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Deuxième axe d'analyse: Les tâches prescrites 

L'énoncé comporte-t-il plusieurs étapes? Si c'est le cas, ces étapes sont-elfes liées 

ou indépendantes? L'énoncé comporte une seule étape. Il est vrai que deux 

théorèmes sont donnés portant ainsi à croire que deux étapes sont à réaliser. 

Cependant, puisque l'étudiant ne doit en démontrer qu'un seul, nous considérons 

qu'une seule étape compose la tâche. 

L'énoncé est-il ouvert? Des indices facilitant la résolution du problème sont-ils 

fournis? La valeur de vérité des deux théorèmes étant connue, leurs énoncés sont 

fermés. Alors qu'aucun indice n'est fourni dans l'énoncé du théorème 2, celui du 

théorème 1 présente certaines identités trigonométriques qui devront être mises à 

contribution dans la démonstration. 

S'agit-il d'un type de problèmes qui était ignoré jusqu'alors? Chacune des 

démonstrations attendues ayant été présentées dans une section théorique du manuel, 

nous considérons que ces types de problèmes, et même plus précisément que ces 

problèmes, sont connus. 

Quelle est l'importance du formalisme dans la tâche? Le formalisme occupe une 

place non négligeable dans ces démonstrations. Les deux démonstrations requièrent 

une compréhension approfondie de la représentation polaire d'un nombrc complexe. 

Dans la démonstration attendue du théorème l, l'étudiant doit comprendre chacune 

des composantcs de cette représentation puisqu'il aura à travail1er avec ces 

informations pour exprimer les nombres complcxcs 21 et 22 avec la représentation 

binomiale. Tel que nous l'avons mentionné précédemment lors de l'analyse de la 

tâche 58, la représentation binomiale d'un nombre complexe demande une gestion 

symbolique importante de la part de l'étudiant. Cette gcstion est d'autant plus 

importante ici que les parties réelles et imaginaires des nombres complexes 2, et 22 

sont exprimées à partir des modules et des arguments. Unc tel1e traduction requiert 

l'introduction des fonctions trigonométriques sinus et cosinus, ce qui complexifie les 

expressions à traiter. Soulevons un dernier point concernant la démonstration 

souhaitée pour le théorème 1. Tel que mentionné lors de notre analyse de la tâche 58, 

le caractère très calculatoire de cette démonstration risque, selon nous, d'entraîner 

une perte de sens chez l'étudiant. En effet, nous sommes d'avis que certains 
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pourraient être tentés de manipuler les symboles impliqués sans se soucier de ce 

qu'ils représentent dans la tâche. 

En ce qui concerne la démonstration du théorème 2, l'expression « Zk est une racine 

ne du nombre u » doit être représentée algébriquement: zr = u.
 

y a-t-il des éléments implicites dans l'énoncé, notamment au niveau de problèmes
 

d'existence ou d'unicité ou sur ce qui est à justifier, ou des quantificateurs cachés? 

Une quantification est à repérer pour chacun des deux théorèmes. Pour le théorème 

l, l'étudiant doit comprendre que l'énoncé est vrai pour tous les nombres complexes 

Z, et Z2. Une quantification similaire doit être comprise pour le théorème 2. 

L'énoncé du théorème 2 renferme un second élément implicite et il s'agit de ce qui 

doit être démontré. En effet, l'étudiant doit comprendre que la démonstration 

comporte deux parties, soit la démonstration que Zk, pour k = 0, 1, 2, ... , (n - 1), est 

bel et bien une racine ne de u et la démonstration que ces n racines sont distinctes. 

Quelle est la structure de la démonstration? S'agit-il d'une chaîne ou d'un arbre 

d'inférences? La structure de la démonstration du théorème l est simple et linéaire. 

La structure de la démonstration du théorème 2 est légèrement plus complexe 

pUIsque deux « sous-démonstrations» sont à effectuer pour démontrer l'énoncé 

initial. 

Troisième axe d'analyse: les activités attendues des étudiants 

Quel est le niveau de mise en fonctionnement des connaissances (technique, 

mobilisable, disponible) visé par la tâche? Les mises en fonctionnement des 

connaissances qui sont visées sont de niveau mobilisable. L'étudiant doit analyser la 

situation pour exprimer, à l'aide de la bonne représentation, les nombres complexes 

qui lui sont présentés. Il doit par la suite manipuler adéquatement les expressions 

obtenues. Cependant, puisque les démonstrations à élaborer ont déjà été présentées 

dans une section théorique du manuel, les mises en fonctionnement des 

connaissances qui sont réellement suscitées par la tâche sont plutôt de niveau 

technique. Du moins, c'est le cas pour les étudiants qui ont pris connaissance des 

démonstrations dans le recueil du cours. 
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y a-t-il lieu d'introduire des étapes? La démonstration du théorème 2 nécessite 

l'introduction de deux étapes: la démonstration que Zk, pour k = 0, 1,2, ... , (n - 1), 

est bel et bien une racine ne de u et la démonstration que ces n racines sont distinctes. 

y a-t-il à développer plusieurs arguments à la fois? La démonstration du théorème 1 

demande l'intervention de peu d'arguments: le passage de la forme polaire à la 

forme binomiale (et vice-versa), la définition de la multiplication dans les nombres 

complexes, les deux. identités trigonométriques données ainsi que la distributivité de 

la multiplication sur l'addition dans les nombres réels. La démonstration du 

théorème 2 requiert aussi le développement de peu d'arguments, cependant ceux-ci 

sont, selon nous, plus complexes. La représentation algébrique de l'expression « Zk 

est une racine ne de u», le théorème de De Moivre, certains arguments portant sur 

l'équivalence ou non des nombres complexes exprimés avec la représentation polaire 

et dont on modifie l'argument et des manipulations algébriques sont à mettre en jeu. 

Avant de passer all point suivant de notre grille, nous voulons mettre en question le 

recours à la progression arithmétique pour justifier que les n racines Zk sont distinctes. 

Bien que cet argument soit tout à fait valable et rigoureux dans le cadre de la 

démonstration du théorème 2, nous croyons qu'un étudiant pourrait fournir un 

argument allant dans le même sens que celui du manuel, mais qui ne s'appuierait pas 

sur la notion de suite. Celui-ci serait, à nos yeux, tout aussi acceptable. Cette 

remarque nous amène à soulever une question: jusqu'où doit-on pousser la 

formalisation des étapes d'une démonstration? 

y a-t-il un changement de point de vue, de cadre, de registre de représentation à 

introduire (sans indication)? La démonstration du théorème 1 nécessite un 

changement de point de vue, les nombres complexes qui étaient de prime abord 

exprimés avec la représentation polaire doivent être réécrits en utilisant la 

représentation binomiale. La démonstration du théorème 2 nécessite aussi un 

changement de point de vue puisque l'expression « Zk est une racine ne de U» doit 

être exprimée algébriquement. Il s'agit de changements de point de vue réalisé par 

la modification des objets présents dans la tâche. 

y a-t-il une sélection d'informations à effectuer? Une sélection d'informations est à 

effectuer dans l'énoncé de manière à séparer la démonstration en deux parties: la 
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démonstration que Zk est une racme ne de u et la démonstration que u possède 

exactement n racines distinctes. 

Une quantification est-elle à utiliser ou à repérer? En plus des quantifications 

explicitées précédemment, l'étudiant doit comprendre que la démonstration de 

zr = u est valable pour toutes les valeurs de k entre 0 et n- 1. 

Nous souhaitons conclure l'analyse de cette tâche en soulevant deux derniers points. 

Premièrement, nous tenons à mentionner que les propos tenus lors de l'analyse de la tâche 

précédente concernant l'utilisation, dans un contexte d'évaluation, de démonstrations déjà 

travaillées en cours s'appliquent également ici. Deuxièmement, contrairement à la tâche 

précédente qui demande à l'étudiant de choisir entre deux démonstrations similaires, nous 

croyons que la présente tâche propose des démonstrations qui ne sont pas équivalentes. En 

effet, si ces démonstrations n'avaient pas déjà été présentées aux étudiants dans le manuel, la 

construction de la démonstration du théorème 2 renferme, selon nous, plus d'éléments de 

difficultés que celle du théorème 1. Les arguments qu'elle met en œuvre sont plus complexes 

et requièrent une connaissance approfondie de la représentation polaire et de ses 

composantes. Une analyse préalable de l'énoncé doit également être effectuée pour cibler 

précisément les éléments qui devront être démontrés. Certains de ces éléments doivent 

d'ailleurs être exprimés algébriquement ce qui constitue une difficulté supplémentaire. 

5.5 Bilan des anaJyses des tâches du cours Mathématiques pour les sciences 

L'ensemble des tâches faisant intervenir l'activité de démonstration, et ayant été ciblées par 

l'enseignante dans sa planification du cours, a été étudié. Chacune de ces tâches ayant été 

analysée individuellement, un regard global sur l'ensemble s'impose. Les sections 

subséquentes proposent de mettre en relation ces analyses et de faire une synthèse des 

différents éléments pointés précédemment, en plus de discuter de certains éléments qui n'ont 

pas été directement relevés par notre analyse. 
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5.5.1 Approche privilégiée par Mathématique pour les sciences pour travailler la 
démonstration 

Le cours donné par le cégep Ahuntsic accorde une place impoliante à l'enseignement de la 

logique propositionnelle. Ce sujet est le second thème abordé par Mathématiques pour les 

sciences (après une introduction à la théorie des ensembles) et sert de base à l'enseignement 

du troisième thème: les différentes méthodes de preuves. En effet, l'étude de chacun des 

mécanismes traités par le manuel débute par la mise à jour de l'équivalence logique, 

démontrée au chapitre précédent, sur laquelle s'appuie la méthode de preuve. Cette utilisation 

de la logique propositionnelle comme fondement et justification des méthodes de preuves est 

également perceptible dans certaines des solutions proposées dans le corrigé du manuel. La 

tâche Il présentée antérieurement (page 191) est un excellent exemple. Le solutionnaire 

révèle le squelette logique sous-jacent à l'énoncé et à la méthode de preuve utilisée. 

Un enseignement préalable de La logique propositionnelle et son utilisation dans 

l'enseignement de la démonstration est un sujet controversé dans le monde de la recherche en 

didactique des mathématiques. Alors que certains didacticiens affirment qu'un enseignement 

de la logique fonnelle pourrait être inefficace pour améliorer les capacités des étudiants à 

construire des démonstrations (Cheng, 1986; Deer, 1969; cités dans Epp, 2003, p. 892) 

d'autres chercheurs, tels que Epp (2003) et Selden et Selden (1995), voient des bienfaits à 

l'enseignement préalable de la logique et à sa mise à nue dans les processus de validation. 

Selon Epp (2003) : 

Preceding the discussion of proof and disproof with a treatment of logic provides a 
language for instructors to exp1ain why mathematicians do the things they do wben 
they prove and disprove mathematical statements and to communicate with their 
students when they make mistakes. (p. 895/6 

Nous nous rangeons derrière les propos de Epp, en énonçant qu'un enseignement préalable 

de la logique peut fournjr un langage commun aux étudiants et aux enseignants pour discuter 

26« Le fait de débuter la discussion sur la preuve et la réfutation par un traitement de la logique 
fournit aux enseignants un langage permettant d'expliquer pourquoi les mathématiciens font ce qu'ils 
font lorsqu'ils prouvent et réfutent des affirmations mathématiques et de communiquer avec leurs 
élèves lorsqu'ils commettent des erreurs» (Epp, 2003, p. 895; notre traduction). 
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de la démonstration. De plus, le traitement de la logique formelle qui est fait dans 

Mathématiques pour les sciences, et qui est défendu par Epp (2003), nous semble être un 

moyen intéressant pour justifier la validité des différentes méthodes de preuves. Ce type de 

justification pounait, selon nous, contribuer à légitimer l'emploi de certaines méthodes de 

preuves aux yeux de certains étudiants. 

L'enseignement de la logique et ses impacts sur la capacité des étudiants à mettre en œuvre 

des raisonnements mathématiques n'étant pas l'objectif spécifique de cette étude, nous ne 

nous étendrons pas davantage sur le sujet. Nous trouvons cependant important de soulever ce 

point dans notre bilan puisqu'il contribue à comprendre comment le cours aborde l'activité de 

démonstration. 

Un second point ayant retenu notre attention concerne l'utilisation d'un canevas précis pour 

rédiger et présenter des démonstrations. Celui-ci est d'ailleurs explicité dans le manuel du 

cours (Bourbonnais, 2008, p. 82). Ce canevas, qui a pu être observé dans les solutions issues 

du conigé du manuel, est composé de trois parties. La première partie est la présentation des 

hypothèses. L'étudiant doit prendre soin d'énoncer clairement la ou les hypothèses et de les 

numéroter, au besoin, pour pouvoir y faire référence lors de la présentation de la 

démonstration. La seconde étape concerne la présentation de la conclusion à laquelle on 

tente d'an·iver. Finalement, la troisième étape, est la présentation de la démonstration. Le 

manuel mentionne explicitement que le début de cette étape doit être annoncé clairement par 

le mot « Démonstration» suivi de la méthode de preuve qui sera mise en œuvre. Chacune 

des étapes de la démonstration sera présentée à la suite de cet en-tête et devra être justifiée. 

Pour indiquer que la démonstration est ten-ninée, le manuel propose. deux options, soit 

l'utilisation du terme CQFD ou celle du cané. Ce canevas est illustré à la figure 5.1. 
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Hypo:	 Hypothi>se 1 

Hypothèse ,''; 

HYJlothh;(! '/1 

Cond: 

Démonstration Inom de la IIIdhodel 

Étape l fusti,ficILlio'/l 

Étape 2 fushfication 

Étape ln jnstificatiun 

CQFD ott	 • 

Figure 5.1 Canevas de rédaction. 
(Tiré de Bourbonnais, 2008, p, 82) 

Le canevas de rédaction qui est défini dans le cours Mathématiques pour les sciences a sans 

doute plusieurs visées. L'utilisation de ce format de présentation peut entre autres pousser 

l'étudiant à être plus rigoureux lors de la rédaction finale de sa démonstration et le forcer à 

justifier davantage son raisonnement. En effet, tel que le relève Dreyfus (1999), certains 

étudiants ont tendance à fournir des explications imprécises en guise de preuve et même, dans 

certains cas, à omettre complètement d'expliquer leur démarche affirmant que la rédaction de 

textes ne devrait pas être requise dans les cours de mathématiques. L'auteur présente le cas 

d'un étudiant qui, pour démontrer que les colonnes d'une matrice A4x4 sont linéairement 

indépendantes, ne fait que réduire-échelonner cette matrice sans fournir aucune explication 

supplémentaire (Dreyfus, 1999, p. 89). Dans de telles situations, le canevas de rédaction 

fourni pas Mathématiques pour les sciences pourrait encourager l'étudiant à structurer et 

justifier davantage ses actions et son raisonnement donnant naissance, par le fait même, à des 

preuves plus complètes. Il s'agit d'ailleurs peut-être d'un des objectifs poursuivis par le 

cours. 

Malgré ces avantages, nous croyons qu'un danger non négligeable est à prendre en 

considération lors de l'imposition d'un canevas de rédaction pour les démonstrations. En 
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effet, le squelette de mise en forme utilisé dans le cours Mathématiques pour les sciences 

peut selon nous être une source de difficultés importantes pour certains étudiants qui 

s'entêteraient à « remplir» chacune des étapes du canevas dans l'ordre où elles sont 

présentées. La présentation des étapes dans le canevas ne correspond pas toujours, et même 

correspond rarement, à l'ordre des réflexions qui sont faites lors de l'élaboration d'une 

démonstration. Par exemple, déterminer la méthode de preuve à utiliser peut nécessiter 

plusieurs essais infructueux avant de mettre le doigt sur la méthode qui nous permettra de 

mener à bien la démonstration. Il en va de même pour les étapes de la démonstration à 

construire. Rares sont les démonstrations qui peuvent s'écrire du début à la fin sans avoir 

nécessité aucun arrêt, retour en arrière ou modifications d'étapes précédemment réalisées. 

Pour certaines démonstrations, il est même plus efficace de partir de la conclusion pour 

remonter vers les hypothèses. L'utilisation du canevas pourrait entretenir, et pourrait même 

encourager, selon nous, la fausse conception voulant qu'une démonstration doit être rédigée 

« linéairement» des hypothèses à la conclusion. Cette fausse conception que sous-tend 

l'utilisation d'une telle structure de rédaction va également à l'encontre des propos de Selden 

et Selden (2007), qui soutiennent qu'il est essentiel que l'étudiant comprenne que l'ordre de 

présentation d'une démonstration ne correspond pratiquement jamais à l'ordre dans lequel 

elle a été construite. 

Le danger que nous venons de mettre en lumière constitue, à notre avis, un piège important 

pour plusieurs étudiants. Certaines nuances doivent cependant être apportées à notre 

discours. En effet, la fausse conception que sous-entend le canevas de rédaction pourrait très 

bien avoir fait l'objet d'une remarque par l'enseignante dans une séance de classe. N'ayant 

accès qu'au manuel de référence et aux documents écrits fournis par l'enseignante, il nous est 

impossible de savoir si tel est effectivement le cas. Il est tout à fait possible que les objectifs 

entretenus par le squelette de présentation aient été exposés ou que des précisions 

supplémentaires aient été apportées dans l'optique d'éviter que les étudiants tombent dans le 

piège décrit précédemment. Nous croyons cependant qu'il aurait été intéressant que le 

manuel précise, dans une note en bas de page par exemple, que le canevas proposé ne 

correspond pas à l'ordre dans lequel doivent s'élaborer les réflexions menant à l'élaboration 

finale de la démonstration. Le canevas doit être vu comme un outil permettant de présenter 

rigoureusement le produit final du raisonnement, et non une marche à suivre pour construire 
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la démonstration de A à Z. Un commentaire à ce sujet aurait selon nous pennis de lever toute 

ambiguïté quant au rôle de ce canevas. 

Finalement, nous trouvons important de mentionner que l'utilisation d'un canevas de 

rédaction pour la démonstration est une pratique contestée par certains chercheurs tels que 

Duval (1991; 2001). Selon l'auteur, aucune contrainte d'ordre rédactionnel ne devrait 

restreindre l'étudiant lors de l'écriture d'une démonstration. L'auteur avance que « une tâche 

d'expression libre, c'est-à-dire sans aucun exemple préalable de texte de démonstration et 

sans aucune indication sur les conventions de rédaction est nécessaire pour permettre 

[l'explication par l'étudiant de toutes les caractéristiques d'une organisation déductive] » 

(Duval, 1991, pp. 244-245). Duval (2001) va plus loin en généralisant ces propos à 

l'ensemble des activités d'écritures. En effet, selon l'auteur « apprendre à écrire ne peut se 

faire que lorsque le sujet est placé dans une situation réelle d'expression, c'est-à-dire une 

situation où il n'y a plus un type de formulation plus ou moins normatif et où il n'a plus à se 

demander" qu'est-ce qu'il faut dire?" » (p. 200). 

L'imposition d'un canevas de rédaction semble donc une arme à double tranchant qui peut, 

selon la façon dont elle est effectivement traitée dans le cours, apporter des avantages, mais 

aussi certains inconvénients. 

5.5.2 Place accordée à l'activité de démonstration dans le cours Mathématiques pour les 
sciences 

Pour dresser un portrait précis de la place qui est accordée à l'activité de démonstration dans 

le cours du cégep Ahuntsic, les quatre étapes composant le cours ont été étudiées séparément. 

L'étape 1 de Mathématiques pour les sciences cible précisément l'apprentissage des 

différentes méthodes de preuve (à l'exception de la preuve par induction qui est traitée à 

l'étape 3), il n'est donc pas surprenant que dans cette portion du cours se retrouve la majorité 

des tâches nécessitant la réalisation de démonstrations. Parmi les 100 tâches présentées à 

cette étape, 41 font intervenir la démonstration. Ce nombre chute drastiquement pour les 

trois autres étapes. Effectivement, parmi les 220 tâches proposées aux étapes 2, 3 et 4, 19 se 

rapportent à l'activi té de démonstration. De ces 19 tâches, Il sont proposées à l'étape 3 et 
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portent sur la réalisation de preuves par induction. Les étapes 2 et 4, deux volets du cours ne 

visant pas précisément l'apprentissage de méthodes de preuves, comportent donc 8 tâches 

sollicitant la construction de démonstrations. 

Ces statistiques sont, selon nous, surprenantes. L'enseignement de la majorité des méthodes 

de preuves étant réalisé au tout début de la séquence d'enseignement, nous nous attendions à 

ce que l'activité de démonstration soit partie intégrante du cours et ce, pour chacune des 

étapes. Le fait de concentrer la réalisation de démonstrations dans les sections du cours 

portant explicitement sur l'apprentissage des méthodes de preuve comporte, à notre avis, un 

risque important. Ce type de présentation peut en effet amener les étudiants à voir l'activité 

de démonstration comme un domaine précis et isolé des mathématiques, au même titre que la 

géométrie et l'algèbre. Cette vision de la démonstration est très contestable et n'est 

évidemment pas souhaitable. L'étudiant doit comprendre que l'activité de démonstration 

joue un rôle important dans chacun des domaines des mathématiques. C'est le processus de 

validation le plus achevé et recoru1U des mathématiques, et non pas un type particulier 

d'exercices restreint à des contextes mathématiques précis. 

5.5.3 Variété des tâches portant sur la démonstration 

L'analyse des 60 tâches dont il a été question ci-dessus a révélé que certaines de ces tâches 

étaient, du point de vue de l'activité de démonstration, équivalentes. Pour éliminer ce 

phénomène de nos statistiques, nous avons comptabilisé de nouveau les tâches ciblant 

l'activité de démonstration dans chacune des étapes, en prenant soin de regrouper les tâches 

qui étaient jugées similaires, eu égard à la démonstration, et de ne compter qu'un seul 

représentant pour chacun de ces groupes. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 

5.1. 
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Tableau 5.1 
Nombre de tâches distinctes faisant intervenir l'activité de démonstration 

pour chacune des étapes du cours Mathématiques pour les sciences. 

Étape 1 Étape 2 Étape 3 Étape 4 Total 

Nombre total de tâches 

proposées 
100 77 87 56 320 

Nombre de tâches portant 

sur la démonstration 
41 5 11 3 60 

Nombre de tâches distinctes 

portant sur la démonstration 
19 4 5 2 30 

Ces nouvelles données pemettent d'avoir un regard plus juste sur la variété des tâches 

portant sur la démonstration: des 60 tâches relevées, 30 requièrent la construction de 

démonstrations jugées distinctes. C'est donc dire que la moitié des tâches proposées sont en 

fait des exercices d'applications visant à reproduire des démarches connues. Dans le même 

ordre d'idée, nous trouvons important de mentiotll1er que plusieurs des tâches demandées aux 

étudiants sont composées d'une multitude de sous-questions nécessitant l'élaboration de 

démonstrations similaires (par exemple, voir les tâches 9, 10 et 47 présentées au chapitre V). 

Ce traitement qui est fait de l'activité de démonstration est, selon nous, discutable. 

Construire des démonstrations dont les éléments-clés sont connus ne suscite pas, à notre avis, 

la mise en œuvre d'un véritable raisonnement déductif. Il s'agit plutôt d'un travail 

d'adaptation, souvent élémentaire et de nature algébrique, des arguments qui ont été utilisés 

pour résoudre une tâche similaire. Alors que le raisonnement déductif est mis à profit lors du 

premier contact de l'étudiant avec un problème de démonstration, les tâches équivalentes qui 

suivent sont routinières pour l'étudiant qui appliquera, pratiquement par automatisme, les 

arguments mis au jour lors de la première résolution d'une tâche de ce type. Bien qu'un tel 

travail répétitif soit bénéfique, et même nécessaire, pour travailler certains aspects en 

mathématiques, tels que la factorisation de polynômes, nous croyons que ce type d'approche 

est incomplet en ce qui a trait à l'enseignement du formalisme et de la démonstration 

mathématique. 

Selon nous, deux aspects distincts doivent être pris en considération dans l'enseignement du 

formalisme et de la démonstration. Dans un premier temps, un travail routinier, tel que celui 
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proposé dans le cours Mathématiques pour les sciences, a, à notre avis, sa raIson d'être 

puisqu'il permet de travailler certains éléments d'apprentissage importants concernant le 

formalisme, le symbolisme et la syntaxe mathématique. En effet, l'étudiant doit se 

familiariser avec les nouveaux éléments de symbolisme qui lui sont présentés. Il doit pouvoir 

les manipuler adéquatement en respectant les règles inhérentes aux objets représentés par les 

symboles utilisés. Ce type de travail est d'ailleurs requis dans les tâches de démonstrations 

portant sur les nombres complexes présentées à l'étape 4 du cours (voir tâches 58, 59 et 60). 

Pour résoudre ces tâches, l'étudiant doit être en mesure de gérer correctement les 

représentations binomiales et polaires des nombres complexes. Il doit pouvoir opérer sur ces 

formes en respectant les règles établies dans cet ensemble numérique. 

Malgré les bienfaits de ce type de travail quant à l'apprentissage du symbolisme et de la 

syntaxe mathématique, nous croyons que celui-ci est insuffisant pour travailler la 

démonstration. En effet, un travail d'ordre déductif où le raisonnement repose sur le sens des 

objets en cause, et non sur leur forme, est essentiel dans l'apprentissage de la démonstration. 

Tel qu'explicité précédemment, une fois les rouages d'un type de démonstrations exposés, 

l'étudiant les appliquera sans raisonner aux autres tâches similaires évacuant, par le fait 

même, une partie importante du travail d'ordre déductif. De plus, le fait de demander à 

l'étudiant de résoudre plusieurs tâches similaires envoient une image distordue de l'activité 

de démonstration. Selon nous, cette situation peut amener l'étudiant à voir la démonstration 

comme un simple exercice à effectuer, au même titre qu'une résolution d'équation, plutôt 

qu'un véritable processus de validation. 

En lien avec les propos tenus précédemment, nous tenons à soulever certaines questions 

concernant l'utilisation de tâches connues des étudiants lors des évaluations (voir tâches 46, 

59 et 60). Quels éléments peuvent être évalués dans de telles tâches? Est-il possible, en 

ayant recours à ce type de tâches, d'évaluer la capacité des étudiants à mettre en œuvre un 

raisonnement déductif? Si le raisonnement déductif est l'élément qui doit être évalué, 

comment s'assurer que l'étudiant a bel et bien raisonné sur la situation qui lui est présentée et 

qu'il n'a pas simplement recopié une démarche apprise par cœur? Nous sommes conscientes 

que le contexte des évaluations est particulier et régi par une multitude de contraintes, c'est 
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pourquoi nous ne nous attarderons pas davantage sur le sujet. Nous tenions toutefois à 

exposer les interrogations qui sont nées de nos analyses. 

5.5.4 Difficultés et éléments de formalisme suscités dans les tâches analysées 

L'application de notre grille aux tâches proposées dans le cours Mathématiques pour les 

sciences a permis de relever les difficultés rencontrées et les éléments de formalisme 

sollicités dans les démonstrations demandées aux étudiants. Les principaux éléments 

observés sont présentés ci-dessous. 

Changement de point de vue à introduire sans indication 

Cette exigence identifiée par Robert (1998), qui fait son apparition dans les mathématiques 

avancées, est celle qui a été la plus observée dans l'ensemble des démonstrations étudiées. 

Sur les 60 tâches ciblant l'activité de démonstration, 64 changements de point de vue ont été 

relevés. Cette statistique, qui peut surprendre, est plausible. Rappelons que différents types 

de changements de point de vue ont été définis lors de notre analyse du manuel du cours NYB 

(voir § 4.1.1.4) et qu'une tâche peut nécessiter l'introduction de plus d'un type de 

changements de point de vue, et même le recours à plus d'un changement de point de vue 

d'un même type. 

Tel que mentionné précédemment, notre analyse préalable du manuel du cours NYB nous a 

permis de mettre en lumière trois fonnes de changements de point de vue : 

•	 Changement de point de vue réalisé par l'introduction d'un nouvel objet. 

•	 Changement de point de vue réalisé par la modification des objets présents dans 

l'énoncé de la tâche. 

•	 Changement de point de vue nécessité par la méthode de preuve utilisée. 

Chacun de ces types est sollicité par le cours du cégep Ahuntsic, mais dans des proportions 

différentes. 

La première forme de changement de point de vue a été relevée dans deux tâches. Une 

d'entre elles, la tâche 34 (voir § 5.1.2), correspond à la démonstration de l'unicité de 
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l'inverse multiplicatif dans lR\{O} qui devait être lue dans une section théorique du manuel. 

La présentation qui a été faite par le manuel des nouveaux objets à traiter est, selon nous, 

ambiguë et lacunaire. Le lien qui unit chacune des égalités est difficile à percevoir et aucune 

justification ne vient appuyer l'introduction de ces éléments (voir tâche 34). Pourquoi 

doivent-ils être introduits? Comment ont-ils été construits? sont des questions que se poseront 

sans doute un bon nombre d'étudiants désireux de comprendre les rouages du raisonnement. 

Ce type de changement de point de vue est complexe à effectuer, car l'étudiant doit avoir une 

compréhension approfondie de la situation et une vision globale du raisonnement à mettre en 

jeu. Pour faciliter la tâche de l'étudiant, nous aurions souhaité que le manuel fournisse des 

explications supplémentaires sur l'origine de ces éléments. Pour pallier à cette lacune, une 

solution, rédigée par l'auteur de cette recherche, a été proposée (voir p. 230). Cette 

démonstration permet, à notre avis, de mieux comprendre d'où sont issus les éléments 

introduits et quels sont leurs rôles dans la démonstration. 

Le second type de changement de point de vue est celui qui est le plus sollicité par 

Mathématiques pour les sciences. En effet, 38 des 64 changements de points de vue repérés 

sont de ce type. Nous avons pu les subdiviser en deux sous-catégories: les changements de 

point de vue portant sur la réécriture de notions mathématiques et les changements de point 

de vue portant sur la réécriture d'opérateurs logiques. 

•	 La première sous-catégorie, qui regroupe 30 changements de points de vue, nécessite 

de l'étudiant qu'il ré-exprime, dans une forme dévoilant davantage l'orientation de la 

démonstration, des notions mathématiques traitées dans l'énoncé de la tâche. Par 

exemple, les nombres pairs et impairs de la tâche 10 et l'expression « un nombre 

divisible par» mentionné à la tâche 13 doivent être exprimés algébriquement pour 

mener à bien les démonstrations attendues. Il importe, selon nous, d'apporter une 

précision sur la statistique fournie un peu plus haut. Parmi les 30 changements de 

points de vue observés, plusieurs portent sur les mêmes notions mathématiques. Les 

notions de parité et de divisibilité touchent, à elles seules, près de la moitié de ces 

changements, soit 14. Cette observation est tout à fait cohérente avec les propos tenus 

précédemment quant à la présence de plusieurs tâches similaires dans le manuel. 
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•	 La seconde sous-catégorie, qui regroupe 8 changements de point de vue, porte sur la 

réécriture d'opérateur logique. La tâche 20 illustre bien cette situation, car une 

expression compOliant une biconditionnelle doit être ré-exprimée de façon à traiter 

séparément l'implication directe et sa réciproque. Cette réécriture dévoile la structure 

générale de la démonstration qui doit être élaborée. La présence non-négligeable de 

ce type de changements de point de vue est selon nous explicable, du moins 

partiellement, par la place qui est accordée à la logique formelle dans l'apprentissage 

de la démonstration. 

Finalement, le dernier type de changement de point de vue, changement de point de vue 

nécessité par la méthode de preuve utilisée, a été observé à 24 reprises. Ce nombre ne nous 

surprend nullement, car un des objectifs du cours est justement l'apprentissage des différentes 

méthodes de preuve. 

Les changements de point de vue sont souvent des éléments déclencheurs qui tracent la voie 

aux étapes subséquentes de la démonstration. Un étudiant qui ne percevrait pas l'utilité 

d'avoir recours à de tels changements se verrait bloqué dès le départ de la démonstration. 

L'importance qu'ont ces changements n'est souvent pas en phase avec la place qu'il occupe 

dans l'enseignement des mathématiques avancées. Selon Robeli (1998), ces changements de 

point de vue sont souvent passés sous silence par les enseignants, qui ont tendance à les tenir 

pour acquis. C'est pourquoi nous trouvons pertinent, et même essentiel, le travail qui est fait 

dans le cours pour mettre les étudiants en contact avec cette nouvelle exigence des 

mathématiques avancées. 

Nécessité d'une écriture quantifiée 

Un travail important est fait par Mathématiques pour les sciences sur les énoncés quantifiés. 

Une section théorique du manuel est d'ailleurs réservée à l'étude des quantificateurs 

universels, existentiels et d'unicité. Le symbolisme inhérent à ces quantifications et leurs 

négations y sont traités explicitement. En plus de cet enseignement direct, les énoncés 

quantifiés jouent un rôle non négligeable dans plusieurs des tâches. 
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Le premier type de tâches dans lequel la prise en considération des quantificateurs, explicités 

ou non, est nécessaire est constitué des démonstrations mettant en jeu un raisonnement par 

l'absurde. La mise en œuvre de ce type de raisonnement nécessite de déterminer la négation 

de l'énoncé à démontrer, requérant par le fait même de repérer et traiter adéquatement les 

quantifications qu'il comporte. Le traitement requis ici a également été relevé dans notre 

analyse du manuel du cours Calcul intégral NYB. 

En plus de ce que nous venons de voir, le cours du cégep Ahuntsic pousse un peu plus loin le 

travail fait sur les quantifications en traitant un sujet important en mathématiques, mais que 

nous n'avons pas relevé en NYB. Plusieurs des tâches analysées (voir tâches 8, 29 et 39, 

§ 5.1.2) portent sur la recherche d'un contre-exemple, ce qui nécessite une étude attentive des 

quantifications impliquées. Effectivement, le fait de pouvoir réfuter un énoncé quantifié 

universellement par la présentation d'un seul contre-exemple s'appuie sur une 

compréhension complète des quantifications mathématiques et de leur négation. Alors que 

les tâches présentées précédemment mettent en jeu des quantifications explicites, certaines 

tâches proposent un défi supplémentaire aux étudiants en leur présentant des énoncés dont les 

quantifications sont implicites (voir tâches II et 24, respectivement pages 191 et 218). Bien 

que non mentionnées directement, ces quantifications doivent être repérées si l'étudiant veut 

justifier la réfutation de l'énoncé donné par un contre-exemple. 

La présence, dans certaines tâches, de quantifications implicites permet, selon nous, de 

confronter les étudiants à une réalité présente dans les mathématiques avancées. Tel que le 

rapportent Selden et Selden (1995), plusieurs enseignants et manuels traitent 

«informellement »27 les théorèmes et définitions mathématiques requérant ainsi de l'étudiant 

qu'il mette à jour la structure logique sous-jacente. La perception de cette structure est 

souvent nécessaire pour construire la démonstration attendue. Cette mise à jour de la 

structure logique pour des énoncés informellement organisés n'est pas une mince affaire à 

accomplir et s'avère être une source de difficulté importante pour plusieurs étudiants (Selden 

27 Le terme « informellement}) a été choisi pour rester fidèle aux propos de Selden et Selden 
(1995). Selon ces auteurs, les énoncés informels sont ceux explicités dans le langage naturel où 
certaines quantifications sont parfois sous-entendues. 
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et Selden, 1995). Nous croyons donc qu'entamer un tel travail au niveau collégial est plus 

que souhaitable. 

Exigences en matière de démonstration qUi ne sont pas ou faiblement sollicitées dans 

Mathématiques pour les scieJ1ces 

La majorité des tâches du cours Mathématiques pour les sciences fait intervenir un nombre 

restreint d'arguments. Mais de plus, la nature des arguments mjs en jeu dans ces tâches est, 

selon nous, simple. En fait, les arguments à faire intervenir sont souvent issus directement du 

manuel de référence, et plus précisément des sections théoriques adjacentes à la section 

d'exercices d'où est issue la tâche. Les tâches demandées à l'étape 1 constituent un bon 

exemple de cette situation. Celles-ci se déroulent, pour la majorité, dans le domaine de la 

théorie élémentaire des nombres et font par conséquent intervenir les propriétés des 

opérations dans les entiers. Bien que ces propriétés aient été traitées au secondaire, le manuel 

propose un rappel détaillé de ces éléments au tout début du chapitre portant sur les méthodes 

de preuves. Ce rappel crée un mini-système axiomatique auquel peut se référer l'étudiant. 

L'étudiant n'a donc pas à pujser dans ses connaissances antérieures, car tout ce dont il a 

besoin peut être trouvé dans le recueil du cours. Cette situation est, à notre avis, une lame à 

double tranchant. Bien qu'elle permette de bien définir les éléments sur lesquels peuvent 

s'appuyer l'étudiant, elle ouvre également la porte à des stratégies de résolution basées sm 

des essais-erreurs, plutôt que sur la rruse en œuvre de déductions. En effet, un étudiant 

pourrait utiliser un processus d'élimination consistant à passer en revue les derniers 

théorèmes et les dernières notions pour tenter de voir lesquels permettent de mener à bien la 

démonstration et ce, plutôt que de tenter de raisonner à partir des informations données dans 

l'énoncé de la tâche. 

En ce qui concerne leur accessibilité, c'est-à-dire avec quelle facilité les arguments peuvent 

être déduits de l'énoncé à démontrer, nous croyons que la plupart des tâches proposées ne 

requièrent aucune analyse préalable. En fait, ceux-ci découlent souvent directement d'un 

changement de point de vue qui doit être effectué par l'étudiant. Ces changements de point 

de vue effectués, plusieurs démonstrations se résument à la réalisation de simples calculs (par 

exemple, voir les tâches 10 e124, § 5.1.2, et la tâche 43, § 5.2.2). 
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Une tâche est selon nous un peu à part des autres et il s'agit de la démonstration du Théorème 

des racines nièmes demandée lors de l'étude des nombres complexes à l'étape 4 du cours (voir 

tâche 60, § 5.4.2). Les arguments à mettre en œuvre requièrent selon nous une 

compréhension approfondie de la situation. L'étudiant doit comprendre les différentes 

composantes de la représentation polaire d'un nombre complexe. Plus précisément, il doit 

comprendre l'impact de l'application de chaque opération sur chacune des composantes de la 

représentation polaire. De plus, la tâche 60 nécessite une sélection d'informations (il s'agit 

d'ailleurs de la seule tâche comportant cette exigence) ce qui complique, selon nous, 

davantage le travail de l'étudiant. Effectivement, il doit démontrer l'énoncé initial en deux 

temps: la démonstration que l'expression fouI1'Ùe est bel et bien une racine ne de u et la 

démonstration que les n racines nièmes sont distinctes. Cette sélection d'informations requise 

oblige l'étudiant à analyser la situation pour déterminer quels arguments doivent être mis à 

profit et dans quelle sous-démonstration. Mais ces propos doivent être relativisés. Bien que 

la démonstration du théorème doive être construite par l'étudiant à la tâche 60, le fait que le 

théorème et sa démonstration aient été fournis dans une section théorique du manuel nous 

pousse à croire que plusieurs des éléments de complexité décrits précédemment seront 

amoindris. Par exemple, la sélection d'informations qui auraient pu être difficile à percevoir 

sera désOlmais facilement identifiable si l'étudiant a préalablement pris connaissance de la 

démonstration proposée par le manuel. 

La deI1'Ùère exigence en matière de démonstration qui compose notre grille d'analyse est la 

Répétition d'arguments. Celle-ci n'a été relevée dans aucune des tâches analysées. 

Le formalisme et Mathématiques pour les sciences 

Le formalisme occupe une place centrale dans le cours du cégep Ahuntsic. Chacune des 

étapes du cours comporte des objectifs ciblant l'apprentissage d'un vocabulaire et d'un 

symbolisme mathématique précis, liés au sujet abordé. Cette emphase sur le fOlmalisme est 

nettement perceptible dans plusieurs des tâches analysées. Dans certaines de ces tâches, le 

travail d'ordre symbolique et syntaxique effectué surpasse même, selon nous, le travail 

d'ordre déductif sollicité. On peut se demander si, dans ces cas, la démonstration ne servirait 

pas plutôt d'un prétexte permettant d'effectuer un travail d'ordre symbolique ou même 
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algébrique. Plusieurs des tâches étudiées reposent en effet sur la compréhension du 

symbolisme en jeu, le raisonnement déductif qui en découle est relativement élémentaire et 

ne présente pas de véritable défi pour l'étudiant. La véritable difficulté est plutôt liée à 

l'interprétation et la compréhension des expressions symboliques données. La démonstration 

de l'égalité A~ = nA~=i (voir tâche 43, § 5.2.2) en est un excellent exemple. La 

démonstration attendue repose entièrement sur la compréhension et la traduction à l'aide de 

la factorielle du symbole d'arrangement. Une fois cette étape effectuée, le raisonnement 

déductif mis en jeu est pris en charge par le calcul. Les tâches portant sur la compréhension 

des opérateurs logiques (voir les tâches 1 à 5, § 5.1.2), celles traitant du symbolisme inhérent 

à la théorie des ensembles (voir tâche 38, § 5.1.2) ou celles reposant sur le symbolisme lié 

aux nombres complex.es (voir les tâches 58 et 59, § 5.4.2) sont d'autres exemples illustrant 

cette situation. 

Ce travail d'ordre symbolique et syntaxique est, selon nous, tout à fait pertinent puisqu'il 

permet aux étudiants de se familiariser avec les différents symbolismes introduits et de 

s'approprier leurs règles syntaxiques. Le cours de transition vers la preuve accorde d'ailleurs 

beaucoup d'importance à ce travail lié au formalisme. Devant ce constat, une question peut 

se poser: est-ce que l'emphase mise sur le formalisme n'a pas amené une certaine négligence 

du travail d'ordre déductif, qui est tout aussi important dans l'apprentissage de la 

démonstration? Sel<m nous, les sujets mathématiques ciblés par Mathématiques pour les 

sciences peuvent avoir contribué à favoriser un travail d'ordre symbolique et syntaxique, au 

détriment du travail d'ordre déductif. En effet, certains des sujets abordés, tels que les 

nombres complexes et les notions d' arrangement (A~) et de combinaison (q:), ne sont peut

être pas des contextes qui se prêtent facilement à des raisonnements déductifs complexes. Se 

pourrait-il donc que le choix du cours de mettre à l'avant plan le travail d'ordre symbolique 

et syntaxique ait été influencé par le choix des contenus abordés? 

Un second type de tâches relègue au deuxième plan l'activité de démonstration en l'utilisant 

comme un prétexte pour la réalisation d'un travail d'ordre algébrique. Les démonstrations 

d'identités requises à l'étape 1 (voir tâches 6, 25 et 26, § 5.1.2) en sont d'excellents 

exemples. Le raisonnement déductif mis en oeuvre dans ce type de démonstrations est pris en 
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charge par le calcul. Un étudiant habile à manipuler des expressions algébriques n'éprouvera 

aucune difficulté à résoudre cette tâche, l'aspect déductif de la démonstration étant 

subordonné aux manipulations algébriques à effectuer. 

Encore une fois, le traitement qui est fait ici de la démonstration la détourne selon nous de 

son sens de processus de validation, la reléguant à l'exercice d'application de définitions ou 

de manipulations algébriques. 

Outre sa présence dans les tâches de démonstration, le formalisme mathématique est 

également traité via d'autres types de tâches28 portant expressément sur la compréhension de 

symboles mathématiques nouvellement introduits. 

Éléments de formalisme sollicités dans Mathématiques pour les sciences 

L'application de notre grille d'analyse a permis de mettre en lumière les principaux éléments 

de formalisme sollicités dans le cours du cégep Ahuntsic. 

Tel que mentionné précédemment, le cours accorde une place importante à l'apprentissage du 

vocabulaire et du symbolisme propre à chacun des thèmes abordés. Il n'est donc pas 

surprenant que le symbolisme lié à la théorie des ensembles, à la logique propositionnelle, à 

l'analyse combinatoire, aux probabilités, aux suites et aux nombres complexes ait été sollicité 

dans plusieurs des tâches analysées. Mise à part la présence de ces différents symbolismes, 

certains des éléments soulevés dans notre analyse du manuel NYB (voir chapitre IV) ont été 

relevés dans Mathématiques pour les sciences. Ces éléments sont les suivants. 

L'élément de formalisme Pluralité de symboles littéraux. est celui qui est le plus suscité. En 

effet, plusieurs énoncés à démontrer doivent être traduits algébriquement, nécessitant par le 

fait même l'introduction de plusieurs symboles littéraux. Ceux-ci s'ajoutent aux symboles 

littéraux initialement présents dans la tâche et l'étudiant doit être en mesure de voir le lien qui 

unit celtains d'entre eux ainsi que le rôle joué par chacun. Bien qu'une pluralité de symboles 

littéraux ait été repérée dans un nombre non négligeable de tâches, la gestion de ces symboles 

28 Par exemple: « Exercice 2.8.2 : Vrai ou faux? Si E = {l, 2}, alors: a) {I} E E, b) {l} c E, c) 
{l} E P(E), d) {J} c P(E), e) {{l}} c peE) » (Bourbonnais, 2008, p. 27) 
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est, selon nous, relativement élémentaire. La tâche 58, portant sur les propriétés du conjugué 

des nombres complexes, est un excellent exemple. L'utilisation de la représentation 

binomiale pour exprimer les nombres complexes impliqués dans l'énoncé nécessite 

l'introduction de symboles littéraux qui devront être manipulés lors de la construction de la 

démonstration. Les étudiants devront comprendre le rôle de chacun (représenter la partie 

réelle/imaginaire du nombre ou la particule i) et les manipuler adéquatement dans la 

démonstration. Ces manipulations sont toutefois simples, elles reposent sur la définition des 

opérations élémentaires dans ['ensemble des nombres complexes. 

L'élément Travail sur les inégalités a également été relevé dans une des tâches analysées, 

soit la tâche 49 (§ 5.3.2). Celle-ci nécessite la construction d'une démonstration par 

récurrence et le travail sur les inégalités doit être réalisé lors de la démonstration du pas. 

L'étudiant doit être en mesure de passer d'une égalité à une inégalité en ajoutant et majorant 

certains termes. Bien que cet élément de formalisme n'ait été repéré que dans une seule 

tâche, nous croyons que ce type de travail est nécessaire pour préparer les étudiants à 

affronter certaines exigences des mathématiques avancées. En effet, les définitions en E - (j, 

qui font leur apparition dans les cours universitaires d'analyse, requièrent ce traitement des 

inéquations. 11 est donc selon nous souhaitable que les étudiants y aient été confrontés au 

niveau collégial. Nous sorrunes cependant conscientes que les sujets mathématiques qui se 

prêtent à un tel travail ne sont pas faciles à trouver. 

En plus de cet élément de formalisme, la tâche 49 sollicite l'utilisation d'un second élément 

de formalisme, soit le Recours à des représentants génériques. En fait, cet élément de 

formalisme est présent dans chacune des tâches nécessitant la mise en œuvre d'un 

raisonnement par récurrence. En effet, la démonstration du pas nécessite l'introduction de 

l'élément générique k. La démonstration du pas consiste à démontrer que si la proposition est 

vraie pour une certaine valeur k, alors elle le sera pour la valeur suivante, k+ 1. Le caractère 

générique de k est essentiel ici puisqu'il va permettre, en combinant la démonstration du pas 

à celle de la base, de déduire la validité de la proposition pour l'ensemble des valeurs du 

référentiel. 
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Finalement, l'élément de formalisme Calculs, manipulation des formules est aussi suscité 

dans le cours du cégep Ahuntsic. Tel que nous l'avons mentionné antérieurement, des tâches 

telles que la démonstration de l'égalité A~ = nA~=i (voir tâche 43) cible davantage la 

compréhension du symbolisme impliqué et la manipulation algébrique que l'élaboration d'un 

raisonnement déductif. Le travail accompli dans ces tâches est important car, tel que le 

rapporte Corriveau (2007), les étudiants semblent arriver au cégep avec des lacunes 

importantes en algèbre. Ce type de tâche peut selon nous permettre de pallier ces lacunes. 

5.5.5 Attitude de preuve travaillée à travers les tâches analysées 

Le premier volet ayant retenu notre attention eu égard au travail sur J'attitude de preuve est la 

forte présence d'indices explicites et implicites dans les tâches analysées. Parmi les 60 tâches 

étudiées, Il sont des tâches dont la démarche doit entièrement être découverte par l'étudiant. 

Le tableau ci-dessous permet de voir la répartition de ces tâches dans les quatre étapes du 

cours. 

Tableau 5.2
 
Nombre de tâches distinctes et ne comportant aucun indice
 

dans le cours Mathématiques pour les sciences
 

Étape 1 Étape 2 Étape 3 Étape 4 Total 

Nombre total de tâches 

proposées 
100 77 87 56 320 

Nombre de tâches portant sur 

la démonstration 
41 5 Il 3 60 

Nombre de tâches distinctesL~ 

portant sur la démonstration 
19 4 5 2 30 

Nombre de tâches distinctes 

ne comportant aucun indice 
8 3 0 0 Il 

29 À la section 5.5.3, nous avons soulevé que plusieurs tâches requièrent la construction de 
démonstrations similaires. Ces tâches ont été regroupées et un seul représentant par groupe a été 
compté de manière à mettre en relief le nombre de tâches distinctes, eu égard à l'activité de 
démonstration. 
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Il Ya donc 49 tâches qui comportent des indices orientant d'une façon plus ou moins précise 

le travail de l'étudiant. Ces indices peuvent être donnés dans l'énoncé de la tâche (par 

exemple, voir tâche 15, § 5.1.2) ou implicitement dans une section théorique antécédente du 

manuel. Plusieurs des tâches analysées nécessitent en effet la construction de démonstrations 

qui sont en fait des copies pratiquement conformes d'un exemple présenté dans une section 

théorique (par exemple, voir tâche 9, § 5.1.2). Une telle pratique ne permet pas vraiment 

selon nous d'effectuer un réel travail sur le raisonnement déductif, mais repose plutôt sur 

l'application d'une marche à suivre préalablement définie. Les mises en fonctionnement des 

connaissances suscitées y sont de niveau technique et ne présentent pas de véritable défi pour 

l'étudiant. Le manuel propose également des «recettes» pour résoudre des types de 

problèmes particuliers. C'est d'ailleurs ce qui est fait à la section théorique 4.4 portant sur la 

démonstration d'identités. Dans cette section, deux méthodes pour effectuer de telles 

démonstrations sont présentées aux étudiants qui n'ont plus qu'à appliquer l'une d'entre elles 

pour mener à bien les tâches proposées ensuite. La présentation de ces méthodes relègue au 

niveau de l'exercice d'application des tâches qui étaient, de prime abord, pourtant assez 

simples à résoudre. 

Le second volet que nous voulons traiter eu égard à l'attitude de preuve est le caractère 

ouvert/fermé des énoncés à démontrer. Après avoir observé l'ensemble des tâches, nous en 

avons relevé 7 présentant des énoncés ouverts (voir les tâches 8, 10, Il, 14,24,29 et 39). 

Rappelons que nous entendons par « énoncé ouvert », un énoncé dont la valeur de vérité doit 

être déterminée par l'étudiant. Cette statistique est quelque peu décevante car, idéalement, 

l'activité de démonstration devrait découler de la nécessité d'établir la validité d'un énoncé et 

non d'une directive imposée. Nous sommes conscientes que l'utilisation exclusive d'énoncés 

ouverts est difficilement envisageable dans un contexte scolaire, cependant certaines des 

tâches proposées auraient selon nous pu être énoncées différemment de manière à laisser 

planer un doute sur la validité des affirmations. Ce doute fait comprendre à l'étudiant la 

nécessité de la validation et donne ainsi un sens à l'activité de démonstration. 

Une des tâches qui aurait, à notre avis, pu être formulée de façon plus ouverte est la tâche 15, 

poriant sur les polynômes de Legendre (voir page 201). Dans le recueil du cours, l'énoncé de 

la tâche comporte un indice dévoilant l'ensemble de la démarche à élaborer. Un tel indice a 
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pour effet d'éliminer une bOlU1e part du raisolU1ement déductif à mettre en œuvre pour la 

remplacer par la réalisation de manipulations algébriques et arithmétiques prescrites. Le 

simple retrait de l'indice aurait, selon nous, permis d'effectuer un travail plus substantiel eu 

égard à l'activité de démonstration. En effet, dans ce cas, un changement de point de vue 

aurait dû être introduit par l'étudiant. L'expression « P(l6) n'est pas un nombre premier» 

aurait dû être ré-exprimée en une forme dévoilant davantage l'orientation de la 

démonstration: P(l6) peut être exprimé comme un produit de deux facteurs dont aucun ne 

vaut 1 ou - l. C'est d'ailleurs ce changement de point de vue qui est mis en lumière par 

l'indice fourni dans l'énoncé de la tâche. 

Bien que cette modification aurait eu pour effet d'augmenter le niveau de difficulté de la 

tâche, nous pensons qu'une reformulation plus importante aurait eu davantage de bénéfices. 

Nous croyons que le contexte des polynômes de Legendre peut dOlU1er naissance à une tâche 

encore plus riche du point de vue de l'activité de démonstration. Il aurait été intéressant de 

présenter les deux polynômes de Legendre en demandant à l'étudiant de statuer sur la validité 

de l'affirmation: est-ce que ces deux polynômes dOlU1ent des nombres premiers pour toutes 

les valeurs de n, n étant un nombre naturel? Cette question présente selon nous plusieurs 

avantages. La valeur de vérité de l'énoncé n'étant pas explicitée, l'étudiant doit analyser la 

situation pour tenter de déterminer si oui ou non les polynômes dOlU1és produisent des 

nombres premiers pour tous les nombres naturels. Cette quête de la vérité passe par la 

recherche d'un contre-exemple, ce qui n'est pas un travail facile dans le présent contexte, car 

les contre-exemples arrivent assez tard, soit n = 16 pour le premier polynôme et n = 29 pour 

le second. Cette situation pourrait confondre certains étudiants qui auraient statué sur la 

validité de l'énoncé après seulement quelques essais. Une fois le contre-exemple trouvé, 

l'étudiant aurait eu à démontrer qu'il ne s'agit effectivement pas d'un nombre premier, ce qui 

fait intervenir le changement de point de vue décrit précédemment. 

En plus de cette relative rareté des tâches ouvertes, la simplicité de celles-ci est, à nos yeux, 

souvent trop grande pour que l'étudiant soit pousser à ressentir le processus de validation 

comme une nécessité intérieure. En fait, dans les tâches ouvertes proposées, l'activité de 

démonstration semble davantage servir de prétexte à l'utilisation de certaines définitions ou à 

la compréhension d'un symbolisme précis qu'à la mise en jeu d'un raisolU1ement d'ordre 
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déductif. Par exemple, la valeur de vérité des tâches 8, 29 et 39 (voir § 5.1.2) peut être 

déterminée en décodant le symbolisme ensembliste et les quantificateurs impliqués et les 

valeurs de vérité des énoncés de la tâche 10 reposent sur la définition d'un nombre pair et 

impair et leur représentation algébrique. Le symbolisme et les définitions à décoder ayant 

souvent été définis dans des sections théoriques du manuel et mis à profit dans d'autres 

tâches, ils ne représentent plus un défi pour rétudiant. 11 peut s'appuyer sur ce qui a été vu 

préalablement pour résoudre efficacement et rapidement les tâches de «démonstrations» 

proposées. Ce type de tâche pousserait, selon Brousseau (1998), les étudiants à appliquer des 

recettes plutôt qu'à entrer dans un véritable processus de validation mis en oeuvre à partir 

d'un doute profond et d'une nécessité d'établir la vérité. 

Nous sommes conscientes que les tâches qui posent un véritable « enjeu de vérité» (Grenier 

et Payan, 1998) ne sont pas faciles à trouver. Par ailleurs, malgré le fait que les exercices 

d'application décrits précédemment ne soient pas optimaux pour susciter une attitude de 

preuve, ils ont comme souci d'exercer l'étudiant sur le symbolisme et la syntaxe, ce qui est 

aussi un travail important. 

5.5.6 Complexité de la structure déductive des démonstrations étudiées 

L'analyse des tâches a mis en lumière la simplicité de la structure déductive de plusieurs des 

démonstrations étudiées. Effectivement, la majorité des démonstrations analysées possèdent 

des structures déduclÎves linéaires composées de peu de pas déductifs. Le manque de variété 

dans les structures déductives étudiées, ainsi que leur simplicité, envoient, selon nous, une 

image incomplète de l'activité de démonstration. En effet, nous croyons que plusieurs 

étudiants pourraient déduire de cette situation que la démonstration se limite à un 

enchaînement linéaire de pas déductifs, c'est-à-dire une chaîne d'inférences où la conclusion 

du pas précédent devient la prémisse du pas suivant. Cette situation, qui s'avère fondée dans 

le cadre du cours, est néanmoins inapplicable à un bon nombre de démonstrations des 

mathématiques avancées, nécessitant souvent la prise en considération simultanée de 

plusieurs arguments. 
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Les seules démonstrations de Mathématiques pour les sciences échappant à ce schéma 

déductif linéaire sont celles nécessitant la mise en œuvre d'un raisonnement par disjonction 

de cas ou par récurrence, ainsi que les démonstrations des énoncés comportant une 

biconditionnelle. En effet, dans ces cas, des sous-démonstrations doivent être construites en 

parallèle pour ensuite être combinées dans l'optique de déduire la conclusion souhaitée. Par 

exemple, les démonstrations par récurrence nécessitent la construction de deux sous

démonstrations, soit la démonstration de la base et la démonstration du pas, et la validité de 

l'énoncé initial est déduite de la combinaison de ces deux sous-démonstrations. La 

complexité de la structure déductive des démonstrations traitées ici est intimement liée à la 

méthode de preuve employée. Étant donné que les méthodes de preuves sont décortiquées 

dans les sections théoriques du manuel et que plusieurs exemples y sont présentés, l'étudiant 

connaît, avant même de commencer à élaborer la démonstration requise par ces types de 

tâches, la structure qui devra être déployée ce qui oriente, et par le fait même facilite, la 

résolution de la tâche. Nous sommes néanmoins conscientes que la structure sous-jacente de 

certaines méthodes de preuve, telles que la démonstration par récurrence, est une source de 

difficultés pour certains étudiants et ce, même si cette structure leur a été exposée à plusieurs 

repnses. 

5.5.7 Commentaires généraux sur les tâches analysées 

L'application de notre outil d'analyse à l'ensemble des tâches ciblées par l'enseignante et 

requérant l'élaboration d'une démonstration a permis de mettre en lumière plusieurs aspects 

caractérisant, par leur présence ou leur absence, les démonstrations demandées dans le cours 

à l'étude. Ces aspects, soit les nouvelles exigences suscitées en matière de démonstration, 

telles que décrites par Robert (1998), la complexité de la structure déductive, l'attitude de 

preuve sollicitée et les éléments de formalisme présents dans les démonstrations étudiées, ont 

tous été traités et pré entés précédemment dans ce bilan. En plus de ces aspects, l'étude des 

tâches ciblées nous a pennis de repérer certains éléments connexes à l'activité de 

démonstration et propres au cours du cégep Ahuntsic qui méritent, selon nous, d'être abordés. 

Bien que ceux-ci ne soient pas formellement identifiés dans notre grille d'analyse, ils 
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contribuent à tracer un portrait précis de la préparation à l'activité de démonstration et au 

formalisme qui est proposée par le cours Mathématiques pour les sciences. 

Niveau de rigueur attendu dans les tâches étudiées 

Le niveau de rigueur et de formalisation qui est attendu dans celtaines des tâches proposées 

surpasse, selon nous, le niveau qui poulTait être perçu comme nécessaire par l'étudiant. La 

tâche Il en est un bon exemple. L'étudiant doit y démontrer que si x est un nombre 

rationnel, alors x2 est également un nombre rationnel. En posant x = a/b, l'étudiant peut 

rapidement déduire que x 2 peut être exprimé par cid, ce qui correspond à la représentation 

algébrique d'un nombre ratiOImel, où c = a2 et d = b2
. Alors que cette portion de la 

démonstration attendue est sans doute perçue comme essentielle par les étudiants, nous 

croyons que celtains d'entre eux ne penseront pas à démontrer que c et d sont des entiers et 

que d est non nul. En effet, ceux pour qui la natille des éléments c et d est évidente ne 

verront et comprendront pas du tout la nécessité de la valider. Pourquoi démontrer ce qui est 

de prime abord évident? La prise en considération de ce type de tâches nous permet 

d'avancer que la simplicité de certaines tâches proposées ne pousse pas spontanément 

l'étudiant à avoir reCOillS au niveau de rigueur et de formalisme qui est attendu de lui. De 

plus, plutôt que de voir la pertinence du formalisme mathématique, celui-ci risque de le 

percevoir comme une exigence creuse et fastidieuse imposée par l'enseignant. 

En plus de surpasser ce que l'étudiant perçoit comme nécessaire, nous croyons que le niveau 

de formalisme attendu dans certaines tâches est trop élevé. La démonstration fournie par le 

manuel au théorème des racines nièmes est un bon exemple (voir tâche 60, théorème 2, 

§ 5.4.2). L'utilisation de la progression arithmétique pour justifier le fait que les n racines 

trouvées sont distinctes, bien que rigoureuse, n'est, selon nous, pas essentielle. Un argument 

plus intuitif et moins formel aillait été tout aussi valable dans ce contexte. Par exemple, la 

représentation géométrique des n racines, qui est rapidement mentionné dans le solutionnaire 

du manuel, aurait pu être développée davantage et aurait ainsi constitué, à nos yeux, un 

argument complet et tout à fait valable. 

Un troisième point doit être traité eu égard au niveau de rigueill et de formalisme attendu 

dans le COillS étudié. Celui-là est d'ailleurs partiellement en contradiction avec les points 
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développés précédemment. En effet, alors que certaines tâches nécessitent le recours à un 

niveau de rigueur et de formalisme surpassant la complexité de la tâche, d'autres tâches 

présentent d'importants manquements à la rigueur. Un bon exemple en est la tâche 10 (voir 

page 187). L'énoncé de cette tâche omet de mentioIU1er l'ensemble numérique servant de 

référentiel aux diverses affirmations proposées, alors que la tâche n'a de sens que dans la 

mesure où le référentiel est restreint aux entiers. Or, ce n'est pas précisé et ça ne va pas 

nécessairement de soi. 

De plus, les justifications fournies dans le corrigé pour certaines démonstrations sont, selon 

nous, imprécises. L'utilisation de la justification « simplification dans Z» dans plusieurs 

tâches en est une excellente représentation. Plutôt que de nommer la propriété des opérations 

mise à contribution, le manuel utilise une formule pouvant représenter plusieurs 

manipulations algébriques distinctes. D'ailleurs, le manuel utilise cette expression pour 

justifier plusieurs opérations différentes (telles que la distributivité et l'associativité). Pour 

ajouter à la confusion, le manuel, .plutôt que de toujours utiliser cette expression pour justifier 

l'application d'une propriété des opérations, mentioIU1e parfois explicitement la propriété qui 

a été utilisée. L'utilisation d'arguments différents pour justifier l'application d'une même 

propriété peut amener celtains étudiants à se questioIU1er sur les attentes du cours en matière 

de rigueur. Pourquoi la formule « simplification dans Z » était-elle adéquate pour certaine 

tâche, mais pas pour d'autres? 

L'utilisation d'une expression générale telle que « simplification dans Z» n'est pas 

totalement à baIU1ir. En effet, une fois une certaine maîtrise obtenue, on peut se permettre 

d'être plus succinct dans les justifications. Ce procédé est d'ailleurs courant en 

mathématiques. Cependant, nous croyons qu'avant de généraliser l'usage de telles 

justifications, il aurait été intéressant d'inclure dans le manuel une explication d'ordre 

« méta-mathématique» (voir par exemple le chapitre IV dans Dorier, 1997) explicitant les 

arguments couverts par cette expression. 



CHAPITRE VI 

CONCLUSION 

6.1 Résumé du projet 

Cette étude s'est, dans un premier temps, attardée à mettre au jour la transition abrupte entre 

les attentes en matière de démonstration et de formalisme de niveau secondaire et celles de 

niveau collégial (voir § 1.7). Dans l'optique d'aplanir cette transition secondaire

mathématiques avancées, certains cégeps ont décidé d'ajouter au programme Sciences de la 

nature 200 B. O. un quatrième cours obligatoire de mathématiques. Celui-ci cible 

l'apprentissage des différentes méthodes de preuves, tout en familiarisant les étudiants au 

formalisme et à la rigueur mathématique. 

Ayant pris connaissance de l'existence de tels cours, nous avons décidé d'en sélectionner un, 

soit le cours Mathématiques pour les sciences, offert par le Cégep Ahuntsic, pour voir si ce 

cours permet effectivement de préparer les étudiants à la démonstration et au formalisme 

caractéristiques des mathématiques post-secondaires. 

La réalisation de cet objectif, qui est d'ailleurs la visée première de la présente étude, a 

nécessité l'introduction d'un objectif intermédiaire. Cet objectif intermédiaire consiste à 

définir plus précisément ce qu'on entend par « attentes en matière de formalisme et de 

démonstration liées aux mathématiques avancées ». Bien qu'elles aient fait l'objet de 

plusieurs études, telle celle de Robert (1998), nous trouvions important d'identifier ces 

attentes dans le contexte de l'enseignement collégial québécois. 
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Pour répondre à cet objectif intermédiaire et complémentaire, un cours de niveau collégial, 

Calcul intégral NYB, a été retenu. Les tâches suscitant l'activité de démonstration et 

certaines démonstrations données dans les sections théoriques du manuel de référence du 

cours Calcul intégral (Charron et Parent, 2004) ont été analysées à l'aide de notre grille 

d'analyse. Cet outil, élaboré par Robert (1998) et modifié par Corriveau (2007), a permis 

d'évaluer l'attitude de preuve, la complexité des structures déductives, les éléments de 

formalisme et les nouvelles exigences, telles que définies par Robert (1998), sollicitées à 

travers le manuel. L'analyse de ce manuel de référence est incidemment présentée au chapitre 

IV. Une fois ceci réalisé, nous nous sommes attaquées à l'analyse, toujours à l'aide de notre 

grille, des tâches ciblées par le cours de transition vers la preuve du cégep Ahuntsic. 

L'analyse complète est présentée au chapitre V de ce mémoire. 

Maintenant que nos analyses sont complétées, nous pouvons tenter de répondre aux questions 

à la source de cette recherche: 

•	 est-ce que les difficultés inhérentes à l'activité de démonstration et au formalisme qui 

ont été travaillées à travers les tâches proposées par le cours Mathématiques pour les 

sciences correspondent à celles que les étudiants auront à affronter dans les cours de 

mathématiques avancées, et plus particulièrement en Calcul intégral NYB? 

•	 au regard de ces mêmes mathématiques avancées, y a-t-il des éléments à travailler 

qui ne le seraient pas dans NYB, mais auxquels le cours Mathématiques pour les 

sciences suppléerait? La combinaison de ces deux cours constitue-t-elle globalement 

une préparation adéquate? 

6.2 Préparation offerte par Mathématiques pour les sciences eu égard à la 

démonstration et au formalisme 

Pour évaluer si les éléments ciblés dans Mathématiques pour les sciences préparent bel et 

bien aux attentes des mathématiques avancées, telles que relevées dans le manuel du cours 

NYB, les analyses des deux cours seront comparées. Les conclusions issues de cette 

comparaison sont présentées dans cette section. 
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Changement de point de vue à introduire sans indication 

Les changements de point de vue à introduire sans indication, décrits par Robert (1998), 

constituent l'une des attentes relevées dans les deux cours à l'étude. Qui plus est, il s'agit de 

l'exigence la plus sollicitée dans chacun des deux COlITS. 

Dans le manuel du cours Calcul intégral NYE, près des deux tiers des démonstrations 

analysées nécessitent l'introduction d'un changement de point de vue. Cette statistique est, à 

notre avis, révélatrice de l'importance de cette exigence dans le manuel étudié. Un étudiant 

préalablement mis en contact avec cette exigence sera sans doute mieux outillé pour faire 

face aux changements de point de vue requis par la suite. C'est d'ailleurs ce que permet, 

selon nous, le cours de transition vers la preuve du cégep Ahuntsic. En effet, les tâches qu'il 

propose pennettent de se familiariser avec cette nouvelle exigence des mathématiques 

avancées, car des changements de point de vue de chacune des trois sous-catégories présentes 

dans le cours NYE (Changement de point de vue réalisé par l'introduction d'un nouvel objet, 

Changement de point de vue réalisé par la modification des objets présents dans l'énoncé de 

la tâche et Changement de point de vue nécessité par la méthode de preuve utilisée) sont 

sollicités (voir § 5.5.4) dans le cours Mathématiques pour les Sciences. 

À notre avis, Mathématiques pour les sciences est même allé au-delà de certaines balises que 

nous avions identifiées dans notre analyse du manuel NYE. En effet, la troisième sous

catégorie de changements de point de vue, soit les changements de point de vue nécessité par 

la méthode de preuve utilisée, a fait l'objet d'un travail surpassant les attentes repérées dans 

le manuel de calcul intégral. Alors qu'uniquement les méthodes de preuve par l'absurde et 

par disjonction de cas étaient sollicitées en NYE, Mathématiques pour les sciences permet 

aux étudiants d'entrer en contact avec plusieurs autres méthodes de preuves telles que la 

preuve par la contraposée et la preuve par récurrence. Ces méthodes de preuves sont une 

source de difficultés pour les étudiants (Dreyfus et R<)ll, 2004; Stylianides et al., 2004) et les 

inclure dans un cours de transition vers la preuve nous apparait être un bon moyen de mettre 

les étudiants en contact avec les changements de point de vue qu'elles requièrent. 

Un bémol doit néanmoins être apporté quant à la préparation dispensée par Mathématiques 

pour les sciences face à l'exigence « changement de point de vue». Les démonstrations 
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requérant des changements de point de vue nécessités par l'introduction d'un nouvel objet 

(première sous-catégorie de changement de point de vue) sont peu sollicitées dans le cours du 

cégep Ahuntsic. En effet, uniquement deux démonstrations (voir tâche 34, § 5.1.2, et tâche 

46, § 5.2.2), dont une présentée dans une section théorique du manuel, requièrent ce type de 

changements de point de vue. De plus, nous avions soulevé lors de notre analyse de la tâche 

34 (cette tâche demande à l'étudiant de lire et comprendre une démonstration présentée dans 

une section théorique), qu'aucune explication n'accompagnait l'introduction des nouveaux 

objets. Nous aurions trouvé intéressant que des justifications soient apportées dans l'optique 

de faire comprendre aux étudiants d'où sont issus ces nouveaux éléments et quels sont leurs 

rôles dans la démonstration. Nous croyons que, eu égard à cette sous-catégorie de 

changements de point de vue, la préparation offerte par Mathématiques pour les sciences 

aurait pu être plus importante. Les changements de point de vue nécessitant l'introduction 

d'un nouvel objet sont sollicités dans 8 démonstrations du manuel du cours NYB et, tel que 

nous l'avons soulevé précédemment (voir § 4.2.1), aucune explication n'est fournie aux 

étudiants pour les aider à comprendre comment et pourquoi se fait l'introduction de ces 

objets dans la démonstration. Le manuel de NYB étudié passe ces changements de point de 

vue complètement sous silence. Il aurait donc été intéressant que Mathématiques pour les 

sciences lève le voile sur ce type de changements de point de vue en explicitant davantage 

pourquoi certains éléments doivent être inclus dans la démonstration et comment ceux-ci sont 

construits. Nous aurions également souhaité qu'un nombre plus important de tâches requérant 

ce type de changements de point de vue soit proposé afin de mieux préparer les étudiants à 

affronter les démonstrations présentées dans le manuel de Charron et Parent. 

Nécessité d'une écriture quantifiée 

Le travail accompli dans Mathématiques pour les sciences sur les quantificateurs est non

négligeable. Une section théorique du manuel de référence du cours porte explicitement sur 

ce sujet. Les quantificateurs existentiel, unjversel et d'unicité, ainsi que leur négation, y sont 

abordés. 

En plus de faire l'objet d'un enseignement explicite, les quantificateurs jouent un rôle 

important dans plusieurs tâches analysées (voir § 5.5.4). Une des attentes en matière de 
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quantifications que nous avons mise en lumière lors de notre analyse du manuel du cours 

NYB est la prise en considération des quantificateurs explicites et implicites contenus dans les 

énoncés qui doivent être démontrés par l'absurde. L'utilisation de cette méthode de preuve 

nécessite de prendre la négation de l'énoncé à démontrer, ce qui demande à l'étudiant de 

repérer et gérer efficacement les quantifications qu'il comporte. Six tâches proposées dans 

Mathématiques pour les sciences (voir les tâches 19, 22, 23, 33, 34 et 40 présentées au 

chapitre V) permettent aux étudiants de se familiariser avec cette exigence. Il ne s'agit 

cependant pas du seul type de tâches où les quantificateurs jouent un rôle de premier plan. 

En effet, le cours de transition vers la preuve du cégep Ahuntsic propose également plusieurs 

tâches (voir tâches 8, Il, 24, 29 et 39) nécessitant la recherche d'un contre-exemple. La 

recherche d'un contre-exemple passe par la compréhension des quantifications en cause dans 

l'énoncé qu'on veut réfuter et requiert, de la part de l'étudiant, qu'il soit capable de déceler 

les quantifications implicites dans l'énoncé (par exemple, voir tâche 11 présentée à la 

page 191). 

Mathématiques pour les sciences propose également des tâches portant expressément sur le 

repérage des quantifications sous-entendues dans un énoncé. Une feuille d'exercices 

supplémentaires sur les quantificateurs demandent effectivement à l'étudiant d'utiliser les 

quantifications appropriées pour traduire des énoncés, tels que « le carré de tout nombre réel 

est positif ou nul », en langaEe mathématique. Ce type d'énoncés est, selon notre expérience, 

représentatif des énoncés informels qui sont couramment utilisés dans les manuels et par les 

enseignants. Le travail sur ces énoncés constitue donc une préparation supplémentaire pour 

affronter les mathématiques universitaires. 

Le travail sur les quantificateurs accompli dans le cours de transition vers la preuve peut 

contribuer, à notre avis, à rendre les étudiants plus alertes à repérer les quantificateurs cachés, 

ce qui pourrait leur faciliter La tâche pour affronter les mathématiques avancées. 

Attitude de preuve 

Contrairement à ce qu'il en est dans le manuel NYB, Mathématiques pour les sciences ne 

propose pas uniquement des énoncés fermés. En effet, sept des 60 tâches analysées laissaient 

le soin à l'étudiant de déterminer la valeur de vérité de l'énoncé. Bien qu'il s'agisse d'un pas 
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dans la bonne direction, nous croyons, tel que nous l'avons avancé précédemment, que 

Mathématiques pour les sciences aurait pu aller loin. La plupart des tâches proposées sont 

très directives et laissent peu de latitude à l'étudiant. Dans bien des cas, le seul retrait des 

indices (par exemple voir la tâche 15 portant sur les polynômes de Legendre, page 201) aurait 

permis de créer un «enjeu de vérité» et de donner du sens à l'activité de validation 

mathématique. 

11 aurait également été intéressant selon nous d'inclure des tâches nécessitant l'élaboration de 

conjectures. Cette activité mathématique joue un rôle central dans les débats scientifiques, 

tels que décrits pas Alibert et Thomas (1991). Ces débats ont été développés entre autres 

dans l'optique d'avoir un« impact sur l'attitude de l'étudiant et celle de l'enseignant face à la 

connaissance et en particulier vis-à-vis du sens de la preuve et de la démonstration» 

(Legrand, 1988; cité dans Arsac, 1988, p. 273). Nous sommes conscientes que la mise en 

œuvre de débat scientifique dans la classe est une lourde tâche pour l'enseignant et demande 

un chamboulement important de la planification du cours déjà établie. Cependant, nous 

somme d'avis que de proposer des énoncés sur lesquels les étudiants pourraient conjecturer, 

sans nécessairement les placer dans un contexte de débat, est une solution à moindre coût. 

D'autant plus que la formulation de conjectures est un objectif contenu dans le programme de 

formation de l'école secondaire québécoise (voir § lA) et que les étudiants sont donc 

théoriquement familiers avec cette activité mathématique. 

Un endroit propice pour introduire des problèmes plus ouverts nécessitant la formulation de 

conjectures serait selon nous les trois activités qui sont déjà prévues dans la planification du 

cours (voir § 3.3.1). Rappelons que ces activités, qui peuvent être faites en équipe ou 

individuellement, constituent, avec les quiz et les examens de fin d'étape, un des outils 

d'évaluation du cours. Plutôt que de proposer des activités se rapportant à la lecture de textes 

ou à la réalisation de calculs, il aurait été intéressant de proposer des tâches plus complexes 

requérant de l'étudiant qu'il décortique et analyse la situation qui lui est présentée. Une tâche 

qui aurait pu être donnée en activité est celle du pavage d'un polymino (Grenier et Payan, 

1998). Une des situations de pavage d'un polymino proposée par Grenier et Payan est la 

suivante: «peut-on paver un polymino carré de côté 2n privé d'une case par des triminos en 

L?» (op. cit., p. 85). 
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• 

Figure 6.1 Pavage d'un polymino par 
un trimino. (D'après Grenier et Payan, 
1998, p. 85) 

Cette situation nécessite la réalisation d'une démonstration par récurrence, sujet traité par 

Mathématiques pour les sciences, et demande une analyse préalable de la situation. Il est 

important de mentionner que cette situation et la démonstration qu'elle requiert sont 

présentées à la section théorique 4.19 du manuel du cours du cégep Ahuntsic. Ceci nous 

permet donc d'avancer qu'elle est accessible à des étudiants de ce niveau de scolarité. 

Cependant, plutôt que de présenter la situation et la démonstration à l'étudiant, nous 

proposons de ne fournir que l'énoncé de la tâche, tel que présenté ci-dessus, et d'en laisser la 

résolution à l'étudiant. Une seconde situation de pavage de polyminos qui pourrait être 

proposée est le pavage d'un polymino privé d'une case par des dominos (Grenier et Payan, 

1998, pp. 95-98). Cette situation est selon Grenier et Payan plus complexe et nécessite donc 

davantage de temps pour être réalisée. 

Le pavage de polyminos est un contexte riche et peut donc être adapté de plusieurs façons par 

l'enseignant en fonction de ce qu'il souhaite travailler et des contraintes, d'ordre temporel ou 

autres, auxquelles il doit se conformer. En plus du nombre important de possibilités qu'offre 

cette situation, celle-ci se déroule dans le contexte des mathématiques discrètes dont l'analyse 

combinatoire, qui est traitée dans le cours, fait partie. 

Le retrait des indices dans l'énoncé de certaines tâches et l'introduction d'énoncés nécessitant 

la formulation de conjectures auraient, selon nous, contribué à redonner ses lettres de 

noblesse à la démonstration. Ces modifications auraient permis aux étudiants de voir 
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l'activité de démonstration comme un outil de validation plutôt que comme un exercice 

d'application. Tel que le rapporte COlTiveau (2007), plusieurs enseignants de niveau 

collégial trouvent qu'un problème majeur chez les étudiants sortant du secondaire est qu'ils 

« n'ont pas le sens de la preuve» (p. 4). Nous croyons que Mathématiques pour les sciences 

serait un cours pratiquement idéal pour « redonner» un sens à cette activité de validation et 

ainsi pallier les lacunes relevées par les enseignants du cégep. 

Éléments de fOlTnalisme sollicités dans chacun des deux cours étudiés 

Notre analyse préalable du manuel Calcul intégral NYB a permis de mettre en lumière six 

éléments de fOlTnalisme auxquels sont confrontés les étudiants: Présence d'intervalles 

ouverts et d'intervalles fermés, Pluralité de symboles littéraux, Recours à des représentants 

génériques de prime abord arbitraires, Travail sur les inégalités, Travail sur les limites et les 

infinitésimaux et Calculs, manipulation des formules. Tel que nous l'avons mentionné dans 

notre bilan des analyses de Mathématiques pour les sciences, la majorité de ces éléments a 

été traitée. En effet, les éléments Pluralité de symboles littéraux, Recours à des 

représentants génériques de prime abord arbitraires, Travail sur les inégalités et Calculs, 

manipulation des formules ont tous été rencontrés par les étudiants à un moment du cours, 

leur fournissant ainsi un (premier) contact avec ces attentes en matière de fOlmalisme. 

Deux éléments ont cependant été laissés de côté par le cours de transition vers la preuve du 

cégep Ahuntsic, soit Présence d'intervalles ouverts et d'intervalles fermés et Travail sur les 

limites et les infinitésimaux. L'absence de ces éléments peut sans doute être, du moins 

partiellement, expliquée par les sujets mathématiques abordés par Mathématiques pour les 

sciences. En effet, la logique propositionnelle, la théorie élémentaire des nombres, l'analyse 

combinatoire, les probabilités, les vecteurs et les nombres complexes ne se prêtent pas de 

prime abord à l'usage de ces éléments de formalisme. Cependant, ceux-ci auraient pu être 

sollicités lors de l'étude des suites et des séries. En effet, la convergence des suites et des 

séries géométriques est brièvement abordée à la section théorique 5.23, mais aucune tâche ne 

porte sur ces sujets. Nous sommes néanmoins conscientes qu'un travail approfondi sur la 

convergence des suites et des séries demande du temps et surpasse sans doute l'introduction 

aux suites et aux séries que souhaite faire le cours du cégep Ahuntsic. 
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Tel que mentionné précédemment, les contenus mathématiques ciblés par le cours de 

transition vers la preuve semblent avoir un impact non négligeable sur les éléments de 

formalisme sollicités. Nous croyons que les contenus ciblés ont en fait un rôle plus important 

à jouer dans la façon dont le cours Mathématiques pour les sciences travaille l'activité de 

démonstration et le formalisme. 

Choix des contenus mathématiques 

Les sujets mathématiques ciblés par Mathématiques pour les sciences sont centraux en 

mathématiques avancées. Le fait de les introduire à la première session du programme 

Sciences de la nature contribue, selon nous, à préparer les étudiants à affronter les cours de 

mathématiques collégiaux, et même universitaires, subséquents. En effet, alors que les suites 

et les séries seront étudiées plus en profondeur dans le cours NYB, les vecteurs referont 

surface dans le cours NYc. 

En plus de fournir un premier contact avec des sujets réinvestis dans d'autres cours de la 

formation collégiale, notre expérience des mathématiques post-secondaires nous permet 

d'avancer que l'introduction qui est faite des nombres complexes, de l'analyse combinatoire 

et des probabilités facilitera sans doute la tâche des étudiants effectuant des études 

universitaires en mathématiques. Les probabilités, les mathématiques discrètes et l'analyse 

complexe sont des thèmes abordés dans les formations universitaires 1 et nous croyons qu'un 

étudiant ayant préalablement suivi le cours Mathématiques pour les sciences pourrait être 

mieux outillé pour affronter les cours portant sur ces sujets. 

Le choix des contenus a néanmoins de l'incidence sur les types de tâches proposés dans 

Mathématiques pour les sciences. L'introduction des nombres complexes, de l'analyse 

combinatoire, des probabilités requièrent l'implantation de symbolismes précis. L'étudiant 

doit se familiariser avec ceux-ci et apprendre à les gérer correctement. D'ailleurs, tel que 

1 Le baccalauréat en mathématiques offert à l'UQAM comporte trois cours obligatoires, MAT 
2070 Probabilités l, MAT 2090 Introduction à la combinatoire et MAT 3010 Analyse complexe, qui 
touchent respectivement les probabilités, l'analyse combinatoire et les nombres complexes. Au 
baccalauréat en mathématiques et en enseignement secondaire, concentration mathématique de 
l'Université de Montréal, les cours MAT 1720 Probabilités et MAT 1500 Mathématiques discrètes 
sont obligatoires et le cours MAT 2130 Variable complexe est optionnel. 
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nous l'avons mentionné antérieurement, l'apprentissage du symbolisme inhérent à ces 

contenus mathématIques ainsi que des règles syntaxiques auxquelles ils sont soumis 

constituent un des objectifs du cours de transition vers la preuve. 

Pour atteindre cet objectif, le cours propose plusieurs tâches reposant sur la compréhension et 

la gestion du symbolisme nouvellement introduit. Notre analyse nous a en effet permis de 

relever que plusieurs des tâches de démonstrations visent davantage un travail d'ordre 

symbolique et syntaxique qu'un travail d'ordre déductif. Ce choix est, selon nous, tout à fait 

en accord avec les thèmes abordés. Les étudiants doivent se familiariser avec les symboles et 

sont appelés à faire des manipulations calculatoires, de l'ordre du syntaxique, avec ceux-ci. 

Les tâches portant sur les arrangements (voir la tâche 43, où l'on doit démontrer que A~ = 
A~=i ) ainsi que celles traitant des propriétés des opérations et du conjugué dans les 

complexes (voir tâches 58 et 59) en sont d'excellents exemples. Bien que ce travail d'ordre 

symbolique et syntaxique soit particulièrement abondant dans les thèmes abordés 

précédemment, celui-ci est également perceptible dans certaines tâches proposées en théorie 

des nombres. En effet, les tâches de démonstrations reposant sur l'utilisation de la 

représentation algébrique des nombres pairs/impairs ainsi que celles portant sur la 

compréhension des quantificateurs (par exemple, voir tâche 8) requièrent une compréhension 

et une gestion symbolique qui prend le pas sur le raisonnement déductif à mettre en œuvre. Il 

en va de même pour les tâches concernant les suites et séries. Les démonstrations qui y sont 

attendues (voir tâches 52 et 53) se résument à l'application des définitions de progressions 

arithmétique et géométrique. 

Il apparaît clairement que dans Mathématiques pour les sciences, la grande variété des 

contenus abordés contribue à axer le travail sur les ordres symbolique et syntaxique plutôt 

que sur l'ordre déductif. Effectivement, pour s'attaquer à des tâches d'une plus grande 

« envergure déductive », l'étudiant doit maîtriser les concepts de base des contenus abordés, 

ce qui est difficilement réalisable lorsque ceux-ci ne sont que survolés et que peu de temps 

leur est accordé. 

Le travail d'ordre symbolique et syntaxique occupe une place impOliante dans le cours. En 

plus d'offrir une préparation pour affronter certains des éléments de formalisme relevés dans 
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le manuel NYB, Mathématiques pour les sciences permet également de pallier certaines 

lacunes des étudiants identifiées par des professeurs du cégep dans l'enquête effectuée par 

Coniveau et Parenteau (2005). Plusieurs des professeurs intenogés soulèvent que les 

étudiants, à leur arrivée au cégep, éprouvent des difficultés à décoder et produire des textes 

mathématiques. Les propos d'un professeur résument bien ces difficultés: « [Les étudiants] 

ne savent ni lire ni écrire. [Ils sont] incapables de reproduire conectement une définition ou 

une preuve, aussi simple soit-elle. [ ... ] Leurs manipulations symboliques respectent 

rarement la syntaxe mathématique» (Coniveau, 2007, p. 4). Ces professeurs soulignent 

également les difficultés qu'éprouvent plusieurs étudiants à effectuer des manipulations 

algébriques. Un des répondallts de l'enquête mentionne que « l'algèbre est un gros obstacle. 

Par exemple, la factorisation, la mise en évidence, le produit de racines carrées ... » (ibid.). 

Le travail syntaxique demandé dans le cours Mathématiques pour les sciences étant la plupart 

du temps purement algébrique, il donne la chance aux étudiants de consolider leurs 

compétences algébriques. 

Nous croyons que le travail d'ordre symbolique et syntaxique effectué dans le cours de 

transition vers la preuve peut aider les étudiants à surmonter les difficultés décrites par les 

professeurs. 

Travail d'ordre symbolique et syntaxique et travail d'ordre déductif 

Malgré le fait que le travail d'ordre symbolique et syntaxique soit important et qu'il réponde 

à des lacunes présentes chez plusieurs nouveaux étudiants du niveau collégial, nous croyons 

que ce type de travail ne peut constituer une préparation complète pour affronter les 

nouvelles attentes des mathématiques post-secondaires. Nous nous rangeons effectivement 

derrière les propos de Bloch et al. (2006) en affirmant que « l'écriture formelle n'est pas en 

elle-même porteuse de la signification des lois qu'elle énonce et des objets qu'elle met en 

jeu» (p. 5). Thom (1974) va encore plus loin, en affirmant que 

[... ] la connaissance explicite de la définition formelle de J'activité peut perturber cette 
activité, qui fonctionnait fort efficacement jusque-là sans théorie: à la manière de ces 
individus scrupuleux qui hésitent à parler une langue parce qu'ils en connaissent trop 
bien la granunaire et ont peur de commettre des fautes (p. 45). 
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Nous n'irons pas jusqu'à nous ranger entièrement derrière les propos de Thom, puisque nous 

sommes d'avis qu'un travail d'ordre symbolique et syntaxique est nécessaire et ne devrait pas 

être négligé. Néanmoins, nous sommes d'avis que pour outrepasser les lacunes du 

formalisme soulevées par Bloch et al. (2006), un travail supplémentaire doit être effectué. 

Selon Thom (1974), 

Le vrai problème qu'a à affronter l'enseignement des mathématiques n'est pas le 
problème de la rigueur, mais le problème de la construction du «sens », de la 
«justification ontologique» des objets mathématiques. 

[...] On sait que l'espoir de donner aux mathématiques un fondement rigoureusement 
formel s'est trouvé irrémédiablement ruiné par le théorème de Gode!. Il ne semble 
cependant pas que les mathématiciens, dans leur activité professionnelle, souffrent 
beaucoup de cette situation. Pourquoi? Parce que dans la pratique la pensée du 
mathématicien n'est jamais une pensée formalisée. Le mathématicien donne un sens à 
toute proposition, ce qui lui permet d'oublier l'expression de cette proposition à 
l'intérieur de toute formalisation de la théorie, s'il en existe [.. .]. On peut, je crois, 
affirmer en toute sérénité que les seuls procédés formels en mathématique sont les 
calculs, numériques ou algébriques. Or, peut-on réduire la mathématique au calcul? 
Certainement non, car même dans une situation entièrement calculatoire, la démarche 
même du calcul doit être choisie parmi un très grand nombre de possibilités. Et seule 
l'interprétation intuitive des quantités manipulées permet de guider ce choix. 

[... ] On n'a pas, je crois, tiré de l'axiomatique hilbertieIUle la vraie leçon qui s'en 
dégage; c'est celle-ci: on n'accède à la rigueur absolue qu'en éliminant la 
signification [...]. Mais s'il faut choisir entre rigueur et sens, je choisirai sans hésitation 
le sens. C'est ce choix qu'on a toujours fait en mathématique, où on opère pratiquement 
toujours dans une situation semi-formalisée, avec un métalangage qui est le langage 
ordinaire, non formalisé (p. 49). 

En nous appuyant sur ces propos, nous avançons qu'il aurait été intéressant de compléter le 

travail fait sur le formalisme par un travail d'ordre sémantique et déductif. Peu de tâches 

analysées nécessitent l'élaboration d'un raisonnement déductif complexe dont les déductions 

reposent sur le sens des objets en présence. L'ajout de tâches nécessitant ce type de travail 

aurait, selon nous, contribué à mieux préparer les étudiants. 

L'analyse du manuel de calcul intégral nous a révélé que la majorité des tâches étudiées 

nécessite l'élaboration de démonstrations ayant des structures déductives linéaires et faisant 

intervenir un nombre restreint d'arguments. Deux des tâches étudiées ont cependant fait 



339 

exception à cette « règle ». Le problème2 synthèse 21 du chapitre 3 et le problème3 synthèse 

25 du chapitre 6 (pour consulter l'analyse complète de ces tâches, voir respectivement les 

pages 68 et 114) nécessitent une compréhension approfondie des éléments présents dans 

l'énoncé. Un étudiant ayant recours à une production syntaxique de preuve, telle que définie 

par Weber et Alcock (2004) (voir § 2.1A), ne pourra, à notre avis, construire la 

démonstration demandée. En effet, pour mener à bien ces deux tâches, celui-ci doit délaisser 

la forme des expressions présentées pour se concentrer sur leur signification. Une fois les 

différents éléments décodés, l'étudiant pourra les mettre en relation pour arriver à la 

conclusion souhaitée. Tel que mentionné lors de la présentation de notre corpus de 

démonstrations NYB, ces deux tâches sont représentatives des tâches que devront affronter les 

étudiants dans les cours universitaires d'introduction à l'analyse. D'ailleurs, une des deux 

tâches est proposée dans un manuel, Introduction à l'analyse réelle (Labelle et Mercier, 

1993), couramment utilisé dans de tels cours au Québec. La complexité de la structure 

déductive de ces deux démonstrations repose sur le sens des propositions en jeu et leurs 

combinaisons. Cette complexité est, à notre avis, différente de celle observée dans certaines 

des tâches proposées en Mathématiques pour les sciences4 
. En effet, dans ce cours, c'est la 

méthode de preuve utilisée qui complexifie la structure déductive de la démonstration (voir 

§ 5.5.6). Les méthodes de preuves, et les structures de démonstration qu'elles sous-tendent, 

étant abondamment traitées dans le cours, nous avançons que cette complexité présente un 

moins grand défi que celle repérée dans le cours NYB. 

En plus de la complexité des structures déductives relevée dans certaines tâches du cours 

NYB, la flexibilité des connaissances (voir § 2.1.1) requise pour la construction de certaines 

2 « Soit f une fonction continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[ telle que [(0) = 0 et 

fol [(x)dx = 1. Démontrer qu'il existe au moins une valeur CE]O, I[ telle que [' (c) = 2 » (Charron 

et Parent, 2004, p. 172) 

3 « Démontrer que la suite an = 1 + ~ + ~ + ... + ~ - ln n est convergente» (Charron et Parent, 
2 3 n 

2004, p. 366). 

4 Rappelons que les démonstrations attendues dans ce cours possèdent, pour la majorité, des 
structures déductives linéaires, nécessitant peu de pas déductifs et où le raisonnement à mettre en jeu 
est souvent pris en charge par le calcul. 
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démonstrations est, selon nous, un autre point départageant les deux cours analysés. Alors 

que le cours de calcul intégral demande parfois de combiner d'anciennes connaissances à des 

nouvelles (voir par exemple la démonstration du théorème fondamental du calcul § 4.1.1.1), 

les tâches proposées par le cours de transition vers la preuve nécessite la mise en œuvre 

d'arguments qui ont été nouvellement introduits ou rappelés. Cette situation facilite le travail 

de l'étudiant puisqu'il n'a qu'à se concentrer sur les notions et concepts nouvellement 

présentés pour construire la démonstration attendue. 

Devant ces constats, nous trouverions intéressant d'intégrer, au cours Mathématiques pour les 

sciences, des tâches nécessitant la mise en jeu d'un raisolU1ement déductif reposant sur le 

sens des propositions plutôt que leur forme. L'ajout de ce type de tâches compléterait le 

travail d'ordre symbolique et syntaxique qui est déjà réalisé dans le cours et offrirait, par le 

fait même, une préparation plus complète pour affronter les attentes des mathématiques 

avancées. 

6.3 Proposition d'une séquence d'enseignement en théorie des nombres 

L'introduction d'un travail d'ordre sémantique et déductif est, à notre avis, possible en 

conservant le contexte mathématique privilégié par Mathématiques pour les sciences pour 

l'enseignement de la démonstration, soit la théorie des nombres. Ce sujet est selon nous un 

bon choix pour effectuer un tel travail puisqu'il est accessible aux étudiants. Cependant, 

plutôt que de restreindre le cours aux sujets élémentaires en théorie des nombres, tels que la 

parité et la divisibilité, certains thèmes plus poussés, mais selon nous tout aussi accessibles, 

pourraient être abordés. Nous suggérons ci-dessous une progression qui pourrait être 

envisagée dans le cours Mathématiques pour les sciences. 

L'enseignement de la théorie des nombres pourrait débuter par l'étude des nombres naturels 

et le principe d'induction mathématique débouchant ainsi sur la réalisation de démonstrations 

par récurrence, sujet ciblé par le cours de transition du cégep Ahuntsic. Les suites 

arithmétiques et géométriques pourraient aussi être traitées dans cette portion du cours. La 

division euclidielU1e avec reste, les pgcd et les ppcm, l'algorithme d'Euclide (dolU1ant le pgcd 

entre deux nombres) seraient également abordés, avec les preuves qui s'y rapportent et qui 
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permettent d'établir (et comprendre!) les liens entre ces sujets. Ceux-ci permettent à leur tour 

d'accéder à certains théorèmes fondamentaux en théorie des nombres, ainsi qu'à leur 

démonstration, tels que: 

•	 le théorème affirmant que p est premier si et seulement si à chaque fois que p divise 

un produit, p divise alors au moins un des termes du produit, ce théorème étant à la 

base de la démonstration du volet « unicité» du Théorème Fondamental de 

l'arithmétique; 

•	 le Théorème fondamental de l'arithmétiqué (ce théorème est d'ailleurs utilisé 

implicitement dans certaines démonstrations, voir tâche 19 page 205); 

•	 le Théorème d'Euclide sur les nombres premiers6
. 

Plusieurs de ces démonstrations, notamment celle du Théorème fondamental de 

l'arithmétique, seraient établies via une récunence sur l'entier n en cause, ce qUi permettrait 

d'avoir de ce type de preuve des exemples plus «parlant », portant sur des résultats moins 

oiseux que « P (n) = 2 + 12 + 22 + ... + (IOn - 8) = n (Sn - 3), n ~ 1 » (Bourbonnais, 2008, 

p. 125). 

Le cours pounait enchaîner avec l'étude des rationnels, puis des inationnels : 

•	 équivalence entre un quotient d'entiers et un nombre à développement décimal 

périodique (les développements finis étant compris comme des développements 

périodiques de période 0), 

•	 le développement de~ est fini si et seulement si d~ ) n'a que des facteurs 2 ou 
m	 pgc n.m 

5, n et m des entiers, ln non nul, 

•	 aborder des développements dans les bases autres que 10; critère pour que le 

développement d'un rationnel soit fini en base 2,8,16,11,34 ... 

•	 inationalité de '1/2, ..J.3, VIO... et de Viii quand ce nombre n'est pas un entier, 

5 « Tout nombre naturel n > 1 peut s'écrire comme un produit de nombres premiers, et cette 
représentation est unique, à pan 1'ordre dans lequel les facteurs premiers sont disposés» (De Koninck 
et Mercier, 1994, p. 22). 

6 « Il existe une infinité de nombres premiers» (De Koninck et Mercier, 1994, p. 26). 
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•	 irrationalité de log 2, tâche déjà proposée dans le cours, 

•	 démonstration de la dénombrabilité des rationnels, 

•	 démonstration de l'indénombrabilité des irrationnels (argument de la diagonale de 

Cantor), 

•	 questions ouvertes telles « la somme d'un rationnel et d'un irrationnel est 

irrationnelle ou rationnelle? », « le produit de deux irrationnels est rationnel ou 

irrationnel? », avec l'exigence de réponses pleinement justifiées. 

L'étude des rationnels et des irrationnels s'ouvrirait sur l'étude des réels comme corps 

ordonné. L'algèbre polynomiale serait abordée. Des théorèmes sur les racines de polynômes 

à coefficients dans IR pourraient être traités. Par exemple, a est une racine de p(x) si et 

seulement si x - a divise p(x). Une introduction aux nombres complexes viendrait clore cette 

séquence d'enseignement et pourrait alors être mieux problématisée, les complexes étant ces 

« nombres» qu'il faut ajouter aux réels pour que les polynômes à coefficients réels, entre 

autres le polynôme x2 + 1, puissent être factorisés en facteurs linéaires. De cette façon, les 

nombres complexes s'inscriraient dans une plus vaste architecture de N vers Z vers Q vers IR 

vers ce. 

Cette progression que nous proposons permettrait de voir une autre fonction de la 

démonstration qui est négligée par le cours Mathématiques pour les sciences: celle de rendre 

possible l'édification d'une théorie. Ce dernier point est d'ailleurs capital aux yeux de 

Rouche (1989) : 

Le choix de cette discipline [la géométrie] ne s'imposait pas, et nous aurions pu 
prendre nos exemples [les preuves que Rouche présente et discute dans son article] en 
arithmétique, en analyse, ou ailleurs. Le plus important pour nous était de les 
concentrer sur une discipline ou une théorie, car on n'atteint pas pleinement l'idée de 
preuve en étudiant des preuves isolées: il est dans la nature des preuves de s'appuyer 
sur des propositions prouvées et de s'enchaîner ainsi les unes aux autres» (p. 9). 

ous nous rangeons derrière les propos de Rouche en affirmant que mettre les étudiants face 

à cette fonction de la démonstration contribuerait à donner un sens à cette activité 

mathématique. De plus, la séquence proposée permettrait au cours de garder un de ces 

objectifs principal, soit l'apprentissage des différentes méthodes de preuve. Celles-ci, plutôt 
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que de faire l'objet d'un enseignement explicite, seraient vues une à une dans le corpus 

« théorie des nombres» à mesure qu'elles font leur apparition. Cette façon de procéder 

enverrait selon nous un message plus en phase avec ce qui se passe réellement en 

mathématiques: on doit comprendre et chercher à comprendre ce qui se passe avant de 

trouver la méthode de preuve à utiliser. 

Nous sommes conscientes que l'intégration de cette séquence dans le cours Mathématiques 

pour les sciences nécessiterait une ré()rganisation tout de même importante de la planification 

déjà en place. Cependant, nous croyons, pour les raisons énoncées précédemment, qu'elle 

permettrait aux étudiants d'acquérir une vision plus complète de la démonstration. De plus, 

plusieurs des sujets mathématiques ciblés par le cours du cégep Ahuntsic sont traités dans la 

séquence que nous proposons, permettant ainsi un travail sur les objectifs d'apprentissage 

déjà en place, mais à travers un corpus de sujets et de résultats moins morcelé, avec plus de 

liens d'un résultat à l'autre, en une démarche où l'étudiant sentirait mieux les mathématiques 

se construire, démarche vraisemblabLement plus stimulante pour lui. 

6.4 Préparation offerte par Mathématiques pour les sciences pour affronter les 

exigences du cours Calcul intégral NYB ; évaluation de la préparation offerte par la 

combinaison de ces deux cours 

La présentation de nos principaux résultats à la section 6.2 a permis de mettre en relief la 

préparation offerte par le cours Mathématiques pour les sciences. En comparant les éléments 

soulevés dans ce cours à ceux mis en lumière lors de l'analyse du manuel Calcul intégral 

NYB, nous pouvons conclure que le cours de transition vers la preuve semble offrir une bonne 

préparation eu égard à la démonstration et au formalisme, tels qu'ils sont mis en œuvre dans 

un manuel typique comme celui de Charron et Parent. 

Plusiems des éléments identifiés en NYB ont effectivement été travaillés dans le cours du 

cégep Ahuntsic. Les changements de point de vue à introduire, exigence la plus sollicitée 

dans le manuel du cours NYB, est également celle qui a été la plus suscitée dans 

Mathématiques pour les sciences. Rappelons en effet que 64 changements de point de vue 

ont été identifiés dans les tâches proposées par le cours de transition vers la preuve, 
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pennettant ainsi à l'étudiant de se familiariser avec cette exigence. La nécessité de travailler 

les quantifications (explicites et implicites) a aussi été prise en considération par les deux 

cours à l'étude. Comme nous l'avons mentionné antérieurement, Mathématiques pour les 

sciences a su répondre aux exigences relevées dans le manuel de Charron et Parent et les a 

même, à notre avis, surpassées. En effet, un enseignement explicite sur les quantifications et 

un travail sur le contre-exemple ont, selon nous, permis d'offrir une préparation plus 

complète, eu égard aux quantifications. Finalement, Mathématiques pour les sciences fait un 

travail d'ordre symbolique et syntaxique considérable. Les tâches qu'il propose pennettent à 

l'étudiant d'entrer en contact avec plusieurs des éléments de formalisme relevés dans le 

manuel NYB (voir § 6.2), en plus d'introduire plusieurs nouveaux symboles tels que ceux liés 

aux nombres complexes et à l'analyse combinatoire. 

Notre revue de la littérature didactique, et la méthodologie qui en a découlé, a également 

permis de mettre en lumière des lacunes présentes dans le manuel de Charron et Parent et 

dans les tâches proposées dans Mathématiques pour les sciences. En effet, un manque de 

tâches ouvertes, l'insuffisance de structures déductives plus complexes (arbres d'inférences 

plutôt que chaînes) ainsi que la pluralité trop restreinte d'arguments et le fait que ces 

arguments se ramènent trop souvent à des calculs sont des éléments identifiés dans le manuel 

NYB qui caractérisent également le cours du cégep Ahuntsic. 

Il semble donc que Mathématiques pour les sciences ait les mêmes « forces» et les mêmes 

«faiblesses» que le manuel Calcul intégral NYB, ce qui nous pennet d'avancer que la 

préparation qui est offerte par le cours est tout à fait cohérente avec les exigences identifiées 

dans le manuel du cours NYB. Cependant, nous pouvons nous interroger à savoir si la 

préparation offerte par l'un et l'autre des cours étudiés est adéquate pour affronter les 

exigences universitaires. Nous émettons un doute sérieux sur ce dernier point puisque, tel 

que nous l'avons mis en lumière antérieurement, il y a des manques non négligeables en ce 

qui a trait au travail d'ordre déductif et sémantique qui est réalisé par les deux cours 7. 

7 Il est vrai que le cours NYB propose deux tâches requérant un tel travail, cependant deux 
tâches sur les 27 analysées nous apparaît être un ratio un peu trop faible pour conclure qu'un travail 
substantiel d'ordre sémantique et déductif est effectué. 
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Deux discours et deux courants semblent présents au niveau collégial. Le premier relie le 

cégep au secondaire, avec des mathématiques très procédurales et encadrées et des 

raisonnements simples et linéaires, le plus souvent pris en charge par le calcul. Ce courant, 

qui est défendu par un certain nombre de professeurs de cégep, est d'ailleurs représenté par le 

manuel de Charron et Parent et le cours Mathématiques pour les sciences. Ce courant semble 

également en accord avec les programmes officiels de formation de niveau collégial. En 

effet, corrune nous l'avons mentionné en § 1.6, les cours de mathématiques collégiaux ont 

pour objectifs de faire « appliquer les méthodes» du calcul différentiel, du calcul intégral et 

de l'algèbre linéaire à la résolution de problèmes. Ces objectifs font davantage référence à 

l'utilisation de procédures et d'algorithmes qu'à l'élaboration de raisonnements 

mathématiques complexes. 

Le second courant présent au niveau collégial vise à relier le cégep à l'université. Il cible des 

mathématiques plus exigeantes du point de vue du raisonnement, de l'imagination créative et 

de la pluralité des connaissances à gérer simultanément. Ce courant est soutenu par plusieurs 

professeurs de niveau collégial. En effet, tel que le rapporte l'enquête réalisée par Corriveau 

et Parenteau (2005), plusieurs professeurs de cégep interrogés accordent de l'imp0l1ance à la 

mise en œuvre de raisonnements élaborés et ils s'attendent à ce que les étudiants soient 

capables d'en produire. De plus, rappelons que l'objectif des prograrrunes pré-universitaires, 

dont fait pal1ie Sciences de la nature 200.B.O., est de se positionner « [... ] dans une véritable 

continuité avec les programmes d'études universitaires» (MEQ, 1998, p. 15). 

Quels courants devraient être privilégiés pour la formation des étudiants, là est la question. 

Nous croyons qu'il y a sûrement un juste milieu à atteindre entre les deux. Selon nous, un 

positionnement médian pemettrait aux cours de mathématiques collégiaux de ne pas créer 

une trop grande rupture avec les mathématiques secondaires, tout en offrant une préparation 

adéquate pour l'université. 

6.5 Limites et pistes de réflexion 

Pour réaliser ce projet, plusieurs choix ont dû être faits et nous sommes conscientes que 

cel1ains d'entre eux restreignent les conclusions qui peuvent être tirées. Prerillèrement, le fait 
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d'avoir choisi de mettre en lumière les exigences du cours Calcul différentiel NYB teinte 

certainement les résultats que nous avons obtenus. Les contenus abordés et l'emplacement 

du cours dans la formation influencent les éléments de formalisme qui sont sollicités et les 

difficultés qui sont rencontrées. Le fait d'avoir choisi le manuel rédigé par Charron et Parent 

plutôt qu'un autre recueil a aussi certainement eu un impact sur nos conclusions. Nous ne 

pouvons pas exclure la possibilité que d'autres manuels de référence puissent traiter le cours 

Calcul intégral NYB dans une optique totalement différente de celle de Charron et Parent. 

Nous pouvons d'ailleurs avancer a posteriori que le manuel de Charron et Parent comporte 

certaines lacunes8 en matière de démonstration et de formalisme, lacunes qui auraient pu ne 

pas être identifiées dans d'autre manuel. Pour ces raisons, nous avançons que, pour 

compléter le travail qui a été amorcé dans cette recherche, il serait pertinent d'étudier les 

exigences en matière de formalisme et de démonstration sollicitées dans d'autres manuels du 

cours NYB, dans d'autres cours de niveau collégial, tel que Algèbre linéaire et géométrie 

vectorielle NYC, et même dans des cours de niveau universitaire, tels que les cours 

d'introduction à l'analyse, de calcul avancé et d'algèbre. 

Un second point à considérer est notre choix de limiter notre étude du cours Mathématiques 

pour les sciences aux tâches proposées dans le manuel et dans les documents distribués dans 

le cours. Nous sommes conscientes que les conclusions issues de l'analyse sont purement 

théoriques et pourraient être raffinées. Dans cette optique, des productions d'étudiants 

suivant le cours Mathématiques pour les sciences pourraient être évaluées. Cet examen nous 

donnerait un regard plus juste sur les difficultés effectives rencontrées par les étudiants lors 

de la résolution des différentes tâches. 

Finalement, nous croyons que la préparation offerte par d'autres cours de transition vers la 

preuve, tels que le cours Compléments mathématiques offert au cégep de Maisonneuve, 

gagnerait à être analysée. Une telle étude pellnettrait éventuellement de comparer les 

différentes préparations offertes, dans l'optique de proposer aux étudiants la meilleure 

possible face aux attentes des mathématiques post-secondaires. 

8 C'est notre cadre théorique qui a permis de mettre à jour ces lacunes, en matière de travail 
d'ordre sémantique et déductif, dans le manuel de calcul intégral rédigé par Charron et Parent. 
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