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On ne verra jamais Frege confondre le nom d'une chose et la chose eUe-même. Sans 

la distinction pratique entre l'usage et la mention, Frege n'aurait pas su délimiter 

aussi clairement les concepts de son système, il n'aurait même pas pu le faire de 

manière cohérente. N'oublions pas, par ailleurs, que la Begr(ffsschr(ft comme les 

Grundgesetze sont écrits dans la langue d'usage (l'Allemand), ils ne sont pas 

exprimés dans le langage de l'idéographie, l'idéographie est seulement leur objet. 

La distinction entre langage objet et métalangue n'est pas la seule subtilité 

métalinguistique à l'œuvre chez Frege, son langage d'exposition en possède d'autres 

qui méritent d'être soulignées ici, dont la manipulation des signes de fonction. On 

rappellera que l'ontologie frégéenne est composée de fonctions et d'objets, mais que 

l'idéographie n'a de noms que pour les objets. Les noms de fonctions - en tant que 

fonctions - ne font pas partie de l'idéographie, ils font partie du métalangage: il y a 

une différence entre « ~(x) » qui est considéré comme un nom du langage objet, et 

~(!,) qui est le nom d'une fonction et qui appartient au métalangage. Les noms de 

fonctions sont utilisés abondamment pour parler du système et exposer des règles. On 

citera par exemple les règles de formation des noms A1 et BI au §3ü : 

(Al) Un nom propre peut être formé d'un nom de fonction d'une variable et d'un 

nom propre; 

(BI) Un nom de fonction d'une variable peut être formé d'un nom propre et d'un 

nom de fonction de deux variables. 

Les noms de fonctions apparaissent de manière essentielle dans la formulation de Al 

et BI. 

Malgré l'importance de ces fonctions sur le plan métathéorique, Frege leur 

réserve le même sort que toutes les autres entités du langage d'exposition: 
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« j.J fJ » et « Il fJy » ne sont, toutefois, pas plus des sIgnes de la 

Begriffsschrift que les lettres précédentes [les lettres tjJ, lf/, c; et ç sont 
des variables de fonction et d'objet respectivement], ils ont une utilité 
provisoire seulement. (Frege 1964 : p. 79, ma traduction) 

Mais en quoi l'utilisation des lettres grecques est-elle provisoire ici? Frege croit-il 

aussi que les règles de formation des noms sont provisoires, en ce sens qu'un locuteur 

versé en « idéographais» n'en aurait plus besoin pour construire des noms? Ce 

locuteur aura toujours besoin des règles de formation des noms parce que le stock 

d'expressions de l'idéographie est infini, il est donc impossible de le générer en une 

seule ou plusieurs applications de ces règles. Cette remarque s'applique autant aux 

autres méta-règles du système de Frege, dont nous avons un échantillon au §48 des 

Grundgesetze. Toutes ces lois nécessitent qu'on parle de l'idéographie comme objet 

pour être énoncées. Prenons au hasard les lois: 

(4)	 L'amalgamation des prémisses identiques (règle de contraction) 

Si une prémisse apparaît deux fois dans une implication, on peut éliminer 

l'une de ses occurrences, c'est-à-dire de « A ::) (A ::) B) » on peut inférer 

« A =:> B », où « A » et « B » sont des propositions quelconques. 

(5)	 Mode d'inférence (a) (règle du modus ponens) 

Si la prémisse d'une implication est affirmée, alors on peut affirmer la 

conséquence de cette implication, c'est-à-dire de « A::) B » et de « A » on 

peut inférer « B». 

Pour énoncer ces lois, on remarquera qu'il a fallu employer des méta-variables (( A » 

et « B ») et des noms de termes (l'usage des guillemets), un vocabulaire qui est 

étranger à l'idéographie. Pour être charitable avec Frege, on pourrait lui concéder 

que ce qui est provisoire n'est pas tant l'usage des règles mais plutôt leur énonciation. 
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Frege a beau jeu sur ce point car les règles de la Begriffsschrift sont fixes et 

immuables, elles n'ont pas à être reformulées selon le contexte de discours car celui­

ci est unique et universel. Le menuisier expérimenté n'a pas besoin de connaître 

l'énoncé des règles de l'art une fois que celles-ci sont assimilées, elles se manifestent 

seulement dans sa pratique. De la même manière, seuls les apprentis novices de la 

Begriffsschrift ont besoin de lire les méta-règles du système, les maîtres en font 

seulement usage. Il reste cependant qu'il y a une métathéorie à l'œuvre dans 

l'exposition de la Begriffsschrift, qu'elle soit provisoire ou pas. 

Les stipulations métathéoriques ne se limitent pas seulement à la syntaxe de 

l'idéographie, elles précisent également sa sémantique, c'est-à-dire la dénotation des 

termes. Il est à noter que le fonctionnement syntaxique de l'idéographie ne dépend 

pas de la signification qu'on donne aux termes. Sans les stipulations sémantiques, 

Frege aurait pu dériver les mêmes théorèmes, mais ces théorèmes ne représenteraient 

pas des propositions vraies, ils ne seraient que les symboles d'un calculus 

ratiocinator vide de sens. Les stipulations sémantiques ont une autre fonction: elle 

font du calculus ratiocinator une lingua characteristica. Lorsqu'il introduit les 

fonctions primitives, Frege ne se contente pas de donner quelques indications floues 

sur leurs dénotations, il formule des règles de dénotation précises: 

• « -,A	 » dénote le Vrai si et seulement si « A» dénote le Faux (§6); 

• « A::::J B » dénote le Faux si et seulement si « A » dénote le Vrai et « B» dénote le 

Faux (§12); 

• « A = B » dénote le Vrai si et seulement si « A » et « B» ont la même dénotation 

(§7); 

•	 « \/x<D(x) » dénote le Vrai si et seulement SI, pour tout argument, la fonction 

« <D(ç) » dénote le Vrai (§8); etc. 29 

29 Les paragraphes indiqués sont ceux des Crundgeselze. 
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Si l'on remplace l'expression « dénote le Vrai/Faux» par « est Vrai/Faux», nous 

retrouvons donc quelque chose de très similaire au concept de vérité tarskien, à la 

différence près que Frege n'a pas de concept de satisfaction. 

Il est également curieux de voir Frege justifier ses règles de déduction à l'aide 

de son langage d'exposition. En introduisant les règles et la plupart des axiomes, 

Frege effectue une démonstration de leur validité. En guise de justification de la règle 

du modus panens, Frege nous dit: si A ::::J B et A étaient le Vrai et que B ne l'était pas 

le Vrai, alors, par la définition de « =:J » et le fait que A est le Vrai, on aurait que 

A =:J B serait le Faux, une contradiction.3o Une justification similaire nous est donnée 

pour l'axiome « A =:J (B =:J A) » : si A =:J (B =:J A) était le Faux, on aurait que A serait 

le Vrai et que B =:J A serait le Faux, auquel cas A serait le Faux, une contradiction. 31 

Il est curieux que Frege fasse de telles démonstrations, considérant qu'il n'a pas une 

très grande estime (conceptuelle) pour le langage d'exposition et qu'il n'a de cesse de 

marteler le rôle indicateur, métaphorique et provisoire de celui-ci. Quoi qu'il en soit, 

nous, lecteurs contemporains, ne pouvons que remarquer la similarité entre ces 

démonstrations et certaines démonstrations modèle-théorétiques à l'effet, d'une part, 

que le modus panens est une règle qui préserve la dénotation du Vrai et, d'autre part, 

que la formule « A ::::J (B =:J A) » est une tautologie (dans le sens où elle dénote le Vrai 

quel que soit la dénotation des formules «A » et « B »). Si chaque règle et chaque 

axiome reçoit une preuve de validité de cette sorte (et si ces preuvès sont correctes), 

nous obtenons une démonstration à l'effet que tout ce qui est démontré dans le 

système dénote Vrai. 

L'activité métathéorique dans les Grundgesetze est à son comble aux §§28-32. 

Ces paragraphes sont consacrés à la logique derrière la formation des noms. Ici, Frege 

veut prouver que tous les noms de son système possèdent une dénotation pour 

montrer, selon le critère du §28,32 qu'ils sont bien formés. Il énonce aux §28-30 les 

30 (Frege 1964 : p. 57) 
31 (Frege 1964 : p. 69) 
32 C'est-à-dire: les noms correctement formés doivent avoir une dénotation. 
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règles de formation des noms pour ensuite démontrer au §31 (par une preuve plus ou 

moins inductive) que tout nom formé par ces règles possède une dénotation. Ces deux 

tâches se font en exploitant le caractère compositionnel des noms qui s'articule 

comme suit: 

[... ] tout nom formé de noms ayant une dénotation dénote quelque 
chose. Cette formation procède de la manière suivante: un nom 
remplit les arguments d'un autre nom pour lesquels il convient. [...] 
Les noms formés ainsi peuvent être utilisés de la même manière pour 
la formation d'autres noms, et tous les noms qui résultent de ce 
procédé dénoteront si les noms simples primitifs dénotent quelque 
chose. (Frege 1964 : p. 85, ma traduction)33 

Le caractère inductif de la preuve est apparent dans le passage suivant: 

Appliquons les propos précédents afin de montrer que les noms 
propres et les noms de fonctions de premier niveau, que nous pouvons 
former de cette manière avec les noms simples introduits 
précédemment, dénotent toujours quelque chose. Par ce qui a été dit, il 
est suffisant de montrer de nos noms primitifs qu'ils dénotent quelque 
chose. (Frege 1964: p. 87, ma traduction) 

La preuve de Frege procéderait donc par induction sur la complexité des expressions, 

c'est-à-dire sur le nombre de connecteurs qui figure dans une expression. L'intention 

est juste, mais la preuve est fausse. En effet, selon Heck,34 J'induction achoppe sur la 

nature imprédicative de sa logique du second ordre combinée à l'instanciation des 

variables du second ordre: en général, l'instanciation d'une fonction ne diminue pas 

la complexité d'une expression (on ne passe pas d'une expression contenant n 

connecteurs à une autre qui contient moins de n connecteurs). Peu importe qu'elle 

soit fausse, ce qui est intéressant est le fait que Frege confie au métalangage le soin de 

33 C'est ici d'ai lieurs que sont énoncées les règles A1et BI citées plus haut. 
34 Heck 1996. 
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démontrer par induction une propriété métathéorique importante du système de la 

Begriffsschrift· 

Pour que l'idéographie soit une caractéristique, il est clair que les termes 

doivent tous avoir une dénotation. Mais cette démonstration, si elle avait été correcte, 

aurait-elle d'autres conséquences? Le passage du §31 est souvent pris comme une 

preuve de non contradiction de la Begriffsschrift, sinon, à tout le moins, comme une 

preuve que l'ensemble des théorèmes prouvables à l'intérieur de l'idéographie 

dénotent le vrai. 35 La relation entre la preuve du §31 et la non contradiction de 

l'idéographie aurait été connue de Frege, selon Heck, d'après son interprétation de la 

contradiction de Russell : 

Votre découverte de la contradiction m'a étonné au plus haut point [... ] 
Il semblerait en conséquence que la transformation de la généralisation 
d'une identité en identité d'extensions [ou de graphes] [...] ne soit pas 
toujours permise, que ma loi V [...] est fausse, et que mes explications 
à la section 31 ne suffisent pas à garantir une référence pour mes 
signes dans tous les cas. (Frege 1980 : p. 32, ma traduction) 

Frege souligne l'incompatibilité entre la validité de l'argument présenté au §31 et la 

contradiction dans son système. Voyait-il dans cet argument une preuve de 

consistance? Probable. À tout le moins, il semblerait que Frege n'ait pas été si 

étranger à des notions métathéoriques de haut niveau, contrairement à ce que prétend 

van Heijenoort et à ce qu'affirment les lectures anti-sémantiques. 

Mon objectif ici n'était pas tant de trancher le débat opposant les lectures 

sémantiques et anti-sémantiques de Frege que de dépister des notions métathéoriques 

présentes dans son œuvre. Il est évident que les intentions théoriques et 

philosophiques de Frege sont très différentes de celles que partageront les logiciens 

35 Car: 1) tous les termes auraient une dénotation et, en particulier, tous les noms de propositions 
auraient une valeur de vérité définie; 2) tous axiomes dénoteraient le Vrai; et 3) toutes les règles 
d'inférence préserveraient la dénotation du Vrai. Le fait que le système soit non contradictoire 
découlerait ensuite du fait qu'il existe au moins une proposition qui est fausse. 
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modèle-théorétiques, mais il est moins clair, pour moi, qu'il n'ait pas développé un 

ensemble des notions métathéoriques (parfois de manière partielle et embryonnaire) 

qui seront utilisées plus tard pour d'autres finalités et avec plus de raffinement. Ainsi, 

j'estime qu'une part du mérite dans l'élaboration du concept de métalangage lui 

revient malgré qu'il n'ait jamais souhaité lui accorder tant d'impol1ance. 
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CHAPITRE II 

Bertrand Russell et les Principia Mathematica 

o. Introd uction 

Comme Frege, Bertrand Russell marque un point tournant dans l'histoire de la 

notion de langage formel. Les Principia Mathematica, rédigés en collaboration avec 

Whitehead, ont longtemps incarné l'idéal d'un langage logiquement parfait à 

l'intérieur duquel les mathématiques pouvaient être logiquement reconstruites. 

L'objectif, encore une fois, étant de se dissocier du langage ordinaire pour échapper à 

son influence malsaine. L'entreprise n'est pas seulement logique, elle est 

philosophique également: l'ensemble du symbolisme procède d'une réflexion 

philosophique approfondie qui prétend aniver aux sources de la logique elle-même. Il 

va donc sans dire que Russell vise une sorte d'autonomie conceptuelle où le 

métalangage n'a pas sa place. En fait, nous verrons comment la philosophie 

russellienne (à ses premières heures) est plutôt réfractaire à ce concept. 
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certaine utilité, il faut augmenter considérablement ses capacités. Exit le langage 

universel, exit le finitisme. 



CHAPITRE VI 

Le concept de métalangage de Tarski 

o. Introduction 

Avec Tarski nous arrivons à la formulation moderne du métalangage, c'est-à­

dire à la définition rigoureuse d'une théorie formelle qui peut étudier non seulement 

les propriétés syntaxiques d'un langage donné mais également les rapports 

sémantiques qu'il entretient avec sa référence. La principale différence entre le 

métalangage tarskien et la métamathématique hilbertienne est la capacité chez le 

premier à définir un concept de vérité. La cohérence d'une théorie étant une affaire 

symbolique (ou syntaxique), Hilbert s'était donné des moyens métathéoriques plutôt 

modestes. De son côté, Tarski s'intéresse à définir un concept formel de vérité 

applicable à une théorie quelconque. Ce changement de cap apporte des difficultés 

supplémentaires par son cadre général et par le fait que la vérité soit une notion plus 

complexe que la non-contradiction. En effet, la vérité n'est pas une affaire de syntaxe 

seulement, elle apparaît dans une relation entre le langage et ce qu'il représente. Afin 

de donner une définition correcte et adéquate du concept de vérité, Tarski devra 
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pousser l'analyse métathéorique jusqu'à en faire une discipline. Par ailleurs, nous 

verrons que Tarski limite son concept de vérité aux langages formels seulement. Cette 

contrainte lui est imposée par un résultat célèbre portant sur l'impossibilité de définir 

un concept de vélité dans un langage sémantiquement clos, un résultat qui aura un 

rayonnement important dans la philosophie analytique du vingtième siècle. 

L'essentiel de ce chapitre sera consacré à l'exposition du concept de vérité tarskien, 

lequel concept inclut une notion détaillée de métalangage. 1 

1. La vérité comme prédicat pour les langages formels 

Pour aborder un problème aussi vaste et central, un problème que Tarski 

qualifie lui-même comme étant le plus important en philosophie de la connaissance, il 

importe de préciser ce que nous entendrons de manière préliminaire par « vérité ». À 

l'époque où Tarski écrit, un bon nombre de conceptions alternatives de la vérité 

circulent déjà, qu'il s'agisse de la vérité comme correspondance, comme vertu 

pragmatique, comme cohérence, etc. Selon ses dires, Tarski s'emploiera à formaliser 

une notion de vérité correspondance, celle qui lui semble la plus primitive et qui 

remonte à Aristote. 2 Définir le concept de vérité pour Tarski ne consiste pas à 

exposer l'ensemble du vrai. Par ailleurs, définir le concept de vérité, il suffit 

seulement de préciser la signification de la locution «p est vrai» (où p est une 

proposition), ce qui ne permet d'aucune manière de savoir que p est vrai ou pas de 

manière générale. En gros, le concept de vérité qui sera formalisé possède la forme 

suivante: 

(T) x est vrai si et seulement si p, 

) Le concept de vérité tarskien fait essentiellement l'objet de Le concept de vérité dans les langages 
formels dans (Tarski 1972 : p. )57-276) ou, en anglais, dans (Tarski 1956 : p. 152-278). 
2« Dire de ce qui est qu'il est, et dire de ce qui n'est pas qu'il n'est pas, voilà le vrai; dire de ce qui est 
qu'il n'est pas, et de ce qui n'est pas qu'il est, voilà le faux.» Métaphysique, Livre C chapitre VII. 
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où « x » est un nom de la proposition «p ». 

La première section de son article fondateur sur la question de la vérité, Le 

concept de vérité dans les langages formalisés, est consacrée à un résultat négatif 

concernant le langage ordinaire ou tout autre langage qui renferme son défaut 

caractéristique. Par sa capacité à exprimer tout ce qui est dicible, le langage ordinaire 

jouit d'une qualité remarquable: l'universalité. En particulier, le langage ordinaire est 

en mesure de se décrire lui-même, c'est-à-dire, pour chaque expression de ce langage, 

il existe une expression qui a pour dénotation cette dernière. Un stratagème (parmi 

tant d'autres) existant dans le langage ordinaire consiste à former un nom pour une 

expression en plaçant l'expression entre guillemets: le mot « chien» désigne 

l'animal, mais le mot « « chien» » désigne le mot qui désigne l'animal. Un langage 

qui possède cette propriété est dit sémantiquement clos. Or il s'avère que de tels 

langages souffrent d'un terrible défaut: ils sont contradictoires. 

La contradiction vient de la capacité de parler du langage dans le langage et 

formuler ainsi une variante de l'antinomie du menteur. Tarski offre une construction 

qui va comme suit: utilisons le symbole « c » pour désigner la proposition 

(1) « c» n'est pas vrai. 

Par notre définition opératoire du concept de vérité (T), nous avons que 

(2) « « c» n'est pas vrai» est vrai si et seulement si « c» n'est pas vrai. 

D'autre part, par l'identité entre « c » et (1), nous avons aussi que 

(3) « c» est vrai si et seulement si « « c» n'est pas vrai ». 

En substituant (2) dans (3), il en résulte la contradiction: 
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« c » est vrai si et seulement si « c » n'est pas vrai. 

Cette construction s'appuie abondamment sm les capacités expressives du 

langage: nous avons exploité le fait qu'un symbole puisse désigner une proposition 

dans laquelle sa propre vérité est niée. Le langage naturel permet donc des acrobaties 

autoréférentielles qui mènent à des contradictions. Un autre exemple de construction 

autoréférentielle pathologique est la suivante. Soit « Hm(x) » et « Hl(x)>> les 

prédicats définis pour chaque prédicat x (<< x » est un nom de prédicat) : 

(a) Hm(x) ssi x satisfait le prédicat x (le nom du prédicat satisfait le prédicat), 

(b) Ht(x) ssi x ne satisfait pas x (le nom du prédicat ne satisfait pas le prédicat).3 

(<< Hm» est mis pour «homologique» et «Hl» pour «hétérologique ».) Par 

exemple, nous avons que Hm(<< fini »), Hm(<< est une description de six mots ») et 

Hm(<< est écrit en français »), et d'autre part que Hl(<< infini »), Hl(<< animal ») et 

Ht(<< a trois lettres»). Puisque le langage ordinaire contient le nom de prédicat 

« Ht », la question se pose à savoir si Hm(<< Hl ») ou bien Hl(<< Hl »). Ces deux cas 

sont exhaustifs et exclusifs: l'un d'entre eux doit se produire, et ils sont la négation 

l'un de l'autre. Supposons qu'il s'agisse du premier: si Hm(<< Hl ») , c'est que « Hl» 

satisfait le prédicat « HI(X) », c'est-à-dire que Hl(<< Hl ») et donc ----,Hm(<< Hl ») . Il 

faut donc que nous ayons Hl(<< Hl »). Mais dans ce cas, « Hl» satisfait le prédicat 

« Hl(x) » et il s'ensuit que Hm(<< Hl ») , c'est-à-dire ----,Hl(<< Hl »). Dans les deux 

cas, nous aboutissons à une contradiction. 

Cette situation mène Tarski à la conclusion énoncée plus haut à l'effet qu'il ne 

saurait y avoir un concept de vérité dans le langage naturel compatible avec (T). Il 

3 L'exemple est une adaptation de l'antinomie Grelling-Nelson. 
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faut donc renoncer au langage ordinaire si nous désirons obtenir des résultats 

moindrement concluants. Par ailleurs, il faut renoncer à tout autre langage ayant des 

capacités expressives similaires, un langage suffisamment riche pour contenir une 

copie de lui-même en lui-même. 4 Un langage pour lequel une définition de la vérité 

pourra être donnée n'aurait donc pas les ressources expressives propres à un langage 

sémantiquement clos, il ne pourra pas se décrire lui-même. C'est ainsi qu'il sera 

nécessaire, afin d'étudier convenablement ce langage, de faire appel à un autre 

langage, un métalangage, à l'intérieur duquel seront étudiées les propriétés 

syntaxiques et sémantiques du premier langage. Tarski expose celle contrainte 

comme suit: 

[C]haque fois que nous étudions le langage d'une science déductive 
formalisée, nous devons distinguer nettement le langage dont nous 
parlons du langage que nous parlons, la science, objet de l'étude, de la 
science étudiant la précédente. Les noms des expressions du premier 
langage, ainsi que ceux des relations existant entre ces expressions, 
appartiennent déjà à cet autre langage dit métalangage (dont d'ailleurs 
le premier langage peut être un fragment). La description de ses 
expressions, la définition de notions plus complexes, surtout des 
notions liées à la construction d'une science déductive [...], la 
détermination des propriétés de ses notions rentrent dans la tâche de 
cette autre science dite métascience. (Tarski 1972 : p. 173). 

La distinction entre dire et montrer de Wittgenstein est donc reprise ici intégralement 

avec les précautions de Russell: distinguer le langage à l'étude du langage de l'étude. 

Tarski, au contraire de Frege et Russell, pose le métalangage comme étant nécessaire 

à la réussite de l'entreprise théorique; il lui revient donc d'avoir compris son 

importance et d'avoir élaboré les propriétés générales de la relation entre langage 

objet et métalangage. Hilbert a bien sûr formulé une relation semblable, mais nous 

avons vu qu'il a limité son étude au langage de l'arithmétique et son métalangage à 

l'arithmétique intuitive. Par ailleurs, le théorème sur le caractère antinomique du 

4 Autrement dit, un langage sémantiquement clos. 
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langage ordinaire a amené Tarski à faire du métalangage un langage formalisé aussi, 

contrairement à la métamathématique hilbertienne qui est un chapitre de 

l'arithmétique intuitive. 

2. Le métalangage tarskien 

Si L est le langage formel à étudier, le métalangage ML qui servira à définir un 

concept de vérité sur L devra contenir: 1) L ou une traduction L' de L, 2) des noms 

pour les expressions de L et 3) quelques ressources logiques (aussi peu que possible) 

comme le calcul propositionnel de même que certains éléments du calcul des 

prédicats, de la théorie des ensembles et de l'arithmétique. Par exemple, si le langage 

pour lequel nous voulons donner une définition de la vérité est l'arithmétique 

élémentaire, c'est-à-dire les nombres naturels munis des opérations d'addition et de 

multiplication ainsi que les relations d'égalité et d'ordre, le métalangage devra inclure 

au moins l'arithmétique élémentaire (ou une traduction de celle-ci) et un nom pour 

chaque expression de cette dernière ainsi qu'un certain éventail de théorie logique 

pour manipuler les noms (dont une relation d'égalité entre expressions et, 

éventuellement, un principe d'induction pour ces expressions).5 Suivant la 

construction tarskienne, le métalangage est nécessairement plus riche que le langage 

objet. 

Comme nous l'avons remarqué plus haut, cette situation contraste avec celle 

de la métamathématique hilbertienne. Dans celle-ci, les outils métamathématiques 

sont toujours les mêmes et ils sont considérés plus faibles que l'arithmétique ou 

l'analyse. Cette disparité s'explique d'abord par la complexité théorique de la notion 

de vérité. Définir la vérité exige un arsenal plus important que celui nécessaire à une 

preuve de non contradiction: le métalangage doit non seulement parler du symbole, il 

5 Ces ressources logiques varient d'un contexte à l'autre. Pour plus de détails, voir l'exemple du calcul 
des classes qui suit à la section 2.2. 



176 CHAPITRE VI - TARSKI 

doit aussi traiter de sa dénotation. Si Hilbert a réussi à éviter cette difficulté, c'est 

qu'il a restreint son concept de vérité correspondance aux propositions réelles pour ne 

laisser qu'une vérité cohérence aux propositions idéelles. Tarski ne s'engage pas dans 

le débat qui consiste à délimiter l'ensemble des propositions mathématiques 

signifiantes, il part de l'hypothèse qu'une théorie est signifiante et définit un concept 

de vérité en conséquence. 

2.1. Le calcul des classes 

Tarski illustre d'abord son concept de vérité sur le calcul des classes, non pas 

pour des raisons inhérentes à celui-ci mais uniquement pour des questions de 

simplicité. Afin de rendre justice aux détails de la thèse tarskienne, qui sont trop 

souvent approximés dans des expositions générales, arrêtons-nous un instant sur le 

calcul des classes. Celui-ci est constitué à la base des quatre types de symboles: 

1) un répertoire dénombrable de variables: XO'X i 'X 2 , ... ; 

2) une relation binaire, l'inclusion: c; 

3) deux opérateurs logiques, la négation et la somme logique: -, et v; 

4) un quantificateur universel: '\1. 

Les variables sont les seuls termes de ce langage et elles représentent des classes. 

L'ensemble des fonctions propositionnelles est défini récursivement comme suit: 

a) X n C XIII est une fonction propositionnelle quels que soient n et m; 

b) si F est une fonction propositionnelle, alors '\IxnF est une fonction 

propositionnelle quel que soit n; 
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c) si F et G sont des fonctions propositionnelles, alors -,F et F v G en sont 

également. 

Un énoncé de ce langage est une fonction propositionnelle ne possédant aucune 

variable libre. Le concept de vérité s'appliquera uniquement aux énoncés. Une fois 

les expressions bien définies, il faut ajouter les axiomes et les règles inférentielles. Je 

laisse tomber la description détaillée de ces axiomes. Mentionnons seulement qu'ils 

regroupent les axiomes du calcul propositionnel ainsi que les axiomes spécifiques au 

calcul des classes. Enfin, les règles inférentielles sont au nombre de quatre, elles 

sont: la substitution, le détachement (modus panens), l'introduction et l'élimination 

du quantificateur universel. 

On observera qu'un langage formel est introduit à l'aide d'une série de 

consignes qui peuvent être regroupées sous quatre catégories différentes selon 

qu'elles servent à l'introduction Cl) des règles sur la formation des expressions 

admissibles dans le langage, (2) des règles précisant la classe des énoncés (les entités 

qui seront susceptibles d'être vraies), (3) des d'axiomes (les vérités primitives du 

système), et (4) des règles d'inférence permettant la déduction dans le système. 

Puisque le langage ordinaire conduit à des antinomies, le métalangage qui servira à 

définir le prédicat de vérité pour le calcul des classes devra lui aussi être un langage 

formel. Il faudra donc préciser sa structure suivant chacun de ces quatre points. 

2.2. Le métalangage du calcul des classes 

Nous savons déjà que le métalangage devra contenir le calcul des classes (ou 

une traduction) de même qu'un nom pour chaque expression de celui-ci. Ainsi, 

l'ensemble des expressions admissibles sera considérablement augmenté. D'abord au 

niveau des termes, en plus des variables de classes, il y a aura des noms pour les 

expressions du calcul des classes et des variables pour ces noms. De même, en plus 
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de la relation d'inclusion, il y aura une relation d'égalité « =» définie exclusivement 

pour les termes et une forme élémentaire d'appartenance « E» (qui servira 

notamment dans l'axiome d'induction). Pour définir l'ensemble des termes, des 

fonctions propositionnelles et des énoncés, il faudra le faire à l'aide de définitions. 

récursives, 6 comme celles que nous avons données pour les termes et fonctions 

propositionnelles du calcul des classes. 

Le changement le plus important, du langage objet au métalangage, se situe au 

niveau des axiomes. L'introduction de nouveaux termes pour décrire Je langage objet 

nous contraint d'introduire de nouveaux axiomes pour traduire le fait qu'ils sont des 

noms des expressions du langage objet. 

Avant de parler des axiomes, un mot sur les noms descriptifs s'impose. Pour 

que les noms de nos expressions soient utilisables sur le plan descriptif, ils doivent 

« révéler» les propriétés structurales des expressions qu'ils décrivent. Par exemple, 

on pourrait employer les noms « Pierre », « Jean» et « Jacques» pour décrire les 

expressions « \7'x2-,x3 C x 2 », « x3 C x2 » et « x2 ». Toutefois, cette terminologie 

aurait le fâcheux défaut de ne rien dire sur les expressions constituantes de Pierre, 

Jean et Jacques et, en particulier, de rester muette sur les relations entre ces 

expressions, notamment sur le fait que Jacques soit un terme qui figure dans Jean et 

que Jean soit une sous formule de Pierre. La solution est donc de prendre une 

terminologie qui épouse davantage la structure des expressions, ce que Tarski nomme 

des descriptions structurales. 7 Par conséquent, il nous faut des noms descriptifs qui 

imitent les expressions, c'est-à-dire des noms que nous engendrons par exactement 

les même définitions récursives qui servent à engendrer les expressions dont ils sont 

les noms. Les descriptions structurales sont par ailleurs d'autant plus nécessaires étant 

donnée la nature indécomposable des noms propres. L'utilisation des guillemets (les 

6 Certaines de ces définitions seront seulement « transfiniment » récursives.
 
7 Dans lin premier un premier temps, dans la première section de l'article, Tarski emploie le terme
 
« description structurale» dans un sens très large. Ce n'est que plus loin qu'il peaufine l'usage de
 
l'expression dans le sens que j'emploie présentement.
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noms citationnels) pour générer des noms d'expressions, bien que fort simple et 

efficace, n'est pas suffisante à la tâche qu'on se donne: « Pierre» est autant partie de 

« Pierre est l'ami de Jacques» que le mot « rat» est une partie du nom « Socrate» 8 

(c'est-à-dire pas du tout). 

Revenons donc aux axiomes. Les axiomes du métalangage se divisent en deux 

groupes. Le premier groupe concerne les axiomes logiques de nature générale, 

nécessaires à la logique mathématique. Il est donc important d'inclure le calcul des 

propositions, quelques rudiments de la théorie des ensembles (dont la relation 

d'appartenance) et certains éléments du calcul des prédicats, voire même de 

l'arithmétique. 9 (J'omettrai de donner ici même une description de ces axiomes. Je 

me contenterai seulement d'indiquer que, selon la conception tarskienne du 

métalangage, il est important que ces axiomes soient exprimés dans le formalisme.) 

Le deuxième groupe d'axiomes est relatif à la nature spécifique du langage objet à 

l'étude. Les axiomes de ce groupe se subdivisent à leur tour en deux parties: d'une 

part, il y a les axiomes du langage objet (qu'il faut inclure dans le métalangage) et 

d'autre part, il y a les axiomes qui portent sur les noms des expressions du langage 

objet. 

Les expressions et les axiomes du calcul des classes que nous importons dans 

le métalangage nous étant connus (ou supposés tels), notre tâche principale sera de 

formuler les axiomes qui concernent la construction des descriptions structurales. La 

première étape consiste à définir la classe des entités qui nous serviront de nom 

d'expressions: 

(nI) Les symboles « v », « ., », « x n » (quel que soit n), « 'If », et « c » sont des 

noms (informellement : « v » est le nom de v, « ., » le nom de ." « x" » de x,,, 

« 'If » de 'If et « c » de c); 

8 Pour reprendre un exemple de Quine. 
9 Pour les détails, voir (Tarski 1956 : p. 171). 
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(n2) Si « ex» et « J3» sont des noms alors « ex /\ J3» est un nom aussI 

(éventuellement, il s'agira de la concaténation des noms « ex »et « J3 »). 

Le comportement de la relation d'égalité avec ces expressIOns est donné par les 

axiomes suivants: 

(él) Les noms « v », « ---, », « x 
l1 

» (quel que soit n), « V », et « c » sont distincts, 

c'est-à-dire que l'égalité ne tient pas entre toute paire d'éléments distincts. 

(é2) Si «x» et «y» sont des expressions, x /\ y est distinct des noms primitifs qui 

figurent dans é1. 

(é3) Si « x », «y», « s» et « t » sont des expressions, x /\ y = S /\ t si et seulement si 

1) x = s et y = t ou 2) il existe une expression « r» telle que x = s /\ r et 

t = r /\ y ou 3) il existe une expression <u » telle que s = x /\ r et y = r /\ t .10 

Avec les aXIOmes (n 1), (n2) et (é 1) à (e3), nous avons circonscrit la classe des 

expressions ainsi que la relation d'égalité sur ceux-ci. 11 En fait, pour raisonner par 

induction sur la classe des expressions, il nous faut un peu plus: 

(lnd) Soit X un classe qui satisfait les conditions suivantes: 1) v, ---', xn , V et 

CE X; 2) si x E X et y E X alors x /\ y EX. Alors toute expression 

. .x I2appartient a . 

Il faut remarquer que ce principe d'induction ne s'applique qu'aux expressions et non 

pas à tous les objets du métalangage. 

10 Il faudrait idéalement que ces axiomes soient rendus dans Je formalisme du métalangage.
 
liOn remarquera que la présentation du langage est faite de manière récursive. Ceei répond à une
 
exigence d'effectivité à laquelle Tarski se soumet.
 
12 La relation d'appartenance est nécessaire ici.
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Une fois que la classe des expressIOns est déterminée, on la subdivise en 

différentes parties par des définitions récursives pour éventuellement aboutir à la 

classe des énoncés. Sans entrer trop dans les détails: 

1) x est une inclusion de x" dans XIII : x = C /\ x" /\ x m ; 13 

2) x est la négation de l'expression y : x =-, /\ Y ; 

3) x est la disjonction de y et z : x =~ /\ Y /\ Z ; 14 

4) x est une quantification universelle de l'expression y par la variable xn 

x =V /\ XII /\ Y ; etc. 

De cette manière, on peut formuler récursivement la définition d'une fonction 

propositionnelle: 

5) x est une fonction propositionnelle, FP(x) : a) il existe n et m avec 

x = C /\ xn /\ x
m 

; ou b) il existe y telle que FP(y) et x = -, /\ y; ou c) il existe y 

et z telles que FP(y), FP(z) et x =v /\ y /\ Z ; ou d) il existe y avec FP(y) et 

une variable xn telles que x = V /\ x" /\ y . 

Une fois que la notion de variable libre est précisée, il est aisé définir ce qu'on entend 

par énoncé: x est un énoncé si et seulement si x est une fonction propositionnelle et x 

n'a pas de variables libres, ce que nous représenterons par XE S. 

Après avoir formulé structurellement la classe des axiomes (une sous classe 

de la classe des énoncés), il est possible de préciser récursivement une notion de 

conséquence au niveau des descriptions qui nous permet en dernier lieu de délimiter 

13 Les descriptions sont écrites en notation polonaise, c'est-à-dire sans parenthèses. Dans cette
 
notation, le symbole d'opération ou de relation est placé devant les arguments.
 
14 Même remarque. La disjonction est en notation polonaise.
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la classe des énoncés prouvables. 15 Il est donc possible de caractériser 

structurellement le nom d'un énoncé prouvable, ce qui n'est guère étonnant puisque 

nous avons essentiellement imité, au niveau de l'écriture, les règles du langage objet. 

L'utilité de la partie descriptive du métalangage deviendra apparente lorsque nous 

considérerons la définition de la vérité. 

3. Le concept de vérité 

La définition de la vérité sera construite à partir de la convention (T) : 

x est vrai si et seulement p, 

où «p » est une proposition et « x » un nom pour cette proposition. Plus précisément, 

Tarski exige d'un concept de vérité V(x) qu'il satisfasse les deux conditions 

suivantes: 

a) Quelque soit la description structurale « x» d'une proposition « p », V(x) SI et 

seulement si p;
 

b) Si V(x) alors x est le nom d'un énoncé (la classe des noms d'expressions vraies est
 

une sous classe des noms d'énoncés). 16 

Pour arriver à définir un concept qui ait pour conséquences a) et b) et qui rencontre 

certaines contraintes d'effectivités, il faut passer par la notion intermédiaire de 

satisfaction. La notion de satisfaction est l'ancêtre de la valuation dans l'approche 

modèle-théorétique moderne. EUe est une manière de parler de validité pour une 

15 Naturellement, pOlir que la classe des expressions prouvables soil récursive, il faudrait que la classe
 
des axiomes le soit.
 
16 Ces deux conditions constituent ce que Tarski appelle la convention T.
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fonction propositionnelle ayant des variables libres. Son rôle est de faire en sorte que 

la définition de la vérité soit récursive. 17 Puisque la notion de satisfaction est 

complexe et risque d'occulter la forme générale du concept de vérité tarskien, 

commençons par illustrer ce concept pour un cas simple où elle n'est pas nécessaire: 

le calcul propositionnel. 

Supposons d'abord que: 1) le calcul des propositions est composé d'une 

famille infini de variables propositionnelles Po, PI' P2 ,... avec deux opérations « --, » 

et « v»; 2) les noms descriptifs du calcul propositionnel sont Po, ~,P2 ,... pour les 

propositions, -, pour la négation et v pour la disjonction; et 3) les règles sur la 

concaténation ainsi que pour la formation des noms structuraux sont essentiellement 

les mêmes que (nI), (n2), (é1), (é2) et (é3) (à isomorphisme près). Ainsi, 

« v /\ -, /\ ~ /\ P2 » serait le nom de la proposition «(-'P3 V P2) ». Par ailleurs, 

supposons que nous ayons défini récursivement un prédicat P(x) tel que x est un 

nom de proposition si et seulement si P(x). Le concept de vérité tarskien pour le 

calcul des propositions sera donc 

V(x) == 3n(x = P" /\ Pn) 

V 3y(P(y)/\x==> y/\-,V(y)) 

v 3y3z( P(y) /\ P(z)/\ X = ~/\ y/\ Z /\ (V(y)v V(z))), 

c'est-à-dire x est une proposition vraie si et seulement si : 1) il existe un entier n tel 

que x est la proposition « Pn » et il est le cas que P,,; ou 2) il existe un nom «y» tel 

que x = -, /\ Y et y n'est pas vrai; ou 3) il existe des noms «y» et «z» tels que 

x = V /\ Y /\ Z et y ou z sont vrais. 

17 La contrainte d'effectivité est beaucoup plus faible ici que chez des finitistes. Comme nous le 
verrons plus loin, le concept de vérité tarskien devra faire appel à une forme de récursion transfinie. 
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On remarquera que le concept de vérité pour le calcul des propositions a 

nécessité un calcul des prédicats ayant des variables et des quantificateurs pour les 

nombres naturels (la variable dans l'expression ci-dessus est « n »), des variables et 

des quantificateurs pour les descriptions structurales (les variables « x », « y» et 

« z ») ainsi qu'une relation d'égalité pour les descriptions. Dans le calcul des classes 

(d'ordre fini), il faudra (au besoin) ajouter à cette liste des variables et des 

quantificateurs pour les classes ainsi que des quantificateurs et des variables pour les 

suites de classes. Les suites de classes joueront un rôle prépondérant dans la notion de 

satisfaction. Selon le langage objet L, il est possible que nous n'ayons pas à ajouter 

ces ressources supplémentaires si nous pouvons définir les nombres et les suites de 

classes dans L ou la traduction de L qui apparaît dans le métalangage. Dans ce cas, il 

sera moins laborieux de définir l'extension de L qui constituera son métalangage. 

Pour traiter de manière uniforme les notions de quantification dans des 

fonctions propositionnelles, Tarski utilise un stratagème ingénieux qui utilise les 

suites de classes. À la base, son concept de satisfaction est plutôt simple et se formule 

ainsi: la classe « a» satisfait la FP « F(xo) » (d'une seule et unique variable « X o ») 

ssi F(a). Les difficultés apparaissent lorsqu'une fonction propositionnelle possède 

plus d'une variable libre (ou pas du tout), comme la fonction « F(x," ,x;} ,... ,x;,,) ». 

Pour remédier à ce problème, les classes ne seront pas prises individuellement mais 

regroupées en suites. On dira donc que la suite J = (Jo,;; ,12' ... ) composée des 

classes Jo,}; ,12"" satisfait « F(x; ,x ,... ,x, )>> ssi F(J; ,J; ,... ,J; ). Il reste 
Il /) Il 0 1 Il 

cependant un détail important à clarifier: nous devons préciser la notion de 

satisfaction d'une fonction proposi tionnelle à l'intérieur de laquelle apparaît une (ou 

plusieurs) variable(s) liée(s) par un (ou des) quantificateur(s). Le cas le plus simple 

est celui de l'énoncé '\IxoF(xo) où « X o » est la seule variable de F(xo). Tarski 

propose la définition suivante: f satisfait '\IxoF(xo) si et seulement si, pour tout g 

avec }; = g; sauf possiblement en i = 0, g satisfait F(xo). Avec cette précision, en 
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tenant compte de ce qui a été dit sur le calcul des propositions, nous pouvons enfin 

formuler le concept de satisfaction: si x est une fonction propositionnelle et si f est 

une suite propositionnelle alors 

sat(f,x) == 3n3m( x = C 1\ x" 1\ xm1\ /" C /,,,) 

v 3y(FP(y)l\x==> Yl\-,sat(f,y») 

v 3y3z (FP(y) 1\ FP(z) 1\ X =-:; 1\ Y 1\ Z 1\ (sat(f,y)v sat(f,z»)) 

v 3n3y(FP(y) 1\ x =V1\ x n 1\ y 1\ 'v'g( -,'v'm(m =nv gm =/,,,)v sat(g,y) )), 

c'est-à-dire quefsatisfait x ssi : ou 1) il existe des entiers (non négatifs) n et m tels 

que x est le nom de X n C xm et 1:, C /,,, ; ou 2) il existe un nom de FP «y» tel que 

x = -,1\ Y et y n'est pas satisfait par f; ou 3) il existe des noms de FPs «y» et « z» 

tels que x = v 1\ y 1\ Z etf satisfait y ou z; ou 4) il existe un entier n et un nom de FP 

« y» tel que x ='v' 1\ x" 1\ y et pour toute suite g égale à f sauf peut-être à la n-ième 

place, g satisfait y. 

Nous pouvons enfin définir la notion tarskienne de vérité: 

V(x) == XE S 1\ 'v'f(sat(f,x») , 18 

c'est-à-dire: x est vrai si et seulement si x est un énoncé et x est satisfait par toutes les 

suites de classes. '9 L'ensemble des énoncés vrais sera dénoté par Vr. À l'aide des 

18 «f» est une variable de suite de classes. Sinon, si f est une variable comme une autre, il faudrait 
remplacer la formule dans le champ du quantificateur \:If par: Se( f) :::J sale f, x), où sC( f) si et 
seulement si f est une suite de classes. 
19 JI aura fallu utiliser pour cette définition des variables et des quantificateurs pour les nombres 
naturels, les classes, les noms et les suites de classes. 
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axiomes du métalangage, nous pouvons démontrer sans difficulté que le prédicat se 

comporte adéquatement: 

THÉORÈME 1 (Le principe de contradiction). \Ix (XE S :::) ---, (x E Vr /\ ~ 1\ XE Vr )). 

THÉORÈME 2 (Le principe du tiers exclu). \Ix (XE S:::) (X E Vr v ~ 1\ XE Vr)) .20 

Une dernière remarque. Il est possible de définir la notion de satisfaction ainsi 

que la notion de vérité de manière à ce qu'elles soient relatives à un certain domaine, 

plutôt que générales comme c'est Je cas des définitions données ci-haut. 

4. Vérité vs prouvabilité 

Avec cette définition en mam, la comparaison entre la notion formelle de 

preuve, laquelle est présente depuis les premiers balbutiements de la logique 

mathématique, et la notion de vérité devient formellement tangible. Nous avons vu 

que les résultats les plus énigmatiques de la logique mathématique procédaient 

d'ailleurs du décalage entre ces deux notions. 21 Arrêtons-nous donc pour formuler la 

notion de preuve dans le métalangage du calcul des classes. 

Les méthodes déductives de ce langage se réduisent à 1) la substitution, 2) le 

modus panens (appelé aussi « détachement »)22, 3) l'introduction de quantificateur 

universel, et 4) l'élimination du quantificateur universel. La règle de substitution 

exige que nous ayons formalisé au préalable la substitution des variables, ce que nous 

20 Tarski 1956 : p. 197.
 
21 On pensera au premier théorème d'incomplétude de Godel, évidemment.
 
22 La raison de cette appellation est simple. Si les opérations logiques primitives sont « ~» et « v », le
 
modus ponens s'énonce alors comme: de « p» et « ~pvq» on peut intërer « q». Ainsi, « q» est
 
détachée de « ~pvq ».
 



187 CHAPITRE VI - TARSKI 

prendrons pour acquis23 
: Sub(x,n,m) sera la formule obtenue de x en substituant la 

variable x n pour la variable x m • La formalisation des règles (1) à (4) exigera d'autre 

part la notion intermédiaire de conséquence du n-ième dégré. Si X est un ensemble de 

fonctions propositionnelles (x E X :::J FP(x» une conséquence du n-ième dégré de X 

sera: 

XE Conn (X) == (n=OI\XEX) 

v (n> 01\ X E Conn_1(X») 

v (n> 01\ ::Jy::Jk::JI(FP(y) 1\ Y E Conn_1 
(X) 1\ X=Sub(y,k,l»)) 

v (n > 01\ ::Jy::Jz (FP(y) 1\ FP(z) 1\ ~ 1\ Y E Con"_1 (X) 1\ ~ 1\ ~ 1\ Y 1\ XE Conn_1
(X»)) 

v (n>OI\::Jy::Jk(FP(y)I\YECOnn_I(X)l\x=VI\Xk 1\ Y)) 

v (n > 01\ ::Jy::Jk::JI (FP(y) 1\ V1\ Xk 1\ Y E Con
l1 

_ 1(X) 1\ X=Sub(y,k,l»)) 

Chaque terme de la disjonction traite un cas: a) tous les éléments de X sont des 

conséquences; b) les conséquence du n -l-ième degré sont aussi des conséquences 

du n-ième degré; c) une formule obtenue d'une conséquence par substitution est une 

conséquence (règle 1); d) une formule obtenue de conséquences par détachement est 

une conséquence (règle 2); e) une formule obtenue d'une conséquence par 

généralisation est une conséquence (règle 3); et f) une formule obtenue d'une 

conséquence par élimination d'un quantificateur est une conséquence (règle 4). Ainsi, 

x est une conséquence logique des formules propositionnelles dans X, XE Con(X) , si 

et seulement s'il existe un entier naturel n tel que x est la n-ième conséquence de X, 

::Jn(x E Conn (X»). Si X est vide, on dira que x est démontrable. 

23 Bien qu'elle soit simple, la notion de substitution pose certaines difficultés techniques qui ne sont 
d'aucun intérêt pour nous. Pour les détails de la définition, voir (Tarski 1956 : p. 180). 
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Puisque la vérité est un prédicat s'appliquant seulement aux énoncés, 

restreignons-nous à ne considérer que les énoncés prouvables du calcul des classes, 

les x tels que XE S /\ XE Con(0). L'ensemble des énoncés démontrables sera nommé 

Dém . Dans ce contexte, le théorème de Godel se traduit par un décalage entre les 

ensembles VI' et Dém : 

THÉORÈME 3. Si X ç VI' alors Con(X) ç VI' . En particulier, Con(VI') ç VI' . 

THÉORÈME 4. VI' est un ensemble non contradictoire et déductivement clos. 

THÉORÈME 5. Tous les énoncés démontrables sont vrais: Dém ç VI' . 

THÉORÈME 6. Il existe des énoncés vrais indémontrables: Dém *- VI' .24 

Le dernier théorème est la conséquence d'un lemme stipulant qu'un certain énoncé et 

sa négation, en l'occurrence l'énoncé « '1//\ XI /\ '1//\ x2 /\ C /\ XI /\ x2 » et sa négation 

« -, /\ '1//\ XI /\ '1//\ x2 /\ C /\ XI /\ x2 », n'appartiennent ni l'un ni l'autre à Dém. 

Comme nous avons vu au dernier chapitre, la pathologie décrite par le 

théorème 6 n'est pas particulière au calcul élémentaire des classes,25 elle affecte 

également le calcul des classes d'ordre infini, une théorie qui diffère du calcul 

élémentaire des classes seulement par la présence de variables et de quantificateurs 

d'ordres quelconques. 26 Tarski démontre l'analogue des théorèmes de Godel avec son 

concept de vérité: 

(1)	 Si le langage objet L avec métalangage ML a les ressources nécessaires pour 

définir une interprétation de ML dans lui-même, il est impossible de définir un 

prédicat de vérité pour L dans ML; 

24 Ces théorèmes sont des conséquences plus ou moins directes du métalangage, sauf pour le dernier
 
qui est un peu plus technique. Voir (Tarski 1956 : p. 198-9).
 
25 Dans le cas du calcul élémentaire des classes, il est possible de modifier le système d'axiomes pour
 
qu'il soit complet. Ce qui ne sera pas possible en général.
 
26 Le calcul des classes d'ordre infini est essentiellement le système de base des Principia.
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(II) S'il est possible de définir un prédicat de vérité de L dans ML et si le prédicat de 

démontrabilité Dém est interprétable dans L, il existe un énoncé vrai mais qui 

est indémontrable. 

La démonstration de ces méta-métathéorèmes repose sur l'existence d'une 

correspondance biunivoque entre les expressions du langage L et les nombres naturels 

de sorte qu'une proposition portant sur des expressions de L (qui sont typiquement les 

propositions du métalangage) devient une proposition portant sur des nombres. Dans 

les hypothèses de (1), on suppose que toutes les propositions portant sur des 

expressions de L (donc toute les propositions de ML) sont traduisibles dans L; dans 

les hypothèses de (II), on suppose seulement que la notion de démontrabilité est 

L. 27traduisible dans Pour les fins de la preuve, la correspondance entre les 

expressions de L et les nombres naturels sera donnée par la suite ~ = (9" 92 ,93 ,...), 

c'est-à-dire que 9" sera corrélé au nombre n. Étant donné qu'il est possible de définir 

l'arithmétique dans le calcul des classes d'ordre infini, ceci revient à dire que les 

énoncés de L sont corrélés à des classes. 

La preuve de (1) est essentiellement une adaptation de l'antinomie du menteur 

et procède comme suit.28 Supposons qu'un prédicat de vérité pour L soit définissable 

dans ML. Pour chaque nombre naturel x (x étant une variable de classe dans le calcul 

des classes), l'expression « 9x ~ Vr » est donc une expression du métalangage. Par 

les hypothèses de (1), « 9x ~ Vr » est traduisible dans L par une certaine expression 

arithmétique lf/(x) pour chaque (nombre naturel) x de sorte que 9x ~ Vr = lf/(X) (*).29 

Par ailleurs, puisque lj/(x) est une expression du calcul des classes, il existe un 

27 On supposera également qu'un prédicat de vérité est définissable.
 
28 Il va sans dire que la preuve donnée ici n'est seulement qu'une esquisse. Pour qu'elle soit complète,
 
il faudrait spécifier la nature exacte de la correspondance et formaliser les notions du méta­

métalangage qui lui sont nécessaires.
 
29 Pour arriver à (*), il faut un peu plus que l'hypothèse que JI est traduisible dans L. Il faut que q5 soit
 
telle que rAf/:. JI est traduisible dans L.
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nombre k tel que tPk est le nom de I.f/(x). En remplaçant x par k dans l'équivalence 

(*), nous obtenons tPk I;l Vr == I.f/(k) (**). Mais « tPk » est le nom d'une proposition 

équivalente à I.f/(k) , par la convention (T), nous avons 

tPk E Vr == lf/(k). 

Ce qui est en contradiction avec (**). Ainsi, si le langage objet L d'un métalangage 

ML est suffisanunent puissant pour exprimer (une interprétation de) ML, ML ne peut 

définir un prédicat de vérité pour L sans être contradictoire. 

L'argument peut être modifié sans problèmes pour montrer (lI) en remplaçant 

Vr par Dém. 30 En effet, soit l'expression tP, I;l Dém. Selon les hypothèses de (II), il 

est possible de traduire tP., I;l Dém par une expression numérique B(x) de sorte 

que tPx I;l Dém == B(x) (#). Par la correspondance tP et le fait que B(x) soit une 

expression du calcul des classes, il existe 1 tel que tP, est de nom de B(x). En 

substituant x par 1dans (#), nous obtenons tP, I;l Dém == B(l) (##).31 Puisqu'il existe un 

prédicat de vérité pour ce langage,32 nous avons que tP, E Vr == B(l) et donc 

tP, I;l Dém == tP, E Vr par (##). Or Dém ç Vr dans ce langage (par le théorème 5 de 

cette section), donc l'énoncé tP, est vrai mais indémontrable (tP, est également 

indécidable parce que --, /\ tP, I;l Dém ). 

Ces deux résultats exposent des conséquences importantes pour la notion de 

métalangage. Une façon d'interpréter (l) serait de dire que la métathéorie doit être 

essentiellement plus riche que sa théorie objet pour éviter la contradiction. Mais 

30 (JI) est un équivalent du premier théorème d'incomplétude de Gode\.
 
31 La même remarque qu'à (*) s'applique ici: il faut que r/J soit telle que r/J.,riDém est traduisible dans
 
L. 
32 Pour éviter que ML soit contradictoire par (1), on supposera que ML est suffisamment riche pour que 
le prédicat Vr ne soit pas traduisible dans L. 
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même si le métalangage est plus riche que le langage objet, assez riche pour ne pas 

être intégralement reproduit dans le langage objet, si le prédicat de démontrabilité est 

traduisible dans le langage objet, il existe selon (II) un énoncé vrai qUi est 

indémontrable. Malheureusement pour la métamathématique, le prédicat de 

démontrabilité est traduisible dans le langage objet lorsque celui-ci contient 

l'arithmétique. 

5. Exposition moderne du concept de vérité 

Puisque nous avons déjà introduit les conceptions syntaxiques modernes pour 

un langage du premier ordre au chapitre V, profitons-en pour introduire les 

conceptions sémantiques modernes pour ce même type de langage. Le lecteur 

constatera que la définition moderne du concept de vérité suit de très près la 

définition tarskienne donnée plus haut. .Te donne la définition générale de même 

qu'un exemple détaillée de ce prédicat pour le langage S (chapitre V) : 

(1) Une interprétation M d'un langage .c (du premier ordre) est la donnée 

d'un ensemble D (un domaine) et d'une application qui associe à chaque symbole de 

prédicat A;' une relation (A;'t' cD", à chaque symbole de fonction 1.." (s'il y en a) 

une opération (f:'t :Dn 
----7 D et à chaque symbole de constante ail (s'il y en a) un 

élément (an)"'" E D. 

L'interprétation N de S possède l'ensemble N des nombres naturels comme 

domaine; associe aux symbole de constante « 0 » le nombre 0; associe aux symboles 

de fonctions « 1 », « +» et «.» la fonction successeur, l'addition et la 

multiplication respectivement; et associe au symbole d'égalité « =» la relation 

d'égalité. Puisque notre métalangage est cadré dans la théorie des ensembles, 

remarquons qu'il est possible de donner une caractérisation de ce modèle dans des 
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termes purement ensemblistes (N serait n{XI0EX/\'liY(YEX=>YU{Y}EX)}, 0 

serait 0, la fonction successeur serait x H Xu{x}, etc.). 

(Il) Il faut ensuite donner une notion de satisfaction. De manière générale, soit 

2: l'ensemble de toutes les suites dénombrables d'éléments dans le domaine D d'une 

interprétation de L et soit s = (SI'S2"") E 2:. On définit une fonction s(t) pour 

chaque terme t de L de la manière suivante: 

(sl)s(xJ=s,;
 

(s2) s(aJ =(aJM ;
 

(s3) s(ft(tp···,t
17 
» = (fty"'/ (s(t,), ... ,s(t,J).
 

On dira que s est i-différente de s' si pour tout j"* i Sj =S'j' Dans l'interprétation 

N, pour (s2) il suffit de mentionner que seO) =0, et pour (s3) que 

S(tl ') =s(tt> U {s(t l)} , que S(tl + t2) vaut la somme de S(tl) et s(t2), et que S(tl' t2) 

vaut le produit de s(tl) et s(t2). La satisfaction d'une formule par s = (SI' S2' ...) , 

notée F" est ensuite définie comme: 

(s4) F, A;(tI,t2, ... ,lI7) SSl c'est-à-dire SSl 

(S(tI), ... ,s(t,J) E (An M 
;
 

(s5) F, -.A ssi Ji, A ;
 

(s6) Ji, (A => B) ssi s satisfait F, A mais Ji, B;
 

(s7) F, 'lix;A ssi F,. A, pour tout s' E 2: i-différente de s. 
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Pour la théorie S, seule (s4) est à spécifier: F = ssi sU,) = s(t2 ) , où ons tl t2 

remarquera que dans la deuxième expression « =» dénote la relation d'égalité 

ensembliste. 

(III) La notion de vérité en découle immédiatement: une formule A est vraie 

dans l'interprétation M, noté FM A, si et seulement si pour toute suite SE 2:, FI A. 

A estfausse dans l'interprétation M, noté ~\1 A, ssi pour toute suite s, ~, A. 

Nous avons donc notre concept de vérité pour S, le prédicat « FN ». 

Les deux théorèmes de Tarski de la section précédente se démontrent 

aisément à l'aide du théorème du point fixe. Si K est une théorie, TK sera l'ensemble 

des nombres de Godel de formules vraies. Le théorème (1) se traduit alors par: 

THÉORÈME lA. Soit K une théorie qui a les mêmes symboles que S et à l'intérieur de 

la laquelle la fonction diagonale est représentable. 33 Si K est cohérente, alors la 

propriété XE TK n'est pas représentable dans K. 

PREUVE. Supposons le contraire. Soit T(x,) une formule qui représente XE TK dans 

K, c'est-à-dire que pour tout n : 

(i) nE TK entraîne f-K T(n); 

(ii) n ~ TK entraîne f-K ---, T (n) . 

Appliquons le théorème du point fixe à la formule ---, T (XI)' Nous obtenons une 

formule B telle que f-K B <=> ---,T (,B') (*). Il y a deux cas à considérer. (1) Si f-K B 

33 Ces hypothèses sont nécessaires pour que Je théorème du point fixe soit applicable. S remplit ces 
conditions. 
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alors b E TK où b =[(8) . Par (i), nous avons f-K T(b). Mais f-K 8 entraîne par (*) 

que f-K ....,T('8') , c'est-à-dire que f-K ....,T(b) , ce qui contredit cohérence de K. (2) Si 

j,LK 8 alors b fi TK . Par (ii), nous avons f-K ....,T(b). Par (*), nous avons donc que 

f-K 8, contredisant j'hypothèse j,LK 8. 

Le second théorème est un corollaire du premier théorème d'incomplétude. 

Soit Ds l'ensemble des nombres de GOdel des formules démontrables de S. Nous 

avons: 

THÉORÈME lIA. Si S est cohérente, D, ç T,. 

PREUVE. Dans un premier temps, il est facile de démontrer que D.,_ cT,,,. Pour 

montrer l'inégalité, il suftit d'appliquer le premier théorème d'incomplétude pour 

obtenir une formule close ç telle que j,Ls ç et j,Ls ....,ç . Soit g le nombre de Godel de 

ç. Nous avons alors que 

(i) g fi Ds et Nég(g) fi Ds ; 

(ii) g E Ts ou bien Nég(g) E T,\ . 

Ce qui implique que Ds *- T,,, . (Pour les curieux, c'est g E T".) 

6. Ta rski et la philosophie 

Reprenons du début. Tarski définit un prédicat de vérité qui s'inspire de la 

vérité correspondance, un prédicat qui s'applique au nom d'une proposition (et non 
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pas à la proposition elle-même). Selon les critères tarskiens formulés dans la 

convention T, une définition de la vérité doit avoir pour conséquences les 

propositions suivantes: « x» est vrai si et seulement si p, où « x » est un nom de la 

proposition « p ». Ces équivalences font en sorte que la définition est matériellement 

correcte. Une définition de la vérité dans le langage ordinaire est impossible parce 

que celui-ci est sémantiquement clos. Trois conséquences s'ensuivent: i) un prédicat 

de vérité n'est définissable que pour les langages formels à expressivité limitée; ii) 

puisque le langage formel ne saurait contenir les noms de ses propres expressions, il 

faut faire appel à un autre langage, en l'occurrence un métalangage, qui contient les 

descriptions structurales de ce langage; et iii) le métalangage est forcément un 

langage formel (à expressivité limitée) sans quoi on risque de tomber dans les mêmes 

antinomies sémantiques. Une définition de la vérité est formellement correcte si elle 

est donnée seulement pour un langage formel (langage objet) dans un langage formel 

(métalangage) en respectant certaines conditions finitistes. 11 est possible de 

construire une définition de la vérité pour le calcul des classes (d'ordre fini) qui est 

formellement et matériellement correcte. Le métalangage nécessaire à cette définition 

comprend: 1) le calcul des classes, 2) des descriptions structurales pour le calcul des 

classes, et 3) des ressources logiques supplémentaires pour définir le prédicat de 

vérité. Dans ce cas précis, le métalangage est plus riche que le langage objet. Nous 

avons ensuite considéré la possibilité qu'un langage contenant l'arithmétique puisse 

interpréter en totalité ou en partie son métalangage, ce qui nous a conduit aux méta­

métathéorèmes (1) et (II). Enfin, retenons que la distinction entre langage et 

métalangage que Tarski développe est une notion relative. Contrairement à Hilbert, il 

ne considère pas la métathéorie une théorie fixe et invariable. Un langage est un 

métalangage relatif à autre et non pas de manière absolue, il pounait lui-même être 

langage objet. 34 

34 Tarski 1944 : p. 48. 
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Parmi les conséquences philosophiques des considérations de Tarski sur le 

métalangage et la notion de vérité - tirées par Tarski lui-même et entretenues par 

d'autres par la suite - nous retrouvons notamment l'idée que le métalangage est 

essentiellement plus liche que le langage objet, du moins lorsque celui-ci se trouve à 

définir un prédicat de vérité pour le langage. Puisque le métalangage est plus riche 

que le langage objet, il nécessite un métalangage pour avoir lui-même un concept de 

vérité, ce qui nous amène à l'autre idée communément répandue sur la notion de 

métalangage: le fait que le métalangage présuppose un méta-métalangage et que le 

méta-métalangage présuppose un méta-méta-métalangage, et ainsi de suite. Sur le 

plan philosophique, il semblerait donc que s'aventurer dans la voie du métalangage 

implique une forme de régression à J'infini. Dans Tarski On "Essentially Richer" 

Metalanguages, Dave DeVidi et Graham Solomon réagissent à cette affirmation et 

contestent les conséquences que semblent en tirer Tarski et sa postérité 

philosophique. 35 

DeVidi et Solomon précisent d'abord que les métalangages ne viennent pas en 

famille, qu'un métalangage est nécessaire lorsque nous voulons étudier un autre 

langage, qu'il n'a pas à être défini sinon. Mais l'objectif de DeVidi et Solomon est 

surtout de montrer que la condition qu'un métalangage soit essentiellement plus riche 

que son métalangage n'est pas nécessaire du tout, que Tarski n'a pas de justification 

pour cette affirmation. En fait, Tarski n'a même pas précisé ce qu'il entendait par un 

langage essentiellement plus fOlt qu'un autre. Il est clair que si nous construisons un 

métalangage suivant les indications données plus haut, le métalangage est plus fOlt 

que le langage objet dans un certain sens. Mais dans un autre sens, il se peut très bien 

que le métalangage ne soit au bout du compte qu'une extension conservatrice du 

langage objet. 36 Si le métalangage de la construction de Tarski est une extension 

35 DeVidi & Solomon 1997.
 
36 Un théorie T, exprimée dans un langage LI est une extension conservatrice d'une théorie T exprimée
 
dans le langage L si: 1) le langage LI contient tout le vocabulaire de L, et 2) la classe des théorèmes de
 
TI qui s'écrivent avec le vocabulaire L seulement est précisément la classe de théorèmes de T.
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conservatrice du langage objet, les seuls éléments qui contribuent au fait qu'il soit 

essentiellement plus riche sont les termes structurellement descriptifs et les quelques 

axiomes qui les régissent. Ainsi, l'extension n'est pas très généreuse. 

Une des affirmations sur lesquelles DeVidi et Solomon reviennent est qu'une 

interprétation du métalangage dans le langage objet existe du moment que le langage 

objet est aussi « riche» que le métalangage. Les théorèmes (1) et (II) exposent les 

conséquences d'une telle situation. Mais comme j'ai fait remarquer en bas de page 

lors de leur démonstration, ces théorèmes reposent sur une hypothèse plus forte que 

celle de la représentabilité du métalangage dans le langage objet seulement. Il faut 

que la corrélation donnée entre le métalangage et le langage objet (décrite par ~ dans 

la preuve) soit elle-même donnée par le métalangage, pour ensuite appliquer la 

corrélation à elle-même et obtenir les résultats souhaités. DeVidi et Solomon 

exposent des résultats intéressants en ce sens, dont celui de Gupta (1982) qui établit 

qu'un certain langage classique non contradictoire peut formuler en lui-même sa 

propre définition de vérité. Le point important de la définition est que la corrélation 

code juste assez pour représenter ce langage sans pour autant coder le codage. 37 

Ainsi, dans ce cas, le langage serait son propre métalangage. Pire encore (pour la 

thèse tarskienne bien entendu), il existe des théories pour lesquelles un concept de 

vérité peut être défini dans une métathéorie plus faible que la théorie elle-même. 

Notamment, un concept de vérité pour la théorie des ensembles de Zermelo peut être 

défini dans une extension P de la théorie des ensembles finis. 38 Ces résultats nous 

invitent donc à considérer les affirmations de Tarski avec prudence. 

37 Dans cette discussion, la définition de la vérité peut prendre des aspects différents que celle de
 
Tarski. DeVidi et Solomon se permettent cet écart.
 
38 Reste à voir si ces résultats sont démontrés dans le métalangage lui-même ou dans un méta­

métalangage de ces deux théories. Dans ce le dernier cas, les conclusions de DeVidi et Solomon me
 
sembJeraient non fondées.
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La condition méta théorique 

Le portrait du métalangage tel qu'il s'est dessiné au cours de cette analyse 

pourrait être résumé de la manière suivante: si S est le système que nous souhaitons 

étudier, la métathéorie de S est essentiellement la donnée d'un couple (L1 5 , T), où 

L15 est une description de S, c'est-à-dire un ensemble de noms structurellement 

générés pour la théorie S accompagné d'une relation d'égalité et d'un principe 

d'induction (s'appliquant aux noms seulement), et où T est une théorie dont la 

nature varie en fonction de l'étude effectuée sur S. La métamathématique, dans sa 

forme la plus élémentaire, exigerait seulement L1 5 , c'est-à-dire que T pourrait être 

vide. Une version plus forte ajouterait à T quelques éléments de la théorie des 

ensembles. De son côté, Godel exige que T contienne (au moins) l'arithmétique 

récursive. Celui de Tarski demande que T contienne suffisamment de notions 

ensemblistes de même qu'une copie de S ou, à tout le moins, une théorie qui lui est 

isomorphe. Enfin, la démonstration de cohérence de Gentzen pour l'arithmétique 
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demande que T dispose de l'induction transfinie. Il n'y a donc pas lieu de parler 

d'une métathéorie pour S, mais de plusieurs. 

Aujourd'hui, la théorie de prédilection T, telle qu'elle se manifeste dans 

l'usage, est la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel. On n'a qu'à ouvrir un 

manuel standard en logique mathématique pour constater l'omniprésence de cette 

théorie comme « médium» métathéorique, la seule exception à ma connaissance 

étant Proo! Theory and Logical Complexity de Jean-Yves Girard. Pourtant, le 

métalangage du calcul des classes que nous avons défini au chapitre précédent ne 

s'appuie pas au niveau métathéorique sur la théorie des ensembles mais sur le calcul 

des classes lui-même. Bien entendu, n'importe quelle théorie isomorphe au caJcul des 

classes peut être employé pour ce faire, et la théorie des ensembles contient très 

certainement une partie qui lui est isomorphe. Quoi qu'il en soit, ce que je veux faire 

remarquer ici est que la définition moderne d'un modèle et de la vérité dans ce 

modèle, telle qu'elle est exposée à la section cinq du précédent chapitre, ne laisse pas 

la possibilité à d'autres théories: un modèle ne peut être qu'une certaine structure 

ensembliste. Ce virage ensembliste n'est pas étonnant après tout, considérant 

l'énorme succès qu'a connu la théorie des ensembles au vingtième siècle comme 

langage mathématique « universel ». Mais la conséquence en est que le métalangage 

est maintenant invariablement associé à la théorie des ensembles, une association qui 

est loin d'être nécessaire. Un métalangage peut épouser d'autres tendances 

théoriques, les exemples donnés plus haut en témoignent. 

Si une théorie admet plusieurs méta théories, la question se pose à savoir si les 

métathéories s'entendront toujours sur les propriétés de la théorie objet. 

Naturellement, la réponse est non. Nous savons déjà que les métalangages 

arithmétiques de Godel et de Gentzen diffèrent par au moins un théorème: la 

cohérence de l'arithmétique. Il est toutefois inutile d'aller chercher des exemples 

aussi complexes pour mettre en évidence cette « relativité métathéorique ». Prenons 

le calcul propositionnel P elles deux métathéories (~p,~) et (~p,~), où ~ est le 
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calcul des prédicats classique et ~ le calcul des prédicats intuitionniste. De toute 

évidence, l'énoncé métathéorique « pour toute proposition P, ~p P ou Yp P » est un 

théorème de (t.p,~) mais pas de (t. p,~), à cause de la validité et de la non validité 

du tiers exclu dans ~ et ~ respectivement. Pour prendre un autre exemple dans la 

lignée de la théorie des ensembles, on pourrait se demander si la démonstration du 

lemme de Lindenbaum dépend de l'axiome de choix. 1 

Le fait que les propriétés d'un langage soient relatives à une certaine 

métathéorie compromet-il l'analyse métathéorique dans son ensemble? L'analyse 

métathéorique a-t-elle une valeur, ou est-ce seulement un exercice formel vain? Pour 

répondre à ces questions, il serait peut-être utile de reprendre rapidement les étapes 

qui nous ont amené cette forme d'étude. D'abord, il eut la transition du langage 

ordinaire au langage formel. Ensuite, il eut le constat de l'insuffisance de l'intuition et 

du raisonnement philosophique a priori pour garantir que le langage formel possédait 

certains attributs fondamentaux. Ici, nous avions deux choix: être stoïques (c'est-à­

dire suspendre notre jugement)2 ou continuer à connaître. Si nous choisissons de 

connaître, l'insuffisance de l'intuition a pour conséquence la mise en valeur de la 

métathéorie. Mais après l'intuition, c'était au tour de la métathéorie de connaître 

certaines limitations. Devant ces limitations, une certaine expansion du métalangage 

s'imposa et, par conséquent, une pluralité au niveau métathéorique. Était-ce une 

erreur de s'obstiner à connaître, aurait-il fallu suivre la prescription stoïque? La 

question soulève immédiatement les accusations de circularité ou de régression à 

l'infini qui sont souvent formulées à l'endroit des approches métathéoriques. Ainsi, la 

valeur de l'approche métathéorique dépend en quelque sorte de sa capacité à répondre 

à ces critiques. 

1 La démonstration du lemme de Lindenbaum utilise l'axiome du choix, mais je ne sais pas s'il en
 
dépend intrinsèquement.
 
2 C'est la prescription de Wittgenstein dans le Tractatus.
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Attardons nous d'abord sur le caractère spécifique de la circularité et de la 

régression à l'infini telles que nous les retrouvons dans la métathéorie. Normalement, 

un raisonnement qui cherche à établir A est dit circulaire s'il présuppose A. Mais la 

circularité métathéorique n'est pas de cet ordre. Poincaré accuse Hilbert d'être 

circulaire parce que la métamathématique utilise le principe d'induction comme 

méthode pour démontrer la validité du principe d'induction comme énoncé. La même 

remarque s'impose pour la régression à l'infini. Il y a donc une distinction importante 

à faire ici entre l'usage et la mention: le fait d'utiliser un principe au niveau 

métathéorique n'entraîne pas de manière immédiate que l'énoncé de ce principe dans 

le langage objet sera démontrable. 3 Un contre exemple suffit pour nous en 

convamcre. Le fait d'étudier le calcul des prédicats intuitionniste avec un 

métalangage classique ne rendra pas le tiers exclu démontrable dans ce calcul. Nous 

pouvons également citer le second théorème de Godel : la cohérence du langage objet 

est supposée au niveau du métalangage mais elle reste néanmoins indémontrable dans 

le langage objet. 

Cette nuance est importante, mais elle ne règle pas toute la question de la 

circularité. La critique de Poincaré demeure. L'ambition de Hilbert était de démontrer 

que l'arithmétique était non contradictoire, et pour ce faire il a construit une 

arithmétique formelle sur laquelle la raison métamathématique pouvait opérer. 

Abstraction faite des arguments kantiens de Hilbert, sur le plan purement logique, la 

métathéorie hilbertienne se donne l'arithmétique pour démontrer que l'arithmétique 

est cohérente. Si l'objectif final est éventuellement de déduire de la cohérence de 

l'arithmétique formelle que l'arithmétique informelle est « saine », il y a 

effectivement un cercle car l'arithmétique informelle est considérée saine au départ. 

À la question de savoir ce que la méthode métathéorique vaut, nous pouvons donc 

donnée une réponse provisoire. Rien, si l'objectif est de montrer de manière 

métathéorique et anhypothétique qu'une théorie dans son ensemble est valide. La 

3 Cette observation a d'abord été faite par Husserl au § 19 de la troisième recherche dans Recherches 
(Husserl 1970). 
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validité d'un théorème affirmant la cohérence d'une théorie ne sera jamais supérieure 

à celle des méthodes qui ont permis de le démontrer. Une preuve de cohérence a donc 

une valeur éminemment relative. Cette remarque vaut autant pour une preuve de 

cohérence par modèle (exhiber une structure qui satisfait un système) que les preuves 

par démonstration (démontrer dans une métathéorie l'impossibilité d'obtenir une 

contradiction); dans le premier cas, c'est le modèle qui est garant de la cohérence de 

la théorie et dans le second, ce sont les méthodes déductives utilisées dans la 

démonstration. À l'inverse, l'incohérence est une chose qui se laisse démontrer 

directement dans la théorie, et sans la moindre métathéorie. En ce sens, Russell avait 

raison de dire que la validité d'un système était une affaire essentiellement inductive: 

la validité de l'arithmétique dans un sens absolu tient à ce qu'elle n'a pas été 

démentie à ce jour. 

Cette situation n'empêche pas toutefois que l'analyse métathéorique soit 

fertile lorsque l'objectif est autre que de démontrer ce qui est déjà explicitement 

supposée. Si la cohérence de la théorie est déjà supposée de toute manière, aussi bien 

s'en servir. Si le fait de déduire des conséquences de cette hypothèse est considéré 

comme étant circulaire, aussi bien considérer l'ensemble des mathématiques comme 

circulaires, car en mathématiques non plus on ne trouvera jamais de conclusions plus 

fortes que les hypothèses utilisées. Syntaxiquement parlant, il est vrai que l'activité 

mathématique se réduit à une immense tautologie, puisque tous les théorèmes d'une 

théorie sont fixés dès que le système d'axiomes est donné. Mais pour les êtres finis et 

limités que nous sommes, des êtres incapables de percevoir spontanément et 

immédiatement les conséquences les plus reculées d'une famille hypothèses, la 

déduction a pour rôle d'exposer ces conséquences inattendues. Ainsi, l'étude 

métathéorique peut jouer exactement ce rôle: exposer les propriétés d'une théorie, 

des propriétés qui pour plusieurs seront inattendues. 
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Une application: l'incomplétude revue 

Appliquons maintenant notre perspective métathéorique au problème de la 

complétude et illustrons les retombées positives d'une telle approche. Partons de la 

question suivante: pourquoi est-il décevant d'apprendre qu'une théorie est 

incomplète (dans le sens du premier théorème)? Autrement dit, pour queUe raison 

espérions-nous qu'une théorie soit complète? Bien que la complétude soit définie de 

manière purement syntaxique, aucune explication syntaxique pourra dire en quoi 

consiste cette déception. Dans un premier temps, nous pourrions expliquer cette 

déception par les attentes formulées à l'endroit de la notion de prouvabilité, des 

attentes de nature sémantique: nous voudrions que la prouvabilité s'érige en concept 

de vérité. L'incomplétude se comprend donc mieux en référence à une interprétation 

et le concept de vérité qui s'ensuit. Comme nous le savons, le concept de vérité d'une 

théorie est précisément défini pour que le tiers exclu soit valide, c'est-à-dire que toute 

formule close est ou bien vraie ou bien fausse. Selon le premier théorème 

d'incomplétude de Godel, cette propriété du tiers exclu fait défaut à la prouvabilité 

dans la plupart des systèmes arithmétiques. C'est donc dire qu'il existe des formules 

vraies qui sont indémontrables (et des formules fausses qui sont iITéfutables). Voilà le 

principal problème avec cette incomplétude. 

Pourquoi devrions-nous être étonnés par cette situation? En premier lieu, et de 

façon générale, l'idée de distinguer la prouvabilité de la vérité est venue très tard dans 

l'histoire de la logique et, jusqu'à lors, il y avait cette prémisse tacite dans les 

sciences formelles à l'effet qu'une formule vraie est forcément démontrable, que sa 

vérité consiste précisément en sa prouvabilité. Avec le premier théorème de Godel et 

le théorème de Tarski, ce mythe tombe mais l'étonnement persiste. 

L'étonnement persiste parce que le système d'axiomes qui définit 

l'arithmétique semble motivé en partie par une ontologie réaliste où le tiers exclu est 

valide. En effet, quelle que soit la formule F, nous avons f- F v ,F , mais ceci 
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n'entraîne pas que f- F ou f- -,F . De la même manière, bien qu'il soit possible de 

montrer que f- -,-,F ~ F, nous n'avons pas de façon générale que non- f--,F 

entraîne f- F . Enfin, pour prendre un exemple avec des quantificateurs, de 1- F(n) 

pour tout n, il ne s'ensuit pas toujours que f- '\Ix F(x) (S n'est pas (j) -complète). En 

effet, si je nous rapporte à la démonstration du premier théorème d'incomplétude, 

nous aVIOns -,Dém(n,g) pour tout n (où g =f(9)) et donc (par représentabilité de 

Dém(x,y)) que 1-5 -,CJ)im(n,g) pour tout n. Mais nous ne pouvons pas avoir 

f-s '\Ix2-,CJ)im(X2,g) sans quoi nous aurions ~\ ç.4 On en conclut donc que le prédicat 

de prouvabilité « f-s » ne traduit pas fidèlement la signification des connecteurs du 

langage objet au métalangage, il manifeste une forme d'opacité. Rappelons qu'il en 

est tout autrement pour le prédicat de vérité, celui-ci reste fidèle à la signification de 

« '\1 », « -, » et« ~ ». 

Pour mieux saisir l'enjeu de l'incomplétude, je vais construire une analogie 

avec un certain jeu. Considérons un jeu plus simple, joué avec un échiquier: 

4 Celte forme d'incomplétude se nomme l'w-incomplétude. 
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et des dominos: 

, ... , 

L'objectif du jeu consiste à faire de recouvrements de l'échiquier avec des dominos, 

un recouvrement étant la disposition d'un certain nombre de dominos sur l'échiquier 

telle que chaque domino recouvre exactement deux cases juxtaposées 

(horizontalement ou verticalement) et aucune case n'est recouverte par plus d'un 

domino. Par exemple, la disposition suivante serait un recouvrement: 

Nous nous demandons maintenant SI certains recouvrements sont possibles. En 

particulier, existe-t-il un recouvrement qui laisse à découvert seulement la case 

inférieure gauche et la case supérieure droite (finalement, les cases extrêmes de la 

diagonale noire)? La réponse est non, cette position est inatteignable par 

recouvrements. La démonstration est facile. Il suffit de remarquer qu'un domino 

recouvre toujours une case noire et une case blanche. Le nombre total de cases 

blanches recouvertes (resp. découvertes) est donc égal au nombre total de cases noires 
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recouvertes (resp. découvertes). Un recouvrement qui laisse les deux cases extrêmes 

de la diagonale noire à découvert est donc impossible, 

L'analogie a pour but de donner une certaine intuition au premier théorème 

d'incomplétude de Gode!. Si nous considérons les formules de S comme des positions 

et les prédicats métathéoriques de prouvabilité et de vérité comme des manières 

d'atteindre ces positions, il devrait être possible de comprendre l'enjeu de 

l'incomplétude avec les jeux (fictifs) suivants: 

(JI) Atteindre des positions par démonstration: Un joueur de JI atteint une position 

A si et seulement si f-s A, c'est-à-dire si et seulement s'il trouve une démonstration 

de A dans S. 

(J2) Atteindre des positions par vérification: Un joueur de 12 atteint une position A 

si et seulement si F", A, c'est-à-dire si et seulement s'il est vrai dans l'interprétation 

N. 

Il est assez simple de montrer que le jeu (12) est une extension de (J]). On peut 

vérifier sans trop de difficultés que: 

(VI) Si A est un axiome de S, alors F,'\I' A ; 

(V2) Si FN A et ~'\I A => B alors FN B; 

(V3) Si F.i\i A(x,) alors F.oV· \ixIA(xl ). 

Ceci montre donc que, pour tout A, si ~) A alors Fy A, c'est-à-dire que toute 

position atteignable dans le jeu (11) l'est aussi dans le jeu (12). Le théorème 

d'incomplétude nous montre que cette inclusion est stricte, qu'il existe des positions 

atteignables dans le jeu (12) qui ne le sont pas dans (1]). Notamment, nous avons 

que: 
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(V4) Si, pour tout n, I=N A(n), alors I=,v \7\A(x,) 

et nous savons que ce n'est pas le cas pour le prédicat « ~) ». 

D'une certaine manière, (V4) nous indique que celui qui joue à (12) dispose de 

pouvoirs transfinis: il peut déduire 1=;1/ 'i7\A(x
J 

de la suite infinie d'hypothèses ) 

I=./V. A(O), I=N A(l), I=N A(2), ... Nous pourrions modifier la donne du jeu (.Tl) et 

permettre au joueur de faire des déductions transfinies. Il faudrait simplement 

admettre les preuves de longueur infinie dans S et ajouter la règle: 

Cette règle est parfois appelée la règle de Tarski ou de Carnap.5 Chose étonnante s'il 

en est une, il s'avère que ce nouveau jeu est complet: si A est une formule close, 

une (et une seule) des positions A ou -,A est atteignable. Ainsi, le prédicat de 

prouvabilité, augmenté de la règle oméga de Tarski, est complet; il se comporte 

comme un prédicat de vérité. 

Quelle est donc la morale de cette analogie? L'analyse métathéorique nous a 

permis de constater que: 1) le prédicat de prouvabilité n'est pas fidèle à la 

signification « intentionnelle» des connecteurs de S; 2) le prédicat de vérité de son 

côté l'est; 3) le prédicat de vérité est essentiellement un prédicat de prouvabilité 

transfini ou, ce qui revient au même, le prédicat de prouvabilité transfini est un 

prédicat de vérité; donc 4) l'incomplétude exprime une discorde entre la signification 

intentionnelle dcs connecteurs et notre concept constructif de preuve. Voilà donc un 

résultat métathéorique qui est loin d'être trivial ou circulaire. Sans métathéorie, cette 

discorde n'aurait jamais pu être observée. 

5 Voir (Tarski 1974: pp. 5 et suivantes). 
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Vers l'infini et plus loin encore 

Le concept de métalangage tel que je le défends dans ce mémoire prend donc 

des distances importantes par rapport au fondationalisme qui lui a donné vie. Ce n'est 

pas dire pour autant que les mathématiques sont sans fondements ou que le 

formalisme (tel que décrit par von Neumann)6 est la seule option philosophique sur le 

marché, c'est plutôt réaliser que la question même des fondements doit être revue. Si 

par « fonder» on entend la démonstration anbypothétique de la validité d'une théorie, 

il est évident alors que le projet fondationaliste est voué à l'échec. En mathématiques 

comme ailleurs, la certitude cal1ésienne est un idéal épistémique irréaliste. Mais si 

fonder une théorie consiste à démontrer avec une métathéorie que la théorie possède 

certains attributs souhaitables, qu'il s'agisse de la complétude, de la cohérence ou 

d'une autre propriété, il y a, me semble-t-il, de l'espoir pour une forme de 

fondationalisme. Fonder, dans ce nouveau sens amendé, est donc toujours relatif au 

méta-système employé pour étudier la théorie objet. 

De cette réflexion sur la notion de métathéorie, nous pouvons tirer un certain 

nombre de conclusions. D'abord, la méthode métathéorique n'est pas stérile 

lorsqu'elle cherche à déterminer des propriétés autres que la cohérence absolue. 

Même un résultat de cohérence relative, qui donne une mesure de la compatibilité 

entre deux théories, est non trivial, en ce sens qu'il nous informe sur quelque chose 

que nous ignorions. L'utilisation du « patrimoine» logique pour déterminer la 

position spécifique d'une nouvelle théorie contribue clairement à l'accroissement de 

notre connaissance, malgré qu'il ne s'agisse pas d'une connaissance anhypothétique. 

Il semble que le problème ne soit pas tant la relativité métathéorique que la quête de 

la certitude cartésienne inhérente aux écrits fondateurs de la logique mathématique. 

Lorsque nous laissons tomber ce fondationnalisme anhypothétique, et les preuves de 

cohérence absolue qui lui sont propres, la relativité n'est plus un problème. En fait, 

6 Benacerraf & Putnam .1983 : pp. 61-66. 
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elle nous expose la véritable nature de l'analyse formelle: une mise en relation 

réciproque de nos théories logiques. 

Le paradigme métathéorique développé ci-dessus s'insère dans une 

conception où la logique est une famille de sciences formelles, chacune ayant des 

visées différentes et des degrés de rigueur ou de formalisation différents. Une science 

formelle S peut être comparée à une autre science formelle T , ou encore S peut 

être utilisée pour étudier T et vice versa. Aucun critère absolu ne peut être donné 

pour trancher de manière définitive sur le sort d'une de ces sciences. C'est 

essentiellement à la pratique historique et actuelle de la logique de nous fournir une 

gradation par laquelle nous faisons plus confiance à certaines sciences plus qu'à 

d'autres, et l'analyse métathéorique nous permet de distribuer ou non cette confiance 

à de nouveaux candidats. En résumé et pour faire dans la métaphore, c'est avec des 

outils connus et éprouvés par l'expérience que nous construisons d'autres outils plus 

sophistiqués et précis que les précédents. Manifestement, dans cette progression 

logique ou technologique, il n'y a aucune contradiction, circularité ou régression à 

l'infini. 
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