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RESUME

Ce mémoire présente de nouvelles approches statistiques pour estimer la borne
supérieure d’une population dans un contexte bien particulicr, celui de la vérification
comptable.

Etant donné que dans la plupart des cas on se retrouve avec des échantillons ol le
nombre d’erreurs est souvent faible ou nul, les méthodes classiques risquent. fort d'étre
inadéquates.

Dans ce mémoire, nous allons revenir sur quelques méthodes classicues puis
présenter différentes méthodes spécifiques proposées par des chercheurs et nous met-
terons 'accent sur la méthode de Stringer qui cst tres utilisée dans la pratique de la
profession. Notre objectif est de voir dans quels cas ces méthodes pourraient étre plus
efficaces que les méthodes classiques.

Les propriétés des méthodes classiques sont connues, contrairement & celles des
approches spécifiques olt plusicurs d’entre clles n'ont jamais ét¢ démontrées et, parmi
elles, la méthode de Stringer qui nous intéresse particulierement.

A cet effet, dans le chapitre 3, nous allons faire des simulations pour confirmer
les comparaisons théoriques entre les méthodes dont on connait les propriétés et voir
les résultats de celles qu’on ne connalt pas.

Mots clés : échantillonnage, estimation, borne supérieure, méthodes classiques,
méthode de Stringer.



INTRODUCTION

Ce mémoire traite d’un probleme de sondage classique--comment estimer, par intervalle
de confiance, la moyenne (ou le total) d’une population—pour lequel les méthodes tradi-
tionnelles se sont souvent révélées inadéquates. Ces méthodes, basées sur des théoréemes
asymptotiques, reposent sur le fait que les estimateurs habituels—I’estimateur par la
moyenne, par la différence, par le quotient, ou par la régression—sont des moyennes ou
des fonctions de moyennes. Par conséquent, il est possible d’invoquer un théoréme limite
permettant de conclure que 'estimateur est a-peu-prés de loi normale. L'écart-type de
I'estimateur étant généralement inconnu, on le remplace par une estimation calculée &
partir des données de I’échantillon. Cela permet de définir un pivot, de loi (& peu pres)

normale centrée réduite et meéne a un intervalle de confiance par les moyens habituels.

Bien que ces procédures dépendent fortement de la convergence des estimateurs vers
une loi normale, il se trouve que dans la plupart des domaines, la convergence est assez
rapide pour les besoins pratiques et la normalité approximative cst atteinte avec des
échantillons de taille modérée. Les intervalles de conflance déterminés de cette manicre
jouissent donc de cette propriété essentielle, & savoir, que la probabilité de recouvre-
ment—Ia. probabilité que lintervalle contienne le paramétre—est a peu pres égale au
niveau de confiance nominal 1 — o . Evidemment, cette convergence vers la normalité
peut étre lente si la distribution des données de la population a une forme tres différente
d’une normale, mais dans la plupart des domaines d’application, la forme de la popu-
lation, sans s’approcher d’une normale, se préte bien au traitement classique. C’est ce

que révelent de nombreuses études empiriques.



Il existe un domaine d’application, cependant, ol la confiance que donnent ces études
s’ébranle : la vérification comptable. La la situation est la suivante. Un vérificateur tire
un échantillon dans une population de comptes, les corrige s’il y a lieu et estime le mon-
tant total de 'erreur commise en vue d’une cotisation. Par exemple, afin de vérifier les
demandes de remboursement de taxes (TVQ ou TPS) faites par des entreprises, Revenu
Québec doit tirer un échantillon des factures soumises par l’entréprise et déterminer si
les remboursements demandés sont éligibles et correctes. Le vérificateur doit estimer le
montant total 7 de ’erreur, c’est-a-dire la différence entre le montant réclamé et le mon-
tant éligible et ensuite—une obligation fondamentale—déterminer une borne supérieure
pour la valeur de 7 afin de justifier sa cotisation et de ne pas compromettre les droits
du contribuable. Il s’agit donc d’établir un intervalle de confiance de la forme [0;7]. Un
probleme, donc, classique. Sauf que, dans ce cas précis, la population est généralement
constituée majoritairement de valeurs nulles, la plupart des documents dans la popula-
tion ne comportant aucune erreur. Une distribution, donc, tres éloignée de la loi normale.
C’est ce qui fait que les méthodes classiques risquent fort d’étre inadéquates, & moins

d’'un échantillon démesuré.

Ce ci n’est pas la seule difficulté. Car il est également possible—fréquent, en fait—que
I’échantillon ne contienne aucune erreur, ¢’est-a-dire que toutes les données de I'échantillon
soient nulles. On peut bien, dans ce cas, déterminer une borne supérieure pour la pro-
portion des comptes erronés, mais on ne dispose d’aucune information sur le montant
des comptes erronés. Aucune des méthodes classiques d’échantillonnage ne fournit de
solution & un tel probleme, un probleme qui semble, & premiére vue, insoluble. Certaines
solutions ont néanmoins été proposées et, dans la plupart des cas, par des chercheurs
oeuvrant dans le domaine de la vérification. Dans ce mémoire, nous faisons un exposé
des approches proposées. Nous portons une attention particuliere & celles congues pour
traiter le probleme spécifique de vérification. L'une d’elles, qui fournit ce qu’on appelle
en vérification les bornes de Stringer, mérite une place importante dans ce mémoire

en vertu de la place qu’elle occupe dans le monde de la vérification : c’est la méthode



préconisée par certains ordres comptables et utilisée le plus couramment dans les cabi-

nets de comptabilité.

Ces méthodes présentent plusieurs inconvénients. D'abord, il y en a certaines dont la
difficulté d'application exclut leur utilisation routiniére par des non spécialistes. En-
suite, certaines reposent sur des hypotheses concernant les valeurs de la population, des
hypothéses qui sont souvent vérifiées, mais pas toujours. Finalement, leurs propriétés
n‘ont pas toujours été démontrées et c’est le cas, entre autres, de la méthode de Strin-
ger. On a de bonnes raisons de croire qu’elles ont une probabilité de recouvrement assez
élevée, mais que cette conflance se paie cher : les intervalles sont souvent extrémement
conservateurs, les bornes supérieures étant souvent tres grandes, au point, parfois, d’étre
totalement inutiles. C’est pourquoi les méthodes classiques, malgré leurs défauts dans
le contexte actuel, retiennent leur attrait et ne doivent pas étre rejetées d’emblée. Nous
avons donc tenté d'établir les conditions dans lesquelles telle méthode est préférable
a telle autre et surtout de déterminer dans quelles conditions les méthodes classiques
pouvaient malgré tout étre retenues. Nous verrons que si I’échantillon est assez grand,
sans étre démesuré, les méthodes classiques ont leur place encore, méme lorsque la po-

pulation contient une forte proportion de valeurs nulles.

Bien que dans quelques cas des démonstrations théoriques ont été possibles, nous avons
procédé par des moyens empiriques. Les propriétés théoriques sont parfois asympto-
tiques, ce qui ne donne pas assez d’information sur les propriétés d’'un échantillon fini.
1l y a aussi le fait que certaines des méthodes proposées sont restées jusqu’ici sans
justification formelle. Les propriétés de bornes de Stringer, par exemple, n'ont jamais
été démontrées. Nos simulations sont faites a partir de populations générées artificielle-
ment, congues pour couvrir un certain éventail de caractéristiques : moyennes variables,
variances variables et surtout, une proportion variable de valeurs nulles, la source prin-
cipale de difficulté. Nos simulations révéleront que les probabilités de recouvrement sont

souvent adéquates, mais que le vrai probléme, c'est I'extréme conservatisme de plusieurs



des méthodes. Nous avons donc tenté de répondre a deux questions. La premieére est :
dans quelle mesure la probabilité de recouvrement approche-t-elle la probabilité nomi-
nale 1 — «? La deuxieme est : dans quelle mesure la limite supérieure fournie est-elle
raisonnablement petite ? Nous avons obtenu quelques réponses, avec, bien entendu, les

réserves d’usage.



CHAPITRE 1

HISTORIQUE

Le probléme traité dans ce mémoire est un probléme statistique dont le domaine princi-
pal d’application est celui de la vérification comptable. Aussi, la plupart des chercheurs
qui ont contribué a I'étude de ce probléme sont issus du monde de la comptabilité, un
domaine ou l'application de la statistique s’est fait attendre et ou I'implantation des

méthodes statistiques s’est faite avec une certaine réticence.

Néanmoins, P'application des méthodes statistiques en comptabilité prend de plus en plus
d’importance de nos jours, en partie comme conséquence de certaines poursuites contre
des cabinets de comptables, mettant en causc la méthode d’échantillonnage des comptes
d’une entreprise. Un autre facteur contributif est le fait que les vérificateurs des agences
gouvernementales ont elles-méme employé des méthodes scientifiques d’échantillonnage,
obligeant ainsi les entreprises privées a instaurer des procédures dont les propriétés pou-

valent étre établies de facon relativement objective.

Bien que ces préoccupations alent commencé a ce faire sentir dés les années quarante,
le progres a été plutot lent au début. Ainsi, en 1947, un document du Americain Ins-
titute of Accountants « Tentative Statement of Auditing Standards »discute longue-
ment des problémes d’échantillonage. I1 propose une approche basée sur le jugement du
vérificateur, mais ne fait aucune allusion a 'application de méthodes statistiques. Pour-

tant, antérieurement, Hebert (1946) s'était déja penché sur les questions de probabilité



et en particulier au probléme qui nous concerne ici, soit les situations ou les erreurs dans
la population sont rares. Cependant, il s’est borné a simplement calculer la probabilité
de déceler un erreur ou plus, en fonction du pourcentage d’erreur dans la population et

de la taille de ’échantillon.

C’est au début des années cinquante que les chercheurs commencent 3 prendre conscience
de l'utilité des méthodes statistiques en comptabilité. Warrimer (1951) insiste sur I’uti-
lité possible des méthodes telles les nombres indices comme outil supplémentaire dont
la profession aurait intérét & se doter. Mais le probleme d’échantillonnage n’est pas
mentionné. Vance (1951) a été parmi les premiers & s’attarder spécifiquement sur les
problémes d’échantillonnage en vérification. Il recommande 'utilisation de tests d’hy-
pothese sur des taux d’erreurs, donc essentiellement des tests classiques sur une propor-
tion p. Neter (1954) a également beaucoup fait pour adapter le langage des méthodes
d’enquétes au contexte du monde comptable. Entre autres il souligne la distinction qui
doit étre faite entre 'inférence concernant un parametre et celle concernant une super-

population infinie.

Il semblerait qu’a cette date les méthodes d’échantillonnages faisaient déja partie des
systemes de vérification dans certaines grandes entreprises. Vance (1952) présente des
exemples réels de sélection rigoureusement aléatoire appliquée par certaines entreprises,
utilisant des tables de nombres aléatoires. Neter (1952) relate un certain nombre de tels
cas. On y met I'accent sur différents modes de tirage, entre autres le tirage systématique
et le tirage par grappes, bien que les marges d’erreurs ne sont pas calculées dans ces cas-
la. Mais dans des tirages relativement simples, certaines entreprises évaluaient le risque
d’erreur de premiere et seconde espéce. Trubelood et al. (1955) étudient quelques cas
ou ’échantillonnage a été effectué selon les regles, avec estimation et tests d’hypotheses
sur des moyennes et des proportions. Le probléme d’un grand nombre de zéros n’est
cependant pas évoqué. Vance (1960) relate quelques applications réelles de méthodes

d’estimation classiques (estimation de moyenne, avec intervalle de confiance basée sur



la loi normale).

Au courant des années soixante et jusqu’au début des années soixante-dix, bien que
les méthodes classiques et connues aient pris de 'ampleur, aucune méthode particuliere
ne semble avoir été développée pour résoudre les problémes propres a la vérification.
Jusque 13, la seule attention particuliére qui semble avoir été consacrée aux cas qui nous
concernent ici, ceux ou le taux d’erreur est extrémement faible, consistait a calculer la
probabilité qu’au moins une erreur se retrouve dans ’échantillon. Mais les méthodes

classiques se révélaient inadéquates pour certaines populations comptables.

Dans une étude comparative par simulation, Kaplan (1973) révele des faiblesses dans
la performance des estimateurs par le quotient, par la régression et par la différence. A
partir de quelques hypothéses concernant la distribution des valeurs aux livres (uniforme
et exponentielle) le taux d’erreur et la distribution des erreurs, il étudie la performance
des méthodes d’estimation classiques et les trouve plutot déficientes. Plus tard, Neter
et Loebeckke(19750) ont montré (par simulation, également) que la méthode d’esti-
nation par le quotient peut surestimer considérablement le niveau de confiance. Des
résultats semblables sont confirmdes plus tard par Forest ot Tainura(1986), qui attribuc
le déficience a la non symétric des populations. Rencan (1978) compare la performance
de cinq méthodes et obtient des résultats mixtes. Ramage, Krieger et Spero (1979)
tentent de classifier par des indices quantitatifs les populations selon les caractéristiques
de la distribution d’erreurs. Ces analyses sont basées sur des données empiriques sur
diverses industries. Ramage, Krieger et Spero Considérent 'estimation par le quotient,
avec 'approche usuelle, mais en remplagant i’estimateur habituel de la variance par
un estimateur Jackknife. Ils trouvent par simulation que dans les populations dont la
corrélation entre la variable d'intérét et la variable auxiliaire est forte, I'intervalle pro-
posé est légérement plus précis que l'intervalle habituel. Menzefricke et Smieliauska
('1984) présentent une étude sur les diverses méthodes d’échantillonnage dites par unité

monétaire congues pour traiter des cas de-sous estimation ainsi que celles congues pour



rendre les méthodes usuelles moins conservatrices.

Quelques auteurs, vers les années soixante-quinze, se sont intéressés a des questions
plus fondamentales, touchant a 'objectif de la vérification et son lien avec les critéres
statistiques usuels. Teitlebaum et Robinson (1975) tentent de développer une théorie
fondamentale de vérification statistique dans laquelle interviennent les notions de risque
et d’utilité. Dans le méme esprit, Loebbecke et Neter (1975) insistent sur I'importance de
faire correspondre le plan de sondage a ’environnement et les procédures de vérification.
Roberts (1975) s’intéresse au sens des probabilités calculées par d’autres auteurs et attire
I'attention sur le fait que certaines des probabilités citées par Teitlebaum et Robinson

étaient des probabilités conditionnelles.

1.1 Enoncé formel du probléme et approches classiques

On doit procéder & la vérification d’une population de N comptes, et pour ce faire,
on tire un échantillon de n comptes. Les valeurs aux livres des comptes xy,xs3, -, Ty,

sont connues. Les valeurs réelles y1,¥2,- -+ ,Yn, sont inconnues. Le probléme consiste &

N N
estimer le montant total des erreurs tg = Z:(:cZ —y) = z d;.
Lorsque le tirage est aléatoire simple, les é:tlimateurs haéi:tluels sont :
Estimateur par la moyenne : tAdm = Nd,, ot dg = %Zdi'
~ i€s 1 )
ime ifférence : tgirr = N(Ty — 7 0T, = — T, Ysg = — Yi.
Estimateur par la différence : tyrp = N(Zy — ), ou Ty " ; s = ;h

~

: Lol - _
Estimateur par le ratio : t, = ="tz, ou t, = NZ;.
X
Quand le tirage se fait avec remise et probabilités proportionnelles aux valeurs aux livres

~ t d;
z;, Pestimateur habituel est ¢y, = — Z haily
" i€s Ti

La quantité cruciale dans ce contexte, c’est la borne supérieure d’un intervalle de

confiance de la forme [O;de] pour le total t;. Cette borne est normalement déterminée



en faisant la somme de l'estimateur et de son écart-type estimé multiplié par z,. Cette
facon de faire se justifie comme ceci :

L’estimateur étant une fonction de moyennes échantillonnales, il suit asymptotiquement
une loi normale; I'écart-type estimé de P'estimateur tend en probabilité vers I'écart-type
récl; ct, finalement, la probabilité que t; se situe dans I'intervalle [0; ?d[,] est a~-peu-pres

de 95% si n est assez grand.

Tout cela est vrai, sauf que, dans certains cas extrémes, la convergence vers la loi nor-
male est trés lente et 'approximation normale, méme avec un grand échantillon, peut
tre tres grossiere. C'est ce & quoi fait face le vérificateur, du fait que les valeurs d; de
la population sont pour la plupart nulles, ce qui entraine non seulement une distribu-
tion d'échantillonnage tres éloignée d’une normale, mais en plus, le risque trés réel d’un

échantillon constitué entiérement de données nulles.

La plupart des méthodes que nous allons discuter sont basées sur I’hypothése que d; > 0
pour toute facture de la population. C’est une hypotheése que I'on défend de deux fagons.
D’abord, il est possible qu’elle soit strictement vraie lorsque les erreurs ne sont pas vrai-
ment involontaires et constituent une tentative de fraude, ou bicn, surévaluer plutdt que
sous-évaluer le montant réclamé, dans le cas de doute. C’est le cas des demandes de rem-
boursement en particulier. A cela s’ajoute le fait qu'il n’appartient pas au vérificateur
de se préoccuper des sous-évaluations, puisque son but est de s’assurer qu’il n'y ait pas
de surévaluation—I’estimation des sous-évaluations étant considérée comme la respon-

sabilité du demandeur.

Dans la partie qui suit, nous décrirons, dans les grandes lignes, les principales nouvelles

méthodes proposées.



10
1.2 Les approches DUS et CAV

La méthode d’échantillonnage dite par unité monétaire {« Dollar-unit sampling », ou
DUS) est généralement attribuée & Anderson et Teitlebaum(1973) alors qu’elle était déja
mentionnée par Arkin (1963). Anderson et Teitlebaum ont également introduit expres-
sion « Combined attributes-variables procedures »(CAV) pour désigner une approche
par laquelle une valeur monétaire est associée a chaque unité monétaire érronée. Bien
qu'ils ne I'aient pas présenté ainsi, I'échantillonnage DUS est essentiellement un tirage
avec probabilités proportionnelles aux montants des comptes. Leur article a donné lieu
& une activité fébrile dans une direction nouvelle. Une approche dite d’« attributs »est
a 'origine de 1'échantillonnage par unité monétaire. Par opposition a un échantillonnage
de variables, I'échantillonnage d’attributs se limite & estimer uniquement la proportion
et par suite le nombre de documents erronés. Une borne supérieure pour ce nombre,
N7, déterminée par des moyens statistiques classiques, est multipliée par une certaine
estimation d, du montant moyen des erreurs non nulles. d, n’est pas une estimation
statistique. Il s’agit plutét d’une limite supérieure découlant de certaines hypotheses
supplémentaires que le vérificateur doit étre en mesure de valider. L’hypothese la plus
courante—et reprise dans plusieurs recherches subséquentes—est que 0 < d, < z; pour
toute unité de la population : toute erreur est une erreur de surestimation et le montant
d’une erreur ne peut excéder la valeur aux livres. Dans ce cas, lerreur moyenne est
inférieure & la plus grande valeur aux livres, z,, disons. La borne supérieure pour l'er-
reur totale est alors N7, z,. Evidemment, cette borne est extrémement conservatrice,
en particulier lorsque la population est trés grande et x, est excessivemnent grand par

rapport aux autres valeurs.

Une fagon de pallier ces difficultés, proposée (sans justification) par Meikle (1972),
consiste & stratifier la population. La stratification permet de réduire la taille des popu-
lations ainsi que de modérer la surestimation que constitue z, . L'allocation proposée

par Meikle est une allocation proportionnelle a la valeurs aux livres.
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Si les valeurs aux livres de comptes d'une méme strate sont presque égales, la stratifi-
cation revient a choisir les comptes avec probabilités proportionnelles aux valeurs aux
livres. C’est une technique connue, dont Papplication a la vérification a d’abord été
proposée par Haskins & Sells (1970). Mais elle a été popularisée par Anderson et Teit-
Icbaumn, qui ont présentée sous le nom d’échantillonnage d’unités monétaires ou DUS,
en anglais. lls considérent chacun des t, dollars—et non chaque compte- comme unité
et un échantillon est un tirage aléatoirc simple de n dollars. Autrement, la procédure
décrite ci-dessus reste intacte. L’intérét de la méthode est que le montant maximal d’er-
reur, borné par x, ci-dessus, est maintenant borné par 1. C’est ce qui permet de prévoir
que la borne supérieure sera moins conservatrice.

Les méthodes mentionnées ci-dessus sont toutes basées sur 'échantillonnage d’attri-
buts, ces méthodes sont considérées en réaction aux bénéfices de I'échantillonnage des
variables dans la situation problématique traitée dans ce mémoire. Mais les bornes obte-
nues par l'échantillonnage d’attributs se révélant souvent trop conservatrices, plusieurs
chercheurs ont tenté d’utiliser un mélange d’échantillonnage d’attributs et de variables.
C’est ce qu’on nomme aujourd’hui 'approche CAV. L'un des avantages qu’on lui attri-
bue est qu’elle permet de déterminer des bornes monétaires méme lorsque aucune erreur

ne se présente dans I’échantillon.

1.3 La méthode de Stringer

La plus connue et la plus répandue des méthodes CAV est la méthode de Stringer (1963).
Anderson et Leslie (1975) affirment que les bornes de Stringer, appliquées dans le cadre
DUS devraient étre appliquées dans presque tous les cas étant donné qu’elles sont moins
conservatrices que bien d’autres.

Pourtant, elles aussi semblent étre trés conservatrices et leurs propriétés n’ont jamais
été démontrées. Nous avons choisi de nous concentrer sur les bornes de Stringer jus-
tement parce qu’elles sont bien implantées dans la pratique de la profession alors que

ses propriétés demeurent relativement inconnues. Clayton (1994) compare deux fagons
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de calculer les limites supérieures, I'une basée sur les bornes de Hoeffding, I'autre sur
la distribution bootstrap. Nous décrirons cette approche en détail dans le prochain cha-
pitre. Il y a eu plusieurs autres tentatives faites dans le monde académique mais qui
ne semblent pas avoir eu d’écho dans la profession. Nous en rapportons quelques unes

brievement.

1.4 Approches classiques modifiées

Certains chercheurs ont tenté d’améliorer, & 'aide de quelques ajustements, les méthodes
classiques. Gartska et Olson (1979) ont proposé de remplacer z, par une constante C &
fin de construire 'intervalle de confiance pour ¢y La justification est une heuristique et
s’appuie sur quelques simulations. Leur approche est critiquée par Tamura (1985), qui
affirme que les bornes proposées par Gartska et Olson souffrent de ne pas tenir compte
de I'asymétrie de la distribution de I’estimateur. Frost et Tamura (1982) examinent I’ef-
fet d’une estimation de 'erreur type par le jackknife. Ils concluent que cette derniére
estimation donne de meilleurs résultats quand le taux d’erreur n’est pas trop faible.
Bickel (1992) offre une justification intuitive de la méthode de Stringer et propose deux
autres méthodes, l'une basée sur les bornes de Hoeffding (1963), Pautre calquée sur les

tests de Kolmogorov-Smirnov.

1.5 Modeéles paramétriques et approches bayésienne

Les difficultés rencontrées avec les approches ci-dessus, qui sont toutes essentiellement
non paramétriques, ont encouragé certains chercheurs a recourir & des modeles. Gratska
(1977) modélise par la loi de Poisson le taux d’erreurs (ce qui est raisonnable comme
approximation de la loi binomiale) et traite ensuite le montant d’erreur comme une
variable discrete —nombre d’unités d’erreur—de la loi géométrique. Il propose une es-
timation bayésienne empirique pour estimer le parametre de la loi géométrique. La loi

géométrique ne peut se justifier que par des considérations contextuelles et il n’en pro-
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pose aucune, outre les résultats de certaines simulations comparant quelques variantes
de cette approche a certaines approches classiques. Lillestol (1981), suivant la piste de
Gartska, examine I'importance du modele dans le calcul des bornes supérieures. A cette

fin, il compare les limites calculées a partir de modeles géonétriques a celles calculées
_ 0
~ —klIn(1 -9)

Il trouve des différences assez importantes ct conclut que I'idée méme d’utiliser des

& partir de modceles de séric logarithmique -P(X = k) y k=12 —.
modeles est douteuse. Il étaye sa conclusion cn montrant qu'un modele géométrique
n’est pas aisément rejeté, méme s’il est assez faux pour donner des résultats nettement
erronées. Cox et Snell (1979) présentent une analyse bayésienne d’un modele dans le-
quel le nombre d’erreurs est de loi de Poisson et la densité des montants d’erreurs est
exponentielle. Ils prennent la loi gamma pour loi a-priori et discutent des valeurs pos-
sibles de ses parametres. La sensibilité de ce modele au choix de I'a-priori est étudié
par Godfrey et Neter (1984) qui considérent, par exemple, la loi béta comme alternative
a la loi gamma. Ils constatent que l'effet de cette modification est modéré. Dworin et
Grimland (1984) utilisent la loi khi-deux pour modéliser la distribution des erreurs. Ne-
ter et Godfrey (1985) proposent d’autres loi a-priori qui semblent donner de meilleurs
résultats. Tamura et Frost (1986) proposent une loi de densité proportionnelle & une
puissance de z et utilisent le bootstrap pour estimer la distribution de l'estimateur.
Kvanly, Shen et Deng (1998) modélisent la distribution des erreurs non nulles par la
loi normale ¢t par la loi exponenticlle et définissent la vraiscmblance cn fonction des
paramctres (moyenne des données non nulles) ot Pespérance d'une observation, ainst
que de Péeart-type des données non nulles dans le cas du modéle normal. L'intervalle
de confiance pour 7 est défini par I'ensemble de toutes les valeurs 7y pour lesquelles
I’hypothese Hg : 7 = 79 n’est pas rejetée par un test du rapport de vraisemblances. On
utilise le fait que, asymptotiquement, —21In ALQ est de loi x? sous Hy, L étant la fonction
de vraisemblance maximisée sur I’espace paramétrique entier et Lg est le maximum sous
la contrainte 7 = 9. A partir de quelques simulations, ils concluent que leur approche
est beaucoup plus exacte que la méthode classique basée sur le théoréme limite cen-
tral, ceci dans les deux modeles étudiés, le modele normal et le modeéle exponentiel.

Ces conclusions, cependant, n’ont rien d’étonnant, puisque les simulations sont faites a
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partir de populations qui correspondent aux hypotheéses. Cette critique a été évitée par
Chen, Chen et Rao (2002) qui adoptent la méme approche sans toutefois imposer un
modele : le test du rapport de vraisemblances est effectué & partir de la fonction de vrai-
semblance empirique. Ils comparent, par simulations, leurs taux de recouvrement & ceux
des méthodes classiques et & ceux de Kvanly, Shen et Deng. Ils trouvent que la perfor-
mance de la méthode par la vraisemblance empirique est proche de celle des méthodes
de Kvanly et al. lorsque le modele adopté est bon, mais que sinon, leur approche est
généralement meilleure. Menzefricke (1983) suit optimise par des tests de controle basés
sur un tirage DUS : cette approche consiste & déterminer une taille d’échantillon n et
un point critique de fagon a minimiser le colt total sous une contrainte de risque de
type II. Il propose deux méthodes mais Finley (1985) montre que 'une d’elles n’est pas

optimale.

1.6 Bornes basées sur la lol multinomiale

Une méthode tres particuliere a été proposée par Fienberg, Neter et Leitch (1977). Elle
est basée sur un tirage d’unités monétaires et I'erreur relative est considérée comme une
variable discréte dont les valeurs sont 0,1,---,100. Un dollar échantillonné prend la

valeur 7 avec probabilité p; et le nombre d’observations prenant chacune des valeurs est
100

un vecteur de loi multinomiale. Le paramétre & estimer est t; = ﬁ Zipi. L’approche
i=1

consiste & déterminer d’abord une région de confiance pour le vecteur de parametres,
P = [po;P1;- -+ p1oo) et par la suite obtenir la valeur maximale de ¢4 lorsque p est dans la
région de confiance. C’est une approche extrémement difficile & appliquer, & moins que
le nombre d’erreurs soit trés faible. Et comme avec plusieurs des méthodes considérées,
celle-ci ne s’applique qu'au cas ou les erreurs sont des erreurs de surévaluation. Neter,
Leitch et Fienberg (1978) et Plante, Neter et Leitch (1984) ont proposé une modifi-
cation permettant de l'utiliser pour des erreurs de sous-évaluation également ; Leitch,
Neter, Plante et Sinha (1981, 1982) ont adapté la méthode au cas ou le nombre d’er-
reurs est plus important, constituant les erreurs en grappes. Tsui, Matsumura, et Tsui

(1985) définissent les mémes parametres, qu'ils estiment par des méthodes bayésiennes
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avec pour distribution a-priori la loi de Dirichlet. Matsumura, Plante, Tsui et Kannan
(1991) comparent I'approche bayésienne & 'approche originale au moyen de simulations.

Grimlund et Felix (1987) comparent par simulation un grand nombre de méthodes.



CHAPITRE II

ESTIMATION

Plusieurs modes d’échantillonnage et estimateurs classiques existent et nous allons les
considérer au méme titre que les méthodes développées spécifiquement pour le contexte
qui nous préoccupe dans ce mémoire. Les méthodes classiques dépendent dans une large
mesure de 'hypothése que P’estimateur, étant toujours une moyenne ou une fonction de
moyennes, est asymptotiquement de loi normale. Or la convergence vers la normalité,
quand la population est fortement asymétrique, est tres lente et ¢’est ce qui a motivé la
recherche d’autres méthodes mieux adaptées. Ce qui ne veut pas dire que les mnéthodes
classiques doivent étre abandonnées. C'est pourquoi nous en présentons un bref apergu

d’abord, pour ensuite déerire les méthodes spécifiques.

2.1 Théorie de I’échantillonnage

Considérons une population U composée de N comptes, de laquelle on tire un échantillon

s, de taille nn. Soit :

T, 1 € {1;--; N}la valeur comptable pour 'unité i
vi,1 € {1, +; N} la valeur vérifiée pour I'unité 4
te =)

i€l
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Le montant d’erreur dans un compte donné i que 'on désigne par d; est défini selon
di =z — Y

Le montant d’erreur total dans la population que I'on désigne par t; est défini selon

Dans le cas d’un échantillonnage aléatoire simple sans remise, I'échantillon est tiré a
partir d'une population de taille finie V.

C’est-a-dire que contrairement a la statistique classique, le vecteur

dy

dy

est non aléatoire mais ce qui est aléatoire c’est la sélection d'une unité dans I’échantillon :
ce qui est généralement le cas sauf en agriculture et autres domaines d’applications ana-
logues.

Une technique classique de démonstration, que nous utiliserons souvent dans cc mémoire,
passe par des variables indicatrices.

Notons par Z; la variable indicatrice de sélection définie par :

p 1 sil’unité ¢ est tirée dans I'échantillon,
i =

0 sinon
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Tous nos estimateurs pourront s’exprimer en fonction de ces Z; et donc les propriétés
de ces estimateurs dépendent de celles des Z;. Les parameétres du vecteur [Z7; - Zu]
qui nous concernent sont les probabilités d’inclusion dans I’échantillon.

Soit 2 l'ensemble de tous les échantillons s possibles et soit p(s) la probabilité de

sélection de I’échantillon s, avec :

m; est définie selon

m=Plies)=P(Zi=1)=) p(s)
i

D’une maniére similaire, on définit la probabilité d’inclusion jointe pour les unités i et

J, ™ selon

my=Plieskjesli#= ) s
(Hesi?s
Notre objectif dans ce mémoire est double, car il s’agit non seulement d’évaluer certaines
des méthodes proposées mais également de déterminer dans quelles conditions il est

nécessaire d’y avoir recours. Car ce qui n’a pas encore été clairement établi, ¢’est dans

quelle mesure les méthodes classiques font défaut dans le contexte examiné ici.

2.2 Méthodes classiques

Les méthodes classiques sont toutes fondées sur une méme prémisse : tous les estima-
teurs utilisés sont des moyennes ou des fonctions de moyennes. En invoquant donc un
théoreéme central limite, on peut conclure que 'estimateur est asymptotiquement de loi

normale. Cela étant dit, on sait qu’en pratique les échantillons sont souvent de taille
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modeste et on devine que la convergence vers la normalité peut étre lente, surtout lors-
qu’on a affaire & une population qui est loin d’étre normale, ce qui est précisément la
situation qui nous concerne dans ce mémoire.

Nous allons néanmoins passer en revue les techniques classiques car ce sont celles aux-

quelles nous comparcrons les techniques spécialisées.

2.2.1 Tirage avec probabilités égales

Supposons que les unités sont tirées & partir d'un échantillonnage aléatoire simple sans
remise alors :

La probabilité d’inclusion de 'unité ¢ dans 'échantillon est donnée par :

m, = S) = — = -
l seq CQ’ SEQN CQ’ N
i€s 1€S

La probabilité d’inclusion jointe des unités ¢ et j (i # j) est donnée par :

_ N pray o L G al-1)
=2 )= on 2 1= 88 = jv o
seql s€fl
1,)€S t,7€ES

ol 2 est I'ensemble des CJ échantillons équiprobables possibles. En plus on a :

:ﬂi—ﬂg
n n
__l__
N( N)

Cov(Z;, 2j) = E(Z:Z;) — E(Z;)E(Z;)



20

Parmi les estimateurs classiques, nous considérons les suivants : lestimation par la
moyenne, l'estimation par la différence, l'estimation par le ratio et lestimation par

grappe.

2.2.1.1 Estimation par la moyenne

Soit : .
1

.TU - N : .Tz

(A%
_ 1
Yy = N : Yi

ey
- 1
dU :IU _yU = _Zd1

ey
_ 1
Tg= — Zi
n “

i€s
_ 1
Ys = — Yi

1€s
- _ 1
ds:Is_ysz Ezdl

1€ES

Proposition 2.2.1. Un estimateur par la moyenne pour ty est donné par tam = Ndg,

tAdm est sans biais pour ty

Démonstration.

tam = %Zdiz %qu-zi

€S el
~ N N
E(tim) = — Y diE(Z) = o > dim,
i€s el
= Z d; =ty
=



Proposition 2.2.2. La variance de fdm est donnée par

5

T

V(lam) = N*(1 - 1)

Z(di —dy)?, désigne la dispersion de la variable d; dans l’ensemble
ieU
de la population

Démonstration.

V() = V<% Zdi>

]:—;v (ZdiZ)

1€s el
N2
=— Z V(Z.L>d7_2 + Z Z COU(ZvL', Z]')didj
n €U el jel
i#]
2
N? n 1 {Zie(]di]
Mgz 1 (ye LT
7 N'N -1\ ¢ N
€U
2
_ N1 - S

La dispersion des d; dans la population est inconnue mais on peut I'estimer par 33 =
1
n—1

Z(di —d,)? qui est un estimateur sans biais de Sg.
i€s

ds —d
Sous la supposition que la variable g

N

est de loi normale centrée réduite, une
n S
(1-%)

- / n
borne supérieure est donnée par Ndg + 2o N4/1 — N sa/V/n.

3]

Dans presque tout ce qui suit, nous supposons que N est assez grand pour nous per-
mettre de négliger le facteur de correction 1 —

7
N

21
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2.2.1.2 Estimation par la différence

Si on remplace Ty dans 'expression de ty,, par Ty qu’on connait, on obtient alors I'ex-

pression de notre estimateur par la différence qui est donnée par

tagy = N(@v —s)
E\diff est un estimateur sans biais pour ty4 et sa variance estimée est donnée par

o~

V(tdiff) = N2(1 —

3 |

n
~)
1
C2 2
ol sy = —7 (v — Ts)
€8

La borne supérieure est donnée par

—~ n
Ntgisp + 2aNy[1 = Nsy/\/ﬁ

2.2.1.3 Estimation par le ratio

. t
Soit le ratio de deux totaux donné par B = t_d
T
Un estimateur naturel de B serait :
B='t
ta

ou :

Malheureusement cet estimateur n’est pas sans biais pour B. En effet :

B(B) = B4 # ) = n — p

L'estimateur B est un ratio de deux variables aléatoires. Trouver une expression exacte
de son biais et de sa variance s’avére donc pratiquement impossible.

La linéarisation par séries de Taylor de la fonction f(fdm,fz) = %ﬂl =B permettra de
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donner les expressions approximatives du biais et de la variance de 3. Nous résumons

ici cette approche.

Linéarisation par séries de Taylor :

En général le développement par les séries de Taylor du premier ordre de f(fl,fg, e 7tAq)

est donné par

q ~ o~ —
~ o~ -~ . 8f(tl)t21'“1t) n
fltr,ta, - tg) = f(t1, ta,- ,tq)+z - q |ﬂ:h)m‘[qth(ti-t1)+Reste
i=1 g
Le développement par séries de Tay]pr du deuxieme ordre de f(ﬂ,t;, e ,f;,) est donné
par

. - R
. - Of (b, k2, -+ 1 by) 2
F G, tg) = fltite, - o tg) + ) Ly e, (B )

i=1 at"
Lo Pf (b, o) S e R
+§ZZ o lfymtr, e, (B = t)(E — £5) + Reste
Ti=1 j=1 L

Proposition 2.2.3. Dans le cas d’un échantillonnage aléatoire simple sans remise, le

biais approzimatif de B est donné par

n., 1
N) =2
nTs

E(B -B)=~ (1 - (BS? — RS,S,)

Yiey(di = dy)(zi = Tu)
(N —1)S45,

ouR = désigne le coefficient de corrélation entre x; et d;



Démonstration. Soit f(tym, tz) = %im = B alors

af(%\dm> /t\z)

a/t\dm
af(tdma tz) |A R
ai‘z tam=tdm.lz =tz

an (/t\dm) ?x)

82%\(1777, |i\dm =tdm;i\x =tz

0 f (tam. t)

0%,
M A o
Sty Oty tam=tamta=ta

|z\d'm :tdmyfr =tz

|{dm =tdm 72\1 =tz

24

1

2
tdm B

I

=0

Le développement par séries de Taylor du deuxiéme ordre de f(fdm,?x) nous donne

. 1 tgm ~
B =B+ —(tsm — tam) — _Qm(tI —tz) +
tr ts
~ 1~ B -~ B -
B-B= _(tdm - tdm) - _(tz - tz) + _Q(tz
[ tr ts

1l s’ensuit que

BE((%;. - tz)z) - ']—E

B-B)~ =
E( B) 2 5

1
T2

z

BV(%;) - COU(?dmv %\x)“

On sait déja que

~ 2~ —
T8 (e — te)” — = (tam — tam)(Ez — t2)
212
2 1 ~ —~
— tl‘) - t_z(tdm - tdm)(t:c - t:c)
T

(%\dm - tdm)(?x - tCL)‘| (Car E(?dm - tdm) = E(/t\l - tz) = 0)
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Et on a

~ s di s Ti
Cov(tam,tz) = Cov(NZZES ,NZ‘Esw )
n n
N2
= ?COU(ZdiZi,Z.’E]'Zj)
el JjeU
N2
=3 | Q_V(Z)dizri + ) Y Cov(Z:, Z;)diz
=1y €U jeu
1#]
N ) 1
= —(- %) 3y—1 Nde - ZziZd]}
el el jeU
N? n, 1 -
= 7(1 — N)m Zdi.’xi - NdUEU:l
i€l
N? ) 1 _
= (1 —y—— L =
i€l
S
_ 2 1— E dz
N N) n
X 1 - _
ol Syp = N1 Z(di = dy)(z; — Ty)
el
et donc
E(B - By~ N2(1 - )L (BS2 — 54)
N'nt2' 774
n, 1 2 2 7
=(1- N)ni?, (BSZ — RS4Sy) (car Tp, = m)

O

Proposition 2.2.4. Dans le cas d’un échantillonnage aléatoire simple.sans remise, la

variance approxrimative estimée de B est donnée par
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ZiES €

Démonstration. Soit e; = d; — Bx; et t = N85 2 — Nes.

Le développ

et donc

n
ement par séries de Taylor du premier ordre de f(£gm, t) nous donne

I

l
-
a
3

|
Sy
5

1 1 1
N _1 Z(ez %)2 N_1 Ze? = N_1 Z(dl — Bxi)Q, car ey =
el el i€y
1 d
Bx;) = ]—V—(dm ftx) =0

La dispersion des e; dans la population est inconnue mais on peut la remplacer par

1
2 _
Se

n—1

Z(ei — )% qui est un estimateur sans biais de S2 et on obtient alors la

i€s

variance approximative estimée de B.
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L’estimateur par le ratio de t4 est donné par t = ﬁtx = Lv:fktx. Puisque t, est une

constante, le biais approximatif de ¢, est donné par

~ n,. 1

E(t, —tg) = N(1 - — 2_R
(tr —ta) = N( N)nfg(BSx RSaSe)

La variance approximative de ¢, est donnée par

V() = N*(1 -

2=
3 &

La borne supérieure est donnée par

~ n
tr+zaN”1_7V'se/\/ﬁ

Remarque 2.1. L'estimatcur par le ratio cst fréquemment utilisé afin d’améliorer la
précision des estimateurs. En effet, lorsque la variable d est approximativement propor-
tionnelle & la variable z, ’estimateur par le ratio peut étre considérablement plus précis
que les estimateurs par la moyenne et par la différence. En fait, si y; = cz;, pour une
constante donnée ¢, I'estimateur par le ratio est égale a t = cty, qui est une constante.
Dans ce cas, la variance de I'estimateur par le ratio est égale a zéro. Bien sir, il n’est
pas réaliste de supposer que la variable d est parfaitement proportionnelle & la variable
z. 1l faut cependant s’attendre & ce que 'estimateur par le ratio soit trés précis lorsque

la variable d est approximativement proportionnelle & z.

2.2.2 Tirage avec probabilités inégales

Parfois il est plus judicieux de tirer les éléments avec probabilités proportionnelles &
une mesure de leur taille. En fait, on s’attend a ce que 'erreur dans les comptes dont
les valeurs sont grandes soit plus grande que celle des comptes dont les valeurs sont
petites. Si on utilise I’échantillonnage aléatoire simple et si par exemple, notre population
contient en majorité des comptes dont les valeurs sont petites, dans ce cas on s’attend
a obtenir, la plupart du temps, un échantillon composé d’un grand nombre de comptes

dont les valeurs sont petites, et par la suite, estimation de l'erreur totale dans la
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population risque d’étre en dega de la vraie valeur. Par contre, si I’échantillon contient
plusieurs comptes dont les valeurs sont grandes, alors ’estimation de Perreur totale
risque d’étre bien au dessus de la vraie valeur. L’estimateur sera donc vraisemblablement
instable. Par contre, si 'on tire un échantillon de telle maniere que les comptes dont
les valeurs sont grandes ont une grande probabilité d’étre tirés dans I’échantillon, on

s'attend & obtenir un estimateur plus stable.

2.2.2.1 Echantillonnage par grappes

Dans cette méthode, on considere le dollar comme unité d’échantillonnage secondaire

dans un tirage par grappes dont 'unité primaire est un compte et donc la taille de
N

la population est t, = Za:i et & chaque 7™ élément dans la population des dollars
(el it} corres;:;d un ¢ eéme élément dans la population des comptes.

Une fagon d’accorder aux comptes l'importance qu'’ils méritent, c’est de les tirer avec
probabilités proportionnelles a leurs taille, ol la « taille »est la valeur nominale du
compte. Il est cependant extrémement compliqué de le faire sans remise. Car pour qu’une
telle procédure atteigne l'objectif visé, il faudrait que les m; soient proportionnels aux
x;. Les différentes méthodes proposées pour le faire sont généralement compliquées et le

calcul des 75, indispensables pour estimer la variance est également compliqué. Puisque

nous supposons que /V est grand comparé & n, nous allons nous limiter aux tirages avec

remise.
A chaque tirage les résultats possibles sont y1,-- - , ¥, avec probabilités correspondantes
I Tn
q’l:_)"'va:—'
ty 1
Soit z; la variable aléatoire qui prend les valeurs %, e ,%{%, avec probabilitées respec-
x T 1 & tr
. N -~ .
tives Uy = —1,- Uy =—,Z=— Zzi Viz) =52 tg = = Zzi est un estimateur
s ty n n
= =

sans biais de l'erreur totale .
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Les z; sont des variables indépendantes, alors

N 4z N
“t) o T
1=1 i=1
=ty
N N
~ 2 d? z d; x
Vitg) = = i Ehy2
)= Sy - oG
2 X g2 M4,
—g[ga—(;g)]
N N
1 d’t
- ;[Z x-x B (Z d”')z]
1= v 1=1
_lsd g
no W ’
N
1 d;
==Y [y — tg)?
SO I(G ~ ta)

Et donc la borne supérieure est donnée par tg, + za\/ V (tar)-
2.3 Méthodes spécifiques

Parmi les méthodes spécifiques, nous considérons les suivantes : la méthode par attributs,
la stratification, la méthode combinée, la méthode suggérée par Bickel, la méthode de

Stringer, la méthode de Hoeftding et la méthode basée sur la loi de Kolmogrov-Smirnov.

2.3.1 Tirage avec probabilités égales

La méthode par attributs, la stratification, la méthode combinée et la méthode suggérée

par Bickel sont employées lors d’un tirage avec probabilités égales.
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2.3.1.1 Méthode par attributs

Ce qu’en vérification on appelle « échantillonnage d’attributs » est en fait un échantillonnage
destiné & estimer une proportion. Appliquée au probléme qui nous concerne, cette
méthode consiste & concentrer les efforts sur l'estimation de la proportion 7 des d;
non nuls. Puisque le parameétre & estimer est Nwpuj, ou u; est la moyenne des d; non
nuls dans la population, on utilise des moyens statistiques pour estimer m et on substitue

a (1 une borne supérieure découlant de diverses considérations contextuelles.

Rappelons les hypotheses a la base de plusieurs des méthodes proposées.
On suppose d’abord que lerreur est toujours une erreur de surestimation. C’est & dire,
que z; —y; > 0 pour tout . Les montants en question ne sont jamais négatifs, ce qui en-

traine que z; —1; < ;. Soit x; le plus grand montant parmi les comptes comptables, alors

di:Ii_yiSIl V/L:17>N

Soit m la proportion des comptes dans la population qui contient des erreurs de sures-

timation, alors

On note par B = N7z la borne supérieure de Perreur totale de surestimation. N et x
sont connues, 7 est inconnue, donc construire un intervalle de confiance pour ¢, revient
a construire un intervalle de confiance pour .

Comme 7 > 0, alors l'intervalle & (1 — a)% de conflance pour 7 serait de la forme
[0, Py(k,1— )], ot k est le nombre d’erreurs de surestimation trouvé dans I'échantillon

et Py(k,1 — «) est la valeur de 7 pour laquelle P(X < k|m) = a.
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Cette méthode se justifie par 'argument suivant :

Soit X une variable aléatoire dont la distribution dépend d’un parameétre 8, de telle
sorte que pour toute valeur x de X, P(z < z|8) est une fonction décroissante de 6.
Alors Pintervalle [0; 05(z)] est un intervalle de confiance a 100(1 — )% lorsque 05(z) est

la solution de P(X < z|f) = o

Démonstralion. Soit fp la vraie valeur de 8. Alors 8y € [0;0,(x)] si et seulement si P(X <
z|fp) > «. La probabilité de 'ensemble {z|P(X < z|6p) > «} est alors supérieure ou

égale & 1 — o, ce qui compléte la démonstration, a

On note par B= NPy, (k,1—a)x; la borne supérieure de l'erreur totale de surestimation

& (1—a)% de confiance. La valeur de P, (k, 1—«a) change selon le plan de sondage utilisé.

On voit immédiatement ce qui s’avére étre le plus grand défaut de cette approche : la
borne supérieure sera extrémerment conservatrice a moins que les valeurs de z soient

tres peu dispersées.

Echantillonnage aléatoire simple avec remise :

Soit IV le nombre total de comptes dans la population et & partir de cette population,
on tire un échantillon aléatoire simple sans remise de taille n. Dans cet échantillon, on
observe k erreurs de surestimation. Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur 1 s'il
y a une erreur de surestimation, 0 sinon. Donc X suit une loi binomiale de parameétres

(n;p), ol p est inconnue.

Alors pour trouver B, dans le cas d’un échantillonnage aléatoire simple avec remise, on

aurait besoin de méthodes numériques pour trouver Py (k, 1 — a), telle que
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P(X <k|Py(k,1-a))=a

Echantillonnage aléatoire simple sans remise :

ITest relativement aisé d’adopter cette approche au tirage aléatoire simple sans remise.
1) Le cas ou N est petit :

Dans ce cas X suit une loi hypergéométrique H(n, N1, Ny) olt

n : la taille de I'échantillon tiré
Ny : le nombre de comptes dans la population qui ont des erreurs de surestimation

Ny :le nombre de comptes dans la population qui n’ont pas d’erreurs de surestimation

La proportion des comptes qui ont des erreurs de surestimation dans la population est
de la forme 7 = %L et puisque N7 ne prend que des valeurs comprises entre 0 et IV, il est
donc possible de les essayer toutes pour savoir celles qui vont faire partie de 'intervalle

de conflance.

On sait déja que P(X < k|p) est une fonction décroissante de p et, soit Ny la plus
grande valeur de N telle que P, (k,1—a) = P(X < k|%L) > q, alors toutes les valeurs
de p telle que p < P, (k,1 — «) sont contenues dans l'intervalle de confiance car dans ce

cas, P(X < klp) > c.

Les valeurs de p telle que p > P,(k,1 — @) ne feront pas partie de Uintervalle de
confiance , car dans ce cas, P(X < k|p) < « et par la suite, on rejette 'hypothése que

pSPU(k)l_a>'
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2) Le cas ou N est grand :

En général, si f = § < 0,1, on considere alors dans ce cas que N est grande par rap-

port a n et par la suite, la loi hypergéométrique peut étre approchée par la loi binomiale.

Souvent on préfere les calculs par la loi binomiale & ceux de la loi hypergéométrique car
cette derniére exige la connaissance de N, ce qui n’est pas toujours le cas, et aussi parce
que les calculs utilisés pour construire des intervalles de confiance sont plus faciles avec

la loi binomiale.

Cependant, la loi binomiale présente des difficultés particulieres, dans la mesure o, le
parameétre p étant un paramétre continu, I'approche qui consisterait a essayer toutes les
valeurs possibles est exclue.

Nous devons donce recourir a des méthodes numériques, telle que la inéthode de Newton-

Raphson, pour résoudre 'équation P(X < k|p) = a.

2.3.1.2 Echantillonnage stratifié

Comme nous I’avons noté la méthode d’attributs est extrémement conservatrice, en par-
ticulier lorsque la population est trés grande et x; est excessivement grand par rapport
aux autres valeurs. Une solution consiste a stratifier la population, de facon & ce que
la borne supérieure soit moiné élevée dans chaque strate, car elle permet de réduire les

tailles des populations ainsi que de modérer la surestimation que constitue z;.

L’échantillonnage stratifié consiste a répartir la population en strates et dans chacune

des strates, on tire un échantillon selon un plan de sondage donné qui sera, dans la
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plupart des cas, un échantillonnage aléatoire simple sans remise ou avec remise.

Soit Np, le nombre total des comptes dans la strate h tel que h = {1;---;H} et
H
ZNh = N et soit zp le plus grand montant parmi les comptes comptables dans
h=1

la strate h et pp la proportion des comptes dans la strate A qui contient des erreurs de

surestimation. Alors, la borne supérieure de 'erreur de surestimation devient
H
B = Z NpprThl
h=1

Soit np, la taille de I’échantillon tiré dans la strate A, kp le nombre d’erreurs de surestimation
trouvées dans cet échantillon. Si on suppose que les tailles des échantillons tirés dans les
strates sont grandes et que les proportions p, sont petites, alors ky, peut étre considérée

comme une variable de Poisson de parametre A, = nppp.

H
Puisque les échantillons tirés dans chacune des strate sont indépendants, alors & = Z kp

h=1
H
suit une loi de Poisson de parametre A = Znhph.
h=1
On peut déterminer la stratification de telle sorte que B soit un multiple connu de &.
. Npzx
11 suffit de choisir les Ny strates de telle sorte que ny = Hh—hln. Dans ce cas,
>oh=1 NaThi

B A et il suffira alors de déterminer une borne supérieure pour A. En

H
_ 2oh=1 Nazul
n
effet, si les strates sont construites de fagon étroite, c’est-a-dire que dans chacune des
strates il n’y a pas une grande différence entre les montants des comptes comptables,

alors la probabilité quun compte de la strate h soit tiré dans I’échantillon sp, est

ny NnZhL
Tho_ __TERL
Np o 3 Neazw

On dit alors que les comptes sont tirés approximativement avec une probabilité pro-

portionnelle aux montants des comptes et donc la taille de I’échantillon ny tiré dans la
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strate h devrait satisfaire I'égalité

Npzp

n, = —p———"
> ohe1 Nuw

Et par la suite on aura

H
A= mnpn
h=1

H
~ 2n=1 Nnzpipn
Zj:l Nj;,
24

n
= ST Z NnZppr
Zj:l 3Tt h=)
n

Z’];I:l Nppy

H
—~ B = Zh:l thhl/\
n

B

Ny, n et xp; sont connues, donc trouver une borne supérieure de confiance pour ty re-
vient & trouver une bande supérieure de confiance pour A .

Si [0, Ay(k, 1 — )] est l'intervalle avec (1 — )% de confiance pour A, alors par analogie
avec les résultats précédents, Ay (k, 1 — ) est la valeur telle que P(X < k|Ay(k, 1-n)) =

.

2.3.1.3 Estimation par la méthode combinée

La méthode combinée est un mélange d’échantillonnage d’attributs et de variables, le

but de cette méthode étant de pallier le défaut majeur des méthodes d’attributs, a savoir
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I'extréme conservatisme .
Posons m = P(d > 0), u = E(d), 03 =V(d), ;1 = E(d|d > 0), Sﬁl =V(dld > 0).

Eton a:

Construire une borne supérieure pour ty revient & trouver une borne supérieure pour
et Hi.
Soit k le nombre de comptes qui contiennent des erreurs de surestimation dans I’échantillon

n

et d, = Z f est la moyenne des différences non nulles dans I’échantillon. Nous suppo-
i=1
sons ici que la probabilité que & soit nul est négligeable.

dy est alors conditionnellement sans biais pour p;.

E(di]k > 0) =
_ s2
V(@[> 0) = 2%

- s

Une borne supérieure pour p; est donnée par dl—l—zaﬁ ol 551 est la variance échantillonnale
des données non nulles qui est un estimateur sans biais de Sgl. Notons cependant que
sﬁl n’existe que lorsque & > 2

P,(k,1— ) est la borne supérieure pour 7, obtenue en utilisant la méthode d’attributs.

La borne supérieure de confiance pour t4 est alors donnée par :

NP, (k,1 - a)(d; + ZQ%)

Une borne supérieure pour 7 peut aussi étre obtenue en utilisant Iestimateur d’une
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proportion T = - Cet estimateur est sans biais pour 7 et sa variance est donnée par

2 _ m(1-7)
0z = n

Dans ce cas, la borne supérieure de confiance est alors donnée par

N(ﬁ%—z]oﬁ)(a] +Z28ﬂ)

vk

ou z1, 29 sont définis par
21 = <I>_l(\/1 —), =0 (V1= as)
® est la fonction de répartition d’une normale N(0,1) et VI —a1/I~az =1 -«

Cette approche se justifie par 'argument suivant

Ona P(T + 205 >m)~=+1-o
— s
P(di + 2% > 1) = V1 - az

Vk

et comme 7 et p; sont indépendants alors

Sd1

vk

~ — s
= P(7T+ z105dh +22\/i/‘€_ > V-avl—a=1-a

54,

\/E>M)

P(7 + 2,05 > n&dy + 2 > ) = P(T + 205 > 7)P(dy + 2

2.3.1.4 La méthode suggérée par Bickel

L’estimateur par la moyenne tAdm = Nd, qui est un estimateur sans biais de t4 est égal

aussi & N7dy.
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La variance de N7d; est donnée par

V(7d)) = E|V(7d:[7)] + V[E(Rd[7)]

= E[R?V(dy|7)] + V[FE(d,[7)]

|
|
B
4
=

I
e
_|_
=
—o
=

)
2

On remplace Sc211 par 3(211 et 7 par la borne supérieure P,(k,1 — ) pour obtenir la

quantité suivante comme borne supérieure de la variance de l'estimateur V(7d;) =

Pulbload (2 4 ui2(1 - Pu(k,1 - ).

La borne supérieure pour le total est alors N[7d; + zo,\/f/(%al)]
2.3.2 Tirage avec probabilités inégales

La méthode de Stringer, la méthode de Hoeffding,la méthode basée sur la loi multino-
miale et la méthode basée sur la loi de Kolmogrov-Smirnov sont utilisées lors d’un tirage

avec probabilités inégales.

2.3.2.1 La méthode de Stringer

- La méthode par attributs tend & €tre trés conservatrice du fait que toute information
concernant la valeur monétaire des erreurs dans 'échantillon est inutilisée : ces valeurs
sont remplacées par une valeur maximale qui peut étre tres éloignée de ce qui devrait
étre la moyenne.

La méthode de Stringer tente d’utiliser des valeurs observées dans I’échantillon.

Soit z; > z9 > -+ > 2 les k valeurs non nulles observées dans 'échantillon.
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La borne supérieure obtenue par la méthode de Stringer est donnée par

k
t:Py(0,1 - ) +tz ) [Pu(j,1 =) = Py(j — 1,1 = )l
J=1
Une fagon d’expliquer la vraie motivation de Stringer, qui est inconnue, est la suivante.
Soit G est la fonction de répartition de z ¢tant donné z > 0, 7 = p(z > 0) et
p=FE()=Plz>0)E(z|z >0) = 7rf0l zg(z)dz.
On suppose que U = z et V = (G(z), alors cn faisant une intégration par partics, on

obtient que

p=m|[zG(2)]} - G(z)dz]
L 0
1
=n|G(1) - G’(z)dz}
/0
1
= 1 - G(z)dz}

| |
\
—_
I
E
n

WZ [1—

Zj+1

IN

7r Z [1 — G(zj41)ldz  car Gest croissante

Zj+1

IN

WZ = z41)(1 = G(z541))

Maintenant on suppose que 7n; est le nombre d'observations supérieures a z;, donc
zj ~ Bln;m), oumj = Pz > zj41) = P(z > 0)P(z > zj41|z > 0) = 7[l - G(zj+1]]. On
a observé n; = j la borne supérieure de m; étant donnée par P, (j;1 — «) et elle vérifie
P(n; < j|Py(j;1 — a)) = a. Si on remplace chaque 7; par P, (j;1 — «) on obtient la

borne supéricure pour p qu’on multiplie par ¢; pour obtenir la borne supérieure.



40
2.3.2.2 La méthode basée sur la loi multinomiale

La borne supérieure basée sur la méthode d’attributs est conservatrice car elle ne tient
pas compte de 'ampleur des erreurs. C’est pour cela que Neter et Leich et Fienberg dans
larticle « Estimating the Total Overstatement Error in Accounting Populations » paru
dans le journal « Journal of the American Statistical Association, Vol .72, No. 358 (Jun,
1977), pp. 295-302 » ont proposé de calculer la borne supérieure en se basant sur la loi
multinomiale qui, comme la méthode de Stringer, tient compte de la grandeur des er-
reurs dans la population. En plus, I’approche par la loi multinomiale est essentiellement
non paramétrique : sa distribution et ses propriétés ne dépendent pas de la distribution
des erreurs dans la population , chose qui n’est pas acquise lorsqu’on utilise la méthode
de Stringer.

Pour la simplicité des calculs, on va considérer le dollar comme unité d’échantillonnage
et on suppose que le nombre de dollars dans la population est trés grand par rapport
au nombre de dollars dans I'échantillon.

Chaque dollar tiré dans I’échantillon correspond & une erreur relative qui est considérée
comme une variable discréte dont les valeurs sont 0,1, -+, 100 et qui peut étre placé dans

'une des 101 catégories . Soit p = [po;p1; -+ -; P10o] le vecteur des proportions correspon-
100

dant aux erreurs relatives, avec p; > 0 et Z p; = 1. Supposons qu’'on tire un échantillon
aléatoire simple de taille n, soit w; le nori;k;re d’erreurs trouvées dans I’échantillon cor-
respondant & la catégorie 7. La distribution du vecteur w = [wp; w1; - - - ; wigo] est multi-
nomiale de parametres n et p;. L’erreur totale de surestimation peut s’écrire de la facon

suivante

¢ loo
ta=— Y 1ip; 2.3.1
d 100 Z 1% ( )
=1
La borne supérieure pour t; peut étre calculée en se basant sur la loi multinomiale car
tq est une combinaison linéaire du parametre multinomiale p;. L’approche consiste tout
d’abord & trouver une ensemble de confiance pour les parametres p; basé sur les effectifs

observés w,. Cet ensemble est solution de I’équation
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100
Z 50'51 5100 szl - (2532)
100 —100 .
16; : ;
ou S est ’ensemble des valeurs &g, -+, 100 telle que L=t < Lizi lwl.
n n

La deuxieme étape cst de trouver ensemble des paramdtres p; qui apparticnnent a la
région de confiance ct qui maximisent ¢4.

Formellement cette approche consiste & maximiser

100
ty= 100 lel (2.3.3)

sous les contraintes suivantes

100

Hp;—a

Dans la plupart des cas, les échantillons tirés contiennent des comptes ou le nombre
d’erreurs est trés proche ou égal a zéro, ce qui veut dire que wp est proche de n et la
plupart des w;, i = 1,2,--- , 100, seront alors égales a zéro, nous facilitant ainsi la tache
de trouver 'ensemble S et maximiser t4. Dans ce qui suit, on va traiter les cas ou on se

retrouve avec z€ro erreur, une erreur, deux erreurs ou plus.
Premier cas : zéro erreur

Si on ne trouve pas d’erreur dans I’échantillon, alorswg =netw; =0 Vi=1,2,--- ,100.

Dans ce cas, on doit maximiser t4 sous I'hypothese que pf = «.
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Il est clair que le maximum est atteint lorsqu’on prend

fo = o/

Pr=0 Vi=1.,99

Prloo=1-po=P,(0;1 - c),

ol Py (0;1 — &) est une borne supérieure pour la proportion d’une binomiale lorsqu’on
n’observe aucun succes parmi n tirages .

Donc la borne supérieure lorsqu’il ny’a aucune erreur dans I’échantillon est

D < (t5/100)[100P,(0;1 — @)] = £z P,(0,1 — @) (2.3.4)

Deuxiéme cas : une erreur

Supposons maintenant qu’on a trouvé une seule erreur de grandeur ¢ dans ’échantillon,
alors wyg =n—1, we = 1 et les w; restant sont égales a zéro. Dans ce cas S est I'ensemble

des éléments tel que

100

Y i <c (2.3.5)
=1
100

Zéi <1
i=1

La premiére inégalité exige que la somme des valeurs des comptes qui contiennent des
erreurs et qui sont inclus dans S ne doivent pas dépasser la valeur de I'erreur observée.
L'utilisation de la premiere inégalité toute seule est la facon la plus rigoureuse pour
déterminer S mais c’est tres compliqué de déterminer cet ensemble dans ce cas. Par
exemple, si on suppose que l'erreur dans I’échantillon quon a tiré est de 60, alors l'en-
semble S ne va pas contenir seulement les échantillons avec une erreur de 60,59, ....... 1,

mais aussi les échantillons avec deux erreurs de 59 et 1, 58 et 2, etc., les échantillons



43

avec trois erreurs comme 55, 3 et 2 et ainsi de suite. La seconde inégalité exige que les
échantillons qui sont inclus dans S contiennent au plus une erreur.

Les contraintes dans (1.6) impliquent qu’on doit maximiser ¢4 sous la contrainte
o +npg (P14 +pe) = a (2.3.6)
ou tout simplement
c
pg M po+nd p) = (2.3.7)
i=1
100

avec p; > 0 et Zpi =1

1=
Si ¢ = 100, la contrainte qu’on doit maximiser devient alors
pg +npy (1= po) = @ (2.3.8)

La solution de 1.9 est donnée par P1g0 = Py(1,1 — «) qui est la borne supérieure pour
la proportion d’une binomiale lorsqu’on observe 1 succes parmi n tirages. Connaissant
P100, la maximisation de 1.2 est obtenue facilement en prenant pg =p; = -+ = Dgg =0

et po = 1 — D10o- Dong, si ¢ = 100, la borne supérieure de confiance est alors donnée par
t
tg < ﬁ[lOOPy(l; l-a)) =t Py(l;1 - )

Maintenant en supposant que ¢ < 100, la solution serait donnée en prenant pg = p1 =
s = Pe1 = Deax1 = Pog = 0 et Progp = 1 — Py — P, alors notre probléme serait réduit a

maximiser

dpe + 100p100 = 100(1 — pp) — (100 — d)pe. (2.3.9)
sous les hypotheses que
Py~ (po +1pe) = (2.3.10)
po+pc+proo=1
Po, Pey Proo = 0

Les équations (1.10) et (1.11) ont réduit le probléme multinomiale & une trinomiale dans

ce cas. La solution de la premiere contrainte dans (1.11) est donnée par p. = 0 ou bien
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D100 = 0. Dans le premier cas, on aura pj = &, pg = 0 et P1oo = 1 — Do et par la suite, la
borne supérieure sera la méme que celle dans (1.5). Dans le deuxiéme cas, oy = 1 — D,
est la solution de 'équation 1.9.
Donc

Prin—1;1—a) <Py < Pr(n;1—q) (2.3.11)
On peut maximiser 'équation 1.10 sous la premiére contrainte de (1.11) en utilisant la
méthode de multiplicateur de Lagrange.

Soit

L =100(1 — po) — (100 — d)p, + Mp§ + npg_lpc — )

et si on suppose que

oL N - D)p,
5——::—100%—Anpdk4(1%—£2—:—ﬂz)::0
Po Po
oL ~mi—
e —(100 ~¢) + Mg =0
[+
oL . ~re] o~
Ipe =p" +np" ' pe—a=0
c
alors
~ l/ o -0
Pec = —~ (—_ -Pp )
[4 n ﬁg 1
~ a
Po = ———1 n an
(100—c)(n—1
et sachant que
Po> Pr(n—11-a)
on aura alors
Q 1/n
Do = max (—1+ — ) yPrin—1,1 — «)
(100-d)(n—1)

si po = Pr{n —1;1 — «) alors la borne supérieure de conflance sera donnée par

b < te- 11— Pyin—1:1— )
100



si pp > Pr(n —1;1 — ) alors la borne supérieure de confiance sera donnée par

1< = [100 - o'/ (100 +

(n-1)/n
~ 100 : ) |

1 _ ]/Tl
— (100 — ¢)

Troisieme cas : deux erreurs ou plus

La détermination de la borne supérieure de confiance devient plus difficile lorsque le
nombre d’erreurs trouvé dans l'échantillon est supérieur ou égal a deux. Supposons
qu’on observe deux erreurs de grandeurs respectives ¢; et ¢y , avec ¢; > ¢a. Si ¢ # ¢o,
alors w, = we, = 1 et tout les autres w; sont égales a zéro. Si ¢y = c¢a, alors wyp =n—2,
we, = 2 et tout les autres w; sont égales a zéro. Dans cc cas, S est 'ensemble des

¢léments tel que

100
> ik <ot (2.3.12)

1=1
100

Zdigz
=1

Les contraintes dans 1.13 impliquent qu’on doit maximiser ¢; sous la contrainte

_ n\ o TT-
g +npp T (P A+ Doy + Pey) F (2)170 “Tlpip; =

ot [1* pip; est le produit des proportions qui vérifient 2 < i+ j < min(100, c1+cp). Il est
trés difficile de maximiser ¢ty sous cette contrainte alors, une autre fagon pour résoudre
le probleme est de considérer seulement les erreurs qui ne dépassent pas celles observées

dans I'échantillon, et dans ce cas, le probléme sera de maximiser ¢4 sous la contrainte

n

2)1)8‘2(171 o+ Do)

P gt oy b+ pey) + (

[(P] + +Pc2) + Q(Pc2+1 + e +pC1)] =@ (2'3'13)



Il serait alors plus facile de maximiser ¢4 en prenant, o1 = D2 = -+ = Dey—1 = Pegt1 =
o =P¢,—1 =0, et donc (1.14) devient

n

2>P8_2(Pc2 +2pe, )pe, = @ (2.3.14)

P8 + 1Py (pey + Pey) + (

Dans le cas de deux erreurs il n’est pas facile de trouver une solution explicite pour
maximiser tg, cependant on peut utiliser des méthodes numériques pour trouver la

borne supérieure en tenant compte des contraintes suivantes

Prin—21—0a)<po < Pr(n;1l—a)

2.3.2.3 La méthode de Hoeffding

Dans cette méthode, 'échantillon est tiré avec probabilités proportionnelles a la taille.
Soit u = E(z) = E(Z) = ? . Nous déterminerons la borne supérieure pour u, que nous
multiplierons par t; pour cg)thenir la borne supérieure pour 4.

Hoeffding a montré le résultat suivant : Si Z une variable aléatoire 0 < Z < 1, p = E(Z),
alors p(Z > a) < V(a;pu),u < a< 1ot Viap) =[1=L n{l-a)[&na,

Considérons la fonction a(p) définie implicitement par

a si0<p<al/n

Via(p)ip) =
1 sip>al/™

La borne supérieure proposée est

fg=1-a"'(1-7%)

Ceci équivaut & a(1 — Tgy) = 1 — Z. En d’autres termes, il faut que fiy satisfasse V(1 —

Z;1 —Ty) = o Puisque V(1 — a;1 — u) = V(a; 1), on peut écrire plus simplement que
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Ly est solution de V(Z; fiy) = a.

Donc la procédure consiste & résoudre [Lr2zt|"(1=2)[EL|Z = o
Nous montrons que P(fiy > p) <1 -«

En effet

plp>pm)=pll - p<a(1-7)
=p[l -z >a(l - p)

Vel —p)(1-pl=a  Vu

11 est nécessaire pour valider cet argument de vérifier que la fonction a est croissante.

Soit

Wia;u) = InV(a;p) — lna

L OW(zy)

Wi(zy) = —5—

oW (z;y)

Wa(ziy) = —5 2

2($) y) 8y
Puisque
Wia(p);p) =0
et WVORL) _ w0y ) 22 4+ Wata(yo; ) = 0
n dis

dp — Wila(u) )
On a

_, da Walalp); 1)

(1—pa
et Wa(a(p);, 1) = ZE(; : Zi
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On voit bien que le numérateur et le dénominateur ont toujours le méme signe, ce qui

entraine que la dérivée de a est positive.
Application

Pour voir la fiabilité de la méthode de Hoeflding par rapport & une des méthodes clas-
siques, on considére une population de comptes comptables générée selon une loi gamma..
Les valeurs des comptes vérifiés sont identiques aux valeurs des comptes comptables lors-
qu’il n’y a pas d’erreurs. Les restes sont obtenus en multipliant les valeurs comptables
des comptes erronés par une variable de loi béta. Apres cela, on tire des échantillons ol
on fait varier leur taille n et le pourcentage d’erreur p.

On note par by, la borne supérieure , pour chaque échantillon tiré le pourcentage de
recouvrement et le rapport t;; = b;ﬂ sont présentés dans le tableau 2.1.

Les résultats montrent que la méth(éde de Hoeffding & un bon pourcentage de recouvre-

ment comparé a la méthode classique, mais elle est conservatrice.
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Tableau 2.1 Comparaison entre la méthode de Hoeffding et une méthode classique

Méthode de Hoeffding Méthode classique

p n | % de recouvrement  t;, | % de recouvrement ¢/,
40 99.7 2.84 85.2 1.75
0.3 60 99.6 2.42 86.3 1.64
' 100 99.3 2.02 89 1.48
40 100 3.33 80.9 1.9

0.2 60 99.5 2.84 85.7 1.81
100 99.1 2.3 87.5 1.6

40 98 4.99 62.8 2.1

0.1 | 60 99.9 4.08 73.1 2.01
100 100 3.72 79.5 1.78

2.3.2.4 La méthode basée sur la loi de Kolmogrov-Smirnov

La borne proposée est t;fig g, OU figs = Z+Ga €t o €st le point tel que P{sup,|[Fn(x) —
F(z)] < ga} > 1 —a, ot Fy(z) est la fonction de répartition empirique d’un échantillon

de taille n et F, est la fonction de répartition de la population.

Justification
Pp S Bigs) = P(a < Z+4a) = P(Z - p 2 ~a)

Orz= / [1 - Fo(z)lde et p= [ [1 - F(z)|dzx
0 0
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Donc
P(p<Bgs)=P(Z - p>—qa)
1
/ 1 - Fa(a))ds - /0 1- F@)]dz > —q0)
/ (Fa(z) - Faldz < g0)

P(Supl'[Fn(I) - Fz] < qa)

Kolmogrov a montré que lorsque 7 est grand :
Plsup[Fa(e) = F@)] £ =} =1 -7

Donc

Plsup;[Fo(z) = Fp] < qo} =1 -«

n

= P{supy|Fp(z) — F;] < % =l-a
>l a=1-q

N —loga

o = 2n
‘. _ —loga
La borne supérieure pour le total est donc ¢,(Z + 5 )
n

Application

Dans cette application, on considére la méme population qu’on a utilisée pour obtenir
les résultats dans le tableau précédent et les résultas sont résumés dans le tableau 2.2.
Nous remarquons que la méthode de Kolmogrov-Smirnov est encore plus conservatrice

que celle de Hoeffding.
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Tableau 2.2 Comparaison entre la méthode de Kolmogrov-Smirnov et une méthode

classique
Méthode de Kolmogrov-Smirnov Méthde classique

p n | % de recouvrement t % de recouvrement &}
40 100 3.79 78.4 1.58

0.3 | 60 100 3.31 81.8 1.51
100 100 2.75 82 1.36
40 100 4.98 76.7 1.74

021 60 100 4.23 80.6 1.62
100 100 3.52 83.8 1.5
40 100 9.55 60.7 1.87

0.1 1] 60 100 7.95 68.1 1.73
100 100 6.4 78.1 1.65




CHAPITRE III

SIMULATION

Dans ce chapitre, nous allons faire des simulations pour comparer sept méthodes présentées
dans le chapitre précédent, soit : la méthode d’attributs, la méthode de la moyenne, la
méthode par le ratio, la méthode de la dillérence et la méthode combinée lors d’un
tirage avec probabilités égales, la méthode par grappes et la méthode de Stringer lors

d’un tirage avec probabilités inégales.

Nous commengons par générer une population constituée de N valeurs z1,--- ,zy, les
valeurs aux livres, connues pour la population entiere. Une hypothése réaliste pour des
valeurs comptables est que la distribution de la population est asymétrique. C’est pour
cela que nous avons généré les valeurs des x selon une loi gamma de parameétres k et
theta. Ces deux parametres, permettenttd’avoir une assez bonne diversité de popula-
tions étant donné que, leur moyennes et varriances sont des fonctions de k et theta. On
au= % et 02 = k2. Nous considérons ensuite quelques valeurs de p, la proportion des
comptes erronés : les N(1 — p) premiers ne sont pas erronés et donc y; sera identique a
z; pour ceux-la. Les Np autres comptes contiendront des valeurs y; distinctes, que ’on
génere de la fagon suivante : y; = G;z;, ou f; est une variable de loi béta de parameétres «
et [ et de moyenne py = %ﬁ et de variance g% = WQ%, ce qui nous permettra

a+0+1
d’obtenir des 0 <9y, <z Vi=Np+1,--- N
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Ayant généré cette population, nous générons M échantillons tirés de cette population.
Pour chacune des sept méthodes, deux indices de qualité seront retenus : 'un est bien stir
le pourcentage de recouvrement. Les points critiques & partir d’hypothéses de normalité
manifestement fausses, il est important de savoir dans quelle mesure la probabilité de

recouvrement s’approche de la probabilité nominale, que nous avons fixée & 95%.

bsup

Le second critere de qualité est le rapport ¢, = on bsyp ost la borne supérienre. Cette
information est importante car le défant majeur de certaines des méthodes considérées
c’est d’étre beaucoup trop conservatrices; la probabilité de recouvrement est parfaite-
ment satisfalsante, mais & un prix parfois inacceptable : une borne supérieure trés élevée.
On veut bien avoir un ¢, proche de 1 car dans ce cas la valeur de la borne supérieure
serait proche de la vraie valeur t; mais si ¢}, est trop grand, la méthode serait alors trop
conservatrice.

La taille de la population et le nombre d’échantillons tirées sont fixées respectivement &

10000 et 1000 préalablement. Nous comparerons les différentes méthodes avec différents

valeurs de n, p, &, o, p1, 01.

La variation du rapport v = % peut avoir une influence sur les résultats.

La variation de p; et o) nous permet de comparer les méthodes sclon 'ampleur des

erreurs et de la variation du rapport §; = £.
1

Nous attachons une importance particuliere a la méthode de Stringer, car ses propriétés

n'ont jamais été démontrées.

Toutes les simulations sont faites avec Logiciel R, et elles sont présentés sous forme de

tableaux.
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Dans les 4 premiers tableaux ( 3.1- 3.2- 3.3- 3.4), nous visons essentiellement & déterminer
une taille d’échantillon limite & partir de laquelle le probléme soulevé dans ce mémoire
ne se pose plus. C'est-a-dire, nous voulons savoir a partir de quel moment ’échantillon
peut étre considéré comme assez grand pour qu’on puisse faire confiance aux méthodes

classiques.

Dans le tableau 3.1, on considere une population ol la moyenne des valeurs des comptes
comptables est grande, T est petit, le pourcentage d’erreur dans les comptes est élevé,
les différences entre les vraies valeurs et les valeurs vérifiées sont petites et le rapport

B: = & est stable.

Dans le tableau 3.2, on considere une population ou la moyenne des valeurs des comptes
comptables est grande, 7 est grand, le pourcentage d’erreur dans les comptes est petit,
les différences entre les vraies valeurs et les valeurs vérifiées sont petites et le rapport

0 = % est stable.

Dans le tableau 3.3, on considére une population ou la moyenne des valeurs des comptes
comptables est petite, 7 est grand, le pourcentage d’erreur dans les comptes est assez
élevé, les différences entre les vrales valeurs et les valeurs vérifiées sont assez grandes et

le rapport f; = £ est peu variable.

Dans le tableau 3.4, on considére une population ou la moyenne des comptes comp-
tables est petite, 7 est petit, le pourcentage d’erreur dans les comptes est tres petit,
les différences entre les vraies valeurs et les valeurs vérifiées sont grandes et le rapport

G = ;Li est stable.
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Tableau 3.1 Résultats de simulation lorsque p = 0.5, p = 3000, ¢ = 300, u; = 0.8,

0%20.1
Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
n %t %t % ot % ¢ | % t, | % f | %
30 | 100 9.14 | 87.8 1.7 | 87.7 1.7 | 89.3 1.75 | 94.3 2.17 | 87.8 1.73] 99.8 2.33
70 | 100 8.27|90.9 1.47|90.7 1.47 91.6 149 | 96.8 1.72 | 90.3 1.46| 99.1 1.74
200 | 100 7.67 ]934 1.28]93.5 1.28/ 934 1.3 |97.9 141 | 93.2 1.28 98.1 1.39
500 | 100 7.37(92.9 1.17| 929 1.17/ 94.2 1.18 | 97.5 1.25 | 94.3 1.1§ 97.5 1.23
Tableau 3.2 Résultats de simulation lorsque p = 0.1, ¢ = 3000, ¢ = 3000, p; = 0.8,
0?2 =01
Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
n | % t o ot | % ot | %t %t Bty | Nt
30 | 100 99.6| 50.2 4.24| 50.6 4.2 | 97.5 169 70 153 | 58.7 2.33| 100 6.52
70 | 100 75.1|62.8 2.22| 62.8 2.22| 974 1.11 | 752 3.88 | 77.5 2.03| 100 3.75
200 | 100 60.1| 76.4 1.82| 76.9 1.81) 96.9 6.88 | 86.7 2.5 | 86.9 1.64] 99.5 2.23
500 | 100 53.2 | 86.6 1.58| 86.7 1.58 95.3 4.77 | 94.1 1.92 | 90.8 141 98.1 1.66
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Tableau 3.3 Résultats de simulation lorsque p = 0.3, u = 200, o = 200, p; = 0.5,
of =0.2
Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
n | % ty |[% ty |[% oty % oty % oty |% t, % U
30 | 100 275|774 1.86| 80.1 1.82| 97.1 3.03 | 88.7 2.72 | 90.6 1.69 98.6 2.03
70 | 100 23.9|86.6 1.63| 87.1 1.59 96 2.28 | 94.8 2.09 | 90.2 1.44| 97 1.59
200 | 100 21.3| 89.6 1.36| 90.6 1.35 96 1.79 | 96.6 1.57 | 92.8 1.25| 96.7 1.31
500 | 100 20 | 91.7 1.24| 92.3 1.23/ 956 1.49 | 97 1.35 |92.4 1.16/ 96.5 1.19
Tableau 3.4 Résultats de simulation lorsque p = 0.05, u = 200, 0 = 20, u; = 0.5,
0% =0.1
Attributs | Moyenneé | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
n | % t % oty %ty |t %t Nt | %t
30 | 100 5.84 1951 29 | 951 29|97 3.06 |99 498 | 726 22| 100 3.85
70 | 100 3.96|88.4 1.9 | 883 1.9 |92.8 2.02 | 99.8 2.99 | 83.1 1.82| 100 2.47
200 | 99.9 2.84 | 90.1 1.53| 90.2 1.53/ 92.4 161 | 99 1.98 | 90.7 1.52| 96.7 1.74
500 | 100 2.35| 92.3 1.33| 92.3 1.33/ 94 1.37 | 994 1.54 | 92.1 1.33| 96.1 1.42
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Dans tous les tableaux qu’on a présentés ci-dessus, on remarque que toutes les méthodes
deviennent moins conservatrices lorsqu’on augmente la taille de 1'échantillon. Ainsi la
méthode d’attributs a un pourcentage de recouvrement tres proche ou égal & 100%
quelle que soit la taille de I’échantillon et la méthode de Stringer a un pourcentage
toujours supéricur & 95% mais le probléme avee la méthode d’attributs ¢’est qu'clle est

souvent trés conservatrice.

Dans le tableau 3.1, on remarque que les méthodes classiques donnent un pourcen-
tage de recouvrement proche de 95% et une petite borne supérieure quand la taille
de I'échantillon est supérieure a 70. La méthode combinée et la méthode de Stringer

donnent de bons résultats lorsque la taille d’échantillon est assez grande.

Dans le tableau 3.2, on remarque que quelle que soit la taille de ’échantillon, la méthode
de la différence & un pourcentage de recouvrement toujours supérieur & 95% mais elle
est toujours trés conservatrice. Les autres méthodes classiques ont un pourcentage de re-
couvrement qui est loin de la probabilité nominale méme lorsque la taille de I’échantillon
est égale a 200. Les méthodes d’attribut et de Stringer devienneut moins conservatrices

lorsque la taille de I'échantillon est trés grande.

Dans le tableau 3.3, lorsque la taille de I’échantillon est égale & 500, toutes les méthodes
donnent une petite borne supérieure et un pourcentage de recouvrement supérieur ou

proche de 95% .

Dans le tableau 3.4, les méthode classiques sont inadéquates lorsque la taille de I'échantillon

est trop petite mais deviennent plus efficaces lorsqu’on augmente la taille de I’échantillon.



58

Donc, étant donné que l'augmentation de la taille de Iéchantillon et du pourcentage
d’erreurs contribue & "'amélioration de la plupart des méthodes pour différentes types de
populations, on va considérer par la suite des populations avec des tailles d’échantillons

relativement petites et de faibles pourcentages d’erreurs.

Dans le tableau 3.5, on considére une population ou la moyenne des valeurs des comptes
comptables est grande, 7 est petit, les différences entre les vraies valeurs et les valeurs

vérifies sont petites et le rapport §; = % est stable.

Dans le tableau 3.6, on considére une population ol la moyenne des valeurs des comptes
comptables est grande, 7 est petit, les différences entre les vraies valeurs et les valeurs

vérifiées sont assez grandes et le rapport §; = % est peu variable.

La population comptable et les différences entre les vrales valeurs et les valeurs vérifiées
dans le tableau 3.7 sont identiques & celles dans tableau 3.6 et le rapport 3; = z—i est

trés stable.

Le tableau 3.8 considére une population ou la moyenne des valeurs des comptes comp-
tables est grande, 7 est petit, les différences entre les vraies valeurs et les valeurs vérifiées

sont grandes et le rapport f; = %— est stable.

Le tableau 3.9 considére une population ou la moyenne des valeurs des comptes comp-
tables est grande, 7 est grand, les différences entre les vraies valeurs et les valeurs

vérifiées sont petites et le rapport G; = % est. stable.

Le tableau 310 considére une population ou la moyenne des valeurs des comptes comp-
tables est grande, 7 est grand, les différences entre les vraies valeurs et les valeurs

vérifiées sont grandes et le rapport G = %”—: est stable.
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Le tableau 3.11 considéere une population ou la moyenne des valeurs des comptes comp-
tables est petite, 7 est petit, les différences entre les vraies valeurs et les valeurs vérifiées

sont, petites et le rapport 3; = % est stable.

Le tableau 3.12 considére une population ot la moyenne des valeurs des comptes comp-
tables est petite, T est grand, les différences entre les vraies valeurs et les valeurs vérifiées

sont assez grandes et le rapport 3, = lzj_t est peu variable.



Tableau 3.5 Résultats de simulation lorsque u = 2000, 0 = 200, p1 = 0.8, o

1

60

2=0.1

Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
p |n|% ty, |% t, |[% t, |% ¢t |% t;, |% t, |% ¢t
20 | 100 14 68.7 2.29 | 68.9 2.26/ 85.6 2.69 | 83.5 4.58 | 66.5 2.23| 100 4.93
0.2 | 50 | 100 10 82.6 1.86 | 82.7 1.86| 88.3 2.02 | 91.3 2.78 | 83.1 1.84| 100 2.87
100, 100 9.69 | 85.2 1.63 | 85 1.62 90.4 1.73 | 95.1 2.15 | 87.1 1.63| 99.4 2.16
20 | 100 30.9 | 684 10.1 | 68.4 10.3] 95.7 11.2 | 93.5 22.6 | 28.7 2.26| 100 15.4
0.05] 50 | 100 19.1 | 58.6 3 58.7 3 93.5 4.54 | 80.9 8.23 | 48.1 2.25 100 7.65
100, 100 14.4 | 72.1 2.19 | 72.3 2.19 90.9 3.09 | 84.1 426 | 74.1 2.21| 100 4.58
Tableau 3.6 Résultats de simulation lorsque p = 2000, o = 200, p; = 0.5, a% =0.2
Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
p |n|% ty, |% ty |[% t, |% t; | ty [N ty |% U
20 | 100 5.64 | 87.8 2 87.9 2 88.4 2.08 | 94.8 3.43 | 85.7 2 100 2.82
0.2 530|100 448 | 87.7 1.61 | 87.6 1.61| 89.1 1.65 | 98.2 2.27 | 89.8 1.64| 98.5 1.97
100, 100 4.04 | 90.7 1.46 | 90.5 1.46/ 91.7 1.49 | 98.6 1.84 | 92.7 1.47| 97.4 1.66
20 1 100 12.6 | 87.6 5.53 | 81.8 5.53| 94.3 5.95 | 97.5 10.6 | 45.5 2.48| 100 7.14
0.05) 50 | 100 7.05 | 84.4 2.43 | 84.4 2.43/ 91.6 2.74 | 96.4 5 74.9 2.11] 100 3.71
100, 100 6.25 | 85.1 1.88 | 85.1 1.88 89.5 2.15 | 93.9 3.35 | 86.2 1.92| 100 2.8
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Tableau 3.7 Résultats de simulation lorsque pu = 2000, ¢ = 200, u1 = 0.5, 02 = 0.1
Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
p |n | % t %t % t, | % t, %t % oty | %t
20 | 100 6.03 | 88 1.91|87.81.91 89.4 1.97 | 98.3 3.1 85.9 1.85| 100 2.77
0.2]50 | 100 4.33 | 88.4 1.53 | 88.4 1.53| 90 1.57 | 98.6 2.06 | 92.5 1.57| 99 1.94
100) 100 3.84 | 90414 | 90614916143 |99 171 |93 141|987 1.61
20 | 100 11.5 | 90.9 5.29 | 90.9 5.29/ 974 5.62 | 100 9.72 | 56.8 2.41| 100 6.96
0.05/ 50 | 100 8.5 |85 2.41|84.9 241 93.9 2.78 | 98.3 4.86 | 77.3 2.12| 100 4
100 100 5.44 | 85.2 1.78 | 84.9 1.78 91.1 2.01 | 98.4 2.91 | 85.3 1.79| 100 2.61
Tableau 3.8 Résultats de simulation lorsque g = 2000, o = 200, u; = 0.2, a% =0.1
Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
p |n | % th % t, (% ty|% t, |% t, |% t, % t
20 | 100 3.57 | 87.9 1.81 | 87.8 1.81| 88.8 1.84 | 98.9 2.59 | 86.2 1.76| 98.1 2.18
02150199928 |90815 |909149 91.11.5 98.8 1.88 | 90.4 1.49| 97.7 1.67
‘ 100 100 24 |93 1.36|93 136/ 94 137 | 994 1.58 |92 1.35|97.71.44
20 | 100 7.67 | 92.3 3.99 | 92.3 3.99 96 4.14 | 99.8 6.99 | 59.1 2.31| 100 4.97
0.05 50 | 100 4.63 | 91.9 2.15 | 91.9 2.15] 934 2.3 99.4 3.68 | 85.3 2.05| 100 3.03
100| 100 3.69 | 87.6 1.73 | 87.7 1.73] 91 1.83 | 99.3 2.57 | 90 1.77| 98 2.24
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Tableau 3.9 Résultats de simulation lorsque p = 2000, o = 2000, u; = 0.8, a% =0.1

Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer

p |(n % ty |% ty [N oty |% t, |% ty |[% t, |% t
20 | 100 80.3 | 53 2.89| 53.5 2.76| 97.4 8.96 | 68.4 7.29 | 67.4 2.07| 100 4.42
0.2 50| 100 82.1 | 67.2 2.61 | 68.5 2 97.6 7.1 79.6 3.1 82 1.85| 100 2.97
100] 100 82.5 | 781 1.8 | 78.2 1.79 95.5 5.04 | 88.2 2.43 | 87.8 1.63| 99.3 2.17
20 | 100 242 | 62.2 58.7 | 62.1 58.6| 98.5 85.57 | 92.1 58.8 | 31 2.74| 100 18.8
0.05/ 50 | 100 115 | 51.5 6.73 | 51.4 6.72| 96.6 26.7 | 76.8 26.9 | 53.2 2.53| 100 7.85
100] 100 824 | 60.3 242 | 60.1 2.4 | 97.1 1.51 | 74.2 5.85 | 74.7 2.08| 100 4.2

Tableau 3.10 Résultats de simulation lorsque p = 2000, ¢ = 2000, y; = 0.2, 012 =0.1

Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer

pon % ot %ot % %ot %ot % o | %
20 | 100 20.2 | 74.3 2 76.5 1.95 96.2 3.14 | 92.7 4.07 | 86.2 1.79| 97.8 2.2
0.2 |50 | 100 20.7 | 806 1.66 | 82 1.62| 97 2.34 | 93.2 2.38 | 90.7 1.48| 96.4 1.66
100] 100 16.1 | 86 1.52 | 87.51.49 96.3 1.98 | 97.1 1.95 | 94.2 1.36| 98.2 1.45
20 | 100 49.6 | 85.1 14.1 | 85.5 14.1| 98.7 18.66 | 98.8 32.88 | 58.8 2.4 | 100 5.22
0.05 50 | 100 37.6 | 76.2 3.6 | 76.4 3.56| 96.9 7.2 96 10.1 | 84.2 1.95| 100 2.89
100 100 22.8 | 76.2 1.94 | 76.4 1.9 | 96.9 5.04 | 96 3.61 | 84.2 1.7 | 100 2.18
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Tableau 3.11 Résultats de simulation lorsque p = 300, o0 = 30, u; = 0.8, 0? =01

Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
p |n |% %t % t, | %t %t % ot | %t
20 | 100 14.1 | 67.2 2.26 | 67.3 2.26| 84.2 2.26 | 79.1 4.51 | 64.4 2.14| 100 4.99
0.2 |50 | 100 104 | 82.3 1.83 | 82.3 1.83| 86.9 2 90.6 2.74 |8 1.9 | 100 2.92
100] 100 9.33 | 86.5 1.61 | 86.8 1.61| 89.8 1.71 | 95.9 2.12 | 88.4 1.62| 98.8 2.14
20 | 100 30.6 | 76.3 9.68 | 76.3 9.68| 94.9 11.31 | 92.3 22.16 | 32.4 2.6 | 100 15.7
0.05/ 50 | 100 16.5 | 63.8 2.81 | 63.8 2.81| 91.6 4.03 | 84.5 7.46 | 56.3 2.39| 100 6.89
100] 100 13.2 | 72.6 2.12 | 72.6 2.12] 91.6 2.97 | 84.3 4.19 | 70.9 2.11| 100 Zlﬂ
Tableau 3.12 Résultats de simulation lorsque ¢ = 300, o = 300, p1 = 0.5, 0]2 =02
Attributs | Moyenne | Ratio | Différence | Combinée | Grappes | Stringer
p |n | % %t % t, | %t %t % t, | %t
20 | 100 34.3 | 67.7 2.27 | 69.8 2.21] 97.2 455 | 86.4 4.9 86.7 1.99| 100 2.78
0.2 150|100 38.7 | 79.2 1.87 | 81.1 1.84/ 96.4 3.25 | 90.8 2.79 | 86.4 1.64| 97.4 1.97
100] 100 21.8 | 85 1.58 | 85.6 1.57| 96.4 2.57 | 94.2 2.08 | 91.1 1.45| 97.4 1.62
20 | 100 94.7 | 74 253 |74 252 98.5 355 | 94.7 62.9 | 40.4 2.32| 100 7.52
0.05 50 | 100 56 60.7 4.14 | 61.2 4.13| 97.6 11.39 | 86.9 14.6 | 72.5 2.15| 100 3.93
100| 100 36.3 | 69.4 2.17 | 70.4 2.15 96.2 7.38 | 86.1 4.45 | 87.7 1.89| 100 2.7
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On remarque que lorsque le pourcentage de comptes erronés est trop petit, toutes les
méthodes sont inadéquates. Lorsque la moyenne des valeurs des comptes comptables et
7 diminuent et les erreurs dans les comptes deviennent plus grandes, la méthode d’at-
tributs devient moins conservatrice.

Pour une méme population de comptes comptables, lorsque les différences entres les
valeurs vérifiées et les vrales valeurs deviennent plus grandes, la méthode de Strin-
ger devient légerement meilleure et toutes les autres méthodes deviennent nettement
meilleures.

Lorsqu’on augmente 7 sans varier les autres parametres, on remarque que toutes les
méthodes sauf la méthode par grappes et la méthode de Stringer deviennent inadéguates.
Finalement on remarque que la méthode de Stringer est & son meilleur et peut &tre tres

efficace lorsque le pourcentage d’erreur n’est pas trop petit.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté des approches spécifiques pour ’estimation de 'erreur
totale dans une population de comptes comptables. Et on a essayé de faire une compa-

raison entre ces méthodes et les méthodes classiques, dont on a fait un bref rappel.

Parmi ces méthodes spécifiques, la méthode de Stringer est celle qui nous intéresse par-
ticuliérement, vu la place qu'elle occupe dans le monde de la vérification. Cependant,

ses propriétés n’ont jamais été démontrées.

Les études par simulation que nous avons faites ont montré que la méthode de Stringer
est, dans la plupart des cas, meilloure que les antres méthodes spéeifiques proposée,
mais que dans certains cas, les méthodes classiques ont donné de bons résultats. En cf-
fet, comme on I’a déja vu, quand la taille de I'échantillon est assez grande, par exemple
500, les méthodes classiques restent valablesceci est vrai d’ailleurs pour toutes les autres
méthodes présentées sauf pour la méthode d’attributs mais & condition que l'on tombe
pas sur une population ol la moyenne et la variance des x sont trop grandes comme
dans le tableau 3.2. Cependant méme avec une taille d’échantillon comprise entre 50 et
100, les méthodes classiques donnent des résultats satisfaisants lorsque les différences
entre les vraies valeurs et les valeurs vérifiées dans les comptes erronés sont grandeset
T est petit. Dans ce méme cas, on remarque que la méthode de Stringer est légerement
plus conservatrice que les méthodes classiques mais son pourcentage de recouvrement
est supérieur & 95%. La méthode de Stringer devient plus conservatrice lorsque les
différences entres les vraies valeurs et les valeurs vérifiées dans les comptes erronés sont
petites, mais méme dans ce cas, elle reste meilleure par rapport a toutes les autres

méthodes proposées.
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La méthode combinée donne aussi de trés bons résultats mais elle est toujours légerement
plus conservatrice que la méthode de Stringer et devient inadéquate lorsque 7 est grand
et la différence entre les vraies valeurs et les valeurs vérifiées est pétite.

Comme on I’a remarqué, méme avant de faire les simulations, la méthode d’attributs est
trop conservatrice surtout lorsqu’on se trouve dans une population de comptes comp-
tables avec une grande moyenne et leurs valeurs sont dispersées.

La méthode multinomiale est trop difficile & appliquer lorsque le nombre d’erreurs est
supérieur ou égal a deux.

Les méthodes de Hoeffding et de Kolmogrov-Smirnov ont un bon pourcentage de recou-

vrement mais elles sont conservatrices.
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