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RÉSUMÉ
 

Le présent travail porte sur la classification de structures arborescentes selon leurs 
symétries. Plus précisément, il fait l'objet de celle des arbres plans, des 2-arbres k
gonaux exterplanaires, des 2-arbres k-gonaux sans sommets de degré 4 et des 2-arbres 
polygonaux exterplanaires. Ceci est fait en déterminant le développement moléculaire 
de ceux-ci vus comme espèces de structures. Le développement moléculaire des arbres 
plans est obtenu à l'aide du théorème de dissymétrie des arbres R-enrichis (voir Berge
ron, Labelle et Leroux, 1994) et par l'utilisation d'une formule d'addition pour Ck(B) 
où B est une espèce et Ck est l'espèce des cycles orientés de longueur k. Cette for
mule se trouve dans (Ducharme, 2005). En généralisant cette formule au cas où B est 
pondérée, nous obtenons le développement moléculaire des arbres plans pondérés par 
la distribution des degrés de leurs sommets. En ce qui a trait aux 2-arbres k-gonaux 
exterplanaires, une telle classification pour k = 3 a été faite dans (Labelle, Lamathe 
et Leroux, 2003; Lamathe 2003) et pour k = 4,5 dans (Ducharme, 2005) en utili
sant des formules d'addition d'espèces auxiliaires exprimant des espèces pointées qui, 
à l'aide d'un théorème de dissymétrie, peuvent exprimer les espèces des 2-arbres k
gonaux exterplanaires. Le seul résultat manquant dans (Ducharme, 2005), pour obtenir 
le développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux exterplanaires, est celui des 2
arbres k-gonaux exterplanaires pointés en un polygone. Celui-ci est obtenu par l'énu
mération de classes diédrales de mots dont les lettres représentent chacune un type 
d'isomorphie de 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en une arête orientée. C'est 
aussi par l'énumération de classes diédrales que nous obtenons une nouvelle formule 
d'addition de Pn donnant le développement moléculaire de Pn(B) en fonction de ce
lui des puissances de l'espèce B où Pn est l'espèce des polygones de taille n (cycles 
non orientés de longueur n). Les espèces apparaissant dans cette formule sont de la 
forme P2~ic(N, M, L) ou Cj(K) où K, L, NI et N sont des espèces moléculaires, ilk, 
jlk et P2~ic(X, Y, Z) est une espèce moléculaire de polygones bicolorés. Nous donnons 
également une condition pour déterminer si P2~ic(Nl' Ml, LI) et P2~iC(N2' M2 , L2) sont 
isomorphes dans le cas où NI, Nh, LI, N2, M2 et L2 sont des espèces asymétriques. 
Comme le développement moléculaire des différentes espèces pointées de 2-arbres k
gonaux exterplanaires ne font appel qu'à des espèces asymétriques et aux espèces Ci 
et P2~ic(X, Y, Z) dans lesquelles on a substitué des espèces asymétriques, on peut fa
cilement regrouper les termes semblables pour obtenir le développement moléculaire 
des 2-arbres k-gonaux exterplanaires. Les coefficients de ce développement molécu
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laire sont exprimés en fonction de ceux des puissances entières de l'espèce des 2-arbres 
k-gonaux exterplanaires pointés en une arête orientée. Ces derniers coefficients sont 
obtenus par inversion de Lagrange. Pour le cas des 2-arbres k-gonaux sans sommets de 
degré 4, nous faisons une distinction entre les types dont le groupe d'isomorphismes 
d'ordre 2 est généré par une rotation non trivial et ceux dont le groupe est généré par 
une réfexion. Ceux-ci sont isomorphes à N E2 (M) mais seront respectivement associés 
à l'espèce NC2 (M) et à l'espèce P~iC(N, M, 1). En plus, seules certaines classes dié
drales de mots, dont les lettres représentent chacune un type d'isomorphie de 2-arbres 
k-gonaux sans sommets de degré 4 pointés en une arête externe orientée dont les som
mets sont de degré 2, représentent un type de 2-arbres k-gonaux sans sommets de degré 
4. Les coefficients du développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux sans sommets 
de degré 4 sont ensuite exprimés en fonction des coefficients de celui de puissances 
d'espèces asymétriques obtenus encore par inversion de Lagrange. Le cas des 2-arbres 
polygonaux exterplanaires est très similaire au cas des 2-arbres k-gonaux exterplanaires 
où k est pair. L'étiquetage est effectué aux sommets plutôt qu'aux polygones, ce qui 
occasionne des changements mineurs aux définitions des classes diédrales à énumérer. 
Les espèces moléculaires de leur développement moléculaire peuvent encore être dé
crites à l'aide d'espèces asymétriques et de Ci et P2~ic(X) Y, Z) où i etj sont des entiers. 

Mots clés: Arboresence, 2-arbres, exterplanaire, moléculaire, développement. 



INTRODUCTION
 

Il est possible d'énumérer certaines molécules chimiques à l'aide de graphes. Ainsi, 

les molécules de type benzénique catacondensées (voir Cyvin et Gutman, 1989) cor

respondent à des 2-arbres hexagonaux exterplanaires et celles péricondensées, à des 

polyominos non arborescents sur le réseau hexagonal. D'autres hydrocarbures peuvent 

être représentés par des 2-arbres (voir Brunvoll, Cyvin et Cyvin, 1996). En particulier, 

certaines molécules catacondensées peuvent être associées à des 2-arbres exterplanaires 

composés de polygones de différentes tailles contrairement aux 2-arbres exterplanaires 

hexagonaux qui ne sont composés que d'hexagones. Notons que l'énumération des 2

arbre k-gonaux exterplanaires a été faite dans (Harary, Palmer et Read, 1975) et celle 

des 2-arbres k-gonaux exterplans dans (Palmer et Read, 1973). Pour les deux 2-arbres 

triangulaires, leur énumération est faite, entre autres, dans (Beineke et Moon, 1969 ~ 

Fowler et al., 2000, 2002; Palmer 1969). 

Le présent travail porte sur la classification des arbres plans, des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires, des 2-abres k-gonaux sans sommets de degré 4 et des 2-arbres poly

gonaux exterplanaires, selon leurs symétries. Plus précisément, cette classification est 

effectuée en donnant leur développement moléculaire. Une telle classification des 2

arbres k-gonaux exterplanaires pour k = 3 a été faite dans (Labelle, Lamathe et Leroux, 

2003; Lamathe 2003) et pour k = 4,5 dans (Ducharme, 2005). 

Dans le chapitre l, nous faisons des rappels sur le développement moléculaire et sur 

la formule d'addition donnant le développement moléculaire de Ck (B). Nous générali

sons cette formule dans le cas où B est une espèce pondérée. Nous introduisons ensuite 

une nouvelle formule d'addition donnant celui de Pn(B). Nous donnons également une 

généralisation de la formule donnant celui de Pn(X, B, Z) au cas où est B une espèce 

pondérée. Nous terminons ce chapitre en donnant les théorèmes de dissymétrie pour 
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les arbres, les arbres R-enrichis et les arbres bicolorés dont les feuilles sont de la même 

couleur. 

Dans le chapitre 2, nous obtenons le développement moléculaire des arbres plans 

en utilisant le théorème de dissymétrie des arbres R-enrichis puisque leur espèce est 

isomorphe à celle des arbres (1 + C)-enrichis. On obtient d'abord le développement 

moléculaire des puissances de l'espèce des arborescences (1 + CY-enrichies par in

version de Lagrange puisque (1 + C)' est asymétrique. On peut ensuite appliquer les 

formules d'addition de Ck pour trouver les développements moléculaires des autres 

espèces apparaissant dans le théorème de dissymétrie. Ensuite, il suffit de regrouper 

les termes semblables pour obtenir le développement moléculaire des arbres plans. Le 

développement moléculaire des arbres plans pondérés par la distribution des degrés de 

leurs sommets est obtenu de même manière en utilisant la formule d'addition pour Ck 

adaptée aux espèces pondérées. 

Dans le chapitre 3, nous obtenons le développement moléculaire des 2-arbres k

gonaux exterplanaires. Ceci est fait en utilisant un théorème de dissymétrie utilisant 

trois espèces de 2-arbres k-gonaux pointés. On introduit une quatrième espèce de 2

arbres pointés qui sera asymétrique et avec laquelle on pourra exprimer les trois autres. 

Le développement moléculaire de cette espèce pourra alors être obtenu par inversion 

de Lagrange. Celui de deux des trois autres le sera par l'utilisation de formules d'addi

tion. Celui de la troisième sera obtenu par l'utilisation de classes diédrales de mots de 

longueur k dont les lettres représentent des types d'isomorphie de la quatrième espèce. 

Le développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux exterplanaires sera alors obtenu 

en appliquant le théorème de dissymétrie et en regroupant les termes semblables des 

développements moléculaires des trois espèces de 2-arbres pointés. 

Dans le chapitre 4, nous obtenons le développement moléculaire des 2-arbres k

gonaux sans sommets de degré 4. Nous ferons, de plus, une certaine distinction entre 

des types, dont les groupes d'isomorphie de leurs structures sont d'ordre deux. De plus, 

les classes diédrales utilisées devront avoir une caractéristique supplémentaire pour re

présenter des types de 2-arbre k-gonaux sans sommets de degré 4. La démarche utilisée 

pour trouver ce développement moléculaire demeure, à ces détails près, la même que 
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pour les 2-arbres k-gonaux exterplanaires. 

Dans le chapitre 5, nous obtenons le développemnt moléculaire des 2-arbres poly

gonaux exterplanaires. La démarche est semblable à celle utilisée pour les 2-arbres 

k-gonaux exterplanaires. 



CHAPITRE 1 

NOTIONS DE BASE ET FORMULES D'ADDITION 

Dans ce chapitre, nous faisons d'abord un rappel sur les espèces moléculaires (voir 

Bergeron, Labelle et Leroux, 1994). Par la suite, nous démontrons une formule d'addi

tion relative à l'espèce Ok des cycles orientés de longueur k ainsi que celle relative à 

P~C(X, B(Y), Z) où B(Y) est une espèce quelconque. Ces formules ont été démon

trées dans mon mémoire de maîtrise (Ducharme, 2005). Nous ajoutons aussi le cas où 

l'espèce substituée est pondérée. Par contre, nous introduisons une nouvelle formule 

d'addition de Pn l'espèce des polygones de tailles n. Celle-ci s'inspire de celle de la 

forme Pn (X1 +X2 + ... ) (voir Auger, Labelle et Leroux, 2002). Le principal avantage de 

notre formule est qu'elle n'utilise pas d'espèces définies par des quotients. Finalement, 

nous mentionnons des théorèmes de dissymétrie qui nous serviront dans les chapitres 

subséquents. 

1.1 Développement moléculaire 

Définition 1. Une espèce moléculaire est une espèce dont toutes les structures sont 

isomorphes.
 

Proposition 1. Une espèce moléculaire NI est caractérisée par le fait qu'elle est indé


composable sous la somme combinatoire, c'est-à-dire:
 

M est moléculaire <===} V F et G des espèces ((NI = F + G) ==? (F = 0 ou
 

G = 0)).
 

Définition 2. Le groupe, noté Su, des permutations d'un ensemble fini U de cardinalité 

n est dit symétrique de degré n. Si U = ln] = {1, ... ,n}, on écrit simplement Sn' 
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Proposition 2. Une espèce moléculaire M peut s'écrire sous la forme 

xn 
1vI = H' 

où xn représente l'espèce des listes de longueur n et H est un sous-groupe de Sn. En 

fait, H est le stabilisateur d'une M -structure quelconque sur [n]. 

Par exemple, l'espèce X m des listes de longueur m est moléculaire et son stabili

sateur est réduit à l'identité. L'espèce Em des ensembles de taille m est moléculaire et 

son stabilisateur est Sm' 

Proposition 3. Deux espèces moléculaires ~n et :;; sont isomorphes si et seulement
 

si H et K sont conjugués dans Sn'
 

Notation 3. Notons Ml'ensemble des espèces moléculaires (à isomorphisme d' es


pèces près).
 

Proposition 4. Toute espèce F peut être exprimée comme une combinaison linéaire
 

(possiblement infinie) à coefficients entiers naturels d'espèces moléculaires de la forme
 

suivante:
 

où fM est le nombre de sous-espèces de F isomorphes à lVf. Ce développement est
 

unique et il est dit moléculaire.
 

Définition 4. Une espèce F = L fMM est dite asymétrique si "lM E M, fM =1

MEM 

mo==? M = x où m est un entier positif. 

En d'autres termes, F est asymétrique si le stabilisateur de toute F-structure est 

réduit à l'identité. Il est possible de généraliser la notion d'espèce moléculaire aux es

pèces multisortes. Malgré que la définition 1 soit valable pour une espèce multisorte, 

la description d'espèces moléculaires par un stabilisateur (proposition 2) nécessite cer

tains ajustements. Il nous sera nécessaire dans le présent travail d'introduire celle des 

espèces à deux et trois sortes. 

Proposition 5. Toute espèce moléculaire M(X, Y) sur deux sortes (X et Y) peut 

s'écrire sous la forme suivante: 

xnym 
M(X,Y) = H ' 
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où H :::; S; x S~ est le stabilisateur d'une i\1(X, Y)-structure sur ([n], lm]) et S; note 

le groupe symétrique de degré n agissant sur les points de sorte X.
 

Proposition 6. Toute espèce moléculaire M(X, Y, Z) sur trois sortes (X, Y et Z) peut
 

s'écrire sous la forme suivante:
 

M(X Y Z) = xnymz€ 
, , H' 

où H :::; S; xS~ xSfest le stabilisateur d'une i\1(X, Y, Z)-structure sur ([n], lm], [R]). 

Notons que le résultat d'une composition d'espèces moléculaires est moléculaire. 

Un produit d'espèces moléculaires l'est aussi. 

Dans le cas .91-pondéré, où .91 est un anneau commutatif intègre, chaque structure 

d'une espèce moléculaire .91-pondérée doit posséder le même poids dans .91. Ainsi, 

toute espèce moléculaire .Jd-pondérée Mw s'écrit sous la forme standard 

où i\1 est une espèce moléculaire non pondérée et p E .91, le poids d'une l\!Jw-structure.
 

Le produit de deux espèces moléculaires .91-pondérées se fait à l'aide de la formule
 

pour tout poids p, q E .91.
 

Notation 5. Notons par lvt.!I'J' l'ensemble des espèces moléculaires .91-pondérées.
 

Proposition 7. Toute espèce .91-pondérée F peut être exprimée comme une combinai


son linéaire (possiblement infinie) à coefficients entiers naturels d'espèces moléculaires
 

.91-pondérées de la forme suivante:
 

F = L fMpMp, 
MpEM"", 

où fM p est le nombre de sous-espèces de F isomorphes à i\1p • 
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1.2 Formules d'addition des cycles 

1.2.1 Définition et caractérisation d'espèces de cycles orientés 

Définition 6. L'espèce C des cycles orientés finis peut être définie comme étant celle
 

qui a pour structures sur un ensemble fini U les graphes orientés connexes sur U dont
 

chaque sommet possède exactement un arc sortant et un entrant. Quant au transport de
 

structures le long des bijections, il peut être défini de la manière suivante:
 

Soient Œ: U --. V une bijection et s = (U, W1 ç U X U) E CrU].
 

Alors,C[Œ](S) = (V, W2 ) où W2 = {(Œ(a),Œ(b)) 1 (a,b) E Wd.
 
Notation 7. Nous noterons Ck la sous-espèce de C n'ayant que les structures de C sur 

les ensembles de cardinalité k. Autrement dit, Ck est l'espèce des cycles orientés de 

longueur k. La figure 1.1 illustre une C6-structure sur [6]. 

2 3 

4 

65 

Figure 1.1 - Une C6-structure sur [6] 

Définition 8. Le groupe cyclique d'ordre k, noté Ck, est le groupe engendré par un 

élément d'ordre k. 

Proposition 8. L'espèce Ck est moléculaire. De plus, le groupe des automorphismes 

de la Ck-structure sur [k] dont l'ensemble des arêtes est 

(1,2), (2, 3), ... , (i, i + 1), ... (k - 1, k)(k, 1) 

est égal à (p), où p est la permutation circulaire (l, 2, 3, ... , k). 
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Remarquons que (p) est isomorphe à Ck . Par la proposition précédente, nous concluons 

donc que Ck est isomorphe à l'espèce quotient X k 
/ (p). Ce qui a pour conséquence la 

proposition suivante. 

Proposition 9. L'espèce Ck des cycles orientés de longueur k est isomorphe à l'espèce 

des classes d'équivalence des listes de longueur k sous l'action de (p) où l'action de 

d'un élément (J E (p) sur une liste ((YI, a2, ... , ak) est la suivante: 

Cet isomorphisme peut être obtenu en associant à un cycle orienté de longueur k 

l'ensemble des listes obtenues en supprimant un seul arc dans le cycle. 

1.2.2 Formules d'addition de Ck 

Définition 9. Soit B(x) = Ln>o bnxnune série formelle. Nous noterons par Bj(x) la 

j-ième puissance de B(x) et b~) le coefficient en xn de Bj(x), avec la convention que 

b~) sera nul si n n'est pas entier positif. 

Définition 10. Soient une espèce B asymétrique et L:o biXi son développement mo

léculaire. Notons qu'alors B(x) = Ln2:o bnxn.Définissons A(B) comme étant l'alpha

bet pondéré composé de l'ensemble de lettres {bi,j 1i est un entier positif et 1 ::; j ::; bi}, 

le poids de la lettre bi,j étant Xi. Nous munirons cet alphabet de l'ordre lexicographique 

défini par la relation suivante: (bi,j ::; bm,f) Ç:} ((i < m) ou (i = m et j ::; f)). Définis

sons le poids d'un mot sur A(B) comme le produit des poids de ses lettres. Remarquons 

que b}/..,) correspond au nombre de mots de longueur j et de poids xm. 
Définition 11. Définissons une classe circulaire de mots de longueur k comme une 

classe d'équivalence de mots de longueur k sous l'action de (p) où l'action d'un élé

ment (J E (p) sur un mot (al, a2, ... ,ak) est la suivante: 

Définissons le poids d'une classe circulaire comme étant celui d'un de ses mots. 

Un type d'isomorphie de l'espèce Ck(B) peut-être associé de façon bijective à une 

classe circulaire de mots de longueur k sur les types de B-structures, c'est-à-dire, sur 
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l'alphabet A(B). 

Définition 12. Un mot m est dit primitif s'il n'est pas la puissance (par concaténation) 

positive (> 1) d'un autre mot. Définissons la racine primitive d'un mot m comme étant 

le plus petit mot primitif tel que le mot m est une puissance positive (;:::: 1) de ce mot. 

On montre facilement que l'action du groupe circulaire d'odre k sur un mots de 

longueurs induit une action du groupe circulaire d'ordre j sur sa racine de longueur j. 

Le résultat suivant s'obtient alors. 

Proposition 10. L'ensemble des racines primitives des mots d'une classe circulaire de 

mots de longueur k forme une classe circulaire de mots de longueur j où jlk. Notons 

que la taille (le cardinal) de ces deux classes est la même, soit j. 

Définition 13. Un mot primitif est un mot de Lyndon s'il est le plus petit mot de sa 

classe circulaire pour l'ordre lexicographique. 

Lemme 11. Soient k ;:::: 1, B une espèce asymétrique et A(B) l'alphabet pondéré 

associé. Soit un type d'isomorphie de l'espèce Ck(B) associé à une classe circulaire 

de mots de longueur k dont la racine primitive de l'un de ses mots est de longueur i 

(où ilk) et de poids xj . Alors le type d'isormophie est isomorphe, en tant qu'espèce, 

à Ck1i(X j ). Notons que Cn(XO) = Cn(1) = 1, 'tin;:::: 1. 

Le lemme Il est illustré par la figure 1.2 pour un type de C12 (B)-structures et où les 

ai sont des types de B-structures avec k = 12 et i = 4. De plus, par la proposition 10, 

l'espèce obtenue ne dépend pas de la racine primitive choisie. 

Notation 14. Définissons À(B, k, n) comme étant le nombre de mots de Lyndon sur 

l'alphabet A(B) de longueur k et de poids xn. Par convention, À(B, k, n) = 0 si k ou 

n ne sont pas des entiers positifs. 

Théorème 12 (Ducharme,2005). Soient k ;:::: 1, B une espèce asymétrique et A(B) son 

alphabet pondéré associé. Alors, 

Ck(B) = L L À(B, k/i, n)Ci(Xn) (1.1 ) 
ilk n;::::O 

L LÀ(B,i,n)Cj(Xn). 
i-j=k n;::::O 



10 

/,,"'(1;"'\ 

a 2 
al al 

a 3 

,, ,,
,'a l, 

, , 
1 
1 , 
, 

, 1 
1 

1 

a 

al 
a 2 a 3 

al 

a 2 
1 

\ , 
\ :,' 'a3'-a2 
, 
, 

~\ 1 
\ , ,, ,, , 

al 'a ' 
'- ,J' 

a 3': 
1 , , , 

, a 2 ,,, , 
~a a 

J 

/ 

" 1 

, 

a 2 
, 

, 

a',
l', , 

, \ , 1, a', , 1,', , , 

Figure 1.2 - Un type d'isomorphie de C12 (B) 

Il est possible d'exprimer le nombre de mots de longueur k et de poids X n en fonc

tion de certains À(B, j, m) . Remarquons qu ~une classe circulaire primitive de mots de 

longueur n contient exactement n éléments. 

Proposition 13. Soit B = L~o biXi une espèce asymétrique. Alors, 

b~k) = LjÀ(B,j,n/d) (1.2) 
jd=k 

En effet, les mots de longueur k et de poids X n sont comptés par b~k) . On regroupe 

ces mots selon la longueur j de leur racine primitive de poids X ~ où d = kjj. Une 

telle classe circulaire de mots contient j éléments et peut être associée bijectivement à 

un mot de Lyndon de longueur j et de poids X ~ . laquelle est associée à un unique mot 

de Lyndon. 

Ainsi, en isolant le coefficient de À(B, k, n), nous obtenons la récurrence suivante: 



Il 

Proposition 14. Soit B = L~o biXi une espèce asymétrique. Alors, 

1
À(B, k, n) = k(b~k) - I: jÀ(B,j, nid)). (1.3) 

j-d=k 
#1 

Nous remarquons que À(B, 1, n) = bn . De plus, à partir de la proposition 13, il est 

possible d'effectuer une inversion de M6bius dans le treillis des diviseurs de k pour 

obtenir une expression de À(B, k, n) en fonction des b~) tels que jlk. 

Proposition 15. Soit B = L~o biXi une espèce asymétrique. Alors, 

À(B, k, n) = l I: p,(j)b~;P = l I: p,(d)b~Jd' (104) 
jlk jd=k 

Démonstration. On a 

1" "k knk DP,(j) D --:-:À(B, --:-:,--:-:) (1.5) 
jlk i\k/j ~J ~J ~J 

1 k 
k I: d,À(B, kld, nid) I:p'(j) (1.6) 

dIk jld 

À(B, k, n). (1.7) 

o 

Il nous est donc, entre autres, facile de déterminer le développement moléculaire de 

Cp(B) lorsque p est premier. En effet, 

Cp(B) = I: I: À(B, pli, n)Ci(Xn) 
ilp n~O 

I: À(B, 1, n)Cp(Xn) + I: À(B, p, n)C1 (Xn) 
n~O n~O 

I: bnCp(Xn) + I:(1lp)(b~) - bn/p)Xn 

n~O n~O 

bo + (1Ip) (/fa - bo) + I: bnCp(Xn) + I:(1lp)(b~) - bn/p)Xn 

n~l n~l 
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Il est possible de généraliser les résultats précédents à une espèce B quelconque dont 

le développement moléculaire est connu, en posant arbitrairement un ordre total C:::::) sur 

les espèces moléculaires. 

Définition 15. Soient une espèce B et LMEM bMM son développement moléculaire 

où bM est un entier naturel. Définissons A(B) comme étant l'alphabet pondéré composé 

de l'ensemble de lettres suivant {bM,i 1 i est un entier positif et 1 ::::: i ::::: bM}, le poids de 

la lettre bM,i étant M. Nous munirons cet alphabet de l'ordre lexicographique défini par 

la relation suivante, (bM,i ::::: bN,j) <=} ((M < N) ou (M = Net i ::::: j)). Définissons le 

poids d'un mot sur A(B) comme le produit des poids de ses lettres. 

Définition 16. Soit une espèce B dont le développement moléculaire est donné par 

Notons par M(B) l'ensemble des espèces moléculaires J\1 tel que bM > O. Nous 

notons par b~} le nombre de types de Bj-structures isomorphes à M. Si M n'est pas 

une espèce moléculaire alors b~ = O. En d'autres termes, on pose Bj = LMEM bYJ M. 

Remarquons que b~} est le nombre de mots de longueur j et de poids NI sur A(B). 

Définition 17. Soit M une espèce moléculaire et k un entier positif. Définissons Mt
 

comme étant l'espèce T, si elle existe, telle que T k = M.
 

Notation 18. Notons À(B, k, M), le nombre de mots de Lyndon sur l'alphabet A(B)
 

de longueur k et de poids J\1. Posons À(B, k, M) = 0 si J\1 n'est pas une espèce
 

moléculaire ou si k n'est pas un entier positif.
 

Remarquons que À(B, k, M) est nul si M (j. M(B k ). 

Proposition 16. Soit une espèce B dont le développement moléculaire est donné par 

Alors, 

1 '"' . (d)À(B, k, M) = k D /-l(] )bM1/j' (1.8) 
j-d=k 
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Démonstration. Nous n'avons qu'à classer les mots de poids M selon la longueur j de 

leur racine primitive pour obtenir la formule suivante: 

b~) = I: p\(B,j, NJI/d). (1.9) 
j·d=k 

Il ne reste donc qu'à effectuer une inversion de Mobius dans le treillis des diviseurs de 

k. D 

Théorème 17. Soit B une espèce dont le développement moléculaire est donné par 

Alors, 

Ck(B) = I: L À(B, i, M)Cj(M) . (1.10) 
i-j=k MEM(Bi) 

Notons que ces résultats s'appliquent tout autant au cas multisorte. De plus, ces for

mules sont mieux adaptées au calcul de développement moléculaire que celle pour 

Ck(m1X1+ m2X2 + ... ), où les Xi sont des espèces de singletons (voir Auger, Labelle 

et Leroux, 2002; Labelle, 1992). 

Les mêmes définitions et résultats s'appliquent directement au cas d-pondéré. 

Théorème 18. Soit B une espèce d-pondérée dont le développement moléculaire est 

donné par 

B = L bMpMp . 

lvlp EA1Sf' 

Alors, 

I: I: À(B, i, Mp)Cj(Mp) 
i-j=k MpEM(Bi) 

I: I: À(B,i,lV1p)(Cj (lV1))pj. (1.11) 
i-j=k MpEM(Bi) 
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1.3 Les espèces Pn(X) et P~~C(X, Y, Z) 

1.3.1 Groupes diédraux 

Les résultats de cette section portant sur les groupes diédraux peuvent être trouvés, 

entre autres, dans (Stockmeyer, 1971). 

Définition 19. Soit n ~ 1 un entier. Le groupe, noté Dn , engendré par r et v tels que 

rn = 1 = V2 et vr = r-1v est dit diédral. 

Notons que IDnl = 2n. De plus, pour n ~ 3, Dn est le groupe des symétries d'un 

n-gone. 

Proposition 19. Tout sous-groupe 'H de Dn est égal de façon unique à (rk) ou (rk,rjv) 

où kln et 0 ~ j ~ k - 1. De plus, (rk, rjv) ':::::' DTf et (rk) ':::::' C7)' où Cn est le groupe 

cyclique d'ordre n. 

Proposition 20. Soient 'H et Ç) deux sous-groupes de Dn , alors 

'H = (r k ) et Ç) = (re) et flkln
 

fi ~ Ç) ~ ou'H = (r k) et Ç) = (re, rjv) et flkln
 
{ 

ou'H = (rk, riv) et Ç) = (re,rjv) , flkln et i == j mod t 

Proposition 21. Soit'H = (r k ) un sous-groupe de Dn . Alors, 'H est un sous-groupe 

normal de Dn . 

Démonstration. Vérifionsque,Vg E Dn,grkg- 1 E 'H. Étant donné que Dn = (r,v),il 

suffit de vérifier que vrkv-1 E 'H. Or, 

D 

Proposition 22. Soient 'H = (r k,riv) et Ç) = (re,rjv) deux sous-groupes de Dn où 

kln, fin, 0 ~ i ~ k - 1 et 0 ~ j ~ f - 1. Alors, 

k = f et k est impair 
'H et Ç} sont conjugués ~ 

{ ou k = f et k est pair et i == j mod 2 
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Démonstration. 

{:::)	 Pour k impair, il suffit de vérifier que (r k , v) est conjugué avec (r k , rtv) où 0 :::; 

t :::; k - 1, pour 8 un entier on a 

Or, {t mod k 1 0 :::; t :::; k - 1} = {28 mod k 1 0 :S 8 :S k - 1} car k est 

premier avec 2. Pour un 8 donné, 28 = t + hk, de sorte que r2s = rtrhk et que 

(r k 
, r2Sv) = (r k 

, rtv). D'où (r k 
, v) et (r k 

, rtv) sont conjugués. 

Pour k pair, en conjugant par l's, nous voyons que (rk,v) est le conjugué de 

(rk, r2Sv) tandis que (rk, l'v) est celui de (r k 
, r2S +l v). 

=?)	 H et G sont conjugués donc isomorphes. Donc, par la proposition 19, k = e. 
Pour k pair, il ne reste plus qu'à voir que rSv(r k

, v)vr-S 1= (rk, l'v) pour montrer 

que (r k 
, v) et (rk, l'v) ne sont pas conjugués. Or, 

car, l'V tf. (r k 
, r2Sv) étant donné que k et 28 sont pairs. 

o 

Notation 20. Notons [H] la classe de conjugaison d'un sous-groupe H d'un groupe G. 

Si H = (l'l, ... , rj), on notera aussi [H] par h, ... ,rj]' 
À l'aide des propositions 21 et 22, il est possible de déterminer les classes de conju

gaison des sous-groupes de 'On. 

Proposition 23. L'ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes de 'On est 

égal à 

{[rk] : kln}u{ [rk,v] kln et k est impair} U{ [rk,v], [r k, l'v] k/n et k est pair} . 
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Définition 21. Soient G un groupe fini et H et H' des sous-groupes de G. Définissons 

la relation :::S sur les classes de conjugaison des sous-groupes de G par l'énoncé suivant: 

Proposition 24. Soit G un groupe fini. Alors,:::s est une relation d'ordre sur l'ensemble 

des classes de conjugaison des sous-groupes de G. 

Démonstration. 

1) réflexivité 

H = IHl- l 
=? [H] :::S [H], 

2) antisymétrie 

[H]:::s [H'] et [H']:::s [H] 

=? { :3g E G : H::; gH'g-l 

:3h E G : H' ::; hHh- l 

=? H ::; gH'g-l ::; ghHh-lg- l 

=? IHI = 19H'g-11 

=? H = gH'g-l 

=? [H] = [H'], 

3) transitivité 

[H]:::s[H']:::s[H"] 

=? { :3g E G : H::; gH'g-l 
:3h E G : H' ::; hH"h- l 

=? H ::; ghH"h-lg- l 

=? [H] :::S [H'']. 

D 
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Définition 22. Soient U un ensemble muni d'un ordre ~ et u, v, w E U. L'élément w 

est une borne supérieure de u et v si u ~ w et v ~ w.
 

Définition 23. Soient U un ensemble muni d'un ordre ~ et u, v, w E U. L'élément
 

west le suprémum de u et v si west une borne supérieure de u et v et toute borne
 

supérieure x de u et v satisfait à w ~ x.
 

Définition 24. Soient U un ensemble muni d'un ordre ~ et u, v, w E U. L'élément w 

est une borne inférieure de u et v si w ~ u et w ~ v.
 

Définition 25. Soient U un ensemble muni d'un ordre ~ et u, v, w E U. L'élément w
 

est Cinfimum de u et v si west une borne inférieure de u et v et toute borne inférieure
 

x de u et v satisfait à x ~ w.
 

Définition 26. Soit U un ensemble muni d'un ordre ~. U muni de l'ordre ~ est un
 

treillis si tout couple d'éléments de U possède un infimum et un suprémum.
 

Pour montrer qu'un ensemble ordonné fini U est un treillis, il suffit de montrer 

l'existence des infima et d'un élément maximum w, c'est-à-dire que '\Ix E U, x ~ w 

(voir, entre autres, Stanley 1986). 

Proposition 25. L'ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes de V n muni 

de l'ordre :::S est un treillis. 

Démonstration. Pour G un groupe et 1, J, K des sous-groupes de G, K ~ l et K ~ J 

implique K ~ (1 n J). De la même manière, [K] :::S [1] et [K] :::S [1] implique [K] :5 

[J' n i] où l' E [1] et i E [J]. Nous procédons de la façon suivante: nous comparons 

les intersections entre les sous-goupes de deux classes et constatons qu'elles sont toutes 

plus petites ou égales à celles formant une classe de conjugaison. L'élément maximum 

de l'ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes de Vn est [VnJ = [r, vJ. 

Soit k et i des entiers impairs divisant n. Comparons les intersections des sous

groupes de [rk,v] et [ri,v]. Ces sous-goupes sont de la forme (rk,rev) et (ri,rjv). 

De plus, 
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où s est le plus petit commun multiple de k et i. Mentionnons que (r S,rtv) est bien 

unique car t l'est modulo s. Étant donné que les groupes de forme (r S,rtv) font partie 

de [rS, v], l 'infimum de [rk, v] et [ri, v] est [rS, v]. 

De la même manière, pour k et i divisant n et i pair, l'infimum de [rk, v] et [ri, v] 
est [r S , v] où s est le plus petit commun multiple de k et i. Sous ces mêmes conditions, 

l'infimumde [rk,v] et [ri,rv] est [rS,rv] si k est impair et [r S]sinon. [rS,rv] est aussi 

l'infimum de [rk, rv] et [ri, rv] où k et i sont pairs et divisent n. 

Remarquons que (r k 
) et tous ses sous-groupes sont des sous-groupes normaux de 

'On par la proposition 21. En particulier, l'intersection de (r k 
) et d'un sous-groupe est 

un sous-groupe normal de 'On. Ceci implique donc que les intersections de (r k 
) avec 

chacun des sous-groupes d'une classe de conjugaison sont les mêmes. En effet, soit H 

un sous-groupe de 'On alors, 

D'où, l'infimum de [r k
] et [H] est [(r k

) n H]. 
o 

À partir des résultats précédents, il est possible de déterminer le treillis des classes 

de conjugaison des sous-groupes de 'On. Par exemple, la figure 1.3 illustre ceux pour 

n = 2,4, et 5 tandis que la figure 1.4 celui pour n = 6. 

[r,v] [r,v][r,v] 

/ ~ 
~I~ 

[r 2 , v] Er] [r 2 , rv]
 

[r 2 , v] [r2, rv]
Er] I~I~I / )"1
[r 4 , v] [r 2 ] [r 4 ,rvl

~I/ ~I~ [~/ 
[r 4 

][r 2] [r 5] 

a) b) c) 

Figure 1.3 - Les treillis des classes de conjugaison des sous-groupes de '02 , '04 et '05 
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Figure 1.4 - Le treillis des classes de conjugaison des sous-groupes de D6 

1.3.2 Définition de l'espèce Pn(X) 

Considérons Pn , l'espèce des n-gones (cycles non orientés de taille n) en des som

mets de sorte X. 

La figure 1.5 représente une P6 -structure. 

Le stabilisateur de telles structures est isomorphe à Dn . 

Proposition 26. L'espèce Pn(X) satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

(l.12) 

où H est le stabilisateur d'une Pn(X)-structure sur le l'ensemble ln]. En fait, H = 
(T, v) où T et v sont des permutations de ln] définies par leur décomposition en cycles 

disjoints par les formules suivantes: 

T = (1,2,3, ... ,n), 

(1, n) ... (i, n - i + 1) ... Œ, ~ + 1) si n est pair, 

v 
{ 

(1)(2, n) ... (i, n - i + 2) ... (nt l 
, ntl + 1) si n est impair. 
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a b 

cf 

e d 

Figure 1.5 - Une P6-structure 

1.3.3 Définition de l'espèce P~~C(X, Y, Z) 

Définition 27. Définissons P2~C(X, Y, Z) comme l'espèce moléculaire (à trois sortes) 

des 2n-gones en des sommets de sorte Y, bicolorés en leurs arêtes lesquelles sont de 

sorte X ou Z selon leur coloration, la bicoloration des 2n-gones étant propre (c'est-à

dire que deux arêtes adjacentes sont de couleurs différentes). Cette coloration est telle 

qu'illustrée, pour n = 4 et n = 3, par la figure 1.6 où les arêtes doubles sont de sorte 

X et les simples de sorte Z. 

Remarquons que le stabilisateur d'une P2~C(X, Y, Z)-structure quelconque est iso

morphe à Dn . Eneffet, la bicoloration impose des restrictions sur les automorphismes 

d'une P2~C(X, Y, Z)-structure : H peut-être vu comme un sous-groupe de D 2n dont 

les axes de réflexion ne peuvent passer que par deux sommets ou deux arêtes. Or, la 

bicoloration des arêtes ne permet pas d'axe réflexif passant par deux sommets. D'où 

H~Dn'
 

Proposition 27. L'espèce P2b~C(X, Y, Z) satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant:
 

n 2 
p,biC (X Y Z) = X zn y n (1.13)2n " H 

où H est le stabilisateur d'une P2b~c(X, Y, Z)-structure sur le multiensemble M = 
({Xi i E ln]}, {Yi 1 i E [2n]} , {Zi i E ln]}). En fait, H = (r,v) où r et v sont1 1 
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v 

Y, YS 

Z, Z, 
y,Yz 

X, X, Yz 
YS 

y, y,Z,
Z, 

X2 

y, YS 

a) b) 

Figure 1.6 - Une PsbiC(X, Y, Z)-structure et une P6biC (X, Y, Z)-structure 

des multipermutations de M définies par leur décomposition en cycles disjoints par les 

formules suivantes: 

(YI, Y2n)"'(Yi, Y2n-Hd .. ·(Yn' Yn+l) 

(Zl' Zn)",(Zi, Zn-Hl) .. .(Z!!o, Z!l+l)
2 2 

(Xn)(X~ )(Xl' Xn-l)'" (Xi, Xn-i)'" (X~-l' X~+l) si n est pair 

(YI, Y2n)"'(Yi, Y2n-i+l) .. ·(Yn, Yn+l) 

(Xl)(X2, Xn)",(Xi, Xn-H2) ... (Xn+l, Xn+l+ l )2 2 

(Zd(Z2, Zn)",(Zi, Zn-H2) ... (Zn+l ,Zn+l +1) si n est impair.
2 2 

Mentionnons que les figures 1.7 a) et b) représentent une PsbiC(X, Y, Z)-structure et 

une P6biC (X, Y, Z)-structure dont les stabilisateurs correspondent à ceux décrits dans la 

proposition précédente. De plus, elles illustrent l'action de v sur ces structures comme 

une réflexion sur un 2n-gone régulier tandis que celle de r serait une rotation d'angle 

2:. Notons que P~~C(X, Y, Z) est une généralisation d'espèces connues au sens où 

P~~C(X, Y, 1) est isomorphe à P2b~c(X, Y) (voir Labelle, Lamathe et Leroux 2003) et 

P~~C(l, X, 1) à P2~C(X) (voir Labelle 1985). La proposition suivante se déduit aisé

ment de la définition de l'espèce P~C(X, Y, Z). 
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v 
Y, ~ y, 

x, 
l, l, 

y, y, 

y,X, XJ ys 

y, y,IJ
l, 

X, 

y, Ys 

a) b) 

Figure 1.7 - Actions de v sur une PsbiC(X, Y, Z)-structure et une P6bic (X, Y, Z)
structure 

Proposition 28. Soit n 2:: 1. Alors, on a l'isomorphisme d'espèces suivant: 

(1.14) 

Dans le cas où n est impair, une arête de sorte X est opposée à une de sorte Z. On 

en déduit facilement la proposition suivante. 

Proposition 29. Soit n 2:: 1 impair. Alors, on a l'isomorphisme d'espèces suivant: 

(1.15) 

X el ) X m2On peut facilement vérifier quand p,bic (Xnl xml = p,bic (X n2 X e2 ) en
2k l " 2k2" 

comparant les types de décomposition en cycles disjoints de leurs isomorphismes. Par 

la proposition 28, on peut se limiter au cas où nI 2:: fI et n2 2:: f 2 . 

Proposition 30. Soient kl , nI, ml, fI, k2 , n2, m2 etf2 des entiers naturels tels que kl 2:: 
m2 X e2 )k > 1 n > f et n > f . Alors les espèces p,bic (X nl xml X el ) et p,bic (X n2 x2 _ , l _ l 2 - 2, 2kl" 2k2" 

sont isomorphes si les entiers kl , nI, ml, fI, k 2 , n2, m2 etf2 satisfont à au moins une des 

conditions suivantes: 

(1) nI = ml = fI = n2 = m2 = f 2 = 0, 

(2) k] = k2 est pair, nI = n2, ml = m2 et fI = f 2 , 
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(3) k l = k2 est impair, nI +.el = n2 +.e2 et ml = m2, 

(4) kl = 2, k2 = 1, ml =.el = n2 = .e2 = aet ni = m2. 

Démonstration. 

La première condition est évidente (1 = 1). Posons A = P2b~~ (x nJ 
, xml, X el ) et 

B = P2b~~ (xn !, xml, Xe!). On peut ensuite supposer qu'aucune des espèces est iso

morphe à 1. Ce qui implique qu'au moins un exposant indicé par i est non nul pour 

i E {1, 2}. Si k l = k2 est pair alors nI = n2 car sinon une A-structure n'aurait pas 

d'isomorphisme laissant fixe 2n2,éléments si ni < n2 ou une B-structure n'aurait pas 

d'isomorphisme laissant fixe 2nl éléments si nI > n2. De la même manière, RI = .e2 

donc ml = m2 car sinon A ne serait pas concentrée sur le même cardinal que B. 

Si kl = k2 est impair alors ni +.el = n2 + .e2 car sinon une A-structure n'aurait 

pas d'isomorphisme laissant fixe n2 + R2 éléments. Ainsi, ml = m2 et A et B sont 

isomorphes par la proposition 29. 

Il ne reste donc plus qu'à exclure les cas où kl > k2 ne satisfaisant pas à la quatrième 

condition. Si kl > 3 alors des isomorphismes d'une A-structure possède des cycles de 

longueur kl alors qu'une B-structure n'en possède aucun. Si k1 = 2 et k2 = 1 alors 

ml = RI = acar sinon le groupe des automorphismes d'une A-structure n'aurait pas 

le même cardinal que celui d'une B-structure. Alors, n2 = e2 = acar l'isomorphisme 

non trivial d'une A-structure ne laisse fixe aucun élément tandis que celui d'une B

structure en laisserait fixe n2 + R2 . Donc nI = m2 car sinon A ne serait pas concentrée 

sur le même cardinal que B. A et B seraient donc isomorphes à E2 (X n !). D 

13.4 Classes diédrales de mots 

Définition 28. Soit w = bl ... bn un mot sur A. Le mot miroir de w, noté w, est le mot 

bnbn- l ...bl . 

Définition 29. Soit A un alphabet. Notons </J l'action du groupe diédral 'On = (p, T) 

sur l'ensemble des mots de longueur n sur A où, pour w = bl b2 ... bn, 
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et 

TW=W. 

L'orbite d'un mot W sous l'action cP restreinte à (p), notée [w], est une classe circu

laire. 

Définition 30. La classe diédrale d'un mot w, notée [[w]] , est l'orbite de w sous l'action 

cP· 

Remarquons que [[w]] = [w] U [w]. En effet, les éléments de V n sont de la forme pi 

et piT. De plus, les éléments de [w] sont de la forme piW tandis que ceux de [w] sont de 

la forme piTW . 

Définition 31. Une classe diédrale est dite primitive si elle contient un mot primitif. 

L'ensemble des racines primitives des mots d'une classe diédrale forme une classe 

diédrale primitive. En effet, une classe diédrale est l'union de deux classes circulaires 

de mots dont les racines primitives forment des classes circulaires primitives de mots. 

De plus, il s'agit d'une classe diédrale puisque la racine primitive du mot miroir d'un 

mot w ne peut être que l'image miroir de la racine primitive de w. 

Notation 32. Notons par stab(w) le stabilisateur de w sous l'action cP.
 

Définition 33. Un mot west un palindrome si w=w.
 

Définition 34. Un dexterpalindrome est un mot formé par la concaténation d'une lettre
 

suivie d'un palindrome. 

Donc, si west un palindrome alors stab(w) = (pi, T) où i est la longueur de 

sa racine primitive. De plus, si west un dexterpalindrome alors stab(w) = (pi, pT). 

Ceci implique que la racine primitive d'un palindrome west un palindrome car sinon 

T tj. stab(w). De la même manière, la racine primitive d'un dexterpalindrome est un
 

dexterpalindrome.
 

Définition 35. Une classe diédrale sera dite palindromique si elle possède un palin


drome.
 

Définition 36. Une classe diédrale sera dite dexterpalindromique si elle possède un
 

dexterpalindrome.
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Proposition 31. Soit w un mot. Alors [w] = [Ui] si et seulement si [[w]] est une classe 

diédrale palindromique ou dexterpalindromique. 

Démonstration. Si [w] = [Ui], alors il existe i tel que piW = TW. Si i est pair (i = 2n), 

alors pnw = p-nTW = TpnW . Donc, pnw est un palindrome et [[w]] est une classe 

diédrale palindromique. Si i est impair (i = 2n + 1), alors p-2n-l pn+lw = pp-n-IT = 

PTpn+l w. Ce qui implique que pn+l w est un dexterpalindrome et que [[w]] est une 

classe diédrale dexterpalindromique. 

Il ne reste donc plus qu'à prouver que si west un dexterpalindrome, alors [w] = [Ui]. 
Il suffit de montrer que w E [Ui] et que Ui E [w]. On a 

w = pTW E [Ui]. 

De plus, 

o 

Par exemple, [[abccba]] = [abccba, aabccb, baabcc, cbaabc, ccbaab, bccbaa] est une 

classe diédrale palindromique et l'ensemble des classes circulaires de ses mots n'est 

que de cardinal 1. De la même manière, pour une classe dexterpalindromique, [[abcb]] = 

[abcb, babc, cbab, bcba] est réduite à la classe circulaire que ses mots forment. Notons 

qu'une classe diédrale peut être palindromique et dexterpalindromique. En effet, [[bab]] = 
[bab, bba, abb], cette classe diédrale contient le palindrome bab et le dexterpalindrome 

abb. 

Définition 37. Une classe diédrale est dite gauche si elle est l'union de deux classes 

circulaires différentes. 

Ainsi, [[w]] la classe diédrale de west gauche si [w] =1- [Ui]. Par exemple, la classe 

diédrale du mot abc est l'union des deux classes circulaires [abc, bca, cab] et [cba, bac, acb]. 

Proposition 32. Soit w un mot primitif de longueur impaire (2n + 1). Si [w] = [Ui] 
alors [[w]] contient un seul palindrome et un seul dexterpalindrome. 

Démonstration. Par la proposition 31 [[w]] possède un dexterpalindrome ou un palin

drome. 
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1.	 Si [[w]] contient un palidrome p, ses autres éléments sont de la forme pip où 

1 ::; i < 2n + 1. Le stabilisateur de ces éléments est 

Comme 2i =1= 0 mod 2n + 1, [[w]] ne possède qu'un seul palindrome. Par contre, 

(p2(n+l)T) = (pT), [[w]] contient donc un dexterpalindrome. 

2. Si [[w]] contient un dexterpalindrome d, ses autres éléments sont de la forme pid 

où 1 ::; i < 2n + 1. Le stabilisateur de ces éléments est 

Étant donné que 2i =1= 0 mod 2n + 1, [[w JJ ne possède qu'un seul dexterpalin

drome. Par ailleurs, (p2n+l T) = (T), [[wn contient donc un palindrome. 

o 

Proposition 33. Une classe diédrale, palindromique et primitive de mots de longueur 

paire (2n) possède deux palindromes et aucun dexterpalindrome. 

Démonstration. Une classe palindromique contient un palindrome p. De plus [Pl = [p]. 
Donc, les autres éléments de [[Pn sont de la forme pip où 1 ::; i < 2n. Ce qui implique 

que leur stabilisateur est égal à 

Seuls pet pnp sont des palindromes. De plus, [[PJJ ne possède aucun dexterpalindrome 

car 2i =1= 1 mod 2n. 0 

De la même manière ont obtient le résultat suivant: 

Proposition 34. Une classe diédrale, dexterpalindromique et primitive de mots de lon

gueur paire (2n) possède deux dexterpalindromes et aucun palindrome. 

1.3.5	 Énumération de classes diédrales de mots et formule d'addi

tion de Pn 

Dans cette section, on supposera que les mots sont sur A(B) où B = ~MEM bM M. 
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Notation 38. Notons Pal(d, Ml, M2), le nombre de palindromes de poids M2 , de lettre 

centrale de poids Ml et de longueur d impaire.
 

Notation 39. Notons pal(d, Ml, lvh) , le nombre de palindromes primitifs de poids M 2 ,
 

de lettre centrale de poids 1111 et de longueur d impaire.
 

Notation 40. Notons 7r(d, Ml, M2 ), le nombre de classes palindromiques primitives
 

dont le palindrome est de poids M2 , de lettre centrale de poids Ml et de longueur d
 

impaire.
 

Remarquons qu'on a 7r(d, Ml, M2 ) = pal(d, 1111 , 1112 ) par la proposition 32. 

Proposition 35. Soit d un entier impair.Alors, 

Pal(d, N,.!VI) 

Proposition 36. Soit d impair. Alors, 

Pal(m, N, 111) = L pal(i, N, 111 Y), (1.16) 
i-j=m 

pal(d, N, M) = L M(j)Pal(i, N, MY), (1.17) 
i-j=m 

(1.18) 

Démonstration. On classe les palindromes selon la longueur de leur racine primitive 

pour obtenir l'équation 1.16. Par inversion de Mobius, on a 

~ m 1
L.J M(i)Pal( ----:-, N, Mi) 

~ 
ilm 

qui est équivalente à l'équation 1.17. Par la proposition 32 une classe diédrale palindro

mique dont la racine est de longueur impaire ne contient qu'un seul palindrome, d'où 

l'égalité pal(d, N, M) = 7r(d, N, M) et l'équation 1.18. 0 
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Notation 41. Notons 1r(d, M), le nombre de classes palindromiques primitives dont
 

l'un des palindromes est de poids M et de longueur d.
 

Proposition 37. Soit d un entier impair. Alors,
 

1r(d, NI) = L 1r(d, N, !VI). (1.19) 
NEM 

Notation 42. Notons Pal (d, M), le nombre de palindromes de poids lV1 et de longueur 

d. 

Notation 43. Notons pal(d, lV1), le nombre de palindromes primitifs de poids M et de
 

longueur d.
 

Proposition 38. Soit d un entier pair. Alors,
 

Pal(d, M) b (~) 
l,

M'l. 
(1.20) 

Pal(d, lV1) L pal(i, MY), (1.21 ) 
i-j=d 

pal(d, M) 21r(d, M), (1.22) 

1r(d,M) 1 '""2 L 1J-L(j)Pal(i, lV1J). (1.23) 
i-j=d 

Démonstration. L'équation 1.20 est un résultat immédiat de la définition de palin

drome. Celle 1.21 est le classement de ces palindromes selon la longueur de leur racine 

primitive. Avec la proposition 33, on obtient l'équation 1.22. On a 

'" m 1LJ-L(i)Pal( -:-, lV1i) 
1, 

ilm 

qui, avec l'équation 1.22, donne l'équation 1.23. D 

Notation 44. Notons Dext(m, L, M, N), le nombre de dexterpalindromes primitifs de 

longueur m paire de poids N dont la première lettre est de poids L et la lettre centrale 

de son palindrome est de poids M. 
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Notation 45. Notons dext(m, N, NI, L), le nombre de dexterpalindromes primitifs de 

longueur m paire de poids L dont la première lettre est de poids N et la lettre centrale 

de son palindrome est de poids M. 

Notation 46. Notons <5(m, N, M, L), le nombre de classes dexterpalindromiques primi

tives dont l'un des dexterpalindromes est de longueur m paire de poids L, sa première 

lettre est de poids N et la lettre centrale de son palindrome est de poids M. 

Proposition 39. Soit m pair et N et M des espèces moléculaires différentes. Alors, 

(m-2)
Dext(m, N, M, L) bMbN b(M

2
-1N-IL)I/2 , (1.24) 

Dext(m, N, M, L) L dext(i, N, M, LY), (1.25) 
i·j='m 

j impair 

dext(m, N, M, L) L f.L(j)Dext(i, NI, N, LY), (1.26) 
i·j=m 

j ÎmpaÎI' 

X( N ~Jf L) ~ (")b b IbC;2) . (1.27)U m, ,fVl, = L f.L) M l\ (N-I M-ILlIi)I/2 
i-j=m
 

j impail'
 

Démonstration. L'équation 1.24 est obtenue de la définition de dexterpalindrome, tan

dis que l'équation 1.25 est obtenue par le classement de ces dexterpalindromes selon la 

longueur de leurs racines primitives. On a 

~ m 1
L f.L(i)Dext( --:-, N, M, Li) L f.L(i) L dext(~,N,M,L-b) 
ilm ilm il!(l "') 

. .. 1 '" i impair t Impair j impair 

dext(m, N, j'vI, L), 

qui équivaut à l'équation 1.26. Si Mi: N, Il n'y a qu'un seul dexterpalindrome primitif 

de longueur m paire de poids L dont la première lettre est de poids N et la lettre centrale 

de son palindrome est de poids j'V! dans une classe diédrale, dexterpalindromique et 

primitive, ce qui implique l'équation 1.27. 

D 

Notation 47. Notons Dext(m, N, NI), le nombre de dexterpalindromes de longueur m, 
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de poids M et dont la première lettre est de poids N. 

Notation 48. Notons dext(m, N, M), le nombre de dexterpalindromes primitifs de lon


gueur m, de poids 111 et dont la première lettre est de poids N.
 

Définition 49. Soient N et M des espèce moléculaires. Alors N-1 M est l'espèce mo


léculaire T, si elle existe, telle que NT = M. 

De manière similaire à la proposition 36, on obtient la proposition suivante. 

Proposition 40. Soit m un entier positif. Alors, 

Dext(m, N, 111) bNPal(m  1, N- 1111), (1.28) 

Dext(m, N, M) L dext(i, N, MI), (1.29) 
i.j=m 

dext(m, N, 111) L M(j)Dext(i, N, 111 I ). (1.30) 
i.j=m 

Proposition 41. Soit d pair. Alors, 

2 (m-2)
Dext(m, N, N, L) bNb(N~2L)1/2' (1.31) 

Dext(m, N, N, L) L dext(i, N, N, LI) + L dext(i, N, LI), (1.32) 
i.j=m i.j=m 

j impair j pair 

dext(m, N, N, L) L M(j) (Dext(i, N, N, LI) (1.33) 
i.j=m 

j impair 

- L dext(f, N, Li!))), 
I!.k=i 
le pair 

1 
b(m, N, N, L) = 2dext(m, N, N, L). (1.34) 

Ce résultat est obtenu de manière presque identique à celui de la proposition 39 

sauf que les classes comptées par b(m, N, N , L) comprennent deux dexterpalindromes 

comptés par dext(m, N, N, L). 

Notation 50. Notons b(d, M), le nombre de classes diédrales, dexterpalindromiques, 

et primitives dont l'un des dexterpalindromes est de poids M et de longueur d. 
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Proposition 42. Soit d pair. Alors, 

b(d,L) = L L b(d,N,M,L). 
NEM M?,N 

Notation 51. Notons rJ( d, M), le nombre de classes diédrales gauches primitives dont
 

l'un des mots est de poids M et de longueur d.
 

Proposition 43. Soit d un entier positif. Alors,
 

À(B, d, M) = 2rJ(d, 1\1) + 1r(d, M) + X(d pair)b(d, Iv!) (1.35) 

rJ(d, M) = À(B, d, M) - 1r(d, Ml- X(d pair)b(d, M) 
(1.36) 

Démonstration. Par la proposition 31 et la définition de classe diédrale gauche, l' équa

tion 1.35 ne reflète que le fait que les classes diédrales gauches sont l'union de deux 

classes circulaires différentes tandis que les autres classes diédrales se confondent cha

cune avec une classe circulaire. 0 

Il ne reste plus qu'à associer les bonnes espèces moléculaires aux classes diédrales 

pour obtenir un théorème d'addition pour l'espèce Pk. 

Théorème 44. Soient k un entier positif et B une espèce. Alors, 

Pk(B) = L L L 1r(i, N, N M2)p~C(N, M, 1) 
NEM MEM i·j=k 

i impair 

+ L L 1r(i, N2)P2~C(1, N, 1) 
NEM i-j=k 

i pair 

NEM MEM i·j=k 
LEM M?N i pair 

+ L L rJ(i, N)Cj(N). (1.37) 
NEM i-j=k 

Démonstration. Si la classe diédrale associée à un type de Pk (B)-structures est gauche, 

on choisit l'orientation de manière à obtenir la classe circulaire du plus petit mot. Une 

fois l'orientation donnée, on divise le type selon la racine primitive du plus petit mot. 

Ainsi, si la racine est de poids N et de longueur i où i· j = k, un tel type est isomorphe 

en tant qu'espèce à Cj(N). Ceci est illustré par la figure 1.8. 
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Figure 1.8 - Correspondance entre un type de P6(B)-structures et C3(N) 

Si la classe diédrale est palindromique, elle contient un palindrome et si la racine 

primitive r est de longueur i impaire, (i . j = k), alors r est de la forme pap où a est la 

lettre centrale de r et p un mot. Le type associé possède des axes de symétrie passant par 

la lettre centrale a et entre les multiplicités de T. On peut orienter les secteurs délimités 

par ces axes vers l'axe passant par a. Ainsi, si p a le poids NI et a, le poids N, le type 

associé à la classe palindromique est isomorphe à P2~ic (N, M, 1). Ceci est illustré par 

la figure 1.9. 
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biFigure 1.9 - Correspondance entre un type de P15 ( B) -structures et p6 c (N, M, 1) 
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Si la classe diédrale est palindromique et si la racine primitive r de son plus petit 

palindrome est de longueur i paire, (i . j = k), r est de la forme pp où p est un mot. Le 

type associé possède des axes de symétrie passant au millieu de r et entre ces multipli

cités. On peut orienter les secteurs délimités par ces axes vers l'axe passant au millieu 

de r. Ansi, si p a le poids j\l[, le type associé à la classe palindromique est isomorphe à 

PtC (l, j\l[, 1). Ceci est illustré par la figure 1.10. 
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Figure 1.10 - Correspondance entre un type de P8(B)-structures et P4
biC(1, M, 1) 

Si la classe diédrale est dexterpalindromique telle que la racine primitive r de son 

plus petit dexterpalindrome est de longueur i paire, (i . j = k), r est de la forme 

apbp où a et b sont des lettres et p est un mot. Le type associé possède des axes de 

symétrie passant par a et b. On peut orienter les secteurs délimités par ces axes vers 

l'axe passant par b. Ansi, si a a le poids N, b, M et p, L, le type associé à la classe 

dexterpalindromique est isomorphe à P2~iC(N, M, L). Ceci est illustré par la figure 1.11. 

o 

Encore une fois, le résultat précédent s'applique au cas multisorte. De plus, il n'uti

lise aucune espèce quotient, ce qui n'est pas le cas de la formule pour Pn(Xl +... +X k ), 

où Xi est une espèce de singletons, dans (Auger, Labelle et Leroux, 2002). Les mêmes 

définitions et résultats s'appliquent directement au cas d -pondéré. 
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Figure 1.11 - Correspondance entre un type de P12(B)-structures et P4 
bic(N, M, L) 

Théorème 45. Soient k un entier positif et B une espèce d-pondérée. Alors, 

Nq EM.f11 Mp EM.f11 i·j=k
i impair 

+ L L n(i, N~)(P2~iC(1, N, 1))q2j 
N q EM.f11 i.j=.k 

'l. pE\lr 

+ L L o(i, Nq, Mp, NqjV1pL;)(P2~iC(N, L, JvI))qjpjr 2j 
N q EM.f11 i·j=k
 
L r EM.f11 i pair
 
M p EM.f11
 

M p '2 Nq 

+ L L a-(i, Nq)(Cj(N))qj. (1.38) 
N q EM.f11 i-j=k 

Les classes diédrales sur A(B) peuvent également être associées à des types de 

P2b~c(B, Y, Z)-structures. En identifiant les espèces moléculaires associées à chaque 

classe diédrale, on obtient la formule suivante. 

Théorème 46. Soient k un entier positif et B une espèce. Alors, 

P~~C(B,Y,Z) = L L L n(i,N,NM2)P2~iC(N,Zi~/yiM,Z) 
NEM MEM i·j=k

i impair 

+ L L n(i, N 2)PtiC (Z, Z;-~/yiN, Z) 
NE/vi. i·j=k

i pair 
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+ L LLo (i, N, AI, N ML2) P2~iC (N, Z~ yi L, M) 
NEM MEM i·j=k 
LEM M?N i pair 

+ L L o"(i, N)Cj (Ziy 2iN). 0.39) 
NEM i-j=k 

Démonstration. Si la classe diédrale associée à un type de P2b~c(B, y, Z)-structures est 

gauche, on choisit l'orientation de manière à obtenir la classe circulaire du plus petit 

mot. Une fois l'orientation donnée, on divise en secteurs le type selon la racine primitive 

du plus petit mot. Si la racine est de longueur i où i . j = k, chaque secteur comporte 

i arêtes de sorte Z et 2i sommets de sorte Y. Ainsi, si la racine est de poids N, un tel 

type est isomorphe en tant qu'espèce à Cj (Ziy2i N). 

Si la classe diédrale est palindromique, elle contient un palindrome et si la racine 

primitive r est de longueur i impaire, (i . j = k), alors r est de la forme pap où a 

est la lettre centrale de r et p un mot. Le type associé possède des axes de symétrie 

passant par la lettre centrale a et par les arêtes de sorte Z entre les multiplicités de 

r. Chaque secteur possède i-;l arêtes de sorte Z et i sommets de sorte Y. On peut 

orienter les secteurs délimités par ces axes vers l'axe passant par a. Ainsi, si p a le 

poids M et a, le poids N, le type associé à la classe palindromique est isomorphe à 
p,bic(N Zi~lyiM Z)
2J' ,. 

Si la classe diédrale est palindromique et si la racine primitive r de son plus petit 

palindrome est de longueur i paire, (i . j = k), r est de la forme pp où p est un mot. Le 

type associé possède des axes de symétrie passant au millieu de r et entre ces multipli

cités, donc sur des arêtes de sorte Z. On peut orienter les secteurs délimités par ces axes 

vers l'axe passant au millieu de r. Chaque secteur possède i-;/ arêtes de sorte Z et i 

sommets de sortes Y. Ainsi, si p a le poids N, le type associé à la classe palindromique 

est isomorphe à P2~ic(Z, Zi;2 yiN, Z). 

Si la classe diédrale est dexterpalindromique telle que la racine primitive r de son 

plus petit dexterpalindrome est de longueur i paire, (i . j = k), r est de la forme apbp 

où a et b sont des lettres et p est un mot. Le type associé possède des axes de symétrie 

passant par a et b. On peut orienter les secteurs délimités par ces axes vers l'axe passant 

par b. Chaque secteur possède ~ arêtes de sorte Z et i sommets de sorte Y. Ansi, si a a 
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le poids N, b, jVf et p, L, le type associé à la classe dexterpalindromique est isomorphe 

à pbic(N Z~yiL M) 02)' ,. 

Les mêmes définitions et résultats s'appliquent directement au cas d-pondéré. 

Théorème 47. Soient k un entier positif et B une espèce d -pondérée. Alors, 

NqEMçI/ MpEM.<>f! i·j=k
i impair 

+ L L n(i, N;)(P2~iC(Z, Zi;2 yi N, Z))q2j 
NqEMçI/ ij=k

'1 pair 

+ L L o(i, Nq, Mp)NqjVfpL;)(p~r(iV) Z~yi L, M))qjpir2j 
NqEMçI/ i·j=k
LrEMd i pair 
MpEMçI/
 
Mp?Nq
 

+ L L (J(i, Nq)(Cj (Ziy2i N))qj. (1.40) 
N q EM.o1 i-j=k 

1.3.6 Propriétés d'action restreinte à un sous-groupe normal 

Nous ferons le rappel de résultats sur les actions de groupe pour, entre autres, cal

culer le stabilisateur d'une action d'un groupe restreinte à un sous-groupe normal. 

Notation 52. Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G, W un ensemble et 'l/J 

une action de groupe de G sur W. Notons 'l/J 1H' l'action 'l/J restreinte à H. 

Notation 53. Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G, W un ensemble, w E W 

et 'l/J une action de groupe de G sur W. Notons stabH(w) le stabilisateur de w sous 

l'action 'l/JIH" 

Remarquons que stabH(w) = stabc(w) n H. 

Proposition 48. Soient G un groupe fini, 9 E G, W un ensemble, w E W et 'l/J une 

action de groupe de G sur W. Alors, 

stabc(gw) = 9 stabc(w) g-l. (1.41) 

Démonstration. En effet, 

h E stabc(gw) <===} hgw = gw 
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<==? g-lhgw=w 

<==? g-lhg E stabc(w) 

<==? hE 9 stabc(w) g-l. 

o 

La proposition précédente implique qu'il est possible de classifier les orbites d'une 

action de G selon la classe de conjugaison des sous-groupes de G à laquelle leurs 

stabilisateurs appartiennent. 

Proposition 49. Soient G un groupe fini, 9 E G, H un sous-groupe normal de G, W 

un ensemble, w E W et '!/J une action de groupe de G sur W. Alors, 

(1.42) 

Démonstration.	 En effet, 

stabH(gw)	 stabc(gw) n H = 9 stabc(w) g-l n gHg- 1 

g(stabc(w) n H)g-l = 9 stabH ( w) g-l . 

o 

Notation 54. Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G, W un ensemble, w E W 

et'!/J une action de groupe de G sur VV. Notons [W]H l'orbite de w sous l'action de '!/Jlfi' 
Notons également g[W]H, {gv : v E [W]H}' 

Notation 55. Soient G un groupe fini, 9 E G, H un sous-groupe de G, W un ensemble, 

w E W et '!/J une action de groupe de G sur W. Notons g[W]H = {gv : V E [W]H}' 

Proposition 50. Soient G un groupe fini, 9 E G. H un sous-groupe normal de G, W 

un ensemble, W E W et '!/J une action de groupe de G sur W. Alors, 

(1.43) 

Démonstration.	 En effet, 

g[W]H = {gv : V E [W]H} = {ghw hE H} = {igw i E H} = [gW]H 
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La troisième égalité est obtenue par le fait que H est normal ou autrement dit gH = 

~. 0 

1.3.7 Classes p2 -diédrales 

Pour obtenir une formule d'addition de p~~c (X, Y, Z), nous définirons des classes 

de mots qui permettront de classifier les types d'isormorphie de P~~C(X, B(Y), Z)

structures. 

Définition 56. Soit un mot w ala2 ...ak. Le mot miroir de w, noté W, est le mot 

Définition 57. Soit A un alphabet. Notons <p l'action du groupe diédral V 2n = (p, T) 

sur l'ensemble des mots de longueur 2n sur A où, pour w = ala2 ... a2n, 

et 

TW=W. 

De plus, remarquons que p2nw = W = T2W et Tpw = p-1rw. Cela implique que 

<p est bien une action de V 2n sur l'ensemble des mots de longueur 2n. C'est plutôt 

l'action de <p restreinte à (p2, T) et (p2) qui nous intéressera. Notons que (p2, T) est un 

sous-groupe normal de V 2n , car (p2,T) est d'indice 2,c'est-à-dire que ,i~~~~, = 2. 

Définition 58. Soit W un mot de longueur 2n (n entier). Définissons la classe p2_ 

circulaire de w, notée [wh, comme étant l'orbite de w sous l'action <p restreinte à (p2). 

Par exemple, soit le mot w = abcdabcd alors [wh = {abcdabcd, cdabcdab}. 

Définition 59. Soit w un mot de longueur 2n (n entier). Définissons la classe p2_ 

diédrale de w comme étant [wh U [wh- Notons-la [[wlh-

La définition précédente est équivalente à dire que [[w]h est l'orbite de w sous 

l'action <p restreinte à (p2, T). Par exemple, soit le mot w = abcabc. Alors 

w cbacba, 

[w h {cbacba, acbacb, bacbac} , 

[[wlh {abcabc, bcabca, cabcab, cbacba, bacbac, acbacb} , 
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2 4 2 4}= { W, P w, p W, TW, P TW, P TW . 

Notation 60. Notons stab2(w) (respectivement stab2-r (w)) le stabilisateur d'un mot w 

de longueur 2n sous l'action de (p2) (respectivement (p2, T)). 

Par exemple, soit le mot W = abbaabbaabba alors stab2w = (p4) et stab2-rw 

(p4, T). Soit le mot w = abab alors stab2w = (p2) et stab2-rw = (p2).
 

Définition 61. Un mot W de longueur 2n est dit p2 -primitif si stab2(w) est réduit à
 

l'identité.
 

Autrement dit un mot W de longueur 2n est p2-primitif si sa classe p2-circulaire pos

sède n éléments. Sinon, il existerait i et j tels que i of:- j mod n et p2iW = p2jw, 

donc p2i-2jw = W et 1 =1- p2i-2j . Notons que les mots de longueur 2 sont nécessaire

ment p2-primitifs. Notons que la définition 12 d'un mot primitif est équivalente à dire 

que son stabilisateur sous l'action de (p) est réduit à l'identité. En particulier, un mot 

primitif de longueur 2n est donc p2-primitif. Par contre, un mot p2-primitif n'est pas 

nécessairement primitif. Par exemple, le mot abcabc est p2-primitif mais non primitif. 

Définition 62. Un mot W de longueur 2n est dit p2j-symétrique si stab2(w) = (p2j ) où 

jln. 

Par exemple, le mot abcdabcdabcd est p4-symétrique. Remarquons que les mots pri

mitifs de longueur 2n sont p2n-symétriques puisque p2n = 1. Par exemple, le mot 

abcabc est p6-symétrique et p2-primitif. 

Proposition 51. Soit W = ala2a3 ... a2n' Alors, west p2j-symétrique si et seulement si 

W = u]- où u = ala2 ... a2j et u est p2-primitif, où un désigne la n-ième puissance par 

concaténation du mot u. 

Définition 63. Soit W un mot p2j-symétrique de longueur 2n. La racine p2-primitive de 

west le mot u tel que uT = w. 

Par exemple, la racine p2-primitive de w = abcabcabcabc est abcabc et west bien 

p6-symétrique. 

Proposition 52. Soit w un mot p2j-symétrique. Alors, 'Vu E [wh, u est p2j - symétrique. 
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Démonstration. Si u = p2iW, alors 

D 

Proposition 53. Soient w un mot p2j -symétrique de longueur 2n et u sa racine p2_ 

primitive. Alors, 

[uh = {v: vI E [wh}· (1.44) 

En fait, pour w un mot p2 j -symétrique de longueur 2n et u sa racine primitive, p2iW = 

(p2iU ) I . Par exemple, w = abcaabcaabca est p4-symétrique et sa racine p2-primitive 

est u = abca. De plus, p2W = caabcaabcaab = (caab) 3 = (p2u )3 . 

Proposition 54. Soient w un mot p2 j -symétrique de longueur 2n. Alors, west p2 j _ 

symétrique. 

Démonstration. En effet, 

D 

Définition 64. Une classe p2-diédrale est dite p2j -symétrique si elle possède un mot 

p2j -symétrique.
 

Proposition 55. Une classe p2-diédrale est p2j
-symétrique si et seulement si tous ses
 

mots sont p2 j -symétriques.
 

Définition 65. Une classe p2-diédrale ou p2-circulaire est dite p2-primitive si elle pos

sède un mot p2-primitif.
 

Proposition 56. Soient w un mot p2j -symétrique de longueur 2n et u sa racine p2_
 

primitive. Alors,
 

[[u]h = {v: vI E [[w]h}. (1.45) 



41 

En fait, pour w un mot p2j -symétrique de longueur 2n et u sa racine p2-primitive, 

p2iW = (p2iU)Y et p2iTW = (p2iTU )Y. Par exemple, W = acbaacbaacba est p4_ 

symétrique et sa racine p2-primitive est U = acba. De plus, TW = abcaabcaabca = 

(abca)3 = (TU)3. 

Définition 66. Soit W un mot de longeur 2n. Le mot west dit (p2 j , T)-symétrique (resp. 

(p2 j , p2T)-symétrique) si stab2r (w) = (p2 j , T) (resp. stab2r (w) = (p2 j , p2T)) et j 1 n. 

Remarquons que les mots (p2 j , T)-symétriques de longueur 2n, pour tout entier 

j divisant n, sont exactement les mots palindromiques de longueur 2n. Par exemple, 

abbaabba est (p4, T)-symétrique tandis que bbaabbaa est (p4, p2T)-symétrique. 

Proposition 57. Un mot west (p2 j , T)-symétrique si et seulement si pw est (p2 j , p2T )_ 

symétrique. 

Démonstration. Supposons que west (p2 j , T)-symétrique. Alors, 

D 

Définition 67. Soient net j des entiers tels que j ln. Une classe p2-diédrale de mots de 

longueur 2n est dite [p2j , T]-symétrique si elle possède un mot w tel que stab2r (w) = 
(p2 j , T). 

Définition 68. Soient net j des entiers tels que jln. Une classe p2-diédrale de mots de 

longueur 2n est dite [p2j , p2T]-symétrique si elle possède un mot w tel que stab2r (w) = 

(p2 j , p2T ). 

Définition 69. Soient n et j des entiers tels que jln. Une classe p2-diédrale de mots 

de longueur 2n est dite [p2 j ]-symétrique si elle possède un mot w tel que stab2r (w) = 
(p2j ) . 

Par les propositions 23 et 48, la définition précédente consiste en une classification 

des classes p2-diédrales par les classes de conjugaison des sous-groupes de (p2, T) cor

respondant à celles de leur stabilisateur. Bien qu'une classe p2-diédrale [p2 j , T]-symé

trique contienne forcément un mot (p2 j , T)-symétrique, ce ne sont pas nécessairement 

tous ses mots qui le sont. Par exemple, w = acbbca est (p6, T)-symétrique tandis que 
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le stabilisateur de p2W = caacbb sous l'action de (p2, T) est (p6, p4T). De la même ma

nière, il est possible qu'une classe p2-diédrale [p2j , p2T ]-symétrique posssède un mot 

qui ne soit pas (p2 j , p2T )-symétrique. Par contre, si west un mot d'une classe [p2j ]_ 

symétrique, alors stab2T (w) = (p2 j ) car (p2 j ) est un sous-groupe normal de (p2, T). 

Définition 70. Un mot w de longueur 2n est dit p2-gauche si [wh i= [wh-

Définition 71. Une classe p2-diédrale, ç, est dite p2-gauche si il existe w E ç tel que w
 

est p2-gauche.
 

Proposition 58. Une classe p2-diédrale ç est p2-gauche et p2j -symétrique si et seule


ment si ç est [p2j ]-symétrique. 

Démonstration. 

=?)	 Soient ç une classe p2-diédrale p2-gauche et p2j -symétrique et w E ç. Nous de

vons montrer que stab2T (w) = (p2 j 
). Par définition, [wh i= [wh et stab2(w) = 

(p2 j ). Or, stab2(w) = stab2T (w) n (p2) = (p2 j ). Il ne reste donc qu'à montrer 

qu'il n'existe pas d'élément de la forme p2iT dans stab2T (w). Pour cela suppo

sons le contraire, p2iT E stab2T (w) alors p2iTW = w d'où TW = p-2iW . Il s'en

suit l'égalité [wh = [p-2iwh = [wh qui est en contradiction avec l'hypothèse 

que çest p2-gauche. 

~)	 Soit çune classe p2-diédrale [p2 j ]-symétrique. Il faut montrer que çest p2-gauche 

et p2 j -symétrique. Par défini tion de ç, il existe w E ç tel que stab2T (w) = (p2j ). 

Donc, stab2(w) = stab2T (w) n (p2) = (p2 j ) , d'où ç est p2j - symétrique. Pour 

montrer que çest p2-gauche, supposons le contraire, c'est-à-dire que [wh = [wh
D'où, il existe i tel que p2i W = TW donc w = p-2iTW . Il s'ensuit que p-2i T E 

stab2T (w) qui est contradiction avec l'hypothèse que ç est [p2 j ]-symétrique. 

o 

Définition 72. Soit w un mot de longueur paire. Le mot w et sa classe p2-diédrale [[w]h 
sont dits p2-palindromiques si [wh = [wh-

Par exemple, abccba et sa classe p2-diédrale sont p2-palindromiques. Par contre, ce 

ne sont pas tous les mots p2-palindromiques qui sont palindromiques. Par exemple, 

la classe p2-diédrale de bcddcbaa est {bcddcbaa, ddcbaabc, cbaabcdd, aabcddcb} qui 
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est égale à la classe de aabcddcb. La classe p2-diédrale de bcddcbaa est donc p2_ 

palindromique et ne contient aucun palindrome malgré que tous ses mots soient p2_ 

palindromiques. 

Proposition 59. Soit ç une classe p2-diédrale. Alors, ç est p2-palindromique et p2j _ 

symétrique si et seulement si ç est [p2j , T]-symétrique ou [p2j , p2T]-symétrique. 

Démonstration. 

=?)	 Soient ç une classe p2-diédrale, p2-palindromique et p2j -symétrique et w E ç. 
Il faut montrer que ç est [p2 j , T]-symétrique ou [p2 j , p2T]-symétrique. Par défi

nition de ç, stab2(w) = (p2 j ) et [wh = [wh- D'où, il existe i tel que p2iW = 

TW donc w = p-2iTW . Étant donné que ç est p2j - symétrique, stab2T (w) = 

(p2 j , p-2iT ). Remarquons que pi W ou pi+1 W fait partie de ç car i ou i + 1 est pair. 

Or, stab2T (piW ) = (p2 j , T) et stab2T (pi+ lW) = (p2 j , p2T ). Donc, ç est [p2j , T]

symétrique ou [p2j , p2T]-symétrique. 

{=) i)	 Soit ç est une classe p2-diédrale et [p2 j , T]-symétrique. Il faut montrer que, 

pour w E ç, stab2(w) = (p2 j ) et [wh = [wh- Par définition de ç, il 

existe w E ç tel que st ab2T (w) = (p2 j , T) . Donc, ç est p2j -symétrique, car 

stab2(w) = stab2T (w) n (p2) = (p2 j 
). De plus, w = TW donc [wh = [wh

D'où, ç est p2-palindromique. 

ii)	 Soit ç est une classe p2-diédrale et [p2 j , p2T]-symétrique. Il faut montrer 

que, pour w E ç, stab2(w) = (p2 j ) et [wh = [wb- Par définition de ç, il 
existe w E ç tel que stab2T (w) = (p2 j ,p2T). Donc, ç est p2j - symétrique, 

car stab2T (w) n (p2) = (p2 j ). De plus, p2TW = w d'où p-2j w = TW. Par 

conséquent, [wh = [p-2j wh = [wh, donc ç est p2-palindromique. 

o 

Notons que les notions de [p2 j , T]-symétrie et de [p2 j , p2T]-symétrie ne sont pas 

mutuellement exclusives. Par exemple, le mot w = abcdeedcba est (plO, T )-symétrique 

alors que p6W = dcbaabcdee est (plO, p2T)-symétrique. Donc, pour w = abcdeedcba, 

[w] est [p2j , T]-symétrique et [p2j , p2T]-symétrique. Plus généralement, ce n'est le cas 

que si (p2 j , T) et (p2 j , p2T) sont conjugués. Donc à l'aide de la proposition 22, nous 

obtenons la proposition suivante: 
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Proposition 60. Une classe p2-diédrale çest [p2 j ,T]-symétrique et [p2j , p2T ]-symétrique 

si et seulement si çest p2-palindromique et p2 j -symétrique tel que j est impair. 

À l'aide de la proposition 50, il est possible de généraliser la proposition 57 aux 

classes [p2j ,T]-symétriques et [p2j , p2 T ]-symétriques.
 

Proposition 61. Soit ç une classe p2-diédrale [p2 j ,T]-symétrique. Alors, pç est une
 

classe p2-diédrale [p2 j , p2T ]-symétrique.
 

Par exemple, soit w = abccba alors west (p6,T)-symétrique, [[w]h est [p2j ,T]_ 
symétrique, pw = bccbaa est (p6, p2T )-symétrique et [[pw]h est [p2j ,p2T ]-symétrique. 

Notons que par la proposition 50, p[[w]h = [[pw]h-

Proposition 62. La racine p2-primitive d'un mot (p2 j ,T)-symétrique (resp. (p2 j , p2T )_ 

symétrique) est (p2j ,T)-symétrique (resp. (p2 j , p2 T )-symétrique). 

1.3.8 Énumération des classes p2-diédrales 

Rappelons que, pour une espèce asymétrique B = Lm2D bmym de sorte Y, A(B) 

(voir def. 10) est l'alphabet composé de bm lettres de poids ym (pour tous les m :::: 

0). De plus, la série génératrice de l'espèce B est B(y) = Lm>ü bmym. En posant 

Bj (y) = Lm2ü b}1.,,)ym, le coefficient b}1.,,) correspond au nombre de-mots de longueur j 

et de poids ym sur A( B). 

Notation 73. Soit B = L m2ü bmym une espèce asymétrique. Notons Pal(B, 2n, m), 

le nombre de palindromes de longueur 2n de poids ym sur A(B). 

Comme un palindrome w de longueur 2n et de poids ym est de la forme uü où u est 

un mot de longueur n et de poids Y ~ , 

Pal(B, 2n, m) = b~). (1.46) 
2 

Notation 74. Soit B = L m2D bmym une espèce asymétrique. Notons 7r2(B, 2n, m), 
le nombre de palindromes p2-primitifs de longueur 2n de poids ym sur A(B). 

Notation 75. Soit B = Lm2D bmym une espèce asymétrique. Notons {3(B, 2n, m) 

(resp. ,(B, 2n, m)), le nombre de classes p2-diédrales et [p2n, T]-symétriques (resp. 

[p2n, p2 T ]-symétriques) dont les mots sont de poids ym et de longueur 2n sur A(B). 
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Notons qu'un mot de longueur2n (p2n, T)-symétrique ou (p2n, p2T)-symétrique est 

p2-primitif et p2-palindromique étant donné qu'un mot primitif de longueur 2n est p2n_ 

symétrique. Donc, une classe p2-diédrale [p2n, T]-symétrique ou [p2n, p2T]-symétrique 

de mots de longueur 2n est p2-primitive et p2-palindromique. Étant donnée la proposi

tion 61, nous obtenons la proposition suivante: 

Proposition 63. Soit B = Lm~o bmym une espèce asymétrique. Alors, 

(3(B, 2n, m) = ,(B, 2n, m). (1.47) 

Pour compter le nombre de classes [p2n, T]-symétriques, nous compterons le nombre 

de palindromes dans de telles classes. Par exemple, si w = abcdeedcba alors 

[[w]b = {abcdeedcba, cdeedcbaab, eedcbaabcd, dcbaabcdee, baabcdeedc}. 

Donc, west le seul palindrome de [[w]b qui est [plO, T]-symétrique. Par contre, il est 

aussi possible que le nombre de palindromes dans une classe [p2n, T]-symétrique de 

mots de longueur 2n soit égal à 2. Par exemple, si u = abcddcba alors 

[[u]b = {abcddcba, cddcbaab, dcbaabcd, baabcddc}. 

Donc, u et dcbaabcd sont les palindromes de [[u]b qui est [p8, T]-symétrique. En fait, 

une classe [p2n, T]-symétrique de mots de longueur 2n contient seulement un palin

drome si n est impair et deux si n est pair. Ceci sert à prouver la proposition suivante: 

Proposition 64. Soit B = Lm~o bmym une espèce asymétrique. Alors, 

7r2(B, 2n, m) = (x(n est pair) + l){3(B, 2n, m). (1.48) 

Démonstration. 

Soit ç une classe p2-diédrale [p2n, T]-symétrique de mots de longueur 2n. Alors, pour 

n impair, il faut montrer qu'il n'y a qu'un seul palindrome p2-primitif dans ç donc 

1 {v E ç : stab2r (v) = (T)} 1 = 1. Par définition de ç, il existe w E ç tel que 

stab2r (w) = (p2n, T) = (T) car p2n = 1. La classe ç est p2-palindromique donc ç = 
[wb = {p2sW Il ::; s ::; n}. Le stabilisateur de p2sw est égal à p2s (T) p-2s = (p4sT). Il 
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faut donc trouver le nombre de s tel que (p4ST) = (T) et 1 ::::; s ::::; j. Or, (p4ST) = (T) 

si et seulement si 23 = 0 mod n d'où 3 est nécessairement égal à n car n et 2 sont 

premiers. Le mot west donc le seu1palindrome de ç. 

De la même manière, pour n pair, {3 1 (p4sV) = (T) et 1 ::::; 3 ::::; j } est égal à {j, ~}. 

Ce qui implique que ç possède deux palindromes. D 

Proposition 65. Soit B = Lm~o bmym une espèce asymétrique. Alors, 

Pal(B, 2n, m) b~) = L (X(d est pair) + l){3(B, 2d, ~) (1.49) 
d·k=n 

{3(B, 2n, m) 1 . L I-l (~) b(::r (1.50)
X(n est palf) + l d 2k 

d·k=n 

Démonstration. Nous classons d'abord les palindromes selon la longueur de leur mot 

p2-primitif d'où 

Pal(B, 2n, m) = "'"L 7f2(B, 2d, -).dm 
n 

dln 

Par inversion de Mobius, nous obtenons 

Il ne reste plus qu'à utiliser la formule de la proposition 64. D 

Notation 76. Soit B = Lm~o bmym une espèce asymétrique. Notons À2 (B, 2n, m), le 

nombre de classes p2-circulaires p2-primitives de mots de longueur 2n et de poids ym 

sur A(B). 

Mentionnons que les classes p2-diédrales [p2n]-symétriques correspondent aux 

classes p2-diédrales p2-gauches p2-primitives. En classant les mots de longueur 2n de 

poids ym selon la longueur de leur racine p2-primitive, nous obtenons la proposition 

suivante: 

Proposition 66. Soit B = Lm~o bmym une espèce asymétrique. Alors, 

b(2n) = "'" dÀ (B 2d m) (1.51)m L 2 , , k 
d·k=n 
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et 
1 ~ () (2d)À2(B, 2n, m ) = - p, k b!!l . (1.52)
n k 

d·k=n , 

Notation 77. Soit B = Lm2:o bmym une espèce asymétrique. Notons (52 (B, 2n, m), 
le nombre de classes p2-diédrales [p2n]-symétriques de mots de longueur 2n et de poids 

ym sur A(B). 

Notation 78. Soit B = Lm2:obmym une espèce asymétrique. Notons II2 (B,2n,m), 

le nombre de classes p2-diédrales, p2-palindromiques et p2-primitives de longueur 2n 

de poids ym sur A(B). 

Proposition 67. Soit B = Lm2:o bmym une espèce asymétrique. Alors, 

II2 (B, 2n, m) = (x(n est pair) + l){3(B, 2n, m). (1.53) 

Démonstration. Par les propositions 59 et 60, pour n impair, les classes p2-diédrales 

p2-palindromiques et p2-primitives de mots de longueur 2n correspondent aux classes 

p2-diédrales [p2n, T]-symétriques. Donc, pour n impair, II2(B, 2n, m) = (3(B, 2n, m). 

De la même manière, pour n pair, les classes p2-diédrales p2-palindromiques et p2_ 

primitives de mots de longueur 2n correspondent aux classes p2-diédrales [p2n, T]

symétriques et [p2n, p2T]-symétriques. Donc, pour n pair, 

Ih(B, 2n, m) = (3(B, 2n, m) + ')'(B, 2n, m) = 2{3(B, 2n, m) 

par la proposition 63. D 

Proposition 68. Soit B = Lm2:o bmym une espèce asymétrique. Alors, 

(1.54) 

et 
_ À2 (B, 2n, m) - II 2 (B, 2n, m)

(B 2 ) (1.55)(52 ,n, m - 2 . 

Démonstration. Par définition, une classe p2-diédrale p2-primitive ç est celle d'un mot 

w p2-primitif tel que ç = [[w]h = [wh U T[Wh. Selon que [wh = T[wh ou [wh i= 
T[wh, ç est associable à une ou deux classes p2-circulaires p2-primitives. Or, [[w]h est 

p2-palindromique si [wh = T[W] et p2-gauche sinon. D 
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1.3.9 Formule d'addition de P~~C(X, Y, Z) 

Théorème 69 (Ducharme,2005). Soit B une espèce asymétrique dont le développe

ment moléculaire est donné par 

B(Y) = L bmym. 
m~O 

Alors, 

(1.56) 
i-j=n?n~O 

+ L L O(B, 2j, 2m)P2~iC(X, (XZ)9ym, Z) 
i·j=n ?n~O 

j est impair 

+ L L O(B, 2j, 2m)P2~iC(X, Z(X z)9ym, X) 
i·j=n m>O 

j est pair 

+ L L O(B, 2j, 2m)P2~iC(Z, X(X z)9ym, Z), 
i-j=n m>O 

j est pair 

où O(B, 2n, m) et (J2(B, 2n, m) sont respectivement donnés par les formules (1.50) et 

(1.55). 

Démonstration. 

Premièrement, nous associons bijectivement chaque type de P2b~c(X, B, Z)-struc

tures à une classe p2 -diédrale de mots de longueur 2n sur A(B) . À partir d'un type de 

B-structures distingué, il est possible de donner une orientation au type de P2b~c (X, B, Z)

structures auquel il appartient. En effet, nous n'avons qu'à choisir l'orientation fai

sant en sorte que l'arête de sorte Z incidente au type de B-structures distingué lui 

soit sortante. Inversement, à un mot sur A(B), il est possible d'associer le type de 

P2b~c(X, B, Z)-structures en supposant que l'arête entre les deux premières lettres du 

mot soit de sorte Z. Ceci est illustré par la figure 1.12 pour un type de P6biC (X, B, Z)

structures. L'ensemble des mots obtenus à partir d'un type de P2b~c(X, B, Z)-structures 

forme bien une classe p2-diédrale. Par exemple, dans la figure 1.12, pour le mot w = 

Y2Y3Y4YSY6Yl de Y2, nous avons que TW est le mot de Yi et p2W est le mot de Y4. Pour 

W un mot de b un type de B-structures distingué, TW est le mot du type adjacent à b 
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par une arête de sorte X. De plus, p2W est le mot du troisième type de B-structures 

selon l'ordre induit par le pointage en b. Ce qui nous permet de conclure que les types 

de P~~C(X, B, Z)-structures sont en bijection avec les classes p2-diédrales sur A(B). 

Remarquons que pour un choix d'un mot de la classe d'un type de P2~C(X, B, Z)

structures, il est possible de définir l'action de Tet p2 sur les types de B-structures où 

T est l'axe de symétrie passant au milieu du mot et donc aussi entre la première et la 

dernière lettre tandis que p2 est une rotation de 2: . 

~ Y2 YJ y, 1)5 1)6 1)/
Ys 

1), 

Figure 1.12 - Un type de P6bic (X, B, Z)-structures distingué en une B-structure 

Deuxièmement, si west le plus petit mot associé à ç, un type de P2~C(X, B, Z), et 

ç est [p2j ]-symétrique, où i . j = n, alors il est possible de donner une orientation 

à ç pour que w soit lu dans le bon sens. De plus, ç peut-être divisé selon la racine 

primitive u de w. Ainsi, si u est de poids m, ç est isomorphe en tant qu'espèce à une 

ci(xjymZj) (en ajoutant à u l'arête de sorte X le suivant). Ceci est illustré pour un 

type de P~iC(X, B, Z) par la figure 1.13. 

Troisièmement, pour j impair, où i . j = n, si west le mot (p2 j , T)-symétrique 

et de poids ym associé à ç un type de P2~C(X, B, Z), alors le stabilisateur de ç par 

rapport à west (p2 j , T). De plus, il est toujours possible de diviser ç selon la racine 

primitive u = vii de w. Les axes des symétries p2j ev (1 ~ P ~ j) passent au milieu 

d'un mot u ou entre deux mots u en coupant, selon le cas, une arête de sorte Z ou de 

sorte X. Il est donc possible d'effectuer une division de ç en secteurs de contenu v ou 

ii selon une orientation donnée de ç. Étant donné que ces secteurs sont délimités par 
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1 

1 y, 

"~
YI y, YI 

1 .......
 

y, y, r'
l " 

""'> YI 

<> 1 1 
1 1 

1 1 

1 1 

Y, YI Y, .........
 1 
, , 1 

........ 1
 

........ 1
~' 
1 

1 

y, YI y, 1 YI Ijz YI 

Figure 1.13 - Isomorphisme entre un type de psbiC(X, B, Z)-structures p2-gauche p2_ 
symétrique de poids ym et C4 (Xy!f Z) 

une arête de sotte X et une de sotte Z, nous pouvons donner une orientation à chaque 

secteur allant de l'arête de sorte X à celle de sorte Z. Muni d'une telle orientation, 

le contenu d'un secteur est v. Chaque secteur possède forcément j - 1 arêtes, donc 

(j - 1)/2 arêtes de sorte X et Z. Nous en concluons donc que ç est isomorphe en tant 

qu'espèce à P2~ic (X, (XZ) y y T, Z). Ceci est illustré par la figure 1.14 pour un type 

de P~dC(X, B, Z)-structures. 

Y1 YI Y1 YJ Y3 Y3 
~ 

Y3 Y3 
E ;> E;> 

Y3 Y3 Y3 Y3
 
Y2 Y2
 

Y3 Y3YI YI Yl YI Y 
Figure 1.14 - Isomorphisme entre un type de P~dC(X, B, Z)-structures [p6, r]
symétrique de poids ym et P4

bic (X, X Zy~) Z) 

Quatrièmement, pour j pair, où i . j = n, si w, le plus petit mot de poids ym as

socié à ç, un type de P2~C(X, B, Z), est (p2 j , r)-symétrique, alors le stabilisateur de 

ç par rapport à west (p2 j , r). Il nous est toujours possible d'effectuer une division 

de ç par secteurs. Par contre, ces secteurs sont délimités par deux arêtes de sOlte X. 
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Il est néanmoins possible de donner une orientation au secteur de façon à ce que son 

contenu v soit miniminal. En fait, si u est la racine de w alors u = vv. Notons que 

cette orientation des secteurs différencie les arêtes en deux groupes: celles pointées par 

l'orientation des secteurs et celles qui ne le sont pas. De plus, chaque secteur possède 

j - 1 arêtes dont j /2 de sorte Z et (j - 2) /2 de sorte X car les secteurs sont délimités 

par deux arêtes de sorte X. Nous en concluons donc que ç est isomorphe en tant qu' es

pèce à P2~ic(X, Z(X Z)YY~, X). Ceci est illustré par la figure 1.14 pour un type de 

P1bdC(X, B, Z)-structures. 

<> 
, l , 

1 
1 

1 

. Yl 1 YJ 
~ Y2 : Y2~ 

Figure 1.15 - Isomorphisme entre un type de P~dC(X, B, Z)-structures [p4, 7]
symétrique de poids ym et P6

bic (X, Zy!ff, X) 

Finalement, pour j pair, où i· j = n, si w, le plus petit mot et de poids ym de la classe 

p2-diédrale de ç, un type de P~~C(X, B, Z), est (p2j , p27 )-symétrique alors le stabilisa

teur de ç par rapport à west (p2 j , p27 ). Remarquons que ç(X, Y, Z) = p-lç(Z, Y, X) 

où ç(X, Z, Y) est l'espèce associée au type ç et p-lç(X, Y, Z) celle associée au type 

de la classe p-lç. La remarque précédente est vraie pour une classe p2-diédrale quel

conque. Ceci est illustré par la figure 1.16 pour la classe du mot Y1Y2Y3Y4YSY6. Nous 

pouvons donc en conclure que ç est isomorphe en tant qu'espèce à 

P2~ic(Z, X(X Z)yy~, Z). 

D 

Corollaire 70. Soit B une espèce asymétrique dont le développement moléculaire est 

donné par 

B(Y) = L bmym. 
m:;:'ü 
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Figure 1.16 - Isomorphisme entre l'espèce ç(X, Y, Z) du type d' isormorphie çet celle 
de p-lç(X, Y, Z) 

Alors, 

L,6~X2 Z2y m + L,6~Z2 E2(Xym) (1.57) 
m2:ü m2:ü 

+ L,6~E2(zxym) + L,6~X2 E2(zym) 
m2:ü m2:ü 

+ L,6~P4bic(X, ym, Z), 
m2:ü 

où 

~b(4) - ~b(2) ~bm 
4 m 4 ~ + 2 4"' 

{33 = a 4 = ~(b(2) - bm)
m f-lm 2 m :2 ' 

bm · 

Démonstration. Il suffit de calculer à l'aide du théorème 69. Notons également que 

p~ic(X, Y, Z) = X ZE2(y) étant donné qu'une P2bic (X, Y, Z)-structure est le 2-gone à 

deux sommets de sorte Y et une arête de sorte X et une de sorte Z. 

D 

Les corollaires suivants sont obtenus par une substitution appropriée de l'équation 

du corollaire 70 ou du théorème 69. De plus, pour Z = 1, nous retrouvons un des 

résultats de (Labelle, Lamathe et Leroux, 2003; Lamathe 2003). 

Corollaire 71. Soit B une espèce asymétrique dont le développement moléculaire est 
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donné par 

B(Y) = L bmym. 
m2:ü 

Alors, 

L 13':nxm + L13~X2e E2(Xm) (1.58) 
m2:n+e m2:n 

+	 L 13:nE2(Xm) + L13~x2nE2(xm) 
m2:n+e m2:e 

+	 L13~P4biC(xn, X m, Xe), 
m2:ü 

où 

1 (4) 3 (2) 1 
4bm-2n-2e - 4bm-2;-2f + "2 bm-2:-u , 

1	 (2)
/3~ "2 (bm-n - bm;n , ) 

1	 (2)
"2 (bm-n-e - bm-;-f , ) 

1	 (2)
"2 (bm- e - bm;f), 

bm· 

Corollaire 72. Soit B une espèce asymétrique dont le développement moléculaire est 

donné par 

B(Y) = L bmym. 
m2:ü 

Alors, 

L13':nX2ym + L13~E2(xym) (1.59) 
m2:ü m2:ü 

+	 L13:nX2 E2(ym) + L13~P4bic(X, ym), 
m2:ü	 m2:ü 

où 

~b(4) - ~b(2) ~bm13m 
1 

4 m 4 ~ + 2 4' 
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b(2) - bm 
m 2"' 

~(b(2) - br!!:.)
2 m 2' 

bm · 

Corollaire 73. Soit B une espèce asymétrique dont le développement moléculaire est 

donné par 

B(X) = I: bmXm. 
m2:ü 

Alors, 

(1.60) 

+ I:,6~x2n E2(X
m

) + I:,6~P4biC(xn, X m 
), 

m2:ü m2:ü 

où 

1 (4) 3 (2) 1 
4bm- 2n - 4bm-;2n + 2bm~2n, 

= b~~n - bm-n,
2 

~(b(2) - br!!:.)
2 m 2' 

bm · 

Nous allons maintenant généraliser les résultats précédents à une espèce B quel

conque dont le développement moléculaire est connu, en posant arbitrairement un ordre 

total (~) sur les espèces moléculaires. Les preuves des résultats complétant cette sec

tion sont omises puisqu'elles sont identiques à celles du cas asymétrique. 

Rappelons que, pour une espèce B = LMEM bMM, A(B) (voir def. 15) est l'al

phabet composé de bM lettres de poids M (pour tous les M E M). En posant Bj = 
LMEM bYJ LV!, le coefficient bYJ correspond au nombre de mots de longueur j et de 

poids M sur A(B). 

Notation 79. Soit B = LMEA1 bMM une espèce. Notons Pal(B, 2n, NI), le nombre 

de palindromes de longueur 2n de poids M sur A(B). 
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Par la définition d'un palindrome de longueur 2n, on a 

Pal(B, 2n, 1\1) = b(n)l . (1.61) 
M2 

Notation 80. Soit B = LMEM bMM une espèce. Notons 1r2(B, 2n, M), le nombre de 

palindromes p2-primitifs de longueur 2n de poids M sur A(B).
 

Notation 81. Soit B = LMEM bMM une espèce. Notons (3(B, 2n, M) (resp. "'((B, 2n, M),
 

le nombre de classes p2-diédrales et [p2n, T]-symétriques (resp. [p2n, p2T]-symétriques)
 

dont les mots sont de poids M et de longueur 2n sur A(B).
 

Proposition 74. Soit B = LMEM bMM une espèce. Alors, 

Pal(B, 2n, M) b(n)l = ,,(X(d est pair) + 1)(3(B, 2d, Mi), (1.62)
M2 LJ 

d·k=n 

(3(B, 2n, M) 1 L f-L(k)b(d) 1 (1.63)• 

X( n est pair) + 1 NJ 2TÇ 
d·k=n 

Notation 82. Soit B = LMEM bMM une espèce. Notons ).dB, 2n, M), le nombre de 

classes p2-circulaires p2-primitives de mots de longueur 2n et de poids NI sur A(B). 

Proposition 75. Soit B = LMEM bM1\1 une espèce. Alors, 

b<z1n) = L d)·d B, 2d, Mt) (1.64) 
d·k=n 

et _1" () (2d)À2 (B, 2n, 1\1) - - LJ f-L k bM2 · 
(1.65) 

n k 
d·k=n 

Notation 83. Soit B = LMEM bMM une espèce. Notons (J2(B, 2n, N!), le nombre de 

classes p2-diédrales [p2n]-symétriques de mots de longueur 2n et de poids A1 sur A(B). 

Notation 84. Soit B = LMEM bMM une espèce. Notons II 2 (B, 2n, M), le nombre 

de classes p2-diédrales, p2-palindromiques et p2-primitives de longueur 2n de poids M 

sur A(B). 

Proposition 76. Soit B = LMEM bM1\1 une espèce asymétrique. Alors, 

II2 (B, 2n, M) = (x(n est pair) + l){3(B, 2n, M). (1.66) 
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Proposition 77. Soit B = LMEM bMM une espèce. Alors, 

À2(B, 2n, M) = 2(J2(B, 2n, M) + Ih(B, 2n, M), (1.67) 

et 
(B M) _ À2(B, 2n, M) - II2(B, 2n, M)

(J2 ,2n, - 2 . (1.68) 

Théorème 78. Soit B une espèce dont le développement moléculaire est donné par 

Alors, 

L L (J2(B, 2j, NI)Ci(Xj MZj) (1.69) 
i-j=nMEM 

+ L L {3(B, 2j, NI2)P2~iC(X, (XZ)Y M, Z) 
ij=n MEM 

j est impair 

+ L L (3(B, 2j, M2)P2~ic(X, Z(X Z)Y Ai, X) 
i·j=n ME/vi. 

j est pair 

+ L L (3(B, 2j, M2)P2~iC(Z, X(X Z)Y NI, Z), 
i·j=n MEM 

j est pair 

où (3(B, 2n, m) et (J2(B, 2n, m) sont respectivement donnés par les formules (1.63) et 

(1.68). 

Les mêmes définitions et résultats s'appliquent directement au cas d-pondéré. 

Théorème 79. Soit B une espèce d -pondérée dont le développement moléculaire est 

donné par 

B = L bMpMp . 

M pEM,ç1 

Alors, 

L L (J2(B, 2j, Mp)(Ci(xj lvJZj))pj (1.70) 
i-j=n M pEM,ç1 
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+ 
· i·j""n . MpEM.".,

) est ImpaIr 

+ L 
· i-j=n. MpEM.".,


J est paIr
 

+ L 
· i·j=n. MpEM.".,

J est pair 

1.4 Théorèmes de dissymétrie 

On peut retrouver les résultats de cette section, entre autres, dans (Bergeron, Labelle 

et Leroux, 1994). 

Théorème 80 (Théorème de dissymétrie pour les arbres). L'espèce des arbres, a, celle 

des arbres distingués en un sommet, a-, celle des arbres distingués en une arête, a-, 
et celle des arbres distingués en un sommet et en une arête incidente à ce dernier, a'- , 
satisfont à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a- + a- = a + a'-. 

Essentiellement, le pointage en un sommet (ou en une arête) est équivalent à un 

pointage du centre où à l'extérieur du centre auquel cas on distingue également l'arête 

incidente (ou le sommet incident) le plus près du centre. Dans le cas des arbres R

enrichis, le même théorème s'applique et on peut exprimer chacune des espèces poin

tées en fonction de R. 

Théorème 81. Soit R une espèce de structures possédant au moins une structure sur 

l'ensemble vide, on a alors l'isomorphisme suivant: 

où S est la dérivée de R, As est l'espèce des arborescences S-enrichies et aR est 

l'espèce des arbres R-enrichis. 

Définition 85. On dira qu'un arbre est bicoloré s'il possède une 2-coloration propre. 

Théorème 82 (Théorème de dissymétrie pour les arbres bicolorés dont les feuilles sont 

de même couleur). L'espèce B des arbres bicolorés dont les feuilles sont de la même 
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couleur satisfait à l'isomorphisme d'espèce suivant: 

où les exposants .,0 et .-0 représentent respectivement le pointage en un sommet de 

la première couleur, le pointage en un sommet de la deuxième couleur et le pointage en 

deux sommets adjacents. 

De manière similaire au cas des arbres, le centre d'un arbre bicoloré dont les feuilles 

sont de même couleur est un sommet et, comme précédemment, le pointage d'un som

met est fait sur le centre ou non auquel cas on peut également distinguer le sommet 

adjacent en direction du centre. 



CHAPITRE II
 

DÉVELOPPEMENT MOLÉCULAIRE DES ARBRES PLANS 

Pour trouver le développement moléculaire des arbres plans, il suffira de trouver 

celui de trois espèces d'arbres plans pointés. Pour ce faire, il suffira de trouver les 

puissances d'une espèce asymétrique et d'appliquer les formules d'addition pour les 

espèces des cycles orientés de taille k 2:: 1, puis, d'utiliser un théorème de dissymétrie 

pour obtenir le développement moléculaire des arbres plans. La démarche demeure la 

même pour les arbres plans pondérés par la distribution des degrés de leurs sommets. 

Les équations fonctionnelles décrivant les différentes espèces d'arbres plans peuvent 

être retrouvées dans (Labelle et Leroux, 1996), la seule innovation étant l'utilisation 

des formules d'addition des cycles orientés pour trouver leurs développements molécu

laires. Ces résultats ont fait l'objet d'un article (Ducharme, Lamathe et Leroux, 2007). 

2.1 Développement moléculaire des arbres plans 

Définition 86. Un arbre plan est une classe d'homéomorphie d'arbres de Cayley plon

gés dans le plan. Nous noterons par a l'espèce des arbres plans étiquetés en leur som

mets. 

Définition 87. Les espèce suivantes seront nécessaires pour décrire l'espèce a des 

arbres plans. 

- X, l'espèce des singletons (i.e., des sommets) ; 

- E2 , l'espèce des ensembles de taille deux; 

- L = I:n2:0 xn, l'espèce des listes (ou ordres linéaires), où X n représente l' es

pèce des listes de longueur n ; 
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- C = L n2:! Cn, l'espèce des cycles (orientés), où Cn est l'espèce des cycles 

(orientés) de taille n. 

Notons que les arbres plans sont en bijection avec les arbres (1 +C)-emichis puisque 

l'orientation du plan induit une structure cyclique sur les sommets voisins de chaque 

sommet d'un arbre plan. De plus, comme L est l'espèce dérivée de l'espèce 1 + C, on 

déduit du théorème 811a proposition suivante: 

Proposition 83. L'espèce a des arbres plans satisfait à l'isomorphisme d'espèces sui

vant: 

(2.1) 

où AL est l'espèce des arborescences L-emichies qui est isomorphe à l'espèce des 

arborescences ordonnées et où les espèces X . (1 + C) 0 AL, C2(AL) et Ai sont respec

tivement isomorphes aux espèces des arbres plans pointés en un sommet, en une arête 

et en un sommet d'une arête distinguée. 

Il suffira donc de calculer les développements moléculaires des espèces X . (1 + 
C) 0 AL, C2 (AL) et Ai pour obtenir celui de l'espèce des arbres plans. De plus, il ne 

suffira que de connaître les coefficients du développement moléculaire des puissances 

entières de AL. On obtient ces coefficients par inversion de Lagrange puisque AL est 

asymétrique. 

Proposition 84. Le développement moléculaire de l'espèce AL est donné par 

AdX) = L cn_1Xn, (2.2) 
n2:1 

où cn = n~l C:) désigne le nième nombre de Catalan. De plus, on a 

(2.3) 

En particulier, on a 

Ai(X) = AdX ) - X = L cn_1Xn. (2.4) 
n2:2 



61 

On conviendra que pour les résultats suivants cn = 0 si n n'est pas un entier naturel. 

À l'aide des formules d'addition pour Cb on obtient les deux propositions suivantes. 

Proposition 85. Le développement moléculaire de l'espèce C2(AL ) est donné par 

C2 (Ad = L Cn _ I C2 (X
n

) + L ~(Cn-l - C~_l)xn, (2.5) 
n~l n~2 

Dans le cas de la formule d'addition concernant l'espèce Ck(B) avec B := AL, 

À(AL , k, n) désigne le nombre de mots de Lyndon de longueur k et de poids xn sur 

l'alphabet A(AL ). Ces entiers satisfont la formule 

1 '"' ( ) (k/d)À (AL, k, n ) = k ~ f-L d an/ d ' (2.6) 

dlk 

où 

a~k) := [X n ]A1(X) = ~ enn-:; 1) , pour k ~ n. (2.7) 

Proposition 86. Le développement moléculaire de l'espèce X . (1 +C) 0 AL est donné 

par 

X· (1 + C) 0 AL = X + L ÀnXn+1 + L L ÀnXCk(Xn), (2.8) 
n~l k~2 n~l 

où 

Àn = L À(AL , j, n). (2.9) 
j~l 

En utilisant les propositions de cette section, on obtient le théorème suivant. 

Théorème 87. Le développement moléculaire de l'espèce a des arbres plans est donné 

par 

a = X + L anX
n + L f3n C2(X

n
) + L L ÀnXCdXn), (2.10) 

n~2 n~l k~2 n~l 

où 

(2.11) 

Cn-l, (2.12) 

L /\(AL,j, n). (2.13) 
j~l 
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Notons que Àn est le nombre de mots de Lyndon de poids X n sur l'alphabet A(AL ). 

2.2	 Développement moléculaire des arbres plans pondérés par la 

distribution des degrés de leurs sommets 

Comme les poids des structures dans ce chapitre seront monomiaux et unitaires, on 

notera par pM au lieu de Mp une espèce moléculaire iVf munie du poids p. 

Notation 88. Soit la fonction de poids w telle que 

w: a[U] ----4 Q[rl, r2," .] 
(2.14) 

a r-----t w(a), 

où Q h, r2, ...] est l'anneau des polynômes en les variables rl, r2, ... , à coefficients 

dans le corps des nombres rationnels Q, a[U] désigne l'ensemble des arbres plans sur 

l'ensemble fini U et où le poids d'un arbre plan a est donné par w(a) = r~lr~2 ... , où 

i j représente le nombre de sommets de degré j de l'arbre a. Notons par aw , l'espèce 

des arbres plans pondérés par w. 

On peut généraliser la définition d'arbre R-enrichi à des espèces pondérées, le poids 

d'un arbre R-enrichi étant le produit des poids des R-structures associées à chaque 

sommet. Le théorème de dissymétrie des arbres R-enrichis reste alors inchangé par 

rapport au cas non pondéré. 

Définition 89. On définit l'espèces pondérée Cr par l'isomorphisme d'espèces suivant: 

(2.15) 

Par la définition de aw , on obtient la proposition suivante. 

Proposition 88. L'espèce aw des arbres plans pondérés par la fonction de poids west 

isomorphe à l'espèce des arbres (ra + Cr)-enrichis où, par abus de notation, ra = ra ·1, 

l'espèce moléculaire munie du poids ra possédant une structure sur l'ensemble vide. 

En utilisant le théorème de dissymétrie des arbres R-enrichis et la proposition pré

cédente, on obtient le résultat suivant. 

Proposition 89. L'espèce aw des arbres plans pondérés par la fonction de poids w 
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satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

(2.16) 

où Lr, = Lrn+JXn est la dérivée de Cr et Ar = ALr, est l'espèce des arborescences 
n~O 

Lr ,-enrichies.
 

Notation 90. SoitD l'ensemble des vecteurs dont les composantes sont indicées par
 

les entiers naturels non nuls,
 

(2.17) 

Pour n, j EN, définissons l'ensemble de distributions In,j par l'équation suivante: 

In,j = {i E DI il + i2 + i3 + ... = n, il + 2i2 + 3i3 + ... = 2n - j}. (2.18) 

Lorsque i E In,l, la distribution i corrrespond à celle d'une arborescence. Pour 

i E I n ,2, la distribution correspond à celle d'un arbre ou à une paire d'arborescences. 

Finalement, pour i E In,k> on a la distribution d'un k-uplet d'arborescences. 

Notation 91. Notons ri = r~lr~2r13 ... pour désigner le poids d'une structure dont la 

distribution des degrés est i. Comme la distribution des degrés est un vecteur, pour 

C E IR, on notera par ci le vecteur (Cil, ci2, ... ) qui lui n'est pas nécessairemment une 

distribution des degrés. 

Les développements moléculaires des puissances de Ar sont obtenus par inversion 

de Lagrange. 

Proposition 90. Soit k ~ 1. Le développement moléculaire de l'espèce (Ar)k des 

k-listes d'arborescences Lr,-enrichies est donné par 

A~(X) = L L a~~? riXn 
, (2.19) 

n~O iEln ,k 

où 

(2.20) 



64 

Rappelons que A(Ar) est l'alphabet pondéré dont chaque lettre est pondérée par un 

représentant de la classe d'isomorphie d'espèces moléculaires du type de Ar-structures 

que cette lettre représente (voir la section 1.2.2). À l'aide de la formule d'addition de 

Cb on obtient le résultat suivant: 

Proposition 91. Nous avons la formule d'addition suivante relative à l'espèce Ck des 

cycles (orientés) de longueur k, k ~ 1 : 

Ck(Ar(X)) = L L L À(kjd, n, i) rdiCd(Xn), (2.21) 
dlk n~O iE!n,k/d 

où di = (di 1 , di2 , di3 , . .. ) et À(kjd, n, i) est le nombre de mots de Lyndon de longueur 

kjd sur l'alphabet A(Ar) de poids riXn. Ces nombres satisfont à la formule 

. _ 1 '""' (k/d)À(k, n, 1) - -k L I-L(d) a!:! 1. , (2.22) 
dlk d'd 

où a~,{ est donné par la formule (2.20). Rappelons que ces coefficients sont nuls dans 

le cas d'indices fractionnaires ou dans celui où i ~ In,j' 

En utilisant les propositions de cette section, on obtient le théorème suivant. 

Théorème 92. Le développement moléculaire de l'espèce des arbres plans pondérés 

par la distribution des degrés de leurs sommets est donné par 

aw(X) = L L an,i riXn + L L ,6n,i r2i C2 (Xn) 
n~2 iE!n,2 n~1 iE!n.l 

+ L L L L À(f, n, i) rkerkiXCk(xn), (2.23) 
k~2 n~O e~ 1 iE!n,e 

où 

. 1 (2)a . L À(k n - 1 1 - 6k) - - (a . + a .) (2.24)n,l " 2 n,l !l!' 
k~1 2 '2 

,6n,i (2.25) 

6k étant le vecteur infini dont tous les éléments sont nuls excepté le kième qui vaut 1. 



CHAPITRE III
 

, , 
DEVELOPPEMENT MOLECULAIRE DES 2-ARBRES 

k-GONAUX EXTERPLANAIRES 

Ce chapitre généralise certaines équations fonctionnelles de l'article de Labelle, La

mathe et Leroux (2003) qui portait sur les 2-arbres triangulaires exterplans et exterpla

naires. Pour trouver le développement moléculaire de l'espèce des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires, on d'abord trouve d'abord celui de trois différentes espèces de 2-arbres 

pointés qui peuvent être décrites à l'aide d'une quatrième, asymétrique, qui sera notée 

A. Deux de ces espèces peuvent être exprimées à l'aide d'une équation fonctionnelle 

n'impliquant que les espèces X n, E 2 , P4biC(X, Y) et A. Les développements molécu

laires de ces deux espèces ne seront obtenus qu'en n'utilisant les formules d'addition 

de E 2 et P4bic(X, Y). Par contre, l'espèce des 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés 

en un polygone est décrite par le biais d'une espèce quotient. Nous devrons utiliser des 

classes diédrales de mots associées aux types d'isomorphie pour déterminer l'espèce 

moléculaire correspondant à chaque type. Ce procédé est similaire à celui de la formule 

d'addition de Pn , l'espèce des polygones de taille n, sauf qu'en plus du poids de cer

tains mots primitifs et de certaines lettres de ceux-ci ce que nous allons définir comme 

la hauteur d'un type de A-structures influera sur la nature de l'espèce moléculaire asso

ciée au type de 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en un polygone. Après avoir 

obtenu les développements des trois espèces pointées, il suffira d'utiliser le théorème 

de dissymétrie des 2-arbres k-gonaux pour obtenir le développement moléculaire des 

2-arbres k-gonaux exterplanaires. 
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3.1	 Définition d'espèces orientées et pointées et théorènle de dissy

métrie 

Les 2-arbres k-gonaux (k ~ 3) sont essentiellement les graphes 2-connexes consti

tués de k-gones liés par celtaines de leurs arêtes de manière arborescente. Plus précisé

ment, on a la définition suivante. 

Définition 92. La classe a des 2-arbres k-gonaux (k ~ 3) est définie de manière récur

sive comme étant la plus petite classe de graphes simples telle que 

1. un graphe formé d'une arête est un élément de a, 

2. si un graphe G = (5, A) satisfait aux conditions suivantes: 

(a) G possède des sommets, notés Xl à Xk-2, de degré 2, 

(b) G possède des sommets Xo et Xk-l, de degré au moins 2, 

(c) Xi et Xj sont adjacents si i + 1 == j mod k ,pour i = 0, '" k - 1, 

(d) G - {Xl, ... , xk-d appartient à a,
 
alors, G est dans a.
 

On obtient donc un 2-arbre k-gonal à partir d'un autre en ajoutant un k-gone ne 

possédant qu'une seule arête en commun avec le dernier. 

Définition 93. Le graphe k-gone-arête d'un 2-arbre t est le graphe dont les sommets 

sont les k-gones et les arêtes de t et dont chaque arête indique l'incidence entre un 

k-gone et une arête de t. On admettra qu'il est bicoloré en accordant une couleur aux 

k-gones de t et une autre aux arêtes de t. 

Définition 94. Un 2-arbre k-gonal est dit exterplanaire s'il admet un plongement dans 

le plan de telle sOlte que tous ses sommets soient dans la face externe (voir l'exemple 

de la figure 3.1 pour k = 5). 

Définition 95. Le degré d'une arête d'un 2-arbre k-gonal est le nombre de k-gones 

auxquels elle appartient. 

Par définition, une arête d'un 2-arbre k-gonal exterplanaire ne peut appaltenir, au 

plus, qu'à deux k-gones. D'où, le degré d'une telle arête est au plus 2.
 

Notation 96. Notons a, l'espèce des 2-arbres k-gonaux étiquetés en leurs k-gones. De
 

la même manière, notons ap ' l'espèce des 2-arbres k-gonaux exterplanaires étiquetés
 

en leurs k-gones.
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Figure 3.1 - Un 2-arbre exterplanaire pentagonal 

Notation 97. Notons par A l'espèce des 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en 

une arête externe orientée, c'est-à-dire une arête de degré au plus 1.
 

Proposition 93. L'espèce A des 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en une arête
 

externe orientée est caractérisée par l'isomorphisme d'espèces suivant:
 

(3.1) 

La figure 3.2 a) illustre un 2-arbre pentagonal exterplanaire pointé en une arête ex

terne orientée. 

L'équation de la proposition 93 est illustrée par la figure 3.2 b) pour un cas impair 

(k = 5) et c) pour un cas pair (k = 6). Étant donné que l'arête distinguée est orientée, 

un ordre et une orientation peuvent être définis sur les autres arêtes du k-gone possédant 

l'arête distinguée. 

Proposition 94. Le développement moléculaire de l'espèce A est donné par 

A(X) = 1 + '"' ~ (n(k -l))Xn . (3.2)
Ln n-l 
n~l 
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a) b) c) 

Figure 3.2 - Des A-structures pour k = 5 et k = 6 

De plus, si a~) = [xn]Aj (X) est le coefficient de X n dans Aj (X), on a 

(j) = t (n( k - 1) + j - 1)an , n,j21, (3.3) 
n n-1 

et a(j) = 1 J. > 0 a(0) = 0 pour n > 1.o ,-, n , _ 

Démonstration. Nous utilisons la formule d'inversion de Lagrange sur l'équation A 

1 = X ((A -1) +1)k-l pour obtenir la relation 3.3. L'équation 3.2 provient directement 

de l'équation 3.3, en prenant j = 1. D 

Théorème 95 (Théorème de dissymétrie des 2-arbres k-gonaux exterplanaires). L'es

pèce ap des 2-arbres k-gonaux exterplanaires satisfait à l'isomorphisme d'espèces sui

vant : 

(3.4) 

où les exposants -,0 et 0 représentent respectivement le pointage en une arête, en un 

k-gone et en un k-gone ayant une arête distinguée. 

Démonstration. À partir de la définition des 2-arbres k-gonaux, on déduit que leurs 

graphes k-gone-arête sont des arbres bicolorés dont les feuilles sont de la même couleur, 

celles-ci représentant les arêtes de degré un de leurs 2-arbres k-gonaux. En appliquant le 

théorème de dissymétrie des arbres bicolorés dont les feuilles sont de la même couleur 

sur les graphes k-gone-arête, on en déduit l'équation 3.4. D 
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3.2 Classes diédrales de types de A-structures 

Considérons l'alphabet A composé des lettres ai,j de poids Xi tel que 1 :::; i :::; aj où 

A = ~n2:0 anxn. Nous associerons donc à chaque lettre a un type de A-structures noté 

A(a). Par abus de langage, on associera à une lettre a et son type A(a) les propriétés 

invariantes sous le transport de structures des structures de A(a). 

Définition 98. Soit la lettre a E A .La lettre inverse de a, notée a, est la lettre associée 

au type de structures obtenu en inversant l'orientation de l'arête distinguée de a. 

Définition 99. Soit w = b} ...bn un mot sur A. Le mot miroir de w, noté iIJ, est le mot 

bn· ..b}. 

Malgré le changement de définition du mot miroir, on définit comme précédemment 

une action du groupe diédral d'ordre 2n sur les mots de longueur n sur l'alphabet A. 

Définition 100. Notons cp l'action du groupe diédral 'On = (p, T) sur l'ensemble des 

mots de longueur n sur A où, pour W = b}h ..bn , 

et 

TW = iIJ. 

Définition 101. La classe circulaire d'un mot W E A, notée [w] est l'orbite de w de 

l'action cp restreinte à (p)
 

Définition 102. La classe diédrale d'un mot w E A, notée [[w]] est l'orbite de w de
 

l'action cp.
 

Remarquons encore que [[w]] = [w] U [iIJ]. 

Il est possible d'associer les classes diédrales de mots sur A aux types de a~

structures. En effet, à partir d'un mot d'une classe diédrale, on construit le type. In

versement, les mots obtenus par l'orientation d'une arête du k-gone distingué forment 

une classe diédrale. Ceci est illustré par la figure 3.3. 

Définition 103. Un mot west palindromique si w = iIJ.
 

Définition 104. Un mot west un dexterpalindrome s'il est la concaténation d'une lettre
 

a, telle que a = a, et d'un palindrome.
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a a 

c c 

Figure 3.3 - Un type de a~ -structures et deux mots qui lui sont associés 

Ainsi, le stabilisateur d'un palindrome est de la forme (pi, T) tandis que celui d'un 

dexterpalindrome est de la forme (pi, pT).
 

Définition 105. Soit un mot w. Ses classes diédrale et circulaire sont dites palindro


miques si elles contiennent un palindrome.
 

Définition 106. Soit un mot w. Ses classes diédrale et circulaire sont dites dexterpalin

dromiques si elles contiennent un dexterpalindrome.
 

Définition 107. Une classe diédrale ou circulaire est dite primitive si elle contient un
 

mot primitif.
 

Définition 108. Soient deux arêtes a et bd'un 2-arbre k-gonal. L'arête best dite opposée
 

à a si
 

1. les arêtes b et a font partie d'un même k-gone P, 

2. la distance entre a et b est k;2 
où la distance entre a est b est la distance minimale entre un sommet de a et un de b. 

Définition 109. Soient deux arêtes a et b d'un 2-arbre k-gonal. L'arête b est dite paral

lèle à a si b satisfait à une des conditions suivantes: 

l.b=a 

2. b est opposée à a, 

3. b est opposée à une arête parallèle à a. 

Définition 110. Soit a une arête de t, un 2-arbre k-gonal. Définissons l'échelle associée 

à a comme étant le sous-graphe de t formé des k-gones possédant au moins une arête 

parallèle à a. 
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Définition 111. Définissons la longueur d'une échelle comme étant le nombre de k

gones lui appartenant.
 

Définition 112. La hauteur d'une A-structure est la longueur de l'échelle associée à
 

son arête orientée.
 

Par exemple, la hauteur des A-structures de la figure 3.4 est 4. De plus, la hauteur 

d'une A-structure où k est impair ne peut qu'être 0 ou 1 étant donné qu'une arête d'un 

tel 2-arbre n'a pas d'arête opposée et que le degré de l'arête distinguée est inférieur à 

2. 

L'espèce quotient (~) est l'espèce dont les structures sont les orbites de l'action de T 

sur les A-structures. Plus précisemment, l'action de T sur une A-structure lui associe la 

structure obtenue en inversant l'orientation de cette A-structure. 

Notation 113. a(n, m) est le nombre de types de (~) -structures isomorphes à x n E2(x m ). 

La figure 3.4 illustre la bijection entre les (~) -structures et les arbres k-gonaux pointés 

en une arête externe. Si l'orbite ne contient que des structures isomorphes, alors le type 

de cette structure est isomorphe, en tant qu'espèce, à xnE2(xm) où n est la hauteur 

des A-stru'ctures et xn+2m leur poids. 

Figure 3.4 - bijection entre une (~) -structure et un arbre k-gonal pointé en une arête 
externe 
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3.3	 Développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux exterplanaires 

où k est impair 

Théorème 96. Soit k un entier impair. L'espèce a; = a;(X) des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires pointés en une arête satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

(3.5) 

L'isomorphisme se décrit selon le degré de l'arête pointée. Les figures 3.5 et 3.6 

illustrent cet isomorphisme pour k = 5. 

Figure 3.5 - Espèces de 2-arbres pentagonaux exterplanaires pointés en une arête de 
degré 1 

Figure 3.6 - Espèces de 2-arbres pentagonaux exterplanaires pointés en une arête de 
degré 2 

En appliquant les formules d'addition pour les espèces E 2 et P4biC (X, Y) au théo
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rème précédent, on obtient le corollaire suivant. 

Corollaire 97. Soit k un entier impair. Le développement moléculaire de l'espèce 

a; = a; (X) des 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en une arête est donné 

par 

a;(x) 1 + L,8~xm + L,8;;E2(Xm) + L,8~X E2(Xm) (3.6) 
m~] m~l m~O 

+ L,8~X2 E2(Xm) + L,8~P4bic(X, X m), 
m~l	 m~O 

où 

,6;; 
(k;l)

,8~ =,6~	 am ,
 

~(a~-]) _ a~;l\
,8~ 

Théorème 98. Soit k un entier impair. L'espèce a~ = a~(X) des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires pointés en une arête d'un k-gone distingué satisfait à l'isomorphisme 

d'espèces suivant: 

(3.7) 

C'est encore selon le degré de l'arête pointée qu'il est possible de déduire l' isomor

phisme précédent. En appliquant la formule d'addition pour l'espèce E2 au théorème 

précédent, on obtient le corollaire suivant. 

Corollaire 99. Soit k un entier impair. Le développement moléculaire de l'espèce 

a~ = a~(X) des 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en une arête d'un k-gone 

distingué est donné par 

L,8~xm + L,6;;XE2(Xm)	 (3.8) 
m~O m~O 
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+ Z=f)~X2 E2(X m 
), 

m;:::O 

où 

3.3.1 Énumération des classes diédrales sur A pour k impair 

Un palindrome de longueur impaire doit avoir une lettre centrale invariante sous 

l'action de T. Ces lettres correspondent à celles dont le quotient par T du type associé, 

A(a), est isomorphe à xnE2 (Xj) où n est la hauteur d'une A(a)-structure et j est un 

entier. Le nombre o:(n,j) de telles lettres est donné par la proposition suivante étant 

donnée qu'il sont en bijection avec les 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en une 

arête externe dont les types, en tant que sous-espèces, sont isomorphes à xnE2 (Xj). 

Proposition 100. Soient n = 1 ou 0 et j un entier naturel. Alors, 

(3.9) 

Notation 114. Soit d un entier naturel. Notons Pal(d, n, m), le nombre de palindromes 

de longueur d et de poids xm tels que leur lettre centrale a = Ci est de hauteur n. 

Notation 115. Soit d un entier naturel impair. Notons pal(d, n, m), le nombre de pa

lindromes primitifs de longueur d et de poids X m tels que leur lettre centrale a = Ci est 

de hauteur n. 

Notation 116. Soit d un entier naturel impair. Notons 1f(d, n, m), le nombre de classes 

palindromiques primitives de longueur d et de poids X m telles que leur lettre centrale 

a = Ci est de hauteur n. 

Un palindrome x de longueur d et de poids X m est uniquement déterminé par sa 

lettre centrale a de hauteur n et le mot t composé de ses d;l premières lettres, x = tat. 

Le poids de la lettre centrale étant de la forme X n +2j , le poids de t est donc X m-;-2 j 

puisqu'il est le même que celui de f. On en déduit la proposition suivante. 
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Proposition 101. Soit d et k des entiers impairs. Alors, 

. (d;l)
Pal(d, n, m) = L a(n, J )a m - n - 2i 

'>0 2L 

L (nk;l) (d;l)
a), a m - n . 

-2--) 

j'20 

(nk;l+d;l) 
a m - n
-2

Notons qu'une classe diédrale, palindromique et primitive de mots de longueur im

paire ne contient qu'un seul palindrome primitif. 

Proposition 102. Soit d impair. Alors, 

Pal(d, n, m) = L pal(i, n, ~), 
. , d J 
~.)= 

pal(d,n,m) = L f-L(j)Pal(i,n, m), 
.. d J 
~.)= 

7r(d, n, m) = L f-L(j)a~~d~:)i21). 
i-j=d J 

Notation 117. Notons À(d, m), le nombres de classes circulaires primitives de mots de 

longueur d et de poids X m . 

Remarquons qu'à chaque classe circulaire c de mots de longueurs d on associe la 

classe circulaire primitive formée des racines primitives des mots de c et que si ces 

racines sont de longueur i, alors la cardinalité de c est i. 

Proposition 103. Soit d un entier. Alors, 

a(d) = ~ iÀ(i m)mL)· ) 
. . d .7 
~.)= 

_ 1 ~ . (i)
À(d, m) - d L f-L(J )a!!j-' 

i-j=d 

Notation 118. Notons (J(d, m), le nombre de classes diédrales, primitives et gauches 

de mots de longueur d et de poids X m . 
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Notation 119. Notons 7r(d, m), le nombre de classes diédrales, primitives et palindro


miques de mots de longueur d et de poids X m .
 

Proposition 104. Soit d un entier impair. Alors,
 

7r(d, m) = I:7r(d, n, m). 
n;:::O 

Notons qu'une classe diédrale, gauche et primitive ne contient que deux classes 

circulaires primitives tandis qu'une classe diédrale, primitive et palindromique n'en 

contient qu'une. Ce qui nous donne les formules suivantes. 

Proposition 105. Soit d un entier impair. Alors, 

À(d,m) = 2(J(d,m) +7r(d,m), 

1
(J(d, m) = 2(À(d, m) - 7r(d, m)). 

Théorème 106. Soit k impair. Le développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires pointés en un k-gone est donné par 

l

I:I: I: 7r(i, n, 2m + n)X P2~c(xn, X m ) (3.10) 
n=O m;:::O i-j=k
 

+I: I: (J(i, m)XCj(Xm 
). (3.11 )
 

m;:::Oi-j=k 

Démonstration. Si la classe diédrale est gauche, on oriente le type de sorte que la classe 

circulaire ainsi obtenue contienne le plus petit mot. On divise le type selon la racine 

primitive de ce mot pour obtenir une X Cj (X m )-structure où i est la longueur de la 

racine primitive et i . j = k. 

Si la classe diédrale est palindromique, elle contient un palindrome dont la racine 

primitive est de la forme pap où a est une lettre et p est un mot. Le stabilisateur de ce 

palindrome est la forme (pi, T) où i est la longueur de sa racine primitive et i . j = k. 

Ainsi, le type possède des axes de symétrie passant par le type de A-structure associé 

à la lettre a et entre les multiplicités de la racine primitive. On oriente les secteurs 

délimités par ces axes vers la lettre a. Donc, si le type de (~) -structures associé à a 
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est isomorphe à X nE2(X d 
) et si le poids de pest X m- d 

, le type de a~ -structure est 

isomorphe à X P2~c (Xn,xm). Ceci est illustré par la figure 3.7. D 

' ..... ' 

Figure 3.7 - Un secteur d'un type de a~-structures 

Il suffit d'utiliser le théorème de dissymétrie pour les 2-arbres k-gonaux exterpla

naires et les développements moléculaires des espèces a; , a~ et a~ pour obtenir celui 

de l'espèce a ppuisque a p = a; + a~ - a~. 

Théorème 107. Soit k un entier impair. Le développement moléculaire de l'espèce 

a p = ap(X) des 2-arbres k-gonaux exterplanaires est donné par 

ap(X) = 1 + ~13:nxm + ~13~E2(xm) + ~ 13:nXE2X m 

m"21 m"21 m"21 

+ ~13~X2 E2(X Tn 
) + 2..)3~P4biC(X, X m) 

m"21 m"20 

1 

+ ~~ ~ 7f(i, n, 2m + n)XP2~c(xn, X m) 
n=O m>O 'i'j=k
 

- i<k
 

+ ~ ~ CJ(i, m)XCj(Xm 
), (3.12) 

m>O i'j=k 
- i<k 
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où 

7r(k, 0, 2m), 
1 1 C"..::..!.)7r(k 1	 2m) - _(a(k-l) - -a 2 ) 

, , 2 m 2 T ' 
(k-l) 

am 
2 

3.4	 Développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux exterplanaires 

où k est pair 

Pour k impair, il est possible de donner une orientation par rapport à une arête distin

guée aux autres arêtes d'un k-gone. En particulier, il est possible d'orienter une arête en 

direction de son sommet le plus éloigné de l'arête distinguée. Ceci est illustré pour un 

pentagone par la figure 3.8 a). Or, pour k pair et une arête a d'un k-gone, l'arête dont 

la distance avec a est (k - 2) /2 ne peut pas être orientée de cette manière. Il est donc 

possible d'orienter k - 2 arêtes d'un k-gone ayant une arête distinguée tel qu'illustré, 

pour un hexagone, par la figure 3.8 b). Cette orientation peut être induite à un 2-arbre 

k-gonal ; voir la figure 3.8 c). 

00 
a) b) c) 

Figure 3.8 - Orientation d'arêtes par rapport à une arête distinguée 

Théorème lOS. Soit k un entier pair. L'espèce a; = a; (X) des 2-arbres k-gonaux 
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~~ 

A 2 A !:f" 

a) c) d)b) 

Figure 3.9 - Sous-espèces de ap pointées en une arête 

exterplanaires pointés en une arête satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

nka;;(x) = 1 + L I~ lx nE2(Ank;2) + P4biC (Xn, A ;2). (3.13) 
n2:1 

Démonstration. Nous classons les structures selon le degré de l'arête distinguée. L'arête 

distinguée de degré 0 est isomorphe à l'espèce 1. Pour les arêtes de degré 1 ou 2, nous 

sommons sur la longueur de l'échelle associée à l'arête distinguée. Si l'arête distinguée 

est au milieu de son échelle de longueur 2n, alors nous pouvons associer ces types de 

structures à l'espèce P4biC(Xn, Ank;2), ce qui est illustré par la figure 3.9 c). Quant à 

la figure 3.9 b), elle représente le cas où l'arête distinguée n'est pas au milieu de son 

échelle. Dans ce cas-ci, pour une échelle de longueur n, les types de structures obtenus 

sont isomorphes à x nE2(An 
k
;2). D 

En appliquant les formules d'addition pour les espèces E2 et P4bic (X, Y) au théo

rème précédent, on obtient le corollaire suivant.
 

Corollaire 109. Soit k un entier pair. Le développement moléculaire de l'espèce a;; =
 

a;;(X) des 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en une arête est donné par
 

a;; (X) = 1 + L,6~xm + L ,6~E2(xm) (3.14) 
m2:1 m;?:l 

+ L L ,6~,nP4biC(xn, X m), 
m;?:û n;?:l 
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où 

k	 kIml + " 1~1 ( (n(k-2)) _ (n ;2)) + ~ (2n(k-2)) _ ~ (n(k-2)) + ~ (n ;2) 
1 2 L.J 2 am - n am;;n 4 am - 2n 4a m-;2n 2am~2n , 

n?:l 

"(n(k-2)) (n k;2)
L.J a m - n - a m-n ,

-2

n?:l 

(3:n,n 

(3:n,n 

Théorème 110. Soit k un entier pair. L'espèce a~ = a~(X) des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires pointés en une arête d'un k-gone distingué satisfait à l'isomorphisme 

d'espèces suivant: 

a~(x) =	 L nXnE2 (A kn;2n). (3.15) 
m?:l 

Démonstration. Nous classons encore les structures selon la longueur de l'échelle as

sociée à l'arête distinguée. Cette fois-ci, pour une échelle de longueur n, les structures 

obtenues sont des X nE2 (An k;2 )-structures. Ce qui est illustré par la figure 3.9 a). 0 

En appliquant la formules d'addition pour l'espèce E2 au théorème précédent, on 

obtient le corollaire suivant. 

Corollaire 111. Soit k un entier pair. Le développement moléculaire de l'espèce a~ = 
a~(X) des 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en une arête d'un k-gone distin

gué est donné par 

a~(x) =	 L(3:nxm + L L(3~,nxnE2(xm), (3.16) 
m?:l m?:ln?:l 

où 

m + "~(a(n(k-2)) _ a(n 
k 
;2))

L.J 2 m-n m 2n' 

n?:l 

(n k-2) 
nam 2 
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3.4.1 Énumération des classes diédrales sur A pour k pair 

Les différences avec le cas où k est impair se résument essentiellement dans le fait 

qu'une A-structure peut posséder une hauteur supérieure à un et qu'on doit procéder à 

l'énumération de classes diédrales primitives de longueur paire. Rappelons que a(n, m) 

est aussi le nombre de lettres de A tel que a = CL de hauteur n et de poids x n+2m . 

Proposition 112. Soit k et n des entiers naturels et k 2': 4 pair. Alors, 

(n k;2)
a(n,m) = am .	 (3.17) 

Par la proposition précédente et la définition de Pal(d, n, m), on a la proposition 

suivante. 

Proposition 113. Soient k 2': 4 un entier pair et d un entier impair. Alors, 

(d-l)
Pal(d, n, m) = L a(n, j)am~n_j 

f20 

L (nk;2) (d;l)
a), am-n,

-2--) 

j20 

(n k ;2+d;l) 
a m - n
-2

Notons qu'une classe diédrale, primitive et palindromique de mots de longueur im

paire contient un seul palindrome primitif. On a alors la proposition suivante. 

Proposition 114. Soient k 2': 4 pair et d impair des entiers. Alors, 

Pal(d, n, m) =	 L pal(i, n, m) 
i-j=d J 

pal(d, n, m) = L f.L(j)Pal(i, n, ~) 
, , d J
t')= 

( k-2+i-l) 
n(d, n, m) = L f.L(j)a~~;;_n) 2 , 

i-j=d J 

Notation 120.	 Notons Pal(d, m), le nombre de palindromes de longueur d et de poids 

x m . 
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Notation 121. Notons pal(d, m), le nombre de palindromes primitifs de longueur d et 

de poids X m . 

Notons qu'une classe diédrale, primitive et palindromique de mots de longueur paire 

ne contient que deux palindromes primitifs. On en déduit la proposition qui suit. 

Proposition 115. Soit k 2: 4 un entier pair. Alors, 

Pal(d, m) = L pal(i, m), 
.. d Jt'J= 

pal(d, m) = L JL(j)Pal(i, ~), 
i.j=d .J 

1 ""' m1f(d, m) = (d . ) L...- JL(j)Pal(i, ~).
X est pal[ .. J 

t'J=d 

Par la définition de Pal (d, m), on obtient le résultat suivant. 

Proposition 116. Soit k 2: 4 et d ;:: 1 des entiers où k est pair. Alors, 

si d est pair, 

Pal(d, m) = 
LPal(d, n, m) 
n~O 

si d est impair. 
(3.18) 

Notation 122. Soit d un entier naturel, pair et non nul. Soit U l'ensemble des dexterpa

lindromes de longueur d et de poids X m . Soit V l'ensemble des dexterpalindromes pri

mitifs de U. Notons dext(d, m), le cardinal de V. Notons 5(d, m), le nombre de classes 

dexterpalindromiques contenant un élément de V. Soit U' l'ensemble des dexterpalin

dromes de U tels que leur première lettre est de hauteur ni. Notons Dext(d, ni, m), 

le cardinal de U'. Soit V' l'ensemble des dexterpalindromes primitifs de U'. Notons 

dext(d, ni, m), le cardinal de V'. Notons 5(d, ni, m), le nombre de classes dexterpa

lindromiques contenant un élément de V'. Soit U" l'ensemble des dexterpalindromes de 

U' tels que la lettre centrale de leur palindrome est de hauteur n2. Notons Dext(d, ni, n2, m), 

le cardinal de U". Soit V" l'ensemble des dexterpalindromes primitifs de U". Notons 

dext(d, ni, n2, m), le cardinal de V". Notons 5(d, nl> n2, m), le nombre de classes dex

terpalindromiques contenant un élément de V". 
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Un dexterpalindrome de longueur d et de poids X m est de la forme aubu où a et 

b sont des lettres et u est un mot de longueur d;2. Si a est de hauteur nI et de poids 

X n1 +2i et si b est de hauteur n2 et de poids X n2+2j , le palindrome uu est de poids 

xm-nl-n2-2i-2j. On en déduit la proposition suivante. 

Proposition 117. Soient k 2: 4 et d 2: 2 des entiers pairs. Soient nI et n2 deux entiers 

naturels. Alors, 

Notons qu'une classe diédrale comptée par 5( d, n, m, f!) telle que n =1- m ne com

porte qu'un dexterpalindrome compté par dext(d, n, m, f!), l'autre étant compté par 

dext(d, m, n, f!). On en déduit la proposition suivante. 

Proposition 118. Soit d pair et n 2: 0 et m 2: 0 des entiers différents. Alors, 

Dext(d, n, m, f!) = 
. f!L dext(~, n, m, -:), (3.19) 

j.j=d J 
j impair 

dext(d, n, m, f!) 5(d,n,m,f!) = 
f!L M(j)Dext(i,m,n, -:). (3.20) 

i.j=d J 
j impair 

(3.21) 

Par les définitions de Dext(d,n,m), a(n,i) et Pal(d,m), on obtient la première 

équation de la proposition suivante, la deuxième étant obtenue en associant à chaque 

dexterpalindrome sa racine primitive qui elle est aussi un dexterpalindrome et la troi

sème en effectuant une inversion de Mobius sur la deuxième. 

Proposition 119. Soit d un entier positif. Alors, 

Dext(d, n, m) L a(n, i)Pal(d - 1, m - n - 2i), (3.22) 
i2':ü 

Dext(d, n, m) L dext(i, n, m), (3.23) 
i.j=d .J 
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dext(d, n, m) = L f-L(j)Dext(i, n, m). (3.24) 
. . d Jt.J= 

Notons qu'une classe diédrale comptée par [) (d, n, n, m) ne contient que deux dexter

palindromes comptés par dext(d, n, n, m). De plus, les racines primitives de longueur 

i tel que i . j = d des dexterpalindromes comptés par dext(d, n, n, m) sont comptés 

par Dext(i,n,n,!!l) si j est impair et par dext(i, n, !!l) si j est pair. On en déduit la 
J J 

proposition suivante. 

Proposition 120. Soient k et d des entiers pairs. Soit n un entier naturel. Alors, 

Dext(d, n, n, m) = L dext(i, n, n, ~) + L dext(i, n, m), (3.25) 
i.j=d J i.j=d J 

j impair j pair 

dext(d, n, n, m) (3.26) 

j impair 

h pair 

1 
[)(d, n, n, m) = 2dext(d, n, n, m). (3.27) 

Comme les ensembles comptés par [) (d, nI, n2, m) et par [) (d, n2, nI, m) se confondent, 

on obtient la proposition suivante. 

Proposition 121. Soient k et d des entiers pairs non nuls. Alors, 

[)(d,m) = L L [)(d,nl,n2,m). 
nl2:ü n22:nl 

Notons qu'une classe diédrale primitive de mots de longueur impaire est soit gauche 

soit palindromique. Une classe diédrale primitive de mots de longueur paire est exclu

sivement gauche, palindromique ou dexterpalindromique. De plus, seules les classes 

diédrales gauches sont l'union de deux classes circulaires, les autres n'en étant celle 

que d'une seule. On obtient la proposition suivante. 

Proposition 122. Soit d un entier naturel non nul. Alors, 

À(d, m) = 2(J(d, m) + 7r(d, m) + X(d pair)[)(d, m), (3.28) 
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1 
o"(d, m) = 2(À(d, m) - 7r(d, m) - X(d pair)c5(d, m)). (3.29) 

Théorème 123. Soit k pair. Le développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux ex

terplanaires pointés en un k-gone est donné par 

a~ = LL L 7r(i,n,2m+n)XP2~ic(xn,xm,1) (3.30) 
n>O m>O i.j=k 

- - i impair 

+ L L 7r(i, 2n)XpijC(1,Xn, 1) (3.31) 
n>O i-j=k 

- i pair 

+ LLL L c5(i,R,m,2n+R+m)XP2~iC(Xe,xn,xm) (3.32) 
e>o m>e n>O i.j=k 

- - - i pair 

+ L L o"(i, m)XCj(Xm). (3.33) 
m?:O i-j=k 

Démonstration. 

Si la classe diédrale est palindromique telle que la racine primitive du plus petit 

palindrome est de longueur impaire et donc de la forme pap où a est une lettre et p 

est un mot, le stabilisateur de ce palindrome est la forme (pi, T) où i est la longueur 

de sa racine primitive et i . j = k. Ainsi, le type possède des axes de symétrie passant 

par le type de A-structures associé à la lettre a et entre les multiplicités de la racine 

primitive. On oriente les secteurs délimités par ces axes vers la lettre a. Donc, si le type 

de (~) -structures associé à a est isomorphe à xnE2(X d) et si le poids de pest xm-d, 

le type de a7 -structure est isomorphe à X P2~c (Xn, X m). Ceci est illustré par la figure 

3.10. 

Si la classe diédrale est palindromique telle que la racine primitive du plus petit 

palindrome est de longueur paire, donc de la forme pp où p est un mot, le stabilisateur 

de ce palindrome est la forme (pi, T) où i est la longueur de sa racine primitive et 

i . j = k. Ainsi, le type possède des axes de symétrie passant entre les multiplicités de 

la racine primitive et entre p et p. On oriente les secteurs délimités par ces axes vers les 

axes passant au milieu des racines primitives. Donc, si le poids de pest X m , le type de 

a7 -structure est isomorphe à X P2~ic (1, X m , 1). 
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Figure 3.10 - Un secteur d'un type de a~-structures 

Si la classe diédrale est dexterpalindromique telle que la racine primitive du plus 

petit dexterpalindrome est de longueur paire, donc de la forme apbp où a et b sont des 

lettres et p est un mot, le stabilisateur de ce dexterpalindrome est de la forme (pi, Tp) 

où i est la longueur de sa racine primitive et i . j = k. Ainsi, le type possède des axes 

de symétrie passant par le type de A-structures associé à la lettre bet par le type associé 

à a. On oriente les secteurs délimités par ces axes vers la lettre a. Donc, si le type de 

(~) -structures associé à a est isomorphe à X n1 E2(X d 
), le type associé à best isomorphe 

d cà X n2 E2(XC
) et si le poids de pest X m - - , le type de a~ -structures est isomorphe à 

X P,biC(Xn1 X m X n2 )2J ) , . 

o 

De nouveau, il suffit d'utiliser le théorème de dissymétrie pour les 2-arbres k

gonaux exterplanaires et les développements moléculaires des espèces a:;;, a~ et a* 
pour obtenir celui de l'espèce appuisque ap= a; + a~ - a*. 
Théorème 124. Soit k un entier pair. Le développement moléculaire de l'espèce ap = 
ap(X) des 2-arbres k-gonaux exterplanaires est donné par 

ap(x) = 1 + L,6~xm + L ,6?nE2 (Xm) (3.34) 
m~l m~l 

+ LL,6:n,nP4biC(xn,xm), 
m~O n~l 
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+ LL L n(i,n,2m+ n)XptiC(xn,xm, 1) 
n:2:0 m:2:0 i·j=k, i<k 

i impair 

+	 L L n(i,2n)Xp~c(1,xn,1) 
n>O i-j=k, i<k 

-	 i pair 

+	 LLL L o(i,f,m,2n+f+m)Xp~C(xJ!,xn,xm) 
e>o m>e n>O i-j=k, i<k 

-	 - - i pair 

+	 L L (J(i, m)XCj(Xm), 
m>O i·j=k
 

- i<k
 

où 

k 22 

"" À(k· . 2 . .) lnJ (n )L U ,'t,J, m+'t+J - "2 am , 
i?j 

i+j=n-l 



CHAPITRE IV 

DÉVELOPPEMENT MOLÉCULAIRE DES 2-ARBRES 

k-GONAUX EXTERPLANAIRES SANS SOMMETS DE DEGRÉ 

SUPÉRIEUR À 3 

Le principal intérêt de cette classification est la représentation de molécules chi

miques et particulièrement de catafusènes. Généralement, les chimistes font une classi

fication de telles molécules par leur groupe d'isomorphismes à conjugaison près dans le 

groupe diédral. Ce qui nous amène à faire une distinction entre les symétries d'ordre 2 

obtenues par réflexion et par rotation. Mentionnons que la contrainte sur les degrés des 

sommets est équivalente à ne pas admettre deux arêtes incidentes de degré au moins 

2. Les différences les plus marquées avec le chapitre précédent seront les équations 

fonctionnelles dans le cas où k est impair et le fait qu'on ne considérera qu'un sous

ensemble des classes diédrales de mots sur l'alphabet d'une espèce asymétrique. À 

notre connaissance, l'énumération des 2-arbres k-gonaux exterplanaires sans sommets 

de degré supérieur à 3 n'aurait été faite que pour les k ~ 8 (voir Brunvoll, Cyvin et 

Cyvin, 1997). 

4.1 Définitions et théorème de dissymétrie
 

Notation 123. Notons par a l'espèce des 2-arbres k-gonaux exterplanaires sans som
p 

mets de degré supérieur à 3 étiquetés en leurs k-gones. Cette espèce correspond d'ailleurs 

à celle des 2-arbres k-gonaux sans sommets de degré supérieur à 3. 

Définition 124. La classe a des 2-arbres k-gonaux (k ~ 3) sans sommets de degré 
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supérieur à 3 peut être définie de manière récursive comme étant la plus petite classe de 

graphes simples telle que 

1. un graphe formé d'une arête est un élément de a, 

2. si un graphe G = (5, A) satisfait aux conditions suivantes: 

(a) G possède des sommets, notés Xl à Xk-2, de degré 2, 

(b) G possède des sommets Xo et Xk-l, de degré 2 ou 3, 

(c) Xi et Xj sont adjacents si i + 1 == j mod k , pour i = 0, .. , k - 1, 

(d) G - {Xl, ... , xk-d appartient à a,
 
alors, G est dans a.
 

Essentiellement, on obtient un 2-arbre k-gonal sans sommets de degré supérieur à 

3 à partir d'un autre en ajoutant un k-gone ne possédant qu'une seule arête en commun 

avec cet autre 2-arbre dont les deux sommets sont de degré 1 ou 2. Le cas où k = 3 est 

trivial au sens où il n'y a que trois types de structures étant donné qu'un 2-abre 3-gonal 

possédant deux 3-gones ne possède aucune arête sans sommets de degré 3. On a alors 

la proposition suivante: 

Proposition 125. L'espèce ap(X) des 2-arbres triangulaires (i.e. 3-gonaux) sans som

mets de degré supérieur à 3 satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

(4.1 ) 

Pour le cas où k = 4, tout 2-arbre 4-gonal sans sommets de degré supérieur à 3 se 

limite à une échelle exterplanaire. En effet, pour toute échelle exterplanaire de hauteur 

supérieure à 2, seules les arêtes à leurs extrémités possèdent deux sommets de degré 

inférieur à 3. Par contradiction, on obtient qu'un 2-arbre 4-gonal sans sommets de degré 

supérieur à 3 et son échelle exterplainre de hauteur maximale se confondent car, sinon, 

l'échelle ne serait pas maximale ou le 2-arbre possèderait un sommet de degré 4. Le 

type d'une échelle de hauteur n est alors isomorphe à X P4biC(Xn~1 ,1) si n est impair 

ou à P4bic (X!j, 1) si n est pair. On a donc la proposition suivante. 

Proposition 126. L'espèce ap(X) des 2-arbres quadrangulaires (i.e. 4-gonaux) sans 

sommets de degré supérieur à 3 satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

ap(X) = L:P4biC(xn, 1) + L:XP4biC(xn, 1). (4.2) 
n~O n~O 
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Notation 125. Notons par A l'espèce des 2-arbres k-gonaux exterplanaires sans som


mets de degré supérieur à 3 distingués en une arête externe orientée et telle que ses
 

sommets sont de degré inférieur à 3. C'est-à-dire que l'arête orientée et ses arêtes in


cidentes sont au plus de degré 1. Notons également par A+ l'espèce des 2-arbres k


gonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3 distingués en une arête de
 

degré 1, orientée et telle que ses sommets sont de degré 2. Evidemment, A = 1 + A+ ,
 

car l'arête de degré 0 est la seule A-structure qui n'est pàs une A+-structure.
 

Notation 126. Notons par c(m, n) le nombre de couplages de m arêtes de la chaîne
 

orientée de longueur n.
 

Proposition 127. Soient m et n des entiers. Alors,
 

n + 1- m)c(m, n) = m . (4.3)( 

Démonstration. À partir d'une chaîne orientée de longueur n + 1 - m, on distingue 

m arêtes et on lui ajoute une à la suite de chaque arête distinguée, sauf pour la der

nière, pour ontenir un couplage en m arêtes d'une chaîne orientée de longueur n, et 

inversement. 0 

Notation 127. Notons par B(n) l'espèce des listes de A-structures de longueur n telles 

qu'aucune A+-structure n'en précède une autre. Par convention, si n n'est pas un entier 

naturel alors B(n) = O. 

Par cette définition, on a la proposition suivante. 

Proposition 128. Soit n un entier naturel. On a l'isomorphisme d'espèces suivant: 

B(n) = L c(m, n)A~. (4.4) 
m~O 

Proposition 129. L'espèce A+ des 2-arbres k-gonaux exterplanaires sans sommets de 

degré supérieur à 3 distingués en une arête de degré 1, orientée et telle que ses sommets 

sont de degré 2 est caractérisée par les isomorphismes d'espèces suivant: 

A+ = XB(k-3) = XL c(m, k - 3)A~ (4.5) 
m~O 
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Démonstration. L'orientation de l'arête distinguée induit une orientation sur les arêtes 

du k-gone contenant l'arête distinguée. Comme l'arête distinguée et les deux autres 

adjacentes à celle-ci sont de degré 1, les autres arêtes sont soit des arêtes de degré 1 ou 

des arêtes de degré 2 qui, ces dernières, ne sont pas adjacentes entre elles et à qui on 

associe des A+-structures, ce qui constitue une B(k_3)-structure. Ceci est illustré par la 

figure 4.1. 0 

B(k-3) 

x 

Figure 4.1 - L'espèce A en fonction de B(k-3) 

Théorème 130 (Théorème de dissymétrie des 2-arbres k-gonaux exterplanaires sans 

sommets de degré supérieur à 3). L'espèce ap des 2-arbres k-gonaux exterplanaires 

sans sommets de degré supérieur à 3 satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a; + a~ = ap + a~ ) (4.6) 

où les exposants -, 0 et 0 représentent respectivement le pointage en une arête, en un 

k-gone et en un k-gone ayant une arête distinguée. 

La preuve est la même que pour les 2-arbres k-gonaux exterplanaires. 

Nous utiliserons les mêmes définitions qu'en section 3.2 du chapitre 3 en ajoutant 

une condition d'admissibilité pour obtenir une bijection entre les classes diédrales ad

missibles de mots de longueur k et les a~ -structures. Pour le reste du chapitre, les 

classes diédrales de mots seront considérées comme étant constituées de mots sur A 

qui est l'alphabet dont chaque lettre représente un type de A-structures et est pondérée 
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par l'espèce moléculaire asymétrique (c'est-à-dire X n où n est le nombre de k-gones 

des structures du type) à laquelle le type est isomorphe. 

Définition 128. Un mot de longueur -e, w = aOal ... ae-l, est dit admissible si, pour 

1 :S i :s -e - 1, le type associé à la lettre ai est isomorphe à 1 ou le type associé à 

la lettre ai+l mod eest isomorphe à 1. Autrement dit, un seul des deux types associés à 

deux lettres adjacentes peut être un type de A+-structures. Ou encore, au moins un des 

types associés à deux lettres adjacentes est celui d'une arête. 

On en déduit que les racines d'un mot admissible sont des mots admissibles et que 

les mots d'une classe diédrale ou circulaire d'un mot admissible le sont aussi. 

Définition 129. Une classe diédrale ou circulaire de mots sera dite admissible si elle 

possède un mot admissible. 

4.2	 Développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux exterplanaires 

sans sommets de degré supérieur à 3 où k est impair 

Notons que nous utiliserons la notation de l'espèce P~iC(N, M) pour désigner les 

espèces de 2-arbres k-gonaux isomorphes à N E2(lVI) si la symétrie d'ordre 2 est une 

réflexion, où N et M sont des espèce moléculaire. Si la réflexion est une rotation nous 

utiliserons la notation de l'espèce NC2(M). Pour ce faire, la version suivante de la 

formule d'addition de l'espèce P4
bic(X, Y) sera utilisée. 

Proposition 131. Soit B une espèce asymétrique dont le développement moléculaire 

est donné par 

B(X) = I: bkXk 
. 

k?O 

Alors, 

(4.7) 

+	 I:tJ~C2(xm) + I:,6~p~iC(x2n, X m) 
m?n m?O 

+	 I:tJ~P4biC(xn, X m), 
m?O 
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où 

1 (4) 3 (2) 1,8:n 4bm-2n - 4bm-;2n + 2"b m"4 2n , 

1	 (2) 
=	 2" (bm-n - bm;n , ) 

1 (2)
2" (bm-n - bm;n, ) 

~ (b(2) - b!!l)
2	 m 2' 

-	 bm · 

Nous aurons aussi besoin de définir la notion d'un sommet opposé à une arête. 

Définition 130. Un sommet s est dit opposé à une arête a = (x, y) si s, x et y font 

partie dont même k-gone et la distance entre s et chaque sommet de a est (k - 1) /2. 

Dans un 2-arbre k-gonal où k est impair, n sommets sont oppposés à une arête de 

degré n. Rappelons que, dans le cas exterplanaire, le degré d'une arête est au plus 2. 

Définition 131. Soit k 2: 3 impair. Soit t un 2-arbre k-gonal. Soient a, b et c des arêtes 

de t telles que a et b appartiennent chacun à un k-gone contenant c. Alors, a et b sont 

du même côté par rapport à c si le sommet de c, dont la distance avec a est minimale, 

est le même que celui de c dont la distance avec b est minimale. 

Théorème 132. Soit k 2: 7 un entier impair. L'espèce a; = a;(X) des 2-arbres 

k-gonaux, exterplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 et pointés en une arête 

satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a; 1+P2bic (X,B(k;3)) +XA+B(k;3)B(k;5) (4.8) 

bic bic 
+	 P4 (X,B(k;')) +P2 (1,A+XB(k;7)B(k;5)) 

2+	 C2 (X A+B(k;7) B(k;')) + X A+B(k;7) B(k;5)' 

Démonstration. On classe les a; -strutures selon le degré de l'arête distinguée et le 

nombre d'arêtes de degré 2 incidentes à un sommet opposé à celle distinguée. 

Si l'arête distinguée est de degré 0, l'espèce associée à une telle a; -struture est 

isomorphe à 1. Si l'arête distinguée est de degré 1 et que son sommet opposé est in

cident à aucune arête de degré 2, alors l'espèce de telles a; -structures est isomorphe 
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à P2biC (X, B(k;3) ) . Ceci est illustré par la figure 4.2 a). Si l'arête distinguée est de 

degré 1 et son sommet opposé est incident à une arête de degré 2, l'espèce de telles 

a; -structures est isomorphe à X A+B(k;3) B (k;5) . Ceci est illustré par la figure 4.2 b). 

a) b) c) 

Figure 4.2 - Sous-espèces de a; isomorphes à p2bic (X, B(k;3 )) en a), à 

XA+B(k;3)B(k;5) en b) et à X 2A+B(k;7)B(k;5) en c) 

Si l'arête ditinguée est de degré 2 et que ses sommets opposés ne sont pas incidents à 

une arête de degré 2, l'espèce de telles a; -structures est isomorphe à p4bic (X, B(k;5)) . 

Ceci est illustré par la figure 4.3 a). Si un seul des sommets opposés à l'arête distinguée 

est incident à une arête de degré 2, l'espèce de telles a; -structures est isomorphe à 

X 2A+B(k;7) B( k;5) , ce qui est illustré par la figure 4.2 c). Si les deux sommets oppo

sés à l'arête distinguée sont, chacun, incident à une arête de degré 2 et si ces deux arêtes 

sont du même côté par rapport à l'arête distinguée, l'espèce de telles a; -structures est 

isomorphe à p2biC ( 1, X A+B(k;7) B(k;5) ) . C'est ce qui est illustré par la figure 4.3 

b). Par contre, si elles ne sont pas du même côté, l'espèce de telles a; -structures est 

isomorphe à C2 (X A+B(k;7) B (k;S) ) , ce qui est illustré par la figure 4.3 c). 

D 

De manière similaire on obtient le théorème suivant pour les 2-arbres pentagonaux 

(i.e 5-gonaux) exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3. 
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a) b) c) 

Figure 4.3 - Sous-espèces de a; isomorphes à P4bic (X, B (k"2 5)) en a), à 

P2
biC (1, XA+B(k"27)B (k"25)) en b) et à C2 (XA+B(k"27)B (k"25)) en c) 

Théorème 133. L'espèce a; = a;(X) des 2-arbres pentagonaux (i.e. 5-gonaux), 

exterplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 et pointés en une arête satisfait à 

l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a; 1 + P2
biC (X, A) + X A+A (4.9) 

+ P4
bic (X, 1) + P2

biC (1, X A+ ) 

+ C2 (XA+) + X 2A+. 

biEn appliquant respectivement les formules d'addition de C2 , de p2 c et de p4bic aux 

deux théorèmes précédents, on obtient les corollaires suivants.
 

Corollaire 134. Soit k 2 7 un entier impair. Soient les coefficients définis par les
 

équations suivantes et nuls si un de leurs indices n'est pas un entier naturel:
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(X A+B( k;5)B(k;7)) e, 

On omettra l'exposant s'il est égal à 1. L'espèce a; = a; (X) des 2-arbres k-gonaux, 

exterplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 et pointés en une arête satisfait à 

l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a; = 1 + L f3~xm + L f3~P2bic(1, X m) + L f3:np~ic(X, X m) (4.10) 
m~l m~O m~O 

+ L f3;nP2bic(X2, X m) + L f3~C2(xm) + L f3~P4bic(X, X m). 
m~O m~O m~O 

où 

1 1 (2) 1 (4) 3 (2) 1 (2) 
f3m 2(Cm- 1 - Cm;-l) + dm + 4: Im- 2 - 4: 1m;-2 + 2/m;:2 + 9m - 9"9 + hm, 

f3~ f3~ = 9m + ~(J~~l - Im;-l), 
3f3m Cm,
 

f3:n ~(J~) - 1"9)'
 

f3~ lm.
 

Corollaire 135. L'espèce a; = a;(X) des 2-arbres pentagonaux (i.e. 5-gonaux), 

exterplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 et pointés en une arête satisfait à 

l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a; = 1 + 2X2 + L f3~Xm + L f3~P2biC(1, X m) (4.11) 
m~3 m~2 

bic+ L f3:n P2 (X, X m) L f3:nC2(X m) + P4
bic (X, 1) 

m~O m~2 
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où 

3 (2) (2) 12am- 1 + am -2 - am-l - am -2 - 2am;-I - am;-2 , 

/3~ = x(m ~ 2)am -l, 

Théorème 136. Soit k 2:: 7 un entier impair. L'espèce a~ = a~(X) des 2-arbres 

k-gonaux, exterplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 et pointés en une arête 

d'un k-gone distingué satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a~(x) p~ic (X, B(k;3)) + X A+B(k;3) B(k;5) + p~ic (X 2, B( k;5)) 
2

X
2+ A+B(k;7)B(k;5) + X A+B(k;7)B(k;5)" (4.12) 

Démonstration. On classe les a~-structures selon le degré de l'arête distinguée et le 

nombre d'arêtes de degré 2 incidentes à un sommet opposé à celle distinguée. Si le 

degré de l'arête distinguée est 1, l'espèce de telles a*-structures est isomorphe à celle 

des a; -structures dont l'arête distinguée est de degré 1. 

Si l'arête distinguée est de degré 2 et si les sommets opposés ne sont pas incidents à 

une ar~te de degré 2, l'espèce de telles a~-structures est isomorphe à P2biC 
( X, B( k;5) ) , 

ce qui est illustré par la figure 4.4 a). Si le sommet appartenant à un k-gone non distin

gué et opposé à l'arête distinguée est le seul sommet opposé à celle-ci et incident à une 

arête de degré 2, l'espèce de telles a~-structures est isomorphe à X 2A+ B(k;7) B( k;5) . 

Ceci est illustré par la figure 4.4 b). Si le sommet appartenant au k-gone distingué et 

opposé à l'arête distinguée est incident à une arête de degré 2, l'espèce de telles a~

structures est isomorphe à X 2 B{k_3)B(k;7)B(k;5)' donc à XA~B(k;7)B(k;5)' car 

A+ = X B{k-3)' Ce qui est illustré par la figure 4.4 c). 

D 

De manière similaire, on obtient le théorème suivant. 

Théorème 137. L'espèce a~ = a~(X) des 2-arbres pentagonaux (i.e. 5-gonaux), 

exterplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 pointés en une arête d'un pentagone 
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a) b) c) 

Figure 4.4 - Espèces isomorphes à P2bic ( X, B( k;5)) en a), à X 2A+B(k;7) B( k;5) en 

b)et àXAiB(k;7)B(k;5) enc) 

distingué satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

aQ. = pbic(X A)+XA A+pbiC(X2 1)+X2A +XA2 (4.13)P 2' + 2' + +" 

En appliquant la formules d'addition de P2bic aux deux théorèmes précédents, on 

obtient les corollaires suivants.
 

Corollaire 138. Soit k ~ 7 un entier impair. Soient les coefficients définis par les
 

équations suivantes et nuls si un de leurs indices n'est pas un entier naturel:
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2
(X A+B( k;5)B(k;7) r 
(XA~B(k;5)B(k;7) r 

On omettra l'exposant s'il est égal à 1. L'espèce a~ = a~(X) des 2-arbres k-gonaux, 

exterplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 et pointés en une arête d'un k-gone 

distingué satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a~ = 1 + L,6~xm + L ,6~P2biC(X, X m) + L ,6~P2bic(X2, X m) (4.14) 
m2:l m2:Ü m2:ü 

où 

~ml 1 ( (2) ) 1 ((4) (2)) . 
fJ "2 Cm _ l Cm;1 + dm +"2 fm-2 - fm;2 + hm + 'Zm, 

~m2fJ Cm, 

,6~ f:;). 

Corollaire 139. L'espèce a~ = a~(X) des 2-arbres pentagonaux (i.e. 5-gonaux), ex

terplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 et pointés en une arête d'un pentagone 

distingué satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a~ = 2X2+ L ,6~xm + L ,6~P2bic(X, X m) + P2biC (X 2, 1), (4.15) 
m2:3 m2:ü 

où 
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4.2.1	 Énumération des classes diédrales admissibles sur A pour 

k > 5 impair 

Notation 132. Notons Pal(d, n, m), le nombre de palindromes admissibles de longueur 

d impaire et de poids X m tels que leur lettre centrale sont de hauteur n. 

Notons que la seule lettre de hauteur 0 est de poids 1. De plus, un palindrome 

admissible de longueur d impaire et de poids X m tel que sa lettre centrale est de hauteur 

oest décrit par un type de B(d;3) -structures de poids X ~ , car ces première et dernière 

lettres doivent être aussi des arêtes de degré O. On a donc la proposition suivante. 

Proposition 140. Soit d 2: 3 impair. Alors, 

Pal(l, 0, m) [xml 1, (4.16) 

Pal(d, 0, m) [x T] B (d;3). (4.17) 

Notons que le seul mot admissible de longueur 1 possède une lettre de hauteur O. 

La lettre centrale a de hauteur 1 d'un palindrome est définie par un type de B (k;5 r 
structures car a = a, donc les arêtes adjacentes au sommet oppposé à l'arête distinguée 

sont de degré 1. De plus, si le palindrome est de longueur d 2: 5 impair, il est donc 

défini par un type de B (k;5) B (d;5) -structures puisque la première lettre, la dernière 

et celles adjacentes à la lettre centrale doivent être de hauteur O. Ce qui implique la 

proposition suivante. 

Proposition 141. Soit k, d 2: 5 impairs. Alors, 

Pal(l, 1, m) 0, (4.18) 

Pal(3, 1, m) [Xm;l] B(k;5), (4.19) 

Pal(d, 1, m) [Xm;l] B(k;5)B(d;5). (4.20) 

Notation 133. Notons pal(d, n, m), le nombre de palindromes primitifs admissibles de 

longueur d impaire et de poids X m tels que la hauteur de leur lettre centrale est n. 

Notation 134. Notons Jr (d, n, m), le nombre de classes diédrales primitives, admis

sibles et plaindromiques possédant un palindrome primitif admissible de longueur d 

impaire et de poids X m tel que la hauteur de sa lettre centrale est n. 
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Les racines primitives de longueur i des palindromes comptés par Pal(d, n, m) sont 

comptés par pal(i, n, mlj) où i . j = d. Ainsi, on obtient la première équation de la 

propoposition suivante, la deuxième étant obtenue par inversion de Mbbius. La troi

sième est obtenue par le fait qu'une classe diédrale, palindromique et primitive de mots 

de longueur impaire ne possède qu'un seul palindrome. 

Proposition 142. Soit d impair. Alors, 

Pal(d, n, m) L pal(i, n, ~), (4.21) 
, , d J
1'J= 

pal(d, n, m) L fL(j)Pal(i, n, m), (4.22) 
i-j=d J 

1r(d, n, m) pal(d, n, m) = L fL(j)Pal(i, n, ~), (4.23) 
i-j=d J 

Notation 135. Notons Ma(d, m), le nombre de mots admissibles de longueur d et de 

poids X m . 

Le seul mot admissible de longueur 1 est l'arête de degré O. Les mots admissibles de 

longueur d ::==: 2 commençant par la lettre associée à l'arête de degré 0 sont en bijection 

avec les types de B(d_wstructures, les mots admissibles de longueur d se terminant par 

la lettre associé à une arête de degré 0 le sont aussi. Les mots admissibles de longueur d 

commençant et se terminant ainsi le sont avec les types de B(d_2)-structures. On a donc 

la proposition suivante. 

Proposition 143. Soit d ::==: 2 un entier. Alors, 

Ma(l, m) [Xm
] l, (4.24) 

Ma(d, m) - [xml (2B(d-l) - B(d-2»)' (4.25) 

Notation 136. Notons À (d, m), le nombre de classes circulaires primitives de mots 

admissibles de longueur d et de poids X m . 

À chaque classe circulaire E de cardinalité i de mots de longueur d et de poids X m 

on peut associer la classe circulaire des racines primitives des mots de E qui, elles, sont 
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de longueur i et de poids X T où i . j = d. Ce qui donne la première équation de la
 

proposition suivante, la deuxième étant obtenue par inversion de Mobius.
 

Proposition 144. Soit d un entier strictement positif. Alors,
 

Ma(d, m) L iÀ(i, m), (4.26) 
i.j=d J 

1""
 mÀ(d,m) d L..t p,(j)Ma(i, ---:-). (4.27) 
.. d Jt"J= 

Notation 137. Notons (J(d, m), le de nombre classes diédrales, gauches et primitives 

de mots admissibles de longueur d et de poids xm. 

Comme chaque classe diédrale, palindromique et primitive est l'union d'une seule 

classe circulaire primitive tandis que chaque classe diédrale, gauche et primitve est 

l'union de deux classes circulaires primitives, on obtient le résultat suivant. 

Proposition 145. Soit d impair. Alors, 

À(d, m) = 2(J(d, m) + pal(d, m), (4.28) 

(d ) = À(d, m) - pal(d, m)
(J ,m 2 . (4.29) 

Comme les espèces isomorphes aux types de a~ -structures associés aux différentes 

classes diérales demeurent les mêmes que celles du théorème 106 du chapitre 3, on a le 

théorème suivant. 

Théorème 146. Soit k impair. Le développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3 pointés en un k-gone est donné par 

1 

a~ = L L L n(i, n, 2m + n)XP2~c(xn, X m ) (4.30) 
n=O m2:0 i-j=k 

+ L L (J(i, m)XCj(Xm 
). (4.31) 

m20i·j=k 

Notons que X p~ic(xn, xm) = P~iC(Xn+l, xm). On obtient les deux théorèmes 

suivants en appliquant le théorème de dissymétrie. 
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Théorème 147. Soit k ~ 7 un entier impair. Soient les coefficients définis par les 

équations suivantes et nuls si un de leurs indices n'est pas un entier naturel: 

(X A+B( ";5)B( ";7)) e, 

( X A~B (";5) B(k;7) ) e" 

On omettra l'exposant s'il est égale à 1. L'espèce ap = ap(X) des 2-arbres k-gonaux, 

exterplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 satisfait à l'isomorphisme d' es

pèces suivant: 

1 

1 + LL L 1r(i,n,2m+n)XP2~c(xn,xm) (4.32) 
n=O m>O i·j=k 

-	 #! 

+	 L L CJ(i, m)XCj(Xm) 
m>O i·j=" 

-	 #! 

+	 L (3:nX m + L (3~P2biC(I, X m) 
m23 m22 

+	 L (3~P2bic(X, X m) + L (3~P2biC(X2, X m
) 

m21 m22 

+	 L (35C2(X m) + L (3~P4biC(X, X m
) 

m22 m20 

où 

1 (4) 1 (2) 1 (2)CJ(k m - 1) - - f - -f + -fm-2 + 9 - gm - i , 4" m-2 4 m;2 2 -4- m "2 m, 

5 1( (2) )(3m = gm + 2" fm- 1 - f m ;! ,
 

1r(k, 0, 2m),
 

1	 (2)1r(k, 1, 2m + 1) - 2"(Jm + f~), 

fm· 
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Théorème 148. L'espèce ap = ap(X) des 2-arbres pentagonaux (i.e. 5-gonaux), ex

terplanaires, sans sommets de degré supérieur à 3 satisfait à l'isomorphisme d'espèces 

suivant: 

ap = 1 + L f3:nX m + L f3~P2biC(1, X m) + L f3~P2biC(X, X m), (4.33) 
m2:4 m2:2 m2:1 

+	 L f3~C2(xm) + P4biC (X, 1) + X Plb~c(1, 1),
 
m2:2
 

où 

(2)	 3 1 (2) 1 
am - 2 + 2am-1 - 2am- 1 - 2am -2 - 2am;-1 - am;-2) 

f3~	 = am-l, 

4.3	 Développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux exterplanaires 

sans sommets de degré supérieur à 3 où k est pair 

Théorème 149. Soit k 2': 6 un entier pair. L'espèce a; = a; (X) des 2-arbres k

gonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3 pointés en une arête satisfait 

à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

La preuve est similaire à celle des 2-arbres k-gonaux exterplanaires pointés en une 

arête, à l'exception que les structures de chaque côté des k-gones appartenant à l'échelle 

de l'arête distinguée sont définies selon les degrés de ses deux arêtes parallèles à l'arête 

distinguée. Si les deux arêtes sont de degré 1, ces structures sont des B (k~2) -structures. 

Si une des deux est de degré 2, ces structures sont des B (k;-4) -structures puisque les 

arêtes du k-gone adjacentes à celles de degré 2 doivent être de degré 1. De même, si les 

deux sont de degré 2, ces structures seront des B ( k;-6) -structures. Rappelons que r~ l 
représente le nombre de positions de l'arête distinguée dans son échelle de hauteur n 
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sans que celle-ci soit située en son centre. La figure 4.5 illustre deux sous-espèces de 

a;; -structures. 

x 

a) b) 

Figure 4.5 Espèces isomorphes à P2biC (X) B(k;2) ) en a) et à 

P2 
bi 

c ( X 3 , B( k;4) B(k;6)) en b) 

En utilisant les formules d'addition pour P2bic et P4
bic et le théorème précedent, on 

obtient le corollaire suivant.
 

Corollaire 150. Soit k ~ 6 un entier pair. Soient les coefficients définis par les équa


tions suivantes et nuls si un de leurs indices n'est pas un entier naturel:
 

( B (k;2) ) e 

(Bh,)BF;')) , 
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On omettra l'exposant supérieur s'il est égal à 1. L'espèce a; = a; (X) des 2-arbres k

gonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3 pointés en une arête satisfait 

à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a;(x) = 1 + L /1~Xm + L /1~c(xm) (4.35) 
m~2 m~l 

+ L L /1~;mP2biC(xn, X m) + L L /1~;mP4biC(xn, X m), 
n~O m~O n~l m~O 

où 

1 rnl1 1 (2) '" (2)f3m "2(bm - 1 - bm21) + L"2 "2 (dn;m-n - dn;m2n) 
n~2 

+ L ~9~~~-2n -19~~~22n + t9n;m~2n, 
n~l 

/1~ L t(9~~~-n - 9n;m 2n), 
n~l 

(3~;m x(n = 0)· (L t(9~~-e - ge;m2f)) + x(n = 1)· bm + x(n ~ 2)· r~l dn;m 
e~l 

+ x(n ~ 2) . t(9~:m - 9~;!f)' 
(3~;m = 9n;m' 

Théorème 151. Soit k ~ 6 un entier pair. L'espèce a* = a*(X) des 2-arbres k

gonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3 pointés en une arête d'un 

k-gone distingué satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

(4.36) 

La preuve est similaire à celle des 2-arbres k-gonaux exterplanaires sans sommets de 

degré supérieur à 3 pointés en une arête d'un k-gone distingué. Rappelons que n compte 

le nombre de positions possibles d'un polygone distingué et de son arête distinguée 
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dans son échelle de longueur n. 

En utilisant la formule d'addition pour P2bic et le théorème précedent, on obtient le 

corollaire suivant. 

Corollaire 152. Soit k 2: 6 un entier pair. Soient les coefficients définis par les équa

tions suivantes et nuls si un de leurs indices n'est pas un entier naturel: 

(B( k~/) r, 
(Ek)EF;')) , 

On omettra l'exposant s'il est égal à 1. L'espèce a~ = a~(X) des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3 pointés en une arête d'un k-gone 

distingué satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a~(x)	 = L f3;X m + L L f3~;mP~iC(xn, X m) (4.37) 
m~2 n~O m~O 

où 

x(n = 1) . bm + x(n 2: 2)ndn ;m o 

43.1	 Énumération des classes diédrales admissibles sur A pour 

k > 6 pair 

La même formule de Pal(d, 0, m) demeure valide pour k pair où d est impair. No

tons que le seul mot admissible de longueur 1 possède une lettre de hauteur O. La lettre 

centrale a de hauteur n d'un palindrome est définie par un type de BF~6) B ( k o 
;/) 

structures car a = a, les arêtes adjacentes aux arêtes parallèles à l'arête distinguée étant 

donc de degré 1 sauf celles incidentes à la dernière de l'échelle qui peuvent être de de

gré 2. De plus, si le palindrome est de longueur d 2: 5 impaire il est donc défini par un 

type de BF~6) B (k~4) B (d~5) -structures puisque la première lettre, la dernière et celles 

adjacentes à la lettre centrale doivent être de hauteur O. Ce qui implique la proposition 
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suivante.
 

Proposition 153. Soit d :::: 5 impair, n :::: 1 et k :::: 6 pair. Alors,
 

Pal(l, n, m) (4.38) 

Pal(3, n, m) (4.39) 

Pal(d, n, m) (4.40) 

Les formules donnant pal(d, n, m) et Jr(d, n, m) demeurent valides pour k pair. 

Notation 138. Notons Pal(d, m) le nombre de palindromes admissibles de longueur d 

et de poids X m . 

En classant les palindromes de longueur impaire par la hauteur de leur lettre cen

trale, on a la proposition suivante. 

Proposition 154. Soit d impair. Alors, 

Pal(d, m) = L Pal(d, n, m). (4.41) 
n2:0 

Un palindrome admissible de longueur d paire et de poids X m est de la forme uu 
tel que u est un mot de longueur d/2 et de poids X!f. Comme la première et la dernière 

lettr~ de u doivent être des arêtes de degré 0, un tel palindrome est défini par un type 

de B (d;4) -structures si d :::: 4 ou est constitué de deux arêtes de degré °si d = 2. On a 

donc la proposition suivante. 

Proposition 155. Soit d :::: 4 pair, n :::: 1. Alors, 

Pal(2, m) [xml 1, (4.42) 

Pal(d, m) [X!fJ B(d;4). (4.43) 

Notation 139. Notons pal(d, m), le nombre de palindromes primitifs admissibles de 

longueur d et de poids xm.
 
Notation 140. Notons Jr(d, m), le nombre de classes diédrales, palindromiques, admis


sibles et primitives de mots de longueur d et de poids xm.
 
À chaque palindrome de longueur d, on peut lui associer sa racine primitive de 

longueur i qui est un palindrome primitif pour obtenir la première équation de la pro
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position suivante. La seconde est obtenue par inversion de Mobius. La troisième l'est 

par le fait qu'une classe diédrale primitive de longueur d contient 1 + X(d est pair) 

palindromes primitifs. On a donc la proposition suivante. 

Proposition 156. Soit d un entier naturel non nul. Alors, 

Pal(d, m) L pal(i, ~), (4.44) 
i-j=d J 

pal(d, m) L fI(j)Pal(i, ~), (4.45) 
i-j=d J 

7r(d, m) = ( 
1 

) pal(d, m). (4.46)
1 + X d est pair 

Notation 141. Notons Dext (d, nI, n2, m), le nombre de dexterpalindromes admissibles 

de longueur d paire et de poids xm tels que leur première lettre est de hauteur nI et que 

la lettre centrale de leur palindrome est de hauteur n2' 

Si la première lettre d'un dexterpalindrome admissible est de hauteur a alors son 

palindrome n'est pas admissible puisque sa première et sa dernière lettre peuvent avoir 

une hauteur supérieure à 1. Par contre, si la première lettre est de hauteur nI > aalors 

son palindrome est admissible. Ce qui donne la proposition suivante. 

Proposition 157. Soient dl 2 2, d2 2 4, d3 2 6 et k 2 6 des entiers pairs. Soient 

nI ~ 1, n2 ~ 1 des eniers. Alors, 

Dext(d1 , 0, 0, m) [XT] B(y), (4.47) 

~] 1Dext(2, 0, n2, m) Dext(2,n2,0,m) = [ X 2 B(~~6)B(k;4)' (4.48) 

2[X rn-;n ] B (d 2;4 )B(~~~) B (k;4) 

Dext(d2, n2, 0, m), (4.49) 

Dext(2, nI, n2, m) 0, (4.50) 

X rn-nI -n2 ] Bn ]+n2 -2 B2Dext(4, nI, n2, m) (4.51)[ 2 ( k;6 ) (k;4 ), 

[X rn-nI -n2 ] B n ]+n2 -2B2 B 
2 

(4.52)
( k;6 ) (k;4 ) (d,\-6) . 

Notation 142. Notons dext(d, nI, n2, m), le nombre de dexterpalindromes primitifs 

admissibles de longueur d paire et de poids X m tels que leur première lettre est de 
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hauteur nI et que la lettre centrale de leur palindrome est de hauteur nz. 

Notation 143. Notons b(d, nI, nz, m), le nombre de classes diédrales, primitives, ad

missibles et dexterpalindromiques contenant un dexterpalindrome de longueur d paire 

et de poids X m tels que sa première lettre est de hauteur nI et que la lettre centrale de 

son palindrome est de hauteur nz. 

Comme un dexterpalindrome dont la première lettre a est différente de la lettre 

centrale b de son palindrome, où a -1- b, ne peut être qu'une puissance impaire d'un 

palindrome dont la première lettre est a et dont la lettre centrale de son palindrome est 

b, on obtient la première équation de la proposition suivante. La deuxième est obtenue 

par inversion de Mübius et par le fait qu'une classe comptée par b(d, nI, nz, m) ne
 

contient qu'un seul dexterpalindrome compté par dext (d, nI, nz, m).
 

Proposition 158. Soient d pair et nI 2': 0 et nz 2': 0 deux entiers différents. Alors,
 

(4.53) 

j impair 

= b(d,nl,nz,m) = L fL(j)Dext(i,nl,nz, ~). (4.54) 
ij=d .J 

j impair 

Notation 144. Notons Dext(d, n, m), le nombre de dexterpalindromes admissibles de 

longueur d paire et de poids x m tels que leurs premières lettres sont de hauteur n. 

Notation 145. Notons dext(d, n, m), le nombre de dexterpalindromes primitifs admis

sibles de longueur d paire et de poids X m tels que leurs premières lettres sont de hauteur 

n. 

Notation 146. Notons b(d, n, m), le nombre de classes diédrales, primitives, dexterpa

lindromiques et admissibles contenant un dexterpalindrome de longueur d paire et de 

poids X m tel que sa première lettre est de hauteur n. 

La proposition suivante peut être obtenue par le fait qu'à chaque palindrome ad

missible de longueur impaire et de la forme pap où a est sa lettre centrale on peut lui
 

associer le dexterpalindrome admissible app.
 

Proposition 159. Soit d impair. Alors,
 

Dext(d, n, m) = Pal(d, n, m). (4.55) 
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La proposition est obtenue à partir des définitions de Dext(d, n, m) et Dext(d, nI, n2, m). 

Proposition 160. Soit d pair. Alors, 

Dext(d, n, m) = L Dext(d, n, e, m).	 (4.56) 
e~o 

La première équation de la proposition suivante peut être obtenue par le fait que les 

racines primitives des dexterpalindromes comptés par Dext(d, n, m) de longueur i sont 

comptées par Dext(d, n, T) où i . j = k. La deuxième l'est par inversion Mübius. 

Proposition 161. Soit d un entier positif. Alors, 

Dext(d, n, m) L dext(i, n, ~),	 (4.57) 
'i,j=d J 

dext(d, n, m)	 L ,u(j)De)ct(i, n, ~), (4.58) 
i,j=d J 

Notons qu'une classe diédrale comptée par 0(d, n, n, m) ne contient que deux dexter

palindromes comptés par dext(d, n, n, m). De plus, les racines primitives de longueur 

i tel que i . j = d des dexterpalindromes comptés par dext(d, n, n, m) sont comptés 

par Dext(i, n, n, !Z!:) si j est impair et par dext(i, n, !Z!:) si j est pair. On en déduit la 
J	 J 

proposition suivante. 

Proposition 162. Soient k et d des entiers pairs. Soit n un entier naturel. Alors, 

Dext(d, n, n, rn) = L dext(i, n, n, m) + L dext(i, n, m), (4.59) 
i.j=d J ij=d J 

j impair	 j pair 

dext(d, n, n, m) L ,u(j) (Dext(i, n, n, m)	 (4.60) 
i.j=d	 J 

j impair 

- Ldext(e,n,:)), 
e.h=i J 
h pair 

1 
o(d, n, n, m) = "2dext(d, n, n, m).	 (4.61) 

Notation 147. Notons o(d, m), le nombre de classes diédrales, primitives, dexterpa

lindromiques et admissibles contenant un dexterpalindrome de longueur d paire et de 

poids X m . 
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Comme les ensembles comptés par fJ( d, nI, n2, m) et par fJ( d, n2, nI, m) sont confon

dus, on obtient la proposition suivante. 

Proposition 163. Soient k et d des entiers pairs non nuls. Alors, 

fJ(d, m) = 2..= 2..= fJ(d, nI, n2, m). 
nl2':O n22':nl 

Les formules donnant les nombres À(d, n, m) et Ma(d, m) demeurent les mêmes 

pour k pair ou impair. Par contre, celles impliquant CJ(d, m) diffèrent selon la parité 

de k. Notons qu'une classe diédrale primitive de mots de longueur impaire est soit 

gauche soit palindromique. Une classe diédrale primitive de mots de longueur paire 

est exclusivement gauche, palindromique ou dexterpalindromique. De plus, seules les 

classes diédrales gauches sont l'union de deux classes circulaires, les autres n'en étant 

celle que d'une seule. On obtient la proposition suivante. 

Proposition 164. Soit d un entier naturel non nul. Alors, 

À(d, m) = 2CJ(d, m) + 1f(d, m) + X(d pair)fJ(d, m), (4.62) 

1 
CJ(d, m) = 2(À(d, m) - 1f(d, m) - X(d pair)fJ(d, m)). (4.63) 

Comme les espèces isomorphes aux types de a~ -structures associées aux diffé

rentes classes diédrales demeurent les mêmes que celles du chapitre 3, on a le théorème 

suivant. 

Théorème 165. Soit k ;:: 6 pair. Le développement moléculaire des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires pointés en un k-gone est donné par 

a~ = 2..= 2..= 2..= 1f(i, n, 2m + n)X P2~iC(xn, X m , 1) (4.64) 
n>O m>O i·j=k 

- - i impa.ir 

+ 2..= 2..= 1f(i, 2n)X P2~iC(1, X n, 1) 
n>û i-j=k 

- i pair 

+ 2..= 2..= 2..= 2..= fJ(i, e, m, 2n + e+ m)X P2~iC(Xe, X n,X m ) 

~>o m>e n>O ij=k 
- - - i pair 

+ 2..= 2..= CJ(i, m)XCj(Xm 
). 

m2':O i-j=k 
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En appliquant le théorème de dissymétrie on obtient le réslutat suivant. 

Théorème 166. Soit k 2: 6 un entier pair. Soient les coefficients définis par les équa

tions suivantes et nuls si un de leurs indices n'est pas un entier naturel: 

(Bh,)BF;')) ,
 

(B(,,')BF~')) ,
 

On omettra l'exposant s'il est égal à 1. L'espèce ap = ap(X) des 2-arbres k-gonaux 

exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3 satisfait à l'isomorphisme d'espèces 

suivant: 

1 + 2: 2: 2: 7f(i, n, 2m + n)X ptiC(Xn
, X m 

, 1) (4.65) 
n>O m>O ·i·j=k 

- - i impair 

+ 2: 2: 7f(i, 2n)X P2~iC(1, X n
, 1) 

n>O ·i·j=k 
- i pair 

#1 

+ 2: 2: 2: 2: J(i, t', m, 2n + t' + m)X P2~iC(Xe, X n
, X m 

) 

e>o m>e n>O ij=k 
- - - i pair 

#1 

+ I: I: o-(i, m)XCj(Xm 
) 

m>O i·j=k 
- j;é1 

+ 2: (3:n xm + 2: (3~C2(xm) 
m~4 m~l 

+ ~~ (33 pbic(Xn X m ) + ~~ 64 pbic(Xn X m )L...-J L...-J n;m 2 , L...-J L...-J 1 n;m 4 , , 

n~O m~O n~ 1 m~O 

où 

I:tl~J (d~~~_n - dn;ffi2n), 
n~2 

(3~ 2: t(g~~~-n gn; ffi 2n- ), 

n~l 
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(3~;m = x(n = 0) . (2:: ~(gg~-e - ge;m;l)) + x(n = 1) . 7r(k, 2m) 
e~l 

1 (2) lnJ+ x(n 2 2) . 2(g~;m - g~;~) - x(n 2 2)· 2" dn;m 

+ 2:: o(k,f,p,2m+n-1), 
l+p=n-lp?l 

(3~;m = gn;m' 



CHAPITRE V 

DÉVELOPPEMENT MOLÉCULAIRE DES 2·ARBRES
 

POLYGONAUX EXTERPLANAIRES
 

Nous procédons de manière similaire au cas où k est pair dans le chapitre 3. Les 

différences principales étant que ces 2-arbres exterplanaires sont constitués de poly

gones pouvant posséder des tailles différentes et que les structures seront étiquetées 

en leur sommets. Cet étiquetage a été choisi puisqu'il est plus naturel pour une classe 

de graphes, les 2-arbres polygonaux exterplanaires correpondant aux graphes exterpla

naires 2-connexes. De plus, l'étiquetage en des polygones ne serait pas à lui seul suffi

sant pour obtenir une espèce de structures. Mentionnons également que cette classe de 

2-arbres correspond à celle des partitions de polygones par des diagonales qui ne s'in

terceptent pas. L'énumération des types d'isomorphie de telles partitions à été effectuée 

dans (Read, 1978). 

5.1 Définitions 

Un 2-arbre polygonal consiste en un graphe 2-connexe formé de polygones liés par 

certaines de leurs arêtes de manière arborescente. En particulier, un 2-arbre k-gonal est 

un 2-arbre polygonal. 

Définition 148. La classe apol des 2-arbres polygonaux peut être définie de manière 

récursive comme étant la plus petite classe de graphes simples telle que 

1. un graphe formé d'une arête est un élément de apol, 

2. si, pour un k 2': 3, un graphe G = (5, A) satisfait aux conditions suivantes: 
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(a) G possède des sommets, notés Xl à Xk-2, de degré 2, 

(b) G possède des sommets Xo et Xk-l, de degré au moins 2, 

(c) Xi et xj.sont adjacents si i + 1 == j mod k ,pour i = 0, .. , k - 1, 

(d) G - {Xl, ... , Xk-2} appartient à apo1 ,
 

alors, G est dans apo1 .
 

On obtient donc un 2-arbre polygonal à partir d'un autre en ajoutant un polygone 

ne possédant qu'une seule arête en commun avec le dernier. 

Définition 149. Un graphe est dit exterplanaire s'il admet un plongement dans le plan 

de telle sorte que tous ses sommets soient dans la face externe. 

Notons que la classe des 2-arbres polygonaux exterplanaires coïncide avec celle des 

graphes 2-connexes exterplanaires.
 

Notation 150. Notons apol, l'espèce de structures des 2-arbres polygonaux étiquetés
 

en leurs sommets. De la même manière, notons ap , l'espèce des 2-arbres polygonaux
 

exterplanaires étiquetés en leurs sommets.
 

Notation 151. Notons par A, l'espèce des 2-arbres exterplanaires pointés en une arête 

externe orientée dont le but est non étiqueté.
 

Proposition 167. L'espèce A des 2-arbres exterplanaires pointés en une arête externe
 

orientée dont le but est non étiqueté est caractérisée par l'isomorphisme d'espèces sui


vant:
 

(5.1 ) 

La proposition 167 est illustrée par la figure 5.1. Comme L~2 est asymétrique, A 

l'est aussi.
 

Notation 152. Soit c un entier naturel. Notons par a~c), les entiers tels que AC =
 

L:n~oa~c) X n . On omettra l'exposant s'il est égal à 1. Par convention, a~c) = 0 si n
 

ou c n'est pas un entier naturel.
 

Proposition 168. Soit c 2: 1 et n des entiers naturels non nuls. Alors, 

o ~n<c 

1 ffin=c 
(5.2)I:~ ~ (~) (n - c - 1) (n + k - c) si n> c 

L.Jk 1, k-l k-1,
k=l i=l 
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Démonstration. On peut ajouter un compteur z de polygones à la série A pour obtenir 

la série 
zA2 (x, z)

A(x, z) = x + A( r1- x,z 

Posons 
(B + x)2

B = A(x, z) - x = ( )
1- B+x 

Par inversion de Lagrange, pour k ~ 1, on a 

Comme seul le coefficient de XC dans AC(x, z) n'a pas de facteur z, pour n ~ c + 1, on 

a 

[xnIA'(x,z)~t~i(~) (n~~~l) (n::~}k
 

On obtient la formule 5.2 car A(X, 1) = A. D 

Notation 153. Notons ~, l'espèce des 2-arbres exterplanaires pointés en une arête 

externe orientée dont le but et la source sont non étiquetés. Notons également par f' 
l'espèce ~ . An-l pour n ~ 1. 

Définition 154. Le graphe polygone-arête d'un 2-arbre polygonal t est le graphe dont 

les sommets sont les polygones et les arêtes de t et dont chaque arête indique l'incidence 

entre un polygone et une arête de t. On admettra qu'il est bicoloré en accordant une 

couleur aux polygones de t et une autre aux arêtes de t. 

Théorème 169 (Théorème de dissymétrie pour les 2-arbres polygonaux exterplanaires). 

L'espèce a des 2-arbres polygonaux exterplanaires satisfait à l'isomorphisme d'esp 



118 

Figure 5.1 - Correspondance entre les listes de A-structures de longueur n et les A
structures dont l'arête orientée est celle d'un k-gone 

pèces suivant: 

(5.3) 

où les exposants -, <) et <) représentent respectivement le pointage en une arête, en un 

polygone et en un polygone ayant une arête distinguée. 

Démonstration. À partir de la définition des 2-arbres polygonaux, on déduit que leur 

graphe polygone-arête est un arbre bicoloré dont les feuilles sont de la même couleur, 

celles-ci étant les arêtes de degré un du 2-arbre polygonal. En appliquant le théorème 

de dissymétrie des arbres bicolorés dont les feuilles sont de la même couleur sur les 

graphes k-gone-arête, on en déduit le résultat. 0 

5.2	 Développement moléculaire des 2-arbres polygonaux exterpla

naires 

Pour décrire les espèces a; et a~ en fonction de A et ~, nous aurons besoin de la 

notion de composition d'entier et de la hauteur d'une échelle d'un 2-arbre. 

Définition 155. Une composition d'un entier positif n est une suite finie (nI, ... , nk) 

d'entiers strictement positifs tels que nI + n2 + ... + nk = n. Chaque entier ni d'une 

composition ç est appelé une part de ç. 

Notation 156. Notons par c(n) le nombre de compositions de n, un entier positif. Par 

convention, c(n) = 0 si n n'est pas un entier positif. 
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2n lPour n 2: 1, c(n) = - . En effet, c(l) = 1, la seule composition de 1 étant celle 

d'une part de taille 1. De plus, on peut obtenir les compositions de n commençant par 

1 en ajoutant 1 comme première part à une composition de n - 1. Celles commençant 

par une part de taille supérieure à 1 sont obtenues en ajoutant l à la première part d'une 

composition de n - 1. Ainsi, pour n 2: 2, c(n) = 2c(n - 1). 

Définition 157. Un couple de compositions non vides sur n est un couple de composi

tions dont chacune possède au moins une part et dont la somme de toutes les parts du 

couple est n. 

Notation 158. Notons par C(2) (n) le nombre de couples de compositions non vides sur 

n.
 

Proposition 170. Soit n un entier strictement positif. Alors,
 

c(2)(n) = (n - l)c(n - 2) 

Démonstration. Soit f la surjection entre les couples de compositions non vides sur n 

et les compositions de n - 1 définie par l'équation suivante: 

La fibre d'une composition (nI, ... , nk) étant {((nI, ... , nj+ I-d), (d, nHI, ... , nj)) Il ::; 
j ::; k et 1 ::; d ::; nj}, celle-ci est de cardinalité n - l, ce qui implique le résultat pré

cédent. 

Définition 159. La hauteur d'une échelle d'un 2-arbre associée à une arête a est le 

nombre d'arêtes de l'échelle non parallèles à a divisé par 2. 

La hauteur est bien un entier puisque chaque k-gone de l'échelle, pour k pair, contri

bue pour (k - 2)/2 et (k -1)/2 pour k impair.
 

Théorème 171. L'espèce a;; = a;;(X) des 2-arbres polygonaux exterplanaires poin


tés en une arête distinguée satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant:
 

a;; (X) = E2(X) 

+ Lc(n)(XE2(An 
) + E2(XAn 

)) 

n~1 

0 
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c(2l(n) c(n) An 
+L 2-"2 (X2E2(X) + E2(XAn)) 

n21 

+L c(n) (P4bic (1 , An, X) + P4
biC (X, ~, X)) (5.4) 

n21 

Démonstration. Nous caractérisons l'espèce a;; selon le degré de l'arête distinguée, 

la hauteur de son échelle et le types de polygone constituant les extrémités de cette 

dernière. Si l'arête distinguée est de degré 0, alors l'espèce est isomorphe à E2(X). 

Si le degré de l'arête distinguée est 1, alors, l'arête distinguée se trouve à la base 

de son échelle de hauteur n 2: 1. Les polygones de l'échelle déterminent une com

position de n. Pour chaque telle composition de n, l'espèce des 2-arbres polygonaux 

exterp1anaires munis d'une telle échelle se terminant par un polygone de taille impaire 

est isomorphe à X E2(An). Tandis que celles dont une telle échelle se termine par un 

polygone de taille paire est isomorphe à E2(XAn). Ceci est illustré par la figure 5.2. 

Figure 5.2 - Schéma des espèces de 2-arbres exterplanaires pointés en une arête de 
degré 1 

Si le degré de l'arête est 2, les polygones de l'échelle de l'arête distinguée déter

minent une paire de compositions sur n. Si les parités de la taille des polygones aux 

extrémités de l'échelle sont différentes, on peut orienter canoniquement l'échelle de sa 

moitié se terminant par un polygone de taille paire vers l'autre moitié, ce qui déter
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mine un couple de compositions sur n. Pour un tel couple de compositions sur n, l'es

pèce des 2-arbres polygonaux exterplanaires munis d'une telle échelle est isomorphe 

à X E2(An). Ceci est illustré par la figure 5.3. Si les parités de la taille des polygones 

aux extrémités de l'échelle sont les mêmes et les compositions sont différentes, on 

peut orienter l'échelle de la composition la plus petite vers la plus grande. Pour un tel 

couple de compositions de n et pour l'échelle se terminant par des polygones de taille 

impaire, l'espèce des 2-arbres polygonaux exterplanaires munis d'une telle échelle est 

isomorphe à E2 (X An). Tandis que celle où les polygones terminaux sont de taille paire, 

l'espèce de telle 2-arbres est isomorphe à X 2 E2 ( ~). Ceci est illustré par la figure 5.4. 

Il ne reste plus que le cas où les compositions sont identiques. Si on suppose qu'il 

s'agit de compositions de n, l'espèce de tels 2-arbres est isomorphe à P,fic(1, An, X) 

ou P4
bic(X, ~ ,X) selon la parité de la taille des polygones terminaux de l'échelle de 

l'arête distinguée. Ceci est illustré par la figure 5.5. 

Figure 5.3 - Schéma des espèces de 2-arbres exterplanaires pointés en une arête de 
degré 2 isomorphes à X E2 (An) 

o 
biEn utilisant les formules d' addi tion pour les espèces E2 et p4 c (X, Y, Z), on obtient 

le corollaire suivant. 

Corollaire 172. L'espèce a:;; = a:;; (X) des 2-arbres polygonaux exterplanaires poin

tés en une arête distinguée satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a;(x) = E2(X) + L,81Xm + L,82E2(Xm 
) + L,B3XE2(X m 

) (5.5) 
m2:0 m2:0 m2:0 
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Figure 5.4 - Schéma des espèces de 2-arbres exterplanaires pointés en une arête de 
degré 2 isomorphes à X 2E2(-r) et E2(X An) 

Figure 5.5 - Schéma des espèces de 2-arbres exterplanaires pointés en une arête de 
degré 2 isomorphes à P4biC (I, An, X) et P4biC(X, -r, X) 

+ 2: J34X 2E2(Xm) + 2: ,85 P4
bic (1, X m, X) + 2:.: 136P4biC (X, X m, X) 

m2:û m2:û	 m2:û 

où 

13 1	 2:.:(c(n) + c(2)(n))~(a~~1 - a~~l)
 
n2:1
 

+(~(c(2)(n) - c(~)) + c(n))~(a~~2 - a~~2) 

+~(c(2)(n) - c(~))~(a(2n) _ a(n)) + c(n)(~a(4n) _ ~a(2n) + ~a(n) )
2 2 2 m T 4 m-2 4 m 22 2 m;-2 
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+c(n)(la~n) - ~a~n) + ~a~»),
 

(32 2:)~(c(2)(n) - c( ~)) + c(n))a~~l + c(n)(a~~\ - a~~l)
 
n2:1 

+c(n)~(a~n) - a~»), 

,63 I)c(2)(n) + c(n))a~), 
n2:1 

(34 L c(n)~(a~n) - a~») + c(n)(a~~l - a~il) + ~(c(2)(n) - c(~))a~~l' 
n2:1 

(35 L c(n)a~), 
n2:1 

(36 L c(n)a;;:~l' 
n2:1 

Théorème 173. L'espèce a* = a*(X) des 2-arbres polygonaux exterplanaires poin

tés en une arête d'un polygone distingué satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

a*(x) = + L c(n)(XE2(An) + E2(XAn 
)) 

n2:1 

+ L 2c(2)(n)X E2(An) 
n2:1 

+ L C(2) (n)(X 2E2(~) + E2(X An)) (5.6) 
n2:1 

Démonstration. L'espèce des a*-structures dont l'arête distinguée est de degré 1 est 

isomorphe à l'espèce des a:;; -structures dont l'arête distinguée est de degré 1. Pour ce 

qui est des a*-structures dont l'arête distinguée est de degré 2 et dont les parités des 

polygones terminaux de son échelle sont différentes, pour un couple de compositions 

sur n, on compte 2 échelles différentes étant donné le pointage induit par le polygone 

distingué. Pour ce qui est du cas où la parité des polygones terminaux est la même, 

le polygone distingué induit un ordre sur les compositions induites par l'échelle, ce 

qui implique que l'espèce munie d'une telle échelle est isomorphe à X 2E2 ( -:;) ou 

E2(XAn). D 

En utilisant la formule d'addition pour l'espèce E2 , on obtient le corollaire suivant. 
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Corollaire 174. L'espèce a~ = a~(X) des 2-arbres polygonaux exterplanaires poin

tés en une arête d'un polygone distingué satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

ma~(x) = 2:: 131 x + 2:: 132E2(Xm 
) + 2:: 13 3X E2(Xm 

) (5.7) 
m2:0 m~O m~O 

+ 2:: ,64 X 2 E2 (X m
) 

m2:0 

où 

131 2::(c(n) + 2c(2)(n))~(a~~)1 - a~~l) + (c(2)(n) + c(n))1(a~~2 - a~~2) 
n~l 

+c(2)(n)1(a~n) - a~»),
 

132 2::(c(2)(n) + c(n))a~~l'
 
n~l 

133 2::(2c(2)(n) + c(n))a~), 
n~l 

134 = 2::c(2)(n)a~~1· 
n~l 

5.2.1 Classes diédrales 

Nous reprendrons les mêmes définitions qu'au chapitre 3 pour ce qui est de l'action 

du groupe diédral sur les mots de longueur n, mais en adaptant la définition de lettre 

inverse sur A. 

Notation 160. Notons A, l'alphabet composé des lettres ai,j de poids Xi tel que 1 ::; 

j ::; ai où A = Ln2:0 anxn. Nous associerons donc à chaque lettre un type de A
structures noté A (a) . 

Définition 161. Soit la lettre a E A .La lettre inverse de a, notée a, est la lettre associée 

au type de structures obtenu en inversant le but et la source de l'arête orientée et ensuite 

en inversant l'orientation de l'arête distinguée de a. 

Définition 162. Soit w = b1.. .bn un mot sur A. Le mot mirroir de w noté west le mot 

bn ...b1 . 
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Définition 163. Soit A un alphabet. Notons cp l'action du groupe diédral D n = (p, T) 

sur l'ensemble des mots de longueur n sur A où, pour w = b1b2 ... bn , 

et 

TW = iiJ. 

Définition 164. La classe circulaire d'un mot W E A, notée [w], est l'orbite de w de 

l'action cp restreinte à (p).
 

Définition 165. La classe diédrale d'un mot w E A, notée [[w]], est l'orbite de w de
 

l'action cp.
 

Remarquons que [[w]] = [w] U [w]. 

Définition 166. Un mot west palindromique si w = iiJ. 

Définition 167. Un mot west un dexterpalindrome s'il est la concaténation d'une lettre 

a et d'un palindrome tel que a = a. 

Ainsi, le stabilisateur d'un palindrome est de la forme (pi, T) tandis que celui d'un 

dexterpalindrome est de la forme (pi, PT) . 

Définition 168. Soit un mot w. Ses classes diédrale et circulaire sont dites palindro

miques si elles contiennent un palindrome.
 

Définition 169. Soit un mot w. Ses classes diédrale et circulaire sont dites dexterpalin


dromiques si elles contiennent un dexterpalindrome.
 

Définition 170. Une classe diédrale est dite gauche si elle est l'union de deux classes
 

circulaires différentes.
 

Définition 171. Une classe diédrale ou circulaire sera dite primitive si elle contient un
 

mot primitif.
 

5.2.2 Énumération des classes diédrales 

Notation 172. Soit d un entier impair. Notons PalU', E, m), le nombre de palindromes 
mde longueur Ret de poids x tels que l'échelle de l'arête orientée possède E polygones 

de taille impaire. 
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Notation 173. Soit d un entier impair. Notons pal(f, E, m), le nombre de palindromes 

primitifs de longueur f et de poids X m tels que l'échelle de l'arête orientée possède E 

polygones de taille impaire. 

Notation 174. Soit d un entier impair. Notons n(f, E, m), le nombre de classes palin

dromiques possédant des palindromes primitifs de longueur f et de poids X m tels que 

l'échelle de l'arête orientée possède E polygones de taille impaire. 

Notons que le nombre de lettres a telles que li = a dont la hauteur de l'échelle 

associée à son arête orientée est h 2: 0 et dont l'échelle possède E polygones de taille 

impaire est c(h) Lr:::,:o ajh). Remarquons que le poids d'une telle lettre a est X2j+l-~. 

On en déduit la propositon suivante. 

Proposition 175.	 Soit f un entier impair. Alors, 

~~ (h) (C;l)
Pal(f, E, m) =	 L.J L.J c(h)aj am - 2j - 1+e 

h?f: j?O 2 

~ (h+ 8 )
L.J c(h)a m _ •1;, 

2 
h?f: 

Notons qu'une classe diédrale palindromique primitive ne contient qu'un seul pa

lindrome primitif de longueur impaire. Ceci entraîne les formules suivantes. 

Proposition 176.	 Soit d impair. Alors, 

pal(f, E, m) = n(f, E, m) =	 L ft(j)Pal(i, E, m). 
"" " Jt"J=< 

Notation 175. Soit f un entier. Notons Pal(f, m), le nombre de palindromes de lon

gueur f et de poids X m . 

Notation 176. Soit f un entier. Notons pal(f, m), le nombre de palindromes primitifs 

de longueur f et de poids X m . 

Notation 177. Soitf un entier. Notons n(f, m), le nombre classes palindromiques pos

sédant des palindromes primitifs de longueur f et de poids x m
" 
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Proposition 177. Soit f un entier. Alors, 

a~) si f est pair, 
2 

Pal(f, m) = l (5.8) 
{ f;pal(f, E, m) si f est impair. 

Notons qu'une classe palindromique primitive de mots de longueur paire contient 

deux palindromes primitifs. On a donc les formules qui suivent. 

Proposition 178. Soit f un entier. Alors, 

Pal(f, m) = L pal(i, ~), 
.. i! Jt"J= 

pal(f, m) = L M(j)Pal(i, m), 
i-j=i! J 

1 ~ m
1r(f, m) = (f . ) 6 M(j)Pal(i, ----;-).

1 + X est paIr .. J 
t'J=i! 

Notation 178. Soit f un entier naturel, non nul et pair. Soit U l'ensemble des dexter

palindromes de longueur f et de poids X m tels que leur première lettre a = li possède 

El polygones de taille impaire sur l'échelle de son arête orientée et leur lettre centrale 

b = ben possède E2 sur l'échelle de son arête orientée. Notons Dext(f,EI,E2,m), la 

cardinalité de U. 

Notation 179. Soit f un entier naturel non nul et pair. Soit U l'ensemble des dex

terpalindromes primitifs de longueur f et de poids X m tels que leur première lettre 

a = li possède El polygones de taille impaire sur l'échelle de son arête orientée et 

leur lettre centrale b = b en possède E2 sur l'échelle de son arête orientée. Notons 

dext(f, El, E2, m), la cardinalité de U. Notons e5(f, El, E2, m), le nombre de classes dex

terpalindromiques primitives contenant un élément de U. 

Notation 180. Soit f un entier naturel. Soit U l'ensemble des dexterpalindromes de 

longueur f et de poids X m tels que leur première lettre a = li possède E polygones de 

taille impaire sur l'échelle de son arête orientée. Notons Dext(f, E, m), la cardinalité de 

U. 

Notation 181. Soit f un entier naturel. Soit U l'ensemble des dexterpalindromes pri
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mitifs de longueur f et de poids X m tels que leur première lettre a = Ci possède é 

polygones de taille impaire sur l'échelle de son arête orientée. Notons dext(f, c, m), la 

cardinalité de U. Notons o(f, c, m), le nombre de classes dexterpalindromiques primi

tives contenant un élément de U. 

Notation 182. Soit f un entier naturel. Soit U l'ensemble des dexterpalindromes pri

mitifs de longueur f et de poids X m . Notons dext(f, m), la cardinalité de U. Notons 

o(f, m), le nombre de classes dexterpalindromiques contenant un élément de U. 

D'une manière similaire à celle avec laquelle on obtient la formule pour Pal(f, c, m), 

on peut déduire celle pour Dext(f, Cl, C2, m).
 

Proposition 179. Soit f un entier pair. Soient Cl et C2 deux entiers égaux à 0 ou 1.
 

Alors,
 

Notons qu'une classe dexterpalindromique primitive de mots de longueur f comp

tée par o(f, 0, 1, m) possède un dexterpalindrome compté par dext(f, 0, 1, m) et un 

seul autre compté par dext(f, 1,0, m). De plus, sa racine primitive est comptée par 

dext(i, 1, 0, mlj) tel que i· j = f où j est impair. On en tire les deux résultats suivants. 

Proposition 180. Soit f pair. Alors, 

Dext(f, 0,1, m) = 
m 

dext(i, 0,1, ---:-), (5.9) 
i·j=€ J 

j impair 

dext(f, 0,1, m) o(f, 1,0, m) = L fh(j)Dext(i, 0,1, ~). (5.10) 
i.j=€ J 

j impair 

(5.11) 

Par la définition de Dext(f, c, m) on o~tient la première équation de la proposition 

suivante. La deuxième est obtenue en associant à chaque dexterpalindrome de longueur 

f sa racine primitive. La troisième l'est en effectuant une inversion de Mbbius. 
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Proposition 181. Soit.e un entier positif. Alors, 

Dext(.e, E, m)	 ~~ c(h)a)h)Pal(d - 1, m + E, -2j - 1), (5.12) 
h?E j?O 

Dext(.e, E, m) ~ dext(i, E, ~),	 (5.13) 
i.j=€ ) 

dext(.e, E, m)	 ~ M(j)Dext(i, E, ~). (5.14) 
i.j=€ ) 

Notons qu'une classe dexterpalindromique primitive de mots de longueur .e paire 

comptée par fJ(.e, E, E, m) possède deux dexterpalindromes comptés par dext(.e, E, E, m). 

De plus, leurs racines primitives sont comptées par dext(i, E, E, mfj) avec i -j = .e, où j 

est impair, ou par dext(i, E, mlj), où j est pair. On a donc les formules de la proposition 

suivante. 

Proposition 182. Soient.e un entier pair. Soit n un entier égal à 0 ou 1. Alors, 

Dext(.e, E, E, m) = ~ dext(i,E,E, m) + ~ dext(i,E, m), (5.15) 
i.j=e ) i.j=f ) 

j impair	 j pair 

dext(.e, E, E, m)	 (5.16) 

j impair 

- ~ dext(d,E, :)), 
d.h=i ) 
11, pair 

1
fJ(.e, E, E, m) = "2dext(.e, E, E, m).	 (5.17) 

Comme les ensembles de classes comptés par fJ(.e, El, E2, m) et fJ(.e, E2, El, m) se 

confondent, on obtient la proposition suivante. 

Proposition 183. Soit.e un entier naturel pair non nul. Alors, 

1 1 

fJ(.e,m) = ~ ~ fJ(.e,El,E2,m). 
El=O E2=El 

Notation 183. Notons À(.e, m), le nombres de classes circulaires primitives de mots de 

longueur.e et de poids m. 

Notons qu'à chaque classe circulaire de mots on peut associer la classe circulaire 
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des racines primitives des mots de cette classe dont le cardinal est la longueur de ses 

racines racines primitives. On en déduit alors la première équation de la proposition 

suivante, la deuxième étant obtenue par inversion de Mbbius sur la première. 

Proposition 184. Soit.e un entier. Alors, 

a(R.) = ~ iÀ(i m)mL'· , 
i-j=R. J 

Définition 184. Définissons (J(.e, m), le nombres de classes diédrales, primitives et 

gauches de mots de longueur .e et de poids m. 

Notons qu'une classe diédrale primitive de mots de longeur impaire est soit gauche, 

soit palindromique. Une classe diédrale primitive de mots de longueur paire est exclu

sivement gauche, palindromique ou dexterpalindromique. De plus, seules les classes 

diédrales gauches sont l'union de deux classes circulaires, les autres n'en étant celle 

que d'une seule. On en déduit le résultat suivant. 

Proposition 185. Soit.e un entier naturel non nul. Alors, 

À(.e, m) = 2(J(.e, m) + 7r(.e, m) + X(.e pair)b(.e, m), (5.18) 

1
(J(P, m) = 2(À(.e, m) - 7r(.e, m) - X(.e pair)b(.e, m)). (5.19) 

Théorème 186. L'espèce a~ = a~(X) des 2-arbres polygonaux pointés en un poly

gone satisfait à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

1 

ag(x) = LLL L 7r(i,n,2m+é+l)p~r(Xc,xm,x) 
k>3 c=O m>O i·j=1c 

- - i impair 

+ LL L 7r(i,2m+2)P2~c(x,xm,x) 
k>3 m>O i-j=1c 

- - i pair 

1 l 

+ L L L L L b(i, El, é2, 2n + El + E2)P2~iC(XC1, X m, X c2 ) 
k>3 Cj=O c2Cj m>O i·j=1c 

- - i pair 
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+I:I: I: (j(i, m)Cj(Xm 
). (5.20) 

k?3 m?O i-j=k 

Démonstration. Si la classe diédrale associée au type de a~ -structures est gauche, on 

peut orienter et diviser le type selon le plus petit des mots primitifs de cette classe. Si 

le mot est de longueur k et le mot primitif est de longueur i, où i . j = k, et de poids 

X m , alors le type, en tant qu'espèce, est isomorphe à Cj(Xm ). 

Si la classe diédrale associée au type de a~ -structures a comme mot primitif un pa

lindrome de longueur impaire, donc, de la forme uau où u est un mot et a sa lettre 

centrale, le type est divisé par des axes de symétrie passant par a et entre les multi

plicités de ce palindrome primitif. Le contenu de ces secteurs peut être orienté vers la 

lettre centrale. De plus, pour une des multiplicités de ce palindrome primitif, les axes 

de symétrie l'interceptent aux E; sommets de sa lettre centrale associés aux polygones 

de taille impaire de l'échelle de son arête orientée et au premier sommet du palindrome. 

Si le mot est de longueur k et le mot primitif est de longueur i, où i . j = k, et de poids 

X 2m+l+ê alors le type, en tant qu'espèce, est isomorphe à P2~iC(Xê, xm, X). Ceci est 

illustré par la figure 5.6. 

a 

Figure 5.6 - Secteurs d'un type isomorphe à PliC(Xê,X m , X) et son palindrome pri
mitif associé 

Si la classe diédrale associée au type de a~ -structures a comme mot primitif un 

palindrome de longueur paire, donc, de la forme uu où u est un mot, le type est divisé 

par des axes passant entre u et u. Le contenu de ces secteurs peut être orienté vers le 

centre du plus petit tel palindrome. De plus, pour une multiplicité de ce palindrome 
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primitif, les axes de symétrie l'interceptent aux premiers sommets de u et ü. Si le mot 

est de longueur k et le mot primitif est de longueur i, où i . .J = k, et de poids X 2m+2 

alors le type, en tant qu'espèce, est isomorphe à P2~C(X, xm, X). Ceci est illustré par 

la figure 5.7 

# 
u u 

u 

Figure 5.7 - Secteurs d'un type isomorphe à Ptic (X, xm, X) et son palindrome primitif 
associé 

Si la classe associée au type de a~ -structures est dexterpalindromique et que aubu 

est son plus petit dexterpalindrome primitif de longueur paire où a et b sont des lettres 

et u un mot alors le type est divisé par des axes de symétrie passant par a et b. On peut 

orienter le contenu des secteurs vers l'axe passant par b. Posons él et é2 comme étant le 

nombre de polygones de taille impaire dans l'échelle associée à l'arête orientée de a et 

respectivement b. Alors, pour une multiplicité du dexterpalindrome primitif, les axes de 

symétrie l'interceptent é1 + é2 sommets. Si le mot est de longueur k et le mot primitif 

est de longueur i, où i . j = k, et de poids X 2m+él +é2, alors le type est isomorphe à 
P,biC(X€l xm X€2)2) , , . 

o 

En appliquant le théorème de dissymétrie pour les 2-arbres polygonaux exterpla

naires sur les développements moléculaires des espèces a;, a~ et a~, on obtient celui 

de ap puisque ap = a; + a~ - a~. 

Théorème 187. L'espèce ap = ap(X) des 2-arbres polygonaux exterplanaires satisfait 
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à l'isomorphisme d'espèces suivant: 

ap(X) = E2(X) +	 L;31 xm + L;32E2(X m) + L;33X E2(X m) (5.21) 
m?O m?O m?O 

+ L	 ;34X2E2(Xm) + L;35P4biC (I, X m, X) + L;36p~ic(X, X m, X) 
m?O m?O m?O 

1 

+ L	 L L 7r(i, n, 2m + s + I)P~iC(Xé, X m, X) 
é=O m>O i·j?3- j>l 

i impair 

+ L	 L 7r(i, 2n + 2)PtC(X, X m, X)
 
m>O i·j?3
- j>l 

i pair 

1 1 

+ L	 L L L O(i,SI,S2,2m+Sl + S2)PtC(Xél,Xm, Xél) 

él =0 é2=él m>O i·j?3- j>l 
i pair 

+ L L Œ(i, m)Cj(Xm 
),
 

m>O i-J?3
- j>2 

où 

;31	 LŒ(k,m) + L -c(2)(n)~(a~~1 - a~~l)
 
k?3 n?1
 

_~(c(2)(n) + c(~))~(a~~2 - a~~2) - ~(c(2)(n) + c(~))~(a~n) - a~)) 

~ (4n) _ ~ (2n) + ~	 (n) ) + ( )(~ (4n) _ ~ (2n) + ~ (n))+en( )( 4am- 2 4a"';-2 2a"';;-2 en 4am 4aS" 2a!?f' 

;32	 L o(k, 0, 0, 2m) + Œ(~' m) + L _~(c(2)(n) + c(~))a~~1
 
k?3 n>1
 

k pair	 

+c(n)(a(2n) _ a(n) ) + c(n)~(a(2n) _ a(n))
m-l	 "';-1 2 mS'" 

;33	 L o(k, 0,1, 2m + 1) + L 7r(k, 0, 2m + 1) + L _C(2) (n)a~),
 
k>3 k>3 n?1
 

k pair	 k i~paîr 

;34	 L o(k, 1, 1, 2m + 2) + 7r(k, 2m + 2) + L 7r(k, 1, 2m + 2) +
 
k?3 k?3
 

k pair	 k impair 

L c(n)~(a~n) - a~)) + c(n)(a~~1 - a~i1) - ~(c(2)(n) + c(~))a~~I' 
n?1 
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(35 = ~ c(n)a~), 
n:;:::l 

(36 ~ c(n)a;;:L· 
n:;:::l 



CONCLUSION 

Nous avons obtenu les développements moléculaires des arbres plans, des 2-arbres 

k-gonaux exterplanaires, des 2-a1'bres k-gonaux sans sommets de degré supérieur à 3 

et des 2-arbres polygonaux exterplanaires. Dans chaque cas, nous avons d'abord trouvé 

le développement moléculaire d'une espèce asymétrique. Puis, trouvé celui de diverses 

espèces pointées à l'aide de formules d'addition ou de classes diédrales de mots re

présentant des types de cette espèce asymétrique. Le développement moléculaire de 

chacune de ces espèces est finalement obtenu en utilisant un théorème de dissymétrie 

et en regroupant les termes semblables. 

Dans le cas des arbres R-enrichis, les techniques employées dans le présent tra

vail pourraient être utilisées à condition de connaître le développement moléculaire des 

arborescences R'-enrichies et de leurs puissances et de disposer d'une formule d'addi

tion appropriée. Le principal obstacle survient dans le cas où R' n'est pas asyméttrique 

puisque, dans ce cas, on ne dispose pas de technique pour calculer, de façon générale, 

le développement moléculaire des arborescences R'-enrichies. 

Dans le cas des 2-arbres k-gonaux ou polygonaux, il serait possible de généraliser 

les techniques appliquées aux cas exterplanaires en connaissant le développement mo

léculaire des 2-arbres k-gonaux (respectivement polygonaux) pointés en une arête et 

celui de ceux pointés en une arête orientée. Cette fois-ci l'arête orientée n'est pas né

cessairement externe puisqu'une arête dans un 2-arbre k-gonal ou polygonal peut être 

de degré supérieur à 2. 



APPENDICE A
 

DÉVELOPPEMENT MOLÉCULAIRE DES ARBRES PLANS 

A.t Premiers termes du développement moléculaire des arbres plans 

Premiers termes du développement moléculaire des arbres plans. Ces termes sont 
regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont concentrés. 

x 

X5 + XC2 (X 2
) + XC4(X)
 

3X6 + 2C2 (X3) + XC5(X)
 

9X7 + 3XC2 (X3) + XC3(X 2 
) + XC6 (X)
 

28X S + 5C2(X4) + XC7(X)
 

85Xg + 8XC2 (X4) + XC4(X 2 
) + XCs(X)
 

262X 1o+ 14C2 (X 5) + 3XC3(X3) + XCg(X)
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A.2 Premiers termes du développement moléculaire des arbres plans 
pondérés par la distribution des degrés de leurs sommets 

Premiers termes du développement moléculaire des arbres plans pondérés par la 
distribution des degrés de leurs sommets. Ces termes sont regroupés selon le cardinal 

sur lequel ils sont concentrés. 

r~rîXC2(X3) + r5r2rfXC2(X3) + 2r4r~riX7 + 3r3rgrrx7 + 2rJr2riX7 + 
r4r~rfXC2(X3) + r4r3rrX7 + rSr2rrX7 + r3r~riXC3(X2) + r6r~XC6(X) 

3rsr~rr X8 + 6r4r3r2rr X 8 + r6r2r~ X8 + r5r3r~ X8 + rJr~C2(X4) + r7ri XC7(X) + 
r~rîC2(X4) + 5r3rirrX8 + 6r5r~riX8 + 3r5r~riC2(X4) + 5r4r~riX8 + r5rrX8 

4rlr3riXlO + 9r3r~rrXlO + 4rsrJriXlO + r6r~r~XC3(X3) + 56T4r3r~rrXlO + 
r3r~rrXC3(X3) + 28r4r5r2r~XlO + 32r5ririXIO + 8r6r3r2riXIO + 28r~rârrXlO + 

14rsrirrXIO + 2TiT~C2(X5) + rgriXCg(X) + 12drâr~XlO + 9r6r~r~XlO + 
4r7râriXlO + rgrîC2(X S) + rir~XC3(X3) + 8rSr4r2riXIO + 14r4r~riXIO + 
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rir~)(10 + 28rsr3rir~)(10 +r8r2r~)(10 +r7r3r~)(10 +r6r4r~)(10 + 
6r~ririC2()(S) + 4drir~C2()(S) + rgr~C2()(S) 

8)(11 + 20 4 6)(11 10)(C ()() 36 2 7)(11 9)(119r6r4r2r1 r3r2r1 + rlOr1 10 + r6r3r2r1 + r9r2r1 +
 
60r~r~ri)(11 + 4rJr~r~)(C2()(S) + 36rsr4riri)(11 + 12r3r~rt)(11 +
 

r~r~)(C2()(S) + 4r8rir~)(11 + 2r6rir~)(C2()(S) + 6r~r~ri)(C2()(S) + r7r4ri)(11 +
 
36rJr3r2ri)(11 + 9rSr4r3r~)(11 + 4r4r~rir~)(C2()(S) + 126r4r3rirr)(11 +
 
r6r~r~)(C2()(S) + 84rsr3r~r~)(11 + 12r4r1ri)(11 + r~r~)(11 + rsr3ri)(11 +
 

9r7r3r2r~)(11 + 12r7r~ri)(11 + 124r4r~rir~)(11 + 20r4rgri)(11 + rSr~rf)(CS()(2) +
 
40rJr~r~)( 11 + r6 rsri)(11 + 2rjr2r~)( C2()(S) + rsrir~)( C2()(S) + r~rî)( C2()(S) +
 

4r6r~rr)(11 + 20r6rir~)(11 + 25rsr~rr)(11 + rgr2r~)(C2()(S) + 84r~r~rr)(11 +
 
2r4r~ri)(C2()(S) + 36rsr~r2ri)(11 + 4rgr2rr)(11
 

120r6r3riri)(12 + 15r8rir~)(12 + 120rSr4riri)(12 + r7rsriO)(12 + 42rsr~rf)(12 +
 
30r7riri)(12 +rsr4riO)(12 + 5rsrJri)(12 + 210rSr3rir~)(12 + 210rgrirr)(12 +
 

100rjr~r~ )(12 + rgr3 r iO )(12 + râriOC2()(6) + rll ri1)(C11 ()() + 180rsr~rir i)(12 +
 
120r4rgr2ri )(12 + 42r6r~r~ )(12 + 10r7r4r2ri )(12+ 20rgr~r~)(12 + 45r6r4r~r~ )(12 +
 
45r6r~r2rr)(12 + 420r4r~r~r~)(12 + 5rgr~rrC2()(6) + 20rJr~rr)(12 + 5rgr3ri)(12 +
 

30r4r~rt)(12 + 10rsr3r2ri )(12 + rlOr2riO)(12 + 100rJrir~ )(12 + riOr rC2()(6) +
 
15dr2r~ )(12 + 90rsr4r3r2r~ )(12 + 6r~r i )(12 + 10r6r4r3ri )(12 + 100r~r~rt )(12 +
 
15rsrgr~ )(12 + 5r7dri )(12 + 15r3r~r{ )(12 + 10r6rsr2ri )(12 + lOr~r~riC2()(6) +
 

5rgriri )(12 + 5dr~r~C2()(6) + 45r7r3r~rf )(12 + 180rJr3r~ri )(12 +
 
252r4r3r~rf)(12 + 10rjr~r~C2()(6) + lodrir~C2()(6)
 



APPENDICEB 

DÉVELOPPEMENT MOLÉCULAIRE DES 2-ARBRES 

k-GONAUX EXTERPLANAIRES 

B.l	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
triangulaires exterplanaires 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres triangulaires 
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont 

concentrés. 

1 

2E2 (X 2
) + X P6bic (X, 1) 

2X5 + 2XE2(X 2 
) 

5X6 + 4E2 (X 3
) + 2X2 E2 (X 2

) + P4biC (X, X) 



140 

B.2	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
quadrangulaires exterplanaires 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres quadrangulaires 
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont 

concentrés. 

1 

X 2 E2(X) + X 4 + 2E2(X2) + P4biC (X 2, 1) 

X PSbiC(X, 1, 1) + lOXs + X E2(X 2) + X 3E2(X) + 3X P2
bic(1 , X 2, 1) 

3X2E2(X 2) + 2X4E2(X) + 43X6 + lüE2(X3) + P4biC(X, X) + P4biC(X3, 1) 

X p~ic(1, X, X) + 227X7 + llXE2(X3) + 5X3 E2(X 2) + 2XsE2(X) + 
15X p~ic(1, X3, 1) 

15X2E2(X3) + 8X4E2(X 2) + 3X6E2(X) + 1162X8 + 52E2(X 4) + 2P4
bic(X 2,X) + 

P
4
biC(X 4 , 1) 
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58XE2(X 4) + 26X3E2(X3) + X P4bic (l, X 2, 1) + 3X7 E2(X) + l1X 5 E2(X 2) + 
2XP4biC (I, X, X 2) + 6083X9+ X P4biC (X, X, X) + X PSbiC(X2, l, 1) + XC4(X 2) + 

70X p,biC(12 , X 4 
, 1) 

70X2E2(X4) + 44X4E2(X3) + 15X6E2(X 2) + 4XsE2(X) + 32315X lO + 
266E2(X 5) + 3P4

bic(X, X 2) + 3P4biC(X3, X) + P4
bic(X5, 1) 

4X9E2(X) + 364X P2
biC(I, X 5, 1) + 3X P4

biC (I, X 2, X) + 3X P4
bic (X, X, X 2) + 

3X P4biC(I, X, X 3) + 174859X11 + 309X E2(X 5 
) + 133X3E2(X4) + 63X5E2(X3) + 

19X7 E2(X 2) 

120X7E2(X3) + X PS 
biC(X3, 1, 1) + 1932X P2

biC(I, X6, 1) + 1660XE2(X6) + 
708X3E2(X5) + 4X P4biC(I, X, X 4) + 344X5E2(X4) + 2X P4

bic(X 2, X, X 2) + 
4X pbic(X X X 3) + 29X9 E (X 2) + X P,biC(X X 1) + 5X p biC(1 X 3 1) +4 "	 2 S, , 4" 

7X P4biC (I, X 2, X 2) + 5XC4(X3) + 5Xll E2(X) + 3X P4bic(X, X 2, X) + 5369570X13 

35X 10 E2(X2) + 5P4biC(X5, X) + 12P4
biC(X3, X 2) + 1932X2E2(X6) + 

30373643X 14 + 1224X4E2(X5) + 7722E2(X 7 
) + 12P4biC(X, X 3) + P4

bic(X7 
, 1) + 

6X 12 E2(X) + 504X6E2(X4) + 160XsE2(X 3) 

10659X P2
biC (I, X 7 

, 1) + 1929X5E2(X 5) + 6X 13 E2(X) + 201X9E2(X3) + 
705X 7 E2(X 4) + 12XP4biC(I, X 2, X 3) + 41X ll E2(X2) + 3861X3E2(X6) + 

173811015X 15 + 5X P4biC(I, X, X 5) + 5X P4
bic(X2, X, X3) + 9163X E2(X 7

) + 
5X P4

bic(X, X, X 4) + 12XP4
biC(I, X 3, X) + 12XP4bic(X, X 2, X 2) 

B.3	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
pentagonaux exterplanaires 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres pentagonaux 
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont 

concentrés. 

1 

X p 10 
biC(1 , 1) 
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162X6 + 20E2(X3) + 9X 2E2(X 2
) + 2P4

bic (X, X) + X P1bJC(X, 1)
 

1144X7 + 52XE2(X3)
 

7986X8 + 140E2(X4) + 70X 2E2 (X3)
 

426526X10 + 960E2(XS) + 480X 2E2 (X4 ) + 9P4biC(X, X 2 )
 

3221214Xll + 2394XE2(X S) + 2XCS(X 2
)
 

24770126X12 + 7084E2(X6) + 3542X2E2(X S)
 

193592840X 13 + 17710X E2(X6)
 

1533979736X 14 + 53768E2(X 7 
) + 26884X2E2(X6) + 52P4biC(X, X 3 )
 

12301987920X 1s + 135720XE2 (X7
)
 

BA	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
hexagonaux exterplanaires 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres hexagonaux 
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont 

coneentrés. 

1 
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6X4 + X ZEz(X) + 4Ez(X Z) + P4
bic(X Z, 1) 

X P4
biC(I, X, 1) + X P4

bic(XZ, 1, 1) + 7X Ez(X Z) + 3X3Ez(X) + 8XPzbiC(I, X Z, 1) + 
48Xs 

12XzEz(X Z) + 4X4Ez(X) + 432X6 + 53Ez(X3) + 2P4
bic(X, X) + P4

bic(X3, 1) 

X P1bdC(X, 1, 1) + 2XC3(XZ) + 3788X7 + 2XP4bic(X, X, 1) + X P4biC(X3 , 1, 1) +
 
40X Ez(X 3) + 20X3Ez(XZ) + 5XsEz(X) + .66XPzbiC(I, X 3, 1)
 

102XzEz(X3) + 32X4Ez(X Z) + 6X6 Ez(X) + 34060X8 + 280Ez(X4) +
 
4P4bic(X Z, X) + P4biC(X4, 1)
 

5XP4
biC(I, X Z, 1) + 5X P4

bic(XZ, X, 1) + X P4biC(X4, 1, 1) + 517X EZ(X4) +
 
190X3EZ(X3) + 45XsEz(XZ) + 7X 7Ez(X) + 572Xp~ic(1, X4, 1) + 314468X9
 

878XzEZ(X4) + P4biC(XS, 1) + 2980768XIO + 2X Ptic (1, X, X) + 6P4biC(X3, X) +
 
18XC3(X 3) + 8X8 Ez(X) + 2512Ez(X S) + 306X4Ez(X3) + 60X6Ez(XZ) +
 

llP4
biC(X, X Z)
 

9X9 Ez(X) + X P4bic(XS, 1,1) + 4732X Ez(X5) + 1716X3EZ(X4) + 28895698X lJ +
 
5252XPz

biC(I,Xs, 1) + 77X7E2(X Z) + 460XSE2(X 3) + 18XP4biC(X,XZ, 1) +
 
7X p bic(X3 X 1)


4 " 

96X8Ez(X Z) + 26P4bic(XZ,XZ) + 2912X4Ez(X4) + P4bic(X6, 1) + 650X6 Ez(X3) +
 
8190XzEZ(X5) + 8P4bic(X4, X) + 285565642XJZ + 10XIO Ez(X) + 23716Ez(X6)
 

160XC3(X4) + 34XP4
bic(X2 , X 2 , 1) + 2XC6(XZ) + X P1bdC(XZ, 1, 1) +
 

35X P4
biC(I, X 3 , 1) + 45042X E2(X6) + 2XP6

biC (1, x z, 1) + 4X PtiC (I, X, X Z) +
 
2868752144XJ3 + X P4bic(X6, 1, 1) + 4548X5EZ(X4) + 16437X 3EZ(X5) +
 

llX lJ Ez(X) + 2X P6bic(X, X, X) + 882X7EZ(X3) + 50302X Pzbic(1, X 6, 1) +
 
9XP4

biC(X4, X, 1) + 117X9Ez(X Z)
 

29227557088X14 + 79072X zEZ(X6) + 80P4bic(X, X 3) + 28768X4 Ez(X5) +
 
45P4

bic(X 3 , X Z) + 6720X6EZ(X4) + 1160X8 EZ(X 3 ) + 140XIOEz(XZ) +
 
P4biC(X7, 1) + 10P4biC(XS, X) + 12X1Z Ez(X) + 231744Ez(X7)
 

301428912126X 15 + X P4
bic(X7, 1, 1) + 56XP4bic(X3 , X Z, 1) + 13X13Ez(X) +
 

165X ll Ez(XZ) + 498066X p~iC(1, X 7, 1) + llX P4
bic(X5, X, 1) +
 

162248X3Ez(X 6 ) + 46376XsEz(X5) + 136XP4bic(X, X 3, 1) + 444210XEZ(X7) +
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B.5	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
heptagonaux exterplanaires 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres heptagonaux 
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont 

concentrés. 

1 

X pbiC(l 1)14 , 

945X6 + 48E2 (X 3) + 24X 2E2 (X 2 ) + 3P4bic(X, X) 

10032X7 + 190XE2 (X3) 

109188X8 + 506E2 (X4) + 252X2 E2 (X3) + X P1
bdC(X, 1) 

1228890X9 + 1950XE2(X 4) 

14210460X lO + 5460E2 (X 5) + 2730X 2 E2 (X4) + 21P4biC(X, X 2 
) 

168235264Xll + 21576X E2(X5) 

24931542797X13 + 250971XE2 (X6) 
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B.6	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
octogonaux exterplanaires 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres octogonaux 
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont 

concentrés. 

1 

3X2E2(X) + llX4+ 6E2(X 2) + P4biC (X 2, 1) 

148X5 + X P4
bic(1, X, 1) + 14XE2(X 2) + 4X3E2(X) + 16X P2biC(I, X 2, 1) 

27X2E2(X 2) + 6X4E2(X) + 1815X6+ 66E2(X3) + 3P4
bic(X, X) + P4biC(X3, 1) 

4X P4biC(I, X, X) + 22499X7 + 167X E2(X3) + 47X 3E2(X 2) + 7X5 E2(X) + 
184X p~iC(1, X 3, 1) 

325X2E2(X3) + 72X4E2(X2) + 9X6E2(X) + 289286X8+ 812E2(X4) + 
6P4bic(X2, X) + P4

bic(X4, 1) 

2064XE2(X4) + 3XC4(X 2) + 7X p4
bic(1, X, X2) + 605X3 E2(X3) + 

2240X p~iC(1, X 4, 1) + 10X P4
biC(I, X 2, 1) + 10X7E2(X) + 3X P4

bic(X, X, X) + 
101X5E2(X 2) + X Plb~c(X, 1, 1) + 3839644X9 

4080X2E2(X 4) + 992X4E2(X 3) + 135X6E2(X 2) + 12X8E2(X) + 52438557X 10 + 
10438E2(X S) + 24P4biC(X, X 2) + 9P4

bic(X3, X) + P4biC(XS, 1) 

1482XsE2(X 3) + 13X9E2(X) + 10XP4
bic(X, X, X 2 ) + 8010X3E2(X4) + 

733251176X ll + 10X p4bic(1, X, X 3) + 173X7 E2(X 2) + 29526X P~iC(I, X 5, 1) + 
34X P4

bic(1, X 2 , X) + 27144X E2(X5) 
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13680X4E2(X4) + 141708E2(X6) + 2109X6E2(X3) + 216XsE2(X2) + 
57P4biC (X2 

, X 2) + 54834X2E2(X5) + 10458325094X 12 + 12P4biC(X4, X) + 
15X10 E2(X) + P4biC (X 6

, 1) 

70X P4biC(l, X 2, X 2) + 3X PsbiC(l, X, X) + 151683323689X 13 + 373095XE2(X6) +
 
263X9 E2(X 2) + 36XC4(X3) + 33XP4biC(X, X 2, X) + 13XP4biC(1, X, X4) +
 

13XP4bic(X, X, X 3) + 2863X7 E2(X3) + 407176X p~ic(l, X6, 1) +
 
6XP4

bic(X2 
, X, X 2) + 111027X 3E2(X 5) + 21483X5E2(X4) + 16X ll E2(X) +
 

110X p 4 
biC(l , X 3 

, 1)
 

18X 12 E2(X) + 2231662273500X 14 + 253P4 
bic(X, X3) + 195822X4E2(X5) +
 

315X 10 E2(X 2) + P4biC (X7
, 1) + 31878X6 E2(X4) + 1997320E2(X 7 

) +
 
99P4

bic(X 3 
, X 2) + 3784XsE2(X3) + 15P4

biC(X5, X) + 766843X2E2(X6)
 

45336X7 E2(X4) + 371X ll E2(X 2) + 16X P4
bic(X2, X, X 3) + 19X 13 E2(X) +
 

115Xp4bic(l, X 2, X 3) + 115XP4biC(X, X 2, X 2) + 33242246178589X 15 +
 
4856X9E2(X3) + 368X P4

biC(l, X 3, X) + 3858920X E2(X 7 ) +
 
16X pbic(X X X 4) + 5816720X P,biC(l X 7 1) + 16XPbiC(l X X 5 ) +


4 "	 2 " 4' , 
5312775X5E2(X5) + 1588820X3E2(X6) 

B.7	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
ennéagonaux exterplanaires 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres ennéagonaux 
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont 

concentrés. 

1 

X p lS 
biC(l , 1) 
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3176X6 + 88E2(X 3 ) + 44X 2E2(X 2 ) + 4P4bic(X, X)
 

45239X7 + 467X E2 (X3) + 4XC3(X 2 
) + X PtiC (I, X)
 

668484X8 + 1240E2(X 4) + 620X 2E2(X3)
 

10226656X9 + 6545X E2(X4)
 

161028168X lO + 18240E2 (X S 
) + 9115X 2E2 (X4) + 38P4

bic(X, X 2 
) +
 

X Plb~c(X, 1) + 52XC3(X3) + 4X P6bic(X, X) 

714886372048X 13 + 1566032XE2(X6 
) + 744XC3(X4) + 8X P6biC (I, X 2 ) 

12134350053552X 14 + 4637880E2(X 7
) + 2318940X2 E2 (X6 ) + 468P4bic(X, X 3) 

208540066329072X 15 + 25747128XE2 (X 7 
) 

B.8	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
décagonaux exterplal1aires 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres décagonaux 
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont 

concentrés. 

1 

X P4
bic(X, 1, 1) + 2XE2 (X) + 2Xp~ic(1, X, 1) 

4X2E2 (X) + 20X4 + 8E2(X 2 ) + P4
bic(X 2 

, 1) 
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5187X 6+ 47X 2E2(X 2
) + 8X4E2(X) + 186E2(X 3) + 4P4bic(X, X) + P4biC(X3, 1) 

6XP4
bic(X,X, 1) + XP4biC(X3, 1, 1) + 290XE2(X3) + 84X3E2(X 2) +
 

10X5E2(X) + 384X P2biC (I, X3, 1) + 83254X7
 

748X 2E2(X 3) + 128X4E2(X 2 
) + 12X6E2(X) + 1393656X8 + 1776E2(X4) +
 

8P4biC(X2, X) + P4biC(X4, 1)
 

19XP4
bic(1, X 2 , 1) + 10X P4biC(X2, X, 1) + X P4biC(X4 , 1, 1) + 5780X E2(X4) +
 

1406X3E2(X3)+180X5E2(X 2 ) +14X7E2(X) +6160X P2
biC(I, X4, 1) +24140560X9
 

12320X2E2(X4) + 2296X4E2(X3) + 240X6E2(X 2) + 16X8E2(X) +
 
430619464X 10 + 29744E2(X5) + 42P4biC(X, X 2 ) + 12P4

biC(X 3, X) + P4
bic(X5, 1)
 

7868205991Xll + 308X7E2(X 2) + 105896X P2
bic(1, X5, 1) + 3450X5E2(X3) +
 

X P2
bdC(X, 1, 1) + 14X P4biC(X3, X, 1) + 98978X E2(X5) + 24287X3E2(X4) +
 
4XC5(X 2) + X P4bic(X5, 1, 1) + 18X9 E2(X) + 68X P4

bic(X, X 2, 1)
 

146676950316X 12 + 20X 10 E2(X) + 216580X2E2(X5) + 16P4biC(X4, X) +
 
384X8E2(X 2) + 526968E2(X6) + 4900X6E2(X3) + 41600X4E2(X4) +
 

P4
biC(X6, 1) + 100P4biC(X2, X 2)
 

18XP4bic(X4, X, 1) + 1909012XP2
biC(I, X 6, 1) + 1777216XE2(X6) +
 

252X P4biC(I, X 3, 1) + 22Xll E2(X) + 440748X3 E2(X5) + 468X9E2(X 2) +
 
X P4

bic(X6, 1, 1) + 2780878816652X 13 + 135X P4biC(X2, X 2, 1) + 6678X7E2(X3) +
 
65520X5E2(X 4)
 

560XlO E2(X 2) + 780216X4E2(X5) + 24X 12 E2(X) + 97440X6E2(X4) +
 
580P4

biC(X, X 3) + 9705728E2(X7) + 53489194143104X 14 + 8816X8E2(X3) +
 
20P4biC(X5, X) + 174P4biC(X3, X 2) + 3965808X2E2(X6) + P4

bic(X7, 1)
 

33087296XE2(X7) + 217XP4biC(X3,X2, 1) + 138880X7E2(X 4
) +
 

660X llE2(X 2 ) + X P4
bic(X7, 1, 1) + 22X P4

bic(X5, X, 1) + 8259392X3 E2(X6) +
 
1041741389512864X15+ 35640704X p2biC(1, X 7, 1) + 26X13 E2(X) +
 

11346X9E2(X3) + 992XP4
bic(X, X 3, 1) + 1270752X5E2(X 5 )
 



APPENDICEC 

DÉVELOPPEMENT MOLÉCULAIRE DES 2-ARBRES 

k-GONAUX EXTERPLANAIRES SANS SOMMETS DE DEGRÉ 

SUPÉRIEUR À 3 

C.1	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
pentagonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur 
à3 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres pentagonaux 
exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3. Ces termes sont regroupés selon 

le cardinal sur lequel ils sont concentrés. 

1 

X pbic(1 1)10 , 
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C.2	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
hexagonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 
3 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres hexagonaux 
exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3. Ces termes sont regroupés selon 

le cardinal sur lequel ils sont concentrés. 

1 
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98X7 + 14P2biC(X, X 3) + 2P2
biC (X3, X2) + P2

bic(X5, X) + 4XC2(X3) + 
X P4

bic(X, X, 1) + X P4
bic(X3, 1, 1) + XC3(X 2) + X P6biC(1, 1, X 2) 

393X8 + 17C2(X4) + 17P2
biC (1, X4) + 13P2biC(X2, X 3) + P4

bic(X2,X) + 
3P2

bic(X4, X 2) + P4bic(X4, 1) + P2bic(X6, X) 

1600X9 + 53P2
bic(X, X 4 

) + 13P2biC(X3, X 3) + 3P2
bic(X5, X 2) + P2

bic(X7,X) + 
17XC2(X4) + X P4biC(X2,X, 1) + X P4

bic (X4, 1, 1) 

6486X 1o + 66C2(X 5 
) + 66P2

biC(1, X 5 
) + 3P4

bic(X, X 2) + 48P;iC(X2,X 4) + 
P4

biC(X 3, X) + 12P2biC(X4,X3) + P4biC(X5 , 1) + 3P2bic(X6,X2) + P2
bic(X8,X) + 

4X C3(X3) + X P6
biC (1, X, X) + X P6

biC (1, 1, X 3) 

26694X ll + 203P;ic(X, X 5 ) + 49P2biC(X3, X 4 ) + 13P2biC(XS, X 3)+3P2bic(X7, X 2)+ 
P;ic(X9, X) +66XC2(X S)+3X P4

bic(X, X 2, 1) +X P4
bic(X3, X, 1) +XP4

bic(XS, 1, 1) 

l10818X 12 + 269C2(X6) + 269P2
bic(1, X 6) + 203P2

bic(X 2, X S) + 3P4
bic(X2,X 2) + 

49P2
bic(X4, X4) + P4

bic(X4, X) + 13P;iC(X6, X3) + P4
biC (X6, 1) + 3P2 

bic(X8, X 2) + 
P2bic(XIO, X) 

465890X 13 + 812P;iC(X, X 6) + 202P2
bic(X3, XS) + 48P2

bic(X 5 
, X 4) + 

13P2
biC(X7, X 3 ) + 3P;ic(X9, X 2) + P2

bic(X ll , X) + 269XC2(X6) + 
3X P4

bic(X2, X 2, 1) + X P4
bic(X4,X, 1) + X P4

bic(X6, 1, 1) + 17XC3(X4) + 
X p'biC(l X X 2) + X P'biC(l 1 X 4 )6 , , 6' , 

1978032X 14 + l102C2(X7) + l102P2
biC(1, X 7) + 10P4biC (X, X3) +
 

833P2
bic(X2,X 6) + 3P4

bic(X3, X 2) + 203P2
bic(X4, X S) + P4

bic(XS, X) +
 
49P2

bic(X6,X4) + P4biC(X7, 1) + 13P2biC(X8 ,X3) + 3P;iC(X 10 ,X2) + P2biC(X12,X)
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C.3	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
heptagonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur 
à3 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres heptagonaux 
exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3. Ces termes sont regroupés selon 

le cardinal sur lequel ils sont concentrés. 

1 

X pbiC(l , 1)14 

2P~iC(X)X) 

2X4 + 2P~iC(1, X 2) + P~iC(X2, X) + 2C2(X 2) 

4464572X 12 + 1652P~iC(l) X6) + 738P~ic(X2, X 5 ) + 1652C2(X6) 

27836036X 13 + 6608P2biC(X, X6) 

175620165X 14 + 10026P2biC(1, X 7 ) + 4437P2bic(X2, X 6) + 10026C2(X 7 ) + 
19P4biC(X, X 3) 
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C.4	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
octogonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 
3 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres octogonaux 
exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3. Ces termes sont regroupés selon 

le cardinal sur lequel ils sont concentrés. 

1 

4X4 + 2C2(X 2) + 2P2biC(1, X 2) + 2P2
bic(X2, X) + P4

biC(X 2, 1) 

38X5+ 12P~iC(X, X 2) + 2P2
bic(X3, X) + 2XC2(X 2) + X P4

biC(1, l, X 2) + 
X P biC(l, l, X)s

296X6 + 14C2(X 3) + 14P2
biC(1, X 3) + 2P4biC(X, X) + 11P2

bic(X2, X 2) + 
bic (X3P4 , 1) + 3P2

bic(X4, X) 

17007X S + 106C2(X4) + 106P~iC(l, X 4) + 82P2
bic(X2, X 3) + 3P,fiC(X2, X) +
 

20P2
bic(X4, X 2) + P4

bic(X4, 1) + 4P~iC(X6, X)
 

132265X9 + 579P2
bic(X, X 4)+ 117P2biC(X3, X 3)+ 25P2biC(X5, X 2)+4P2

bic(X7 , X) +
 
124XC2(X4) + 2X p4bic(1, X 2, 1) + 2X P4

bic(X, X, X) + 3X p4bic(1, X, X 2) +
 
X P4bic(X, 1, X 3) + X P4bic (1, l, X 4) + 2XC4(X 2) + X p~ic(1, 1, X 2)
 

1050395X lO + 8ü1C2(X 5) + 801P~ic(1, X5) + 10P4
biC (X, X 2) + 601P2

biC(X2,X 4 
) +
 

4P
4
bic(X3, X) + 164P2biC(X4,X3) + P4biC(X5, 1) + 31P2biC(X6, X 2) + 5P~iC(XS, X)
 

8504763X ll + 4406P2biC(X, X5) + 9lOP2bic(X3 , X 4 ) + 213P2
biC(X5, X 3) +
 

37P2bic(X7 , X 2) + 5P2biC(X9 , X) + 983XC2(X5) + 10X p4bic(1, X 2,X) +
 
5X P4

bic(X, X, X 2) + 4X P4
biC (l, X, X 3) + X P4

bic(X2, 1, X 3 ) + X P4
bic (X, 1, X 4) +
 

X PbiC(1 1 X5)

4 " 
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70031522X 12 + 6341C2(X6) + 6341P2biC(I, X 6) + 4718P2biC(X2, X 5) +
 
17P4biC(X2,X2) + 1297P2biC(X4,X4) + 5P4biC(X4,X) + 276P2biC(X6,X3) +
 

P4biC(X6, 1) + 44P~iC(X8, X 2) + 6P2
bic(X lO , X)
 

585174191X13+ 34913P2bic(X, X 6) + 7331P~iC(X3, X5) + 1766P2
biC(X5, X 4) +
 

341P2biC(X 7 , X 3) + 51P2biC(X9, X 2) + 6P2biC(X ll , X) + 7904XC2(X6) +
 
14XP~iC(I,X3, 1) + llXP4biC(X,X2,X) + 17XP4bic(1,X2,X2) +
 
3X P4biC(X2, X, X 2) + 6X P4

bic(X, X, X 3 ) + 5X P4biC(I, X, X 4) +
 
X P4

bic(X2, 1, X 4) + X P4
bic(X, 1, X5) + X p4bic(1, 1, X6) + 14XC4(X3) +
 

2XP'biC(18 X , X) + X pbiC(1 1 X3)
, 8' , 

4952155092X 14 + 51632C2(X 7 
) + 51632P~iC(1, X 7 ) + 62P~iC(X, X 3 ) + 

38089P2biC(X2,X6) + 25P4
bic(X3,X2) + 10722P2biC(X4,X5) + 6P4

biC(X5,X) + 
2333P2

bic(X 6 , X 4) + P4bic(X7 , 1) + 422P2
biC(X 8 , X 3) + 59P2biC(X10, X 2) + 

7P~iC(X12, X) 

C.5 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 

ennéagonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur 

à3 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres ennéagonaux 
exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3. Ces termes sont regroupés selon 

le cardinal sur lequel ils sont concentrés. 

1 

X p biC(1 , 1)18 
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5876046XIO + 1870P2biC (1, X5) + 1048P2
biC(X2, X 4 

) + 1870C2(X5) + 
12P4 

biC (X, X 2) + 22XC3(X3) + 2X P6
bic(X, X) 

618487252X12 + 18508P2biC(1, X6) + 10208P2biC(X2, X5) + 18508C2(X6) 

6500207778X13 + 125468P~iC(X, X6) + 200XC3(X 4
) 

69218710502X 14 + 189246P2
bic(1, X 7 

) + 102826P2
biC(X2, X6) + 189246C2(X 7 

) + 
92P4

biC(X, X3) 

C.6	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
decagonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 
3 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres decagonaux 
exterplanaires sans sommets de degré supérieur à 3. Ces termes sont regroupés selon 

le cardinal sur lequel ils sont concentrés. 

1 
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X P~JC(I, 1, 1)
 

173814X8 + 331C2(X4) + 331P~iC(I, X 4) + 272P~iC(X2, X 3) + 5P4bic(.X2, X) + 
52P~iC(X4, X 2) + P4

bic(X4, 1) + 7P~iC(X6, X) 

2033370Xg+2682P~iC(X,X4)+431P2biC(X3, X3)+69P2biC(X5, X2)+8P~ic(X7, X)+ 
416XC2(X4) + 7X P4

bic(l, X 2, 1) + 5XP4
bic(X2, X, 1) + X P4biC(X4, 1, 1) 

24401956XlO+3756C2(X5)+3756P2biC(I, X5)+22P4biC(X, X 2)+3030P2biC(X2, X 4)+ 
7P4

bic(X3 ,X) + 630P~iC(X4,X3) + P4biC(X5, 1) + 87P2
biC(X6,X 2) + 9P2

bic(X8 ,X) 

3736661587X 12 + 44820C2(X 6) + 44820P~iC(I, X 6) + 35933P2
biC(X 2, X 5) + 

42P4
bic(X 2, X 2) + 7582P~iC(X4, X 4) + 9P4

bic(X4, X) + 1164P2
biC(X6 , X3) + 

P4bic(X6, 1) + 130P~iC(X8, X 2) + llP~ic(X10, X) 

609299987746X 14 + 553220C2(X7) + 553220P2
biC(I, X 7) + 206P4

bic(X, X 3) + 
441279P2biC(X2, X6) + 66P4biC(X3, X 2) + 94757P2

bic(X4, X 5) + llP4
biC(X5, X) + 

15084P~iC(X6, X4) + P4biC (X7, 1) + 1906P2
biC(X 8 , X 3 ) + 181P2biC(X10, X 2) + 
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7924424626588X 15 + 4614344P~iC(X, X 7) + 760883P~ic(X3, X 6 ) +
 
139981P2biC(X5, X 5 ) + 20243P2bic(X7, X 4 ) + 2365P~iC(X9, X 3) +
 

210P2
bic(Xll, X 2) + 14P2biC(X13, X) + 738458XC2(X7) + 206X P4

biC(X, X 3, 1) +
 
1) + Xp biC (X 7 1 1)66Xpbic(X3 X 2 1) + 11XPbiC(X5 X

4 " 4" 4' , 



APPENDICED
 

DÉVELOPPEMENT MOLÉCULAIRE DES 2-ARBRES
 

POLYGONAUX EXTERPLANAIRES
 

D.l	 Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres 
polygonaux exterplanaires 

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbres polygonaux 
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont 

concentrés. 

E2 (X) 

P6bic ( 1, 1, X) 

pbiC(l 1 X) + pbiC(X 1 X)s " 4' , 

17X 2 E 2 (X 3 
) + 42Xs + PSbic(X, 1, X) + P4bic (1, X 2

, 1) + 9E2 (X 4 
) + 

4P4biC(X, X, X) + Pl~C(l, 1, X) 
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902X E2(X 6) + 101346X 13 + P2
bjC(I, 1, X) 

2116X2E2(X 6) + 485866X 14 + 44P4
biC(I, X3, X) + 1049E2(X 7) + Pl~C(X, 1, X) + 

P2b~C(I, 1, X) 

lOpiiC (1, X 2,X) + 27C3(X 5 
) + 4266X E2(X7) + 2365835X 1S + 2PtJc(1, X, X) + 
CS(X 3) + P3

bJc(1, 1, X) 

10298X2E2(X7)+ 11638945X 16 +4PS
bic(X, X, X) +5C4(X4)+93P4

bic (X, X 3,X) + 
21P4

bic(1, X 4, 1) + 5096E2(X S) + p1bjC(X, 1, X) + Ps
bic(1, X 2, 1) + P3bJc(1, 1, X) 

20792XE2(XS) + 57895531X 17 + P3
bdc(1, 1, X) 

2opiic (X, X 2,X) + 127C3(X6) + 51405X2E2(X S) + 290616677X 1S +
 
194P4bic(1, X 4 , X) + 24959E2(X9) + 2P1bJc(1, X, X) + C6(X 3) + 4P6

bic(I, X3, 1) +
 
Plb~c(X, 1, X) + P3b~c(1, 1, X)
 

103048XE2(X 9) + 1471238292X 19 + P3b~c(1, 1, X) 

258974X2E2(X9) + 7503793909X2o+ 10Ps
bic(1, X 2, X) + 27C4(XS) + 

445P4
bic(X, X 4, X) + 93P4

bic(1, xs, 1) + 124268E2(X lO 
) + 4P1

bJC(X, X, X) + 
5CS(X4) + P~dC(X, 1, X) + P1

bdc(1, X 2, 1) + P4 
bJc(1, 1, X) 
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