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RESUME

Ce mémoire traite de modéles d’arborescences en régression logistique 4-nomiale
pour rendre compte du cas ou les résultats proviennent de séquences d’expérience multi-
nomiales consécutives ou paralléles. Dans le premier chapitre, nous rappelons le modéle
général de régression logistique multinomiale et présentons une méthode d’estimation
individuelle des paramétres. Le chapitre suivant rapporte les recherches de Rousseau et
Sankoff sur les modeéles d’arborescences en régression logistique et présente du méme
coup le cadre dans lequel la présente étude s'inscrit. Le troisiémice chapitre porte sur
différents résultats qui caractérisent les paramétres pour lesquels certaines structures
d’arborescences sont équivalentes. Finalement, le dernier chapitre présente une étude de
simulations Monte-Carlo effectuée pour comprendre et mettre en évidence les facteurs
influencant ordre (selon le maximum de vraisemblance) dans lequel les arborescences
sont sélectionnées. Ces simulations ont permis d’identificr certains principes auxquels
cet ordre obéit, selon la forme du vecteur des paramétres et la grandeur de ces dernicers.

Mots-clés : régression logistique, arborescences, modéles réduits.



INTRODUCTION

L’objet principal de ce mémoire est de poursuivre I'étude de la comparaison de l'esti-
mation des paramétres du modéle logistique d’une expérience multinomiale (dit modele
standard) avec I’estimation individuelle des paramétres de ce méme modéle. Cette com-
paraison avait été faite par Bull et Donner (1993) au moyen de I'étude de Iefficacité
relative des estimateurs faite lorsque les paramétres prenaient leurs valeurs dans des
régions spécifiques. Ces auteurs étaient arrivés & la conclusion qu'il n'y avait pas de
perte d’efficacité pour certaines valeurs de paramétres, donc qu’il n'y avait pas de perte
d’information en utilisant I’estimation individuelle. Remarquons que la méthode de l'es-
timation individuelle telle que définie nous portait a croire que nous n’utilisions pas toute
Pinformation contenue dans I'ensemble de données, ce qui aurait dfi entrainer une perte
d’efficacité dans 'estimation. Bull et Donner avaient conclu qu’il est vraisemblable que
I’estimation des paramétres reliés & certaines combinaisons de catégories puisse étre aussi
performante que I'estimation standard des paramétres lorsque les valeurs de ceux-ci sont

dans certaines régions.

Nous pouvons remarquer que les arborescences de modéles de régression logistique uti-
lisent toutes les combinaisons possibles des catégories. Nous avons donc entrepris de

poursuivre cette recherche avec les modéles d’arborescences de régression logistique.

Ces modeles d’arborescences de régression logistique furent proposés par Rousseau et
Sankoff (1989) dans le but premier d’analyser des données en linguistique. Ces modéles
d’arborescences nous perniettent de calculer les probabilités d’observer les catégories
d’une multinomiale lorsque ces probabilités sont soumises & des contraintes données
par des équations de régression logistique, celles-ci étant différentes de celles du modéle
dit standard. Le critére de vraisemblance maximale associé a chaque arborescence est

utilisé pour estimer le modéle d’arborescence de régression logistique qui aurait généré



I’ensemble de données.

Lors de simulations Monte-Carlo d’ensembles de données générées selon une loi multi-
nomiale, nous avons remarqué que, pour certaines valeurs des parameétres, le critére de
vraisemblance maximale ne pouvait discriminer entre certains modéles d’arborescences,
c’est-a-dire que la vraisemblance était la méme pour certaines arborescences et pour
le modeéle multinomial standard. Pour ces valeurs de paramétres, il n’y avait donc pas
de perte d’information en utilisant ces modéles d’arborescences autres que modéle stan-
dard et ces modeéles ont donc été considérés comme équivalents au modéle standard. Nous
avons aussi trouvé théoriquenient les régions des valeurs des paramétres pour lesquelles

ces équivalences sont valides.

Nous avons en effet remarqué que l'estimation individuelle est faite a partir d’une équa-
tion logistique qui fait partie des équations de régression logistique qui décrivent ces
arborescences équivalentes au modéle standard. Nous avons prouvé que lorsque les pro-
babilités d’observer les catégories qui utilisent cette équation sont linéarisables alors ces

modeéles d’arborescences sont équivalents au modéle standard.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous présentons donc le modéle de régression

logistique multinomiale, ainsi que l'estimation individuelle.

Le deuxiéme chapitre, en résumant les recherches déja menées par Rousseau et Sankoff.
décrit les caractéristiques générales des modeéles d’arborescences en régression logistique
multinomiale. 1] contient aussi des résultats théoriques sans lesquels I'étude entreprise
serait vaine (notamment en ce qui concerne la différence asymptotique entre les vrai-
semblances du vrai modéle et d'une autre arborescence) et les résultats d’études de

simulation meneées par les chercheurs.

\

Le troisiéme chapitre présente différents résultats qui clarifient pourquoi certaines arbo-

rescences sont équivalentes. selon la valeur des parameétres. Nous y énongons cn premier



lieu un théoréme qui décrit selon quelles conditions sur les paramétres l'expression

m—1
In| 1+ Z X
i=1

est linéarisable. Nous avons utilisé ce résultat pour déterminer certaines valeurs des
paramétres qui respectent ces conditions. Nous avons aussi établi le lien entre le fait que

certaines probabilités sont linéarisables et I’équivalence de certaines arborescences.

Le dernier chapitre donne les résultats d’une étude de simulations Monte-Carlo menée
par ma directrice de recherche, Mme Pascale Rousseau, et moi-méme dans le cas 4-
nomial avec 4 variables explicatives binaires. Cette étude nous a permis de mettre en
évidence certains principes gouvernant ’ordre dans lequel les arborescences sont classées
selon leurs vraisemblances et d’identifier des sous-groupes d’arborescences dont les vrai-
semblances sont proches. Nous avons constaté que I'ordre dépend de la forme du vecteur

des paramétres et de la grandeur de ces derniers.

Nous aimerions poursulvre cette recherche en comparant les régions des valeurs des para-
meétres pour lesquelles les modeéles d'arborescences sont équivalents au modéle standard
avec les régions des valeurs des paramétres pour lesquelles il semble ne pas y avoir de
perte d'information en utilisant l'estimation individuelle. Nous concluons que nos re-
cherches ont amorcé I'étude d'un lien entre les modéles d’arborescences de régression
logistique et 'étude de l'efficacité relative de I'estimation individuelle et de I'estimation

standard des paramétres d’une loi multinomiale.



CHAPITRE I

RAPPELS SUR LA REGRESSION LOGISTIQUE

Dans ce chapitre, nous décrivons en premier lieu le modéle habituel de la régression lo-
gistique multinomiale, puis nous présentons une autre approche selon laquelle les para-

métres du modéle multinomial sont estimés deux & deux (avec la catégorie de référence).

1.1 La régression logistique multinomiale

La régression logistique multinomiale est une généralisation du inodéle de régression
multiple au cas ou la variable réponse Y est multinomiale. La variable Y est donc un

vecteur (Y, .. ., Yim) ou Yy dénote Je nombre de résultats dans la catégorie t (1 <t < m)

etouy ;o , ¥y =T. Onsuppose que la probabilité P, d’observer la catégorie t dépend d’un

vecteur X' = (Xp, ..., Xy) de variables explicatives discrétes ou continues conformément

a I’équation sulvante :
P
P

In(24) = X'ay, . (1.1)

ou m est la catégorie de référence choisie et ou oy (1 <t < m — 1) est un vecteur de

paramétres de dimensions (d + 1) x 1.
Puisque )7, P, = 1. et en utilisant I'équation (1.1) . on obtient
P, = PpeX'™
m—1 m—

]
Z k= Z PeXes
i=1

=]



m—1
v
1-P, = mZexa’~ .
i=1

d’ou
1
P, = . 1.2
" 1+Z?:11€X'a1 ' (1.2)
et
eX'aL
P, (1.3)

1+ 30 X

Pour estuner les parametres ¢, on utilise la méthode du maximum de vraisemblance.

Pour un échantillon aléatoire de taille n, on observe les n vecteurs

et

ou

ou Py est la probabilité d’obscrver la catégoric t pour la i-éme observation dépendant

de ;.

On a la fonction de vraisernblance

n
L — ( g PU_I'L o P?h.r_n
71;[1 Yii - Ymi = m

n / Tl ™m "
B H (yli ) Hpii.
i=1 1=1

- Ymi

dont le logarithme est

In(L) = Z (ln (y]i .Ti ) + Z Yii lll(Pm’)) (1.4)

Y
i=1 Ymi =1



En reportant (1.3) et (1.2) dans (1.4) on obtient I’expression suivante pour le logarithme

de la fonction de vraisemblance, ol les paramétres & maximiser figurent explicitement :

et 1
In(L) = In ; In + Ymi In
(L) Zl[ (yh m) Zyt <I+Z] . e“”%) Jm (1+Z] 1 ew%)]

n m—1 m m—1]
= + YTy — Y yu In | 1+ ™
}: (ylz . ymz) Z o ; 7 ];

1=1 t=1
Soient ¢, le vecteur de dimensions ((m — 1)(d + 1)) x 1 suivant :

! __ / 4
o = (al:...,am_1>

et H, la matrice de dimensions (m — 1)(d +1) x (m — 1)(d + 1) suivante :

92 In(L) 921n(L) 82 In(L)
dal, dandaje 77 damgdarg
9% 1n(L) d21n(L)
H — 8&108(111 aQ]JaQn
9% In(L) 9% 1In(L)
da1000mq T a2,

ou (01(3)1(()})) est le vecteur de dimension ((m — 1)(d + 1)) x 1 suivant :
an(L)\'  [0n(L)  dln(L)
da B dog 7 Boma

Alors le maximum de la fonction de vraisemblance peut étre trouvé en utilisant I'algo-

rithme de Newton-Raphson, en itérant la formule suivante :

al®) = o) L H! <3IH(L)>
Ja

A Yétape initiale, al® est le vecteur O et on arréte 'algorithme a 1'étape u si |a# 1) — a(”)‘ <

e. L’estimateur de vraisemblance maximale & prend alors la valeur a(®).

Les premiéres dérivés partielles sont données par I'équation suivante :

Odln(L) - > Tik eTi %
Oatk = Z YuTik — Z Ysi 1+ Zm 1 ! e

i=1 s=1 7=1 €




n m
(yu'ffik -z Py Z ysz’>

1= s=1

—

Lik ytz_Ptz z)-

M:

i=1

Pour les dérivés secondes partielles, on a

(L) T (14 77 6o ) — vt (zevion)

P Z — (x4 13) —2
tk i=1 (1 + Z;n:_ll emzo‘J>

i=1
T m—1 xlo o ;o
In(L) < (2T Tie ’(1+Zj:1 e J) e L(lle ‘)
- R+
day o i1 (1 +5m 11 e% aj>
j=1 €
n

= ( /ATzljz)(Pu _Pu)

1=}

n
:_ZT%A%{PU(] _PL1)~

1=1

92 (L) " o — 1o
gk
sktk i—1 (1 + Z;n l1 e a]>

n
2
=Y T2% Py Py
1=1

0°In(L) _ 2”: Tezio — e
aa’slalk — ik (] + Z (z a]>2
=1 "

n
= Z T xip gy Py P

=1



Puisque & est un estimateur de vraisemblance maximale, il est non-biaisé et sa matrice
de variance-covariance est asymptotiquerment (—E(H)) ' Asymptotiquement, d; suit
une loi normale de moyenne (@, ..., m,_1) et de variance (— E(H))™!. Notons que les
dérivés secondes ne dépendent pas de Y et que la variable X n’est pas une variable
aléatoire, la matrice H des dérivés secondes n’est donc pas stochastique et est égale &

son espérance.

1.2 L’estimation individuelle

Une autre approche de I'estimation des paramétres du modele multinomial de régression
logistique a été proposée par Begg et Gray (1984). Au lieu d’estimer les m -1 vecteurs de
paramétres a¢ avec une seule fonction de vraisemblance, Begg et Gray ont utilisé m — 1
modéles logistiques binomiaux pour estimer chacun des vecteurs ay (1 < ¢t < m — 1)
avec la catégorie de référence. Pour ce faire, ils ont posé 8, = P(y; = 1|z, ym+y. = 1) et
Om = P(ym = 1|z, ym+y: = 1) pour (1 <t < m—1). Chaque paire (8y, §,,) de probabilité
correspond a une expérience binomiale dans laquelle 'observation est dans la catégorie
t avec une probabilité 8, et dans la catégorie m avec une probabilité 8, (1 <t < m—1).
Le lien entre les probabilités 8,, et 8; des m — 1 modéles binomiaux et les probabilités

. du modéle de régression logistique multinomiale est défini par les forimules

g, = P
Pt + Pm
et
O =1—-6,=—"
P+ Pm
ce qui entraine :
6 _ P
Om Pm

d'on

0
In <_‘> =1In <ﬂ) =Xa, (1<t<m-1).
O Pm

Les m — 1 modéles binomiaux utilisent donc les mémes paramétres que le modéle inul-

tinomial.
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L’estimation des parameétres a; (1 < ¢ < m — 1) des m — 1 modeéles de régression
logistique binomiale se fait par la méthode du maximum de vraisemblance. Si on définit

comme dans la section précédente

avec (1 <t <m-—1)et (1 <i<n),onn est la taille de I’échantillon. les m — 1 fonctions

de vraisemblance sont :
Hey“ (1= 05)¥ o0 Cy = {i|ysi + ymi = 1} .

Pour chacune d’entre elles, on doit trouver la valeur de oy qui maximise Ly, ou, pour sim-
; q » P
plifier les calculs, qui maximise In(L;). Comme précédemment, on utilise I’algorithme de

Newton-Raphson, pour lequel il faut calculer les dérivés partielles premiéres et secondes.

On trouve
dln(Lt) 0 exio 1
- 7 = 1 1n — | + 1n _
day Oayy, %: o 14 X ymi 14X
_ Tik € | T €5
B Zy” (I”‘ C1eX ar) T yma(=1) (W)
= Z YuiTik = YeiTikOti = YmiTabui
C
= Z YaZik — (Y + Yma)Tirbu
Ct
= Z YiTie — TipBy puisque yy; + ym = 1 Vie Gy
“t
= Z ik (yu — Oui)
C
ainsi que

9% In(Ly) o X
= Tik | Yoo — 7o
dod, Doy ; AT T e

T X5 , Tin ex;az
R I Y LI B L
1_+_ Xt (1 + ex7a,)2

Cy

- Zrﬂ\ 0“ 0127
= —Z.Tik 04 (1 — 64)
Cy
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et

/
Xiar_

82 ln(Lt) _ 0 Zr i — €
(90ttk(9a” (90(11 ik ke 1+ exio‘l

! !
Ty X : Ty e
D e Ty - LR L

= 14 exio (14 exiou)2

t
= - chz‘kiriz (6 — 67,)
Ch

= —Zﬂiikiriz 0i:(1 = 0y;) .
Cy

Comme il s’agit d’estimateurs du maximum de vraisemblance, on sait que les estimateurs
individuels suivent asymptotiquement une distribution normale dont la moyenne est la
vraie valeur des paramétres. Fredette (2001, p.12 a 22) rapporte différentes études visant
a comparer 'efficacité relative (le rapport des variances) des estimateurs obtenus par la
régression logistique multinomiale et les estimateurs provenant des modéles binomiaux
(voir notamment Bull et Donner (1993) et Bull, Greenwood et Donner (1994)). Les
résultats varient beaucoup selon la configuration des paramétres, il est donc difficile d’en
faire un résumé général. Dans la plupart des cas, comme on pourrait s’y attendre, les
estimatenrs de la régression logistique multinomiale sont plus efficaces, puisqu’ils utilisent
toute I'information disponible. Cependant, pour certains sous-ensembles de paramétres,
I'efficacité relative est la méme pour les deux estimateurs. 1l est également intéressant
de noter que généralement l'efficacité relative augmente lorsque la catégorie de référence

a une probabilité élevée.



CHAPITRE 1I

ARBORESCENCES DE REGRESSION LOGISTIQUE

Le chapitre précédent rend compte du cas ou les résultats observés proviennent pour
chaque valeur de x; d’une seule expérience multinomiale avec m catégories

M(T;; Py, ..., Pri). Rousseau et Sankoff (1989) ont considéré le cas ou les résultats
observés proviennent d’une séquence de plus petites expériences successives et/ou paral-

léles, que 'on décrit alors au moyen d’arborescences.

Afin de comprendre facilement les modéles d'arborescences de régression logistique, nous
allons d’abord décrire & l'aide d'un exemple un modeéle d’arborescence de régression

logistique.

Supposons qu’il y ait quatre catégories étiquetées n, t, [, m ou n est la catégorie des
individus qui appliquent une régle de grammaire A dans un contexte décrit par un vec-
teur X de variable explicatives, et ¢, [. m sont trois facons de contourner la régle de
graminaire. On suppose que dans le contexte décrit par ce vecteur X . I'individu décide,
dans un premier temps et avec probabilité p(n), sil applique la régle de grammaire
ou décide, avec probabilité p, = 1 — p(n). de ne pas I'appliquer. Si l'individu décide
d’appliquer la régle de grammaire alors I'expérience s’arréte; s'il décide de ne pas ap-
pliquer la régle de grammaire. alors dans une deuxiéme étape il décide avec probabilités
p = p(t|v), pr = p(l|v), pm = p(m|v) de choisir la variante ¢, [ ou m respectivement,
étant donné que l'on a observé la non-application de la régle de grammaire. Ce modéle

de décision peut étre représenté par l'arborescence suivante :
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v

/I

t 1 m n

ou la probabilité p(t) d’observer la catégorie ¢ est p(t) = p,p;; de méme pour les ca-

tégories [ et m. De plus, les probabilités p(n), py, pt, pi, pm suivent les équations de

0 () <arx.
Py

In (ﬁ)
Pm

In (ﬂ)
Pm

11 et évident que si le vecteur X est une constante alors ce modéle revient au nmodéle

régression logistique suivantes

I
2

w\
S

Il
2
w\
S

logistique standard. Nous prouverons que le vecteur X doit étre composé d’au moins
2 variables explicatives afin que ces modéles d’arborescences ne décrivent pas le méme

type d expérience.

Un autre modéle d’arborescence aurait pu étre celui ot I'individu décide de choisir dans
un premier temps I'enseinble des catégories n et ¢ ou ’ensemble des catégories [ et m.

Larborescence qui décrit ce modéle est :
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avec les équations

Nous pouvons prouver facilement qu’avec 4 catégories, il y a 26 modeles d’arborescences

différents.

Nous allons maintenant décrire d’une facon générale les modéles d’arborescences de
régression logistique pour m catégories, avec m > 2. Pour permettre de présenter un
résumé détaillé des résultats de Rousseau et Sankoff, commengons par introduire leur
notation qui rendra plus précise la description des inodéles et des processus d’inférence

dans le cas général de m catégories.

On a donc comme dans le cas général pour chaque cellule (on entend par cellule une
valeur du vecteur de variables indépendantes et le vecteur de variables dépendantes qui
lui est associé) un vecteur X de variables explicatives et un vecteur (Y(1),...,Y (m)) de
résultats finaux avec > 7", Y (t) = T'. Les séquences possibles de multinomiales succes-
sives ou paralléles (permettant de faire le choix d'une catégorie parmi les m catégories
finales) sont représentées par une arborescence. Chaque arborescence a une racine Vo
avec mg > 2 branches incidentes auxquelles sont rattachés. pour chacune. un noeud
V' qui est soit un noeud terminal (une feuille) ou un autre noeud non terminal avec
my > 2 autres branches incidentes. Chaque noeud V correspond & un sous-enseinble
Sy qui contient les catégories pouvant étre choisies si on se trouve au noeud V. et si le
noeud V}, a pour ancétre le noeud V;. alors Sy, C Sy,. On a aussi que pour deux noeuds

quelconques Vi et V;. on a

Sy, NSy =¢ .
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ou

Svk CS\/I ,

ou

Svl CSvk .

Dans le premier cas, V, n’est ni descendant ni ancétre de V), dans le second, V est un
descendant de V; et dans le dernier, Vi est ancétre de V;. On associe a chaque noeud non
terminal V' un ensemble de my — 1 équations de la forme de I’équation (1.1) permet-
tant de calculer les probabilités my-nomiales (PY(1),..., PY(my)) dépendant de X.
Explicitement, on aurait donc pour le noeud V', en supposant que my est la catégorie

de référence. les équations suivantes :

PY(j / :
In (ﬁ(fj—i) =X'a] (1<j<my—1)

A la racine de 'arborescence. pour chaque X, une expérience multinomiale

catégories finales. Ces sous-ensembles sont mutuellement exclusifs et leur union couvre
toutes les catégories. Le nombre de fois que S;. le 7-éme de ces sous-ensemble, est observé
est noté YO(5)(1 < j < my). Si le sous-ensemble S; contient une seule catégorie, disons
la catégorie t, alors Y9(j) = Y (t), le nombre de fois que la catégorie ¢ a été observée, et
on associe S; & une feuille de I'arborescence, notée t. Si .S; contient plus d’une catégorie,
alors Y°(j) = Ztesj Y'(t) et on lui associe un noeud non-terminal noté V;. Une nouvelle
expérience multinomiale M (TV; PY(1),.... PY(my)) est alors menée en V;. avec 7V =
Y9(j) et ol my correspond au nonibre de noeuds colinéaires a V;, c’est-a-dire au nonibre

de sous-ensembles inclus dans S; (mutuellement exclusifs et dont I'union couvre S;) entre

lesquels le choix s’effectue.

On procede de cette fagcon pour tous les noeuds non terminaux de l'arborescence, c¢'est-
a-dire que pour tout noeud non terminal V (correspondant & un sous-ensemble Sy
de catégories) . une expérience multinomiale My, (TV;PY. ... ,Pf‘,(v) est menée, pour

laquelle le nombre d'essais TV a été déterminée par les résultats d'une séquence d'ex-

périences préalables et dont les résultats (Y'Y (0),...,Y"Y(my)) sont associés chacun a
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une branche incidente. Ces résultats sont appelés résultats intermédiaires et sont notés
YV (5)(1 < j < my). lls correspondent chacun & un sous-ensemble S; de Sy (comme pré-
cédemment, les sous-ensembles S; sont disjoints et leur union recouvre Sy). YV (j) est
le nombre de fois que le sous-ensemble S; est observé et YV (5) = Ztesj Y(t), Y(t) (sans
exposant) étant la notation pour indiquer le nombre de fois que la catégorie t (1 < ¢ < m)
a été observée. On note de méme PVY (j), pour la probabilité intermédiaire d’observer
le sous-ensemble S;, alors que P(t) est la probabilité finale d’observer la catégorie ¢, et
TV = > ies, Y (t) pour le nombre d’essais au noeud V, alors que 7" est le nombre d’es-
sais global. Chaque expérience multinomiale & un noeud de I'arborescence correspond
a un choix entre des sous-ensembles de catégories finales, et ces sous-ensembles sont de
plus en plus petits comme on descend dans I'arborescence. A la fin, il ne reste qu'une

catégorie, disons t. dans le sous-ensemble et ce dernier est associé & un noeud terminal.

Notons que chaque résultat final provient, selon un chemin unique, de résultats in-
termédiaires et que la probabilité d’observer la catégorie t est, comme dans I'exemnple
précédent, le produit des probabilités d’observer les résultats intermédiaires. Une autre
propriété des arborescences est que, pour m catégories, le nombre total de paramétres
du modéle est le méme pour chaque arborescence. En effet, on a :

m=1+ Z (my = 1),

noeud vV

et on sait que le nombre de parameétres de I'arborescence (de I'ensemble du modéle) est

Y (my-1)(d+1)

noeud V

si X . le vecteur des variables indépendantes, est de dimension (d + 1) x 1.

Les auteurs ont montré que les probabilités des résultats finaux de deux modeles (c’est-
a-dire de deux arborescences) différents ne peuvent pas étre exactement les mémes pour
presque tout l'espace des parameétres, ce qui est prouvé plus loin dans le théoréme (1)

dont la preuve requiert le lemme suivant :

Lemme 1 Soient S et T, deux arborescences identiques ayant la racine Vy. Supposons

que S est une sous-arborescence de S’ et T une sous-arborescence de T (S’ et I sont des
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arborescences différentes) et que py, et qv, sont respectivement les probabilités d’observer
le résultat intermédiaire correspondant a Vo dans S' et T'. Sotent X,..., X, les n
vecteurs de variables indépendantes du plan d’expérience. Alors si py, # qv, pour au
moins un X, et que la matrice (X1...X,) est de rang d + 1, il existe une catégorie t
pour laquelle les probabilités p(t) et q(t) associées & la feuille t dans S" et T' ne pewvent

étre identiqguement égales pour tous les X ;.

Preuve : Soit Vp, Vi, ..., Vs, le chemin allant de Vy & la feuille Vi dans S et T, on Vj
est associée au résultat s. Pour j = 1,...,s, on dénote respectivement par p; et g; les
probabilités d’obtenir, dans les arborescences S et T'. le résultat intermédiaire corres-
pondant & Vj, sachant qu’on a obtenu le résultat correspondant a V;_,. Les probabilités

d’observer la catégorie s dans les arborescences S’ et 77 sont alors

p(s) = pvp1---Ps (2.1)
q(s) = -G (2.2)
On va démontrer que p; = q;j = 1,....s sous les conditions du lemme, et donc que

qv, = Pv,- ce qui contredit I'hypothése.

Soit s et t, deux catégories correspondant aux feuilles terminales Vg et V; ayant le méme
ancétre commun immédiat Vs_; (de telles feuilles existent nécessairement). Sans perte
de généralité, on peut écrire les équations logistiques associés a V,_ | de la facon suivante,

en utilisant (2.1) et (2.2) :

4 . Ds—
ln(&) = ln(gI Bs Ip") = ln(&) =X o
p(s) P1--Ps-1Ps Ps

et

t R P
(L) _ BBy 8y g
q(s Q- Gs-1s Gs

Si p(t) est identiquement égal & g(t) pour tout ¢ et pour tout X, on a oy = 3,. puisque
la matrice (X;...X,) est de rang d + 1. On peut montrer de méme que pour toute
autre catégorie u ayant pour ancétre immédiat Vs_,. a, = 8,. On a donc que p; = gs.

que p; = q;. et que, pour toute catégorie u ayant pour ancétre imunédiat Vs ). py = gu.
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L’argument peut étre répété pour tous les ancétres immeédiats des noeuds terminaux
(les avant-derniers noeuds), puis pour tous les noeuds intermédiaires en remontant dans
Iarborescence. (Puisqu’en effet, si V est un noeud avant-dernier py = > g p(t) =
> iesy 9(t) = gv.) On a alors que p; = gjj = 1,...,s, et donc que py, doit étre égal &

qvy ce qui contredit 'hypothése. [J

Avec ce lemime, on peut maintenant présenter et démontrer Je premnier résultat important

trouvé par les auteurs, qui fait I'objet du théoréme suivant :

Théoréme 1 Soient S et T, deux arborescences différentes, et soient p(t) et g(t) (1 <
t < m), les probabilités que le résultat t soit observé dans les arborescences S et T
respectivement, lesquelles probabilités sont déterminées par les équations de la régression
logistique (de la forme de l’équation (1.1)), avec respectivement les parametres oy et 3.
Alors st n, le nombre de cellules différentes X1,..., X, estplus grand que d+1 et st le
rang de la matrice (X1...X,) est d+ 1, on a que pour au moins une cellule X; et au

moins une catégorie t, p(t) # q(t) pour presque toutes les valeurs que peuvent prendre

oy et /Bl'

Preuve - Supposons qu’il existe un noeud V dans 'arborescence S ayant uniquement des
feuilles comme descendants. parmi lesquelles deux correspondent aux catégories s et ¢.
Supposons également que W, I'ancétre commun des catégories s et ¢t dans I'arborescence
T n'est pas un ancétre immédiat pour au moins une des feuilles associées a s et 1. Sl
n'existe pas de noeud V dans S et W dans T satisfaisant ces conditions, on tronque l'ar-
borescence de tout noeud V n’ayant que des feuilles comme descendants en remplagant
ce noeud V et ses descendants par une nouvelle feuille s* On obtient alors une nouvelle
arborescence S* On procéde de la méme fagon dans 7. En continuant ainsi, on devrait
4 la longue trouver un noeud V satisfaisant aux conditions. autrement S et T auraient

la méme structure.

Supposons, sans perte de généralité, que les feuilles de V' correspondent aux catégories

1....,r, parmi lesquelles se trouvent s et t. On a les équations suivantes pour le noeud
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Figure 2.1 Arborescence S

Figure 2.2 Arborescence T'

Les chemins dans I'arborescence T (ou 7*) menant du nocud W aux feuilles s et ¢ sont
respectivement W, V. ... Vi et W, Wy, ... W, La maniére dont s et ¢t ont été choisis
assure quun de ces chemins comporte au moins un noeud non terminal entre W et
s ou entre W et t. Considérons le chemin allant de W & la feuille s. Notons par ¢,
la probabilité d'observer V) sachant qu'on a observé W. et par ¢; (2 < j < s). les

probabilités d'observer V; sachant que I’on a observé V;_;. Considérons le chemin allant

de W ala feuille ¢. Notons par g; (1 < j < ¢). les probabilités d'observer W; sachant que
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I'on a observé W;_; (en considérant W comme Wp). On a
%M) = I (q}“'qf> (2.4)
q(t) qy-..q

s i
= In (q—1> + ) In(gy) = > In(g)) (2.5)
% j=2 j=2

o~

= XiB;+ > In(g;) = Y In(gy) . (2.6)

j=2 §=2
L’équation(2.6) est obtenue & partir de I'équation (2.5) en utilisant I’égalité
lu(q—‘,l) =Xi3 .
9
En effet, V; et W7 ont tous deux W comme ancétre immédiat et on considére (sans perte
de généralité) que W) est le noeud de référence pour les équations logistiques associées au
noeud W. Remarquons aussi qu’a cause de la facon dont s et t ont été choisis, au moins

une des deux sommations de (2.6) est non vide et qu’il y a donc un terme non-linéaire.

Supposons maintenant que p(t) = ¢(t) pour tout t (1 <t < m) et pour tout X;. Sup-
posons aussi que la feuille ¢ joue le 16le de la catégorie de référence pour les équations
logistiques associées au noeud V' (équations du tvpe de I'équation(2.3)) dans 'arbores-
cence S (ou S*), s étant une des catégories k& (K = 1,... ;7 — 1). On aurait alors, en

utilisant (2.6) et puisqu’on vient de supposer que

e alo)
o) = lrl(q(1’)> "
que
Xias = X306, + Zln(qj) - Z In(q;)" .
j=1 j=1
d'on L
Xi(es = By) =) In(g;) = Y In(g) . (2.7)
j=1 j=1

Pour que I'égalité soit vraie pour tout X; # 0. il faut que le membre de droite soit
égal & 0, puisqu’il n'est pas linéaire et il faut aussi par conséquent que oz = 3,. Cette

condition n’est pas satisfaite pour presque tout l'espace des parameétres. puisque g; et
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q} dépendent de paramétres o différents. Donc il existe au moins une catégorie ¢ et au

moins un X; pour lesquels p(t) # ¢(t) pour les arborescences S et T (ou S* et T*).

Finalement, si on a créé des arborescences S* et T* pour lesquelles le théoréme est vrai,
alors il existe une catégorie ¢t (qui est une feuille de 'arborescence S* et de P'arborescence
T#*) pour laquelle p(t) # q(t). Si cette catégorie de S* et T* est aussi une catégorie finale
de S et T', on a le résultat souhaité; et si cette catégorie a été obtenue en remplagant un
noeud et ses descendants dans S et T, alors on se trouve dans les conditions du lemme
(1) (avec ce noeud jouant le role de Vj) et la véracité du théoréme pour les arbres S* et

T* assure sa véracité pour les arbres S et T. [

2.1 Estimation des parameétres

Avant de présenter le deuxiéme résultat important de Rousseau et Sankoff, il nous faut
considérer la maniére dont Iestimation des paramétres est effectuée. A partir de 'infor-
mation disponible, c¢’est-a-dire & partir des valeurs prises par les vecteurs X; (1 < i < n)
des variables indépendantes et les vecteurs Y; (1 < ¢ < n) du nombre d’observations par
catégorie pour chaque cellule. il faut estimer la structure de 'arborescence et la valeur
des paramétres . Supposons que le nombre d’observations par catégorie (Y;;, ..., Yin)
(1 <1i < n)dela variable Y; est le résultat d’une séquence de multinomiales paralléles
et/ou successives déterminée par une méme arborescence A connue et identique pour

chaque 7 (1 <7 < n). Nous allons définir une fonction f4(Y;) qui a la méme forme pour

chaque 7. Pour simplifier la notation. nous n’utiliserons pas U'indice 7 dans ce qui suit.

Deéfinissons donc, pour une arborescence A dont la structure est connue, la fonction

faly) = 1 f(v)

(V noeud non terminal de A)
ol f(V) est la fonction de masse (multinomiale) au noeud V', soit

WV v
1= (v, vy P07 o)

" -
On peut voir facilement que les termes (Y"'(l).TYV(Tn\/)) dans f4(Y) vont se sinplifier

YV(my)

en un seul facteur ()’(I)TY(L)>‘ ou 1" est le nombre total d'essais et Y (). (1 < ¢ < m),
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le nombre d’observations pour la catégorie £. Ainsi, I’expression peut s’écrire de la fagon

sulvante :
faY) = g ] p" (1) p” (mv)
Y(1)...Y(®) _ v
(V noeud non terminal de A)

Le lemme suivant devrait nous permettre de montrer que f4(Y") est la fonction de pro-
babilité d’une multinomiale ot les paramétres sont les probabilités finales et les nombres

finaux d’observations par catégorie.

Lemme 2 Soit, dans [’arborescence A, pour une feuille t quelconque (1 < t < m) le
chemin Vy...Vy allant de la racine Vy a lo feuille t (t serait le noeud Vy41). Si on

définit la probabilité finale de la catégorie t de la fagon suivante :
p(t) = p"(1)...p" (1),

ot pYs(t)(0 < j < u) est la probabilité dobserver Viiy sachant qu'on a observé Vj,

alors :
J(4) = (Y@)T.Y(t)) [ [#()""

c’est-a-dire que pour l'arborescence A

m
YV(1) YVi(my) ’
11 /(0" MV ) = e

(V noeud non terminal de T) t=]

Preuve : Nous allons démontrer que

yVv VvV m ’
tn 11 p (1) my)” M ] = (Hp(t))(t)>,

(V noeud non terminal de T)

c’est-a-dire que
my
ZZY‘( ) In ( ZY YInp(t)
v oj=1

Notons gv = [T;2, 2" (4) YYG) On a alors

my

=> Y5 In (p¥(5)) - (2.8)
71=1
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Nous allons donc démontrer que :

m
Z]n qv) =) Y(t)Inp(t)
1=1

Soit Vi un noeud de I'arborescence A n’ayant que des feuilles comme descendant (un tel

V). existe toujours). Sans perte de généralité, supposons que ces feuilles correspondent

aux r catégories 1,....r pour r > 2. Alors
S Y()n(p(t)) = > Y(t)In (pﬁi?t)) + ) V(1) In(p¥r(t))
=1 =1 t=1
r Vo Vi (]
= S Y()n (%(-g(t)) + In(gv,)
t=1

= Z Y(¢)In (pvo(t) pYEt (t)) + In(qv,)
=1
— In (pVO(T) . Vk 1 Zy QVk> :

car pour tous les descendants de Vi, p¥i (t) = p¥7(s) pour (1 < s, < 7)et (0 < j < k-1),

et donc In (p*0(t)...p"%(¢)) a la méme valeur pour tout ¢ (1 < ¢ <r). On a ensuite,
S Y (1) In(p(t)) = YD (k) In (p(r) ... pY (1) + Inauy)

ol Y(Vk—l)(k) est le nombre de résultats intermédiaires observés a la suite de 'expérience

multinomiale menée au noeud Vj_, pour le sous-ensemble correspondant & V.

On a donc

Z 1)In(p(t)) = DY (&) In(p(t) + Y (tx) In(p(tx)) + In(qy,)

t>r
ou t* est la feuille de I'arborescence A* construite a partir de A en remplagant Vj et
ses r descendants par ¢* Donc si le lemme est vrai pour I'arborescence A*, il doit étre
vral pour A. On peut répéter le néme argument pour A * (qui est une arborescence avec
moins de feuilles). puis pour la nouvelle arborescence obtenue a partir de A* et ainsi
de suite en obtenant des arborescences avec de moins en moins de feuilles a chaque fois.

jusqu’a ce que toutes les branches aient été enlevées de la somme et remplacées par des
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In(gy ). On a donc que

> Y(®)Inp(t) =) In(qv)
t=1 1
c’est-a-dire que
. T " ,
£ = () -y ) T

ot p(t) =p*(t)...p(t) (1 <t <m) O _

La fonction f(A) est donc la fonction de masse d’une multinomiale et peut étre utilisée
pour estimer les paramétres par la méthode du maximum de vraisemblance. Ainsi. la

fonction de vraisemblance de I"arborescence A est, en utilisant le lemnme (2)

L(A) = I:] (Y(h Y (1 ) le , (2.9)

c’est-a-dire que le logarithme de la fonction de masse de I’arborescence est, 4 une

constante prés,

n

T m
In(L(A) =Y ) Yi(t)Inpi(t —Zzln(hv > In(aw)

=1 t=1 =1 V V =1

ou In(g;, ) est donné par I’équation (2.8). Les paramétres o sont estimés en inaximi-
sant » , In(g;y) pour chaque V. car les paramétres & un noeud V* sont difféerents des
paramétres & un noeud V! pour s # t. Les propriétés des estimateurs de vraisemblance
maximale des o, notés ¢&. sont telles que présentées dans la section sur la régresion

logistique multinomiale.

Si on ne connait pas la structure de I'arborescence qui a généré les données, on calcule
la vraisemblance maximale pour chaque arborescence possible. On choisit le modéle

d’arborescence pour lequel la vraiseinblance est maximale.

Introduisons le corollaire suivant pour présenter le deuxiéme théoréme important de

Rousseau et Sankoff.

Corollaire 1 Soit une arborescence A avec m feuilles, le chemin V...V, allant de la

racine Vp o la feuille 1 (t serait le noeud Vi) el les probabilités

p(t) = p"(t)...p" (1)
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d’obtenir la catégorie t tels que définis dans le lemme (2). Soient p'1(t) (1 < j < u) et
(1 <t <m), les estimateurs du mazimum de vraisemblance de p*7(t). Alors, en utilisant
le lemme (2) et la définition de U’estimateur du mazimum de vraisemblance, estimateur

du mazimum de vraisemblance de p(t) est :

Pty =p"(t)...p"(t)

et
n

m
max In(L Z Yi(t)Inpi(t) + C
i=1 t=1

ot C est la constante obtenue a cause des termes combinatoires figurant dans [’équation

(2.9).
Ce qui ameéne le résultat suivant :

Théoréme 2 Soit une arborescence A qui détermine un vecteur de résultats de dimen-
sion m. Pour la i-éme cellule du plan d’expérience, soit v; > 0(1 < i < n) tel que
St vi=1.5T=3%" 1T estla taille totale de l’échantillon, et T; est proportionnel
a T, cest-a-dire Ty = ;T (1 < i <), alors pour loule arborescence B différente de A
et pour tout n suffisamment grand, limr_oo T~} (maxIn(L(A)) — maxIn(L(B))) = Cp

pour une constante Cp > 0 avec probabilité 1.

Preuve . Nous allons démontrer pour commencer que lorsque que I” — oc. les estimateurs

définis comme dans le lemme(2) obtenus & partir de la vraie arborescence

p(t) = p"(1) ... " (1) — p(t)

pour toute catégorie t (1 <t < m) et pour toute cellule ¢ (1 < ¢ < n). Pour prouver
ceci, nous aurons besoin du fait que TV — oc lorsque T — oco. pour pouvoir utiliser les

propriétés de convergence asymptotique des estimateurs du maximum de vraiseniblance

pY (t).

Soit M, (13: p)/o(l), . .pv (mg)). expérience multinomiale associée avec la racine de
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I’arborescence pour la cellule . Puisque T; = v;T, T; — co st T — oo et donc

vo('
. °(J) Voo
lim = = o
pmo = =000)

avec probabilité 1 pour tout j (1 < j < mg) et pour tout i (1 < i < n). Sile j-éme noeud
descendant directement de la racine est un noeud non terminal V, alors TV = Y'"o(5)
tend vers co puisqu’on a supposé 101-‘/D (4) > 0 et T; — oco. Donc, pour tout j (1 < j < my)
et pour tout 7 (1 <i<n),ona

YY(j

lim = J)

_ Vi
fm v =pi (J)

et ainsi de sulte pour tout noeud non terminal de I'arborescence.

Donc, pour toute cellule i (1 <14 < n) et pour toute catégorie ¢ (1 <t < m),

w
CN S 7
%g;mﬂ)——ll%g&m]@)
3=0
= p{°(t)...p{*(t)
= pi(t) .

Considérons maintenant 'estimation effectuée avec les mémes données. mais en utilisant
une autre structure (incorrecte) d’arborescence B. Comme T — o0, les estimés de tous
les paramétres vont converger méme si les données ont été générées par l'arborescence
B. Notons ¢;(t) et g;(t) les estimateurs et la limite de ces estimateurs lorsque T — oo

pour les probabilités finales des catégories 1 & m pour la cellule i. Alors :

T]Hn T~ (maxIn(L{A)) — max In(L(B)))

Il
=1

- S B (n(200))
= Yo ynion (243)

On a que C > 0 puisqu’on sait. par le théoréme (1), que les ¢;(¢) ne sont pas identiques
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aux p;(t) pour tout 7 et pour tout ¢, et 'unique minimum de

est zéro et est atteint quand ¢;(¢) = p;(t) (1 <t <m)et (1 <i<n) O

2.2  Etudes de simulation

On sait par le théoréme (2) que la vraisemblance de la vrale arborescence est asymptoti-
quement plus grande que celle de n’importe quelle autre arborescence pour presque tout
I'espace des paramétres. Pour un nombre d’essais 1" suffisamment grand, la probabilité
P de choisir la vraie arborescence devrait donc étre asymptotiquement proche de 1 pour
presque tous les parametres. Pour déterminer quelle doit étre la grandeur de T pour que
P soit suffisamment proche de 1 et comment P est affectée par les autres caractéristiques

du plan d’expérience. les auteurs ont mené des études de simulation.

Les caractéristiques étudiées étaient le nombre de variables explicatives. la dispersion
des valeurs prises par les paramétres et la taille de I'échantillon. Chacune de ces carac-
téristiques a été étudiée séparément, afin de mieux nmettre en évidence 'effet de chacune
d'elle. les autres étant maintenues fixes. Les études ont porté sur le cas 4-nomial, qui a
I'avantage d’offrir sufiamment de variation dans la structure possible des arborescences
sans étre trop lourd quant aux calculs. Comme il a été mentionné précédemment, il y a
26 arborescences différentes pour le cas 4-nomial, cependant ces arborescences n’ont en
fait que les 5 structures possibles illustrées par les figures (2.3).(2.4).(2.5).(2.6) et (2.7);
les 26 arborescences différentes étant obtenues par les différentes positions occupées dans
'arborescence par chacun des résultats A,B,C,D. (On considére que deux arborescences
sont différentes si les différentes positions occupées par un résultat correspondent a une
difference dans la séquence d’expériences qui permet d’arriver a ce résultat.) On peut
donc effectuer les simulations uniquement pour les 5 structures différentes d’arbores-

cences.
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A B C D

Figure 2.3 Structure d’arborescence pour une expérience 4-nomiale

A B C D

Figure 2.4 Structure d’arborescence pour une expérience binomiale suivie par une tri-

noniiale

2.2.1 Effet du nombre de variables explicatives

Cette section présente les résultats obtenus par les études de simulation de Rousseau et
Sankoff en faisant varier d. le nombre de variables explicatives. On sait que s’il n’y a pas
de variables explicatives (d = 0) toutes les arborescences auront la méme vraisemblance.
Les auteurs ont voulu voir comment le nombre de variables influence la détermination
de la structure de 'arborescence. (Nous reviendrons sur ces résultats au chapitre 3. avec
des explications et des précisions sur l'effet de d = 0, 1, 2, 3 ou 4). Pour les simulations. le
modéle utilisé pour I'inférence avait le méme nombre de variables explicatives que celui
utilisé pour générer les données: la détermination du nombre de variables explicatives a
partir des données n’étant pas étudiée. Le plan d’expérience était un plan d’expérience
factoriel 27. Le nombre d’essais par cellule, T}, a été fixé & 50 pour chaque cellule i, ce qui
laisse une variabilité intéressante pour P. (Un T; trop grand dissimulerait 1'effet de d &
cause des propriétés asymptotiques de la taille de I’échantillon, alors quun 7T; trop petit

pourrait faire confondre l'effet de d avec la variabilité de I'estimation de la structure
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A B C D

Figure 2.5 Structure d’arborescence pour une tri-nomiale suivie d’une binomiale

A B C D

Figure 2.6 Structure d’arborescence pour trois binomiales consécutives

A B C D

Figure 2.7 Structure d’arborescence pour une binomiale suivie de deux binomiales

paralléles

de I'arborescence). Les valeurs des paramétres o influengant beaucoup la précision de
"estimation de la vraisemblance (les siinulations pour étudier cet effet sont présentées
plus loin). les auteurs ont choisi. pour chaque arborescence. un ensemble de valeurs parmi
celles qui permettaient le mieux d’identifier la structure de I'arborescence (en utilisant

Jes résultats des simulations menées pour déterminer Ieffet des paramétres).

Pour une arborescence donnée, avec un ensemble approprié de valeurs des « fixé et 7; fixé
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a 50, 10 ensembles de données ont été générés pour chaque valeur de d (d = 2, 3,4). Pour
chaque arborescence, les auteurs ont établi le nombre de fois ou la vraie arborescence a
été choisie pour chaque nombre d de variables explicatives. Précisons que les variables
cxplicatives étaient des variables binaires. Les auteurs ont constaté que pour chaque
arborescence, il faut au moins 3 variables explicatives et souvent 4 pour que les résultats
solent satisfaisants, et ce méme si les valeurs des paramétres ont été choisies intuitivement
pour que la bonne arborescence ait plus de chance d’étre correctement déterminée. La
figure (2.8) reproduit d’aprés I'article de Rousseau et Sankoff le graphique du nombre
de fois ou la structure d’arborescence est correctement déterminée selon le nombre de
variables explicatives pour chaque type d’arborescence. A part cette évidence qu'il faille
un nombre minimale de variables explicatives pour déterminer correctement la bonne
structure d’arborescence, il est difficile de tirer des conclusions bien nettes des résultats
obtenus par les auteurs quant a 'effet du nombre de variables explicatives et ses liens

éventuels avec la structure de I’arborescence.

2.2.2 [Effet de la valeur des paramétres

Si pour chaque cellule 7 (1 < i < n) les paramétres a valent tous 0. alors on se trouve
dans le cas ou l'effet des variables explicatives est nul : les probabilités p(t) (1 <t < m)
sont toutes égales et les arborescences ont toutes Ja méme vraisemblance. Si, pour un
sous-ensemble des ¢, les paramétres contenus dans ce sous-ensemble valent tous 0, nous
verrons qu'il est possible que les probabilités finales de deux arborescences différentes
S et T'. disons respectivement p(t) et q(t), solent les méines et donc que leurs vraisem-
blances soient les mémes (la caractérisation "presque tout". dans les théorémes présentés
plus haut rend compte de ce cas). Si. par ailleurs, les a sont proches de 0. I’ensemble
des probabilités finales p(t) (1 < t < m) de Iarborescence S ne difféere qu'un peu de
"ensemble des probabilités finales ¢(t) (1 <t < m) de l'arborescence T'. et les vraisem-
blances de S et T" auront presque la méme valeur. La question qui se pose est donc quelle
proportion des a doivent étre différents de 0 et a quel point ils doivent I'étre pour que

la probabilité de choisir la bonne arborescence soit satisfaisante. Nous présenterons des
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Figure 2.8 Graphique du nombre de fois ou le bon modéle d’arborescence est sélectionné

en fonction du nombre de variables explicatives. pour chaque type darborescence (repris

de l'article de Rousseau et Sankoff).
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Level Level Level
' 1234 123 4 1234
oulcome A 1, .1,.1, .7 d,0,00,06 I,.1,.1,.5
B 1,.1,.7, .1 1,1, 1, .1, .5, .1
C 1, .7,.1, 1 2, .6, .1, 1 2,.5,.2,.2
D 7,.L .1, 1 6,2, .2 2 5,.2,.2, 2
outcome A 1, .1,.1, 4 10, .10, .10, .39 .10, .10, .10, .35
B 2, .2, .4, .1 25, .25, .39, .10 .25, .25, .35, .10
C 3,.4,.2, .2 .26, .39, 25, .25 .30, .35, .25, 25
D 4,3 3, 3 39, .26, .26, .26 .35, .30. .30, .30
3]
outcome A 2,2, 3 3
B 2,.2,.3,.3
C 3,3 2,.2
D 3,3 2,2
A B C D
Table 2. Four-nomial model. Sets of (ransformed) ceefficients for studying the

effects of parameter spread. Nj = 50 and the untransformed coefficient
o0 = 0 thoughout.

Figure 2.9 Tableau des valeurs des paramétres pour une expérience 4-nomiale (repris

de l'article de Rousseau et Sankoff).

résultats théoriques sur cette question au chapitre 3. qui confirmeront ceux des études

de simulation effectuées par les auteurs.

Les simulations ont donc été effectuées comine dans la sous-section précédente en uti-
lisant un plan d’expérience factoriel de 24 pour maximiser une bonne détermination de
la structure de 'arborescence, avec 1. le nombre d’essais par cellule, fixé comme précé-
demunent & 50, pour assurer suffisamment de variabilité & P. Pour chaque arborescence.
avec un plan d’expérience factoriel 2 et 7; = 50, 10 ensembles de données ont été gé-
nérés pour chaque différent ensemble de valeurs des parameétres. Les tableaux (2.9) et
(2.10), reproduits, ainsi que les graphiques plus bas, & partir de 1’article de Rousseau et
Sankoff. donnent les valeurs des paramétres pour l'arborescence décrivant une expérience
4-nomiale et I'arborescence associée & une expérience tri-nomiale suivie d'une binomiale
respectivement, alors que les graphiques (2.11) et (2.12) donnent les résultats pour ces

mémes arborescences (dans le méme ordre).
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Level Level
1234 1 23 4
oulcome A 1,01, 0.8, 01 1,.1,.7, .1
B 1, 8,000 2,.7,.1,.2
2 8,.1,.1, .8 7..2, 2,7
C 1,95, 5 3,.7,.5, .5
D 9, .1, .5, .5 7..3,.5, .5
outcomme A 2, .2, .6, 2 2,.2,.5, 2
B 2,.6,.2,.2 3,.5,.2, .3
6,.2,.2,.6 5,.3,.3.5
C 4, .6, .5, . 4,6, 5,5
D 6, .4,.5, .5 6..4,.5 5
oulcome A 3, .3, 4,3 (1)
B 3,.4, 3. 3
2 4, .3, 3, .4
(2)
C 4,.6,.5 .5
D 6 455 A B C D

Table 3. Tri-nomual followed by a binonual. Sets of (ransformed) ceefficients for
studying the effects of parameter spread. Nj = 50 and the unwransformed

coefficient oy = 0 throughtout.

Figure 2.10 Tableau des valeurs des paramétres pour une expérience tri-nomiale suivie

d’une binomiale (repris de I'article de Rousseau et Sankoft).
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Figurt.z 5. Performance of method for simulaied data. True tree consists of one 4-nomial
expennment. See Table 2 for experimental design, N = 50).

Figure 2.11 Graphique du nombre de fois ou le bon modéle d’arborescence est sé-
lectionné en fonction du poids maximal du coefficient, quand la vraie arborescence est

4-nomiale (repris de 'article de Rousseau et Sankoff).
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Figure 6. Pc.rfom}ance of methed for simulated data. Truc tee consists of onec 3-nomial fol-
lowed by a binomial expériment. Sec Table 3 for experimental design, N = 50.

Figure 2.12 Graphique du nombre de fois on le bon modéle d’arborescence est sélec-
tionné en fonction du poids maximal du coefficient, quand la vraie arborescence est une

tri-nomiale suivie d'une binomiale (repris de 'article de Rousseau et Sankoff).
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Ces ensembles de valeur indiquent une dépendance plus ou moins grande de P envers les
variables explicatives (selon I'ordre de grandeur des parameétres), laquelle détermine les
différences entre les probabilités p(¢) (1 < ¢ < m). On peut noter que dans les premiers
ensembles de données des deux tableaux (2.9) et (2.10), les valeurs des paramétres sont
toutes nulles sauf pour un paramétre, qui est plus ou moins fortement pondérée. Pour
une telle structure, les probabilités p(t) different de facon marquée pour chaque cellule.
Intuitiveinent, c’est la situation opposée a des probabilités toutes égales, et on suppose
donc que la probabilité de déterminer la vraie arborescence devrait étre élevée pour ces
ensembles de données. En parcourant les tableaux. on voit que les valeurs des paramétres
sont de moins en moins différenciées et donc que les différences entre les probabilités p(t)
tendent a étre plus petites. On s’attend donc a ce que la probabilité P de déterminer
la bonne arborescence diminue. Les graphiques (2.11) et (2.12) du nombre de fois ou
la bonne arborescence a été déterminée versus le poids de la valeur la plus fortement

pondérée soutiennent cette idée.

L’influence de la différence de grandeur entre les valeurs des paramétres semble donc
importante, cependant, il faut noter que les auteurs expriment le souhait de caractériser
davantage 'ensemble des valeurs des e qui influencerait significativement la probabilité

de choisir la bonne arborescence. C'est ce que nous ferons au chapitre 3.

2.2.3 Effet de la taille de ’échantillon

Les derniéres sinmlations faites par Rousseau et Sankoff visaient & déterminer I'influence
de la taille T de I’échantillon sur la probabilité P de déterminer la vraie structure de
I'arborescence. Pour une arborescence comportant une seule expérience 4-nomiale. avec
un plan d’expérience factoriel 2¢ et un ensemble fixé de valeurs des . 10 ensembles de
données ont été générées pour T; = 30.40.50.60. 70, 80, 90, 100. L’ensemble des valeurs
des « a été choisi en utilisant les résultats de la sous-section précédente pour permettre
de bien déterminer la structure (la probabilité P était de 0,7 pour 7; = 50). Pour les
autres ensembles de valeurs des paramétres. P était trés proche de 1 ou prés de 0, et il

aurait alors fallu des valeurs de T; trés élevées pour améliorer P. Pour les valeurs des «
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Figure 2.13 Graphique du nombre de fois ol le bon modéle d’arborescence est sélec-
tionné en fonction de 7', quand la vraie arborescence est 4-nomiale (repris de 'article de

Rousseau et Sankoft).

choisies. le nombre de fois sur 10 ou la vraie arborescence est trouvée est stable autour
de 7 pour 1; = 50, atteint 9 pour 7; = 70 et n’est jammais inférieure & 5 pour de petites
valeurs de T;. La figure (2.13), tirée de I'article de Rousseau et Sankoff, donne le nombre
de fois sur 10 on la structure de I'arborescence a été correctement déterminée selon T

pour une arborescence 4-nomiale.

Des simulations du méme genre furent effectuées pour une arborescence dans laquelle
une expérience trinomiale est suivie par une binomiale, avec un ensemble de valeurs pour
les paramétres fixées en utilisant les résultats de la sous-section précédente. Pour cette
structure d'arborescence. la méthode donne de bons résultats pour 7; = 50, s'améliore
rapidement pour 7; > 50 et devient rapidement moins efficace pour 7; < 50 (voir la

figure (2.14). d’apres l'article de Rousseau et Sankoff).

Les résultats obtenus dans cette sous-section montrent donc, comme on pouvait sy

attendre. que la taille de l'échantillon a un effet sur la détermination correcte de la
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Figure 2.14 Graphique du nombre de fois ot le bon modéle d’arborescence est sélec-
tionné en fonction de 7', quand la vraie arborescence est une trinomiale suivie d’'une

binomiale (repris de I'article de Rousseau et Sankoff).

structure de l'arborescence, et que l'efficacité de la méthode est proportionnelle & la

taille de I'échantillon.



CHAPITRE III

EQUIVALENCE DE LA VRAISEMBLANCE DE CERTAINS
TYPES D’ARBORESCENCES SELON LA FORME DES
PARAMETRES

Nous avons vu avec I’équation (2.7) qui figure dans la preuve du théoréme (1) du chapitre
2 que si In(g;) est linéarisable, alors les probabilités p(t) et g(t). associées aux arbores-
cences S et T respectivement, peuvent étre égales. Dans ce chapitre, nous présentons
donc un théoréme qui permet de déterminer les valeurs des parameétres pour lesquelles
le logarithme de certaines probabilités est linéarisable. Nous donnons ensuite quelques
exemples de ces valeurs et nous montrons les équivalences entre les arborescences qui

surviennent lorsque certaines probabilités sont linéarisables.

3.1 Théoréme de Rosenberg

Le théoréme qui suit. di au professeur Paul Rosenberg du Centre de recherches en

nmathématiques de I'Université de Montréal, montre sous quelles conditions I'expression

m—1
In (1 + Z e* °‘i> ,
=1

ou X est le vecteur composé de d variables explicatives valant 0 ou 1 et on a; (1 <7 <
m — 1) est le vecteur contenant les d paramétres, est linéarisable. Introduisons d’abord

la notation suivante :
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Soit
, Q11 Q12 . Q14
03]
a1 Qa9 C Qod
Aa = =
l
Am—1]
Am-11 ¥m-1)2 -+ Fm—1)d

une matrice réelle (m — 1) x d. Soit une fonction f : {0,1}% — R dépendant de A, et

définie comme suit :
m—1
fa.=1In <1+ Zex"f> .
i=1

S1 fa, est linéarisable alors il existe des o, v1,...,7q tels que

d
fasly,.z) =+ Y wr Vi e{01} (1<j<m-1).
j=1

Le théoréme suivant donne les conditions pour lesquelles ces vp. 77, - . ., yq existent :

Théoréme 3 (Théoréme de Rosenberg) Pour une matrice A, donnée, il existe des

Y0:V1s - > Ya pour lesquels fa, est linéarisable si et seulement si pour chaque sous-
ensemble J de {1.....d} de cardinalité (1 < ¢ <d) on a
m—1
(m)* 11+ Z Haij = H (I+a}) . (3.1)
i=1 \jeJ jed

et
m—1

0] I= E Qij -
=1

Preuwve : On sait que chaque fonction f : {0,1}¢ — R peut étre représentée par un

unique polyndme

p(x1,....2q) = Z asH.’l‘i. (3.2)

SC{1..d} i€S
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ou les as sont des réels appropriés. Ceux-ci peuvent étre trouvés en définissant premié-

rement

ap = f(0,...,0 <1+260a1) In(1+m—1)=In(m) .

Ensuite, si k < d et as a été trouvé pour tout S C {1,...,d} pour lequel |S| < k alors
pour J = {j1...., 5k} C{1,....d} (|[J| = k) on a

ay=f(t1,...,tq) —Zas,

ScJ
1 siieJ
out; =
0 sinon

(En effet, en définissant les ¢; de cette facon, on fait disparaitre les coefficients ag pour
tous les ensembles S avec S C {1,...,d} sauf J et les ensembles inclus dans J. Puisqu’on

a

Il

Z (ISHCL&:

SC{1...d) i€S

mais que les x; associés & ag prennent la valeur 1 pour l’ensemble J et les ensembles S

tels que S C J et la valeur 0 pour les autres, on a donc

fltota) = > as+ay

ScJ
d’ou l'équation ci-dessus.)

Supposons que fa_ est linéarisable. alors le polynéme p a forme

plxr,....xq) = fa.(z1.....79)

m—1

= 7+ Z YTy
j=1



44
Alors vo = fa,(0,...,0) = ap = In(m) et de méme de (3.2) on a :

7= A)

= fa (0,...,0,1,0,...,0) —ayp (o0 1 est & la j-éme position)

m—1
= In(1+ Z e*i) — In(m)
i=1

g
- (% <1+;%>>

_ 1n<1—:na;> | (3.3)

On a ensuite ag = 0 pour tout S C {1,..., d} pour lequel |S| > 1 (puisqu’on ne veut

pas de termes mixtes ou de puissances supérieure ou égale & deux). Il faut que pour tout

JCA{1,..., d} on ait

f(l‘,l,...,id) :Za{j}+a¢ . (34)
jeJ
1 siteJ
avec t; =
0 sinon
Par la définition de f(t)..... t4). le membre de gauche de (3.4) vaut

m—1 m—1
In (1 + Z erm%) = Inl|1+ Z H o0vis
=1

i=1 jeJ

m—1]

= In|1+4 Z Haij . (3.5)

i=] 3€J
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et par (3.3), le membre de droite de (3.4) est égal a

Zln (1 + aj) +In(m) = Zln (1+ a]*-) —In(m) | +In(m)

m
J€J jeJ

- Zln (14 a}) = [J] In(m) + In(m)

jeJ
= In H (1+al) | + In(m)~I=1
jeJ

]_[]-EJ (1 + a]*-)

m(ll_:”‘l)

Si on éléve a la puissance e les deux cotés de (3.4), par (3.5) et (3.6) on obtient :

m—1
mlJl_] 1+ ZHaij = H(1+a]*-) O

i=1 j&€J jed

3.2 Effet de la condition de Rosenberg sur les valeurs des paramétres

Nous allons maintenant montrer comment les conditions du théoréme (3) pour que
In (1 + Z:T;_ll ex"’”) soit linéarisable se traduisent quant aux valeurs des paramétres
dans le contexte de nos modéles d’arborescences. Nous allons énoncer ces conditions
pour 2 < m < 4etl < d < 4 Pour rendre plus claire la notation, réécrivons les

conditions comme suit. dans une notation plus proche de celle de 1'algébre linéaire : Soit

aiy a2 a3 a4
A= ay ap a3 ay | =(arazagag).

azy a3 assz as4

Alors pour ¢=2 on peut réécrire ainsi I’équation (3.1) avec 1 < j, k < 4 :

m (1 + ajag) = (1+ 1'a;)(1 + Vag) |



De méme, on peut écrire pour ¢=3, avec 1 < j,k,1 <4

m—1
me! (1 + Z Qij Ok aﬂ) =(1+ l'aj)(l + l'ak)(l + l’ak) ,
1=1

et pour ¢=4

=1

m—1
mc! (1 -+ Z a;1 42 33 al-4> = (1 -+ llal)(l + 1/a2>(1 -+ 1’83)(1 + 1’a4) .
Présentons maintenant quelques résultats simples, mais fort utiles pour la suite :

Lemme 3 S tous les éléments de A ont la valeur 1, c¢’est-a-dire st gy = 0 pour 1 <

i <m—1et1<j<d alors l'équation (3.1) est vérifiée.

Preuve : En effet, on a alors pour le membre de gauche de I'équation

m—1 m-—1 m—1
14> Jlag=1+) 1x1x.. . x1=1+> 1=m,
i=1 j&J i=1 [J| fois 1=1

et on a pour le membre de droite
14 1Var=1+11=1+m-1=m.
En reniplagant les expressions qui précédent dans (3.1), on a effectivement :

mtm=mm...m O
—_———

¢ fois

Lemme 4 Sia; est quelconque et st a. = 1 pour toutk # 1 (1 < k <d) , alors l’équation

(3.1) est vérifide.

Preuve : En effet dans ce cas le nembre de gauche de (3.1) vaut

m-—1
el [ q . .
m + Qi) Qikg - - - Qik,
i=1
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On vérifie ’égalité pour tout c et pour tous les sous-ensembles {k1,...,k.} de J, 1 <
¢ < d. Alors, soit le sous-ensemble n’inclut pas [, auquel cas I’égalité est vérifiee par le
lemme (3), soit le sous-ensemble inclut [ et alors le membre de gauche de la condition

de Rosenberg s’écrit

m—1 - m—1
mé! (1 + Z Qik, Qiky - - - aikc> = me! (1 + Z 1...1ayl ... 1)
i=1 i=1
m—1
= mc‘l (1 + Z a,¢1>
i=1
= m“ 1+ 1a) .
Le membre de droite devient

(1+a1')H(1+ak') = (1+1a)Q+m-1)...(1+m-1)
kg

(¢c—1) fois
— Tnc_l (1 + 1/a|> .

ainsi la condition de I'équation (3.1) est vérifiée. [

Le théoréme de Rosenberg s’applique pour d > 1. Le lemme suivant traite le cas d = 1.
Lemme 5 Si d=1, alors In <1 + ! e°‘ﬂ> est linéarisable.

Preuve : Comme z vaut O ou 1, on a :

In (1 + % eO'YC”) = (ln <1 + i e“”)) w4+ (Inm)(1 — x)

i=1
m—1
= (]n (l + Z e°’> —]nm) z+Inm O
i=1

3.3 Cas particuliers

Nous allons maintenant trouver les valeurs des paramétres lorsque Ja condition de linéa-
risation est satisfaite pour les cas m = 2, 3,4 catégories et d = 2, 3,4 variables. Nous
examinerons particuliérement combien d’éléments des parameétres peuvent étre diffé-

rents de 0 pour que I'expression qui nous intéresse soit linéarisable. et quelles conditions
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doivent satisfaire les éléments différents de 0. Notre attention se concentrera sur des
exemples avec des parameétres a;; = 0, c¢’est-a-dire a;; = 1, puisque les simulations dont
nous rendons compte dans le chapitre 4 portent sur des ensembles de données générés

avec de tels paramétres.

Casm=2,d=2

Etant donné qu’il n’y a qu'une équation de régression logistique avec d = 2 variables

explicatives, la matrice A est un vecteur de dimensions 1 x 2. Posons
A = (ab).

[I'n’y a quun cas & examiner pour la condition de Rosenberg, soit ¢ = d = 2. On a donc

22711+ ab) = (1 +a)(1 +b) 2+2b=1+a+b+ab
l+ab=a+5b
ab—a=5b-1

a(b—1)=(b-1)

[

aoub=1. (3.7)

Donc, pour que l'équation (3.1) soit vérifiée il faut avoir @ = 1 ou b = 1. c’est-a-dire
a1 = 0 ou ag = 0. Il ne peut v avoir qu une seule variable explicative dont l'effet est non

nul.

Casm=2.d=3

Etant donné qu’il n'y a qu une équation de régression logistique avec d = 3 variables

explicatives, la matrice A est un vecteur de dimensions 1 x 3. Posons
A=(abf).

La condition de Rosenberg doit étre vérifiée pour ¢ < d = 3. donc pour ¢ =2 et ¢ = 3.

Condition de Rosenberg pour ¢ = 2

En utilisant le résultat donné par I'‘équation (3.7). on trouve qu’un seul paramétre parmi
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a, b et f doit étre différent de 1, ¢’est-a-dire un seul a; # 0 et done qu'une seule variable

explicative a un effet non nul.

Condition de Rosenberg pour ¢ = 3

Si un seul parmi a,bet f # 1, alors équation (3.1)est vérifiee par le lemnme (4).

Casm=2,d=4

Etant donné qu’il n’y a qu’une équation de régression logistique avec d — 4 variables

explicatives, la matrice A est un vecteur de dimensions 1 x 4. Posons

A=(abfyg).

La condition de Rosenberg doit étre vérifiée pour ¢ = 2,3, 4.

Condition de Rosenberg pourc = 2

Par (3.7) il faut avoir un seul parmi a,b, f et g # 1.

Condition de Rosenberg pour ¢ =3 et ¢ =4

Si un seul parmi a.b, f et g # 1, alors I'équation (3.1) est vérifiée par le lemme (4).

Examinons maintenant le cas avec m = 3 catégories et d = 2 variables explicatives.

Casm=3.d=2

Il y a maintenant 2 équations de régression logistique avec avec 2 variables explicatives.

La matrice A est donc de dimensions 2 x 2. Posons

La condition de Rosenberg doit &tre vérifiée pour ¢ = 2.

Condition de Rosenberg pour ¢ = 2




50

La condition de Rosenberg s’écrit alors

32711 4 a1hy +agby) = (1+a;+a)(1+b + by) (3.8)
—
3+ 3a1b1 + 3azbo = 1+ a1+ ar+ b1+ bo+ a1by + aiby + azby + asbs
—
2a9bo — bo — a1 by = -2+ a3+ ar+ by — 2a101 + ash;
—
ba(2a2 — 1 —ay) = ay+ay—2—-5b1(2a; — 1 — ap)
<>
I — _ _
A 39

Donc, si
1'a—2— b1(2a1 —1- (lQ)

by =
2 2(12—14(11

la condition de Rosenberg est vérifiée. Voyons quelques exemples du cas m = 3,d = 2
selon les valeurs que peuvent prendre a;. as, by. Ces exemples traitent essentiellement du
cas ou certains aj; = 0 (et donc les a; ou b; valent 1 et les variables explicatives ont un

effet nul) et du cas ob ay; = ay; (méme effet des variables explicatives).

a) =ay #1
20, —2 -0 -1 20a1 - 1)—b -1
= by = aj 1(a1 ): (a1 ) 1(a ):2_b17
a; — 1 a,]—l
et on a donc
A= aj b1
aj 2—1)1

a; = ao = 1 Par le lemme (4). on a b quelconque et on a donc
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a1 = 1, as quelconque

ag—l—bl(l——ag)_a2—1+b1(a2—1) _1+b1

= by = =
2 2(ag — 1) 2(ag — 1) ’ 2
et on a donc
Ao 1 b

alzblzloualzbgzl

Par ce qui préceéde on a

CLQl

Etudions maintenant le cas o m = 3 catégories et d = 3 variables explicatives.

Casm=3.d=3

Il'y a maintenant 2 équations de régression logistique avec avec 3 variables explicatives.

La matrice A est donc de dimensions 2 x 3. Posons

ar b1 i
as by fo

A =

Compte tenu des simulations décrites dans le chapitre 4, nous avons concentré notre

attention sur les cas ou les ay; = 0, c’est-a-dire ol a;j. bs; ou fi; = 1.

Considérons par exemple la matrice A suivante :

1 b
A= 1 1’b2f]((ib 1-b5)
—2—/1(2b; —1-b7
1 b2 szl—l—]b]

La condition de Rosenberg doit étre vérifiée pour ¢ = 2 et ¢ = 3. En utilisant ce qui

précéde, nous arrivons au résulat suivant :



Pour ¢ = 2, I’équation (3.1) est vérifiée pour la colonne 1 avec les colonnes 2 et 3 par le

lemme (4) et on sait par (3.9) qu’elle est aussi vérifiée pour les colonnes 2 et 3.

Pour ¢ = 3, il faut qu’avec

Vb2 fi(2b — 1~ by)

fo= 2by — 1 — by
I’équation suivante soit vérifiée :
32(1 4+ 1byfr + 1bafe) = (31 +b +b)(1+ fi + fo)
—
31+ bifitbaf) = (Q4+bi+b)+(1+ftf2), (3.10)

ce qui est la méme équation que (3.8) en remplacant a; par b; et b; par f; i = 1,2: les

conditions de Rosenberg sont donc respectées.

Si on regarde les cas particuliers vus précédemment dans le contexte olt d = 3, c’est-a-
dire les cas ol certains a;j, b;; ou f;; valent 1 et donc ou les «;; correspondant valent 0,

on trouve les matrices A suivantes pour lesquelles la condition de Rosenberg est vérifiée :

by =by #1

11
o f
11 f
b1 =1, by quelconque
A 11 f
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by = fi = 1 ou by = fo =1 Par ce qui précéde on a

Casm=3,d=4

Le cas ou il y a 2 équations de régresion logistique et 4 variables explicatives est examiné

en considérant que certains aj; = 0 et donc certains a;; = 1. Posons

ay by
A= 1 1 i ¢
ar by f2 g0
Considérons la matrice A suivante
11 f
A= l 12 f?lf 1 f2)
. —-2—-g —J—f-
1 1 f‘Z sz_ 1 _lfl 2

Pour ¢ = 2 et ¢ = 3, on voit facilement, par ce qui précéde. que I'équation (3.1) est
vérifiée, puisqu’on a la méme matrice que dans le cas d = 3 4 une colonne de 1 prés, et
on a vu par le lemme (4) que I'égalité est toujours vérifié lorsqu'une seule colonne est
diftérente de 1. Pour ¢ = 4, il faut qu’avec

_VE-2-g(2fi— 1 fo)
92 2o —1- f

I'équation suivante soit vérifiée :

31+ 1f191 + 1fo92) BB+ J1+ fo)(L+ g1 + g2)

31+ higr+ fege) = A+ A+ )0 +91 + g92) (3.11)

ce qui est la méme équation que (3.8) en remplacant a; par f;, et b; par g; 1 = 1,2 les

conditions de Rosenberg sont donc respectées.
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Si on regarde maintenant rapidement d’autres cas particuliers vus précédemment (avec
certains ay; = 0, c’est-a-dire avec certains a;; = 1) dans le contexte ou d = 4, on obtient

les matrices suivantes qui respectent la condition de Rosenberg :
fi=fa#1

11 fo 2—¢

fi1 = fo =1 Par le lemme (4), on a f quelconque et on a donc

Ao 111 ¢
1 1 1 go
f1 =1, fo quelconque
A 1 1 ¢
11 f J+2!]1
fi=gi=1loufi=¢gy=1
Par ce qui précéde on a
11 1 1
A =
11 fo1

On se rend compte que lorsque des aq; = 0 (a;; = 1). certains ensembles de parametres
qui satisfont la condition de Rosenberg nous raménent & des cas avec seulement 1 ou 2

variables explicatives avec des effets non nuls.

Considérons maintenant le cas ot il y a m = 4 catégories et d = 2 variables expli-

catives.
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Casm=4,d=2

Soit
ap b
A= ay bo
az bs

La condition de Rosenberg doit étre vérifiee pour ¢ = 2.

Condition de Rosenberg pour ¢ = 2

4271 4 athy +apby+azbs) = (L+ap +ao+a3)(l + by + bo + bs) (3.12)

4 4+ 4ay1by + daosby + dazbs = l1+a +as+az3+b +by+b3+arb +a by

+aiby + asby + aobo + asbs + azby + azbe + asbs

“—
3azbs — apbs — asby — b3 = —34+a,+ay+ a3+ b+ by —3aby + a1by
+aobt + aoby — 3a2by + azby + azbs
“—
b3(—ai —az +3az — 1) = a +ay+az3—3—b(3a1—ay—az—1)
—bo(—a; +3a —az — 1)
“—

b3 _ 1'a-3-bi1(3a)~az—a3—1)=ba(—a)+3a2—a3-1) . (313)

—a)—az2+3a3—1

Dong, si

1'a-3-b,(3a1—ar,—a3—1)—ba(~a)+3a2—a3—1)

by =

—aj—a2+3a3—1

I'équation (3.1) est vérifiée.

Examinons pour ce cas également quelques exemples quand aj, a9, a3, b; et by prennent

des valeurs particuliéres (généralement 1. ¢’est-a-dire que les a;; correspondant valent 0).

a]:ag——ag#]
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On a
b 3a1—3—b1(a1~1j—b2(a1—1
5T Cl1—1
o (al—l)(B—bl—bg
= )
a]—l
= 3—-b —boy,
et donc
a3 b1
A= o ba
aj 3—b1—b2

ag=ay=az=1

Par le lemme (4), on a b quelconque et on a donc

1 b
A= 1 bQ
1 b3

a; = ap = 1, az quelconque

=
b _ a3—1—b1(1—a3)—b2(1—a3
ST 3a3 — 3)
. ((13 — 1)(1)] + by — 1)
B 3((13 - 1)
by + b+ 1
3 N
et on a donc
1 by
A= 1 b
as b|+gz+l

a1:a2:b]:b2:10u

a1 =ar=5b; =bs=1ou
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a1=a2:b2:b3:1

Par ce qui précéde on a

11
A= 11
as 1

a1 = a3z = 1, as quelconque

=
b a2 — 1 —b1(1 — a2) = bo(3as — 3)
5T 1—a9
_ (=by + 3by — 1)(1 — a9)
1*((12)
= —by+3bh—1,
et on a donc
1 b1
A= a ba

1 —by+3bp—1

alzagzblzbgzlou

a1 =a3=0b=0b3=1o0u

a1:a3:b22b3:1

Comme précédemment et en utilisant le résultat ci-haut. on trouve :

1 1
A= as 1
1 1

as = a3z = 1, a) quelconque

=
aj —1—b1(3a1—3)—b2(1 —a])
l—a]
(1= a;)(3by — by — 1)
]—a1
= 3bp—by—-1,
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et on a donc

a1 by
A= 1 by
1 3b—by—1
ay =az=0b; =by=1 ou
as =az =b; =b3 =1 ou
as=a3=by=0b3=1
On obtient :
a 1
A= 11
11

Etudions maintenant le cas avec m = 4.d = 3.

Casm=4,d=3

1l 'y a 3 équations de régression logistique et 3 variables explicatives. la matrice A est

donc de dimensions 3 x 3. Posons

ar b fi
A=\ a by fo

az b3 f3

Comnie précédemment, nous allons voir que la matrice

1 b fi
A=11 b fo
1 b3 fz

ou
1'b—-3—[1(3b1—bo—b3—1)— fo(—b, +3b2—b3~1)
~b) by +303—1 '

fz =

satisfait ['équation (3.1). Nous avons vu plus haut que la condition est satisfaite pour
c = 2 pour les 2e et 3e colonnes, et nous savons qu’elle I'est aussi pour les lére et

2e colonnes et pour les lére et 3e colonnes puisque la premiére colonne est composée
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uniquement de 1. Pour ¢ = 3 nous avons que 'équation (3.1) est vérifiée si :

P14+ 1bif1+ bofo+1bsfs) = (A1 +bi+bo+b3)(1+ f1+ f2+ f3)

41 4+ by f1 + bafo + b3 f3) = (M4+by+by+b3)(1+ f1+ fo+ f3), (3.14)
ce qui est la méme équation que (3.12) en remplagant a; par b; et b; par f; pouri = 1,2, 3;
I’égalité est donc respectée si on a fs de la forme spécifiée plus haut.

En se rappelant les matrices les plus simples vues pour le cas d=2, on a en particulier

les matrices suivantes qui satisfont la condition de Rosenberg :

by =by=b33# 1
I b fi
A=11 ph fo
L by 3-fi—fo
et
by =by=b3=1
11 f
A=111 f
11 /3

3.4 Cas orthogonaux ou quasi-orthogonaux

Les simulations dont nous parlerons plus en détails dans le prochain chapitre ont été

faites en utilisant des matrices de parameétres (pour d = 4) de la forme
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Il serait intéressant de savoir pour quels types de paramétres des matrices de la forme

ap 1 f
A= a) bQ 1

a 1 1
ou
ar 1 f
A= a 1 1 )
[25] b3 1
ou
aj 1 1

A=1a 1 fo
ay b3 1
respectent les conditions de Rosenberg. Les équations étant les mémes dans les 3 cas, a

I’étiquette des paramétres prés, nous ne traiterons que le cas
ai 1 fi
A= a bo 1
a) 1 1

Nous trouvons que la matrice A doit étre de 'un des 3 types suivants pour que la

condition de Rosenberg soit respectée :

a; 1 1
A=} a 11
a 1 1
ou
11 1
A=11 b 1
1 1 1
ou
1 1 fi
A= 11 1
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En effet, avec ¢ = 2 pour les 1ére et 2e colonnes, on a

422 Y 4ay+aba+a;) = (143a)(3+b) (3.15)
=
41+ 2a1 +a1bs) = 3+4+ba+9a;+ 3a1by
=
1+ a1bs = bo + a)
=
b(l—a)) = 1-a.

Donc il faut que a3 =1 ou by = 1. En vérifiant la condition de Rosenberg pour les 1ére

et 3e colonnes. on trouve aussi que a; = 1 ou f; = 1. Pour les colonnes 2 et 3 on a :

2270+ e+l = 3+ b)B+AH) (3.16)
=
8+4dba+4fy = 943ba+3f +bafy
=
T+bofi = b+t h
=
b(1-fH) = 1-f, (3.17)

et donc by = 1 ou f; = 1. En utilisant le lemme (4). on obtient donc le résultat ci-haut.

Nous allons maintenant étudier le cas ou il y a m = 4 catégories et d = 4 variables
explicatives.

Casm=4.d=4

Posons
ap by fi @
A= a by fo g

a3 bz f3 g3
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Comme dans les autres cas et selon le méme argument, on peut voir facilement que la

matrice
11 fi &
A=111 fo g |,
11 f3 g3
ou

VE-3-q1(3fi—fa—fa—-1)—g2(~ L1 +3f2—f3-1)
—f1—f243f3-1 ’

93 =

satisfait I'équation (3.1). Comme dans le cas d = 3, les matrices suivantes respectent les

conditions pour que I'expression qui nous intéresse soit linéarisable :

h=f=/f#]1
11 h g
A=t 11 fi 92
11 fi 3-g1—¢
et
fi=h=f=1
111 ¢
A=111 ¢
111 g3

Intéressons-uous maintenant aux matrices de parametres de nos simulations, qui ont la

forme
ap 1 1 g
A=1a 1 fr 1
[25] b3 1 1

Nous voulons savoir pour quelles valeurs des paramétres de telles matrices respectent
les conditions de Rosenberg. Pour ¢ = 2. nous avons des équations de la forme (3.15)
lorsque nous regardons les colonnes 1 et 2 ou 1 et 3 oul et 4. Nous avons donc a3 =1
oubs=1.ay=1oufo=1eta; =1oug; =1. Enregardant les colonnes 2 et 3. 2 et 4
et 3 et 4. nous avons des équations de la forme (3.16) qui entrainent by = 1 ou fo = 1,

by = 1loug = 1let fo =1 oug; =1 Donc. pour que I'équation (3.1) soit vérifice
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pour une matrice de cette forme, il faut qu'un seul paramétre parmi aq, b3, f2 et g soit
different de 1. Si tel est le cas, alors par le lemme (4) 'équation (3.1) est vérifiée pour

c=3etc=4.

3.5 Equivalence des arborescences A et C et B et D sous certaines

conditions

Les études de simulation que l'on verra au chapitre 4 ont montré que pour plusieurs
ensembles de parameétres, l'arborescence A (figure 3.1) et certaines arborescences C

(figurc 3.2) ont des vraisemblances quasi égales.

A B C D

Figure 3.1 Arborescence A

A B C D

Figure 3.2 Arborescence C

Ceci tend a suggérer que, pour ces ensembles de parametres. les deux types d’arbores-
cences modélisent des probabilités non identifiables. Le théoréme qui suit fait le lien
entre la possibilité de trouver des paramétres pour lesquels les probabilités des deux
arborescences sont les mémes et le fait que le logarithme de la probabilité intermédiaire

associée a la catégorie de référence est linéarisable.

Théoréme 4 Soi 'arborescence S suivante :
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T S t U

ayant v comme catégorie de référence et avec les parametres aus, oy €t Qy, ASSOCIES TES-
pectivement aux probabilités finales p(s), p(t) et p(u).

Soit 'arborescence T sutvante :

W
T S 3 u
pour laquelle v (et W) est la catégorie de référence, avec les probabilités finales g(r), q(s), q(t), g(u)
et les probabilités intermédiaires qw . gr. qs. Alors, on peut trouver des paramétres B, B, et B3,
associés a 'arborescence T pour lesquels p(i) = q(i) i = r,s,t,u <= In(g,) est linéa-

risable.

Preuve

= St on a des paramétres i, @y et o, associés a l'arborescence S et des paramétres

B, B, et B, associés a l'arborescence T tels que p(i) = q(i) i = r,s,t,u alors on a

“ ()
= (o)

~ In (%) —In(gr)

= 3,X -In(g;) (puisque W est la catégorie de référence).

Dot In(gr) = (8] — a})X et donc In(g,) est linéarisable.

< Supposons que In(g,) est linéarisable. et donc que In(g,) = ¢/.X ou ¢/ est un vecteur
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de constantes. Il faut maintenant montrer qu’on peut trouver des paramétres 3, 3, et 3,

associés a I'arborescence T' tels que p(1) = ¢(i) i = r, s,t, u.

On peut poser d’abord 3, = a, pour les paramétres associés aux catégories s et r issues

du noeud W. Ainsi on obtient

p(s) = q(s) (%) | (3.18)

Pour la catégorie ¢ ayant la racine pour ancétre iinmédiat, le paramétre 3, associé a

et donc

I’arborescence T' doit satisfaire :
() - o
g(r) awgr
In <&> — In{qy)
qw

B;X — ¢. X (puisque In{g,) est linéarisable)

— (B- )X

En posant 8, = o4 + ¢, on obtient :
0)-0(2)
! (p(r) =)

p(t) = g(t) (g%) | (3.19)

De méme. pour la catégorie u également issue directement de la racine. si on prend

(i) = " (o)

et donc

B, =0y +cr.ona:
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et donc :
bl = atw) () (3.20)

Par (3.18), (3.19) et (3.20), on a

o) = () (200 pour 1= 5.t

11 suffit donc de démontrer que p(r) = q(r) et ainsi p(i) = g(i) i =7, s, t, u.

q(r) = qwar

1 1
B (1 + eBiX +eﬁ;x> (1 —I—eﬁ'sX)

1
14 eB:X 1 (eﬁix —+ eﬁ{,x) (1 + eﬁ;X)
1
1+ e X + (BBILX + eB;X) (1 + eﬁ/gx)
1
— 1 4+ e X 4 (e(a',+c’r)X + e(ag+c;)x) (1 T eB;X) (Ca.r :Bi = a; + c; pour i = t~,U)
1
1+ exX 4 (edX 4 enX) e X (1 4 BX)
1 /
T 11X (X § ooiX) g, (1/g) (car 1/g, = 1+ PX)
1
1+ o0t X 4 X 4 ot X
= p(r) 1

De méme. on a remarqué dans les études de simulations que l'arborescence B et cer-
taines arborescences D semblent équivalentes pour certaines valeurs des paramétres.

Nous déduisons donc du théoréme ci-haut le corollaire suivant :

Corollaire 2 Soit l'aborescence S suivante :
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t S r U

pour laguelle v est la catégorie de référence et {’arborescence T suivante :

T S t u

qui o aussi la catégorie v comme catégorie de référence. Alors les deux arborescences sont

équivalentes <= In(gy) est inéarisable.

Preuve On déduit aisément du théoréme (4) que les sous-arborescences

/\
r s t
r S t
sont équivalentes. car seule la catégorie u, qui occupe la méme position dans les deux ar-

borescences, n'apparait pas. Il suffit donc d’appliquer le théoréme (4) aux sous-arborescences

formées des catégories 7. s,¢. U



CHAPITRE IV

ETUDE DE SIMULATIONS MONTE-CARLO

Pour mieux comprendre quels facteurs influengaient la détermination du type d’arbo-
rescence, une étude de simulation Monte-Carlo a été menée. Le plan d’expérience était

défini par les éléments suivants :
1. il y avait 4 variables explicatives, selon un modéle réduit.
2. les ensembles de données étaient générés suivant une loi multinomiale.

3. les paramétres utilisés pour générer les ensembles de données pouvaient prendre

les valeurs 0:0,5:1:2 et 3.

4. le nombre d’essais de la multinomiale était 10 000 pour chaque cellule, une cellule

étant définie par les valeurs 1 ou -1 que prennent les 4 variables cxplicatives binaires

Xy, X0, X3 et Xy
5. pour chaque ensemble de parameétres. 50 jeux de données ont été simulés.

Les données étalent simulées a partir d’une expérience 4-nomiale (comme la figure (4.1)
ci-dessous). On calculait ensuite le maximum de vraisemblance pour chaque arborescence
pour chaque jeu de données et la médiane du rang de chacune des arborescences sur les
50 jeux de données. L’étude portait donc sur la capacité asymptotique de la vraisem-
blance & distinguer le vrai modéle d’arborescence (plutdt que sur la capacité d’estimer

les parameétres).
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4.1 Notation
4.1.1 Structures des arborescences

Les structures des arborescences étalent les suivantes :

Figure 4.1 Structure d’arborescence A

Figure 4.2 Structure d’arborescence B

Figure 4.3 Structure d’arborescence C'

4.1.2 Quelques remarques sur les matrices des paramétres

Les matrices de parameétres avaient la forme suivante :
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Figure 4.4 Structure d’arborescence D

Figure 4.5 Structure d’arborescence £

Dans le cas qui nous occupe, les éléments de la j-éme colonne d’une telle matrice sont
les effets de la j-éme variable explicative et I'élément (i, j) est 1'effet de la j-éme variable

explicative sur la i-éme catégorie.

Puisque les a;1, ¢ = 1,2, 3 étaient toujours égaux dans nos simulations. cette matrice

peut se réécrire de la fagon suivante :

t 0 0 =z
t 0y O
t x 0 0

Nous désignerons donc sans ambiguité cette matrice par le vecteur (., y, z).

Les remarques suivantes aideront a comprendre les résultats des simulations ainsi que

I'ordre des arborescences dans ces simulations.

- Sit,z,y,z # 0 alors toutes les catégories sont distinctes les unes des autres sur 2
variables explicatives.

- Sit =0et 2,y 2 # 0 alors les catégories 1,2 et 3 sont distinctes entre elles sur
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2 variables explicatives et distinctes de la 4éme catégorie sur seulement 1 variable
explicative. On dira qu’il n’y a que 3 variables explicatives avec effets non nuls.

- Sixz=0ett,y,z # 0 alors la catégorie 3 est distincte de la catégorie 4 sur une seule
variables explicative, tandis que les catégories 1,2,4 sont distinctes entre elles sur 2
variables explicatives. On dira aussi qu’il n’y a que 3 variables explicatives avec des
effets non nuls.(Il en est de méme siy=0et t, 2,z #OQousiz=0et t, 2,y # 0)

- Sit=xz=0ety z+# 0. alors les catégories 3 et 4 ne sont pas distinctes 'une de
I’autre, et elles sont distinctes des autres catégories sur une seule variables explicative.
I n’y a que 2 variables explicatives avec effets non nuls. (Le cas est le méme pour les

catégoriest =y =0et z,z# Oet pourt=2=0et 2,y #0)

4.1.3 Notation pour les différentes arborescences de méme structure

Dans les sections suivantes, nous utiliserons sans confusion possible, deux notations
différentes pour désigner les différentes arborescences de méme structure, afin de faciliter

la lecture des résultats.

Par exemple, nous pourrons noter I3;. I'arborescence ayant la catégorie j issue directe-
ment de la racine; Cj, 'arborescence ayant les catégories j et k issues directement de la
racine; Dj. I'arborescence pour laquelle la catégorie k est issue directement de la racine
et la catégorie j est issue du nceud intermédiaire directement issu de la racine; Fjy. I'ar-
borescence avec les catégories j et k issues du méme noeud intermédiaire. Remarquons
que deux arborescences de méme structure sont distinctes si le méme chemin conduit a
une catégorie différente. Ainsi, si on spécifie pour I'arborescence B quelle catégorie est
issue directement de la racine. 1l n’est pas nécéssaire de préciser la configuration des 3
autres catégories: la description ci-haut est donc suffisamment détaillée pour toutes les

structures d’arborescences.

Nous pourrons aussi désigner chaque catégorie & 'aide de la variable qui la distingue
des autres catégories : la catégorie x sera par exemple celle que I'effet de z distingue des

autres. Ainsi. nous pourrons représenter par By I'arborescence B dont la catégorie x est
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observée & la premiére expérience, c’est-a-dire I'arborescence pour laquelle la catégorie
influencée par z a été observée & la premiére expérience. Nous parlerons, selon le méme

raisonnement, des arborescences Cyy, Dyy Ou Eyy.

Nous écrirons A = Cyy si ces deux arborescences sont équivalentes, Cyy ~ Dy, si l'ordre
de ces arborescences est semblable et Cypy 2 Dyy si I'ordre de ces arborescences (selon

leur vraisemblance) est en général semblable mais Cyy est souvent (un peu) plus grand.

Le tableau (4.1) donne la liste des arborescences équivalentes et celles qui sont quasi
équivalentes, c’est-a-dire dont les rangs sont prés I'un de l'autre pour certaines valeurs
des parameétres. Dans ce tableau, x, y, z désignent la valeur du paramétre qui distingue la
catégorie qui lui est associée. Rappelons que ce paramétre est aussi I'effet d’une variable
explicative sur la catégorie, et cette variable est différente pour chaque catégorie, compte
tenu la forme de notre matrice de parameétres. Si la variable explicative qui distingue la
catégorie est nulle, la catégorie est notée par 0. Si z est I'effet de la variable qui distingue
une catégorie j des autres, alors au lieu de noter Bj, nous noterons By. Si x est Ueffet
de la variable qui distingue une catégorie j des autres et si y est l'effet de la variable
qui distingue une catégorie k des autres, alors au lieu de noter Cj;. nous noterons Cgy
et ainsi de suite. Quand il est important de préciser les valeurs de tous les parameétres,
nous noterons par exemple Cyy(z,0) pour 'arborescence C' avec les catégories associées

& x et y issues directement de la racine et pour laquelle z est quelconque et ¢ vaut 0.

4.2 Exemples de suites d’arborescences ordonnées selon la vraisem-

blance

Dans cette section, nous allons illustrer & I'aide des simulations Monte-Carlo comment
il est possible de distinguer clairement les différents modéles d'arborescences. et que
ceci se réflete dans la différence entre les ordres de grandeur des vraisemblances des
arborescences. Ainsi, le critére de vraisemblance de chaque arborescence est vraiment
un critére qui permet de distinguer lcs arborescences les unes des autres et qui peut

servir & estimer le modéle d arborescence. Nous allons aussi illustrer le fait que certaines
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Nombre de catégories
d variables

explicatives # 0

Arborescences équivalentes

(z,y,2 quelconques)

Arborescences quasi équivalentes

(z,y,2 quelconques)

sont équivalentes

d=3 A = Cyry(z,0) sit — 0 alors Cyy(2,t) — A
B, = Dy,(y,0) sit— 0 alors Dy, (y,t) — B,
si t <1 alors Chpy(z,1) ~ A
| sit<1alors
) Dou(2,y) ~ Dis(0,7) ~ B,
d=2 A = Cry(0,0) = B;(2,0,0) | sit,z — 0 alors Bz, t,y) — A
= Do.(0,y) = E, o(z,0) sit,z — 0 alors Dy, (z,y) — A
sit,x — 0 alors By, (z.y) ,:A J
d=1 Toutes les arborescences
sont équivalentes
d=20 Toutes les arborescenc;s ) -

Tableau 4.1 Tableau résumé de I'équivalence des arborescences sclon le nombre de

variables explicatives différentes de O

arborescences sont équivalentes lorsque certaines variables explicatives ont des effets-

nuls.

Dans cette section, nous utilisons la notation B; pour indiquer que la catégorie j est

reliée directement a la racine dans 'arborescence B. et ainsi de suite comme nous 'avons

vu précédemment. Si la valeur d’'un paramétre est 0 alors on notera la catégorie corres-

pondante (celle pour laquelle 'effet de la variable explicative qui la distingue des autres

est nul) par la catégorie 0 : ainsi Cyy(70) u.v # 0. désigne l'arborescence ayant la ca-

tégorie 0 issue du noeud intermédiaire. (Les autres structures sont décrites de maniére

similaire.)
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4.2.1 Exemple 1 : (t,z,y,2) t# 2z # 1,y

La figure (4.6) donne en abscisse le rang de la vraisemblance de chaque arborescence et
en ordonnée la structure de chaque arborescence. Ainsi pour (t =1,z =y = 2,2 = 3), la
vraisemblance de 'arborescence A était la plus grande parmi toutes les vraisemblances
des 26 arborescences. Le rang de ’arborescence A est donc premier, 50 fois sur 50 ;
celui de 'arborescence Bl est deuxiéme, 50 fois sur 50, etc. On peut remarquer que les
arborescences C'13 et C12 se partagent le rang 3 et 4, 50 fois sur 50. En effet, les catégories
2 et 3 ayant la méme valeur de paramétre (la valeur 2), les deux arborescences C12 et C'13
représentent des modéles symétriques. Leurs vraisemblances devraient théoriquement
étre égales et elles devraient se partager ainsi le rang 3 et 4 pour la moitié des 50
simulations. On constate que numériquement, les vraisemblances différent légérement et
que l'arborescence C'12 arrive au 3e rang 33 fois et I'arborescence C13 arrive au 3e rang

17 fois.

Toutes les fois qu’il y a des blocs de rangs dans le tableau, c’est que les arborescences
faisant partie de ce bloc de rangs sont symétriques et devraient théoriquement avoir des

vraisemblances égales.

4.2.2 Exemple 2 : (t =0,z,y,2) 2 #y # 2

Nous avons prouvé que si d = 3 (I'effet d’une variable explicative est nul). et si w,v #
0 alors les arborescences Cuu(r,0) sont équivalentes & I'arborescence A. ]l y a trois
arborescences Cuv(r,0). u,v # 0. il y a donc 4 arborescences équivalentes : A, C12,
C'13. C23. Nous voyons dans la figure (4.7) que les arborescences A et Cuv, u,v # 4 se
partagent le premier rang pour le quart des 50 simulations. On peut juger sommairement
que le rang de A est distribué uniformément entre le rang 1 et 4 (il en va de méme pour
chacune des arborescences Cuwv). Nous observons donc un bloc en bas a gauche du

tableau.

Sous ces conditions, nous avons aussi prouvé que l'arborescence Bj est équivalente a
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I’arborescence Duj, w,j # 4. Par exemple, les trois arborescences B1, D21, D31 sont
équivalentes entre elles : ces trois arborescences se partagent les rangs 5,6,7 d’une facon
que l'on juge sommairement comme étant uniforme, c’est-a-dire que chacune constitue
le tiers des 50 simulaitons. (De méme, B2, B3, appartiennent & des blocs de fréquences

a l'intérieur desquels les arborescences sont équivalentes. )
4.2.3 Exemple 3 :(t=0,2=0,y,2) y # z

Nous avons prouvé que si d = 2 (les effets de deux variables explicatives sont nuls)
alors les arborescences A, Cuv(00), DOu(0v) et Eu0(v0) sont toutes équivalentes. Ces
16 arborescences se partagent donc toutes également les rangs 1 a4 16. On voit avec la
figure (4.8) que la fréquence des rangs est assez bien distribuée uniformément entre les

rangs 1 a 16.

4.2.4 Exemple 4 :(t=0,z=0,y=0, z2#0)

Nous avons prouvé que si d = 1 (les effets de trois variables explicatives sont nuls) alors
toutes les arborescences sont équivalentes. La figure (4.9) illustre bien ce fait : les rangs

sont distribués uniformément entre 1 et 26 pour chaque arborescence.

4.3 Etude des simulations pour le vecteur (t,z,y.2), avec z =y = z

L’ordre des arborescences selon les vraisemblances pour les différentes valeurs du vecteur
(t.2,y.2) est assez régulier. Nous allons d’abord étudier le comportement de l'ordre des
arborescences pour le vecteur (t,z,y,z) ol x = y = z. Cette étude nous permettra
de déduire un ordre que nous généraliserons aux autres suites d'arborescences pour

différentes valeurs de (¢, 2.y, 2).

La figure (4.10) montre les résultats de sortie du programme d’ordinateur. Chaque cel-
Jule (t,x) du tableau donne la suite des arborescences qui ont été ordonnées selon la
médiane du rang de leurs vraisemblances : la cellule (t.z) représentant le vecteur de

paramétres (¢, x,x,z), r,t = 0:0,5:1;2; 3. Ce tableau nécessite des explications. car sa
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lecture n’est pas aisée et ne fait pas ressortir d'une fagon évidente des motifs réguliers
dans la suite des arborescences. Nous avons néanmoins pu en extraire de I'information
et en déduire que le comportement de la suite des arborescences est régulier. D’autres
tableaux, pour différentes valeurs du vecteur (¢, x,y, z), nous ont permis d’identifier avec
certitude des sous-groupes ordonnés des arborescences. Nous allons maintenant présenter

le cheminement qui nous a permis de le faire.

4.3.1 Vecteurs de paramétres avect =1 =y =z

Si le vecteur des paramétres est (x,z,x,z), * > 0 , alors l'ordre des arborescences
est ABCDE Les figures (4.11), (4.12), (4.13) et (4.14) donnent la fréquence du rang
des arborescences selon leur vraisemblance pour x = 3, = 2, z = 1 et z = 0,5
respectivement. La figure (4.11) illustre trés clairement qu’il y a une nette distinction
entre la vraisemblance des différentes structures d’arborescences lorsque t = z = y =
z = 3. Cette nette distinction existe aussi pour les valeursdet =z =y =2 = 2,1 (voir
les figures (4.12)et (4.13) respectivement): quant 8t =z =y = z = 0,5 (figure (4.14)) la
distinction entre les arborescences C et [ est perdue : les médianes des vraisemblances
des arborescences C et D ont des valeurs similaires. Ceci peut s’expliquer par le fait
quesit=xz=y=2z=0(x = 0.5 est proche de 0). alors tous les arborescences sont

équivalentes.

4.3.2 Vecteurs de parameétres avec t =0, 1 =y =z

Sile vecteur des parametres est (0. x. x, z). avec x = 0.5, 1. 2 ou 3. nous avons prouvé que
les arborescences Cxx et A ne sont pas identifiables entre elles et que les arborescences
Bz et Dzx ne le sont pas non plus. Ainsi on écrira A = Cax. Bx = Daa. {(Le tableau

(4.1) donne le résumé des équivalences entre les arborescences.)

Les figures (4.15), (4.16), (4.17) et (4.18) montrent la fréquence du rang des arborescences
selon leur vraisemblance pour t = 0et 2z =3, 2 = 2, x = 1 et x = 0.5 respectivement.

Ces figures illustrent bien qu’il n'y a plus de distinction entre les arborescences A et
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Czz(0,z) quelle que soit la valeur de z. 1l n’y a pas non plus de différences entre les
arborescences Bj et Dij lorsque i et j correspondent aux catégories 1, 2 ou 3 et la
distinction entre les autres arborescences est trés nette pour les figures (4.15) et (4.16),
soit quand les vecteurs de paramétres sont (0,3,3,3) et (0,2,2,2). Lorsque £ = 1 ou 0.5
(figures (4.17) et (4.18)) , on identifie encore les deux blocs de A et de Czx et de Bj et
de Dij pour i et j valant entre 1 et 3, mais la distinction entre les arborescences Cz0
et £ a disparu pour x = 1, et pour £ = 0,5, ce sont les arborescences Cz0, Dz0 et
E qu’il est impossible de distinguer, les médianes des vraisemblances de chacune de ces
arborescences étant similaires. La seule explication que nous pouvons donner est que si
la catégorie 0 est observée dés la premiére expérience, alors ces arborescences sont toutes

équivalentes dans leur différence avec 'arborescence A.

4.3.3 Vecteurs de paramétres avect <z =y=zett>r=9y==2

Les figures (4.19). (4.20). (4.21), (4.22) et (4.23) donnent la fréquence du rang des ar-
borescences selon leur vraisemblance pour t = 3, ¢t =2, ¢t =1, ¢t =0,5ett =0
respectivement lorsque 2 = y = z = 3. Les figures (4.24),(4.25) et (4.26) montrent la
fréquence du rang des arborescences selon leur vraisemblance pour t = 1. ¢ = 0,5 et
t = 0 respectivement lorsque x = y = z = 2 et les figures (4.27) et (4.28) présentent
la méme chose pour t = 0,5 et ¢ = 0 lorsque » = y = z = 1. On voit sur toutes une
nette distinction entre les vraisemblances des arborescences, sauf pour certaines valeurs

particuliéres.

[’étude de la figure (4.10) et des figures (4.19) a (4.28) nous a permis de déduire unc
régularité dans le classement des arborescences et de répartir celles-ci en sous-groupes
ordonnés : les rangs des arborescences d'un sous-groupe dit supérieur étant tous plus
grands que les rangs des arborescences d'un sous-groupe dit inférieur. Les descriptions
des sous-groupes des arborescences pour les vecteurs (t, 2.z, ), pour t < x et t > x sont
données plus loin dans les tableaux (4.2) et (4.3) respectivement. Afin de confirmer cette
subdivision du rang des arborescences. nous avons donné dans le tableau (4.4) la suite

des arborescences pour chaque cellule (i.x). pour t < x et dans le tableau (4.5) cette
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méme suite pour chaque cellule (¢,z) pour ¢ > z. Les tableaux (4.4) et (4.5) ont eux
aussi été déduits de la figure (4.10). Ils présentent la suite ordonnée des arborescences
selon leurs vraisemblances en tenant compte des différents sous-groupes identifiables,

quand il y a lieu de le faire.

4.4 FEtude des simulations pour le vecteur de paramétres (t = 0, .r,y;z)

La figure (4.29) contient les résultats de sortie d’'un programme d’ordinateur pour le
vecteur de parameétres (¢ = 0,2 = 1,u,v). Chaque cellule (u,v) du tableau de la figure
(4.29) donne la suite des arborescences qui ont été ordonnées selon le rang médian
de leurs vraisemblances. Les cellules (u,v) montrent la suite des arborescences pour Jle
vecteur de parameétres (t = 0,z = 1,u,v), avec u,v = 0;0,5; 1;2; 3. Afin de faire ressortir
plus facilement des motifs dans la suite des arborescences. nous avons utilisé la notation

r=1y=2,z=3.

Les figures (4.30), (4.31) et (4.32) donnent la fréquence du rang des arborescences se-
lon leur vraisemblance pour différentes valeurs du vecteur (¢t = 0.z,y.z). Ces figures
illustrent bien le fait qu’il y a une nette distinction entre la vraisemblance des différents
arborescences non équivalentes lorsque t = 0. La figure (4.32). avec © # y # z fait
ressortir une démarcation particulierement forte entre les différentes arborescences. On
peut remarquer que l'arborescence avec la vraisemblance maximale est parfois A, parfois
Cij.avec 1,7 = 1,2 ou 3 : en effet. nous avons vu que ces arborescences sont équivalentes

sit=0.

Nous avons pu extraire de la figure (1.29) des sous-groupes d’arborescences plus gé-
néraux que pour le vecteur de paramétres de forme (¢, z.z,x). Les descriptions de ces
sous-groupes d’arborescences pour le vecteur (¢, z.y.z) = (0,1, 3,3), c’est-a-dire pour la
cellule (3,3) et pour le vecteur (¢,2.y,.z) = (0,1.2,3). ¢’est-a-dire pour la cellule (2,3)

apparaissent respectivement dans les tableaux (4.6) et (4.7 et 4.8).
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|

Sous- | Description ”Suite des Description détaillée
groupe | générale des arborescences de la structure des
arborescences arborescences
du sous-groupe
1 z issue directement A Cyry By Dyg Ordre :
de la racine (sit=2oudetx=3 alors | 'ordre des arborescences
t aussi loin que I'ordre est ABCD) est ACBD pourt <1
possible de la racine Premiére expérience :
Les catégories avec le plus grand
effet, soit = (x > t), sont observées.
Derniére expérience :
La catégorie avec le plus petit
effet, soit ¢ (t < x), est observée.
2 t issue directement By Dy Cyy Ordre :
de Ja racine pour Bet C | (sizx=3ett <1 BDC est généralement suivi, ou
ousir=2ett=0 sinon DBC pour x = 3ett <1
t issue du noeud alors I'ordre est DBC') our=2ett=0
intermédiaire lui-iéme Premiére expérience (2e pour D) :
issu directement la catégorie avec le plus petit
de la racine pour [ effet, soit ¢. est observée.
Derniére expérience :
Les catégories avec le plus grand
effet (z) sont observées.
I e
3 Arborescences E. Doy Premiére expérience :
de structure £ La catégorie t est
et D avec 1 issue observée pour D.
directement de Derniére expérience :
la racine les catégories avec les plus

grands effets (z) sont observées.

Tableau 4.2 Sous-groupes d’arborescences pour les vecteurs de paramétres de la forme

(t,x.x.2) avec t < x
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de structure F

| et D avec t aussi

loin que possible

de la racine

Sous- | Description Suite des Description détaillée
groupe | générale des arborescences de la structure des
arborescences arborescences
du sous-groupe
1 t issue directement A BCpDyy Ordre :
de la racine (si t =3 et z =2 alors | 'ordre des arborescences
z aussi loin que I’ordre est est ABCD pourt <1
possible de la racine ABCyByDyy) Premiére expérience :
La catégorie avec le plus grand
effet, soit t (¢ > ), est observée.
Derniére expérience :
Les catégories avec les plus petits
effets, soient z (z < t), sont observées.
2 z issue directement By Dy, Cys Ordre :
de la racine BDC est généralement suivi, sauf
pourt=3etx=2etpourt<1
Premiére expérience :
1 issue du noeud la catégorie avec le plus petit
intermédiaire lui-méme effet, soit x. est observée.
issu directement La catégorie t est aussi observée
de la racine a la lére expérience pour C
et a la 2e pour B et D.
Derniére expérience :
Les catégories avec le plus petit
effet (x) sont observées.
3 Arborescences Dy Eoy Premiére expérience :

La catégorie x est observée pour D.

Derniére expérience :

La catégorie avec le plus

petit effet (£) est observée.

Tableau 4.3 Sous-groupes d’arborescences pour les vecteurs de paramétres de la forme

(t,z,z,x) avec t > x
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F=3

xr = 0 T = 0, 5 xr = 1 P= 2
t=3 ABCDE
t=2 ABCDE AB, Cry Diy
BL Dtr Cll‘
Ezt Dl‘l
t=1 ABCDE A Cpy ~ By Dyy ACu: By Doy
Bt Dtr Ct.r Dll’ Z Bt Ctz
8 | L - Ext Dxt Ert ~ D:rt
1= 0.5 ABC~DE | ACu~B. D |ACu B, Dy | ACh Be D
BL DLCL“ ~ Ctl‘ BL Dta: C[,.’r DLI ~ BL Cll‘
Eyy ~ Dy Eqy Dy | Ert Doy
i - - P x T | T ‘J
t=0 A= CrrB:v = sz A= CITBJ = Drr A= CJ”LBT o D.TI } A= C‘[Z'BI = Dxr
Bl-DLT BLDtr Dt:v ~ BLC[.’I' Dl,x ~ BLCtr
Ctr ~ Etr ~ Dll‘ CL.T ~ E'I,IDLQ:
Efcl Dn:t —Ert Dl‘l

Tableau 4.4 Ordre des arborescences pour chacune des valeurs de (¢, x. 2. x). pourt < z



x=10,5

=2

AB,Cyy ~ Dy

Bac ~ th

Crr 5 Dacac ~ Erac

ABLCaci, ~ D.z’t
Bl‘ ~ D'/,ac

sz ~ D.r.r ~ E]T

x=0
t=3
t =2
t=1
t=20.5
t=0

ABt CTL
DIL ~ Bthac

C:rac ~ DITE]T
ABC ~ DE

z=1 T =
ABCyy ~ Dy | ABCyy ~ B, | ABCDE |
Dy Dy
By Dy
CozDye ey
Caz ~ DagEry
ABCyy Dy ABCD}? -
B:Dya
CoeDio B )
ABCDFE
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Tableau 4.5 Ordre des arborescences pour chacune des valeurs de (f, 2, z, z), pourt > z
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Sous- | Description Suite des Description détaillée de la

groupe | générale des arborescences structure des arborescences
arborescences

1 Arborescences AC,.C,. Arborescence A et arborescences
équivalentes a C avec les catégories £z ou zz
I'arborescence A issues directement de la racine

2 Arborescences D,.B,D,, ~ Dy, | Premiére expérience :
équivalentes a la catégorie avec leflet le
(ou quasi-équivalentes) plus grand (z) est observée.
I’arborescence B, Derniére expérience :

la catégorie O est observée.

3 Arborescences D,, B, Premiére expérience :
équivalentes a la catégorie avec le 2e effet le
I"arborescence By plus grand (z) est observée.

Derniére expérience :
la catégorie 0 est observée.

4 Arborescences Groupe 1 : Premiére expérience :
caractérisées par CLo0BoE D0 la catégorie t = 0 est observée.
la derniére Derniére expérience .
expérience et Groupe 2 : Groupe 1 :
avec t issue Dor DyoCroEro les catégories avec les effets
directement de 2 et z sont observées.
la racine Groupe 2 :

les catégories avec les effets
z et z sont observées.

Tableau 4.6 Description des sous-groupes d’arborescences pour un vecteur de para-

met

res (t=0.z=1.y=3,2z=3).




i

et arborescences

Dy, et Doy

Sous- | Description Suite des Description détaillée de la

groupe | générale des arborescences | structure des arborescences
arborescences

1 Arborescences Cr2Cyr AC,y | Arborescence A et arborescences
équivalentes & C avec les catégories zx, yx ou zy
l’arborescence A issues directement de la racine

2 Arborescences D..B.D,, Premiére expérience :
équivalentes a la catégorie avec l'effet le plus
I'arborescence B, grand (z) est observée.

Derniére expérience :
la catégorie ) est observée.

3 Arborescences DyyD .,y By Premiére cxpérience :
équivalentes a la catégorie avec le 2e effet le
I'arborescence B, plus grand (y) est observée.

Derniére expérience :
la catégoric 0 est observée.

4 Arborescences Dy D, B, Premiére expérience :
équivalentes a la catégorie avec le 3e effet
l'arborescence By | Do, Doy le plus grand (x) est observée.

Derniére expérience :

la catégorie 0 est observée.

Les arborescences Dy, et Dy,

se rattachent au méme sous-groupe.
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Tableau 4.7 Description des sous-groupes d’arborescences pour un vecteur de para-

meétres (t =0,z =1.y=2,2 = 3)
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Sous- | Description 1 Suite des

groupe | générale des arborescences
arborescences

) Arborescences Groupe 1 : Premiére expérience
caractérisées par | C,oEy: By la catégorie t = 0 est
la dernieére observée en premier
expérience et Groupe 2 : Derniére expérience :
avec t issue CyoEyoD,0Dyo | Groupe 1 :
directement de
la racine Groupe 3 :
(sauf pour E) Doy DyoCroELo | Groupe 2 :

plus grands (y et z) sont observeées.

Description détaillée de la

structure des arborescences

les catégories avec les 2 effets les

plus petits (z et y) sont observées.

les catégories avec les effets x et
z sont observées (avec une exception).
Groupe 3 :

les catégories avec les effets les

Tableau 4.8 Description des sous-groupes d’arborescences pour un vecteur de para-

métres (¢ =0.2 =1,y =2,z = 3), suite.



87

4.5 Reésumé global des résultats des simulations

Si nous voulons maintenant résumer les résultats de nos simulations, les observations

suivantes peuvent étre faites :

~ Si les effets sont tous de méme grandeur et différents de 0 (t =z =y = z # 0), alors
I'ordre des arborescences selon la vraisemblance est ABCDFE

- Si les effets sont tous de méme grandeur et valent tous 0 (t = x =y = z = (), alors

™

les arborescences sont toutes équivalentes;

- Si les effets sont de grandeurs différentes avec un vecteur de paramétres (¢, z,y, 2)
de la forme t = 0 < & < y < z, alors on peut séparer les arborescences en sous-
groupes 1 = 1, ..., 5. Chaque sous-groupe ¢ contient des arborescences pour lesquelles
la vraisemblance est supérieure & celle des arborescences du sous-groupe ¢+ 1. L’ordre
des arborescences a I'intérieur de ces sous-groupes n’a pas encorc été déterminé, mais
il semble certain que cet ordre dépende de la valeur des parameétres. Les sous-groupes

sont, dans le cas qui nous occupe :
1. arborescences A = Cyz = Cxz = Czy.
2. arborescences de type Bz = Dyz = Dzz.
3. arborescences de type By = Dzy = Dxy.
4. arborescences de type Bx = Dyx = Dzx, ainsi que D0z et DOy,

5. arborescences Ci0, Di0 ot i = x, ¥, #z: arborescences B0, DOx et toutes les arbo-

rescences F.

Si des éléments du vecteur (¢, z,y, z) sont égaux, par exemple si x = y. alors les sous-
groupes avec les arborescences Bx et By (3et 4) contiennent Jes mémes arborescences :
il y a ainsi un sous-groupe de moins;

- Si l'effet de la catégorie t est 0 et les effets des autres catégories sont identiques (donc
st on a un vecteur de paramétres de la forme (0, z, x, z)), les sous-groupes 2,3.4 définis
plus haut (ceux contenant Bi et les arborescences équivalentes, avec 1 = x,y, z) se
mélent et ne forme plus qu’un groupe indistinct. Si la valeur de x est assez grande, le

dernier groupe tend & se scinder en plusieurs sous-groupes constitués des arborescences
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Cz0, Dx0 et E nettement séparées les unes des autres;
- Si le vecteur des paramétres est de la forme (¢, z,z,z), avec t # 0, on observe les
sous-groupes suivants pour les arborescences quand elles sont classées selon leurs vrai-

semblances :

—

arborescence A

2. arborescences Czx

3. arborescences Bx

4. arborescences Dxx

5. arborescences Bt et Dtz

6. arborescences Cxt,E et Dzt généralement groupées par arborescences de méme

structure, mais dont l'ordre varie.

Remarquons que I'ordre des sous-groupes 2 et 3 peut étre interverti, comme c’est le cas

lorsque t = 2 et x = 3, et que certains groupes peuvent se mélanger, particuliérement

quand valeurs de t et de z sont faibles.
Nous avons donc pu mettre en évidence certains principes dans la fagon dont les ar-
borescences se classent selon I'ordre de leurs vraisemblances. Si certaines équivalences
devraient étre les némes quelle que soit I'arborescence utilisée pour générer les don-
nées, comme l'équivalence entre les arborescences A et C et B et D appropriées en
présence de modéles réduits, il pourrait étre intéressant dc mener d’autres études avec
une autre arborescence de départ, pour voir comment l'ordre est affecté (notamment
en ce qui concerne les arborescences de structure £. qui semblent les plus éloignées de

l'arborescence A).
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Figure 4.6 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (¢, z,vy, z)=(1.2,2,3)
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Figure 4.7 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (¢, z,y, z)=(0,1.2,3)
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(t,z,y,2)-(0,0,2,3)
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20.20.20.00.200.00.00..00 .555.55.

.233.23,23,333.33.

2
......................... s T 2
L 5., [N T e e e et i et S

1
B...D..D..C..E..C..D..AB. AB...C..D..B...D..D..C..BAB...C..D..B...c..,..... AC..B...D..B...D..C..B..D AC..B...D..D..B...
0...10.00.00.00.10.01..1. .1...15.51.5...15.55,55.5 .1.,.11.11.11. . .22.2...22.1...12.12.22.2 .33.3...33.13.1...
100.00.10.20.10.00.00..00 .555.55,55.155.55.15.15.1 .111.11.11.11...,.,....... .12.122,12.222.22.22.12.2 .13.133.13.33.333.

D..E,,C..D..B...C..P..B,. AB...C.,
00.00.00.50.0...50.05.5.. .5...55.
50.50.50.00.500.00.00.000 .555.55.

AB...C..D..B...D..C..D..E AC..B...D..B.,.D..C..B..D AC..B...D..D..B...
©1...11.12.5...51.51,15.1 .22.2...22.5...52.52.22.2 .33.3...33.53.5...
-511.51.51:111.11.11.11.5 .52.522,52.222.22,22.52.2 .53.533.53.33.333,

D..B...C..AE ..B...p..B...D,.B,.C..D C..AB...D, B...D..C..B..D C, .AD,.B...D,.B...C..BE..D C..AB...D..D..B...
.55.0...05.55.05.5 11..1...11.0,.,01.01.21.1 22,.22.2..,02.0...02.22.2 33..3...33.03.0...
.05.555.55.05.55.5 01..011.01,1311.11.21,01.1 02..02.022.22.222.22.02.2 03,.033,03.33.333.

00.0...00..
00.000.00..

VALEDR DU PARAMETRE DB LA CRTEGORIE 3
VALEOR DU PARAMRTRE DE LA CATEGORTE 2

Figure 4.10 Sortie d'ordinateur : Ordre des arborescences pour un vecteur de para-

métres de la forme (., z, )
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PARAMETRE NUMERRO 1

3.0 -3.0 .0 0 0 .0 3.0 -3.¢ .0

3.0 -3.0 .0 .0 3.0 -3.0 Y .0 .0

3.0 -3.0 3.0 -3.0 .0 .0 0 .0 .0
NOMBRE D OCURENCES PAR ENVIRONNEMENT 10000

RANG ET PREQ DE RANG DE CHAQUE ARDRE
RANG DES ARBRES
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Figure 4.11 Ordre des arborescences pour le vecteur de parametres (
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PARAMDTRD NUMDRO 157

2.0
2.0
2.0

-2.0
-2.0
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.0
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.0
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-2.0

.0
2.0 -2,
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ROMERD C OBBURDNBDS PAR DNVIRONNDMDNT

RANG DT FREQ CU RANG CD RHEAQUD ARKRD

D41
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- - 6
- -9
- -2
- -1
- -6
14 15 -
14 14 -
8 10 -
14 11 -

DNSDMELD CD PARAMDTRDS

ARERDS

7

9

=

10

11

-0
0
.0

12

PO B e R AN W

13

HG G d N u e

'

14

R N R R

15

-
TV N OWWNR NS B

16 17

[ R R N N LT

APLONVOWW RN W

NS WD W

19

B W Wb W RO

20

e BN RN RS W

21

PV aNN AW s WWwWwWw

22

WWwWwhad NGO IO

23

TN UV WRNWa S BN s

Figure 4.12 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres

MDC
FIN -137450.
PIN -137445.
PIN -137437.
FIN -135835.
PIN -135819.
FIN -135817.
PIN -135802.
PIN -135798.
PIN -135730.
FIN -135778.
PIN -135776.
FPIN -135775
FIN -135773.
FIN -135771.
FIN -135765.
PIN -134884.
PIN -134831.
FIN -134830.
FIN -134816.
PIN -134813,
PIN -134805.
FPIN -133223,
PIN -133203.
FIN -13318B4.
PIN -133163.
FIN -130421.
(r.7,z.7)

sC

198,
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207.
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198.
202.
180.
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211.
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189.
207.
211.

(2,2.2,2)
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PARAMDTRD NUMDRO 313

1.0 -1.0 .0 .0 .0 .0 1.0 -1.0 .Q
1.0 -1.0 .0 .0 1.0 -1.0 0 .0 .0
1.0 -1.0 1.0 -1.0 ) .0 [+ .0 .0
NOMERD C OBBURDNBDS PAR DNVIRONNDMDNT 10000
RANG DT FRDQ CU RANG CD BHAQUD ARERD
RANG CDS ARERDS

1 2 3 4 S5 6 7 98 9 10 Xkl 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 MDC sC
STRUBTURD
R34 - - -~ = - - - - - - - - - = = - - - ~« - - - -14 21 15 PIN -178574. 225,
B24 - - - - - - - - - - - - = - - - - - - - - - -13 18 19 PIN -178532. 220.
B23 - - - = = - - - - - - = - = - -« - - - - - - -2311 16 PIR -178517. 232.
D41l - - - - - = - - - - 2 5 3 6 6 4 7 - & 3 2 3 3 - - - 7PIN -178012. 227.
D31 - - = = = - - - - -1 3 1 5 6 6 5 5 4 3 4 3 4 - - - PIN -178005. 225,
D34 ~ - - - - = - - = -1 44 2 2 1 3 6 5 3 4 8 35 2 - - - FIN -178005. 222,
pl4 - - - - -~ - -« « - - -1 6 2 2 5 3 7 210 6 2 4 - - - FIN -178003. 226.
D24 - - - -« - - - - - - - 3 2 3 8 2 2 7 3 6 4 6 4 - - - PIN -17793%8. 221.
D21 L A e 3 3 6 5 6 5 5 3 3 3 5 2 - - - PIN -177993. 234.
D42 - - - - - - - - - - - 5 5 3 4 3 3 4 6 3 6 3 5 - - - FIN -177992. 229,
D43 - - - -~ = = - - - - - 2 4 6 3 3 3 2 4 4 4 213 - - - PIN -177952. 224,
D13 « = = = - - 4 -« -« - - 7 2 4 5 3 4 3 4 3 6 5 4 - .- - FIN -177986. 226.
D23 - - - - - - -« - « - - 4 6 4 - 4 5 2 9 6 1 8 2 - -~ - PIN -1773981. 229.
D32 -~ - - - - - -1 - -3 7 5 2 5 3 5 5 2 3 3 5 - - - PIN -177978. 236.
D12 - - - - - - - -« - -1 6 6 3 B 6 4 5 2 3 3 1 2 - - - FIN -177977. 229,
Cl4 - - - - - 8 9% 71212 7 6 - 1 1 -~ - =- - - - - .. =~ - - - PIN -177863. 227.
[ex LY - - - - -~ 6 6 4 71412 1 - - - - - - -~ - = - -~ - - PIN -17786X. 227.
€12 - - - ~ - 81212 B 7 3 - - - - - - - - - - - - - - PFIN -177852. 228.
Cc13 - - - - - 81010 7 311 - 1 - -~ -~ - - - ~ - - - - < PIN -177B51, 226.
€24 - - - - - 7 6 8 %9222 7 - 1 - - - - - - - = - - - - < PIN -177830. 22%.
c23 - - - - =-13 7 8 7 7 5 3 - - - - - - - ~ =~ - - - - .- PIN -177820. 236.
Bl - 11161211 - - - - - - - - - - - - - <« - - . - - - « PIN -177527. 234.
B4 -1 921 9 - - - - - - - - - - -~ - - - - - - - - - PIN -177525. 225.
2 - 1515 812 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - PIN -177520. 235.
B3 ~ 1310 %18 - - - - - - - - - - -~ - - - - - - - - - - FIN -177514. 225,
A 50 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - FIR -177089. 231,
DNSDMFLD CD PARAMDTRDS NO 14

Figure 4.13 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (z, z, 2. )=(1,1.1,1)
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PARAMDTRD NUMDRO 469

.5 -.5 .0 .0 .0 .0 .5 -.5 .0

.5 -.5 0 .0 5 -.5 .0 0 -0

.S -.5 5 -.5 .0 .0 .0 -0 -0
NOMERD C OBBURDNBDS PAR DNVIRONNDMDNT 10000
RANG DT PRDQ CU RANG CD BHAQUD ARERD

RANG CD5 ARERDS
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 1B 19 20 21 22 23 24 25 26 MDC 8C

STRUBTURD
B24 R N - - - - - - - - « - - - - =-14 13 23 PIN -208044. 136.
B23 - - - - - - - - - - = = = - - =« - - « - = = 11815 16 PIN ~-208033. 133.
E34 - - - = - -~ - - - - - - = <« - « - - - - - 1 -16 2211 PIN -208032. 140.
D12 - - - - -3 1 21 - 41 3 1 4 6 4 3 5 1 3 6 2 - - - PIN -2079B7. 141.
D31 - - - - -~ - - 1 4 3 3 3 5 2 6 1 1 1 4 5 3 3 5 - - - PIN -207985. 138.
D23 - - - - - 113 - 2 - 1 5 5 2 5 6 3 1 4 4 7 - - - PIN -207985. 140.
D32 - - - - - -1 1 23 - 2 2 3 - 4 3 5 5 1 6 3 &8 1 - - PIN -207984. 141,
D42 - - - - - 1 1 4 3 1 6 1 3 4 1 1 2 1 5 4 6 5 1 - - PIR -2079B2. 139,
D21 - - - - - -3 - 3 5 3 1 4 4 2 2 2 3 2 4 4 3 5 - - - PIN -207979. 140.
D13 - - - - = -1 1 - 3 2 12 2 2 & 3 3 1 22 6 6 - - - FIN -207977. 1386.
€13 - - - -1 3 2 5 3 5 1 6 3 3 2 3 - 5 2 3 2 1 - - - - PIN -2073%74. 138.
[ox ¥ - -~ - - 2 7 5 3 3 6 3 6 4 1 2 1 3 - 2 1 - - - - - PFIN -207373, 141.
D24 - - - - - -1 31 2 5 1 4 3 3 6 4 3 5 3 1 3 2 - - - PIN -207373. 140.
c24 - - - - -7 7 3 4 2 6 1 7 2 2 1 2 3 - - 3 - - - - - FIN -207972. 139.
D43 - - - - -1 4 2 2 1 2 3 1 3 1 3 4 3 5 7 3 1 4 - - - FIN -207970. 141.
D41 - - - - - - 2 4 4 2 4 4 2 2 2 4 41 2 3 1 6 3 - - - PIN -207969. 139.
€23 - - ~ - 13 4 5 11 6 4 2 4 3 1 4 4 3 2 2 - - - - - FIN -207368. 140.
D14 - - - ~-'11 4 11 5 1 4 3 5 5 3 2 5 2 3 1 1 2 - - =~ FIN -207966. 140.
D34 - - - -1 - 2 6 3 3 1 1 2 1 2 3 4 3 5 7 1 5 - - - PIN -207964. 140.
c34 - - - -~ 1 7 4 6 5 3 4 2 5 4 2 2 2 - 2 -1 - - - - FPIN -207961. 141.
Ccl4 - - - 1 111 &6 4 5 6 1 3 - 2 3 1 2 - 1 2 - - - - PIN -207957. 140.
B2 - 9101315 3 - - - - R T - - - - PIN -207939. 141,
Bl - 1418 512 1 - - - - - - ~ - - - - - - - - - - PIN -207937. 140.
B3 - 33 816 10 2 L T T T B - - - =+ - - - PIN -207934. 141.
B4 -141415 5 + - 1 - - - - - - - - - - « - - - - - - - PIN -207923. 141.
A 50 - - - - - - - - - - - - < - - -« - - - < - - - - - PIN -207699. 141.

DNSDMELD (D PARAMDTRDS NO 170

—

Figure 4.14 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres

(z.x.2,2)=(.5..5,.5..5)
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0 .0 .0 0 .0 [} 3.0 -3.0 [

0 [ .0 0 3.0 -3.0 .0 0 .0

.0 0 3.0 -3.0 .0 0 .0 0 .0
NUMBRE D OCURENCKS PAR ENVIRONNEMENT 10000
RANG ET PREQ DE RANG DE CEAQUE ARBRE

RANG DR3 ARBRES
1 2 3 4 S 6 7 B 51011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 MED sD

STRUBTORD
B24 - - - - - = - -+ « = = & - - & - 4« <« - - - - 16 16 18 PIN -105393. 267.
B34 - - ~ = = = = = - - - - < - - - . « - - - - .16 15 19 FIN -105355. 228.
B23 - - - = = = « < + = 4 - - - - < - - - - - - -1819 13 FIN -105327. 239.
D24 - - « = - = = - - < - - < < - - - - - -121523 - - -FIN -104042. 303.
D34 - - - - - « - = <« <« < - 4 - < - - . . -1816 16 - - - FIN -104014. 286.
D14 - - - - = = = - - = < < - - - - - < - 2201911 - - -FIN -103996., 285.
C24 - - - - - = - « - - - < - - - - -151520 - - - - - - PIN -102476. 287.
€34 - - - -+ - + = - 4 = - 4 « + - - 2151619 - -~ - - - -FIN -102440. 268.
Cl4 - - - - -« - - <« « + - 4 - - - 2201911 - - - - - -PIN -102425. 270.
B4 - - - 4 e & - -+ 4 4 - & - - 21638 - .~ =~ = - - . - _FIN -99686. 290.
P42 - - - - - - - - < - 20 914 7 - - - + - - - - - FIN -99563. 286.
D43 - - « - =~ - - - < - - - 2131617 4 - - - - - - - - -PIN -99552. 279,
p41 - - + - - - - - - - - - -17125 3 5 - - - - - - - - - PIN -99493. 279.
p12 - - - - 7 2 4 7 2 311 7 7 - - - - < - - - - - . - _PIN -97220. 258.
B2 - - - - 2 8 3 4 4 4 613 6 - - « = - - - - - - - - -PFIN -97219. 258.
D32 - - - - 4 3 6 1 6 5 8 512 - - - - - - - - - - . - -PIN -97219. 258.
3 - - = - 310 - 710 6 210 2 - - - - - = = <« - - - - -FIN -97162. 244,
D23 - - - - S5 - 810 5 8 9 1 4 - - - - - - - - - - - . _PIN -97162. 244.
PLI3 - - - - S 3 5 6 8 9 3 3 8 - - - - - - - < - - - < -PIN -97162. 244.
Bl - - - - 414 6 1 7 7T 2 4 S - - - - - - - . . - < - -FIN -97151. 245.
P31 - - - -10 410 4 5 6 6 2 3 = - - - - < . - - - . - <PFIN -97151. 246.
P2 - - - -10 6 810 3 2 3 5 3 - - - - - . - . - - - - _PFIN -97151. 245.
c12 22 11 7 10 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - FIN -95105. 258.
13 10 10 14 16 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - FIR -95105. 258.
€23 916 12 13 - - - - - - - - - - - < - < - - - - . - -FIN -95104. 258.
A 9 13 17 11 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - FIN -95104. 258.
NUMERO DE PARAMETREE NO 6

Figure 4.15 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (0. z. z, )—(0,3,3,3)



PARAMDTRD NUMDRO 160

.0 .0 .0 .0 .0
.0 .0 .0 .0 2.0 -2
.0 -0 2.0 -2.0 -0

NOMBRD C OBBURDNBDS PAR DNVIRONNDMDNT

RANG DT FRDQ CU RANG CD BHAQUD ARERD
RANG CDS ARBRDS

T 2 3 4 5 6 7 B 91011

o
1
[
'
v
'
-

—
NNV UN e @O

©
N
.
f
!
N e s Wb
=
O NWYUN WA W
TNV RO NS U
I . R
W AUV bW
T AD N AdD W W

A 6 24 16 4
C13 12 9 15 14
Ci2 10 10 13 17 -
€23 22 7 615 - - -~ -~ -
DNSOMELD CD PARAMDTRDS NO 61

>
A OVIN WG W e

13

o
CONTE VRGBS

14

15

156

17

19

o

19

20

21

22

23

FIN
FIN
FIN
FIN
FIN
PIN
PIN
PIN
PIN
PIN
FIN
FIN
FIN

FIN
FIR
PIN
FIN

PIN
FIN
FIN
FIN
PN

MDC

-135519.
-135483.
~135473.
-134500.
~134439.
-134432.
-134096.
-134059.
-134036.
-132653.
-132641.
~132617.
-132604.
-130191.
-130391.
-130391.
-130381.
-130381.
-130381.
-130380.
-130380.
~-130380.
-129438.
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-12%438.
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sC
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236,
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Figure 4.16 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (0, x, z,7)—(0,2,2,2)
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PARRMDTRD NUMDRO 315

.0 .0 .0 .0 -0 .0 1.0 -1.0 .0

.0 .0 .0 .0 1.0 -1.0 [} .0 .0

Y .0 1.0 -1.0 .0 .0 0 .0 .0
NOMERD C OBBURDNEDS PAR DNVIRONNDMDNT 10000

RANG DT FRDQ CU RANG CD BHAQUD ARERD
RANG (DS ARERDS

1 2 3 4 5 6 7 8 9510 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 MDC sC
STRUBTURD
P34 - - - - - - < = - < = 4 « - = & < - . - - - -15 14 21 PIN -186086. 250.
P14 - - - - = = = = = < = 4 - & -« o - 4 - . - 1 162013 PIN -186083. 251.
D24 - - - - - - - - - - - - -4 - - - - - - < - - -18 16 16 PIN -1B6051, 263.
£24 - - < - = - - - - .+ - - < - - - -115 512 611 - - - PIN -1B5916. 263.
€28 - - - - - - - - - - 4 - - - - - -15 114 6 9 4 1 - - PIN -185914. 263.
B2} - - - - = - - + = - - . - < - . - 614 111 414 - - - PIN -1859%08, 250.
€4 - - - - = - - < = 4 - - . 4 < . -14 713 212 2 - - - PIN -185%08. 251.
K34 - - - - - < +« - - - - - - <« - . - 7 7 %115 218 - - - PIN -185907. 249.
c34 - - - - - - = - - 4 - + -+ - - - 1 7 616 316 1 - - - FIN -185905. 249.
D42 - - - - - - - - - -4 -4 - - 15231 - - - 1 - - - - - FIN -185753. 264.
P4l - -~ = - - - - = - - - <« 4 2211118 - - - - - - - - - PIN -185738. 254.
D4y - - - - - = - - -« - - - - -141620 - - - - - - - .« - PIN -1B5735. 252.
B4 - ~ + - - - < - - + - = -850 - - + =~ - - - < 4 - < - PIN -1B55B2. 260.
D12 - - - - 8 5 &€ 6 5 4 6 5 5 - - - = =~ - - - - - - . - PIN -18B5256. 260.
B2 - - - - 31 5 3 7 4 5 6 6 - -~ - - =~ - = - - < - - - FIN -185256. 260.
D32 - - - - 8 3 8 6 2 7 6 5 5 - ~ - ~ ~ . -« - . - - - - PIN -185255. 260.
B1 - - - - 3 7 6 414 5 1 5 5 - - - - - - - - - - - - < PIN -1B5248. 255.
D21 - - - - 8 3 51213 3 8 6 3 1 - - - - = - - - - - - - < FIN -185247. 255,
D31 - - - - 5 6 5 7 710 3 3 4 - - - - - < - - « - - - - PIN -185247. 255.
D13 - -~ - - 6 3 6 5 2 5 8 % 6 - - - - - = - - - . < - - PIN -1B5244. 255.
D23 - - - - 7 53 6 - 5 7 710 - - - - ~ - - - - - - .« - FIN -185243. 255,
B3 - - - - 2 7 6 -10 2 8 7 8 - - - - - - - - - . ~ - - PIN -185243. 255.
c13 15 15 § 14 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - PIN -185120. 259.
¢12 17 17 51r - - - - - - ~ - .+« - -4 - - -4 4 - - - « =~ - - PIN -185120. 259.
€23 13 71020 - - - - = = = - - 4+ - - - - - = - - =~ = - - FIN -185120. 259.
A 511 2% 5 - - - - - « - - - - - - - - - -« - - - - . - PIN -185120. 259.
DNSDMELD CD PARAMDTRDS NO 16

Figure 4.17 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (0, z, z, )=(0.1,1,1)
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PARBMDTRD NUMDRO 470

.0 .0 .0 0 .0 .0 -5 ~.5 .0

.0 .0 .0 .0 .5 -.5 .0 0 .0

.0 .0 .5 -.5 -0 .0 .0 0 .0
NOMERD C OBBURDNBDS PAR DNVIRONNDMDNT 10000
RARG DT FRDQ CU RANG CD BHAQUD ARERD

RANG CDS ARERDS
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 35 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 »De sC

STRUBTURD
D14 - - = - - - = - - - - - = - « « - ~ 2 3 1 3 7 8 8 18FPIN -211221. 163,
k23 - - - = - = = = = -~ - - - -« - 2 4 3 2 7 6 3 513 1 4 7PIN -211217. 163,
Cl4 - - = = -« - - - -~ - -« - - -« - 14 5 3 5 6 1 8 512 - FIN -211216. 163.
D34 - - - - - - - - - - - - - - < -1 1 3 2 1 9 9 5 3514 PIN -211214. 164,
D24 ~ - - - - - = - = - - = - - - - « - 6 2 1 9% § 11111 FIN -211211. 160.
€34 - - - - - - - =~ - - - - - « - 1 8 4 7 5 7 5 3 4 & -~ FIN -211205. 167.
B34 - - - - = - - -« - - - - - <~ -~ 5 3 9% 4 6 7 3 3 7 1 2PFIN -211205. 167.
D41 - -~ - -~ - = = - - - - - - -1 7 8 6 9 3 1 5 1 - - - PIN -211202. 163.
E24 - - - = - - - - - - - - - - - 310 4 4 B 06 2 3 5 3 -7riN -211199. 160.
€24 e I - - - - - 8 5 5 4 7 8 5 2 2 3 1rin -211199. 160.
D43 - = - - - - - - - - 21710 4 6 5 2 2 2 - - - - FIN ~211192, 167.
D42 - - - = = - . - - - - - =-119%13 3 v 2 ~ 2 3 - - - - F¥IN -211187. 160.
B4 - - - - - - = 1 - - - - -46 3 - - - - - - - - - - PIN -211171. 164.
D31 - - - - 3 6 5 6 2 % 5 410 - - - - - - - - =~ =« - - -FIN -211146. 165.
Bl -~ - - - 85 1 -13 3 5 9% 5 1 -~ - - - - - - - - - - -PIN -212146. 165.
D21 -~ - - 4 3 B11l 2 5 B 5 4 - - - - - - - - + - - - - PIN -211146. 165.
D23 - - - - 7 2112 4 4 7 6 3 5 - - - - - - - - - - - - - PFIN -211144. 165.
D13 - - - - 51 5 5 6 5 5 4 4 - - - - - - - - - - - - - PIN -211144. 165.
B3 - - - - 8 8 4 7 6 4 2 6 5 - - - - - - - - - - - - -FIN -211144. 165.
D32 - -1 - 4 6 3 5 5 5 % 6 6 - - - - - - - - - - .« - - 7?IN -211142. 164.
B2 -~ - 13 6 6 5 7 4 5 6 7 - - - - - - - - -~ - - - PIN -211142. 164.
D12 i - - - 7 2 5 6 5 8 5 7 4 - - - - - - .« - - - - - - F¥IN -211242. 1le64.
c13 121117 - 1 - - - - - - - -+ - - - - .« - - - - - - -PIN -211233. 165.
c23 17 31712 1 - - - - - - -~ - = = - - - - - - ~ - - - - FIN -211133. 165.

A 52316 5
c12 1812 515 - - - - - -
DNSDMELD CD PARAMDTRDS NO 171

'
i
'
‘
'
'
'
'
[
‘
:
'
.
'

PIN -211133. 165,
PIN -211133. 165.

Figure 4.18 Ordre des arborescences pour le vectcur de paramétres

(0,2, 2, 2)=(0..5,.5..5)
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PARAMEBTRE RUMERO 1

3.0 -3.0 .0 .0 ] .Q 3.0 -3.0 .0
3.0 -3.¢0 .0 .0 3.0 -3.0 -0 .0 .0
3.0 -3.0 3.0 ~3.0 0 -0 -0 .0 .0
NOMBRE D OCURBNCRS PAR BNVIRONNEMENT 10000
RANG ET FREQ DE RANG DE CHAQUE ARBRE
RANG DES ARBRRS

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 16 19 20 21 22 23 24 25 2§ MED 8D
STRUBTURD
B24 - - - - - - - - - - -~ - - - - - - - - -« - -10 17 23 PIN -126849. 138.
B23 -~ - = = = = - - - - - -« - - - - - - - - - -5 1817 FIN -126813, 117.
B34 - - - = - - - - -« - - - - - - - - - - - - -2515 10 PIN -125768. 144.
D13 - -~ - - + ~« - - - - - 5 1 5 3 4 3 3 3 9% 7 4 3 - - - FIN -125381. 109.
D31 -~ - - -~ - - - - - - 2 4 2 5 3 5 3 7 35 5 5 4 - - - PIN -1253695. 102,
D41 - - - - - - - - - - -~ 3 7 3 3 3 5 6 2 3 2 4 9% - - - PIN -125368. 114.
D14 - - - = = -« - - - - - 6 2 1 5 5 4 4 4 3 5 9 2 - - - FXN -125366. 122.
D24 -~ - - - -« - - - - - 2 2 5 3 B8 4 98 6 1 3 3 4 - - - PIN -125354., 122.
D23 - -~ - - - - - - - - - 3 7 6 2 4 3 3 B8 4 6 1 3 - - - PIN -125348. 119.
D43 - =~ - - + - ~ - - -« - 7 5 6 4 2 4 6 - 6 4 1 5 - - - PIN -125342. 130.
D32 - -~ - - - - - - - -« - 3 6 2 4 5 7T - 5 5 7 2 4 - - - YIN -125342. 139.
D12 -~ - - - = - - - - - - 6 6 5 3 1 4 3 5 5 3 4 5 - - - FIN -125340. 136.
D42 - - - - - - -4 - - - - 4 5 3 7 7 2 4 2 1 2 6 5 - - - PFIN -125337. 146,
D21 - - - - - - -+ - - <« - 35 3 4 5 3 5 5 4 5 3 4 4 - - - PFIN -125332. 133.
D34 - - - - -« - - - - - - 4 2 8 6 5 4 4 4 3 3 5 2 - - - PIN -125328, 125.
c13 -~ ~ - - - % 5 B8B11111011 - - - - - -« =~ - - - - - - - -~ PIN -124032. 107.
c24 - -~ - - - 5 7141 5 8 - - - - - - - - - - - . - - - PIN -123985. 134.
€14 - -~ - - - 6112 5 5111 - - ~ - ~ - - - - - - - - -~ - PIR -123994. 114.
c12 ~ ~ - - -1t 51011 5 B - - - - - - - - - - - - - « - FIN -123980. 136.
c23 - -~ - - -~10 98 & 5213 8 ~ -~ ~ - - - - - - - - - - - - FIR -123964. 125,
C34 -~ - - =-1213 7 7 6 5 ~ - - - = = - - - ~ - - - - - PIN -123953. 123.
Bl - 1114 13 22 - - - - - - ~ - - - - - ~ - - - - - - - - PIN -121238. 115,
B3 -12 16 1012 - - - - - - = - - - -~ - - « - - - - - - - FIN -121220, 113.
B2 -1912 515 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - PIN -121216. 140.
B4 - 9% 82211 - - - - - ER - e = = = . - - - = . -~ - PIN -121210. 124.
A 5¢ ~ - = = = - - - - -~ - - - = = - - - -~ - - - - - PIR -116604. 124.
NUMRRO DR PARAMETRES NO 2

Figure 4.19 Ordre des arborescences pour le vecteur de parametres (¢, z, z, 2)—(3,3.3,3)



.0 .0 .0 3.0 -3.0 .0
.0 3.0 -3.¢ 0 .0 .0
-3.0 .0 -0 .0 .0 .0

NOMBRE D OCURENCES PAR ENVIRONNEMENT 10000

RANG ET PREQ DE RANG DE CEAQUE ARBRE
RANG DES ARBRES

1

2

STRUBTURD

D34
Dl4
D24
E34
B23

A

50
NUMERO DF PARAMETRES

3

12
24
14

4

5

6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
- e - - = e - - - - . o - - . - . 112316
e e - - e 4 - o o444 e 4. -Z201218
© - - e - - - - 4 4 o« - - - - - 21915 1%
- - - < - - = 4 4 - - . - - 21321622 - - -
c e - - - e - - - - -4 - - 171914 - - -
- - - = - = - - - - - - - -211514 - - -
S e e e - - - - - -4 2121919 - - - - - -
S - e - e v - oo 2201416 - - - = - -
- e - - - - - - - 4 2181715 - - - - - -
- e - - - - - - 2122513 - - - - - - - - -
e - - -4 o - 2181120 - - e - - - = - -
- e e e e - - 2181417 - - - - e e = - -
1+ T,
- - 9 5 B1l 512 - - - = = = « - - - - - -
- 211 7 4121 B 9 - - = = = e e e e o
- - 7 710 611 9 - - - - - - o - - o - - -
- - 6 611 612 9 - - - .« = < = 4 - o - . -
- - 812111 8 7 5 - = - = - < - < o - - - -
- - 914 6 8 7 6 - - = = - - - - 4 < - - -
821 - - - - = = e - oo e e e e
25 16 - - = = - = - . - e o e e .o oo .
b R
NO 3

Figure 4.20 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres
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MED sD

FIN -12183%. 177.
FIN -121831. 18§.
FIN -121793. 179.
FIN -120885. 179.
FIN -120819. 16¢.
FIN -120785. 186.
FIN -11958%. 173.
PIN -119557. 180,
FIN -119554. 180,
FIN -118995. 185.
PIN -1183873. 1398,
FIN -118941. 193.
PIN -11738%. 1785.
PIN ~11677%. 136.
PIN ~116761. 172,
FIN -116759. 186,
FIN -116735. 198.
FPIN -116733. 192,
FIN -116708. 212,
FIN -115234. 181.
PIN -115204. 194,
PIN -115190. 196.
PIN -114405. 171.
FIN -114402. 183.
FIN -114367. 196.
PIN -111064. 175.

(t,x.z,71)=(2.33.3)
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PARAMETRE NUMERO 3

1.0 -1.0 .0 .0 .0 .0 3.0 -3.0 .0
1.0 -1.0 .0 .0 3.0 -3.0 .0 .0 .0
1.0 -1,0 3.0 -3.0 0 0 .0 0 .0
NOMBRE D OCURBNCES PAR ENVIRONNEMENT 10000
RANG ET FREQ DE RANG DE CHAQUE ARBRE
RANG DBS ARBRES

1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 1§17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 MED 5D
STRUBTURD
D34 L T T T T T - - - - - 3 7 911 10 10 FINR -110279. 267.
D14 L T T S S - - - - - 3 3 513 11 15 FXN -110270. 258.
D24 - - = = = = = = - - - - « - - - - - - - 1 8 51311 12 PIN -110222. 254.
R23 - - = - = = - - - = - - - = - - - - - -1412 8 5 6 5 FIN -110171, 235.
B34 - - - - - - = - - - - - 4 - - - - - = -1612 9 1 7 5 FIN -110149%. 239.
224 - = = - = = = - - - - -4« - - - - - - -13 814 7 S5 3 PIN -110121. 242.
C14 - - - - = - - - - - = < - = = - -1713 20 - - - - - « PIN -108259. 249.
C34 - - - - = - - - - - - - - - - -182012 - - - - - - FIN -108245, 1254,
c24 R - T S T - - - 151718 - - =~ - - - PIN -108193. 276.
B4 L T S - 3020 - - - - - - - - - FIN -105850. 271.
D43 = - = - - -« .« - - -« -« - -1622 7 5 - - - - - - - - - FIN -105776. 262.
D41 - - - - -« - - « - - - - <12 1B 812 - - - - - - = - - FIN -105772. 268.
D42 - - - - - - - -~ - - - - -2210 513 - - - = =« =~ - - - FIN -105733. 275.
D21 ~ - - - - - - 8 7 5 811 11 - - - = - = - - - - - - - FIN -103297. 2489.
b1z - - - - - - - % 7 $1011 8 - - - - - - - - - - - - - PIN -103297. 263.
D32 - - - - - - - 511 9 610 9% - - - - -« -~ - - - - - - - PIN -1032%. 253.
D3Il - - - < - -+ .+ 6110 8 8 88110 - - - - - - - - - - - - = FIN -103290. 236.
D13 - - < -« < - 11 B3 7 6 5 - - - - - ~ < - - - - - - pPIN -103251. 235,
D23 - - - - - - <11 71011 4 7 - - - - - - .+ - - - - - - PIN -103239. 246,
Bl - - - -1218 20 - - - - - - - - - - - - 4 - - - - - - PIN -102601. 245.
B2 - - - -14171% - - - - - = - - - - « <~ - - - = - - < PIR -102585. 264.
B3 - - - -24151 - - - - - - - - - - - - - - - - - - < PIN -102580. 238.
€1z -151B17 - - - - = - = = < - =~ < = - - 4 - < - - - - PIN -101409. 259.
€13 - 171815 - -~ - - - - - - - - - =« - - - . . . - . . . PIN -101403. 240.
€23 -18 1418 - - - - - <« = w = = - . - - - . < < < . - - PIN -101374. 253.
A 56 - - - - - - - <« - - - - - - - - - - . . . - - . - PIN -100179. 254.
NUMERO DR PARAMETRES NO 4

Figure 4.21 Ordre des arborescences pour le vecteur de parameétres (¢, z, z, )=(1,3.3,3)



.3 -.5 .0 0 .0 .0 3.0 -3.0
.5 .5 -0 .0 3.0 -3.0 0 Ny
-5 -.5 3.0 -3.0 .0 .0 0 .0

NOMBRE D OCURENCES PAR BNVIRONNEMENT 10000

RANG ET FREQ DE RANG DE CHAQUE ARBRE
RANG DES ARBRES

1 2 3 4 5 6 7 8 910111213 14 15 1§
STRUBTURD
B2 - = = = = o~ o . - e e oo
B34 - - - - - - - - - .. oo
B23 - - - - = = - e e e e e e -
D24 - - - - = = = - o oo e e oo
D34 - - - - = = - e e e e e - -
D14 -~ - =~ - - - = = e = = - - e ..
€24 - - - = = e e e e e e e e oo
€34 - - - - = - e e e e e e e oL
C14 - - - - - - e e e e o oo oo
B4 e '3
D42 - - - - - = = = = - - - -102019
D43 - - - - - - - - - - - - -141915
P41 - - - - - - -
P32 - - - o~ - - 1
D12 - - - - - - -
P23 - - - - - - -
P13 - - - - - - -
p3l - - - - - - 4
D21 - - - - - - 11
B2 - - - - 16 15 16
B3
Bl - - - - 1918 12
€12 - 181319 - - = - - = = = - - . -
€23 - 13 2116 - - - - .« o~ - - - - - =
€13 - 131615 - - - - = = - = - - - -
A =1 T T
NUMERO DE PARAMERTRES NO S

WO mW !
v
~
NV W®
-
oW e w9
@
'
'
'

f
-
v
-
~
-
o
‘
X
'
t
f
'

.
'
.
'
'
.
'
'
'

17

18

o

19

20

21

22

23

FIR
PIN
PIR
PIN

PIN
FIN
PIN
FIN
FIN
FIN
PIN
FIN
PIN

PIN
FIN
FIN
PIN
¥YIN
FIN
FIN
FIN
FIR
FIN
FIN

MED

~106670.
-106658.
-106582.
-105734.
-105729.
-105700.
-104074.
-104057.
-103987.
~101344.
-101265.
-101222.
-101173.
-98848.
-98837.
-98812.
-98802.
-98796.
-98787.
-98654.
~98623.
~98606.
~96820.
-96817.
-96815.
-96450.

sSD

304.
268.
271.
337.
332.
320.
320.
JLe.
3p2.
335.
325.
338.
313.
315.
313.
303.
301.
289.
284.
312.
Jol.
287.
305.
314.
312.
310.
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Figure 4.22 Ordre des arborescences pour le vecteur de parameétres (¢, x, z, z)—(.5.3,3.3)
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PARAMETRE NUMERO

.0
-0
.0

NOMBRE D COCURENCES PAR ENVIRONNEMENT

-0
.0
.0

3

5

]
0
o

RARG ET FREQ DE RANG DE CHAQUE ARBRE
RANG DES ARBRES

1

2 3

STRUBTURD

c23
A

NUMERO DE PARAMETRES

11 7
10 14
16 12
13 17

1

10
16
13
11

S

0 -0 0 3.0 -3.0 -0

.0 3.0 -3.0 .0 .0 .0

-3.0 .0 .0 .0 .0 .0

10000
6 7 B 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 MED SD
- L - - R - - 16 16 1B PIN -105393. 267.
- = = = -4 - - - 4 - « - - - - - - -1615 19 FIN -105355. 228,
- - - = - - - « - - « « - - - - - -1819 13 FIN -105327. 239,
- - - = - - = - - - - - - - -121523 - - - FIN -104042. 303.
- - -~ = -+ - - - + - - - - . -1B16 16 - - - PIN -104014, 286.
- - -~ - - - - -~ =~ - - - - - 2201811 - -~ - PIN -103996. 285,
e B - - -151520 - -~ - - - - PIN -102476. 287.
- - - ~« - = -« = - - - -15161% - - - - - - FIN -102440. 268
- - - - - - - - - - - -201% 111 - - - - - - FIN -102425. 270.
- - - - -« - -« - - -163 - - - - - - - - -FIN -39686. 230.
- = = = - - - -20 %514 7 - - - - - - - - -PIN -99563. 286,
- - - - - - - -13 1617 4 - - - - - - - - - PIN -99552. 278,
- - - - - = - =-1725 3 5 - . - - - - - - - PIN -99493. 279.
2 4 7 2 3172 7 - - - - - - - - - - - - - FPIN -97220. 258,
B 3 4 4 4 613 6 - - - - - - - - - - - - -FPIN -9721%. 258,
) 6 » 6 5 8 512 ~ - - - - - - - - - - . .- FIN -~97219. 258,
0 - 710 6 210 2 -~ - - - - - - - - - - - - PIN -97162. 244.
- 810 5 8 9 1 4 -~ - - - - - - - - - - -« -PIN -97162. 244.
3 5 6 8 9 3 3 8 ~ - - - - - - - - -« « - -FIN -97162. 244.
14 6 1 7 7 2 4 5 - - - - - . - - - - - - -PIN -97151. 245,
410 4 5 6 6 2 3 -~ - +« - - - - - - - - - - FIN -97151. 246,
6 10 3 2 3 5 3 -~ - - - - - - - - - - - - PIN -97151. 245.
- - - - -~ = - - ~ = = = - - < - - - - =~ - PIN -95105. 258,
- - = - - - = = ~ - - - - - - - - - =« -« - PIN -35105. 258.
- - = = = - =~ - - - - - - - - ~ - - - PIN -95104. 258.
- - - - - - - - ~ = - - =« - - - - - - - -PFIN -95104. 258B.
NO 6

Figure 4.23 Ordre des arborescences

pour le vecteur de paramétres (¢, z, z, )=(0.3.3.3)



PARAMDTRD NUMDRO 158
1.0 -1.0 .0
1.0 -1.0 -0

1.0 -1.0 2.0 ~2.

.0
.0
[

cacoc

NOMERD C OBBURDNBDS PAR DNVIRONNDMDNT

RANG DT FRDQ CU RANG CD BHAQUD
ARBRIS

RANG €D8
1 2 3 4 5 6
STRUBTURD
D34 - - - - - -
p24 - - - - - -
D14 - - - - - -
B34 - - - - - -
B24 - - - - - -
B2} - - - - - -
ci - - - - - -
cl4 - - - - - -
c24 - - - - - -
p4l - - - - - -
D43 - - - - - -
D42 - - - - - -
B4 e
D13 - - - - - -
D
D23 - - - - - -
D32 - - - - - -
p12 - - - - - -
D21 - - -
B3 - - 4
B1 -3 7
B2 -1 2
€13 - 191
c23 - 12 19 4
ciz - 15 714 8 5
A 50 -~ - - -
DNSDMELD CD PARAMDTRDS

$ 13
10 7 2

7

8

P D e VWY

-

.0

.0

.0
10000
13 14
- 50
7 -
s -
13 -
8 -
12 -

k)

18

-]

13

20

21

1%

25

19

26

17

PIN
PIN
FIR

FIN
PIN
FIN
FIN
FPIN
PIN
FIN
PIN
PIN
PIN
PIN
PIN
PIN
PIN
FIN
FIN
PIN
FIN

PIN

MDC

~-137546.
-137535.
~137507.
~137059.
-137025.
~137004.
-136137.
-136121.
-136117.
-135529.
-135516.
-135485.
-134773.
~133792.
-133769.
-133766.
-133755.
-133742.
-13)740.

-132889

-132874.
-132854.
-132817.
-132916.
-132913,
-131331.

sc

274.
270.
247.

260.
236.
292,
243,
276.
243.
285.
282.
271,
265.
252.
270.
264.
258.
256.
275.
260.
271.
260.
266.
262.
277.
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Figure 4.24 Oxdre des arborescences pour le vecteur de paramétres (¢, z. x,2)=(1,2,2,2)
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PARAMDTRD NUMDRO 15%

.5 -.5 .0 .0 .0 .0 2.0 -2.0 .0

.5 -.5 .0 .0 2.0  -2.0 .0 .0 .0

.S -.5 2.0 -2.0 .0 .0 0 .0 .0
NOMERD C OBBURDNBDS PAR DNVIBONNDMDNT 10000
RANG DT PRDQ CU RANG CD BHAQUD ARERD

RANG CDS ARERDS
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 234 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 Mo sc

STRUBTURD
D24 - - = - - = = = - = - - .« - < - - - _ . . . -1215 23 FIN -136270. 275.
D34 - - - - - - = = - - - - - = <« - - < - - . . -1717 16 PIN -136265. 261.
D14 - - = = = = = = - - = = = - <« - - - _ . - - 2211811 PIN -136255. 279.
B24 - - -~ ~ = = = =« - - - - 4 - . - - - - -.1312125 - - - FIN -135350., 289.
E34 - - - - - « - - - - - - - - .« . - - - -1B18 14 - - - PIN -135334. 265,
E2) - - - - = - -~ ~ - - - - - - . . - -« - -192011 - - - PIN -135310. 271.
€34 - - -~ - -4 - = 4 - - - < - . . -18191) - - - - - . FIN -134814. 262.
€24 - - -~ - - - = & - - . . - < - -141224 - - - - - - PIN -134803. 283,
C14 - - - - - - - - . - - . - < < - -181913 - - - - - - PIN -134785. 279,
D43 - - - - - - - - - - - - - 3151616 - - - - - - - - - FIN -133612. 277.
D42 - - -+ - .+ - - - . « - - - -151421 - - - - - - - - - PIN -133578. 292.
P41 - - - - - = = = - = - - - 1162013 - - - - - - - - - PIN -133559. 291,
B4 - - - - - = - - - -« - - 46 4 - - - - - = - . - - . PIN -133454. 286,
D2y - - - - - - - 9 8 9 8 8 B - - - . - - - - - - . - _ PIN -131449. 277.
P32 - - - - < - < % 7 7 8 811 - ~ - - - - - - - - - - - PIN -131844 276.
P13 - - - - - - - 6 $1211 4 8 - - - -~ -~ - = - - - « - - PIN -131435. 276.
p21 - - - - - - -11 9 52012 3 - - - - - < - - .« - - - . PIN -132426. 289,
P31 - - - - - - -10 9 9 3 712 - - - - ~ = - - - - - - . PIN -131422. 292.
p12 - - - - .« - - § 8 81011 8 - - - - - - - - . - - - - FIN -131422. 283,
B3 - - - 1B 1715 - - - - - =~ - - - - - - - - . - - - . PIN -131188. 276,
B1 - - - - 191615 -~ - - = = = - - - - - - . - - - - - . FIN -131174. 289.
B2 - - - -131720 - - - = = - - - = - - - - - - . . . . PIN -131172. 277.
€13 - 16 10 24 - - - - - = - - - - - - -« - - . - . . - . . PIN -130497. 289,
€12 - 16 22 12 -« - - = - - = = <« « - - - = . - - . . - - - PIN -130485. 290.
€23 - 18 18 X4 - - - - - « = = - = & - - . . . . o - - - _ FIN -130484. 284.
A 50 - - - - - -~ - - = - - - - - . - - - - - . - - - - PIN -130056. 284.
DNSDMELD CD PARAMDTRDS NO 60

Figure 4.25 Ordre des arborescences pour le vectenr de paramétres (t, 7, 7, 7)=(.5,2,2.2)



PARAMDTRD NUMDRO 160

.0 .0 .0 .0 .0 .0
.0 -0 .0 .0 2.0 -2.0
.0 0 2.0 -2.0 .0 .0

NOMERD C OBBURDNEDS PAR DNVIRONNDMDNT

RBNG DT FRDQ CU RANG CD BEAQUD ARERD
RANG CDS ARERDS
1 2 3 4 35 6 7 8 9510111

=]
&
-
'
)
.
'
'
'
‘
'
1

a
=)
N
1
'
'
=

P32 - - - -
p21 - - - -
Bl [
D31 - - - -
A 6 24 16 4
cl3 12 9 15 14
€12 10 10 13 17 - - - - -
€23 22 7 615 - - - - -
DNSDMELD CD PARAMDTRDS NO 61

-

—
MOWM NG WY

PO O ®ON SN
L N -
[CRC NV RN I VT -
NNUVUUNOD 0N
MmN NN R W

w
N
'
'
'
‘
Ne VW e HLUN
=
A D NV N WU W

2

13

—
(RSN T IRV . K]

14

19

19

20

FIN
FIN
FIN
PIN
PIN
FIN
FIN
FIN
FIN

FIN
FIN
FIN
FIN
PIN
PIN
FIN
PIN
FPIN
FIN
FIN
FIN
FIN
FIN
FIN
PIN

MDC

~1355189.
-135483.
-135473.
-134500.
-134439.
-134432.
-134096.
~134059,
~134036.
-132653.
~132641.
-132617.
-132604.
-130391.
-130391.
~130391.
-130381.
-130381.
-130381.
-130380.
-130360.
-130380.
-1294389.
-129439.
-129438.
-1294389,

sC

256.
242,
236.
264.
242.
222.
269.
247.
230.
242,
272,
255.
233,
256.
256.
256.
247.
247.
247.
251.
251.
251,
254.
254.
254.
254.
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Figure 4.26 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (¢, z, z, ¥)(0,2,2,2)
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PARAMDTRD NOMDRO 314

-5 -.5 .0 .0 -0 -0 1.0 -1.0 .0

.5 -.5 .0 .0 1.0 -1.0 .0 .0 .0

.5 -5 1.0 -1.0 -0 .0 0 -0 .0
NOMERD C OBBURDNBDS PAR DNVIRONNDMDNT 10000
RANG DT PRDQ CU RANG CD BHAQUD ARERD

RANG (DS ARERDS
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 »oc sC

STRUBTURD
E34 - - - = = - = - =~ - = = - = - - - . - 5 4 4 9 13 15 PIR -184206. 194.
E23 - e e = = = = -+« - - =~ - - - - - - - 213 410 7 17 PIN -184171. 208B.
D34 - - = = = - - = - - - - - = - <« - - - =160 7 7 9 1 PIN -184167. 200.
E24 - - - - - - = 4 = = - - - - -« - - .« - « - BI10 712 14 PIN -1B4150. 208.
D14 ~ - - = = - - - « - - - ~ = - - - - - -15 81 8 6 2 PIN -184132. 216.
D24 - = = - - - - -« = - - < - - - - - - -1210 14 9% 4 1 PIN -184131. 211.
C34 - - - - - - - - - - - - - - - 1 613 12 18 - - - - - - PIN -18398%1. 198.
[sh Y} - = = - - 4 -« - - - <« - - -« - - 113 2016 - - - - - - PIN -1B3966. 212,
c24 - - - - - - - - - - - - - - -~ -~ 812 14 26 - - - - - - PIN -18395%. 212.
D43 - - = = - - - -4 -« - - - - -11916 9 4 2 - - - - - - - PIN -183910. 200.
D41 - = - - - - - - - - « - <« -132110 4 2 - - - - - - - PIN -183500. 208.
D42 - - - - = - - - = - - - - -19131216 4 - - - - - - - - PIN -183896. 213.
B4 L B - - = 149 - - - - - - - - - - - - PIN -1B83648. 214.
D21 - - - - - - -10 4 715 4110 - - - - - - - - - - - - - PIN -183558. 208.
D23 - - - - - - - 912 8 5 s - - - - - - - - - - - - - FIN -183554. 201.
D13 L - 8 8 8 911 6 - - - - - - .+ ~ - - - - - PIN -183550. 200.
D12 - - - - - - B 611010 8% 7 - - - - - - ~ - - - - - - PIN -183547. 204.
D32 - - - - - - - B113 4 510 % 1 - - - - « - - - - - - - PFIN -1B3547. 206.
D31 - - - - - - -7 7113 85 9 B - - - - - - - - - - - - - FIN -183526. 207.
Cl2 - 5 6 %1011 9 - - - = = = - - - - - - - - - - - - FIN -163425. 207.
B2 - 13 511 610 5 - - - - - - - - - - - - - - - - ~ - FIN -163414. 208.
Bl - 9 97 % 610 - - - - - - - -~ - - - - - « - . - - - FIN -183414. 208.
c23 - 515 5 8 611 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - FIN -183413. 206,
B3 - 101110 7 8 4 - - - - ~ - = - - - - =« - - - - - .« - FIK -163412. 203,
Cl3 - 8 4 8110 %11 - - - - - - - - - - - - - - - . - - -« PFIN -183406. 206.
A 50 - - - - - - - - - - - - - - - - = = - - - - - -~ - PIN -183202. 210.
DNSDMELD CD PARAMDTRDS NO s

Figure 4.27 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (¢, z, . z)—(.5,1,1,1)



PAZAMDTRD NUMDRO 315

.0 .0 .0 .0 .0
-0 .0 .0 -0 1.0 -1.
.0 .0 1.0 -1.0 .0

NOMERD C OBBURDNBDS PAR DNVIRONNDMDNT

RANG DT FPRDQ CU RANG (D BHAQUD ARERD
RANG CDS ARERDS
1 2 3 4 5 6 7 8B 91011

g

-

w
'
‘
1
1
.

-

'
1
'
'
'

(NN W AW WY

p3z - - - -
B1 - - e .
p21 - - - -
D31 - - - -
D3 - - - -
p23 - - - -
B3 - e - .
€13 15 15 6 14
€1z 17 17 5 11
€23 13 7 10 20
A 51129 5 - - - - - -
DRSDMBLD CD PARAMDTRDS NO 16

AU UWB WA
=
PN R NG
—
NV O DU IR R

NNV ®oWweoWwe

10

TR VIR R TN - T I N
=
DN WoaH AW o

oo

N NLoURUuaw

o

13

-
(DO AR RULVAWL

14

15

16

17

21

23

25

14

PIR
FIN
FIN
PIN
PIN
FIN
PIN
FIN
PIN
PIN
¥IN
FPIN
PIN
FIN
PIN
FPIN
FIR
PIN
PIN
FIN
FIN

PIN
FIN
FIN
FIN

MDC

-186086.
~186083.
-186051.
-185%16.
~185814.
-185508.
-185%08.
-185%07.
-185905.
-185753.
-185738.
-185735.
-185582.
-185256.
-185256.
-185255.
-185248.
~185247.
~-185247.
-185244.
-185243.
-185243.
-185120.
-185120.
-185120.
-185120.

sC

250.
251.
263.
263,
263.
250.
251.
249.
249.
264.
254.
252.
260.
260,
260.
260.
255.
255.
255.
255.
255,
255,
259

259,
253.
259

111

Figure 4.28 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (¢, z, . x)=(0,1,1,1)
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Tableau 8

VALEUR DU PARAMETRE EST 0 POUR CATEGORIE 4

VALEUR DU PARAMETRE BST Xx

X=1,y=2,2z=3

POUR CATEGORIE =

EN ORDONREE: VALEUR DU PARAMBTRE POOR CATEGORIES X

z
p..C,.D..B...E..D..B...D.
0x.x0.zx.x...x0.0z.2z...xz
2z0.z0,00.2z00.z0.0x.0x0.00

%
.C..AC..D..B...D..D..C..E
.z0..zx.20.0.,.x0.00.00.0

0x..00.0x.20x.20.2zx.2x.2

z

C..C..AC..D..B...P..D..B,
zZx.5x..25.x2.2...52.2x.%.
50.20..x0.50.5x0.x0.50.25

..D..D..C..E..D,.D..B,..D
..5x.0z,20.5x.25.x5.5...
0.20.5x.5x.20.x0.20.z2x0.2

=3

..B...D..C..B..D..D..D..
x.0...20.%0.x0.%x0.05.50
5.25x.5x.25.25.25.zx.2x.

C..C..AD..P...D..D..B...D
ZX.XX..XZ.Z...XX.2X.X...0
x0,20..x0.x%0.20.x0. zx0.x

..C..E,.B...D..D..C,.B..D
z.720.2x.0...20.0x.x0.x0.%
x.xx.z0,2xX.XX.ZX, ZX.ZX. Z

D..E..C..BP...D..AC..C..B.
0x,0x.0x.X...yx..yx.y0.y.
y0.y0.y0.y00.00..00.0x.0x

..D..D..B...D..D..D..E,.C
..xy.0y.0.,.x0.y0.00.00.0
0.00.0x.yx0.y0.x0.yx.yx.y

E..C..D..D..B.. . AC..D..B.
x0.x0.0x.xx.%....%xx.x0,0.
x0.%0.0x.00.0x0..00.x0,xx

x
D..B..C...iiiiiiineenns
.00.00.00. ... ... ..
0. 200 XX XK et e easnreans

x

.AC..D..B...D..D..B,
¥Y5.¥yx..5x.5y.y...xy.5%x.x,
%0.50..y0.x0.5x0.50.y0.y5

..D..D..C..B..D..,B...D..D
..yx.0y.y0.5x.x5,5...y5.0
0.50.5x.5x.y0.y0.yxD.x0.y

..B...C..BE..D..D..D..D..C
x.0...x0.x0.y0.%x0.05.50.5
5.y5x.y5.y5.5x. yS.yx.yx.y

C..AC..D..B...D..B...D..D
xX..5%.xx.%...5%x.5,..%5.0
50, .x0.50.%x50.x0.xx0.x0.,5

..BE..¢c..B...D.,D..D..B..C
x.5%.x0.0...x0.05.50.50.5
x.x0.5x.X5%. 9%, ®X. XX. XX, X

C..AC..D..B...B..

YX. 0L Xy. Y. -X...yX.xx, 0
x0..y0.x0.xx0.yx0.x0.y0.x

..C,.,B..,B,..D..D..C,.B..D
y.y0.xx.0,,,y0,0x.x0.x0.x
X.XX.y0. yxx . xx. yx. yx.yx.y

AC..B...D..B.,.D..C..B..D
axx.x, ., xx.0...0x.x0.x0.x
-%x0.5x0  x0 . XXX, XX. X%, XX, X

- x.0...y0.y0.20.y0.0x.

.D..D..D

C..C..AC.,.DP..B...D..D..D.
IX.YX..ZY.XZ.Z...YZ.XY.ZY
y0.20..x0,y0.yx0.x0.20.x0

.B3...D..D..B...D..D,.C..E
Y. ..¥yX.2zZX.X...02.0y.20.y
yx.z

.zx0.20.y0.2y0.yx.zx.
..B...C..E..D..D..D..
0.ZyX.ZX.ZX.YX.IX.ZY.
T o

0.x0.... .
Y BYeoronns

AC..C..B,,.D..D..B,,.D..
LYY YXY XYL YY XL
.x0.y0.yx0.y0.x0.yy0.

,.C..B...E..D..D..C..D, .B
y-¥0.0...yx.y0.0x.x0.x0.x
X YX.YyX.y0.yX.YY.YY.YY.Y

XX..¥yX.Y...Xy.XX.yx.x...0
¥0..x0.xx0.x0.y0.x0.yx0.x

..C..B..B.,.D..D..C..E..D

. Y.y0.y0.0...y0.0x.x0.y%x.%x

A XX LKX L XYX. 00 yx.yxX.x0.y

AC..C..D..B...D,..D..D..B.
%Z.ZX.ZT.Z2.,.X2.0Z.2x.X.
.x0.20.x0.2x0,.20.2zx.z0.22z

..C..B...B..D..D..D..C..E
-.20.0...2x.20.0x.x0,x0.x
0.zx.22%.20.2x.22.22.22.%

ZX.yX. .YZ.YZ.Z...XZ.XY.Y.
y0.20..x0.x0.yx0.y0.20.zx

..D..D..B...D,.D..D. .C..B
.XY . ZX.X...y%.02.0y.20.2z
.x0.y0.yz0.20.yx.zx.yx.y

o .

.B...C..E..D..D..D..D..C
0...y0.zx.%0.y0.0x.x0.x
.yzx.zx.y0.yX.2X.yY2.YZ.Y

X o

C..C..AD..B...B...D..,D..D
XX, XZ..XZ.Z...X.,.ZX.xXx.0
z0.x0..x0.xx0.x20.x0.20.x

..C..E..B...D..D..C..B..D
z2.20.20.0...zD,.0x.x0.%x0.x
X.XX.XX.XZX XX.XZ.X2.XZ.Z

D..E..C..C..D..C..AD..B..
05.0x.50.x0.0x.5x..5x.x. .
0x.50.0x.50.50.00,.00.500

5
.B...Dp..D..B...D..D..C. .E
.5...x5.x0.0...50.00.00.0
.0x0.00,50,.50x.0x.5x.5x.5
5

0
D..E..C..D..B...D..C..AB
00.x0.00.x0.0...0x.x0..x.
x0.00.x0.00.0x0,00.00..00
0

C..AC..D..B...D..B...D..D
5x..55.5x.x...55.5...x5.0
50..x%0.50.550.x0.5x0.50.5

..E,.C,.B...D..D,.D..E..C
x.%x0.x0.0...x0,05.50.50.5
5.55.55.55x.55.5x.5x.5X.5

C..D..AC..B.,.D..E,..C..D.
0x.0x,.5x.x...5x.50.50.05
50.50..00.050.00.0x.0x.0x

..B...D..D..D..B..C
.x5.5...0...x0.50.00.5x.0

C..AC..D..B...D..D..B...D
5x..XX.xX.X...5X.X5.5...0
x0..50.50.5x0.x0.x0.xx0.5

B...E..C,.D..D..p..C..E
x.0...%x0,%x0.%x0.05.50.50.x
X.5xx.5x.5x. 5x.xx.xx. xx.5

C..D..B...B..D..C..AD..B.
Ox.xx.x..,x0.0x.xx..x0.0.
x0.00.0x0.0x.x0.00..x0.xx

C..C..AC..B...D..D,.D..D.
5x.5y..¥yx.y...5y.xy.5x.yx
y0.x0..50.5x0.x0.50.v¥0.50

.B...D..C..E..D..B...D..D
.X...0y.y0.y0.x5.5...y5.0

.5y0.5x.5x,5%.y0.yx0.%x0.5

.B...C,.B..D..D..D,.D..C .

x.0...%x0,.x0.y0.x0.05.50.5
Y.5yx.5y.5y.5x.5y.yx. yx.y

C..B..D..D..B...C..AC..D,
YX..y0.0y
0y.0Oy.0y.00.0y0.00..0x.0x

%x0.x0.0x.yx.x..

.D..B...D..D..B...D..C..E
.Xy.Y...x0.y0.0...00.00.y
.00.0x0.0y.0x.0yx.yx.yx.0

C..C..AC..D..D..B...D..D.
Sx.zx..5z.xz.5z.2...5x.2X
z0.50..x0.50.%0.5x0.20.50

.B,..D,.C..E..D,.D,.B...D
»X.,..072.20.20.x5.25.5...0
.520.5x.5x.5x.20.%x0.2x0.5

.B..,.D..C..E..D..D..D..C
x,0,..20.x0.x0.x0.05.50.5
z.5zx.5x.52.5z.5z.2X.2x.2

1
0. zx
X.50. ..
D..C..B..D..D..B,..C..C
0x.20.20.0z.xz.2...x0.zx
0z.0x.0x.x0.00.0x0.0z.00

AD..B...D..B...D,.D. E,.C
zx.x...20.0...x0.00.2x.0
.00.020.x0.2x0.20.2x.00.z

VALEUR DU PARAMERTRE DE LA CATEGORIER vy

Figure 4.29 Sortie d'ordinateur : Ordre des arborescences pour un vecteur de para-

métres de Ja forme (0.1,y. z)


http:OO.u.OO......�...���
http:50......�.........�
http:o.zx.....�.�..��..�.��
http:o.............�
http:x................�
http:O......�.........�...�.�
http:C....������.�
http:z:.yz...............�
http:x.yx.....�....��
http:�...�......�
http:�.�..�..�.�....�
http:O.........�.....�....�
http:��.�.��..�......�
http:o......�......�
http:�����.�..�..�
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http:y.Zl:y�.....��......�
http:0.50.........�..�..�...�
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http:���.�..��...�
http:O....�..�...�...��
http:O.....��.�..�
http:o........�
http:����.�.�..�..�����

PARAMETRE NUMERQ 10

.0 .0 .0 o .0 0 3.0 -3.0 -0

.0 .0 .0 .0 3.0 -3.0 -0 .0 .0

.0 .0 2,0 -2.0 .0 o .0 .0 .0
NOMBRE D QOCURENCES PAR ENVIRONNEMENT 10000

RANG ET PREQ DE RANG DE CHAQUE ARBRE
RANG DES ARBRES

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19
STRUBTURD
X S
B3 - - - = = - e e o oo e e e e e e
< Y S
B24 - - - = = o« = = . o o e .o oo oo
23 - - = - - . .- e oo e e e oo oo
D14 - - = = = = e = = o o o .. e - -
D24 - - - = - e e . e o e .. oo o o
€l4 - - - - - - = - - - - - - - - - <2030
€24 - - - - - - - - <« - - - - 4 - - 12920
T T T . L 2
B4 - - - 4 - - 4 -« 4 - - - - -580 - - -
D4l - - = = = o - - o4 .4 22129 = - - -
D42 - - - - - - - - - - - - -2921 - - - -
D13 - - - = - - -~ - -20 B822 - -~ = = - -
B3 e e e e oo - . S1227 11 - - - = - -
D23 - - - - - - - ~ - -181517 - - ~ - - -
D31 - - - - 7 21411 412 - -
B1 - - - - 6
D21 - - - 10 7 611 T 9 - ~ - - - - - - -
P32 - - - - 9% 513 6 413 - - -~ - - - - - =
pl12 « - - -1 7 8 7 B 8 - - - - - - = - -
B2 - - - - 715 51011 2 - - = - - - - - -
€12 12 12 12 14 - - - - = = = - = o .- o oo
A 10 18 16 6 - - = = - - - = = - - - - . -
€23 13 14 6 17 - - - - <« o~ = - - 4 4 . - - -
C13 15 6 36 13 - - - - « - - - - - o . . - -
NUMERCO DE PARAMETRES NO 11

FIR
PIN
PIR
FIR
PIR
FIR
FIR
PIR
FIR
FIN
FIN
FIN
PIN
PIN
PIN
PIN
PIN
FPIR
FIR
FIR
PIR
IR
FIN
FIN
FIR
FIR

MED

~-108092.
~107263.
~-106623.
-105800.
-105794.
-105480.
-105478.
-103919.
-103910.
-103622,
-102871.
-102031.
-102079.
-101067.
-101066.
-101066.
-100115.
-100115.
-100115.
-100099.
-100098.
~100098,

-99012.

-99012.

-99011,

-93011.

SD

283.
277,
286.
283.
293.
320,
312.
313.
302.
307.
305.
313,
304.
282.
282.
282.
310.
310.
310.
304.
304.
304,
302,
302.
302.
302.

113

Figure 4.30 Ordre des arborescences pour le vecteur de paramétres (0,z,y,z) =

(0,2,3,3)
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PARAMSTRE NUMBRO 35
.0 .0 .0 .0 [} 0 3.0
.0 .0 .0 .0 2.0 -2.0 .0
.0 .0 2.0 -2.0 .0 ] .0
ROMBRE D OCURENCES PAR ENVIRONNEMENT 10000

RANG ET PRED DE RANG DE CHAQUE ARBRE

c34
Dl4
23
cl4
D42
D43
B4
D41
D32
B2
D12
D23
D13
B3
D21
B1
D31
€12
c23
A
C13

WOMEBRO DE PARAMETRES

Figure 4.31 Ordre des

(0,2.2,3)

13

7
20
10

RANG DBS ARBRES
3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14§
- - - - - = - - - . .50
- - ~« <« - 7 21113 512 -
- - - - - 610 41213 5 -
- - - - - 7 8 5 51213 -
- - - - -14 412 6 212 -
- - - - - 9 91210 6 4 -
- - - - - 717 6 412 4 -
- - 201515 - - - - - - -
- -10 24 16 - - - - - - -
- -201119 - - - - - . -
2014 -~ - - - - - - - - 0~
1217 - - - - - - - oo -
15 7 - - o~ e e - - - - -
112 - - - - - - - .- -

RO 36
arborescences

oo

15 16 17 18 19 20 21 22 23

T
e
- - - - - - 1733 -
- - - - - -3317 -
- - - - -850 - - -
- - - .80 - < - -
- 71330 - - - - -
6112013 - - - - -
91717 T - - - - -

3515 - - - - - - -

pour le vecteur de

- 20 30 PIN
- 30 20 FPIN
35 - - FIN
15 - - FI¥
- - =~ FIX
- - - PIX
- - - FI¥
- - - PI¥
- - - PIX
- - - FIX
- PIN
- - - PIN
- - - FIB
- - - FIN
- - - FIN
- - ~ FIN
- - - FIN
- - - FIR
- - - FIR
- - - FIN
- - - PIN
- - - PIN
- - - PIR
- =~ = FIN
~ =~ - PFIN
- - - PIN
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CONCLUSION

Ce mémoire visait & mieux comprendre les facteurs influencant le choix d’une structure
d’arborescence dans le cas de modeles d’arborescences décrivant des séquences d’ex-
périences multinomiales consécutives et /ou paralleles et utilisant le modéle logistique.
L’étude de simulation menée a permis de mettre en évidence un ordre relativement
stable lorsque les arborescences sont classées selon la grandeur de leurs vraisemblances
et d’identifier des sous-groupes d’arborescences équivalentes ou quasi-équivalentes. Nous
avons observé que cet ordre dépendait de la forme du vecteur des parameétres et de la
valeur de ces derniers. Les théoréines du chapitre 3 quant a leffet des paramnétres sur
I’équivalence des arborescences ont aussi été veérifiés dans un cas concret et ont permis
d’éclairer certains résultats. Ils pourraient également étre utiles dans des études ulté-
rieures ou peut-étre étre développés pour éclairer certains résultats plus incertains de la

présente étude.

11 serait également pertinent de mener d’autres simulations avec différentes arborescences
de départ, pour voir & quel point les résultats obtenus sont variables et aussi, comme nos
simulations utilisaient des modeéles réduits ou quasi-réduits. de savoir si les résultats sont
stables pour des paramétres proches de 0 au lieu de 0. le tout dans I'espoir de réussir a
mettre en évidence les cas pour lesquels on peut utiliser indifférermment des structures
d’arborescences distinctes, ou passer d'une structure a une autre selon les besoins d'une

étude sans perte de précision trop grande.

11 est intéressant d’identifier certaines arborescences au modeéle standard. ce qui laisse
supposer qu’il n’y a pas de perte d'information lorsqu’on utilise ces arborescences équi-
valentes. Une étape ultérieure serait de comparer les régions des valeurs des paramétres
pour lesquels nous avons trouvé ce résultat avec celles de I'étude de Bull et Donner pour

exaniiner ce qui concorde et voir s’il est possible d’en dégager des principes généraux.
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