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de travail mérite d’étre précisée. C’est ce que nous ferons dans la section suivante.

1.4.2.A. Un cadre d’analyse du programme d’étude adéquat a I’enseignement de

la géométrie : Houdement et Kuzniak (2005, 2006, 2007)

Dans le cadre de recherches menées sur I’enseignement de la géométrie
¢lémentaire, nous avons introduit un certain nombre d’outils théoriques destinés
a étudier les difficultés spécifiques de cet enseignement, notamment dans le
cadre de la formation des enseignants. Nous avons plus particuliérement
privilégié et développé deux outils : les paradigmes géométriques et les espaces
de travail géométrique (ETG). Une de nos hypothéses de base, amplement
vérifiée par nos travaux, était que: Dans I’enseignement, des paradigmes
différents sont englobés sous le terme unique de géométrie. Ces différents
paradigmes rendent compte de la rupture, souvent signalée, dans
I’enseignement frangais entre les différents cycles. Dans notre approche, la
géométrie élémentaire peut s’envisager suivant trois paradigmes bien distincts
dont les deux premiers (Géométrie I et 112 jouent un role essentiel dans le
contexte actuel de I’enseignement frangais,’® mais aussi, comme nous avons pu
le constater, dans de nombreux autres pays. Ces paradigmes sont globaux et
consistants : chacun d’entre eux définit une forme élaborée de géométrie. Ils
structurent des espaces de travail différents qui transforment la nature des
activités géométriques.’’

La pratique de la géométrie est passée par différentes approches et méthodes
d’enseignement. Parmi les aspects dont on doit tenir compte dans la pratique
d’enseignement, on remarque une évolution des approches des chercheurs quant a la
notion d’espace. La géométrie euclidienne, construite & partir d’axiomes, ou les objets
primitifs « point », « droite », « plan », « espace » ne sont pas définis formellement,

mais sont plutdt décrits intuitivement, a donné des régles bien précises. Cet aspect a

% Note de ’auteur cité : En France, les professeurs des écoles ont a enseigner toutes les
disciplines de la maternelle au CM2, a des enfants de 3 4 11 ans (3 ans de maternelle : de 3 &
6 ans, 5 ans d’élémentaire: de 6 a 11 ans). Les professeurs de collége sont en général
spécialistes de leur discipline.

7 Kuzniak A., Espace de travail géométrique personnelle: une approche didactique et
statistique, Troisiémes Rencontres Internationales — Terzo Convegno Internazionale - Third
International Conference, A.S.I Analyse Statistique Implicative — Analisi Statistica
Implicativa — Implicative Statistic Analysis Palermo (Italy) 6 - 8 Octobre 2005, page 211.
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favorisé le développement du raisonnement déductif, utilis¢ maintenant non
seulement en géométrie, mais aussi dans toutes les disciplines scientifiques. Depuis
Aristote, les géometres ont questionné les fondements de la géométrie euclidienne.
Dans la seconde moitie du XVIII® siécle et au XIX® siécle, les discussions ont favorisé
’apparition des géométries non-euclidiennes. L’utilisation de ces géométries dans
différents domaines, dont la physique, a favorisé 1’apparition d’autres méthodes
d’enseignement qui ne passent pas nécessairement par la géométrie euclidienne. Les
différentes prises de positions a I’égard du processus d’enseignement ont déterminé
qu’il était nécessaire de prendre en considération la notion de paradigme. Les
chercheurs Houdement et Kuzniak (2006), dans un article publié dans les « Annales

de Didactique et de Sciences Cognitives », ont écrit :

L’enseignement de la géométrie a pour fonction premicre de permettre a I’éléve
de se construire un espace de travail géométrique efficace. Grace a cet espace, il
peut comprendre et résoudre des problemes de géométrie. Mais I’ interprétation
des problémes va dépendre de paradigmes géométriques qui différent suivant
les institutions (écoles, mais aussi pays) ou s’effectue 1’enseignement. Cette
diversité des paradigmes entraine une diversité des espaces de travail et
explique un certain nombre de malentendus didactiques.*®

Leur analyse sur la géométrie élémentaire et sur son enseignement les a conduits a
développer des outils comme « les paradigmes géométriques » et « les espaces de
travail géométriques ». Dans le méme article, ils ont aussi €crit :

La fécondité des crises et la genése des nouveaux problémes qu’elles ont
engendrés ont rendu nécessaire 1’introduction de la notion de paradigme avec le
sens que lui donne Kuhn (1962) dans son ouvrage sur les révolutions
scientifiques.”’

A cet effet, ils retiennent deux idées dégagées de ce concept :

** Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, p.175-193, IREM de
Strasbourg, page 175.

¥ Ibid., page 178.
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1. Le mot paradigme, dans son aspect global, désigne I’ensemble des croyances,
des techniques et des valeurs que partage un groupe scientifique. Il fixe la
maniére correcte de poser et d’entreprendre la résolution d’un probléme. Dans
ce sens, Kuhn parle aussi de matrice disciplinaire qui permet de regrouper les
théories et plus généralement les connaissances d’un groupe qui travaille sur le
méme sujet.

2. Dans un deuxieéme sens, intéressant dans une perspective d’enseignement,
Kuhn caractérise les exemples significatifs qui sont donnés aux étudiants pour
leur apprendre a reconnaitre, a isoler et a distinguer les différentes entités
constitutives du paradigme global. Cela renvoie a la pratique par les individus
de ce champ disciplinaire.*’

Les aspects mentionnés ci-dessus ont permis le développement d’un cadre théorique
spécifique a I’enseignement de la géométrie. L’appartenance a un groupe scientifique
qui partage les mémes connaissances, savoirs et croyances signifie 1’appartenance a
un méme paradigme €pistémologique de la connaissance, qui intégre aussi des
pratiques d’enseignement trés spécifiques. A partir de ces constats, Houdement et
Kuzniak ont mis en évidence trois paradigmes de la géométrie enseignée a 1’école : la
Géométrie I ou « géométrie naturelle », la Géométrie II ou « géométrie axiomatique
naturelle » et la Géométrie III ou « géométrie axiomatique formaliste ». Prenant en
compte les travaux de Gonseth (1946) sur les modes de pensée, Kuzniak (2005) et
Houdement et Kuzniak (2006) considerent que I’expérience, la déduction et
I’intuition prennent des aspects trés spécifiques en fonction de la géométrie qui est

enseignée a chaque niveau de scolarité.

Pour parvenir a dégager des paradigmes géométriques qui, par dela la perspective
historique, rendaient compte des conceptions et des pratiques g€ométriques,
nous avons suivi I’idée de Gonseth, c'est-a-dire de poser I’existence de la
géométrie dans son articulation avec le probléme de I’espace. Autour de trois
modes de connaissances de 1’espace (intuition, expérience, déduction), il est

0 Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, p.175-193, IREM de
Strasbourg, page 178.
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possible d’organiser une synthese qui réorganise la relation avec I’espace et qui
donne naissance a trois ty pes de Géométrie.*!

En suivant les travaux de Fischbein (1987)* a I’égard de Iintuition, ils remarquent
que I’intuition est comme une « théorie premiére » qui lie « les incertitudes et qui
permet au sujet de structurer une situation en un tout complet et cohérent qu’il utilise
comme socle pour son raisonnement. » Dans ce contexte, 1’intuition pourrait étre une
source d’erreurs, « car elle peut installer une cohérence artificielle entre des données
pratiques ou théoriques.43 » D’autre part, I’expérience s’oppose a la démonstration:
une action physique ou mentale est nécessaire pour découvrir ou valider une
proposition. En géométrie, 1’expérience dépend des objets sur lesquels elle
s’exerce en faisant des pliages, des découpages, des constructions a la régle et au
compas ou en utilisant des logiciels. L’approche de Houdement et Kuzniak sur « le
raisonnement déductif » vise une forme plus complexe, étant donné que dans un
discours discursif, certaines connaissances peuvent étre considérées comme déja
acquises : « le raisonnement déductif consiste & en tirer d’autres propositions qui en
sont les conséquences, sans recours & l’expérience ou a toute autre source

extérieure ».

La Géométrie I ou « géométrie naturelle »

Les bases de la géométrie I sont la validation intuitive, la réalité et le sensible.

« L’intuition, ’expérience et le raisonnement déductif s’exercent sur des objets

“! Kuzniak A., Espace de travail géométrique personnelle : une approche didactique et
statistique, Troisiémes Rencontres Internationales — Terzo Convegno Internazionale - Third
International Conference, A.S.I. Analyse Statistique Implicative — Analisi Statistica
Implicativa — Implicative Statistic Analysis Palermo (ltaly) 6 - 8 Octobre 2005, page 212.

*2 Fischbein, E. (1987), Intuition in Science and Mathematics, Reidel, Dordrecht, Pays-Bas.

* Kuzniak A., Espace de travail géométrique personnelle: une approche didactique et
statistique, Troisiémes Rencontres Internationales — Terzo Convegno Internazionale - Third
International Conference, A.S.I. Analyse Statistique Implicative — Analisi Statistica
Implicativa — Implicative Statistic Analysis Palermo (Italy) 6 - 8 Octobre 2005, page 211.
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matériels, ou matérialisés, grace a la perception ou a la mise en ceuvre d’expériences
mécaniques réels comme le pliage, le découpage ou leur pendant virtuel. En ce sens,
la géométric d’Euclide n’est pas de la Géométrie 1.**» Les deux chercheurs
remarquent que dans cette géométrie, 1’évidence perceptive est en soi une validation

qui ne commande aucune autre forme de validation.

La Géométrie naturelle (Géométrie 1) a pour source de validation la réalité et le
monde sensible. Dans cette géométrie, une assertion est légitime si ’intuition
d’un résultat et les conclusions d’une expérience ou d’une déduction
correspondent. La confusion entre le modele et la réalité est grande et tous les
arguments sont permis pour justifier une affirmation et convaincre un
interlocuteur.*’

La Géométrie II ou « géométrie axiomatique naturelle »

Ensuite, nous rencontrons la Géométrie axiomatique naturelle dont le modele est
la géométrie euclidienne classique. Cette géométrie (Géométrie II) est batie sur
un modele proche de la réalité. Mais une fois les axiomes fixés, les
démonstrations doivent se situer a I’intérieur du systéme pour étre certaines.*®

Dans la géométrie GII, on a comme fondement un systéme axiomatique « aussi précis
que possible » et qui a lui-méme comme fondements les lois hypothético-déductives
dans un environnement réel. Dans cette Géométrie, les connaissances géométriques
sont issues de problémes spatiaux. Le systéme axiomatique suppose une certaine

formalisation, mais cela n’est pas absolument formel, car « la syntaxe n’est pas

“ Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, IREM de Strasbourg,
page 180.

* Kuzniak A., Espace de travail géométrique personnelle: une approche didactique et
statistique, Troisiémes Rencontres Internationales — Terzo Convegno Internazionale - Third
International Conference, A.S.I Analyse Statistique Implicative — Analisi Statistica
Implicativa — Implicative Statistic Analysis Palermo (Italy) 6 - 8 Octobre 2005, page 212.

S Ibid., page 212.
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coupée de la sémantique qui renvoie a la réalité.*” »

La Géométrie III ou « géométrie axiomatique formaliste »

La Géométrie III englobe toutes les géométries non-euclidiennes mais aussi la
réécriture de la géométrie euclidienne par des mathématiciens comme Hilbert. Dans

ce niveau de géométrie, on cherche a couper les liens entre la réalité et la géométrie.

Dans cette géométrie, qui nait & la suite de [’apparition des géométries non-
euclidiennes, le cordon ombilical qui liait la géométrie et la réalité est coupé.
Les axiomes ne sont plus fondés sur le sensible et la primauté du raisonnement
logique I’emporte.*®
Les axiomes sont plutdt formels et ne représentent pas un fondement qui lie le
sensible au géométrique. Les propos des chercheurs sur cette approche « axiomatique
formaliste » s’appuient sur affirmation de Wittgenstein (1918)* : « Les axiomes
d’une géométrie peuvent ne contenir aucune vérité¢ ». Entre la Géométrie III et la

Géométrie I1, il y a une différence : I’axiomatisation dans la Géométrie III n’est pas

partielle comme nous 1’avons soulevé dans la Géométrie 1I.

L’espace de travail

Sous le terme d’espace de travail géométrique (ETG), les chercheurs désignent « un
environnement par et pour le géometre ». Dans cet environnement, on articule de
facon idoine trois composantes : un ensemble d’artefacts matérialisés dans un espace
réel et local, un ensemble d’artefacts qui seront des outils et des instruments mis au

service du géometre et un référentiel théorique organisé en un modéle théorique.

7 Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, IREM de Strasbourg,
page 181.

*® Ibid., page 181.

* Wittgenstein L. (1918), 1961 Tractacus logico-philosophicus. Gallimard.
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Espace local et réel Référentiel théorique

Espace de travail
géométrique

Artefacts
(Outils informatiques ou classiques)

Houdement & Kuzniak (2006)
ETG : Espace de travail géométrique

Un espace de travail géométrique (ETG) représente un environnement organisé, pour

I’utilisateur d’une géométrie, qui s’articule autour de ces trois composantes.

Nous désignerons sous le terme d’espace de travail géométrique (ETG),
I’environnement organisé par et pour le géométre de fagon a articuler, de
fagon idoine, les trois composantes suivantes :
* un ensemble d’objets, éventuellement matérialisés dans un espace réel
et local,
* un ensemble d’artefacts qui seront les outils et instruments mis au
service du géometre, et enfin
* un référentiel théorique éventuellement organisé en un modele
théorique. 30

% Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume X, IREM de Strasbourg,
page 184.
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Prenant compte des différents paradigmes de la géométrie, GI, GII et GIII qui servent
comme référence dans I’interprétation des contenus des composantes, les espaces de
travail se replient aussi en espaces de travail de référence, spécifiques a chaque

paradigme ETG I, ETG Il et ETG III.

Le fait que la nature des composantes dépende du paradigme de référence
conduit a envisager |’existence d’espaces de travail spécifiques associés a
chaque paradigme, nous parlerons alors d’espace de travail géométrique de
référence.’’

Objets géométriques

A chaque ETG, on associe des objets géométriques a étudier qui dépendent du

modéle théorique qui les définit et de I’espace support dans lequel ils se trouvent.

Donc, dans ETG I, les objets géométriques sont les dessins ou les maquettes. Dans
IPETG 1I, certaines sous-parties de ’espace représentent les objets géométriques a
étudier, dont les figures et les configurations. Dans ’ETG 111, les objets géométriques
a étudier sont des objets abstraits formés de points, de droites ou des plans, « dont les

relations sont explicitées par le modéle».”

Espace local et réel

L’enseignement de la géométrie suppose 1’existence d’une relation entre 1’espace de

travail géométrique et I’espace réel.

' Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, IREM de Strasbourg,
page 185.

2 Ibid., page 186.
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L’espace qui intervient en géométrie se construit en étroite relation avec
I’espace réel qu’il reconstruit ou qu’il dévoile de maniére différente suivant
les divers paradigmes. °°

Pour chaque paradigme de géométrie, GI, GII ou GIII, il existe une ou des relations
entre les objets constituants de ’espace de travail, leur nature (qui dépend du

référentiel théorique choisi) et I’espace (support dans lequel se trouvent les objets).

Dans la Géométrie I, I’espace support, sur lequel se trouvent les objets géométriques

a étudier, est un espace local et réel, constitué de dessins ou de maquettes.

Dans la Géométrie II, dont la géométrie euclidienne, 1’espace support est un espace
local et réel dans lequel on étudie une certaine partie de I’espace, dont les figures ou

les configurations.

Dans la Géométrie 111, I’espace local est constitué de points, de droites et de plans,
dont les relations sont explicitées par un modéle qui ne correspond pas a la réalité,
mais qui est déterminé par un référentiel théorique (par exemple, la géométrie

vectorielle).

Artefacts

Les artefacts sont des outils ou des instruments dans le sens que leur donne Rabardel
(1995)*, tels que régle, équerre, feuilles de papier ou de carton a plier, etc. et, les
nouveaux outils informatiques, notamment les logiciels de géométrie dynamique.

Pour une géométrie GJ, les instruments mentionnés sont utilisés de fagon habituelle.

> Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, IREM de Strasbourg,
page 186.

> Rabardel P. (1995), Les homes et les technologies. Armand Colin.
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Les artefacts sont une composante déterminante de I’espace de travail
puisqu’ils en constituent la face la plus visible et la plus prégnante pour
I’éléve. En réalit¢ les choix et les usages de [’artefact (donc
I’instrumentalisation) sont réglés par le paradigme dans lequel il s’insére..., la
Géométrie Il se différencie ainsi radicalement de la Géométrie I ou la
réalisation finale du dessin est essentielle.>

L’utilisation de ces logiciels se révele utile pour mettre en évidence les propriétés

d’un objet géométrique dans une géométrie GII ou GIII.
Référentiel théorique

Les objets géométriques, les artefacts, I’ensemble des définitions, des propriétés et
des relations prennent du sens s’ils sont organisés en dans un modéle théorique,

concret ou abstrait (référentiel théorique).

Les objets et les artefacts de la géométrie en constituent la partie empirique,
celle-ci ne prendra tout son sens qu’articulée avec un ensemble de définitions,
de propriétés, de relations réunies dans un sorte de référentiel théorique que
I’on peut aussi regarder comme un modéle théorique. 36

En fonction du paradigme géométrique dans lequel on s’integre, le référentiel

théorique, composant d’un espace de travail, prend différentes connotations.

Le sens du mot (référentiel théorique) oscille entre concret et abstrait,
réalisation matérielle ou norme abstraite. Cette oscillation refléte la distinction
entre les différents paradigmes que nous étudions. >’

** Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume X1, IREM de Strasbourg,
page 186.

* Ibid. page 187.

*” Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géomeétrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, IREM de Strasbourg,
pagel87.
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Pour la géométrie GI, le référentiel théorique n’a pas une structuration en un modéle
théorique. Il est constitué dans un modele qui résulte d’un processus de modélisation

par schématisation et idéalisation du monde réel.

Le référentiel de la Géométrie I, au moins dans sa pratique élémentaire, parait
ne se référer a aucune structuration en un modele théorique, sauf a y admettre
des « définitions sensibles ».®

Dans le cas de la géométrie euclidienne, qui est une géométrie axiomatique GII, le
modele théorique résulte d’un processus de modeélisation du monde réel. Donc, pour
la Géométrie II, le référentiel théorique doit rendre compte des objets et des
propriétés définis par les axiomes mais, aussi, basés sur la perception dans 1’espace

local et réel.

Dans le cas de la géométrie GIII, le modele théorique préexiste et représente une
interprétation ou une création qui doit rendre compte des objets ou des propriétés
définis par les axiomes. Les représentations matérielles ou virtuelles sont destinées a

donner du sens aux énonces et aux axiomes.

Types ’ETG: ETG de référence, ETG idoine, ETG personnel

L’analyse, par Houdement et Kuzniak, des organisations et des adaptations possibles

a déterminé la considération de différents types d’espace de travail.

ETG de référence, déja introduit, est défini en fonction de critéres mathématiques, et

représente 1’espace de travail des mathématiciens.

% Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, IREM de Strasbourg,
pagel87.
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ETG de référence, ... ,espace de travail défini de manic¢re idéale en fonction de
seuls critéres mathématiques. Son utilisateur est un individu expert
« épistémique ». On peut donc également envisager cet espace comme L’ETG
institutionnel de la communauté des mathématiciens.’

L’espace de travail idoine (ETG idoine) suppose une réflexion sur la réorganisation
didactique des composantes de I’espace de travail de référence. Dans cet espace,
I’utilisateur premier est un expert qui congoit un espace de travail pour ses utilisateurs

futurs.

L’ETG de référence doit étre aménagé et organisé pour devenir un espace de
travail effectif et idoine dans une institution donnée avec une fonction définie.
Cela suppose une réflexion sur la réorganisation didactique des composantes
de I’espace de travail de référence. Son utilisateur premier reste un expert,
mais il joue un réle semblable a celui de Iarchitecte qui congoit un espace de
travail pour ses utilisateurs potentiels futurs.*’

Le principe « d’idonéité » a été repris par Houdement et Kuzniak (2006) a partir des

travaux de Gonseth (1945).

La morale de notre fable formule précisément la nouvelle idée dont nous
avons besoin, celle qui dénoue tout naturellement les difficultés dans
lesquelles nous étions retenus. On remarquera que le tournant décisif, le
passage a une nouvelle perspective, a une nouvelle fagon de penser est marqué
par I’intervention du mot idoine. Le sens qu’il doit prendre ressort clairement
du contexte : il signifie qui convient, qui tient compte des conditions, qui
répond aux exigences, qui est conforme aux fins et aux intentions, appropri€ a
sa fonction, etc. Nous pouvons maintenant introduire le principe d’apres
lequel la préférence peut étre accordée a telle ou telle doctrine préalable : c’est
le principeéclie la meilleure convenance, que nous appellerons aussi le principe
d’idonéité.

* Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, IREM de Strasbourg,
page 189.

% Ibid. page 189.

5" Gonseth F. (1945), La géométrie et le probléme de l'espace, I La doctrine préalable.
Editions du Griffon Neuchatel, Diffusion Dunod Paris, page 57.
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Dans le contexte de D’enseignement, I’ETG idoine correspond aux
modifications de I’ETG de référence (par exemple, pour un enseignant ou un
concepteur de manuel) ayant pour but de rendre I’ETG de référence accessible

aux éleves.
ETG personnel.

Houdement et Kuzniak (2006) remarquent qu’en utilisant 1’espace de travail idoine,
les enseignants ou les étudiants doivent s’approprier cet espace en fonction de leurs
connaissances et de leurs capacités cognitives. Cette transformation détermine une
transformation de 1’espace de travail idoine en un nouvel espace de travail, 1’espace
de travail personnel (ETG personnel). L’enseignant a le role de développer le
référentiel théorique en précisant 1’espace de travail adéquat a la situation

d’enseignement.

L’ETG idoine doit étre utilisé par des étudiants mais aussi par leurs enseignants.
Chacun se I’approprie et I’occupe avec ses connaissances mathématiques et ses
capacités cognitives. Ces ETG sont ce que nous appelons des ETG personnels.**

Il y a donc deux types d’espaces : ’espace de travail idoine qui correspond a celui
d’une personne experte, et I’espace de travail personnel qui correspond a celui d’une
personne qui maitrise certaines composantes dans la recherche de la résolution d’un
probléme. La résolution du probléme dans un espace de travail personnel n’arrive pas

aux performances de I’espace de travail idoine.

Leur focalisation sur I’espace de travail personnel a conduit les Kuzniak (2005) a

prendre en compte la dimension cognitive dans leur approche de la notion d’espace de

5 Houdement C. & Kuzniak A. (2006), Paradigme géométriques et enseignement de la
géométrie Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, volume XI, IREM de Strasbourg,
page 189,
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travail. A cet effet, Kuzniak (2005) a superposé au schéma de I’espace de travail les

trois processus cognitifs développés par Duval (1995) %

Pour résoudre un probléme de géométrie, I’expert dispose d’un espace de travail
que nous qualifierons d’idoine. Cet ETG remplit deux conditions, d’une part, il
permet de travailler dans la Géométrie correspondant a la problématique visée,
d’autre part, cet ETG est bien construit dans le sens ou ses différentes
composantes sont maitrisées et utilisées de maniére valide. En d’autres termes,
I’expert faisant face a un probléme peut reconnaitre le paradigme géométrique
utile pour la résolution, cela lui permet de ’interpréter et de le résoudre grace a
’espace de travail de référence associé a ce paradigme. Lorsque le probléme est
posé, non plus a un expert idéal, mais & un individu réel (I’éleve, I’étudiant ou le
professeur), le traitement du probleme va s’effectuer dans ce que nous
appellerons un ETG personnel. Ce dernier n’aura a priori ni la richesse ni la
performance de ’ETG d’un expert. Cette centration sur ’ETG personnel, nous
conduit a introduire une dimension cognitive dans notre approche de la notion
d’espace de travail. Pour cela, nous suivons Duval (1995) qui introduit trois
processus cognitifs.%

Comme nous allons voir dans le schéma qui suit, Kuzniak lie « I’espace local et réel »
du point de vue cognitif & la « visualisation », le « référentiel théorique» a la
« preuve », les «artefacts» (les outils informatiques ou classiques) a la
« construction », pour que tout cela ensemble se constitue en un « espace de travail
géométrique ». Ainsi, nous remarquons que les relations qui s’établissent entre les
diverses composantes dépendent de la géométrie a I'intérieur de laquelle se trouve le

processus d’enseignement.

8 Duval R., (1995), Sémiosis et pensée humaine. Registres sémiotiques et apprentissages
intellectuels, Berne, Peter Lang

8 Kuzniak A., Espace de travail géométrique personnelle : une approche didactique et
statistique, Troisiémes Rencontres Internationales — Terzo Convegno Internazionale - Third
International Conference, A.S.1. Analyse Statistique Implicative — Analisi Statistica
Implicativa — Implicative Statistic Analysis Palermo (Italy) 6 - 8 Octobre 20035, page 222.
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Espace local et réel -_ Référentiel théorique

Visualisation

Espace de travail
géométrique

Constructions

(Outils informatiaues ou classiques)

1. Le processus de visualisation est lié aux figures mentales ou au support
matériel.
2. Le processus de construction dépend des outils utilisés (régles, compas,
logiciels...).
3. Le processus de preuve est articulé sur un discours théorique.%’
La Géométrie naturelle (Géométrie 1) a pour source de validation la réalité et le monde
sensible. Dans cette géométrie, une assertion est légitime si I’intuition d’un résultat et

les conclusions d’une expérience ou d’une déduction correspondent. La confusion

entre le modele et la réalité est grande et tous les arguments reposent sur ’intuition du

% Kuzniak A., Espace de travail géométrique personnelle : une approche didactique et
statistique, Troisiémes Rencontres Internationales — Terzo Convegno Internazionale - Third
International Conference, A.S.I. Analyse Statistique Implicative — Analisi Statistica
Implicativa — Implicative Statistic Analysis Palermo (Italy) 6 - 8 Octobre 2005, page 222.
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réel, et sont permis pour justifier une affirmation et convaincre un interlocuteur.
Ensuite, nous rencontrons la Géométrie axiomatique naturelle dont le modéle est la
géométrie euclidienne classique. Cette géométrie (Géométrie II) est batie sur un modéle
proche de la réalité. Mais une fois les axiomes fixés, les démonstrations doivent se
situer a ’intérieur du systéme pour étre valides. Enfin, il y a la Géométrie axiomatique
formaliste (Géométrie III) ou le plus important est le systéme d’axiomes lui-méme,
sans relation avec la réalité. Ce systeme doit €tre totalement axiomatisé, ce qui n’est

pas le cas dans la Géométrie II.

Les relations qui s’établissent entre les différents processus cognitifs et les
composantes de I’espace de travail dépendent de la géométrie qui entre en jeu dans la
construction de la connaissance. Kuzniak (2007) considére que 1’espace de travail se
construit dans un enjeu pédagogique qui tient compte de la diversité culturelle
géométrique, qui donne du sens aux mathématiques, aux applications et aux
raisonnements. Aussi, il va conclure que la Géométrie I est technique et pratique, la

Géométrie 1, axiomatique et modélisante et la Géométrie I1I, logique et formelle.

Notre analyse, section 1.3, sur ’enseignement de la géométrie de I’espace, nous a
conduit a considérer que les concepts développés au secondaire se résument a la
description et a la construction des solides, a une étude synthétique du calcul des aires
et des volumes de solides, en faisant appel a des propriétés étudiés dans la géométrie
2D, sans faire référence a des propriétés a trois dimensions. A cet effet, nous
considérons qu’une géométrie de I’espace qui se veut une géométrie GII et qui utilise
un espace de travail spécifique, ETG — 3D — GII, doit répondre a des questions

spécifiques.
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Dans ce qui suit, nous mettons en évidence certaines questions qui se posent
autour de la construction, de I’application des énoncés et du calcul des aires et

des volumes des figures géométriques 3D, dans un espace ETG — 3D - GII.

Le cadre théorique de Houdement & Kuzniak implique qu’un référentiel théorique
utilisé dans I’étude de la géométrie euclidienne doit se situer autour d’axiomes
spécifiques. En classant les différents types de géométrie enseignées a 1’école,
Houdement & Kuzniak nous propose trois modéles différents : la Géométrie 1 ou
« Géométrie naturelle » basée sur une expérience empirique et dans laquelle on n’est
pas obligé de démontrer les choses qui nous semblent évidentes. En ce sens la
géométrie euclidienne n’est pas une géométrie I; la Géométrie Il ou « Géométrie
axiomatique naturelle » dont le modele est la géométrie euclidienne classique; et
finalement, la Géométrie III qui regroupe les géométries euclidiennes et non-
euclidiennes, dans lesquelles on ne voit pas directement un lien avec la réalité,

comme dans le cas de la Géométrie II.

Selon notre cadre théorique, on voit bien les différences entre les trois géométries.
Dans le cas de la GI, le raisonnement s’exerce sur des objets matériels ou matérialisés
sans qu’on ait besoin d’un référentiel théorique précis. Dans le cas de la GII, le
raisonnement s’exerce a partir d’un systéme axiomatique bien précisé, mais partiel,
qui fait un vrai lien avec la réalité. Dans le cas de la géométrie GIII, on dépasse la
réalité pour arriver a un systéme axiomatique qui pourrait n’avoir aucun lien avec la

réalité, le raisonnement se faisant dans ce systéme axiomatique.

... Nous rencontrons la Géométrie axiomatique naturelle dont le modele est la
géométrie euclidienne classique. Cette géométrie (Géométrie 1I) est batie sur
un modele proche de la réalité. Mais une fois les axiomes fixés, les
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démonstrations doivent se situer a lintérieur du systéme pour &tres
certaines.®

C’est évident que dans le programme d’étude, on ne voit pas d’une fagon explicite
les axiomes euclidiens, que ce soit pour la géométrie 2D ou 3D, mais cela ne signifie
pas qu’ils ne sont pas présents dans la structuration du référentiel théorique utilisé
pour la géométrie plane. Implicitement, tous les axiomes euclidiens spécifiques a la
géométrie plane, on les retrouve dans les énoncés proposés a étre étudiés, autrement,

on serait en dehors d’une géométrie qui se veut euclidienne.

Méme si on ne parle pas toujours dans la géométrie plane en termes de théorémes, de
propriétés ou de définitions, les €noncés proposés deviennent des propositions

nécessaires dans la résolution de différentes situations-problemes.

En ce qui concerne la géométrie de I’espace du programme d’étude, on ne voit pas
une orientation qui suit le fondement déja construit pour la géométrie plane. Le calcul
des aires, des volumes et les constructions géométriques 3D, qui correspondent a une
géométrie GII, devraient €tre précédés par des €noncés spécifiques a I’espace. Ces
énoncés devraient suivre de trés prés les étapes parcourues dans I’étude de la
géométrie plane. C’est évident que si on est dans une géométrie GI, les aspects
mentionnés ci-dessus ne sont pas obligatoires, puisqu’une géométrie du type GI ne
s’appuie pas sur un vrai référentiel théorique. Toutefois, pour pouvoir passer a une
géométrie de type GII, il faudrait orienter le travail dans la géométrie GI de fagon a

préparer le terrain aux énoncés de base de la géométrie GII.

% Kuzniak A., Espace de travail géométrique personnelle : une approche didactique et
statistique, Troisiéme rencontre Internationales — Terzo convegno internazionale —~ Third
Internationale Conference, A.S.I. Analyse Statistique implicative — Analisi Statistica
Implicativa — Implicative Statistic Analysis Palermo (Italy) 6 — 8 Octobre 2005, page212.
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Dans la géométrie euclidienne plane, la notion de hauteur est liée 4 la notion de
perpendiculaire d’un point a une droite, aux angles droits et a la notion de distance.
Dans une géométrie GII — 3D, par exemple, on ne peut pas parler de la hauteur d’une
pyramide sans tenir compte qu’elle est liée a la droite perpendiculaire a un plan, aux
angles droits (angles formés entre deux droites de I’espace ou entre une droite et un

plan de I’espace) et 4 la distance d’un point a un plan.

La construction d’une droite perpendiculaire a un plan nécessite I’application de
toutes les connaissances étudiées dans la géométrie plane sur la perpendicularité.
Ensuite, & toutes les propositions provenant de la géométrie plane, on devrait ajouter
certains énoncés qui pourraient nous acheminer vers la détermination de la hauteur
d’une pyramide. En utilisant la construction d’une droite perpendiculaire a une autre
droite, on peut considérer qu’on est dans le plan (deux droites concurrentes
déterminent un plan). Dés qu’on considére la perpendiculaire d’un point & un plan,
I’insuffisance créée par une seule relation de perpendicularité, ou plusieurs qui restent
toujours dans le méme plan, ne peut suffire a justifier le choix de la perpendiculaire a
un plan. Dans ce contexte, il faudrait préciser quelles sont les propositions sur

lesquelles se base notre construction.

Donc, les connaissances acquises en géométrie plane ne sont pas suffisantes pour
justifier le choix de la perpendiculaire. Le passage vers I’espace n’est plus une simple
construction d’une figure géométrique en trois dimensions. Pour aller dans une
géométrie GII — 3D, il faudrait que ce passage soit uniformisé en suivant des
propriétés bien précisées, comme dans la géométrie plane, et desquelles on tient

compte dans toutes les constructions 3D dans ’espace 2D.

Les constructions par 1’évidence, comme c’est le cas de la construction de la hauteur

d’une pyramide, peuvent s’avérer de vrais points de questionnement. Pour ceux qui
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veulent avoir la preuve d’une affirmation, la géométrie GI ne donne que de réponses
basées sur une démonstration perceptive, par exemple: Quel point appartenant a la
base correspond au pied de la hauteur de la pyramide ? Peut-on appliquer le théoréme
de Pythagore dans les triangles rectangles obtenus avec la hauteur dans une

' pyramide ? Est-ce que je suis vraiment dans un triangle rectangle ? etc.

Tous ces aspects peuvent se rapporter finalement a deux questions: 1. Comment
peut-on établir qu’une droite est perpendiculaire a une autre droite de 1’espace sans
qu’elles aient, ou non, des points en commun ? 2. Comment peut-on établir qu’une

droite est perpendiculaire & un plan ?

Dans ce qui suit, nous allons proposer un cheminement possible du référentiel
théorique qui pourrait étre utilisé dans la géométrie de ’espace et qui devrait précéder
le calcul des aires et des volumes, tout en respectant le cadre donné dans le
programme d’étude pour la géométrie plane. Puisque notre intention est de donner au
lecteur un apercu d’un cheminement possible de la géométrie de 1’espace, nous ne
passerons pas par tous les énoncés, les propositions et les démonstrations qui soient

nécessaires a donner dans ce contexte spécifique.

Un cheminement possible du référentiel théorique spécifique a la géométrie de
Pespace, correspondant a un ETG - 3D - GII, avec cette méme rigueur que celle

de la géométrie euclidienne plane qui correspond a un ETG - 2D - GIIL.

Notre proposition du cheminement possible, pour le référentiel théorique de la
géométrie de ’espace, part de la question que nous avons posée par rapport au choix
de la hauteur d’une pyramide et tout ce qu’implique la construction de cette hauteur.

En considérant toujours notre exemple, les étapes décrites ci-dessous permettent de
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justifier, au sens d’une géométrie GII, I’angle entre deux droites de I’espace, la

perpendicularité¢ dans I’espace, la mesure des angles et la distance dans 1’espace.

Un premier aspect qu’il faudrait retenir dans notre proposition c¢’est le support
axiomatique sur lequel repose la construction d’une géométrie de I’espace. Les
premiers cing axiomes, donnés dans I’introduction de ce travail, peuvent constituer le
premier pas dans la démarche de construction d’une géométrie 3D. Pour donner plus

de consistance a notre travail, on va les reprendre en ce qui suit.
L Les axiomes

A.1 Par deux points distincts, on peut tracer une et une seule droite; n’importe quelle

droite contient au moins deux points distincts.
A.2 Par trois points non-colinéaires, on peut faire passer un seul plan; n’importe

quel plan contient au moins trois points non-colinéaires.

(Si A, B, C sont trois points non-colinéaires, on notera alors (ABC) le plan

déterming par ces trois points).
A.3 Si deux points distincts appartiennent & un plan, alors la droite déterminée par

ces deux points est incluse dans le plan.
A.4 Si deux plans ont un point en commun, alors leur intersection est une droite.

A.5 Dans I’espace, 1l existe au moins quatre points non-coplanaires.

Pour avoir accés & I’axiome des paralléles (’axiome d’Euclide) qui est aussi valable
p

dans la géométrie de I’espace, on doit définir les droites paralléles.
II. Le parallélisme dans ’espace

Définition 1 : Droites paralléles
Deux droites coplanaires qui n’ont aucun point commun sont nommeées droites

paralleles.
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On peut maintenant énoncer 1’axiome d’Euclide.
A6. (Axiome d’Euclide)

Par un point extérieur & une droite, on peut construire une et une seule droite

parallele a la droite donnée.
II1. La détermination d’un plan de I’espace

A partir de I’axiome d’Euclide et de la proposition 1, et tenant compte de la définition
donnée des droites paralléles, on peut considérer comme vraie la proposition ayant

trait aux modalités pour déterminer un plan.

Enongons maintenant quelques propositions relatives a la détermination d’un plan,
propositions que nous ne démontrerons pas mais qui découlent immédiatement des

axiomes.

Proposition 1

Trois points non-colinéaires déterminent un seul plan.
On déduit cela a partir de I’axiome A.2.

Corollaire

Si deux plans ont trois points non colinéaires en commun, alors les plans coincident.

Aprés qu’on ait donné une premiére détermination d’un plan, on pourrait définir ce

qu’est une droite paralléle a un plan.

Définition 2 : Droite paralléle a un plan

Une droite est paralléle a un plan si la droite et le plan n’ont aucun point en commun.



73

Dans le cheminement proposé pour la géométrie de I’espace, on doit considérer vraies
dans un plan toutes les propositions connues de la géométrie plane qui font référence
au parallélisme, a la perpendicularité, a la congruence, aux figures semblables, etc,

ainsi que les modalités de détermination d’un plan :

Proposition 2

Deux droites paralléles déterminent un plan.

Proposition 3
Une droite et un point qui n’appartient pas a cette droite déterminent un plan. Il existe

un seul plan qui contient cette droite et le point.

Le plan déterminé par le point 4 et la droite d est noté par (4, d).

Proposition 4

Deux droites concourantes déterminent un plan.

Le plan déterminé par les droites d et g est noté (dg).

En suivant les étapes du modeéle du référentiel théorique de la géométrie plane, le pas
_ suivant semble €tre le parallélisme et I’intersection entre les plans et toutes les
propriétés qui en découlent. En parlant de parallélisme dans I’espace, on se retrouve
obligé & donner ce qui est ’angle et la mesure de ’angle entre deux droites dans

’espace.

Si on veut étre dans GII, pour déterminer I’angle entre deux droites de 1’espace, il
faudrait d’abord savoir la mesure de cet angle en correspondance avec une théorie

axiomatique de la mesure. Dans notre exemple, nous nous sommes intéressés a savoir
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quelles sont les conditions a remplir pour que la mesure de I’angle entre une droite et

un plan soit de 90°.
1V. L’angle dans U’espace et sa mesure

Deux droites coplanaires concourantes en un point déterminent quatre angles ayant le
méme sommet. La mesure de ces angles est m® ou 180° m°. Pour la mesure d’un
angle entre deux droites coplanaires, on considére la plus petite des deux valeurs. Si

m = 90° alors les droites sont dites perpendiculaires.

Définition 3 : La mesure d’un angle entre deux droites coplanaires
La mesure d’un angle entre deux droites coplanaires est considérée la plus petite des

deux valeurs m° ou 180°- m°®.

La proposition qui suit fait référence aux angles ayant leurs cotés paralleles. Cette
proposition nous permet de donner une définition a la mesure de 1’angle entre des

droites non-coplanaires.

Proposition 5
Soit xOy et x’O’y’ deux angles situés dans des plans différents. Si Ox // O'x” et Oy //

O’y’, alors les angles xOy et x’O’y’ sont congrus ou supplémentaires.67

On peut donc réduire le probleme de la mesure de ’angle entre deux droites de

’espace a la mesure de 1’angle entre deux droite coplanaires.

Définition 4 : La mesure d’un angle entre deux droites non-coplanaires
Soit a et b deux droites non-coplanaires et P un point quelconque de I’espace. Soit o’
I’unique parallele & g qui passe par P (donnée par I’axiome d’Euclide) et soit b’

’unique paralléle a b qui passe par P. Conformément a la proposition 4, énoncé ci-

%7 a démonstration est donnée 4 la page 15 du mémoire.
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dessus, les droites a’ et b’ sont coplanaires. La mesure de 1’angle entre les deux
droites a et b est la mesure de I’angle entre les droites a’et b,

a

b
Selon notre cheminement, la définition de la mesure d’un angle, entre les droites non-

coplanaires, nous permet de définir les droites perpendiculaires dans 1’espace.
V. La perpendicularité dans I’espace

Définition S : Droites perpendiculaire dans I’espace

Dans |’espace, deux droites sont perpendiculaires si la mesure de leur angle est 90 068

Généralement, dans I’espace, on utilise des relations successives de perpendicularité
entre des droites qui ne sont pas nécessairement coplanaires et qui, par leur position

dans I’espace, n’ont pas de point en commun.

Etant donné que par un point extérieur a un plan, on peut construire une infinité de
droites ayant un point en commun avec le plan, une question s’impose : quelles sont
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une droite soit perpendiculaire au

plan ?

68 Parfois, dans les manuelles, elles sont nommées orthogonales pour les différencier des
droites perpendiculaires du plan.
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Il s’avére donc nécessaire de donner la définition d’une droite perpendiculaire a un

plan.

Définition 6 : Droite perpendiculaire a un plan
Une droite est perpendiculaire a un plan si la droite est perpendiculaire a toutes les

droites incluses dans le plan.

Puisque la définition n’est pas vraiment utilisable (au sens qu’on ne peut pas
démontrer qu’une droite est perpendiculaire au plan, en démontrant qu’elle est
perpendiculaire & toutes les droites, en nombre infini, incluses dans ce plan), on a
besoin d’un énoncé qui soit une condition suffisante pour démontrer qu’une droite est

perpendiculaire & un plan :
Proposition 6
Une droite est perpendiculaire un & plan, si la droite est perpendiculaire a au moins

deux droites non-paralléles qui sont incluses dans ce plan.

Démonstration :
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Soit o un plan, d une droite qui n’appartient pas au plan « et soit O le point
d’intersection de d avec . Soit a et b deux droites non paralléles incluses dans le plan
a, telles que d L a et d L b. En prenant en compte la proposition 5 et I’axiome

d’Euclide dans le plan, on peut considérer que les droites a et b passent par le point
0.

On va démontrer que d est perpendiculaire a n’importe quelle droite ¢ incluse dans le

plan a (#).

Considérons une droite ¢ quelconque incluse dans le plan a. Si ¢ est parallele a a ou a
b, alors I’affirmation (*) est évidente (tenant compte de la proposition 5 et des

définitions 4 et 5).

Si ¢ n’est pas parallele a a ou a b, alors on doit suivre la démonstration suivante.
On sait que la droite ¢ est incluse dans le plan « et non-parallele a a et a4 b. Pour
déterminer la mesure de I’angle formé entre deux droites de I’espace, dans notre cas

entre les droites d et ¢, on applique la définition 4. En prenant en compte la définition
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5 et ’axiome d’Euclide dans le plan, on peut considérer que la droite ¢ passe pas le

point O.

On peut alors considérer que les droites a, b, ¢ passent par le point O, comme dans la
figure ci-dessus. Sur les droites a, b, d, on considére les points 4, B, C, C’ tels que :
C,C'Edet OC=0C,AEa, BEb et OA=0B. (On a choisi les points 4 et B, tel
que ’intersection D de la droite AB avec la droite ¢ soit un point situé entre 4 et B.)
Alors 1 AOAC = AOAC’ (triangles rectangles en O, le cas C.C.) d’00 AC = AC’ (1)
AOBC = AOBC’ (triangles rectangles, le cas C.C.) d’ou BC= EE(Z)

De (1) et (2), on déduit que ACAB =AC'AB(le cas C.C.C.)d’ou £ CAB=~2C'AB(3).
De (1) et (3), on déduit que ACAD = AC'AD (le cas C.A.C.) d’ou CD=C'D et donc,
ACDC" est isocele de base CC'. Dans ce triangle, DO est médiane et par conséquent,

hauteur du triangle. On en déduit que DO L CC". Cela implique que d L c.

Parmi les énoncés spécifiques a une géométric GII — 2D utilisés dans notre
démonstration, nous remarquons les cas de congruence des triangles quelconques ou
les cas de congruence des triangles rectangles. Aussi, les propriétés spécifiques pour
un triangle isocéle sont mises en évidence par la médiane correspondant a la base du
triangle qui est aussi la hauteur du triangle. Ces énoncés et I’axiome d’Euclide dans le
plan sont nécessaires et représentent un grand support dans notre démarche de preuve.
Une fois la démonstration terminée, la proposition 6 peut €tre utilisée comme étant
connue et démontrée dans toutes les autres démarches de preuves. Si on doit
démontrer qu’une droite est perpendiculaire au plan alors, il suffit de démontrer que
la droite est perpendiculaire a deux droites concourantes qui sont incluses dans ce
plan. Tout cela grace a un énoncé qu’il n’est plus nécessaire de redémontrer a chaque

fois.
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Cet exemple montre les modalités par lesquelles les propriétés et les énoncés appris
dans la géométrie plane peuvent étre transférés dans la géométrie de l'espace. Sans la
proposition 6, on peut considérer les corps géométriques, les prismes, les pyramides,
les corps ronds ou les sections dans ces corps comme des simples dessins, objets

d’étude de I’espace de travail GI, géométrie naturelle.

Comme dans le parallélisme dans 1’espace, il faudrait donner des énoncés sur la
perpendicularité qui font une claire référence aux plans perpendiculaires et a quelques

propriétés qui en découlent.

En revenant sur les deux questions en relation avec la hauteur de la pyramide, nous
allons parler dans ce qui suit, d’un théoréme qui est connu sous le nom de Théoreme

des trois perpendiculaires.

Ce théoréme, et une de ses deux réciproques, nous donne des réponses par rapport
aux deux questions posées: 1. Comment peut-on établir qu’une droite est
perpendiculaire & une autre droite de 1’espace, qu’elles aient, ou non, des points en

commun? 2. Comment-on peut établir qu’une droite est perpendiculaire & un plan ?

Axiome 7: Par tout point extérieur a un plan, il existe une et une seule

perpendiculaire a ce plan.

Proposition 7 : Théoréme des trois perpendiculaires ( T3.L ).
Soient « un plan, et 4 un point, 4 & @, et a une droite, a C a . Soit 4’ € «a tel que

AA’L a. Soit BEatel que A'B L a, alors4B 1 a.
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Démonstration : Nous allons utiliser la notation (44°’B) pour mettre en évidence le
plan déterminé par trois points, dans notre cas par les points 4, A’ et B. Pour
démontrer que AB L a, il est suffisant de démontrer que a L (A4 °B). En effet, si a L
(AA'B) et AB C (AA’B), alors conformément a la définition 6, une droite est
perpendiculaire au plan si elle est perpendiculaire & toutes les droites incluses a ce

plan, on obtient al AB.

Démontrons donc que a L (44 'B).

SiA4’L a et aC a, on déduit par la définition que A4 'L a. Etant donné que a L A’B,
cela implique que la droite a est perpendiculaire aux deux droites concourantes 44~ et
A’B incluses dans le plan (44’B). Donc, par la proposition 6, la droite a est
perpendiculaire a ce plan. La démonstration de ce théoréme pourrait étre considéré un
peu difficile, mais en réalité, on a une sorte d’arrangement spatial des droites dans
’espace. Cet arrangement peut étre réellement mis en évidence a l’aide d’une

équerre. L hypoténuse du triangle rectangle concerne la perpendiculaire demandée.
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On peut observer en regardant le dessin qu’il nous suggere la construction de la droite
perpendiculaire a I’aide d’une équerre. C’est évident, que ce dessin n’est pas la seule
possibilité de placer I’équerre. La figure suivante nous donne aussi une autre variante

pour la perpendiculaire concernée.

La différence entre les deux figures consiste en ce que dans le premier cas, on utilise
une suite de relations de droites perpendiculaires, qui ne sont pas nécessairement
coplanaires. Cet aspect nous donne la richesse d’un traitement spatial de la distance
d’un point a une droite, mais aussi de la distance d’un point a un plan par une de ses

réciproques.

Nous constatons la possibilité de construire trois réciproques du théoreme des trois
perpendiculaires. A partir de ces trois relations de 1’hypothése 44 'L a (1), A'B L a
(2), a C a (3) et de la conclusion du théoreme AB L a (4), on peut énoncer les trois

réciproques.

Réciproque 1, de T3L
Soit le point 4" tel que 4’€ a et A4’ L «a (I1).Soient une droite a, telle que a incluse

dans le plan o( a C a (3)), et une droite 4B perpendiculaire a la droite

a,(AB L a (4)), ou le point B appartient a la droite a, (B € a), alors 4A’BL a (2).
A
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Démonstration : En utilisant les relations 44°L a (1) et a C «a (3), données dans
I’hypothése du théoréme, et le fait que la droite 44’ est incluse dans le plan (44°B),
on déduit que A4’ L a (conformément a la définition 5, d’une droite perpendiculaire a

un plan).

Puisque, dans ’hypotheése, on a la relation 4B L a (4) et qu’on a la relation de
perpendicularité 44°L a, on déduit par la proposition 6, que al(AA'B). Par
conséquent, étant donné que la droite 4 'B est incluse dans le plan a et que la droite a

est perpendiculaire au plan (44 °B), on déduit par la définition 6, que la droitea L A'B.

Réciproque 2, de T3.L

Soit le point 4’E o et une droite a incluse au plan o a C «a (3). Soit 4'B
perpendiculaire a la droite @, 4’BL a (2), ot B € a. Si la droite 4B est
perpendiculaire a la droite @, AB L a (4), alors la droite 44" est perpendiculaire au

plan o, A4"L a (1),

Le dessin qui suit nous démontre que cette réciproque n’est pas vraie. Etant donné
que le point 4 “appartient a la droite 4B sans restriction, alors il faut remarquer que le
triangle 44 B n’est pas nécessairement un triangle rectangle, autrement dit que 44’

n’est pas nécessairement perpendiculaire a la droite 4 B et au plan a
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Réciproque 3, de T31

Soit une droite 44° perpendiculaire au plan « tel que 4 est extérieur au plan et 4’
apparient au plan o, (44’ L o (1)). Soient a une droite telle que 4B perpendiculaire &
la droite a,(4’BL a (2)), ou B E q, et la droite 4B perpendiculaire a la droite a (4B L

a (4)), alors la droite a est incluse dans le plan a (a C a (3)).

Comme dans la réciproque précédente (Réciproque 2), la réciproque 3 n’est pas vraie.
Le dessin qui suit indique que méme si toutes les relations de I’hypothése sont
remplies, la droite a n’est pas nécessairement incluse dans le plan a. Etant donnée
qu’on est dans I’espace, on peut construire une infinité de droites paralléles entre

elles, mais qui ne sont pas toutes incluses dans le méme plan.

Dans I’hypothése de la deuxiéme réciproque, nous avons la relation 44°L a. Si on
ajoute & I’hypothése de cette réciproque la relation 44°L A’B, alors nous allons
obtenir un autre théoréme, on peut la nommer le théoreme renforcé de la deuxieéme

réciproque, qui nous permet de démontrer qu’une droite est perpendiculaire a un plan,



84

en utilisant la construction des droites perpendiculaires sur d’autres droites.
L’application de cette réciproque dans les problémes de géométrie de ’espace nous
permet de répondre a la question qui vise & établir des conditions relatives,
nécessaires et suffisantes a la construction, pour qu’une droite soit perpendiculaire a

un plan.

Dans ’hypothese de la deuxiéme réciproque, nous avons deux relations, 4°B 1 a,
AB 1 a, qui nous conduit a déduire que la droite a est perpendiculaire au plan (4 'B4)
et par suite, @ L 44" En renforcant ’hypothese de la deuxieme réciproque avec la
relation 44’ 1 A’B, nous allons obtenir I’énoncé d’un théoréme vraiment utile dans

les démarches d’une démonstration qu’une droite est perpendiculaire au plan.

Proposition 9: Réciproque renforcé de T3L ou, Le théoréme de D’existence

d’une droite perpendiculaire au plan.

Soit « un plan et 4 un point, 4 & «, et a une droite, « C «. Soit B un point
appartenant a la droite a (BE a), telle que la droite 4B est perpendiculaire a la droite a
(AB 1 a). Soit A" un point appartenant au plan o, 4’€ « tel que la droite 4'B
perpendiculaire & la droite a (4’B L a), et la droite A4 ' perpendiculaire & la droite A'B
(AA’L A'B) alors, la droite 44 “est perpendiculaire au plan a (44’ L o).

Démonstration :

Nous utiliserons la méme figure que dans le théoreme direct.

4
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En utilisant I’énoncé qui nous donne une condition suffisante pour qu’une droite soit
perpendiculaire au plan, (Proposition 6 : une droite est perpendiculaire au plan si elle
est perpendiculaire & au moins deux droites non paralléles incluses a ce plan), nous
allons démontrer que la droite a est perpendiculaire au plan (44 ’B). On a la droite a
perpendiculaire aux droites 4B et A'B (a L AB et a 1 A'B), ou les droites AB et A'B
sont incluses au plan (44 ’B). Conformément a la proposition 6, on obtient que la

droite a est perpendiculaire au plan (44 °'B) (a L (AA'B)).

Par conséquent, conformément a la définition d’une droite perpendiculaire au plan,

puisque a L (AA'B) et AA'C(AA'B),ona al AA"

Puisque @ L AA4°, on a A4’ L a. Donc, par la proposition 6, puisque AA" La et

AA"1 A'B (hyp.), ot a et A’'B sont incluses dans le plan ¢, ona AA'l c.

On remarque la richesse de cette démonstration pour nous indiquer comment
construire la perpendiculaire 4 un plan, depuis un point extérieur & ce plan, en

n’utilisant que des droites perpendiculaires a d’autres droites.

En utilisant 1’énoncé et la figure donnés ci-dessus, on peut dire que la construction
réelle de la perpendiculaire d’un point qui n’appartient pas a un plan, au plan, passe
par les étapes suivantes : 1. On construit une premiére droite perpendiculaire du point
A (extérieur au plan) a la droite a (incluse dans le plan). On obtient un point
d’intersection, entre les deux droites (la perpendiculaire et la droite incluse dans le
plan), noté par B ; 2. On construit une deuxieéme perpendiculaire (incluse dans le plan
a) du point B a la droite a ; 3. On construit une troisieme perpendiculaire du point A
(extérieur au plan) a la deuxiéme perpendiculaire. On note le point d’intersection

entre les deux droites par 4°, AA’L A'B ; 4. La construction de la dernicre
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perpendiculaire représente aussi la perpendiculaire d’un point extérieur a un plan, au

plan.

V1. La distance dans I’espace

La distance est aussi un point important dans un référentiel théorique spécifique a la
géométrie de I’espace. Dans ce sens, a partir de la distance d’un point a une droite, il
faut définir la distance d’un point & un plan. Ensuite, la distance entre deux droites
paralléles en 2D, nous suggére une définition de la distance entre une droite et un plan

parall¢les, ainsi que la distance entre deux plans paralléles.

II faut d’abord donner la définition d’une droite paralléle a un plan et la définition de

deux plans paralléles.

Définition 7 : Droite paralléle a un plan
Une droite est paralléle a un plan si la droite et le plan n’ont aucun point en commun.
Autrement dit, si I’intersection entre la droite et le plan est I’ensemble vide,

a N o = J. Notons cette relation par, a|| o.

Définition 8 : Plans paralléles
Deux plans a et B sont paralléles s’ils n’ont pas de points en commun. Autrement dit,

si I’intersection entre les plans est I’ensemble vide, a N = &.

Définition 9 : La distance entre un point et une droite

On considére un point 4 et une droite a. Alors, comme dans la géométrie plane, on
peut donner la définition suivante : La distance entre le point 4 et la droite a, notée
d (4, a), est :

1.d(4,4°), si A& a, ou 4’ estle pied de la perpendiculaire abaissée de 4 sur a;
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2.0 s1 A€ a.

] a
A’ B

A partir de cette définition, on constate que tout point BE a, B distinct de A4’, est
plus éloigné de 4 que ne I’est 4”. En effet, on a par Pythagore : AB*> = A'A” + A'B” et

A'B=0= AB* >4AA4”. On a donc la propriété suivante.

Propriété : V BE a,d(A,a) = d(A,B).
Ouencore, VBE a,B= A'= d(A,a)< d(4,B).

Définition 10 : La distance d’un point a un plan

On considere un point A et un plan a. Soit AD L a, D € a. La distance du point 4 au
plan a, notée d(4, o), est :

1.d(4,D), si A&«

2.0,5si A€ .

Aussi, comme dans le cas précédent, & partir de la définition de la distance d’un point

a un plan, on constate que tout point M € a, M distinct de D, est plus éloigné de 4
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que ne l'est D. En effet, on a par Pythagore AM = AD +DM" et
DM = 0= AM*>AD?. On a donc la propriété suivante.

Propriété :V M € a,d(A,a) <d(A,M).
Ouencore,V M Ea, M = D= d(A,a)<d(A,M)

Définition 11 : La distance entre deux droites parall¢les de I’espace
Soient g et b, deux droites paralleles de ’espace. Comme dans la géométrie plane, la
distance entre deux droites paralleles a et b, notée d’(a,b), est la distance d’un point 4

appartenant a la droite g, & la droite b. Autrement dit, d (a, b)= d(4, b), A€ a.

A B

A’ B’

On peut démontrer que la distance entre deux droites paralléles ne dépend pas du
point choisi. En considérant un autre point B appartenant a la droite g, alors il suffit
de démontrer que la distance du point B a la droite b est égale a la distance du point 4

a la droite b.

En effet, puisque deux droites paralléles déterminent un plan (proposition 2), alors
AA’B’B est un quadrilatére inclus dans un plan bien déterminé. Puisque les droites a
et b sont paralléles alors les segments 4B et 4’B’ sont aussi paralléles (4B| |A'B’). Si
AA’ 1 b et BB’ 1 b alors on déduit que 44’ || BB’ (conformément & un énoncé
connu dans la géométrie plane) et donc le quadrilatere 4A4’'B’B est un
parallélogramme (4B ||4'B’, A4’ || BB’) ayant un angle droit (44’ 1 b), donc un

rectangle. Il est suffisant de dire que le quadrilatére A4 ’B’B est un parallélogramme
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pour avoir les segments A4’ et BB’ congrues, et donc leurs mesures égales. On
obtient donc, que la distance entre deux droites paralleles de 1’espace est

indépendante du point choisi.

Définition 12 : La distance entre une droite paralléle 2 un plan et ce plan
Soit a une droite paralléle au plan a. La distance entre la droite a et le plan «, notée

d (a,a), est la distance d’un point quelconque de a au plan a.

A B a

On peut démontrer d’une fagon analogue, comme dans le cas de deux droites
paralléles dans I’espace et tenant compte de 1’axiome 7, que la distance entre une

droite (parallele au plan) et un plan est constante.

Soient les points 4 et B appartenant & la droite a et 4°, B’, les pieds des
perpendiculaires depuis A et B dans le plan a. Les trois points déterminent un plan
(44°B’) (conformément & la proposition 1). Etant donné que BB’|| A4’ et que le
point B’ appartient au plan (44 'B’), alors les droites 44" et BB’ sont coplanaires (les
deux sont incluses dans le plan (44 ’B’)) et forcement les droites 4B et A°B’ sont
paralleles. Pour démontrer que les distances concernées sont égales, il est suffisant de
continuer la démonstration comme dans le cas de la distance entre deux droites
paralléles dans ’espace (44 'B’B est un parallélogramme et donc les segments 44’ et

BB’ congrues, et leurs mesures égales).
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Pour démontrer que les droites AB et 4’B’ sont paralléles, on suppose par réduction a
I’absurde qu’elles ne sont pas paralléles et donc, elles ont un point en commun. Etant
donné que la droite 4B’ est incluse dans le plan a, alors le point d’intersection entre
les deux droites appartient aussi au plan a. Ceci implique que la droite 4B et le plan o

ne sont pas paralleles. Ce qu’est faux, étant donné qu’on a supposé que la droite 4B

est parallele au plan «.

Définition 13 : La distance entre deux plans paralléles
La distance entre deux plans paralléles a et B notée d(a, p) est la distance au plan

d’un point quelconque qui appartient au plan a.

Généralement, pour le calcul de la distance entre deux droites paralléles, entre une
droite et un plan parallele avec la droite, ou la distance entre deux plans paralléles, on
calcule la distance a partir d’un point qui appartient a une droite, droite incluse dans
un de ces deux plans. Pour démontrer que la distance entre les deux plans paralleles
reste constante et qu’elle ne dépend pas du point choisi, on peut suivre les mémes
démarches, comme dans le cas de la distance entre une droite parallele au plan et le

plan.
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VII. Le calcul des aires et des volumes

Le calcul des aires et des volumes des solides est généralement réduit & une formule
qui n’est pas démontrée rigoureusement. Parfois ces types de démonstrations ne sont
pas nécessaires au secondaire, mais il faut remarquer que pour la démonstration de la
formule du volume d’un tétra¢dre, le théoréme de trois perpendiculaire s’avere

vraiment nécessaire. Nous ne donnons pas la démonstrations ici.

Proposition 10: Le volume d’un tétra¢dre est le nombre égal a tiers du produit obtenu

entre |’aire d’une face quelconque du tétraedre et la hauteur qui lui correspond.

La proposition qui suit permet de montrer que le volume d’un tétraédre ne dépend pas

de la fagon dont on choisit la base de la pyramide triangulaire.

Proposition 11 : Consistance de la Proposition 10
La formule du volume d’un tétraédre ne dépend pas de la base choisie pour la

pyramide triangulaire.
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Démonstration :

Dans le tétraédre ABCD considérons les hauteurs 44" et DD’ On note I’aire du
triangle BCD, par A,,.,, et ’aire du triangle ABC par A,,;.. Nous allons démontrer
que A,pepAA = A" DD

Soient 4" et D’, tels que 44°L (BCD) et DD’L (ABC). Soit E € BC tel que A’E L BC
et soit F € BC tel que D’F L BC (I). En utilisant le théoréme des trois
perpendiculaires dans ces deux cas, nous allons déduire que AE L BC et DF L BC
(2). En effet, puisque

AA'L(BCD)

A'E LBC,

) alors, conformément 731 ,ona AE L BC,
A'E et BC C (BCD)

De plus,
DD'1(ABC)
D'F1BC,

puisque,
D'F et BCC(ABC)

alors, conformément a 731 ,ona DF 1L BC (1).

A partir des relations (1) et (2) on obtient deux relations de parallélisme :

AE||DF et AE|| DF.

Dong, puisque AE [|D'’F et A’E || DF , alors LAEA'= ZD'FD.

Ensuite, puisque les angles sont congrus, alors leurs sinus sont égaux:

L AEA'=/ D'FD = sin/AEA’ =sin £ D'FD.

En appliquant la définition du sinus, pour les deux sinus, nous obtenons deux rapports

égaux : SInZAEA'=sinD'FD = AA_DD
AE DF

et donc, AA"DF=DD'-AE. En



93

. . BC .
multipliant la relation obtenue par le rapport B nous obtenons la relation

escomptée :

BC BC
=

AA'-DF-===DD'- AE- == an-PEBC_ ppy AE-BC

> S = A Ay = DD Ay

En multipliant la derniére relation par %, nous obtenons que la formule du volume de

la pyramide est cohérente, et ne dépend pas de la face choisie comme base.

Sans entrer dans des questions qui pourraient nous faire sortir de la géométrie de
niveau secondaire, on remarque que dans les Eléments d’Euclide, il n’existe pas une
définition exacte de la notion de volume ou d’aire. Chez Euclide, le calcul des aires et
des volumes passe par la comparaison des figures planes et de certains solides. En ce
sens, le tétraédre a un réle de base dans la décomposition de certains polyeédres en un

ensemble de pyramides triangulaires avec des intérieurs disjoints,

Pour construire un lien dans le passage du plan vers ’espace, une étape d’observation
spécifique a la Géométrie I semble étre nécessaire. Mais, il faudrait quand méme que
cette étape ne soit qu’une étape transitoire, pour étre en mesure de répondre a des
questions plus spécifiques a I’espace. En méme temps, la géométrie GI — 3D doit étre
structurée de telle sorte a préparer ce passage a la structure euclidienne GII — 3D, que

I’on veut utiliser dans nos démarches de preuve.

Les liens qui doivent étres établis, entre la géométrie plane et la géométrie de I’espace
au niveau secondaire, se trouvent certainement autour de la géométrie euclidienne et
dans la fagon dont nous allons représenter les solides dans un plan 2D. Mais, il est
nécessaire de ne pas se limiter a des représentations 2D des objets 3D. Ainsi, on ne
peut tenir pour acquis que les propriétés euclidiennes en 2D des objets 3D soient

pergues par les éleves, s’ils ne se réferent qu’a des représentations 2D des solides. On
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représente les solides dans un plan 2D, mais en méme temps, on doit avoir un
référentiel théorique qui pourrait nous donner le pouvoir d’argumenter dans nos

démarches.

1.4.2.B. Discussion sur le cheminement de la géométrie proposé par le

programme d’étude en regard de ce cadre.

La géométrie euclidienne représente la porte d’entrée dans une réalité qui est connue
par nos ¢€leves, depuis les premieres perceptions géométriques et dessins qu’ils ont
faits. La richesse d’une géométrie, qui représente la réalité et qui a un support
théorique bien établi, ne peut pas étre mis en doute dans les démarches d’une preuve.
C’est pour cela que le programme d’étude fait un retour sur la géométrie euclidienne.
Elle nous donne le référentiel théorique pour I’étude de la géométrie plane, mais en ce
qui concerne la géométrie de ’espace, le référentiel théorique ne suit pas de

démarches en phase avec un ETG — 2D - GII.

Conformément au paradigme de la géométrie GI, la géométrie naturelle ne
correspond pas a la géométrie euclidienne. Dans cette géométrie, les démonstrations
ne sont pas faites de fagon rigoureuse en suivant un référentiel théorique bien établi.
L’intuition, la déduction et le raisonnement sont liés aux « objets matériels ou
matérialisés, grace a la perception ou a la mise en ceuvre d’expériences mécaniques
réelles. » Comme nous 1’avons déja précisé, dans la Géométrie I, I’espace support,
dans lequel se trouvent les objets géométriques a étudier, est un espace local et réel,
constitué de dessins ou de maquettes. Si, on veut parler d’un référentiel théorique
pour la géométrie GI, il est nécessaire de ne pas penser ce référentiel en termes d’un
« modéle théorique », basé sur des définitions, des propriétés et des énoncés
structurés selon une axiomatique bien précisée. Le référentiel de la géométrie GI est

obtenu par un processus de modélisation par « schématisation et idéalisation du
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monde réel ». Ainsi, certaines définitions de I’espace sensible sont mises a la
disposition de son utilisateur. Done, dans la géométrie GI, I’espace de travail est un

« espace intuitif et physique » et le dessin est un « objet d’étude et de validation. »

Nous considérons que la géométrie de I’espace qui s’enseigne au secondaire a des

caractéristiques qui correspondent a la GI, géométrie naturelle.

Prenons encore ’exemple du probléme de la pyramide quadrilatére réguliére. On
suppose que I’éleve a dans les données du probléme, la hauteur et les longueurs des
cotés du quadrilatére a sa base. On lui demande de calculer I’aire latérale de la

pyramide.

Dans ce cas, il utilise le théoréeme de Pythagore dans un triangle rectangle bien choisi,
par exemple AVOE, qui est rectangle par « évidence perceptive ». Nous considérons
qu’une premicre étape est nécessaire dans la démonstration du probléme, pour valider
dans un ETG — GII - 3D le fait que ce triangle est rectangle, avant de passer
directement aux calculs spécifiques ETG — 2D, dans lesquels on utilise le théor¢me
de Pythagore. A partir des énoncés spécifiques, qui concernent un référentiel
théorique ETG — GII — 3D, nous travaillons la déduction de fagon rigoureuse. Nous

considérons qu’il est nécessaire de se situer dans un ETG — GII — 3D et, de la, d’y



96

intégrer des énoncés de la GII — 2D comme le théoréme de Pythagore.

Par exemple, 1’énoncé qui pourrait &étre pris en considération dans notre exemple est :
si une droite (la hauteur de la pyramide) est perpendiculaire a un plan, alors la droite
est perpendiculaire a n’importe quelle droite (dans notre cas, on considére
I’apothéme du quadrilatére) qui est incluse dans ce plan. En ce sens, dans une
géométrie GII, avant de poursuivre nos calculs, nous devrions savoir que nous ne
pourrons appliquer le théoréme de Pythagore que si nous avons au préalable démontré
que le triangle est un triangle rectangle. A cet effet, nous pourrons appliquer 1’énoncé

X i VOL1(ABC) .
ci-dessus de la fagon suivante : = VOLOE = AVOE rectangle. Dés
OE C (ABC)

que cette étape de démonstration est finie, nous pourrons continuer par I’application

du théoréme de Pythagore.

Si nous ne nous sommes pas en mesure de justifier que notre triangle est un triangle
rectangle, et allons directement faire des calculs dans ce triangle en utilisant le
théoréme de Pythagore, alors notre démarche pourrait étre contestée ou simplement
rejetée. Le manque d’une justification viable pour la perpendicularité d’une droite au
plan peut conduire a considérer que le travail du géomeétre dans ce cas se fait dans un

ETG-GI-3D.

Nous faisons la remarque qu’un référentiel théorique spécifique a la géométrie GlI, qui
représente la base de la déduction et qui donne le pouvoir de résoudre un probléme de
géométrie 3D, est absent de notre programme. C’est la raison pour laquelle I’éleve doit

utiliser, dans ses démarches de résolution, « ’intuition d’un résultat et les conclusions
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d’une expérience ®». Ces démarches correspondent a un ETG spécifique 4 la

géométrie GI et ne sont pas définies en fonction de critéres géométriques spécifiques a

la géométrie de I’espace GII.

Dans le paradigme de la géométrie GlII, « la source de validation se fonde sur les lois
hypothético-déductives dans un systéme axiomatique aussi précis que possible. » Le
choix des axiomes est un probleme crucial pour établir une relation avec la réalité.
L’intuition, dans le paradigme de la géométrie GII, est lide aux figures, I’expérience
est un schéma de la réalité, ’espace de travail est [’espace physico-géométrique, le
dessin est le support du raisonnement. L’aspect le plus important qui se dégage de la
géométrie GII est lié aux propriétés et aux démonstrations. Nous considérons que la
pratique de la géométrie plane, selon le programme actuel pour le secondaire, a

certaines caractéristiques qui se retrouvent dans le paradigme de la GII.

En revenant sur I’exemple ci-dessus, nous considérons que 1’éléve a a sa disposition
le référentiel théorique nécessaire pour poursuivre la démonstration qui touche
I’aspect « plan » du probléme. Par exemple, il peut démontrer que ’apothéme du
carré représente une demie de son c6té, en utilisant des énoncés spécifiques a la

géométrie plane, ce qui n’est pas le cas du probléme quand on touche 1’aspect 3D.

Dans le paradigme GIII géométrie axiomatique formaliste, on intégre les géométries
non-euclidiennes. Dans cette géométrie, « les axiomes ne sont plus fondés sur le
sensible et la primauté du raisonnement logique I’emporte.» Remarquons que
I’approche euclidienne de la géométrie de I’espace ne peut pas s’intégrer dans le
paradigme de la GIII. La géométrie vectorielle enseignée aux derniéres classes du

secondaire peut s’approcher avec son contenu du paradigme de la GIII.

% Kuzniak A., Espace de travail géométrique personnelle : une approche didactique et
statistique, Troisiémes Rencontres Internationales - A.S.I. Analyse Statistique Implicative
(Italy) 6 - 8 Octobre 2005, page 212.
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La pratique de la géométrie suppose que 1’éléve ait & sa disposition un « espace de
travail géométrique efficace. » Dans cet espace, 1’éléve construit ses connaissances
géométriques, comprend et résout des problémes de géométrie. L espace de travail
géométrique (ETG) est « organisé » autour de trois composantes: un ensemble
d’objets matérialisés dans un espace local et réel, un référentiel théorique organisé en
un modeéle théorique et un ensemble d’artefacts qui servent comme des outils et des
instruments mis au service du géométre. Pour chacun des trois paradigmes de la
géométrie GI, GII ou GIII, il y a un espace de travail géométrique de référence, qui
établit un rapport entre un contenu et une forme. Le contenu est « lié a la matiére
visible » et la forme est « déterminée par le modéle de référence » (le référentiel

théorique).

Le référentiel théorique de la géométrie GI, ou s’encadre la géométrie 3D du
programme d’€tude, n’a aucune structuration en un modele théorique. La construction
du nouveau programme a une base axiomatique euclidienne seulement pour la
géométrie plane. Ces axiomes, on les retrouve comme étant partie intrinseéque des
énoncés de géométrie euclidienne, proposés comme modeles dans le programme du
premier cycle du secondaire. Nous avons a notre disposition, pour la pratique de la
géométrie GII, une partie empirique formée des objets qui constituent ’espace de
travail géométrique. Par exemple, les points, les droites et les plans sont considérés
comme des objets faisant partie de notre espace de travail de la géométrie plane,
niveau géométrie GII. Un ensemble de définitions, de propriétés et de relations qui
font appel aux axiomes de la géométrie plane sont mis a la disposition de 1’éléve pour
le processus de validation d’un énoncé, d’un probléme ou d’une situation-probléme.
Par contre, dans la géométrie de I’espace, 1’éléve n’a pas a sa disposition les énoncés
nécessaires a la validation des problémes. Par exemple, pour une pyramide, I’éléve ne
se pose pas de questions relatives a la hauteur de la pyramide. Généralement, s’il y a
une pyramide droite réguliére, il peut déduire de fagon intuitive ou se trouve le pied

de la hauteur de la pyramide. Le programme du premier cycle du secondaire nous
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donne des indices pour développer la compétence Résoudre une situation-probléme,

de la fagon suivante :

En géométrie, il passe de I’observation au raisonnement. Il énonce et mobilise
des propriétés, des définitions et des relations pour analyser et résoudre une
situation-probléme.”

Une question se pose alors : quel raisonnement va porter I’éleve a justifier son
« choix de la hauteur de la pyramide? » ou encore: reste-t-on dans la phase
d’observation? Est-il nécessaire de poser aux éléves des questions relatives a la
position des droites dans ’espace? Dans la pratique de la géométrie plane, 1’éléve
apprend les méthodes par lesquelles il peut justifier la perpendicularité de deux
droites : la méthode instrumentale, au primaire, et le raisonnement, au secondaire.
Toutefois, quelles sont les méthodes que I’éleve va utiliser pour démontrer la
perpendicularité d’une droite a un plan? Est-ce qu’on doit vraiment enlever de la
pratique de la géométrie les énoncés qui peuvent déterminer de vraies connaissances

sur I’espace?

Dans ce chapitre, I’analyse que nous avons faite sur les indications données par le
programme pour 1’enseignement de la géométrie au premier cycle du secondaire a
mis en évidence une étude approfondie sur les solides : prismes droits, pyramides
droites et cylindres droits, développements possibles d’un solide et solides

décomposables.

La définition classique d’une pyramide droite est en lien direct avec le polygone de la
base et la hauteur de la pyramide : une pyramide droite est une pyramide dont la base
est un polygone inscriptible dans un cercle, et le pied de la hauteur de la pyramide

coincide avec le centre de ce cercle.

7 Programme de formation de I’école québécoise, enseignement secondaire, premier cycle,
chapitre [V, page 241.
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Pour un prisme droit, les arétes latérales issues des bases sont perpendiculaires aux
deux bases, et la hauteur (qui correspond a la distance entre les deux bases paralléles)
est de la méme longueur que n'importe quelle aréte latérale. Ces types de définitions,

on ne les trouve pas dans notre programme d’étude.

Nous remarquons que les définitions énoncées ci-dessus, a 1’égard de la hauteur d’une
pyramide droite ou d’un prisme droit, reposent sur la notion de perpendicularité qui,
elle-méme, découle souvent, selon I’approche choisie, de celle de distance. Dans le
cas de la pyramide et du prisme, il s’agit des notions de distance entre un point et un

plan et distance entre deux plans, respectivement.

Nous savons que les éleves apprennent la notion de distance dans la géométrie plane :
la distance entre deux points, entre un point et une droite ou la distance entre deux
droites paralléles. Notre expérience montre que cette notion pose des difficultés aux
¢leves dans les €tudes de la géométrie plane et le passage de cette notion vers la

géométrie de I’espace peut créer aussi des « malentendus didactiques ».

Si on veut se situer dans une géométrie GII, I’absence d’une définition exacte pour la
distance entre deux plans, donnée dans I’esprit de la géométrie euclidienne, peut créer
une rupture pour la connaissance « distance ». Les indications du nouveau
programme a I’égard du développement du « sens spatial » passent surtout par les
processus qui visent les transformations géométriques: translation, rotation,
réflexion, homothétie de rapport positif. A ces indications s’ajoutent « les

constructions » :

Les processus liés aux transformations et aux constructions géométriques
servent a construire des concepts et a dégager des invariants et des propriétés
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afin de les réinvestir dans différents contextes et de développer le sens
spatial.”"
Ainsi, au premier cycle du secondaire, le programme parle du développement du
« sens spatial en trois dimensions », mais a partir de représentations planaires des
solides.

Lors de la recherche de mesures manquantes, 1’éléve est occasionnellement
invité a effectuer des transferts dans des problémes complexes, c¢’est-a-dire
qui nécessite la décomposition d’un probléme en sous-problémes, par exemple
le calcul de I’aire de figures décomposables. De ce fait, il gére un probleme
qui comporte plusieurs étapes. Il met aussi a profit le développement d’un
solide. De plus, il utilise des relations et des propriétés connues... '

Ensuite, les sections dans les solides (les figures planes obtenues) doivent lui donner
des informations. Cela veut dire que I’éléve reste avec ses connaissances sur les

propriétés des objets géométriques dans la géométrie plane.

Pour développer son sens spatial en trois dimensions, un apprentissage qui
nécessite du temps, 1’éléve représente des solides a 1’aide d’un dessin & main
levée. 1l identifie des solides soit par leurs développements ou par leurs
représentations dans le plan. Il reconnait des figures planes obtenues en
sectionnant un solide 4 I’aide d’un plan.”
Les propriétés des figures géométriques qui proviennent de 1’espace ne sont pas mises
en évidence par un référentiel théorique adapté a la géométrie 3D. Les éléves ne
peuvent pas vraiment continuer a développer leur « sens spatial ». Les solides qu’ils
construisent restent au stade de dessins dont on connait les caractéristiques, au sens
d’une géométrie GI — 3D, mais dont on ne connait pas les propriétés, au sens d’une
géométrie GII — 3D. En ce sens, nous considérons que I’éléve continuera a penser,

dans ’espace, de la fagon dont il avait pensé en géométrie plane. Le programme

d’étude nous donne des indices pour la pratique de I’enseignement, mais un grand

" Programme de formation de 1'école québécoise, enseignement secondaire, premier cycle,
chapitre IV, page 259.

7 Ibid., page 259.

P Ibid., page 261.
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travail reste a faire par les enseignants pour la construction des situations-problémes.
Une approche euclidienne par situations-problémes de la géométrie plane, et encore

plus de la géométrie de ’espace, est un défi pour les enseignants.

La pratique de la géométrie, qui se base sur un référentiel théorique euclidien, n’est
pas un espace de travail facile a développer par les enseignants et par leurs étudiants.
Dans un référentiel euclidien de la géométrie 3D, le développement du « sens
spatial » passe dans un premier temps par le développement de la connaissance
« espace », en contemplant [’espace et deuxiémement, par les propriétés des objets
géométriques construites sur un support axiomatique euclidien spécifique a une
géométrie 3D. L espace dans une approche euclidienne est formé par des points. Cela
implique que tous les objets d’étude ont des propriétés bien définies et donc, qu’un
effort d’abstraction s’impose, surtout au début de I’enseignement de la géométrie de
Iespace. La complexité de la géométrie comme objet d’étude ne réside pas seulement
dans les difficultés dues au développement de compétences spatiales. On remarque
aussi les difficultés imposées dans la construction d’une démarche de preuve. Dans ce
cas, un changement de registre s’impose : le dessin vu comme objet d’étude vers la
figure vue comme objet de validation. Ce changement passe par les propriétés des
objets géométriques. Une ample étude a été réalisée en ce sens par Gousseau-Coutat
(2006), dans le passage de la pratique de la géométrie du primaire au collége, en
France. L’utilisation du cadre théorique de Houdement et Kuzniak lui a permis

d’identifier les ruptures lors du passage de 1’école primaire au college’™.

Les représentations graphiques appartiennent a [’espace sensible présent a
I’école primaire et les énoncés contribuent & ’entrée dans la théorie du
college. La principale différence dans I’approche de la propriété a I’école
primaire et collége réside dans le lien qu’elle exprime. Les caractéristiques de
I’école primaire ne possedent pas d’ordre interne, elles utilisent une relation

™ Le « collége » en France ne correspond pas & notre collégial mais plutdt, & notre
secondaire.
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d’association. Les propriétés du collége utilisent une relation différente entre
les contraintes et la conclusion.

Apres notre analyse du programme du secondaire, que ce soit au premier ou au
deuxiéme cycle, on remarque qu’il n’existe pas de référentiel théorique pour la
géométrie de I’espace qui soit dans 1’esprit de la géométrie euclidienne, comme ¢’est
le cas pour la géométrie plane. Si le référentiel théorique est pratiquement absent du
nouveau programme, une question s’impose: comment va-t-on développer les
propriétés des objets pour que « la figure » soit un objet de validation? Certainement,
cette validation peut se faire dans le cadre d’une géométrie GI — 3D. Mais, rien

n’indique vers quelle géométrie GII — 3D ce mode de validation s’oriente.

Les transformations et les constructions géométriques servent a construire des
concepts et a dégager « des invariants et des propriétés afin de les réinvestir dans
différents contextes et de développer le sens spatial.”®» Cela veut dire que I’on
commence par construire des objets géométriques, puis on extrait les propriétés qui
caractérisent ces objets et, aprés, on les réinvestit dans d’autres contextes qui
sollicitent ces propriétés. Dans ce cas, I’éleéve utilise ses capacités pour généraliser les
« propriétés » des objets géométriques et pour les réinvestir dans un espace physico-

géométrique ou le dessin est « le support du raisonnement ».

En géométrie, il procéde par des déductions simples a partir de définitions
simples et de propriétés, par exemple pour déterminer la valeur de mesures
mangquantes.”’

Ce contexte implique un travail tres difficile a réaliser par nos éléves, qui doivent

™ Gousseau-Coutat S. Intégration de la géométrie dynamique dans l'enseignement de la
géométrie pour favoriser la liaison école primaire collége : une ingénierie didactique au
collége sur la notion de propriété. Thése doctorale, Université Joseph Fourier, page 32.

7S Programme de formation de ['école québécoise, enseignement secondaire, premier cycle,
chapitre VI, page 259.

" Ibid., page 245.
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exercer leur capacité a développer et & garder dans leur conscience des propriétés
d’objets géométriques qui ne sont pas nécessairement explicitées dans un énoncé ou
dans un dessin. Dans un espace de travail GII, les propriétés des objets devraient étre
les bases sur lesquelles repose tout raisonnement géométrique. L’utilisation d’un
langage mathématique adéquat au raisonnement géométrique représente aussi une
contribution essentielle au développement des compétences de 1’éléve dans une
géométrie GII. En ce sens, la communication est un véritable lien avec la figure
géométrique : « En géométrie, il communique lorsqu’il décrit et interpréte une figure
afin, notamment, de la reproduire » (Programme de formation, page 246). Nous
remarquons I’intérét pour une connaissance sans équivoque des propriétés de figures
géométriques. Mais cela n’est valable, dans le programme, que pour la géométrie
plane. Dans la géométrie de 1’espace, « les propriétés » des objets ne sont pas
vraiment des propriétés, mais plutdt des caractéristiques. Conformément au cadre
théorique développé par Houdement et Kuzniak, les caractéristiques sont liées aux
dessins, composantes de l’espace de travail ETG I, alors que les propriétés

appartiennent aux figures géométriques, composantes de I’espace de travail ETG 1L
1.5. La formulation des questions de recherche.
1.5.A. Dans un cadre plus général.

Le manque d’un référentiel théorique précis, développé a partir du référentiel
théorique déja acquis dans la géométrie plane, peut créer les prémisses d’un
enseignement de la géométrie sans continuité ni logique. Tenant compte du cadre
théorique développé par Houdement et Kuzniak (2000), on pourrait émettre une

premiére hypothese :

HP1. Les différents paradigmes de la pratique de la géométrie déterminent

une rupture dans le passage de la géométrie plane a la géométrie de ’espace.
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Les axiomes de la géométrie euclidienne, on les retrouve comme parties intrinséques
des énoncés proposés comme modéles dans le programme du premier cycle du

secondaire. Par exemple : Trois points non-alignés déterminent un et un seul cercle.

Etant donné qu’un cercle est une figure géométrique a deux dimensions,
implicitement, on pourrait reconnaitre dans cet énoncé un passage vers des énoncés

euclidiens dans I’espace : Trois points non-colinéaires déterminent un et un seul plan.

Ne pourrait-on, en donnant aux éléves des énoncés, a |’intérieur desquels on
introduirait les axiomes les plus importants de la géométrie euclidienne 3D, construire
une base de la géométrie de 1’espace? Un aspect qu’on pourrait déduire du
programme d’étude est I’approche axiomatique de la géométrie plane au sens GII,
mais, ol les axiomes ne sont pas donnés de fagon explicite. Les notions les plus
¢lémentaires, qui jouent un role important dans la pratique de la géométrie, sont le
point, la droite, le plan, la distance et I’angle. A ces notions, utilisées dans un premier

temps dans la pratique de la géométrie plane, s’ajoute la notion d’espace.

Dans le programme de mathématique du premier cycle du secondaire, on nous donne

des exemples d’énoncés qui peuvent étre utilisés lors de ’application des situations-
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