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RESUME

Ce mémoire propose une nouvelle méthode d’association génétique quand le carac-
tére génétique d’intérét est une fonction. A cette fin, nous présentons une méthode
non-paramétrique de classification supervisée pour des données fonctionnelles, dé-
veloppée par Ferraty et Vieu (2006). Dans un premier temps, nous présentons
quelques concepts de 'analyse de données fonctionnelles et passons en revue le
probléme de classification dans le cas fonctionnel, la méthode des K plus proches
voisins et les fonctions noyaux. Nous introduisons trois familles de semi-métriques
qui agissent comme une mesure de proximité entre deux fonctions. Par la suite,
nous étudions la performance de la méthode non-paramétrique de classification
supervisée a ’aide d’une étude de simulation. Finalement, nous présentons 1’ap-
proche consistant a utiliser la méthode de classification non-paramétrique aux
données génétiques d'une plante a fleurs (appelée arabette des dames) de Moore
et al. (2013) afin d’étudier I’association entre le phénotype et le génotype. On com-
pare les résultats obtenus avec les résultats de Kwak et al. (2016) obtenus avec
une approche par vraisemblance. On constate que la méthode proposée donne des
résultats différents de ’approche par vraisemblance.

Mots-clés : données fonctionnelles, semi-métriques, classification supervisée, SNP



INTRODUCTION

Grace aux développements technologiques, on a maintenant accés a des instru-
ments de mesure puissants qui permettent quasiment d’enregistrer des données en
continu sur un intervalle de temps. On peut donc s’intéresser a des observations
qui prennent par exemple, la forme de courbes, d’images ou de surfaces; ’analyse
de données fonctionnelles est une branche de la statistique permettant d’analyser

de telles données.

L’objectif principal de ce mémoire est de proposer l'utilisation d’'une méthode
de classification supervisée comme outil d’association génétique. La méthode de
classification que nous allons utiliser est une méthode non-paramétrique qui est
basée sur l'estimateur de Nadaraya-Watson et developpée par Ferraty et Vieu
(2006). Dans ce mémoire, nous allons expliquer comment le taux de classification
a différents marqueurs génétiques peut étre utilisé pour mesurer la force d’une as-
sociation génétique, puis nous allons appliquer la méthode aux données génétiques
d’une plante a fleurs de Moore et al. (2013) pour pouvoir décrire I’association entre
le phénotype et le génotype. Ces études d’association ont pour but d’identifier les

génes sur plusieurs chromosomes influencant des caractéres d’intérét.

Le premier chapitre de ce mémoire contient une introduction des concepts de base
en analyse de données fonctionnelles qui seront utilisés dans les chapitres sub-
séquents. Le deuxiéme chapitre introduit les concepts de classification, de semi-
métriques, l'estimateur des K plus proches voisins, ’estimation par noyau ainsi
que la méthode de classification non-paramétrique pour des données fonction-

nelles. Au chapitre trois, nous présentons une étude de simulation afin d’évaluer



la performance de la méthode non-paramétrique de classification supervisé. Nous
terminons ce mémoire, avec le quatriéme chapitre, par la présentation de notre
nouvelle méthode, puis nous présentons les résultats obtenus a l'aide de cette

méthode, enfin nous les comparons a ceux de Kwak et al. (2016).



CHAPITRE 1

INTRODUCTION A L’ANALYSE DE DONNEES FONCTIONNELLES

1.1 Que sont les données fonctionnelles ?

Les données fonctionnelles apparaissent naturellement dans de nombreux do-
maines des sciences appliquées (médecine, économétrie, biométrie, etc.) dans les-
quels les données collectées sont des courbes. Considérons une situation ot une va-
riable aléatoire peut étre observée a plusieurs moments différents dans un intervalle
de temps (tmin, tmaz). Cette variable peut étre exprimée par la famille aléatoire
{X(tm)}mzl,...,M' Puisque la grille temporelle 4, ..., t); peut étre trés fine, c’est-a-
dire que les instants consécutifs auxquels une variable aléatoire est observée sont
trés proches les uns des autres, il est possible de considérer une variable comme la
famille continue X = {X (t),t € (tmin, tmaz) } L’analyse de données fonctionnelles
consiste en I’analyse d’un ensemble de réalisations x1, ..., x,, d'un échantillon aléa-
toire A7, ..., X, ou X; est distribuée comme une variable aléatoire fonctionnelle X'.
Dans Ferraty et Vieu (2006), on définit une variable fonctionnelle comme étant une
variable aléatoire X’ prenant des valeurs dans un espace fonctionnel de dimension
infinie. Soit 7" = [a,b] C R; nous allons travailler avec des variables fonctionnelles
qui sont des éléments de L*(T) = {f T = R | [ f(t)dt < oo } De fagon
intuitive, une donnée fonctionnelle est une version lisse d'une séquence d’obser-

vations discrétes échantillonnées a partir d’'un processus continu. Le domaine est



généralement le temps, mais il pourrait étre autre chose comme l’espace. Prenons
le temps comme domaine, les données fonctionnelles sont alors enregistrées sur
une grille de temps ordonnés et la grille de temps peut différer pour chaque va-
riable observée. Dépendamment de I'instrument utilisé pour la mesure du temps,
la grille temporelle peut étre réguliére (intervalle de temps équidistant) ou pas.
En pratique, il n’est pas possible d’observer une fonction X dans son ensemble.
En effet, pour cela, on devrait disposer d’instruments de mesure avec une vitesse
d’enregistrement infinie, et étre en mesure de sauvegarder un nombre infini de
valeurs. Ainsi, ce n’est pas possible d’observer {X(t),t € T'}, mais on peut obser-
ver (X(t1),...,X(t,)). En analyse de données fonctionnelles, on suppose que les
courbes x1, ..., x, sont lisses. Il est donc possible d’estimer les données fonction-
nelles & partir d'un ensemble de données discrétisées par des méthodes de lissage.
Une des approches la plus couramment utilisée pour estimer une donnée fonc-
tionnelle est la méthode des splines de lissage; notons qu’on peut considérer le
lissage des données comme une étape de prétraitement des données. Nous allons
présenter des méthodes de lissage de données fonctionnelles a la section 1.2. Les
courbes de croissance et les courbes de température sont de bons exemples de don-
nées fonctionnelles. La figure 1.1(a) illustre I’évolution des tailles de 10 gargons
entre les ages de 1 & 18 ans extrait du jeu de données de 1’étude de la croissance
de Berkeley tiré du paquet fda de R. Ce jeu de données contient 1’évolution des
tailles (en cm) de 39 garcons et de 54 filles mesurées a 31 ages, entre 1 et 18
ans. On remarque sur la figure que l'on est en présence d’'une grille temporelle
non équidistante de m = 31 points. La figure 1.1(b) illustre les moyennes des
températures quotidiennes mesurées sur 30 ans dans 35 stations météorologiques
au Canada. Les données proviennent du jeu de données du cycle météorologique
annuel au Canada tiré du paquet fda de R. Les 35 courbes sont observées sur une

grille équidistante composée de m = 365 points.
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Figure 1.1: (a) [lustration de I’évolution de la taille de 10 gargons entre les ages de
1 & 18 ans du jeu de données de I’étude de croissance de Berkeley et (b) illustration
des moyennes quotidiennes des températures mesurées sur 30 ans dans 35 stations

météorologiques au Canada.

1.1.1 Caractéristiques d’une variable aléatoire fonctionnelle

Dans cette section, nous allons introduire quelques concepts de base, tels que
I’espérance et la covariance pour une variable aléatoire fonctionnelle X'. Nous
allons de plus présenter des statistiques descriptives pour un ensemble de données
fonctionnelles x4, ..., z,. Les statistiques descriptives des données fonctionnelles
sont similaires & celles des données univariées; la différence est que dans le cas
fonctionnel, chaque valeur descriptive est une fonction. Par exemple, 1’équivalent
de la moyenne d’un échantillon de variables univariées est, dans le cas fonctionnel,

une fonction que nous appellerons fonction moyenne.

L’espérance de X est la fonction non aléatoire, élément de L?*(T), définie pour

chaque t € T par :



La moyenne d’un échantillon x4, ...z, est quant a elle définie par :

() = lixi(t), VieT. (1.1)

n <
=1

On définit la variance de X comme suit :
Var(X(t)) = E(X(t) — u(t))2, VteT.

La fonction d’écart-type est la racine carrée de la fonction de variance et la fonction

de variance empirique Var,(t) est définie par :

Var,(t) = ni . Z[m,(t) —z(t)?, vteT.

Pour tout s,t € T, la structure de dépendance sous-jacente de X’ peut étre carac-

térisée par la fonction de covariance :

v(s, 1) = B[{X(t) — p(t)} {X(s) — p(s)}].

La fonction de covariance empirique est calculée pour tout s,t € T par :

(s, 1) = : > {ils) = 2(9))} {a(t) — 2(8)} - (1.2)

n—1 —

Dans le cas multivarié, la covariance est représentée sous une forme de matrice
tandis que dans le cas fonctionnel, la covariance est un opérateur intégrale. Rap-
pelons ce qu’est un opérateur intégrale. Une transformée intégrale (appelée aussi
opérateur intégrale) est un opérateur linéaire défini sur certains espaces fonction-
nels a l'aide d’une intégrale. La forme générale d’une transformée intégrale V' de

fonction noyau K est :

V(1) = [ K5

ou f est une fonction et désigne I'entrée de cette transformée alors que la fonction

K(s,t) désigne le noyau de l'opérateur. Lorsque le noyau de l'opérateur est la



fonction de covariance v(s,t), la transformée intégrale V' est appelée 1'opérateur

de covariance :

V() = /Tv(s,t)f(t)dt, seT, felXT). (1.3)

Dans le cas fonctionnel, la fonction de corrélation empirique est donnée par :

. B 0(s,t)
pls.t) = Varg(s)Var,(t)

La fonction moyenne et la fonction de covariance empirique des données des tem-
pératures quotidiennes canadiennes sont illustrées a la figure 1.2. Notons que les
données ont été préalablement lissées afin d’obtenir des courbes sur T = [0, 365].

La technique de lissage utilisée est présentée a la section 1.2.3.
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Figure 1.2: Illustration de la fonction moyenne en rouge (a) et de la fonction de
covariance a I’aide de courbes de niveau (b) pour les données des températures

canadiennes.

1.2 Transformation des données discrétes en données fonctionelles

Tel que nous ’avons mentionné & la section 1.1, en pratique on observe chaque

courbe d'un échantillon x4, ...,z, de facon discréte, i.e. que chaque courbe x;,



1 <14 < n, est observée aux temps t;1,...,t;m, € T avec possiblement une erreur
de mesure. Dénotons le vecteur contenant les m; observations de la courbe z;
par yi = (Y1, ..., Yim;). La premiére étape d’une analyse de données fonctionnelles
consiste donc & retrouver pour chaque courbe z;, 1 < i < n, sa forme fonctionnelle
{z;(t), t € T'} a partir de sa forme discrétisée {(t;;,vi;) : 1 < j < m;}. Puisque ceci
est fait de fagon indépendante pour chaque courbe, nous allons alléger la notation
dans cette section en omettant 'indice ¢ et en considérant ainsi qu'une seule courbe

x. Dans le cas ol les erreurs de mesure sont négligeables, nous avons :
yj=x(t;), 1<j<m.

Dans ce cas, on peut utiliser une technique d’interpolation entre les paires de
coordonnées (t;,y;) afin de trouver x. Par contre, en pratique, il est courant de
considérer que nos observations ont des erreurs de mesure. Dans une telle situation,

les valeurs observées sont :
yj = x(t;) + ¢, 1<j<m,

ol on suppose que les erreurs de mesure €q,...,€,, sont des réalisations d’une
variable aléatoire centrée £ (E[&;] = 0) et de variance inconnue o2, Nous allons
maintenant présenter des méthodes de lissage permettant de filtrer les erreurs
de mesure dans le but de retrouver les courbes lisses 1, ..., z,. Autrement dit,
nous allons trouver un estimateur de x a partir de données discrétes. Aprés avoir
appliqué la méthode de lissage, nous pourrons procéder a 1’étape de 'analyse de

données fonctionnelles.

1.2.1 Combinaison linéaire de fonctions de base

Nous cherchons a modéliser la fonction z et a 'estimer a 'aide des observations

(t1,41)s -y (tm, Ym). Nous ne nous attendons pas a ce que x soit une fonction



linéaire de t, donc la régression linéaire simple n’est pas un bon choix et nous
devons modéliser x comme une fonction non linéaire de ¢. Un modéle flexible pour
x est de la représenter sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions de
base. Notons que chaque fonction x € L*(T) peut étre représentée comme une
combinaison linéaire de fonctions de base de L*(T'), tout comme chaque vecteur
d’un espace vectoriel peut étre représenté comme une combinaison linéaire de
vecteurs de base pour cet espace. Soit {¢k}:i1 un ensemble de fonctions de base

de L*(T), alors on peut écrire

Il est donc possible d’approximer z(t) :

w(t) =) ().

k=1
Le nombre de fonctions de base K peut étre prédéterminé ou bien choisi par
validation croisée, une méthode que nous verrons en détail a la section 1.2.2. Il
existe plusieurs fonctions de base, nous allons nous concentrer sur les fonctions
de base les plus connues. Parfois, le temps ¢ est considéré de maniére cyclique,
par exemple lorsque t est le moment de I’année, nous serons alors en présence de
données périodiques. Dans le cas ol nous devons analyser ce type de données,
les bases de Fourier sont les plus utilisées, tandis qu’en présence de données non-
périodiques, les splines sont souvent utilisées. Commencons par voir les bases de

Fourier. La base la plus connue est fournie par la série de Fourier :
x(t) = co + c1 sin(wt) + co cos(wt) + ez sin(2wt) + ¢4 cos(2wt) + ...

Les fonctions de base sont définies par les fonctions de sinus et de cosinus d’une

fréquence croissante :



10

et pour k£ > 1

sin(&wt) pour k pair,

ot =4 -
cos(“z-wt) pour k impair.

La constante w définit la période d’oscillation de la premiére paire de sinus et

cosinus. Elle est égale a 27/ P, ou P est la période. On utilise en général K = 2m-+1

fonctions de base ot m est le plus grand nombre d’oscillations nécessaires dans

une période de longueur P.

Si nous voulons modéliser des données non périodiques, les splines sont le systéme
d’approximation le plus utilisé pour ce type de données. Une spline d’ordre D + 1
est une fonction définie par morceaux par des polynémes de degré D, et dont les
(D — 1) premiéres dérivées sont continues. Les points ou les morceaux se ren-
contrent sont appelés noeuds. La propriété clé d’une spline est qu’elle est flexible
tout en étant lisse. Rappelons que lorsqu’on fait une régression, nous écrivons la
fonction de régression comme une combinaison linéaire des variables explicatives ;
dans notre cas, la variable explicative est le temps. On rappelle que la fonction de

régression polynomiale de degré D s’écrit :
D
(t) = Bo + Bit + Bot® + Bt + ..+ Bpt” =) Bigi(t),
i=0

ou g;(t) = t'. L’ensemble {gi}io forme une base pour les polynomes de degré
D. L’inconvénient de la régression polynomiale est qu’elle impose une structure
globale sur la relation entre ¢ et x(t) tandis que les splines sont beaucoup plus
flexibles puisqu’elles sont définies par morceaux. Une spline d’ordre 4 (D = 3) est
appelée une spline cubique. Nous allons voir comment une spline cubique peut
étre construite a partir de polynémes par morceaux et nous allons voir qu’une
spline peut étre représentée par des fonctions de base. Une spline est obtenue
en divisant le domaine T en plusieurs intervalles contigus et la spline peut étre

représentée par un polynéme dans chaque intervalle. Une spline d’ordre D + 1,
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associée a une séquence & < ... < &g € R de S noeuds fixes, peut s’écrire comme

une combinaison linéaire de fonctions de base :

S+D+1

w(t)= > Bilu(b),

ou {h lS;lDH est 'ensemble des fonctions de base pour les splines que 'on va
maintenant définir. La figure 1.3(a) illustre 3 polynémes cubiques par morceaux
(délimités par 2 noeuds & = 10/3 et & = 20/3). Nous avons généré 200 observa-
tions (t;,y;) ot les valeurs ¢; < ... < typo sont uniformément réparties entre 0 et
10 et y; = cos(1.4 % t;) + €; pour €y, ..., € des réalisations indépendantes d’une
loi N(0,1/4). Les fonctions de base utilisées pour la construction des polynomes

illustrés a la figure 1.3(a) sont :

hi(t) = 1(t < &), ho(t) = 1(& < t < &), h(t) = 1(t > &),
ha(t) =t-1(t < &), hs(t) =t-1(& <t < &),  he(t) =t-1(t > &),
he(t) =12 - L(t < &), hs(t) =1*-1(& <t < &), ho(t) =1*-1(t > &),

hio(t) =12 - 1(t < &), hi(t) =83 -1(& <t < &), ho(t) =31t > &).

Le nombre de parameétres utilisés dans ce modeéle est 12, car il y a 4 paramétres
pour chacune des 3 régions. Les polyndémes par morceaux, méme ceux continus
aux noeuds, ont tendance a ne pas étre lisses car il y a souvent des changements
brusques de pente aux noeuds tels qu’on peut le voir & la figure 1.3(b) ot on a
illustré I'ajout de la contrainte qui exige que les polyndémes soient continus aux
noeuds & et & (mais les dérivées aux noeuds ne le sont pas). Pour éviter cela,
il suffit d’imposer qu’en plus d’étre continue, la fonction x ait un certain nombre
de dérivées continues. Une spline cubique définie avec deux noeuds, & < &, peut

étre représentée avec les fonctions de base suivantes :
hi(t) = 1,ho(t) = t, ha(t) = %,

ha(t) =7, hs(t) = (t — &)7, he(t) = (t — &)7,
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Figure 1.3: Illustration de 200 observations qui ont été simulées avec la fonction
cos(1.4 % t;) avec des erreurs de mesure qui sont des réalisations indépendantes
d’une loi N(0,1/4). (a) 3 polynémes cubiques par morceaux et (b) 3 polynomes

cubiques continues par morceaux.

ou t, désigne la partie positive, i.e. t; = max(¢,0), tandis qu'une spline de degré
D, avec S noeuds & < ... < &g peut étre représentée par avec les fonctions de

base suivantes :

he(t) =t s=1,..,D+1,
hop(t) = (t— &)Y, s=1,..., 8.

On a donc besoin d’'un modéle & S + 4 parameétres pour représenter une spline
cubique. En effet, on a besoin de quatre paramétres par région, pour un total de
4 x (S + 1) paramétres. De plus, 'ajout d’une contrainte de continuité a chaque
noeud fait en sorte qu’il y aura 3 x S paramétres en moins, on obtient donc un
total de 4 x (S 4+ 1) — 3 x § = S + 4 paramétres. Le nombre de paramétres
utilisés dans I'exemple illustré a la figure 1.3(b) est : (3 régions x 4 paramétres
par région) - (2 noeuds x 3 contraintes par noeud), donc 6 paramétres au total.
Plus généralement, une spline d’ordre D + 1 aura S + D + 1 parameétres. La
figure 1.4(a) montre la spline cubique lisse obtenue en imposant que les deux

premiéres dérivées soient continues et la figure 1.4(b) illustre une spline d’ordre
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Figure 1.4: Mllustration de 200 observations qui ont été simulées avec la fonc-
tion cos(1.4 % t;) avec des bruits qui sont des réalisations indépendantes d’une loi

N(0,1/4). (a) Une spline cubique et (b) une spline d’ordre 6.

6. Une des difficultés avec les splines est de choisir le nombre de noeuds ainsi
que leur emplacement. On peut essayer plusieurs choix de nombre de noeuds
ou bien utiliser une approche par validation croisée pour déterminer le meilleur
nombre de noeuds. Les noeuds sont souvent placés ou il y a une forte courbure
(ou variabilité), et on réduit le nombre de noeuds ou il y a moins de fluctuations.
Plus nous augmentons le nombre de noeuds et mieux la courbe s’adaptera aux
données. Si nous posons le nombre de noeuds égal au nombre total d’observations
(S = m), la spline s’adaptera exactement aux données. Comme les données sont

sujettes a des erreurs de mesure, cela nous ménera a un modéle surajusté.

1.2.2 Estimation a 'aide de la méthode des moindres carrés

Nous venons de voir comment représenter une fonction par une combinaison li-

néaire de fonctions de base et nous allons maintenant présenter une méthode afin
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d’estimer les coefficients. Rappelons que notre modéle est :

K

w(t) =) crdu(t).

k=1

Comme nous 'avons vu dans la section 1.2.1, nous pouvons choisir les fonctions
de base en fonction du type de nos données (périodiques ou non), nous allons donc
supposer que les fonctions de base ¢,k = 1,..., K, sont connues. Une méthode
possible afin d’estimer les coefficients cq, ..., ¢; est la méthode des moindres carrés.
Cette méthode consiste a trouver les coefficients ¢y, ..., ¢ qui minimise la somme

des carrés des résidus (SCR) :

SCR(cr,cx) = Y (g — (1)) =) (yj - chcbk(tj)) :

=1 j=1
Définissons y comme étant le vecteur (yi, ..., %) € R™, ¢ comme étant le vecteur
des coefficients (¢, ...,cx)T et ® € R™*X la matrice de fonctions de base évaluées

sur la grille ¢, ..., t,,, c’est-a-dire :

O1(tm) Ga(tm) -+ Ox(tm)

Afin de simplifier les expressions, la fonction SCR(¢y, ..., ¢x) peut étre exprimée

sous forme matricielle :
SCR(c) = (y — ®c)’(y — ®c). (1.4)
La dérivée de la fonction SCR(c) par rapport a c est :
26P7c — 287y,

et en posant ’expression précédente égale & 0, nous obtenons ’estimateur ¢ qui

minimise la somme des carrés des résidus :

¢c=(®"®) '@y
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On obtient donc l'estimation de la fonction z(t) :

Tk (t) = Z Crr(t).

k=1
Notons qu'un grand nombre K de fonctions de base ajoute de la flexibilité a
I'estimation 7k (t), mais peut nous mener a un surajustement. Au contraire, 1'uti-
lisation de peu de fonctions de base pourrait faire en sorte que nous ne pouvons
pas capturer les caractéristiques intéressantes des courbes que 1’on souhaite modé-
liser. Cela implique peu de flexibilité, mais des fonctions plus lisses. On souhaite

exprimer ce compromis en termes du biais de 'estimateur de x(t) :
Biais[Tk(t)] = x(t) — E[2x(t)],
et de sa variance
Varlex(t)] = E [{2x(t) - Blix()]}7] -

L’utilisation de trop de fonctions de base risque d’engendrer un petit biais mais
une grande variance, tandis que celle de trop peu de fonctions de base risque
d’engendrer une petite variance mais un biais important. Habituellement, afin
d’obtenir un équilibre entre le biais et la variance, on tente de minimiser I'erreur

quadratique moyenne (EQM) :
EQM[ik(t)] = F [{ix(t) — 2(1)}’] = Biais*[ix(t)] + Var[ix(t)).

Généralement, 'EQM est inconnue, mais nous pouvons l'estimer par validation
croisée. Pour choisir le nombre de fonctions de base dans le cas fonctionnel, une
approche que nous allons utiliser est un cas particulier de la validation croisée ap-
pelée en anglais "leave-one-out" (LOO). Prenons une courbe z(t) et on considére
sa forme discrétisée {(¢;,y;) : 1 < j < m} comme notre ensemble d’apprentissage
auquelle on retire une observation (¢;,7;) et cette derniére est considérée comme

notre ensemble de validation. Autrement dit, a chaque itération, nous calculons
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I'erreur associée a notre modéle sur une seule observation (¢;,y;) et 'apprentis-
sage se fera a partir des autres données. Dans notre cas, comme nous avons m

observations, nous allons donc entrainer et tester notre modéle pour m fois.

Pour une itération j et une valeur K; du paramétre K, on ajuste le modéle a partir
de I'ensemble d’apprentissage (toutes les observations sauf la j*¢) et on calcule la
distance (y; — 50[_(3 (t;))%. On répéte cette procédure pour un ensemble de valeurs
K € Ky, ..., K, du paramétre K et jusqu’a ce que toutes les observations (t;,y;) de
la courbe z(t;) aient été utilisées comme un ensemble de validation. Nous allons
obtenir une matrice m X p qui contient les m distances pour p différentes valeurs
de K. Pour chacun des Ki,..., K,, on fait la somme des m distances obtenues

comme suit :

LOOM (&) = (y; — & ().

j=1
Parmi K1, ..., K, on choisit la valeur qui minimise le critéere LOOXt. Tl est a noter
que cette approche lisse une courbe & la fois. Nous présentons une application de
la validation croisée LOQO pour le jeu de données des températures canadiennes a
la figure 1.5. L’erreur totale au carré (LOO) en fonction du nombre de fonctions
de base pour une courbe de température moyenne quotidienne pour la ville de
Resolute est présentée en (a) alors que lerreur totale au carré en fonction du
nombre de fonctions de base pour la ville de Victoria est présentée en (b). On
peut voir que le nombre de fonctions de base choisi pour la ville de Resolute est

K =T7et K =13 pour la ville de Victoria.

1.2.3 Estimation a I’aide de splines de lissage

Nous allons voir une méthode non-paramétrique pour faire le lissage des données
fonctionnelles. Les splines de lissage évitent d’avoir a choisir le nombre de fonctions

de base K. L’objectif est de trouver une fonction x qui s’adapte bien et tout en
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Figure 1.5: Illustration de 'erreur totale au carré en fonction du nombre de fonc-
tion de base pour la ville de Resolute (a) et la ville de Victoria (b) du jeu de

données des températures canadiennes.

étant lisse. On veut donc trouver la fonction x € C? qui minimise I’expression :

m

> (y; = x(t;)* + - PENy(), (1.5)

j=1
ot PENy(z) = [[2"(t)]*dt mesure la rugosité de z et A > 0 est le paramétre de
lissage qui controle le compromis entre la qualité de I'ajustement et le lissage. A
mesure que A augmente, la rugosité est de plus en plus pénalisée et x sera de plus
en plus lisse. A Popposé, a mesure que A diminue, la rugosité est de moins en
moins pénalisée et x s’ajustera de mieux en mieux aux données. Par un théoréme
de Boor (2001), on sait que la fonction qui minimise 'expression 1.5 est en fait
une spline cubique avec un noeud a chaque t¢;, j = 1,...,m. Bien qu’il y ait un
noeud a chaque observation de notre ensemble de données, la courbe résultante

sera lisse grace au régularisateur PENy(z). En posant encore une fois :

ou K = m + 4 et en utilisant les splines cubiques comme fonctions de base, on

estime les coefficients ¢; en minimisant une version modifiée du critére d’ajuste-
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ment des moindres carrés présenté a la section 1.2.2 (équation 1.4). Ce nouveau
critére est nommé la somme des carrés des résidus pénalisés (SCRPEN) et est

défini sous forme matricielle comme suit :
SCRPEN(y | c) = (y — ®c)"(y — ®c) + A x PEN;(z).
Alors
PEN,(z) = / (D2(t)2dt = / T ID20(1)|[D2(1) e di = ¢ Roc,

ou Ry = [[D?®(1)|[D*®(¢)T]dt = [[D*®][D?*®7] est la matrice de pénalité. La
dérivée de la fonction SCRPEN ((y | ¢) par rapport a c est :

—®7(2y — ®c) + ARsc
et en posant I'expression précédente égale a 0, on obtient :
—2®"y + (®7® + ARy)c = 0.
L’estimateur de c est donc
eppy = (7@ + AR,) '@y,

et on obtient 'estimation de la fonction x(¢) :

K
z(t) = Z Cren®k(t),
k=1

qui s’écrit sous forme matricielle comme : X = Syy, ot Sy = (®T® + \R,) &7
est appelée la matrice de lissage. Les degrés de liberté (dl) de I’ajustement cor-
respondent au nombre de paramétres du modeéle qui doivent étre estimés, et il est
possible de montrer que ce nombre égale a la trace de la matrice Sy. Il existe de
nombreuses facons de choisir le paramétre de lissage A ; par exemple, la validation
croisée "leave-one-out" (LOO), la validation croisée généralisée (VCG) et l'esti-

mation par vraisemblance maximale restreinte. La fonction LOO de la validation
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croisée LOO qui a été présentée a la section 1.2.2 peut en fait étre écrite de la
faccon suivante :
m 2 m X 9
LOOA(#y) = % (;(yj - fﬁ(%‘)) = %Z %A,
ou les sy ;5,7 = 1,...,m sont les éléments diagonaux de la matrice de lissage s,.
On remarque qu'il est possible de calculer VCO? en une seule itération (plutot
qu’en m itérations), car la fonction &, est obtenue en utilisant toutes les données.
Finalement, on choisit la valeur A qui minimise VCO*(%)). Une autre mesure
qui est populaire dans la littérature sur les splines de lissage est la mesure de
validation croisée généralisée. Elle a tendance a donner des résultats plus lisses

que la VCO. La mesure VGC' est définie comme suit :

) m Doy — aalty))?
VOE(r) = <m—dl(/\)) ( m — di(\) )

ou dl(\) = trace(S,). Nous allons maintenant présenter une application de la

validation croisée généralisée sur le jeu de données de I’étude de croissance des
garcons de Berkeley et sur le jeu de données des températures canadiennes vus a
la section 1.1. La figure 1.6 présente les valeurs du critére de VCG pour différentes
valeurs de A. La figure 1.6(a) montre un minimum a log;o(A) = -4.25 et la figure
1.6(b) montre un minimum a log;o(A) = 6. Les figures 1.7(a) et (b) illustre le
lissage des jeux de données des courbes de croissances des garcons et des courbes
des températures canadiennes en utilisant les paramétres de lissage A = 107425 et

A = 10° respectivement.

1.3 Analyse en composantes principales fonctionnelles

Une fois que le lissage des données fonctionnelles a été effectué, il est courant de
procéder a une étape de réduction de la dimension des données a l'aide d’une

analyse en composantes principales (ACP). Dans cette section, nous allons tout
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Figure 1.6: Illustration des valeurs du critére de la validation croisée généralisée
pour différentes valeurs de lissage A. (a) Les valeurs du critéres VCG en fonction
de A pour les courbes de croissance des garcons de I’étude de Berkeley et (b) les

valeurs du critéres VCG en fonction de A pour le jeux de données des températures

canadiennes.

d’abord faire un rappel de ’ACP dans le cas multivarié et nous allons ensuite la

présenter dans le cas fonctionnel.

1.3.1 Analyse en composantes principales dans le cas multivarié

De nos jours, il est courant d’avoir des données ot il y a beaucoup plus de variables
explicatives que d’observations; c’est souvent le cas, par exemple en génétique.
Ces données sont souvent difficiles & analyser en raison de leur grande dimension.
L’analyse en composantes principales est une méthode qui permet de réduire la
dimension d'un ensemble de données tout en minimisant la perte d’information.
A laide d’une transformation orthogonale, ’ACP a pour but de créer a partir
des variables originales, de nouvelles variables non corrélées qui maximisent la
variance des données. Ces nouvelles variables, définies par le jeu de données en

question, sont appelées composantes principales. Rappelons que 'orthogonalité,
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Figure 1.7: (a) Illustration des données lisses du jeu de données des 10 premiers
garcons de I'étude de Berkeley avec A = le™*% et (b) du jeu de données des

températures canadiennes avec \ = 1eb.

dans notre contexte, préserve les longueurs des vecteurs et les angles entre les vec-
teurs. Considérons un ensemble de données avec n observations sur d variables.
Ces données définissent d vecteurs Xy, ..., X4 de dimension n. On obtient donc une
matrice de données X, 4 qui forme un nuage de n points dans un espace a d
dimensions dont la 7™ colonne est le vecteur x; des observations sur la j*m°
variable. L’analyse en composantes principales a pour but de trouver de nouvelles
directions (composantes principales) qui sont basées sur la matrice de variance-
covariance des variables originales, de telle sorte qu'une variable avec un écart-
type élevé aura un poids plus élevé pour le calcul de la direction qu'une variable
avec un écart-type faible. Puisque ’écart-type d’une variable n’est pas invariant
a 1’échelle dans laquelle est exprimée la variable, les variables doivent étre préa-
lablement standardisées. L’ACP permet de trouver une combinaison linéaire des
colonnes de la matrice X ayant la plus grande variance possible. Ces combinaisons
linéaires sont données par Z?:l a;x; =Xa, ou a = (ay,as, ...,aq)" est un vecteur
de constantes. La matrice de variance-covariance de la combinaison linéaire Xa

est donnée par Var(Xa) = a’Sa, ot S = X7X. Obtenir la combinaison linéaire
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avec la variance maximale est équivalent a trouver un vecteur a de dimension d

Ta = 1. Notons

qui maximise la forme quadratique a’Sa sous la contrainte que a
que si nous considérons des vecteurs qui ne sont pas de norme unitaire dans le
probléme de maximisation, on n’obtiendrait pas une solution appropriée, car la
variance de la projection pourrait devenir arbitrairement grande en augmentant

la norme du vecteur. Nous voulons donc maximiser a’’Sa — \(a”

a—1), ot \est
un multiplicateur de Lagrange. Pour cela, il suffit de différencier par rapport au

vecteur a et de le mettre égal au vecteur nul, ce qui nous donne :
(S=AM)a=0 < Sa=)a. (1.6)

Nous pouvons donc résoudre cette équation en utilisant la décomposition spec-
trale de la matrice de variance-covariance S. Rappelons tout d’abord ce qu’est
la décomposition spectrale d’une matrice. Soit C une matrice carrée symétrique
d x d possédant des valeurs propres A\; > Ay > ... > A\; dont les vecteurs propres

orthonormés correspondants sont wi, wa, ..., wq € R%. Alors C peut s’écrire sous

la forme :
M O - 0 — w; —
N ] S N
C=WAW" = lw; wy ... wy S . . '

ol A est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres
de C. Puisque la matrice de variance-covariance S est symétrique, elle admet donc

une décomposition spectrale définie par :

()\la al)a <)‘27 a2)7 (A37 a3)7 ceey <)‘d7 ad)~

Chaque couple (\;,a;),7 =1, ..., d est une solution de I’équation 1.6 mais a; est le
vecteur propre associé & la plus grande valeur propre ainsi a’ Sa atteint sa valeur

maximale al'Sa; = \; en a;. Une fois que la direction a; a été choisie, il suffit



23

de trouver une direction a, qui maximise a’Sa et qui est orthogonale & a;. Cette
direction est donnée par le deuxiéme vecteur propre qui est tel que al'Sa, = \s.
On peut répéter cette procédure jusqu’a ce qu’on obtienne la derniére composante

principale ag qui est associé a la plus petite valeur propre Ay.

Remarquons que 'ACP préserve les m < d premiéres valeurs propres de la ma-
trice de variance-covariance S lorsqu’on projette les observations d’un espace de
dimension d sur un espace de dimension inférieure m. Considérons la matrice
de variance-covariance S = XTX et sa décomposition spectrale : AAAT. Soit

T = XU, les observations projetées sur m composantes principales, o

U= a ay ... ay GRdxm.

Alors la matrice de variance-covariance des données projetées dans l'espace de

dimension réduite m est :

Cov(T) = (XU)"(XU)
= UTX"XU
= UT(X"X)U
=U’SU
= UTUAUTU = A.

La variance totale de XU est mesurée par la trace de la matrice A. La variance
totale expliquée lorsqu’on considére les d composantes principales est donc donnée

par :

La proportion de variation totale expliquée par les m premiéres composantes prin-
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cipales est donnée par :

Z?L )‘i'
Z?:l Ai

Généralement, nous retenons que les composantes les plus importantes, une facon
de le faire est de choisir m tel que la proportion de variation totale expliquée soit

d’au moins 0.90.

Considérons l'exemple illustré a la figure 1.8. Le graphique (a) illustre un jeu
de données standardisés ou d = 2 alors que les axes illustrés en mauve et en
vert représentent respectivement les axes de la premiére et seconde composante
pricipale du jeu de données. Si nous voulons projeter les observations sur les deux
composantes principales, ’ACP ne fait qu’une rotation des axes des composantes
principales tel qu'illustré en (b). Si nous voulons projeter nos données dans un
espace de dimension m = 1 en gardant le plus d’information possible, il suffit de
projeter les données sur la 1¢ composante principle tel qu'illustré en (c), car la
premiére composante représente la direction pour laquelle la variance est maximale
dans le jeu de donnée. Chaque observation peut maintenant étre projetée sur
cette axe afin d’obtenir les coordonnées le long de la direction de la premiére
composante principale. Ces nouvelles coordonnées sont également connues sous le
nom de score. On obtient un nouveau jeu de données qui est représenté en (d). Un
jeu de données standardisées de dimension d = 3 est illustré en (e). Nous pouvons
obtenir la représentation du jeu de données en m = 2 dimensions en tracant les
scores associés aux deux premiéres composantes principales; un tel graphique est
appelé graphique des scores. La figure (f) représente le graphique des scores basé

sur les deux premiéres composantes principales du jeu données en (e).
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Figure 1.8: Illustration de la méthode d’ACP appliquée sur deux jeux de données.
La figure (a) représente un nuage de points composé de 14 données standardisées
représentées en 2 dimensions, le graphique (b) montre la rotation des axes des 2
composantes principales, la figure (c) illustre la projection des observations sur
la 1°*¢ composantes principales, le graphique (d) illustre le sous-espace réduit par
I’ACP en dimension m = 1, la figure (f) illustre le graphique des scores d’un jeu

de données composées de 26 observations en dimension d = 3 tel qu’illustré en

(e).

1.3.2 Analyse en composantes principales dans le cas fonctionnel

Une généralisation de I’ACP multivariée au cas fonctionnel est possible. Nous al-
lons voir que I'analyse en composantes principales fonctionnelles (ACPF), peut

étre utilisée pour réduire la dimension des données fonctionnelles. Similairement
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a ’ACP multivariée, 'objectif de 'ACPF est de projeter les données dans un
sous-espace vectoriel de L?(T') de dimension finie tout en conservant le maximum
d’information des données fonctionnelles. Soit {X;(t) : t € T}, un ensemble de
de n réalisations indépendantes et identiquement distribuées a une variable aléa-
toire X € L?(T) centrée, c’est-a-dire de moyenne nulle et soit {z;(t) : t € T},
une observation d’'un tel ensemble. Comme pour PACP multivariée, trouver les
composantes principales fonctionnelles revient & trouver la décomposition spec-

trale de 'opérateur de covariance, i.e. a résoudre 1’équation :
V(€)= / o(s, DEM)dE = Ne(s),s € T, (1.7)

ol A est une valeur propre et £(s) est une fonction propre de 'opérateur V.

ACP multivariée

ACP fonctionnelle

Variable aléatoire

X e R?
X = (Xh "'7Xd)T

X e L¥T)
X={X({),teT}

Dimension d < oo 00
Moyenne = E(X) wu(t) = E(X(t))
Covariance Y =Var(X) v(s,t) = Cov(X(s), X(t))
Valeur(s) propre(s) Ay A2y e Mg A,y Ag, e

Produit scalaire

<X7 Y> = Zj:l ijj

(X, ) = Jp X&)V (¢)dt

Direction de 'ACP

Vecteur(s) propre(s) :

i, Ay, ..., 4

Fonctions propres :

§1(1), &a(1), -

Scores

d
d; =3 5, Xja;

fi= Jr &)X @)dt

Tableau 1.1: Comparaison de divers éléments de I’ACP multivariée et I’ACP fonc-

tionnelle.

La solution de cette équation consiste en une séquence de couples (A}, ;) telle que

A; est la valeur propre associée a la fonction propre ;. Le tableau 1.1 résume la
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distinction entre I’ACP multivariée et I’ACP fonctionnelle. Comme indiqué dans le
tableau 1.1, dans le cas multivarié, il existe d valeurs propres et d vecteurs propres
associés a un ensemble de données de dimension finie d. Théoriquement, il existe
une infinité de paires de valeurs propres et de fonctions propres pour un espace de
dimension infinie; I'idée est de trouver les m premiéres composantes principales
fonctionnelles &;(t),&(), ..., &m(t), car elles résument les principales sources de
variance parmi les courbes. Le score d’une observation ¢ pour la j*®¢ valeur com-
posante principale fonctionnelle est défini comme f;; = [, &) X;(t)dt = (&, X;).
Les scores fi1,..f,. sont en fait les coordonées de la projection de la courbe z;(t)
sur les fonctions propres &1, ..., &,. Notons que les scores sont maximisés sous la
contrainte [ &;(t)*dt = [|€;||> = 1 et que les composantes principales fonctionnelles

sont orthogonales, c’est-a-dire :

/ E(DE (D)t =0, Wi 4 j.

De plus, les scores sont des variables aléatoires centrées et non corrélées telles que
1 n n n
2
E;fik =0, Z;fikfil =0, Z;fik =\, Vk#L
J= J= J=

Nous allons voir deux méthodes afin d’obtenir les fonctions propres et les va-
leurs propres en pratique. Les deux méthodes permettent de résoudre la version

empirique de I’équation 1.7, i.e :

V(g‘(s)) - /ﬁ(s,t)g(t)dt = M(s),s €T, (1.8)

ou 9(s,t) est la fonction de covariance empirique définie en 1.2, 1% I'opérateur
de covariance associé a v et (5\,5) une valeur et une fonction propre de V. La
premiére méthode consiste a discrétiser ’équation 1.8, i.e., a utiliser les données
discrétisées selon une grille qui est suffisamment fine t = [t,...,tx]. On a donc

une matrice X de taille n x K définie par z;(t1), ..., x;(tx), ¢ € {1,...,n} et une
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matrice de covariance empirique S = n'XTX de taille K x K. Alors, il est
possible d’utiliser la décomposition spectrale vue a la section 1.3.1 dans le cas
de 'ACP multivariée pour obtenir les paires de valeurs propres et de vecteurs
propres (\;,a;),7 = 1,..., K. Notons qu’avec cette méthode, le nombre maximal

de vecteurs propres et de valeurs propres est de K.

La deuxiéme méthode repose sur la représentation des données par une combinai-
son linéaire de fonctions de base et elle est beaucoup plus utilisée. Supposons que
chaque fonction z;(t),i = 1, ..., n est exprimée avec le méme ensemble de fonctions

de base {¢y(t)}<,, alors on peut écrire x;(t) comme la combinaison linéaire :

zi(t) = candi(t).

Si on note x le vecteur dont les composantes sont les fonctions z(t), ..., z,(t) et ¢
celui dont les composantes sont ¢1(t), ..., ¢k (t), on peut exprimer x d’une maniére

plus compacte :

—xl(t)_ _cu Ci2 - ClK- _¢1(t)_
e To(t) _ |Gt G2 Ok P2(t) — Co,
_xn(t)_ (Cn1 Cn2 vt Gk | _¢K(t)_

ou la matrice de coefficients C est de dimension n X K. Supposons que
K
§=) 0i(thh; =b"¢
j=1

est la fonction propre de l'opérateur de covariance V associée a la valeur propre
. Notons que le nombre maximal de fonctions propres que 'on peut obtenir avec
cette méthode est K. En substituant ces combinaisons linéaires de fonctions de

base dans I’équation 1.8, on obtient :

0(s,t) =n"tp(s)TCTCe(t). (1.9)
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Définissons la matrice W de dimension K x K comme suit :
W = /¢¢»T. (1.10)
Nous cherchons a résoudre I’équation 1.8 sous la contrainte :
€7 = [épae =" [ o) gt —b'Wh=1. (111
En substituant les équations 1.9, 1.10 et 1.11 dans I’équation 1.8, celle-ci devient :
/ b(s,)EH)dt = [ ntp(s)TCTCh(t)p(t) bt
—n'$(5CTC [ Blo)g() bt

n"'¢(s)'CTCWb

= 2o (s)"b.
Cette équation doit étre vraie pour toutes les valeurs s € T, et par conséquent
n'CTCWb = \b.
Si nous définissons u = W%b, alors nous avons 1’équation symétrique
n~'W:CTCW2W2b = \W3b
n"'W2:CTCWzu = Ju,
sous la contrainte u’u = 1. On voit que u est un vecteur propre de la matrice
n-'W2CTCW?:z. Une fois que nous avons trouvé u, nous pouvons poser b =

1 . . . . ~ ~ .
W ™2u pour pouvoir ensuite obtenir les fonctions propres &;..., x de 'opérateur

de covariance V', ordonnées par les valeurs propres Ay > ... > A\g.

1.3.3 Représentation graphique des températures canadiennes en utilisant l’ana-
lyse en composantes fonctionnelles

Comme dans le cas de ’ACP multivarié, on considére souvent que les premiéres

fonctions propres en ACPF. Encore une fois, considérons I'exemple du jeu de
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données des températures canadiennes. La figure 1.9(a) représente la variance
cumulative exprimée en pourcentage en fonction du nombre de fonctions propres
(composantes principales). Nous pouvons voir qu’avec seulement deux fonctions
propres, la variance cumulative dépasse déja le seuil de 90 % illustré par la ligne
horizontale sur le graphique. Les quatre premiéres fonctions propres sont illustrées

a la figure 1.9(b). La courbe en noire (FP1) représente la premiére fonction propre

1.00

(a) ° [y ° ° L] L] ° [ ]

0.96 0.98

0.00
|

0.94
|
Fonction propre (FP)

Variance cumulative expliquée (%)

0.92
-0.05
L

0.90

2‘ 4‘1 é é 16 6 160 260 360
Nombre de composantes Jours
Figure 1.9: (a) La variance cumulative expliquée en fonction du nombre de com-

posantes et (b) les 4 premiéres fonctions propres résumant 99.68 % de la variance

totale du jeux de données des températures canadiennes quotidiennes.

& (t) et elle capture 89 % de la variation totale du jeu de données. On peut
constater qu’elle est positive durant toute 'année et les poids placés aux stations
d’hiver sont beaucoup plus élevés que les poids placés aux stations d’été. Ceci
indique que les températures a travers les villes canadiennes sont plus variables
pendant la saison hivernale, c¢’est-a-dire qu’il y a une plus forte variation entre
les températures durant les mois d’hiver que durant les mois d’été. La figure
1.10 illustre les scores ({&1, x;),(&2, z;)) pour chaque courbe z;,7 = 1, ..., 35 de nos
données. Les villes dont le score (&1, x;) est grand ont des hivers plus chauds que
la moyenne tandis que celles dont le score est petit auront des hivers beaucoup

plus froids que la moyenne. Par exemple, on voit que la ville de Vancouver (située
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sur la cote du Pacifique) a un score élevé pour la premiére composante principale,

tandis que la ville de Resolute (située au Nunavut) a un score trés négatif. La

o
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Figure 1.10: Représentation en deux dimensions des 35 villes canadiennes dans le

plan défini par les 2 premiéres fonctions propres.

deuxiéme composante principale (FP2) représentée en rouge a la figure 1.9(b),
capture 8 % de la variation totale et décrit la variation de la différence entre
les températures hivernales et estivales. Les villes dont le score (&, z;) est élevé
ont une plus petite différence de température entre leur hiver et leur été que la
moyenne des villes, tandis que les villes avec des petites valeurs pour ce score ont
une plus grande différence (hiver trés froid et été trés chaud). La figure 1.11(a)

illustre les températures moyennes quotidiennes des villes suivantes : St. Johns,
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Winnipeg, Vancouver et Resolute. Le graphique en (b) présente les températures
moyennes quotidiennes centrées, c’est-a-dire auxquelles on soustrait la fonction
moyenne empirique calculée avec les 35 courbes, de ces 4 villes canadiennes. Nous
pouvons voir qu’en (a), les températures de la ville de Vancouver ne varient pas
beaucoup au cours de 'année comparativement aux 3 autres villes canadiennes.
De plus, la ville de St. Johns a un hiver un peu plus chaud et un été un peu plus
froid que les autres villes, alors que la ville de Winnipeg a un hiver moins froid que
la ville de Resolute mais un été plus chaud que les autres villes. On s’attendait
a de tels résultats puisque la ville de Winnipeg a un score négatif élevé pour la
deuxieme composante principale tandis que la ville de St. Johns a un score positif
élevé. La prochaine section présente une autre méthode qui permet de réduire la

dimension des données.

20
20
1

Température
-10
Température
-10

St. Johns
Winnipeg
vancouver
Resolute

ns
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= Resolute

-40
|
-40
1
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Figure 1.11: (a) Les températures moyennes quotidiennes de 4 villes canadiennes

et (b) les courbes de températures de ces 4 villes centrées.
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1.3.4 Méthode des moindres carrés partiels dans le cas multivarié

Comme 'analyse en composantes principales, la méthode des moindres carrés par-
tiels (MMCP) est une méthode de réduction de dimension qui identifie un nouvel
ensemble de directions z, ..., z, qui sont des combinaisons linéaires des prédicteurs
originaux, puis ajuste un modeéle linéaire via les moindres carrés en utilisant ces
directions. La différence principale avec ’ACP est que la MMCP suppose qu’on
observe une variable réponse y = (y1, ..., yn)? et elle tente de trouver des directions
qui aident a expliquer a la fois la variable réponse et les prédicteurs, c’est-a-dire
de maximiser la covariation entre X et y. La MMCP le fait en placant plus de
poids sur les prédicteurs les plus fortement corrélés avec y. Tout d’abord, on sup-
pose que le vecteur y est centré et les d prédicteurs sont centrés et réduits pour
que chaque colonne de X ait une moyenne nulle et une variance unitaire, et ce
pour les mémes raisons que I’ACP. Notons par 9231j le coefficient de la projection
de y sur xj, i.e. lej = < X;,y >, pour j = 1,...,d. L'idée derriére les moindres
carrés partiels est d’obtenir la premiére direction z; en faisant une régression de
y sur x; pour calculer QEH, une régression de y sur x, pour calculer (%12 et ainsi de
suite, jusqu’a ce qu’on obtienne une régression de y sur x4 pour calculer ggld. Nous
obtenons donc la premiére direction, z; = Z;l:l ¢1;%4. Pour obtenir la deuxiéme
direction z,, nous régressons chaque prédicteur sur z; et nous allons prendre en
considération les résidus. Ces résidus peuvent étre interprétés comme les infor-
mations restantes qui n’ont pas été expliquées par z;. Nous calculons ensuite zs
en utilisant les données orthogonalisées de la méme maniére que z; a été calculée
basée sur les données originales. Cette approche peut étre répétée jusqu’a ce que
@ < d directions aient été obtenues. On obtient finalement une séquence de di-
rections orthogonales z1, zo, ..., Zg. Si nous devions construire toutes les directions
telles que () = d, nous obtiendrions une solution équivalente aux estimations habi-

tuelles des moindres carrés. Dans notre contexte, nous nous intéressons seulement
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aux directions zq, ...,zg, () < d. La procédure que nous allons utiliser est :

Etape 1. Standardiser chaque x; pour avoir une moyenne nulle et une variance
(0)

unitaire. Poser (@ = g1 et X, =x5,7=1,..d.

Etape 2. Pour ¢ = 1, ..., d, la direction obtenue est Zg = Z?:l ngjxgq_l),

Oll (g =< Xg-q*l),y >,

Etape 3. Sauvegarder la séquence de vecteurs z, ..., ZQ.

La procédure compléte de la MMCP est décrite dans «Elements of Statistical
Learning» de Hastie et al. (2001).



CHAPITRE II

METHODES DE CLASSIFICATION NON-PARAMETRIQUES POUR DES
DONNEES FONCTIONNELLES

Dans ce chapitre, nous allons présenter une méthode non-paramétrique, déve-
loppée par Ferraty et Vieu (2006), qui a pour but de faire de la classification
supervisée de données fonctionnelles. La méthode est basée sur I'estimateur de
Nadaraya-Watson et fait appel a la méthode des K plus proches voisins (K-PPV)
pour la sélection du paramétre d’ajustement contrélant I’étendue du noyau. De
plus, nous allons introduire différentes semi-métriques permettant de mesurer la

proximité de deux fonctions.

2.1 Introduction au probléme de classification

Une variable qualitative (aussi appelée variable catégorielle ou bien facteur) prend
pour valeurs des catégories, des classes ou bien des niveaux. Le probléme consis-
tant a prédire une variable réponse catégorielle est appelé un probléme de clas-
sification. L’objectif de la classification est principalement de définir des regles
permettant de classer des nouvelles observations dont la classe est inconnue a
partir de variables explicatives. Notons que lorsqu’il n’y a que deux classes, on
parle de classification binaire et lorsqu’il y a plus de deux classes, on parle de

classification en classes multiples. En apprentissage supervisé, on dispose d’un en-



36

semble de données, appelé données d’entrainement, consistant en n réalisations
indépendantes du vecteur (X,Y), ou X représente la variable explicative et YV
la variable réponse. On va supposer que Y est une variable catégorielle univa-
riée tandis que la variable X peut prendre plusieurs formes : X est un vecteur
dans un contexte d’analyse multivariée et une fonction dans un contexte d’analyse
fonctionnelle. Pour distinguer ces deux contextes, on notera X une variable mul-
tivariée et X une variable fonctionnelle. Les données d’entrainement sont utilisées
afin de déterminer un ensemble de régles permettant de classer des objets dans
des classes prédéfinies. Il existe plusieurs méthodes de classification supervisée ;
par exemple, la régression logistique, les arbres de décision, les foréts aléatoires et
les machines & vecteurs de support. Contrairement & ’approche supervisée, 1’en-
semble de données utilisé en apprentissage non supervisé est seulement composé
de variables explicatives, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de variables réponses dans le
jeu de données. Le but de 'apprentissage non supervisé est d’explorer la structure
des données, par exemple en partionnant les données en groupes homogenes. Dans
ce mémoire, nous allons présenter le probléme de la classification supervisée dans

le cas ou la variable explicative est fonctionnelle.

Soit X une variable aléatoire fonctionnelle & valeurs dans un espace semi-métrique
(E,d) ou E est un ensemble muni d’une semi-métrique d, Y une variable réponse
et un échantillon (X;,Y;);=1.. ., de n paires indépendantes et identiquement dis-
tribuées a (X,Y) prenant valeurs dans E x G, avec G = (1,...,G) ot G est le
nombre de classes. Nous allons utiliser la notation (x;,y;) pour décrire ’observa-
tion du couple (X;,Y;). Si on observe une nouvelle fonction = dont on ne connait
pas la classe, la meilleure facon de prédire sa classe est d’utiliser le classifieur de

Bayes si nous connaissons les probabilités a posteriori :
py(z) =P(Y =g|X=1), g€G.

La régle de Bayes consiste a prédire la classe d'une nouvelle courbe observée x en
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choisissant la classe ayant la probabilité a posteriori la plus élevée, i.e. la classe

y(z) = argmax py(x).
geG

Dans le cas de la classification binaire, on peut définir le classifieur de Bayes

h*: E — {0,1} comme suit :

1 siPY=1|X=2z)>3
h(x) =

0 sinon.

Nous allons maintenant donner une preuve de 'optimalité du classifieur de Bayes.
Pour ce faire, nous allons montrer que la probabilité d’erreur de classification de
h* est inférieure ou égale a celle de n'importe quel autre classifieur. Notons que la

probabilité d’erreur de classification d’un classifieur A est :

Ph(X)£Y | X =2)=1—P(h(X) =Y | X = ).

Théoréme 1. Soit le classifieur de Bayes h* et un classifieur h : E— {0,1}, alors
P(h(X)#Y | X =2) > P(h"(X) #Y | X =),

pour tout x € E.

Démonstration. La probabilité d’erreur de classification d’un classifieur h pour

une fonction fixe x peut s’écrire :

PW(X)£Y | X =2)
—1-P(h(X)=Y | X =2)
—1-Ph(X)=1Y =1|X=2)— P(h(X)=0,Y =0 | X =)
= 1= Lyt PV = 1| X =12) — Ly@oP(Y =0| X = 1)

=1- 1h(z):1P(Y =1 | X = :c) - ]lh(m):()(l —P(Y =1 | X = x)),
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ou 14 est la fonction indicatrice qui vaut 1 lorsque A est vrai et 0 sinon. Comparons
la probabilité d’erreur de classification d’un classifieur quelconque h au classifieur
h* -
P(h(X) £Y | X =) = P("'(X) £Y | X = x)
= P(Y =1|X = 2)(Tpe@)=1 — Ln@)=1)

Notons que Tp«(z)=0 = 1 — Tps(z)=1 €t Tp@)=0 = 1 — Lpa)=1, le terme de droite de

I’équation précédente peut donc s’écrire comme :
(2P(Y =1 | X = x) - 1)(]]-h*(ac):1 - ]lh(:c):l)- (21)

L’expression 2.1 est toujours plus grande ou égale a 0. En effet, considérons le
cas ol Lp+(z)=1 7# Lp@)=1. Si h*(z) = 1, alors (Lp«z)=1 — Lp@)=1) = 1 > 0 et
P(Y=1|X =ux)>1/2, ce qui implique que 2P(Y =1 | X =z) — 1 > 0 tandis
que si h*(z) = 0, alors (1p+(z)=1 — Lp@=1) = -1 <0et P(Y =1| X =2) < 1/2,
ce qui implique que 2P(Y =1 | X = 2) —1 < 0. Dans le cas ot Lp+(z)=1 = Lp)=1,

I'expression (2.1) est égale a 0.

On obtient donc que :
PhX)#£Y | X=2)>Ph'(X)#Y | X =2),Vx € E.

]

En pratique, on ne connait habituellement pas les probabilités a posteriori. Il
existe plusieurs méthodes pour les estimer dont une étant la régression non-
paramétrique. Remarquons que la prédiction d’une variable réponse Y étant donné
une variable fonctionnelle X ameéne & se concentrer sur ’espérance conditionnelle
puisque ’on peut réécrire la probabilité p, sous forme d’une espérance condition-
nelle :

py(z) = E(ly—, | X =1),9 € G. (2.2)
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Cette espérance conditionnelle étant une fonction de régression, on peut donc ’es-
timer a ’aide d'une méthode de régression non-paramétrique ; nous présenterons

cette approche a la section 2.4.3.

2.2 Méthode des K plus proches voisins

Nous aurons besoin de la méthode des K plus proches voisins dans la construction
de la régle de classification. La méthode des K plus proches voisins est une mé-
thode non-paramétrique utilisée pour la classification et la régression. Pour une
nouvelle observation x dont on souhaite prédire la classe, l’algorithme des K-PPV
identifie les K observations de ’ensemble des données d’entrainement qui sont les
plus proches en termes de distance euclidienne ou de toutes autres semi-métriques
de x : ces K observations sont appelées les K plus proches voisins de x. La nou-
velle observation est classée selon un vote de majorité de ses voisins : ’'observation
sera attribuée a la classe la plus courante parmi celles de ses K voisins les plus
proches. Par exemple, si K = 1, alors la nouvelle observation est simplement as-
signée a la classe de son voisin le plus proche. La méthode des K plus proches
voisins basée sur la distance euclidienne dans le cas binaire, Y € {vert, bleu}, et
pour X € R?, est illustré a la figure 2.1. Les variables explicatives x, ..., 11 sont
représentées par les points et les variables réponses v, ..., y1¢ par la couleur des
points. Le point turquoise représente une nouvelle observation = a classer. Pour
K = 5 voisins (cercle noir), la classe prédite de la nouvelle observation est bleue,
car Npjew = 3 > Nyert = 2, o1 IV; représente le nombre d’observations dans la classe
i. Pour K =9 voisins (cercle rouge), la classe prédite de la nouvelle observation

est verte, car Nyt = 6 > Npew = 3; la classe prépondérante est la classe verte.
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Figure 2.1: Illustration de la classification binaire par la méthode des K plus

proches voisins avec X € R2.
2.3 Les semi-métriques pour les données fonctionnelles

La méthode de classification qui est présentée dans ce chapitre necéssite la connais-
sance de la distance entre chacune des observations fonctionnelles de nos données.
On a donc besoin de définir une notion de distance pour des fonctions. Il en existe
plusieurs, on considére la distance L? comme étant la distance classique en ana-
lyse de données fonctionnelles. Soit deux courbes x et x’, on définit la distance

euclidienne comme suit :

dr’ (x,2') = \// (m(t) — x’(t))zdt.

Nous allons introduire trois familles de semi-métriques qui serviront & mesurer la

distance entre deux fonctions. La premiére famille de semi-métrique que nous al-
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lons voir est basée sur ’analyse en composantes principales fonctionnelles (ACPF),
la deuxiéme sur la méthode des moindres carrés partiels (MMCP) et la troisiéme
sur les dérivées. Les deux premiéres sont bien adaptées aux courbes rugueuses
tandis que la troisieme est adaptée aux données lisses. Rappelons tout d’abord
la définition d’une semi-métrique. Selon Ferraty et Vieu (2006), d est une semi-

métrique sur un espace F' si :
1.Vx € F,d(z,x) = 0;

2. Vo, x5, xp € Fod(zg, x) < d(x;, x)) + d(z;, xp).

Notons qu’une semi-métrique n’est pas une métrique puisqu’elle ne doit pas né-
cessairement respecter la condition : V;, z; € F,d(x;,z;) =0 = z; = x;. Nous
allons voir en premier lieu la semi-métrique d;;‘CP basée sur la méthode de ’ACPF.
Nous avons vu au chapitre 1 que I’ACPF peut étre utilisée afin de projeter de fa-
¢on optimale les données fonctionnelles dans un espace de dimension finie ¢, ou ¢
représente le nombre de composantes principales fonctionnelles. La distance dj;‘CP
est obtenue en prenant la distance euclidienne entre les courbes projetées par

I’ACPF en dimension g. En effet, la semi-métrique basée sur I’ACPF est définie

comme suit :

AP (z,2") = ((%&e) - <$’afk>>

k=

- ( / 2(t) — x'<t>1gk<t>dt)

k=1

s}

ou &, est la k®™¢ fonction propre de I'opérateur de covariance de X. En pratique,
les fonctions &, sont estimées a l'aide des observations z1, ..., z, tel qu’expliqué a
la section 1.3.2 du chapitre 1. Nous allons voir un example d’un calcul de cette
semi-métrique en dimension ¢ = 2. Nous allons utiliser le jeu de données tecator

tiré du paquet fda.usc de R. Chaque courbe spectrométrique observée correspond
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a ’absorbance mesurée sur 100 longueurs d’onde (la longueur d’onde varie de 850
nm & 1050 nm). Si nous voulons calculer la distance entre la 1%¢ courbe et la
100°™¢ courbe du jeu de données illustrées respectivement en rouge et en noire
a la figure 2.2(a), nous devons projeter chacune des courbes dans un espace de
dimension 2. On obtient ainsi deux points dans un plan défini par les 2 premiéres
composantes principales, comme 'on peut voir a la figure 2.2(b) : la courbe rouge
est représentée par le point en rouge et la courbe noire est représentée par le point
en noir. Ensuite, la distance est obtenue en calculant la distance euclidienne entre

ces deux points (illustrée par la ligne bleue). On obtient d3'“F(x1, x190) = 10.

45
I

@) (b)

4.0
-3e-15

-5e-15

Absorbances
Composante principale 2

~7e-15

3.0

-9e-15

T T T T T T T T T T
850 900 950 1000 1050 -40 -38 -36 -34 -32 -30
Longeur d'onde (mm) Composante principale 1

Figure 2.2: La figure (a) représente la 1 courbe et la 100°™¢ courbe tirées du jeu
de données tetacor du paquet fda.usc de R, la figure (b) illustre la projection de

ces deux courbes dans un espace de dimension 2.

Nous allons voir la deuxiéme famille de semi-métrique basée sur la mé-

MMCP
dq

thode des moindres carrés partiels. Le principe de cette semi-métrique est similaire
a la semi-métrique d;;‘CP . Les courbes sont projetées dans un espace de dimension
q par la MMCP. Encore une fois, la distance dé” MCP est obtenue en calculant la

distance euclidienne entre les courbes projetées en dimension ¢. La formule de la



43

semi-métrique basée sur la MMCP que nous allons utiliser est :

NP (a2l = || S ( [t - x/(t)]zzdt> ,

k=1

ol z] est la k™ composante obtenue par la MMCP. Les composantes z] peuvent
étre estimées a l'aide des observations (x1,%1), ..., (Tn, ¥n) tel que mentionné a la

section 1.3.4.

La derniére famille de semi-métrique, notée dge””, correspond a la distance L?

entre la dérivée d’ordre ¢ de deux courbes :

doeriv (g, o) = \/ / (m)(t) _ @ (t)>2dt, (2.4)

N , éme L., .
ot 9 et 2/(9 représentent la ¢ dérivée des courbes z et 2’ respectivement.

Notons que lorsque ¢ = 0, on obtient la distance L?, notée dd*"®. La figure 2.3
illustre un exemple du calcul de cette semi-métrique a l'aide des deux courbes
du jeu de données tetacor présentées précedemment, pour ¢ = 0,1,2 et 3. La
semi-métrique peut étre approximée par la somme de la longueur au carré des
segments en turquoises. On obtient par exemple d2 % (x1, 2109) = 14. Notons que

plus 'ordre de la dérivée est élevée, et plus la semi-métrique devient petite.

2.4 Les méthodes par noyau pour les données fonctionnelles

Nous allons maintenant définir ce qu’est une fonction noyau. Une fonction noyau,
aussi appelée noyau, est une fonction de pondération utilisée entre autres dans
les méthodes d’estimation non-paramétrique. Les noyaux peuvent étre utilisés par
exemple dans la régression non-paramétrique. Dans notre cas, nous allons utiliser
la régression non-paramétrique par noyau pour estimer les probabilités p,, g € G,
puisque ces probabilités comme nous 1’avons présenté a 1’équation 2.2, peuvent

s’écrire comme une espérance conditionnelle.
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Figure 2.3: Les figures (a), (b), (c) et (d) illustrent respectivement la dérivée
d’ordre ¢ = 0, la dérivée premiére (¢ = 1), la dérivée seconde (q = 2) et la dérivée
troisiéme (¢ = 3) des deux courbes tirées du jeu de données tetacor. Les distances
dderiv qderiv qderiv_ qderiv: peyvent étre approximées par la somme de la longueur

au carré des segments en turquoises.

2.4.1 Les fonctions noyaux définies sur des scalaires

Nous allons présenter dans cette section plusieurs types de noyaux. Une fonction

noyau K : R — R™ est toute fonction intégrable a valeur réelle non-négative qui
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satistfait

/Oo K(u)du = 1.

—00

Une fonction noyau telle que
K(—u) = K(u),Vu € R

est dite symétrique. Il existe plusieurs noyaux dont les principaux sont : uniforme,
triangle, epanechnikov, quadratique et gaussien. Le tableau 2.1 présente la forme
symétrique de chacun de ces noyaux. On remarque que les quatre premiers noyaux
ont un support compact (fermé et borné), i.e. que 'ensemble {u € R : K(u) > 0}

est compact, tandis que le noyau gaussien posséde un support infini.

Noyau K(u)
Uniforme s,u € [-1,1]
Triangle (1—-w),ue|-1,1]
Epanechnikov | 3(1 —u?),u € [-1,1]
Quadratique | 12(1 —u?)?,u € [-1,1]
Gaussien %exp(‘T“Q ,u€eR

Tableau 2.1: Présentation de fonctions noyaux symétriques.

2.4.2 Estimation par noyau

Nous allons maintenant présenter la méthode d’estimation par noyau d’une fonc-
tion de densité. Cette méthode nous sera utile dans la section suivante afin de
présenter la méthode de régression par noyau. Soit zq, xs, ..., x des réalisations
indépendantes d’une variable aléatoire univariée X dont la fonction de densité f

est inconnue. L’objectif est d’estimer la fonction f. L’estimateur par noyau de la
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fonction de densité est :

N
A 1 T — x;
= — E K
) = 7 2 ( h )
ou K (-) est un noyau et h est un parameétre d’échelle, nommé largeur de la fenétre

(de I'anglais "bandwidth"), qui agit comme un paramétre de lissage. Par exemple,

r—x;

pour un noyau gaussien, 1’expression %K (T) représente la fonction de densité
d’une variable aléatoire N(x;, h?) évalué en x, le paramétre h peut étre vu comme
la variance du noyau, tandis que pour un noyau uniforme, elle représente la fonc-
tion de densité d’une variable aléatoire U (z; — h, x;+h) évaluée en x et donc h peut
étre vu comme la largeur du noyau. Cette derniére interprétation de h peut étre
obetenue pour tous les noyaux a support compact. Lorsqu’on estime la valeur de
f en un point z, si la valeur de h est grande, alors méme les données éloignées de x
auront une influence sur fh (x) alors que si la valeur de h est petite, seules les obser-
vations proches de x auront une influence sur I’estimation. Dans le second cas, on
dira que I'estimateur est local. L’estimateur par noyau est similaire a celui obtenu
avec un histogramme. En effet, dans un histogramme, on partitionne le support de
f en intervalles contigus et la fonction de densité en un point x est estimée par la
proportion des observations z; qui se trouvent dans 'intervalle contenant . Quant
a elle, la méthode par noyau consiste a centrer un noyau K de largeur (variance) h
sur chaque observation z; et ’estimation de la fonction de densité est obtenue en
faisant la moyenne de ces fonctions noyaux évaluées en z. La figure 2.4 illustre un
jeu de données composé de quatre observations : z1 = 2,29 = 3,23 =5 et x4 = 9.
En (a), un noyau gaussien est centré a chaque observation et les quatre noyaux
sont illustrées par les courbes en pointillées (bleu). On fait la moyenne des quatre
noyaux gaussiens évaluées en z. La fonction ainsi obtenue (illustrée en noire) est
I'estimation de la fonction de densité. La figure 2.4(b) montre I'effet du parameétre

h sur 'estimation. On remarque que plus A est grand et plus la fonction fh (x) est

lisse. Les figures 2.4(c) et (d) illustrent I'estimation de la densité avec une largeur
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de fenétre de 0.6 a I’aide d’un noyau triangle et epanechnikov respectivement. On
remarque que le noyau gaussien n’accorde jamais un poids nul aux observations
tandis que les noyaux triangle et epanechnikov qui sont & support fini, accordent

un poids nul aux observations en dehors de leur support.

1@ R R

v A E——xr %2 N

1 © A

— h=06 — h=06

XT X2 X3 ‘ ] X4 g XT X2 X3 X4

Figure 2.4: Le graphique (a) illustre ’estimation d’une fonction de densité a partir
d’un noyau gaussien, la figure (b) présente U'effet de la variation de la largeur de
la fenétre sur estimation de la fonction de densité, les figures (c) et (d) illustrent
I'estimation de la fonction de densité construite a l'aide d’un noyau triangle et

d’un noyau epanechnikov respectivement.
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2.4.3 Régression non-paramétrique

Dans cette section, nous présentons la régression non-paramétrique par noyau. Les
méthodes non-paramétriques permettent une modélisation flexible de la relation
entre une variable X et une variable réponse Y, car elles ne requiérent pas la
spécification d’un modéle gouverné par un nombre fini de paramétres. Dans une
régression, I'objectif est d’estimer I’espérance conditionnelle de Y sachant X = x

qu’on écrit comme une fonction de z :
E(Y|X = 2) = m(x),

ou m est une fonction inconnue. Considérons tout d’abord le cas ou X est une

variable aléatoire univariée, on peut alors écrire :

.MY|X=xw:/yﬁm@|@@w=/y§%§§2@.

Il est possible d’estimer les fonctions de densité fx(x) et fxy(z,y) a l'aide des
estimateurs par noyau introduits a la section 2.4.2. En effet, on a directement

que :

A 1 & 1 T — T;
fX(x):E;Kh(x—xi),ou[(h(x—xi):gK( ; ),

et on peut estimer la fonction de densité bivariée fxy (z,y) par

JEX,Y(xay) = %ZKh (x — ) K (y — vi)-

i=1

On peut donc estimer m(x) par :

A fxy(z,y)
m(z) o) dy
_ / Y iy K (2 —a;) Ky (y — yi)dy
Z?:l Ky (v — x;)
_ i Kz —w) [y Kn(y —yi) dy
Z?:l Ky (v — x;)
_ Z?ﬂ Ky (x —x;) y;
Z?:l Kp(z —wx;)

(2.5)
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Notons que l'expression [y K} (y — y;) dy de 'équation 2.5 est égale a y; car en

faisant le changement de variable ¢ = y — y; , on obtient

Jw s wriwas = [vr@do + v [ K

Le premier terme a droite de 1’égalité est égale a 0, car on a supposé la fonction
noyau symétrique et l'intégrale du deuxiéme terme est égal a 1 par définition
d’une fonction noyau. L’estimateur 7 (z) ainsi obtenu est appelé l'estimateur de
Nadaraya-Watson. On peut le réécrire sous une forme de moyenne pondérée des

valeurs de y; :

m(z) = wiy,
=1

)
K (52)

On estime donc m par une moyenne pondérée des y;, en utilisant un noyau afin

avec les poids :

w;

de calculer le poids w; associé a chaque observation y;. Le poids w; dépend du
type de noyau utilisé ainsi que de la distance entre z et x;. Nous allons mainte-
nant présenter la généralisation de l'estimateur de Nadaraya-Watson au cas ou
les données x4, ..., r,, sont fonctionnelles. Dans le cas univarié, on remarque qu’on
applique le noyau K au scalaire 5% € R qui joue le role de distance entre x et

x;. Dans le cas fonctionnel, il n’est pas possible d’appliquer directement un noyau

T—X;

h

a , car cette expression n’est plus un scalaire. Pour passer du cas univarié

T—x;

au cas fonctionnel, nous allons d’abord transformer en un scalaire afin de

pouvoir appliquer un noyau a ce dernier. Il est possible de faire la transformation

grace aux semi-métriques vues a la section 2.3. En effet, il nous suffit d’appliquer

r—XT;

721), ol d est une semi-métrique. Notons que les semi-métriques

le noyau K a d(

sont toujours des quantités positives. Le noyau K que nous allons utiliser doit
donc avoir un support positif, c’est-a~dire, {u € R | K(u) > 0} C RT. Cela nous

amene a utiliser des noyaux asymétriques. Il est a noter que la méthode de Ferraty
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et Viau (2006) exige que les noyaux soient asymétriques et bornés, c¢’est-a-dire de
support [0, 1]. Le noyau gaussien ne sera donc pas utilisé par la suite puisqu’il
est a support infini. Le tableau 2.2 présente la version asymétrique des noyaux a

support fini présentés au tableau 2.1 et la figure 2.5 les illustre. La version fonc-

Noyau asymétrique K(u)
Uniforme L,u € [0,1]
Triangle 2(1 —u),u e 0,1]

Epanechnikov 3(1—w?),uel0,1]
Quadratique 2(1—u??uel0,1]

Tableau 2.2: Présentation de fonctions noyaux asymétriques.

tionelle de l'estimateur de Nadaraya-Watson peut étre utilisée afin d’estimer les
probabilités postérieures p, introduites a I'équation 2.2. En effet, en utilisant, pour

~ n . - - . .
g € G, {1,,—},_, comme variables réponses observées, on obtient :

Dy(x) = Elly—y | X = 2] = Z Ly,=gw;, ot w; = n d(z) (2.6)
S7x(5)

et ott K (+) est un noyau asymétrique de support [0, 1]. Notre objectif est d’estimer
les G probabilités a posteriori, ce qui revient a faire GG régressions sur des variables
réponses binaires. En effet, prenons un exemple ou G = 3. Afin d’estimer p;, on
transforme les variables y; en z; = 1 si y; = 1 et z; = 0 sinon. Ensuite, on fait une
regression non-paramétrique fonctionnelle des z; sur les x; afin d’obtenir p;. On
refait la méme procédure, en posant respectivement z; = 1,,—o et z; = 1,,—3 pour

estimer py et ps.
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Figure 2.5: Les graphiques (a), (b), (c¢) et (d) présentent la version asymétrique

du noyau uniforme, triangulaire, epanechnikov et quadratique respectivement.

2.5 Méthodes de classification non-paramétriques

Maintenant que nous avons vu ’estimateur de Nadaraya-Watson adapté aux don-
nées fonctionnelles et que nous savons comment estimer p,, nous pouvons prédire
la valeur de la réponse catégorielle en fonction de la variable fonctionnelle explica-
tive. Rappelons qu’une fois qu’on a obtenu les G probabilités estimées (py, ..., pa)
par la régression non-paramétrique par noyau, nous pouvons prédire la classe d’une
nouvelle courbe observée en choisissant la classe ayant la probabilité a posteriori

estimée la plus élevée.

Pour plus de simplicité et pour voir comment fonctionne un tel estimateur, il est
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plus simple de réécrire ’estimateur du noyau vu a I’équation 2.6 comme suit :

]597},,(1') = Z wi,h($)7 g € Ga h > 07

Y=g
d(z,x;)
k(%)

- n d(z,x;) ’
- (15)

Notons que nous avons ajouté un indice h afin de rappeler que le poids w; ()

avec

w; ()

accordé a ’observation x; dépend de la largeur de la fenétre h. On remarque que
plus x; est proche de z et plus le poids w; ,(x) est grand. Notons que puisque le
support de K est [0, 1], 'estimateur p,(x) ne prend en compte que les observations
y; pour lesquelles les x; correspondants sont distants de x d’au plus h. En effet,
K(@) > 0 si d(x,x;) < h ce qui implique w; 5(z) > 0, tandis que w; p(x) =0
lorsque d(x,z;) > h. Ainsi, h controle le nombre de termes dans la moyenne
pondérée, et donc le choix du paramétre h est important dans ’estimation. En
d’autres termes, si la largeur de la fenétre est grande, il y aura plus de courbes
qui seront pris en compte dans l’estimation de la classe d'une nouvelle courbe

observée.

2.5.1 Comment trouver le paramétre h?

Il est trés important de choisir une bonne valeur du parameétre A, nous allons
donc présenter une méthode basée sur la minimisation d’une fonction de perte
afin de le choisir judicieusement. Une fonction de perte, dans le cas d’'un probléme
de classification, est une fonction qui pénalise les mauvaises classifications. Une
fonction de perte couramment utilisée est la fonction de perte 0 —1 qui correspond
au taux de mauvaises classifications d’un classifieur f. Ce taux peut étre estimé
a 'aide de notre échantillon. En effet, soit un échantillon (x1,41), ..., (zn, ys) O

y; € G et soit y; la prédiction associée a la courbe z;, on estime le taux de
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mauvaises classifications par :
1 n
- D Ly (2.7)
i=1

Plus la valeur de I'expression 2.7 est petite et plus le classifieur est performant.

Soit H C R™ un ensemble de valeurs possibles pour h et soit une fonction de perte
Perte(h), on veut choisir le h, noté hperte, qui minimise la fonction Perte(h) :

= in P )
hperte arg min erte(h)

Cette tache est compliquée puisque h peut prendre une infinité de valeurs. Par
contre, comme nous ’avons mentionné a la fin de la section précédente, le para-
métre h contréle le nombre d’observations x; considérées dans ’estimation et en
fait pour un méme nombre d’observations considérées, on obtient la méme clas-
sification. Nous avons donc que plusieurs valeurs de h vont donner le méme ré-
sulat pour la classification. Par exemple, a la figure 2.6, on s’intéresse au nombre
d’observations associées a un poids non nul en fonction de la largeur de la fe-
nétre, pour des observations x1, ..., 4 univariées. Les fonctions de densité esti-
mées par l'estimateur par noyau sont obtenues en prenant la moyenne des quatre
fonctions noyaux triangulaires évaluées en = pour différentes largeurs de fenétre
h = 0.25,0.3,0.35,0.40 (illustrées par les lignes en pointillées de couleur fuschia,
noire, bleue et rouge respectivement). On remarque que pour tous les valeurs de
h considérés dans l'estimation de f(x;) est le méme : 2 pour z; et x5 et 1 pour
x3 et x4. Ainsi, lorsque 1'on va faire de la classification, on va obtenir différentes

valeurs de p, 5, mais arg max, p, , sera le méme pour ces 4 valeurs de h.

Une stratégie afin de simplifier le probléme est de donc de remplacer le paramétre
h par h; € R, un paramétre qui dépend d’une valeur entiére k € {1,2,...,n}. La

largeur de fenétre h; est choisie telle que :

card {i : d(z,z;) < hy} =k,
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Figure 2.6: Présentation de plusieurs largeurs de fenétre pour observer le méme

nombre d’observations pour h = 0.25, 0.3, 0.34 et 0.40.

et donc k représente ici le nombre d’observations z; qui recevront un poids non-nul
dans l'estimation p, , (). Il sera donc possible de minimiser la fonction Perte(h)
pour h € {hy},_, plutét que h € H, ce qui revient a trouver la valeur de k €
{1,...,n} qui minimise la fonction Perte(hy). Ainsi, on peut voir p,, () comme
une version des K plus proches voisins de notre estimateur par noyau. Afin de

mettre 'emphase sur ce dernier point, on notera notre estimateur pg s (x) TV
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plutot que pyp, () :
n d(z,z;
n d(z,x; ’
i K (25

On constate qu’au lieu d’utiliser un simple vote de majorité des k plus proches

ﬁg,k(J:)K_PPV —

voisins de x en accordant le méme poids a toutes les observations comme dans
la méthode classique des K-PPV, l'estimateur par noyau p,(z)**"V donne un

poids en fonction de la distance entre le voisin et x.

On aimerait trouver le parameétre k£ optimal pour classer une nouvelle obser-
vation z, mais comme sa classe nous est inconnue, nous allons plutot utiliser
le k optimal pour l'observation x;, qui est la plus proche de z, i.e. telle que
ip = argmin;—y _, d(z,z;), car on suppose qu’elle a un comportement semblable

a celui de z. Nous allons obtenir le k£ optimal pour z;, par validation croisée (V) :
kY (z;,) = arg mkin VC(k, i),

ou notre fonction de perte est :

G
, 2
VC(k,ig) = Z <]lyi0:g - ﬁ;,kO)(Iio)> ,
g=1
avec d( )
< (—ip) 2 yimg itio} (hk(’z::))
Py (Tio) = n d(x,iy)
Zi:l,i#io K ( hy (IZO) >

(—10)

9.k (z;,) pour la courbe

On cherche donc a calculer les probabilités a posteriori p
x;, sans utiliser la donnée (z;,,y;,). Notons que lorsque 1,, —, vaut 1, la fonction
de perte sera petite si pé;f())(mio) est grande (on aurait une grande probabilité de
prédire la classe g pour z;, ), tandis que lorsque L, =g vaut 0, la fonction de perte

(;jo)(xio) est petite (on aurait une probabilité faible de prédire

sera petite si Py

la classe g pour z;,). On remarque donc que cette fonction est differente de la

fonction de perte 0-1 introduite en (2.7). Par exemple, considérons le cas de la
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classification binaire (G = 2) ou y;, est égal a 1, ﬁﬂio) =05 et ﬁé;j(’) = 0.5.
Dans ce cas, la fonction de perte est égale a (1 — 0.5)% + (0 — 0.5)2 = 0.5. Si on
avait plutot ﬁg;f()) = 0.6 et pé;j(” = 0.4, alors la fonction de perte serait égale a
0.32, tandis que si ﬁg;jo) =0.9 et ﬁé;jo) = 0.1, la fonction de perte serait égale a
0.02. On remarque donc que plus on est en train de faire une bonne prédiction,
plus la fonction de perte est minimisée, ainsi la fonction V'C' est belle et bien une
fonction de perte. Une fois qu’on a obtenu le paramétre k¢ (z;,) par la procédure
de validation croisée, on peut trouver le paramétre h) ¢ (z;,) correspondant et
finalement calculer les probabilités a posteriori :

ﬁvc(x) _ > i ﬂ(yi:g)K<hZ/(Cx—f;2))> ‘ (2.8)
S K ()

En résumé, pour prédire la classe d’une nouvelle observation x, on calcule les

probabilités avec I’équation 2.8 :

pr e (), 9y (@), ., D ().

Par la suite, on affecte la nouvelle courbe x a la classe g dont la probabilité a

posteriori estimée est la plus élevée.

Nous verrons dans les prochains chapitres ’application de la méthode de classi-
fication non-paramétrique que nous venons de voir a des données fonctionnelles

simulées (chapitre 3) et réelles (chapitre 4).



CHAPITRE III

ETUDE DE SIMULATIONS

Nous avons présenté une méthode de classification non-paramétrique développée
par Ferraty et Vieu (2006) au chapitre 2. L’objectif du présent chapitre est d’éva-
luer la performance de cette méthode de classification. Nous allons explorer 1'effet
des différents paramétres de la méthode de classification sur sa performance a
I’aide de données simulées. Notons qu’afin de s’impliquer la présentation, nous

considérons que des problémes de classification binaire (G=2).

3.1 Simulation de données fonctionnelles

Dans cette section, nous allons présenter tout d’abord comment simuler une réa-

lisation d’une fonction aléatoire X. Si on veut simuler une réalisation d’'une fonc-

tion d’aléatoire de moyenne u(t) = >°"_ c;p;(t) et de fonction de covariance
v(s,t) = ?:1 a;oi(s)p;(t), ot les a; et ¢; sont les valeurs et fonctions propres de

I'opérateur de covariance défini par v(s, t), les ¢; représentent les coefficients de la
fonction moyenne, on peut utiliser la formule suivante :

P

w(t) = (a2 + ¢;)e5(1),

j=1
ol zi, ..., z, sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes et identi-

quement distribuées & une loi normale centrée réduite.
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3.2 Comparaison des paramétres d’intérét pour différents scénarios

Nous avons réalisé une étude de simulation afin d’évaluer la performance de la
méthode par rapport a deux paramétres : la semi-métrique et le noyau. Nous
avons considéré trois types de noyaux : uniforme, triangle et quadratique. Pour
chaque noyau, on a utilisé les semi-métriques basées sur les MMCP de dimension
4 & 8 (noté mep4 a mep8), les semi-métriques basées sur I’ACP de dimension 4
a 8 (noté acp a acp8 et les semi-métriques basées sur les dérivées d’ordre 0 a 3
(noté deriv0 & derivd) pour un total de 14 x 3 = 42 combinaisons de paramétres

possibles.

Nous avons de plus considéré trois scénarios pour la structure globale des po-
pulations de courbes. Dans le premier scénario, les fonctions moyennes des deux
populations sont différentes, mais leur fonction de covariance est la méme. Pour
le deuxiéme scénario, la fonction moyenne est la méme pour les deux populations
mais la fonction de covariance est différente. Le troisiéme scénario consiste en la
situation ot la fonction moyenne et la fonction de covariance sont différentes pour

les deux populations.

Pour chacun des scénarios, on s’intéresse a 3 niveaux de difficulté pour la classifi-
cation : facile, moyen et difficile. Pour le scénario 1, les 3 niveaux sont définis en
fonction de la moyenne; les fonctions moyennes sont trés différentes dans le cas
facile, peu différentes dans le cas moyen et trés similaires pour le cas difficile. Pour
le scénario 2, les 3 niveaux sont définis en fonction de la covariance ; les fonctions
de covariance sont trés différentes pour le cas facile, peu différentes pour le cas
moyen et trés similaires pour le cas difficile. Pour le scénario 3, les 3 niveaux sont
déterminés en fonction des moyennes et des covariances; les fonctions moyennes
et les fonctions de covariance sont trés différentes pour le cas facile, peu diffé-

rentes pour le cas moyen et trés similaires pour le cas difficile. Notons qu’on a
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choisi ces trois scénarios et ces trois niveaux de difficulté dans le but de voir quelle
combinaison de semi-métrique et de noyau donne le meilleur résultat pour chaque

scénario et chaque niveau de difficulté.

On utilise le taux d’erreur de classification afin de mesurer la performance de
la méthode de classification pour chacune des 42 combinaisons de paramétres
considérées. Afin de calculer de tels taux, pour chaque scénario et chaque niveau
de difficulté, nous avons simulé 50 échantillons de N = 400 courbes définies sur
I'intervalle [0, 1] et évaluées en 100 points équidistants ¢y, ..., 190, OU 19 = 200
courbes proviennent de la population Il et ny = 200 courbes de la population I1;.
Chaque échantillon a ensuite été séparé de fagon aléatoire en un échantillon d’en-
trainement de 200 courbes et un échantillon de test de 200 courbes. L’échantillon
d’entrainement est utilisé afin d’ajuster le modéle, i.e. afin d’obtenir le classifieur
et celui de test afin de calculer le taux d’erreur de classification. Finalement, le
taux d’erreur de classification pour une certaine semi-métrique et pour un certain
noyau est obtenu en prenant la moyenne des 50 erreurs calculées avec 1’échantillon
de test. Notons que nous avons utilisé la fonction R funopadi.knn.lcv, développée
par Ferraty et Vieu (2006), afin d’obtenir les taux d’erreur de classification qu’on
vient tout juste de présenter. Pour les 3 scénarios, nous avons remarqué que le type
de fonction noyau n’a pas beaucoup d’effet sur la performance de la méthode de
classification. Ainsi, les résultats ont été présentés avec la fonction noyau triangle.
Les résultats pour les deux autres types de fonction noyau (uniforme et quadra-
tique) sont présentés dans 'annexe. De plus, la fonction R funopadi.knn.lcv exige
qu’on spécifie un nombre de noeuds pour le calcul de la semi-métrique basées sur

les dérivées ; nous en avons utilisé 10.

Nous allons maintenant présenter en détail les trois scénarios ainsi que les niveaux
de difficulté qui leur sont associés. Dans le scénario 1, les courbes des populations

[Ty et II; ont été simulées avec une covariance commune v(s,t) et des moyennes
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respectives pio(t) et pq(t) :

7
o(sit) =3 72097 sin (1.277(]’ - 0.2)3) sin (1.%(]’ - 0.2)t),
j=1
7
no(t) =Y ¢jo - 0.9 - sin (1.27r(j - 0.2)t>,
=1
7
m(t) =3 e -0.9-sin (1.27r(j - 0.2)t>.
j=1

Dans le cas facile, les coefficients ¢, & ¢7;,5 € {0,1} sont :

(Clo, C20, C30, C40, C505 C60, C70) = (065, —075, 07, —085, 045, 0, O55>,

(611, C21, C31, C41, C51, Cg1, C71) = (01, —0.5, 05, —0.75, 04, 01, 0)
Les coefficients des fonctions moyennes dans le cas moyen sont :

(Clo, C20, C30, C40, C50, C60, 070), = (065, —0.5, 07, —0.65, 045, O, 035),

(0117 C21,C31,C41, C51,Cp1, C71) = (01, —057 05, —075, 04, 01, 0)
Finalement, dans le cas difficile, on a :

(0107 C20, C30, C40, C505 C60 > C70) = (017 —05, 047 —075, 06, O, 01),

(€11, €21, €31, Ca1, C51, Co1, ¢71) = (0.1, —0.5,0.5,—0.75,0.5,0.1,0).

Les figures 3.1, 3.2 et 3.3 présentent respectivement le cas facile, moyen et difficile.
Pour les 3 figures, un échantillon de courbes est illustré en (a). Les courbes en
rouge proviennent de la population Il et celles en bleu de la population II;.
Les fonctions moyennes po(t) (rouge) et pq(t) (bleu) sont représentées en (b). Les
courbes des deux populations ont été générées avec la fonction de covariance v(s, t)
qui est illustrée en (c). On constate que les courbes varient davantage autour de
leur moyenne dans l'intervalle [0.4,0.8]. Le graphique en (d) présente les erreurs

de classification pour les différents types de semi-métriques considérées.
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Figure 3.1: Scénario 1 : cas facile. La figure (a) illustre un échantillon de 200
courbes provenant de la population Iy (rouge) et de la population II; (bleu). La
figure (b) illustre les fonctions moyennes po(t) (rouge) et uy(t) (bleu) et la figure
(c) représente la fonction de covariance commune aux populations Iy et II;. La

figure (d) présente les erreurs de classification pour les différentes semi-métriques.
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Figure 3.2: Scénario 1 : cas moyen. La figure (a) illustre un échantillon de 200
courbes provenant de la population Iy (rouge) et de la population II; (bleu). La
figure (b) illustre les fonctions moyennes po(t) (rouge) et uy(t) (bleu) et la figure
(c) représente la fonction de covariance commune aux populations Iy et II;. La

figure (d) présente les erreurs de classification pour les différentes semi-métriques.
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: cas difficile. La figure (a) illustre un échantillon de 200

courbes provenant de la population Iy (rouge) et de la population II; (bleu). La

figure (b) illustre les fonctions moyennes po(t) (rouge) et uy(t) (bleu) et la figure

(c) représente la fonction de covariance commune aux populations Iy et II;. La

figure (d) présente les erreurs de classification pour les différentes semi-métriques.
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Nous allons maintenant présenter le deuxiéme scénario. Les données fonctionnelles

ont été simulées avec la fonction moyenne :

u(t) = icj £0.9 - sin (1.277(]' - o.z)t),

j=1

ou pour les 3 niveaux de difficulté, les coefficients sont :
(Cl, Co,C3, Cy4, Cs, Cg, C7> = (065, —05, 07, —065, 045, 0, 035>

Pour le niveau facile, les courbes de la population Il et II; ont été générées

respectivement avec les covariances :

vo(s,t) = 27: 0.9% [exp(j — 0.9)] " - sin <1.27r(j . 0.2)5) sin (1.27r(j . O.2)t>,

j=1

vi(s,t) = i: 0.92[exp(j — 0.9)] 7 - sin (1.27T(j - 0.2)5) sin (1.27r(j - 0.2)t>.

i=1
Les valeurs propres associées a vy varient de 0.9 & 6.9 x 1072 et celles associées a
v varient de 0.82 et 5.3 x 10726, Pour le niveau moyen, les fonctions de covariance

sont :

vols,t) = ij/exp(]’ —0.5)-0.92- sin (1.27r(j _ O.2)3> sin (1.27r(j — 0.2)t),

Jj=1

7
u(s,t) =Y 12-exp(j+0.3)7" - 0.9 - sin <1.27T(j - 0.2)5) sin (1.27r(j - 0.2)15).

j=1
Les valeurs propres associées a vy varient de 0.61 & 4.63 x 107!2 et les valeurs
propres associées a v; varient de 0.33 & 8.32 x 10~ '*. Pour le niveau difficile, les

courbes ont été simulées avec les fonctions de covariance suivantes :

(s, t) = i:j/exp(j —0.2)-0.9% - sin (1.27r(j - 0.2)5) sin (1.27r(j - 0.2)t),

J=1

vi(s.t) = 32 2(j +0.5) fexp(j —0.2) -sin (1.27r(j - 0.2)5) sin (1.27(]' . O.2)t>.

Jj=1
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Les valeurs propres associées a vy varient de 0.45 & 3.43 x 10712 et celles associées

a vy varient de 1.35 & 6.97 x 10712

Les figures 3.4, 3.5 et 3.6 présentent respectivement le cas facile, moyen et difficile.
Pour les 3 figures, un échantillon de courbes est illustré en (a). Les courbes en
rouge proviennent de la population II; et celles en bleu de la population II;. La
fonction moyenne p(t) est représentée en (b). Les courbes de la population IIj
ont été générées avec la fonction de covariance vy(s,t) qui est illustrée en (c).
On peut remarquer que les courbes varient plus autour de leur moyenne dans
I'invervalle [0.6,0.8]. Les courbes de la population II; ont été générées avec la
fonction de covariance vy(s,t) qui est illustrée en (d). On peut constater que
les courbes varient davantage autour de leur moyenne dans l'intervalle [0.4,0.8]
pour les niveaux facile et moyen, alors que pour le niveaux difficile, les courbes
varient plus dans U'intervalle [0.6,0.8]. Le graphique en (e) présente les erreurs de

classification pour les différents types de semi-métriques considérées.

Nous allons maintenant présenter le scénario 3 ou les fonctions de covariance et
les fonctions moyennes sont différentes pour les populations Il et I1;. Les données
fonctionelles sont générées a partir des moyennes suivantes :

1o(t) = icﬂ] -0.9 - sin (1.27r(j . 0.2)t),

J=1
7

m(t) = e -0.9-sin (1.27r(j - 0.2)t>.

j=1
Le cas facile se distingue des autres cas par les coefficients et les fonctions de

covariance suivants :
(6107 C20, C30, C40, C505 C60, C70) = (065, —075, 07, —085, 045, O, O55>,

(611, C21, C31, C41, C51, Cg1, C71) = (01, —0.5, 05, —0.75, 04, 01, 0),

(s, t) = ij/exp(j —0.2) 0.9 sin (1.27r(j - O.2)s> sin (1.277(]’ - 0.2)t>,

Jj=1
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Figure 3.4: Scénario 2 : cas facile. La figure (a) illustre un échantillon de 200
courbes provenant de la population Iy (rouge) et de la population II; (bleu). La
figure (b) illustre la fonction moyenne p(t). Les figures (c) et (d) présentent la
fonction de covariance v (s, t) et vy (s,t) respectivement. La figure (e) présente les

erreurs de classification pour les différentes semi-métriques.
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Figure 3.5: Scénario 2 : cas moyen. La figure (a) illustre un échantillon de 200

courbes provenant de la population Iy (rouge) et de la population II; (bleu). La

figure (b) illustre la fonction moyenne p(t). Les figures (c) et (d) présentent la

fonction de covariance v (s, t) et vy (s,t) respectivement. La figure (e) présente les

erreurs de classification pour les différentes semi-métriques.
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Figure 3.6: Scénario 2 : cas difficile. La figure (a) illustre un échantillon de 200
courbes provenant de la population Iy (rouge) et de la population II; (bleu). La
figure (b) illustre la fonction moyenne p(t). Les figures (c) et (d) présentent la
fonction de covariance v (s, t) et vy (s,t) respectivement. La figure (e) présente les

erreurs de classification pour les différentes semi-métriques.
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vi(s,t) = i 1.2(exp(j . 0.9)) 7092 sin <1.27r(j - 0.2)3> sin (1.27r(j - 0.2)t>.

Les coefficients de la fonction moyenne et les fonctions de covariance pour le cas

moyen sont :

(Clo, C20, C30, C40, C50, C60, C70) = (()65, —05, 07, —065, 045, 0, 035),
(011, C21, C31, C41, C51, Cp1, C71) = (01, —0.5, 05, —0.75, 04, 01, O),

vols,t) = i:j/exp(j —0.5)-0.92- sin (1.27r(j - 0.2)3> sin (1.27r(j - 0.2)t>,

Jj=1

vi(s, 1) = 27: 1.2(exp(j + 0.3)>_1 -0.92 - sin (1.27r(j - 0.2)s> sin (1.27r(j - 0.2)t>.

Pour le cas difficile, les coefficients de la fonction moyenne et les fonctions de

covariance sont :

(0107 C20, C30, C40, C505 C60 C70) = (017 —05, 047 —075, 06, O, 01),

(€11, €21, €31, Ca1, C51, Co1, ¢11) = (0.1, —0.5,0.5,—0.75,0.5,0.1, 0),

vo(s, 1) = ij/exp(j ~0.2)-0.9%-sin (1.27r(j - O.2)s> sin (1.27r(j - 0.2)t),

vi(s,t) = i 2(j +0.5) /exp(j-0.2) - 0.9 - sin (1.27r(j - 0.2)3) sin (1.277(]’ - 0.2)15).

j=1
Les figures 3.7, 3.8 et 3.9 présentent respectivement le cas facile, moyen et difficile.
Pour les 3 figures, un échantillon de courbes est illustré en (a). Les courbes en
rouge proviennent de la population Il et celles en bleu de la population II;.
Les fonctions moyennes pio(t) (rouge) et ui(t) (bleu) sont représentées en (b).
Les courbes de la population Il ont été générées avec la fonction de covariance
vo(s,t) qui est illustrée en (c¢). On peut constater que les courbes varient davantage
autour de leur moyenne dans l'invervalle [0.6,0.8]. Les courbes de la population

IT; ont été générées avec la fonction de covariance vy (s, t) qui est illustrée en (d).
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On remarque que pour les niveaux facile, moyen et difficile, les courbes varient
davantage autour de leur moyenne dans I'intervalle [0.4,0.7],[0.4,0.8] et [0.5,0.8]
respectivement. Le graphique en (e) présente les erreurs de classification pour les

différents types de semi-métriques considérées.

3.3 Discussion

Selon les résultats présentés aux figures 3.1(e) a 3.9(e), il est évident que la semi-
métrique basée sur I’analyse en composante principale rend la méthode de classi-
fication moins performante puisque pour les scénarios 1 et 3, les taux de mauvaise
classification basées sur 'ACP (acp4 & acp8) sont beaucoup plus grands que ceux
basées sur la MMCP et les dérivées. Pour le niveau difficile du scénario 2, on peut
voir que c’est le seul cas ot les taux de mauvaise classification des semi-métriques
basées sur 'ACP et la distance euclidienne sont plus petits que ceux des autres
semi-métriques. On peut remarquer que le taux d’erreur de classification de la
semi-métrique acp4 est plus grand que ceux des semi-métriques acp5 a acp§ pour
les scénarios 1 et 3. Cela peut s’expliquer par le fait que la projection en dimen-
sion 4 n’est pas assez grande pour obtenir une bonne représentation des données.
Par contre, lorsque les fonctions moyennes des deux populations sont identiques

comme dans le scénario 2, la projection en dimension 4 semble étre suffisante.

On constate que la performance de la méthode de classification basée sur les
dérivées d’ordre 1, 2 et 3 surpasse celle des autres types de semi-métriques dans
les cas facile et difficile du scénario 2. On remarque aussi que dans le cas difficile du
scénario 1, les erreurs de classification de derivi, deriv? et derivd varient entre 0.29
et 0.55 lorsque les courbes ont une apparence rugueuse. Dans le cas ot les courbes
sont lisses, pour le niveau difficile du scénario 2 par exemple, les taux de mauvaise

classification varient entre 0.375 et 0.44. Notons que dans le cas difficile du scénario
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Figure 3.7: Scénario 3 : cas facile. La figure (a) illustre un échantillon de 200
courbes provenant de la population Il (rouge) et de la population Iy (bleu). Les
figures (b) illustre la fonction moyenne pg(t) (rouge) et py(t) (bleu). Les figures
(c) et (d) présentent la fonction de covariance vg(s,t) et v;(s,t) respectivement.
La figure (e) présente les différentes erreurs de classification pour les différentes

semi-métriques.
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Figure 3.8: Scénario 3 : cas moyen. La figure (a) illustre un échantillon de 200
courbes provenant de la population Il (rouge) et de la population Iy (bleu). Les
figures (b) illustre la fonction moyenne pg(t) (rouge) et py(t) (bleu). Les figures
(c) et (d) présentent la fonction de covariance vg(s,t) et v;(s,t) respectivement.
La figure (e) présente les différentes erreurs de classification pour les différentes

semi-métriques.
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Figure 3.9: Scénario 3 : cas difficile. La figure (a) illustre un échantillon de 200
courbes provenant de la population Il (rouge) et de la population Iy (bleu). Les
figures (b) illustre la fonction moyenne pg(t) (rouge) et py(t) (bleu). Les figures
(c) et (d) présentent la fonction de covariance vg(s,t) et v;(s,t) respectivement.
La figure (e) présente les différentes erreurs de classification pour les différentes

semi-métriques.



74

3, les taux de mauvaise classification varient entre 0.29 et 0.345. Ces résultats
semblent nous montrer que les semi-métriques dériv ont tendance a améliorer la
performance de la méthode de classification non-paramétrique lorsque les courbes
sont lisses. Il est a noter que lorsque les moyennes sont identiques comme dans
le scénario 2, les taux d’erreur basées sur la MMCP (mcep4 & mep8) tendent a
augmenter lorsque les fonctions de covariance sont de plus en plus similaires alors
que les taux d’erreur basées sur les dérivées ont tendance & augmenter un peu

moins.

Généralement, on obtient une meilleure classification avec les semi-métriques ba-
sées sur la MMCP, qu’avec les deux autres types de semi-métriques puisque les
taux de mauvaise classification basées sur la MMCP sont les plus petits pour
tous les niveaux du scénario 1, de méme que pour les niveaux facile et moyen
du scénario 3. On peut également voir dans le cas difficile du scénario 1 que les
courbes rouges et bleues sont quasiment homogenes et les erreurs de classification
des semi-métriques basées sur la MMCP (mcp4 a mep8) sont autour de 0.25,
ce qui semble montrer que la méthode de classification avec les semi-métriques
basées sur la MMCP est la plus performante. En comparant les taux d’erreur de
classification des scénarios 1 et 3 au scénario 2, on constate que les semi-métriques
basées sur la MMCP rendent la méthode de classification moins performante que
les semi-métriques basées sur les dérivées lorsque les fonctions moyennes des deux
populations sont les mémes tandis que lorsque la moyenne est différente pour cha-
cune des populations comme dans le cas des scénarios 1 et 3, on peut voir que les
semi-métriques basées sur la MMCP sont les plus performantes. Il semble donc
que le fait que les fonctions moyennes des deux populations soient identiques ou
différentes a un effet sur la performance de la méthode de classification avec la

semi-métrique basée sur les moindres carrés partiels.

En résumé, lorsqu’on veut classer des courbes provenant de deux populations ayant
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des moyennes différentes, la semi-métrique basée sur la MMCP semble donner les
meilleures résultats. Par contre, lorsque les populations ont des moyennes égales
(ou trés similaires) et que la différence est au niveau de leur fonction de covariance,

alors la semi-métrique basée sur les dérivées semble donner de meilleurs résultats.

Nous avons fait cette étude de simulations afin de déterminer les parameétres op-
timaux de la méthode de classification par noyau dans différents contextes pour

ensuite 'appliquer a de vraies données.



CHAPITRE IV

ASSOCIATION FONCTIONNELLE ET APPLICATION

Dans ce chapitre, nous allons présenter 1'utilisation du taux de classification de
la méthode par noyau a des fins d’association, puis 'appliquer a des données
génétiques. L’analyse que nous allons faire va donc étre similaire a une analyse du
génome faite avec de multiples test du y2, sauf que nous allons utiliser erreur de

classification comme une mesure d’association.

4.1 Quelques notions de base en génétique

Dans cette section, nous allons introduire plusieurs termes en génétique que nous

allons utiliser dans la prochaine section.

4.1.1 Génome, chromosome, géne et alléle

L’information génétique (ADN) dont une cellule hérite est le génome. Lorsqu’une
cellule se reproduit, ses molécules d’ADN sont répliquées et transmises a la pro-
chaine génération. Le génome est I’ensemble complet de ’ADN d’un organisme.
Les brins d’ADN sont a la fois importants et délicats, il est donc essentiel qu’ils
soient soigneusement enroulés et protégés pendant le processus de division cellu-

laire. Pour les renforcer et les garder en sécurité, ’ADN est bouclé et enroulé dans
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une structure appelée chromosome. Les molécules d’ADN sont composées d’acides
nucléiques. Les nucléotides de ’ADN contiennent quatre bases azotées : adénine
(A), thymine (T), guanine (G) et cytosine (C), représentées comme A, T, G et
C lors de la description d’une séquence d’ADN. Un chromosome est constitué de
deux brins antiparalléles enroulés I'un autour de ’autre pour former une double
hélice sur laquelle sont codés des milliers de génes. La région précise du chromo-
some ot se trouve un géne particulier est appelée locus. Il existe plusieurs formes
possibles d’'un méme géne et ces formes sont appelées alléles. Presque toutes les
cellules vivantes contiennent des chromosomes. Par exemple chez 'homme, chaque
cellule somatique contient 23 paires de chromosomes tandis que le génome d’une
drosophile contient 4 paires de chromosomes. La structure détaillée d’un chromo-
some humain est illustrée a la figure 4.1. Pour résumé, on peut considérer le code
ADN comme un ensemble d’instructions soigneusement organisées en paragraphes
(génes) et en chapitres (chromosomes), alors I’ensemble du manuel du début a la

fin serait le génome.

Chromosome

Figure 4.1: Description de la structure d’'un chromosome humain.
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4.1.2 Phénotype et génotype

L’apparence ou un caractére observable d'un organisme est appelée phénotype,
et la constitution allélique d’un individu est appelée génotype. Des exemples de
phénotypes observés sont le groupe sanguin, la couleur des yeux, la texture des
cheveux, mais aussi une maladie génétique (la leucémie par exemple). On peut
considérer un exemple de génotype et de phénotype d’un rat a la figure 4.2. Dans
cet exemple, l'alléle de la couleur des rats est soit R (brune) ou r (blanche) comme
vu a la figure 4.2(a) ou l'on suppose que l'alléle brun est dominant (R) et 1'alléle
blanc est récessif (r), I'un hérité de la meére et 'autre hérité du pére. En géné-
tique, la dominance est le phénoméne d’une variante (allele) d’un géne sur un
chromosome masquant U'effet d'un autre alléle (recessif) différent du méme gene
sur 'autre copie du chromosome. Si le descendant hérite deux alléles différents, on
dira qu’il est hétérozygote et si le descendant hérite deux alléles identiques, on dira
que le descendant est homozygote. Dans cet exemple, on a considéré que le pére et
la mére sont hétérozygotes (Rr). On peut voir a la figure 4.2(b) que lorsque le rat
(descendant) est homozygote (Rr) ou hétérozygote (RR), il aura la couleur brune,
alors que lorsque le rat (descendant) hérite deux alléles récessifs (rr), il aurait la
couleur blanche. Le trait récessif peut étre exprimé lorsque le descendant recoit
deux copies de 'alléle récessif. Une distinction entre le phénotype et le génotype
est que ce dernier est hérité des parents d’un organisme alors que le phénotype ne

I’est pas.

4.1.3 Variabilité génétique et marqueurs génétique

Les variations génétiques sont des différences dans la séquence d’ADN d’un orga-
nisme a l'autre et celles-ci comprennent des mutations et des polymorphismes. Une

mutation est une altération permanente de la séquence nucléotique de ’ADN d’un
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Figure 4.2: Exemple simple du génotype et du phénotype chez un rat. La figure
(a) présente la composition allélique du peére hétérozygote (Rr) et de la mere
hétérozygote (Rr). La figure (b) détaille comment un rat peut hériter la couleur

brune ou blanche en fonction des alléles portés par ses parents.

organisme, alors que le polymorphisme est défini comme des variations dans la sé-
quence d’ADN qui coexistent dans une population a des fréquences relativement
élevées (> 1 %). La santé, 'apparence, le comportement et d’autres caractéris-
tiques d’une personne dépendent en partie de ces polymorphismes. Environ 90 %
de la variation du génome humain se présente sous la forme de polymorphisme
nucléotide simple (SNP en version abrégée de 'anglais). Un SNP se référe a une

altération d’une seule paire de bases qui est courante dans la population.

Un marqueur génétique est un géne ou une séquence polymorphe d’ADN & un
emplacement connu sur un chromosome. C’est-a-dire qu'un marqueur génétique
peut étre une séquence d’ADN courte, comme une séquence autour d’une seule
paire de bases (SNP), ou de séquences répétées, comme les microsatellites. Les

SNPs peuvent agir comme des marqueurs biologiques, aidant & localiser les génes
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associés a une maladie. Dans ce mémoire, lorsqu’on fait référence & un marqueur,
nous allons nous référer a des SNPs. La figure 4.3 présente un exemple de SNP

chez 2 individus.

Individu 1 -

C4E) )

SNP

Individu 2

T4y
B
(%)

Figure 4.3: Exemple d’'un SNP. Il s’agit de deux fragments d’ADN séquencés
provenant de deux individus non reliés. La séquence d’ADN en haut différe de la

séquence d’ADN en bas a un seul emplacement nucléotidique.

4.2 Méthode d’association fonctionnelle

L’objectif dans ce chapitre est de décrire I'association entre les génotypes et les

phénotypes, en prenant comme example et fil conducteur des données sur le gravi-
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tropisme de 'arabette des dames (Moore et al. (2013)). L’arabette des dames est
une petite plante a fleurs de la famille de la moutarde (Brassicacées). Des images
numériques de racines de semis de 162 lignées consanguines recombinantes déri-
vées d’'un croisement biparental de deux variétés (iles du Cap-Vert et Landsberg
erecta) de l'arabette des dames ont été collectées automatiquement. Une lignée
consanguine recombinante est formée en croisant deux souches consanguines sui-
vies d’accouplements entre fréres et soeurs pour créer une nouvelle lignée consan-
guine dont le génome est une mosaique des génomes parentaux. Pour chacune
des 162 lignées consanguines recombinantes, il y a 8 & 20 réplications de graines
qui ont été germées puis pivotées de 90 degrés, pour changer 'orientation de la
gravité. La croissance des semis a été capturée toutes les 2 minutes pendant 8
heures. Les auteurs s’intéressent a ’angle de la pointe de la racine au cours du
temps. De plus, on considére des données de génotype a 234 marqueurs sur cing
chromosomes, pour lesquels nous nous intéressons a deux lignées, soit la lignée Cvi
ou Ler. Dans notre cas, on considére ces espéces comme les classes de nos données
fonctionnelles. Nous utilisons la moyenne des 8 a 20 réplications pour obtenir 162
courbes moyennes de lignées consanguines recombinantes et celles-ci représentent

les phénotypes de I'angle de la pointe des racines.

Pour chacun des marqueurs, nous avons constaté que les moyennes des phénotypes
pour les 2 classes (Cvi et Ler) sont trés similaires et les covariances pour ces
deux groupes sont différentes. Pour illustrer les données, nous allons présenter les
fonctions moyennes et les fonctions de covariance pour chacun des groupes pour
le marqueur 28 appartenant au chromosome 2, et pour le marqueur 160 sur le
chromosome 5. Elles sont illustrées aux figures 4.4 et 4.5 respectivement. Pour les
deux figures, les courbes de chacun des groupes sont illustrées en (a). La fonction
moyenne pour le groupe Ler (rouge) et la fonction moyenne pour le groupe Civ

(bleu) sont illustrées en (b). Les fonctions de covariance pour les groupes Ler et Civ
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sont présentées aux graphiques (c) et (d) respectivement. Comme nous pouvons le
constater, pour ces deux marqueurs, les moyennes sont trés semblables. Par contre,
les fonctions de covariance sont différérentes. Dans ce cas, la semi-métrique que
nous allons utiliser sera la semi-métrique basée sur les dérivées tel que le suggere le

chapitre 3. L’analyse que nous allons effectuer revient a décrire ’association entre
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Figure 4.4: Marqueur 28 du chromosome 2. La figure (a) présente les 162 courbes
selon le groupe Ler (rouge) et Civ (bleu). Le graphique (b) illustre les fonctions
moyennes pour les classes Ler (rouge) et Civ (bleu), les figures (c) et (d) présentent

les fonctions de covariance pour le groupe Ler et Civ respectivement.

le phénotype et le génotype pour chacun des 234 marqueurs. Pour un marqueur,
on veut trouver s’il y a une association entre les phénotypes et les génotypes.

Au lieu de considérer une valeur-p, nous allons considérer le taux d’erreur de
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Figure 4.5: Marqueur 160 du chromosome 5. La figure (a) présente les 162 courbes
selon le groupe Ler (rouge) et Civ (bleu). Le graphique (b) illustre les fonctions
moyennes pour les classes Ler (rouge) et Civ (bleu), les figures (c) et (d) présentent

les fonctions de covariance pour le groupe Ler et Civ respectivement.

classification comme étant une mesure d’association. Pour chaque marqueur, nous
allons utiliser la méthode de classification non-paramétrique pour classer les 162
courbes (phénotypes) dans la bonne classe qui correspond au génotype Cuvi ou
Ler. Si le marqueur génétique est lié au phénotype alors I'erreur de classification
attendue serait petite. Au contraire, si le marqueur génétique n’est pas lié au
phenotype, alors l'erreur de classification attendue serait grande. Nous allons a
obtenir 234 taux d’erreur de classification qui correspondent a 234 marqueurs

répartis sur cinq chromosomes. S’il y a une forte association entre les phénotypes
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et les marqueurs génétiques, on peut s’attendre a voir que les taux d’erreur de
classification soient petits alentour d’une région précise tout au long des cinqg

chromosomes.

4.3 Résultats obtenus

Les données ont été prélablement lissées par les splines de lissage. En nettoyant
les données, on a remarqué que le marqueur 231 sur le chromosome 5 présente
beaucoup de données manquantes, alors ce marqueur a été omis de nos analyses.

Donc, nous allons obtenir 233 taux d’erreurs de classification au lieu de 234.

Nous prenons comme référence les résultats de Kwak et al. (2016) et nous allons
les comparer avec nos résultats obtenus. Kwak et al. (2016) ont appliqué aux don-
nées génétiques de Moore et al. (2013) Panalyse quantitative multiple des locus
de caractéres quantitatifs (de I’anglais "multiple quantitative trait loci analysis").
Leur approche évalue la vraisemblance sur de nombreuses positions (marqueurs)
le long du génome afin de calculer la statistique de test, qui est le score LOD. Dans
leur cas, un score LOD élevé pour un marqueur nous indique que le marqueur est
probablement lié au phénotype de I’angle de la pointe des racines. Notre approche
interprete différemment : pour un marqueur qui peut étre potentiellement lié au
phénotype, l'erreur de classification doit étre petite. Notre analyse a le méme ob-
jectif que leur méthode, a la différence que nous ne faisons pas de test statistique;
notre analyse est donc descriptive. Afin de faciliter 'interprétation des résultats,
nous allons comparer nos taux d’erreurs de classification aux résultats de réfé-
rence en prenant 1 moins le score LOD pour chaque position des marqueurs. La
figure 4.6 présente 233 erreurs de classification en fonction de la position du mar-
queur comparativement aux résultats de 'analyse quantitative multiple des locus

de caractéres quantitatifs. Les courbes en rouges représentent les erreurs de clas-
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sification et les courbes en noires se référent aux résultats de Kwak et al. (2016).
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Figure 4.6: Comparaison des résultats de Kwak et al. (2016) et les résultats dérivés

de la méthode de classification non-paramétrique.

4.4 Discussion

En regardant les taux de mauvaise classification des 5 graphiques de la figure 4.6,
nos résultats indiquent que les marqueurs les plus liés au phénotype sont sur les
chromosomes 1 et 5 ot les taux d’erreur sont les plus faibles (plus petits que 0.20),
alors que les chromosomes 2 et 3 semblent avoir des marqueurs moins liés. On peut
remarquer que le marqueur pour lequel le taux d’erreur est de 0.24 sur le chromo-
some 4 semble nous donner un indice de liaison. En comparant le chromosome 4
par rapport a tous les autres chromosomes, on peut voir que cet indice n’est pas

assez convaincant pour indiquer que le marqueur serait probablement pertinent.

Nous allons comparer les données génétiques par rapport aux marqueurs 209 et

229 sur le chromosome 5 afin de voir si leur différence est évidente. Ces marqueurs
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correspondent respectivement aux taux d’erreurs pour lesquels le taux d’erreur
de classification est le plus petit (0.18) et le taux d’erreur de classification est le
plus élevé (0.37). Les graphiques 4.7 et 4.8 présentent les données brutes selon les
classes Cvi et Ler pour les marqueurs 209 et 229 respectivement. Pour ces deux
figures, les 162 phénotypes groupés selon les classes Ler (rouge) et Cvi (bleu) sont
illustrées en (a). Les fonctions moyennes pour les groupes Ler (rouge) et Cvi (bleu)
sont présentées a la figure (b). Les graphiques (c) et (d) présentent les fonctions
de covariance pour le groupe Ler et Civ respectivement. Remarquons que les
fonctions moyennes sont trés similaires et que les fonctions de covariance sont un
peu différentes. On constate que les fonctions moyennes sont presque identiques
et que les fonctions de covariance sont différentes. Remarquons que méme si les
moyennes et les groupes sont presque homogénes, la méthode de classification

arrive quand méme & bien classer les courbes.

Nous pouvons voir que les profils de nos résultats pour les chromosomes 1 et
4 comparativement aux profils de Kwak et al. (2016) sont trés similaires. II est
clair que nos résultats semblent logiques, car ils ont 'air & concorder avec ceux
de Kwak et al. (2016). Il est évident qu’on n’obtienne pas exactement les mémes
résultats qu’aux résultats de référence, car les méthodes utilisées sont totalement
différentes, mais on peut voir que notre approche par la méthode de classification

non-paramétrique donne somme toute des résultats similaires.
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Figure 4.7: Marqueur 209 du chromosome 5. La figure (a) présente les 162 courbes
selon le groupe Ler (rouge) et Civ (bleu). Le graphique (b) illustre les fonctions
moyennes pour les classes Ler (rouge) et Civ (bleu), les figures (c) et (d) présentent

les fonctions de covariance pour le groupe Ler et Civ respectivement.
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Figure 4.8: Marqueur 229 du chromosome 5. La figure (a) présente les 162 courbes
selon le groupe Ler (rouge) et Civ (bleu). Le graphique (b) illustre les fonctions
moyennes pour les classes Ler (rouge) et Civ (bleu), les figures (c) et (d) présentent

les fonctions de covariance pour le groupe Ler et Civ respectivement.



CONCLUSION

L’objectif de ce mémoire était de proposer une nouvelle approche d’association
fonctionnelle utilisant des outils décrits dans Ferraty et Vieu (2006), et la com-
parer & l'approche par vraisemblance de Kwak et al. (2016) afin d’étudier 1'as-
sociation entre un caractére et des marqueurs génétiques. Nous avons évalué le
comportement de la méthode par une étude de simulation. Nous avons choisi trois
scénarios pour lesquels chaque scénario varie par rapport aux fonctions moyennes
et fonctions de covariance. Pour chaque scénario, trois niveaux de difficulté de
classification ont été proposés afin d’étudier les différentes combinaisons possibles

de semi-métrique et du type de noyau.

Aprés avoir présenté notre nouvelle approche permettant de mesurer ’associa-
tion entre génotype et phénotype, et 'analyse brute de nos données génétiques
de Moore et al. (2013), nous avons utilisé les résultats obtenus avec I'étude de
simulation du chapitre 3, pour sélectionner la semi-métrique basée sur les dérivées
et le noyau triangle dans le but de trouver s’il y a une association entre le carac-
tére d’'intérét et les marqueurs génétiques des données génétiques. Notre approche
semble indiquer que les marqueurs génétiques les plus liés au caractére d’intérét,
sont sur les chromosomes 1 et 5. Aprés avoir comparé les résultats obtenus avec
notre méthode proposée a ceux de Kwak et al. (2016), nous avons obtenu des ré-
sultats similaires a ceux de Kwak et al. (2016) pour les chromosomes 1 et 4, alors
que pour les chromosomes 2,3 et 5, nous avons obtenu des résultats différents.
Nous avons constaté que méme sans avoir a effectuer des tests statistiques, nous
avons eu des resultats trés similaires a 'analyse quantitative multiple des locus

de caractéres quantitatifs pour les chromosomes 1 et 4.
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Ainsi, 'approche que nous proposons fonctionne assez pour poursuivre une étude

plus approfondie dans cette voie.



APPENDICE A

RESULTATS D’EXPERIENCES DE SIMULATION

Cette annexe contient les résultats de la classification des courbes simulées en

utilisant soit le noyau quadratique ou soit le noyau uniforme.

Al Résultats obtenus avec le noyau quadratique
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Figure A.1: Scénario 1 : cas facile. Présentation des taux d’erreur de classification.
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Figure A.2:

Scénario 1 : cas moyen. Présentation des taux d’erreur de classification.
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Figure A.3: Scénario 1 : cas difficile. Présentation des taux d’erreur de classifica-

tion.
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Figure A.4: Scénario 2 : cas facile. Présentation des taux d’erreur de classification.
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Figure A.5: Scénario 2 : cas moyen. Présentation des taux d’erreur de classification.
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Figure A.6: Scénario 2 : cas difficile. Présentation des taux d’erreur de classifica-

tion.
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Figure A.7: Scénario 3 : cas facile. Présentation des taux d’erreur de classification.
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Scénario 3 : cas moyen. Présentation des taux d’erreur de classification.
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Figure A.9: Scénario 3 : cas difficile. Présentation des taux d’erreur de classifica-

tion.
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Résultats obtenus avec le noyau uniforme
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Scénario 1 : cas facile. Présentation des taux d’erreur de classification.
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Figure A.14: Scénario 2 : cas moyen. Présentation des taux d’erreur de classifica-

tion.
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Figure A.17: Scénario 3 : cas moyen. Présentation des taux d’erreur de classifica-

tion.
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Figure A.18: Scénario 3 : cas difficile. Présentation des taux d’erreur de classifica-

tion.
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