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RÉSUMÉ

La simulation explicite pondérée, développée par Kouritzin (2018) pour le modèle
de Heston, est une technique de simulation Monte Carlo basée sur la solution
explicite faible des équations di�érentielles stochastiques (EDS) du modèle. La
solution explicite faible du modèle de Heston repose d'une part sur le fait que le
processus de Cox-Ingersoll-Ross peut s'exprimer sous la forme d'une somme des
carrés des processus de Ornstein-Uhlenbeck et d'autre part sur la solution exacte
de Broadie et Kaya (2006) du processus de l'actif sous-jacent. Nous montrons que
le modèle 3/2 admet une solution explicite faible en se basant sur les principaux
résultats obtenus par Kouritzin (2018) dans le cas du modèle de Heston vu le
lien entre ces deux modèles. En e�et, le modèle 3/2 est un modèle à volatilité
stochastique non a�ne dont le processus inverse de la variance est un processus
de Cox-Ingersoll-Ross et le processus de l'actif sous-jacent est identique à celui du
modèle de Heston. Ce modèle peu connu, reproduit pourtant mieux les marchés
�nanciers. Nous développons donc un algorithme de simulation explicite pondérée
pour ce modèle. Nous appliquons l'algorithme à la tari�cation des options euro-
péennes. Il est démontré que la précision de l'algorithme de simulation pondérée
du modèle 3/2 est meilleure lorsque le nombre de processus de Ornstein-Uhlenbeck
à simuler est élevé, mais couteux en temps de calcul.

Mots clés : Volatilité stochastique, équations di�érentielles stochastiques, pro-
cessus de Ornstein-Uhlenbeck, processus de Cox-Ingersoll-Ross, modèle de Heston,
modèle 3/2, solution faible explicite (locale), simulation Monte Carlo, technique
de réduction de variance, échantillonnage par importance, simulation explicite
pondérée, précision et e�cacité d'un algorithme de simulation.



INTRODUCTION

La tari�cation des produits dérivés est un sujet très important en �nance quan-

titative. Ce sujet s'est développé avec l'introduction du modèle de Black-Scholes

en 1973 (Black et Scholes, 1973). En �nance, les modèles sont souvent dé�nis par

des équations di�érentielles stochastiques et décrivent le comportement des actifs

�nanciers. Ils permettent donc aux acteurs de la �nance de faire une meilleure pro-

jection des prix des actifs �nanciers a�n d'estimer le prix théorique des produits

dérivés. Dans cette logique, le modèle de Black-Scholes a connu un grand succès

car non seulement il est facile à implémenter mais il admet aussi des formules

fermées pour les prix de plusieurs produits dérivés.

Malgré le succès du modèle de Black-Scholes, Merton (1976) remarque très vite

que les prix réels des options transigées dans les marchés �nanciers sont di�é-

rents des prix prédits avec le modèle de Black-Scholes. Ceci s'explique par le fait

que le modèle de Black-Scholes repose sur les hypothèses irréalistes comme par

exemple la complétude du marché et l'absence de coûts de transactions dans les

marchés �nanciers. De plus, d'autres hypothèses de ce modèle telles que la vola-

tilité constante et la normalité des log-rendements font que le modèle n'est pas

adapté aux marchés.

Vu les limites du modèle de Black-Scholes, Stein et Stein (1991) ont introduit

les modèles à volatilité stochastique. Ces modèles sont dé�nis par un processus

stochastique à deux dimensions dont la première décrit le comportement de l'actif

sous-jacent et la seconde décrit le comportement de la volatilité. Dans la même

optique, Heston (1993) a introduit le modèle à volatilité stochastique a�ne dont
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la variance est décrite par un processus de Cox-Ingersoll-Ross (Cox et al., 1985).

Ce modèle est devenu le modèle à volatilité stochastique le plus populaire car il

a été développé en tenant compte des problèmes du modèle de Black-Scholes et il

admet des solutions analytiques pour les prix des options européennes (Gatheral,

2006). Malgré les atouts du modèle de Heston, Bakshi et al. (1997) montrent que le

modèle ne reproduit pas bien le marché entre autres car la volatilité peut prendre

des valeurs très proches de zéro sous la mesure neutre au risque. Ils favorisent

alors le modèle 3/2.

Le modèle 3/2 est un cas particulier du modèle introduit par Bakshi et al. (1997).

C'est un modèle à volatilité stochastique non a�ne dont le processus de variance

inverse est un processus de Cox-Ingersoll-Ross. Le modèle 3/2 a été développé

non seulement en tenant compte des problèmes du modèle de Black-Scholes, mais

aussi ceux du modèle de Heston. De plus le modèle admet des solutions analytiques

pour les prix des options européennes. En�n, Drimus (2012) montre que le modèle

3/2 reproduit mieux plusieurs marchés �nanciers. La section 1.3 de ce mémoire

détaille la revue de littérature et les motivations de ce modèle.

De nombreux produits dérivés n'admettent pas de solutions analytiques dans

les modèles à volatilité stochastique et même dans les modèles les plus simples.

C'est le cas par exemple des options exotiques. Ainsi, la simulation Monte Carlo

reste souvent une alternative pour évaluer les produits dérivés. La simulation

de Monte Carlo du modèle de Heston est basée sur la discrétisation des équa-

tions di�érentielles stochastiques (EDS) ou sur la �méthode exacte� de Broadie

et Kaya (2006) et ses variantes. Kouritzin (2018) relève quelques di�cultés de ces

méthodes de simulation dans le cas du modèle de Heston. Il montre alors qu'il

existe une solution explicite faible du modèle de Heston et utilise cette solution

pour développer un algorithme de simulation du prix des actifs �nanciers dans le
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modèle de Heston. Kouritzin et MacKay (2020) utilisent cette solution explicite

faible et appliquent un algorithme d'échantillonnage séquentiel pour la réduction

de variance des estimateurs. Dans ce travail, nous montrons que le modèle 3/2

admet une solution explicite faible et nous utilisons cette solution pour dévelop-

per un algorithme de simulation du modèle 3/2. Nous appliquons l'algorithme à

la tari�cation des options européennes.

Ledit mémoire est divisé en quatre chapitres. Le premier chapitre est consa-

cré aux concepts liés à la tari�cation des produits dérivés sous la mesure neutre

au risque dans les modèles à volatilité stochastique et présente les solutions ana-

lytiques des prix des options européennes dans les modèles de Heston et 3/2.

Ensuite, dans le second chapitre, nous parlons des méthodes de simulation basées

sur la discrétisation des EDS et quelques variantes de la méthode de Broadie et

Kaya (2006). Dans le troisième chapitre nous montrons que le modèle 3/2 admet

une solution explicite faible et déterminons cette solution. Nous utilisons la solu-

tion pour développer l'algorithme de simulation explicite pondérée. En�n, dans

le chapitre 4, nous présentons et analysons les résultats numériques obtenus en

appliquant l'algorithme de simulation explicite pondérée à la tari�cation d'options

européennes.



CHAPITRE I

MODÈLES À VOLATILITÉ STOCHASTIQUE

L'objectif de ce mémoire est d'adapter les résultats existant pour le modèle de

Heston au modèle 3/2 dans le but de le simuler de façon e�cace. Ainsi, dans ce

chapitre, nous dé�nissons les concepts liés à la théorie d'évaluation sous la mesure

neutre au risque. Ensuite, nous dé�nissons les modèles à volatilité stochastique

particulièrement les modèles de Heston et 3/2. Nous parlons aussi des formules

fermées des prix des options européennes dans les deux modèles. Ces formules sont

implémentées dans les chapitres 2 et 4. Les prix obtenus constituent les prix de

références dans l'analyse comparative de la précision des di�érents algorithmes de

simulation qui sont développés tout au long de ce mémoire. Nous organisons alors

le chapitre comme suit. Dans la première section, nous dé�nissons les notions de

base du calcul stochastique. La deuxième section de ce chapitre se concentre sur

les notions de base en mathématiques �nancières. Nous abordons précisément la

tari�cation dans un marché sans arbitrage, la dé�nition des modèles de Heston

et 3/2 puis nous donnons les formules fermées des prix des options européennes

dans ces deux modèles. En�n, les motivations du modèle 3/2 sont abordées dans

la dernière section du chapitre.
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1.1 Notions de base en calcul stochastique

Tout au long de ce mémoire, (Ω,F) est un espace probabilisable. Cet espace

probabilisable peut être complété soit par la mesure de probabilité physique P

ou par une mesure neutre au risque dénotée Q. On note aussi par F = {Ft}t>0

pour une �ltration. Ainsi nous parlerons souvent des espaces de probabilité �ltrés

(Ω,F ,F,P) et (Ω,F ,F,Q).

On note par L2 l'ensemble des fonctions dé�nies de Ω dans R et de carré

intégrable. C'est-à-dire que L2 est dé�ni par rapport à F par

L2 =

{
f : Ω→ R; f est F mesurable et

∫
Ω

f 2(w)P(dw) <∞
}
.

Les modèles en �nance sont souvent décrits par les équations di�érentielles

stochastique (EDS). Contrairement aux équations di�érentielles ordinaires dont

les solutions sont des fonctions déterministes, les solutions des EDS si elles existent

sont des processus stochastiques. Nous dé�nissons dans ce qui suit un processus

stochastique et un équation di�érentielle stochastique (EDS).

Dé�nition 1.1.1 (Processus stochastique).

Sur (Ω,F), un ensemble de variables aléatoires {Yt, t ∈ I} où I est l'ensemble

des indices est appelé processus stochastique. L'ensemble I représente souvent le

temps et peut être �ni ou in�ni. Le processus stochastique est à temps continue

si I est un intervalle. Puisqu'une variable aléatoire est une fonction de Ω dans R

alors, un processus stochastique est une fonction

Y : I × Ω→ R

(t, w)→ Y (t, w) = Yt(w).
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Dé�nition 1.1.2 (Équation di�érentielle stochastique (EDS)).

Sur un espace de probabilité �ltré (Ω,F ,F,P), une équation di�érentielle stochas-

tique (EDS) conduite par un mouvement brownien est dé�nie par dXt = µ (t,Xt) dt+ σ (t,Xt) dWt

X0 = x0 ∈ R
(1.1)

oùW est un mouvement brownien adapté à la �ltration F, µ et σ sont des fonctions

Borel-mesurables.

La fonction µ est appelée coe�cient de dérive et la fonction σ est appelée coe�cient

de di�usion ou volatilité du processus. Il faut noter que si une solution X existe,

alors X est un processus de di�usion et (1.1) est appelée dynamique du processus

X.

Exemple 1.1.1. Black et Scholes (1973) modélisent le prix d'un actif �nancier

par un processus S dont la dynamique est dé�nie par l'équation di�érentielle sto-

chastique  dSt = µ dt+ σ dWt

S0 = s0,

où les coe�cients de dérive µ et de di�usion σ du processus S sont des constantes

réelles et s0 est une constante réelle strictement positive. Ce modèle est connu

sous le nom du modèle de Black-Scholes.

Avant de présenter la formule d'Itô qui est utilisée dans tout le mémoire, nous

rappelons ce qu'est un processus d'Itô et sa variation quadratique.

Dé�nition 1.1.3 (Processus d'Itô (De�nition 4.4.3 de Shreve (2004))).

Soit {Wt, t ≤ 0} un mouvement brownien adapté à la �ltration F. Un processus
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d'Itô est un processus stochastique X de la forme :

Xt = X0 +

∫ t

0

σu dWu +

∫ t

0

µudu (1.2)

où X0 est une constante réelle, µ et σ sont des processus stochastiques adaptés à

la �ltration F .

Sous la forme di�érentielle, (1.2) s'écrit :

dXt = σt dWt + µt dt, (1.3)

avec X0 la valeur initiale du processus.

On dé�nit ensuite la variation quadratique d'un processus d'Itô et la covariation

quadratique de deux processus d'Itô.

Dé�nition 1.1.4 (Variation quadratique et covariation quadratique (Lemme 4.4.4

de Shreve (2004))).

Soient X et Y deux processus de di�usion dé�nis par les dynamiques dXt = µ1 (t,Xt) dt+ σ1 (t,Xt) dW
(1)
t

X0 = x0 ∈ R

et  dYt = µ2 (t, Yt) dt+ σ2 (t, Yt) dW
(2)
t

Y0 = y0 ∈ R,

où W (1) et W (2) sont deux mouvements browniens.

On appelle variation quadratique de X, le processus noté 〈X〉 et dé�ni par

〈X〉t =

∫ t

0

σ2
1 (u,Xu) du.

La covariation quadratique de X et Y , noté 〈X, Y 〉 est dé�nie par

〈X, Y 〉t =

∫ t

0

σ1 (u,Xu) σ2 (u, Yu) d
〈
W 1,W 2

〉
u
.
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Remarque 1.1.1. Si W (1) et W (2) sont deux mouvements browniens corrélés de

coe�cient de corrélation ρ, alors la covariation quadratique de W (1) et W (2) est

〈
W 1,W 2

〉
t

=

∫ t

0

ρu du.

En�n, la formule d'Itô est énoncée dans le lemme suivant.

Lemme 1.1.1 (Formule d'Itô (Théorème 4.4.6 de Shreve (2004))).

Soit {Xt, t ≥ 0}, un processus d'Itô dé�ni par (1.2), et soit f : I × R → R une

fonction mesurable telle que les dérivées partielles ft (t, x), fx (t, x) et fxx (t, x)

sont continues. Alors pour tout T ≥ 0,

f(T,XT ) = f(0, X0) +

∫ T

0

ft(t,Xt) dt+

∫ T

0

fx(t,Xt) dXt

+
1

2

∫ T

0

fxx(t,Xt) d 〈X〉t . (1.4)

Remarque 1.1.2. Sous la forme di�érentielle, on a :

df(t,Xt) =

(
ft(t,Xt) + fx(t,Xt)µt +

1

2
fxx(t,Xt)σ

2
t

)
dt

+ fx(t,Xt)σt dWt. (1.5)

La méthode de simulation développée par Kouritzin (2018) pour le modèle de

Heston est basée sur les solutions explicite des EDS de ce modèle. Vu que nous

adaptons cette méthode au modèle 3/2, nous donnons dans le théorème suivant

les conditions d'existence et l'unicité des solutions des EDS. Ce théorème est basé

sur le Théorème 2.5 de Karatzas et Shreve (1991).

Théorème 1.1.1 (Théorème d'Itô : Conditions d'existence et d'unicité des solu-

tions des EDS (Théorème 2.5 de Karatzas et Shreve (1991))).

Soit T > 0, supposons qu'il existe K > 0 telle que pour tous nombres réels x, y et

pour tout t ∈ [0, T ], on a
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1. | µ (t, x)− µ (t, y) | + | σ (t, x)− σ (t, y) | ≤ K | x− y |

2. | µ (t, x) |2 + | σ (t, x) |2 ≤ K (1+ | x |2).

Alors il existe un unique processus X = {Xt, 0 ≤ t ≤ T} continue adapté, borné

dans L2 et qui satisfait (1.1).

Si une équation di�érentielle stochastique admet une solution, cette solution

peut être forte ou faible. Il est alors nécessaire de dé�nir ces deux notions. Nous

référons les dé�nitions suivantes aux sections 5.2 et 5.3 de Karatzas et Shreve

(1991).

Soit (Ω,F ,F,P) un espace de probabilité �ltré et l'équation di�érentielle stochas-

tique

dXt = µ (Xt) dt+ σ (Xt) dWt, (1.6)

où {Wt : t ≥ 0} est un mouvement brownien sur l'espace de probabilité �ltré

(Ω,F ,F,P).

Dé�nition 1.1.5 (Solution forte d'une EDS).

On dit que (1.6) admet une solution forte s'il existe un processus stochastique

X sur le même espace de probabilité �ltré que le mouvement brownien W et qui

satisfait

Xt = X0 +

∫ t

0

µ(Xu) du+

∫ t

0

σ(Xu) dWu.

Dé�nition 1.1.6 (Solution faible d'une EDS).

On dit que (1.6) admet une solution faible, si nous pouvons construire un espace de

probabilité �ltré
(

Ω̃, F̃ ,
{
F̃t : t ≥ 0

}
, P̃
)
, deux processus stochastiques

{
W̃t : t ≥ 0

}
et
{
X̃t : t ≥ 0

}
sur cet espace de probabilité �ltré tel que W̃ soit un mouvement

brownien et X̃t satisfait

X̃t = X̃0 +

∫ t

0

µ(X̃u) du+

∫ t

0

σ(X̃u) dW̃u.
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Le processus de variance dans le modèle de Heston est le processus de Cox-

Ingersoll-Ross (CIR). Ce processus est dé�ni dans ce qui suit.

Dé�nition 1.1.7 (Processus de Cox-Ingersoll-Ross).

Le processus de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) {Xt, t ≥ 0} est un processus stochas-

tique dé�ni par l'EDS suivante :

dXt = a(b−Xt)dt+ σ
√
Xt dWt, (1.7)

où a, b et σ sont des constantes réelles et W est un mouvement brownien. a est

appelé la vitesse de retour à la moyenne et b est la moyenne à long terme.

Le processus de CIR est encore appelé processus racine carré (square root process

en anglais). On peut montrer que sous les hypothèses du modèle, l'EDS (1.7)

admet une solution unique positive. Cette solution est reliée à la loi de khi-deux-

non-centrée. En�n, si la valeur initiale du processus X0 est strictement positive,

sous la condition supplémentaire

2ab ≥ σ2,

la solution de l'EDS (1.7) est strictement positive. Cette condition est connue sous

le nom de condition de Feller (Proposition 3 de Bégin et al. (2015)).

Dans la solution du modèle de Heston proposée par Kouritzin (2018), le pro-

cessus de variance est dé�ni comme la somme des carrés des processus d'Ornstein-

Uhlenbeck. Nous parlons brièvement de ce processus dans ce paragraphe.

Dé�nition 1.1.8 (Processus d'Ornstein-Uhlenbeck).

Le processus d'Ornstein-Uhlenbeck {Xt, t ≥ 0} est un processus stochastique dé-

�ni par l'EDS suivante :

dXt = a(b−Xt)dt+ σ dWt, (1.8)
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où a, b et σ sont des constantes réelles et W est un mouvement brownien. a est

appelé la vitesse de retour à la moyenne et b est la moyenne à long terme.

En appliquant la formule d'Itô à la transformation X∗t = eatXt, on obtient que

pour tout s < t,

Xt = e−a(t−s)Xs + b(1− e−a(t−s)) +

∫ t

s

σe−a(t−u) dWu. (1.9)

Ainsi, Xt | Xs suit une loi normale de moyenne

e−a(t−s)Xs + b(1− e−a(t−s))

et de variance
σ2

2a
(1− e−2a(t−s)).

De plus, d'après (1.8), on déduit que la variation quadratique du processus est

〈X〉t = σ2t.

Nous abordons dans ce paragraphe, les notions liées au changement de mesure

et au Théorème de Girsanov car nous utilisons ces notions dans le chapitre 3 de

ce mémoire.

Dé�nition 1.1.9 (Martingale).

Sur l'espace de probabilité �ltré (Ω,F ,F,P), un processus stochastique X est une

martingale si et seulement s'il satisfait les conditions suivantes :

• X est adapté à la �ltration F ;

• E [|Xt|] <∞ pour tout t ≥ 0 ;

• E [Xt | Fs] = Xs pour tous t, s avec s < t.

La dernière condition appelée condition martingale implique que E [Xt|F0] = X0

où X0 est la valeur initiale du processus X. De plus, pour s > 0, si

E
[
supt≥0 M

s
t

]
<∞, alors M est une Ls-martingale.
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Théorème 1.1.2 (Changement de mesure (Théorème 1.6.1, Shreve (2004) )).

Soient l'espace de probabilité (Ω,F ,F,P) et Z une variable aléatoire strictement

positive presque sûrement avec E[Z] = 1. Pour tout A ∈ F , on dé�nit

P̃ (A) =

∫
A

Z(w)dP(w). (1.10)

Alors P̃ est une mesure de probabilité. Par conséquent, si X est une variable

aléatoire strictement positive alors

Ẽ [X] = E [XZ] , (1.11)

où Ẽ est l'espérance sous la mesure P̃. De plus si Z est strictement positive presque

sûrement, nous avons pour toute variable aléatoire Y strictement positive presque

sûrement

E [Y ] = Ẽ
[
Y

Z

]
.

Nous dé�nissons la notion de mesures de probabilité équivalentes.

Dé�nition 1.1.10 (Mesures équivalentes (Dé�nition 1.6.3, Shreve (2004))).

Soient Ω un ensemble non vide et F une tribu sur Ω. Deux mesures de probabilités

P et P̃ sur (Ω,F) sont équivalentes si

P (A) = 0⇔ P̃ (A) = 0.

Avant d'énoncer le théorème de Radon-Nikodym, nous dé�nissons d'abord la dé-

rivée de Radon-Nikodym.

Dé�nition 1.1.11 ( Dérivée de Radon-Nikodym (Dé�nition 1.6.5, Shreve (2004))).

Soient l'espace de probabilité (Ω,F ,P), P̃ une mesure de probabilité sur (Ω,F)

équivalente à P et Z une variable aléatoire strictement positive presque sûrement

véri�ant (1.10). Alors Z est la dérivée de Radon-Nikodym de P̃ par rapport à P

et on écrit

Z =
dP̃
dP
.
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Nous énonçons maintenant le théorème de Radon-Nikodym.

Théorème 1.1.3 (Théorème de Radon-Nikodym (Théorème 1.6.7, Shreve (2004))).

Soient P et P̃ deux mesures de probabilités équivalentes dé�nies sur (Ω,F). Alors

il existe une variable aléatoire Z strictement positive presque sûrement tel que

E [Z] = 1 et

P̃ (A) =

∫
A

Z(w)dP(w), pour tout A ∈ F .

Dans ce paragraphe, nous dé�nissons le processus de dérivée de Radon-Nikodym

a�n d'énoncer le théorème de Girsanov. Nous considérons alors dans ce para-

graphe, l'espace de probabilité �ltré (Ω,F ,F,P) et �xons T > 0. La dé�nition

suivante est basée sur la section 5.2 de Shreve (2004)

Dé�nition 1.1.12 ( Processus de Radon-Nikodym (Section 5.2 de Shreve (2004))).

Soient Z une variable aléatoire strictement positive presque sûrement véri�ant

E [Z] = 1 et dé�nissons P̃ par (1.10). Le processus de dérivée de Radon-Nikodym

est dé�ni par

Zt = E [Z|Ft] , 0 ≤ t ≤ T.

On peut montrer que le processus de Radon-Nikodym est une martingale sur

[0, T ]. Nous énonçons les deux lemmes suivants avant d'énoncer le théorème de

Girsanov.

Lemme 1.1.2 (Lemme 5.2.1 de Shreve (2004))).

Soit t ∈ R tel que 0 ≤ t ≤ T et Y une variable aléatoire Ft −mesurable. Alors

Ẽ [Y ] = E [Y Zt] ,

où Ẽ est l'espérance sous la mesure P̃.



14

Lemme 1.1.3 ( Lemme 5.2.2 Shreve (2004))).

Soient s et t deux nombres réels tels que 0 ≤ s ≤ t ≤ T et Y une variable aléatoire

Ft −mesurable. Alors

Ẽ [Y |Fs] =
1

Zs
E [Y Zt|Fs] .

En�n, nous énonçons le théorème de Girsanov.

Théorème 1.1.4 (Théorème de Girsanov ( Théorème 5.2.3 Shreve (2004))).

Soit {Wt, 0 ≤ t ≤ T} un mouvement brownien sur l'espace de probabilité �ltré

(Ω,F ,F,P). Soit {Θt, 0 ≤ t ≤ T} un processus adapté à la �ltration F. Dé�nissons

Zt = exp

{
−
∫ t

0

ΘudWu −
1

2

∫ t

0

Θ2
udu

}
,

W̃t = Wt +

∫ t

0

Θudu,

et supposons que

E
[∫ t

0

Θ2
uZudu

]
<∞.

En posant Z = ZT , alors E [Z] = 1 et sous la mesure de probabilité P̃ dé�nie par

(1.10), le processus W̃ est un mouvement brownien.

1.2 Notions de base en mathématique �nancière

Dans cette section, nous dé�nissons les concepts de la mathématique �nancière

liés à la théorie d'évaluation sous la mesure neutre au risque.

1.2.1 Tari�cation d'options dans un marché sans arbitrage

On se restreint au cas où les actifs transigés sur le marché sont modélisés par des

processus di�usifs en temps continu.
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Soit (Ω,F ,F,P) un espace de probabilité �ltré. Considérons le modèle de marché

en temps continu constitué de N actifs risqués dont les processus de prix sont S1,

S2,..., SN et d'un actif sans risque dont le processus de prix est S0.

Supposons que S1, S2,...,SN sont des processus de di�usions dé�nis pour

i = 1, 2, ..., N par

dSi(t) = Si(t) (µi(t, Si(t)) dt+ σi(t, Si(t)) dWi(t)) ,

où µi, σi sont des fonctions de R+×R→ R avec σi di�érent de 0 presque sûrement

pour tout t et oùW = (W1,W2, ...,WN) est un vecteur de mouvements browniens.

Les fonctions µi et σi sont respectivement les coe�cients de dérive et de di�usion

des processus Si pour i = 1, 2, .., N .

Supposons aussi que S0 est dé�ni par dS0(t) = S0(t)r(t) dt où r(t) est le taux

de rendement sans risque et �xons T ∈ R comme l'échéance du marché. Nous

supposons par la suite que r(t) = r, ∀ t ≤ T .

Soit h(t) = [h0(t), h1(t), h2(t), ..., hN(t)] où hi représente le nombre de parts de

l'actif i dans le portefeuille et posons hs(t) = [h1(t), h2(t), ..., hN(t)] de sorte que

h(t) = [h0(t), hs(t)]. Une stratégie d'investissement ou portefeuille est un processus

{h(t); t > 0} adapté à la �ltration. Pour une stratégie h, la valeur du portefeuille

V (t, h) est dé�nie par

V (t, h) =
N∑
i=0

hi(t)Si(t).

Dé�nition 1.2.1 (Stratégies admissibles (Dé�nition 10.2, Björk (2009))).

Un processus adapté hs = [h1, h2, ..., hN ] est admissible s'il existe un nombre réel

positif α tel que

N∑
i=1

∫ t

0

hi(u)dSi(u) ≥ −α, pour tout t ∈ [0, T ] . (1.12)

Le processus h(t) = [h0(t), hs(t)] est appelé portefeuille admissible si le processus
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hs est admissible. Nous dé�nissons maintenant la notion de portefeuille auto�-

nancé.

Dé�nition 1.2.2 (Portefeuille auto�nancé (Dé�nition 10.2, Björk (2009))).

Soit V (0, h) la valeur initiale d'un portefeuille. Un portefeuille admissible

h = [h0, h1, h2, ..., hN ] est dit auto�nancé s'il satisfait

V (t, h) = h0(t)S0(t) +
N∑
i=1

∫ t

0

hi(u)dSi(u), (1.13)

c'est-à-dire si

dV (t, h) = h0(t)dS0(t) +
N∑
i=1

hi(t)dSi(t).

En général la dynamique d'un portefeuille (sans la condition d'auto�nancement)

est

dV (t, h) =
N∑
i=0

(hi(t)dSi(t) + Si(t)dhi(t)) . (1.14)

Remarque 1.2.1. Le portefeuille auto�nancé interdit d'encaisser le pro�t ou d'in-

jecter de l'argent dans le portefeuille.

Le lemme suivant énonce les conditions d'existence d'un portefeuille auto�nancé

Lemme 1.2.1 (Existence de portefeuille auto�nancé (Lemme 10.3, Björk (2009))).

Pour tout processus adapté hs satisfaisant la condition d'admissibilité (1.12) et

pour tout nombre réel x, il existe un unique processus adapté h0 tel que

• Le portefeuille h dé�ni par h = [h0, hs] est auto�nancé,

• La valeur du portefeuille auto�nancé est donné par

V (t, h) = x+
N∑
i=1

∫ t

0

hi(u)dSi(u). (1.15)
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Nous pouvons maintenant dé�nir la notion de mesure martingale.

Dé�nition 1.2.3 (Mesure martingale (Dé�nition 10.4, Björk (2009))).

Une mesure de probabilité Q sur FT est appelée une mesure martingale (locale)

équivalente si elle satisfait les propriétés suivantes

• Q est équivalente à la mesure objective P sur FT ,

• Les processus de prix actualisés S0, S1, S2,...,SN sont des martingales (lo-

cales) sous la mesure Q sur l'intervalle de temps [0, T ].

Avant d'énoncer le premier théorème fondamental de la théorie l'évaluation sous

la mesure martingale, il est nécessaire de comprendre la notion d'arbitrage.

Dé�nition 1.2.4 (Arbitrage (Dé�nition 10.2, Björk (2009))).

Une stratégie auto�nancée h est un arbitrage si V (0, h) = 0, P(V (T, h) ≥ 0) = 1

et P(V (T, h) > 0) > 0.

En d'autres termes, on dit qu'il y a possibilité d'arbitrage si à partir d'un inves-

tissement nul, il y a possibilité de gagner de l'argent sans aucun risque.

Théorème 1.2.1 (Premier théorème fondamental (Théorème 10.5, Björk (2009))).

Un modèle de marché est essentiellement sans arbitrage si et seulement si il existe

une mesure martingale (locale) Q.

Remarque 1.2.2. Il faut noter qu'il peut exister une in�nité de mesures martin-

gales (locales) équivalentes. Ces mesures martingales (locales) équivalentes sont

aussi appelées les mesures neutre au risque. Le coe�cient de dérive des proces-

sus de prix des actifs risqués sous ces mesures est égal au taux de rendement sans

risque r. Dans la pratique, pour choisir la mesure neutre au risque sous laquelle on

va tarifer les produits dérivés, on tient compte des prix des options transigées dans

le marché pour compléter le marché (se couvrir du risque de volatilité). La mesure

de probabilité qui est donc identi�ée est celle qui est utilisée pour la tari�cation

des autres produits dérivés.
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Dans la suite de ce mémoire, nous supposons que le modèle de marché est sans

arbitrage et nous considérons l'espace de probabilité �ltré (Ω,F ,F,Q) où Q est

une mesure neutre au risque.

Le lemme suivant, conséquence du Théorème 1.2.1, révèle l'importance de ce théo-

rème. Cette conséquence est basée sur la section 10.2.1 de Björk (2009).

Lemme 1.2.2 (Conséquence du théorème 1.2.1).

Dans un marché sans arbitrage, si le processus h est borné dans L2, alors le

processus de valeur actualisée du portefeuille {V (t, h); t ≥ 0} est une martingale

(locale) sous la mesure Q. Ainsi, la valeur initiale du portefeuille est donné par

V (0, h) = e−rt EQ [V (t, h)] , pour tout t ∈ [0, T ] . (1.16)

Il faut noter que le lemme 1.2.2 est fondamental dans la théorie de l'évaluation

sous la mesure neutre au risque.

Vu que nous tari�ons des options, il s'avère nécessaire de dé�nir la notion d'op-

tions. Nous appelons actif sous-jacent tout actif de base transigé sur les marchés

�nanciers dont la valeur future est incertaine. C'est le cas par exemple d'un actif

risqué S, dont la valeur St au temps t ≥ 0 est modélisée par un processus sto-

chastique. À partir des actifs sous-jacent, on construit d'autres actifs �nanciers

appelés produits dérivés.

Dé�nition 1.2.5 (Droit conditionnel ou produit dérivé).

Un produit dérivé est un actif �nancier dont le paiement à la maturité dépend de la

valeur d'un actif sous-jacent ou de la réalisation d'un événement quelconque sous-

jacent. En termes mathématiques, un droit conditionnel est une variable aléatoire

FT -mesurable et de carré intégrable.

Si Ct est le prix d'un droit conditionnel au temps t, alors {Ct; t ≥ 0} est un

processus stochastique.
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Exemple 1.2.1 (Option d'achat européenne).

Une option d'achat européenne d'échéance T et de prix d'exercice K est un contrat

qui donne à son détenteur le droit et non l'obligation d'acheter à l'échéance T un

actif sous-jacent à un prix K �xé d'avance. Si ST est la valeur de l'actif sous-

jacent à l'échéance T , alors la valeur au temps T de l'option d'achat européenne

est

CT = (ST −K)+ = max {ST −K, 0} . (1.17)

D'après le lemme (1.2.2), la valeur au temps t = 0 de l'option d'achat européenne

de maturité T et de prix d'exercice K est

C0 = e−rT EQ [max (ST −K, 0)] .

Dans les modèles à volatilité stochastique, beaucoup de produits dérivés n'ont

pas de solutions analytiques car il est souvent di�cile de calculer l'espérance

mathématique. On fait alors recours à la simulation Monte Carlo. Dans ce qui

suit, nous parlons de l'estimateur Monte Carlo.

1.2.2 Estimateur Monte Carlo

Cette section fait référence à la section 1.1 de Ameur (2019).

On considère un système caractérisé par d variables d'entrées X1, X2,..., Xd, d'une

fonction de transformation P et d'une variable de sortie Y telle que

Y = P (X1, X2, ..., Xd). Ce système est dit stochastique si les variables d'entrées

et la variable de sortie sont aléatoires. Dans un système stochastique, on suppose

que la fonction de densité jointe des variables d'entrées ainsi que la fonction de

transformation sont connues. Par contre, la fonction de densité de la variable de

sortie est souvent inconnue. On dé�nit les paramètres de performance d'un sys-

tème stochastique comme étant les caractéristiques de la distribution de la variable
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de sortie Y . Par exemple l'espérance de Y , l'écart type de Y et les quantiles de Y

sont des paramètres de performance.

L'objectif dans un système stochastique est l'estimation des paramètres de per-

formance bien que ces derniers n'admettent pas souvent de formules fermées. La

simulation Monte Carlo permet d'estimer les paramètres de performance d'un sys-

tème stochastique. Le principe de la simulation Monte Carlo consiste à produire

(simuler) un échantillon aléatoire de la variable de sortie Y et ensuite d'estimer

les paramètres de la population par leur contreparties dans l'échantillon.

Supposons que l'on sait simuler la variable Y et que le paramètre de performance

à estimer est µY = E [h(Y )] où h : R→ R est une fonction telle que E [h(Y )] <∞.

L'estimateur Monte Carlo µ̂Y de µY est donné par

µY ≈ µ̂Y =
1

N

N∑
i=1

h (Yi) , (1.18)

où Yi = P
(
X

(i)
1 , X

(i)
2 , ..., X

(i)
d

)
pour i = 1, 2, .., N avec N la taille de l'échantillon

simulé.

Remarque 1.2.3 (Section 1.1 de Ameur (2019)).

La convergence des estimateurs Monte Carlo vers leur cibles est justi�é par la loi

des grands nombres et par le théorème central limite.

Pour plus de détails sur la loi des grands nombres et le théorème central limite,

se référer aux Sections 22 et 27 de Billingsley (2008).

1.2.3 Modèles à volatilité stochastique

1.2.3.1 Qu'est-ce que la volatilité stochastique ?

La volatilité mesure l'amplitude des variations du cours d'un actif, à la hausse

comme à la baisse sur le marché pendant un temps donné. Ces variations ont
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tendance à rester stables et connaissent des �uctuations moins brusques dans cer-

tains marchés à certaines périodes. Pour certains actifs �nanciers, on remarque des

changements de prix extrêmement rapides et un volume de transactions élevé. Au

vu de cela, il est commode de modéliser la volatilité comme un processus aléatoire.

Pour démontrer l'utilité de la modélisation stochastique de la volatilité, Gatheral

(2006) e�ectue les tests de normalité sur les log-rendements journaliers de l'indice

SPX. L'auteur rejette l'hypothèse de la normalité des données et conclut donc

que la volatilité n'est pas constante. De plus, l'auteur montre que les options avec

di�érents prix d'exercice et maturité ont des paramètres de volatilité di�érents

dans le modèle de Black-Scholes, c'est-à-dire qu'il observe ce qu'on appelle � le

sourire de la volatilité� (Gatheral, 2006). En�n Wilmott (2013) fait les estimations

sur plusieurs périodes de temps de la volatilité de l'indice Dow Jones en utilisant

des moyennes pondérées des variations quotidiennes de l'indice. Il remarque non

seulement que la volatilité n'est ni constante, ni prévisible mais aussi que chaque

estimation donne une valeur di�érente.

La volatilité est souvent calculée sur la base de l'écart-type standard des rende-

ments historiques (volatilité historique), ou en mesurant les mouvements de cours

d'un produit dérivé par rapport aux mouvements de son indice sous-jacent en

utilisant le modèle de Black-Scholes (volatilité implicite). Il existe d'autres types

de volatilités à savoir la volatilité locale (ou conditionnelle) et la volatilité instan-

tanée. Cette dernière est celle qui est modélisée par plusieurs modèles de volatilité

stochastique.

En�n, la volatilité peut être une mesure du risque de marché. En e�et, plus le

prix de l'actif est volatile, plus l'investisseur peut beaucoup gagner ou beaucoup

perdre. Son investissement est donc risqué. Ainsi, un investisseur qui décide d'in-

vestir dans un tel marché demande d'être rémunéré pour le risque qu'il prend. Ce

rendement additionnel est alors appelé prime de risque de marché.
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1.2.3.2 Présentation des modèles à volatilité stochastique

Une analyse approfondie des hypothèses du modèle de Black-Scholes a ouvert un

domaine de recherche pour des modèles plus complexes et plus performants qui dé-

crivent de manière plus réaliste l'évolution des marchés �nanciers. Contrairement

aux modèles à volatilité constante, les modèles à volatilité stochastique supposent

que la volatilité est aussi un processus stochastique. Ainsi, un modèle à volatilité

stochastique est dé�ni par un processus stochastique à deux dimensions. La pre-

mière dimension décrit la dynamique de l'actif sous-jacent et la seconde dimension

décrit la dynamique de la volatilité.

Soient l'espace de probabilité �ltré (Ω,F ,F,Q), T ∈ R∗+, {St}t∈[0,T ] le processus

de l'actif sous-jacent et {Vt}t∈[0,T ] le processus de variance. Un modèle à volatilité

stochastique est caractérisé par la dérive de l'actif sous-jacent r − δ, la volatilité

de la variance η, des fonctions mesurables α, β et deux mouvements browniens

corrélés Z, W de coe�cient de corrélation ρ. De façon générale, sur (Ω,F ,F,Q),

la dynamique d'un modèle à volatilité stochastique est dé�nie comme suit : dSt = (r − δ)St dt+
√
VtSt dZt

dVt = α(St, Vt, t)dt+ β(St, Vt, t)
√
Vt dWt

(1.19)

avec r ≥ 0 le taux de rendement sans risque, δ ≥ 0 est le taux de dividende,

ρ ∈ [−1, 1], 〈dZ, dW 〉t = ρ dt et

α, β : R∗+ × R∗+ × [0, T ]→ R.

1.2.3.3 Formule analytique des modèles pour le prix d'une option européenne

L'approche neutre au risque pour la tari�cation des options utilisant le théorème

de Feynman-Kac (Karatzas et Shreve, 1991) nécessite la fonction de densité neutre

au risque du prix de l'actif sous-jacent à T . Cette fonction n'est pas toujours
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facile à obtenir, mais sa fonction caractéristique existe toujours. La fonction de

densité est souvent obtenue par la transformée de Fourier inverse de la fonction

caractéristique ; d'où l'utilisation de la technique de transformée de Fourier dans

la tari�cation des options européennes dans les modèles à volatilité stochastique.

Cette technique est utilisée dans Heston (1993) pour la dérivation du prix des

options européennes dans le modèle de Heston, présenté plus tard dans ce chapitre.

Dans la même logique, Carr et Madan (1999) ont introduit la technique dite de

transformée de Fourier rapide pour les modèles dont la fonction caractéristique

du processus neutre au risque du prix de l'actif sous-jacent est connu sous forme

fermée. L'extension de cette méthode se trouve aussi dans Lewis (2000). En�n,

dans l'approche neutre au risque, Lewis (2001) applique la transformée de Fourier

inverse à la fonction caractéristique du log-prix standardisé à maturité a�n de

déterminer le prix d'une option d'achat européenne dans les modèles à volatilité

stochastique. Notre objectif dans ce travail n'est pas de dériver cette formule, mais

d'utiliser le résultat.

Soit T ∈ R+ et considérons une option d'achat européenne de maturité T , de prix

d'exercice K ≥ 0. Le payo� CT de cette option à la maturité est donné par (1.17).

Lewis (2001) montre que dans le modèle dé�ni par (1.19), le prix de cette option

au temps t = 0 est donné par :

C (S0, K, T ) = S0e
−δT −

√
S0Ke

− 1
2

(r+δ)T

π

∫ +∞

0

<
[
eiukφT

(
u− i

2

)]
u2 +

1

4

du, (1.20)

avec r le taux sans risque, δ le taux de dividende, S0 la valeur initiale du sous-

jacent, k = log

(
S0

K

)
+(r − δ)T et φT la fonction caractéristique du log-prix stan-

dardisé à maturité. Cette fonction caractéristique dépend du modèle à volatilité

stochastique considéré.

Remarque 1.2.4. Dans Carr et Sun (2007), le processus du log-prix standardisé

X est dé�ni par Xt = log

(
Ft
F0

)
où F est le processus neutre au risque pour le
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prix à terme du sous-jacent. La dynamique du processus F est obtenue en posant

r − δ = 0 dans (1.19).

Le prix d'une option de vente européenne (Put en anglais) peut-être obtenue par

la relation de parité Call-Put dé�nie par

CCall
0 +Ke−rT = CPut

0 + S0e
−δT .

Dans la suite, on pose δ = 0.

1.2.4 Le modèle de Heston

Le modèle de Heston est le modèle à volatilité stochastique le plus populaire

(Heston, 1993). Il est alors le modèle de base des modèles à volatilité stochastique.

On ne saurait étudier les modèles à volatilité stochastique sans parler de ce modèle.

Dans cette section nous présentons brièvement le modèle de Heston.

1.2.4.1 Présentation du modèle sous la mesure Q

Nous présentons directement le modèle sous la mesure neutre au risque car c'est

la seule qui est nécessaire pour la tari�cation. Ainsi, sous une mesure neutre au

risque choisie pour la tari�cation, dénotée Q, le modèle de Heston est dé�ni par

la dynamique suivante : dSt = rStdt+
√
VtSt dZt

dVt = λ
(
V̄ − Vt

)
dt+ η

√
Vt dWt

(1.21)

avec 〈dZ, dW 〉t = ρ dt, r le taux sans risque et (S0, V0) les valeurs initiales des deux

processus. r, S0, V0, V̄ et λ sont des nombres réels positifs, η 6= 0 et ρ ∈ [−1, 1].

L'actif sous-jacent St est un processus de di�usion de coe�cient de dérive rSt et

de coe�cient de di�usion
√
VtSt.
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La variance Vt suit la dynamique du processus de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) dont

le coe�cient λ est la vitesse de retour à la moyenne, V̄ est la moyenne à long

terme et η est la volatilité de la variance. Il faut noter que le modèle admet une

unique solution dont on parlera dans le chapitre 3.

1.2.4.2 Formule analytique pour le prix d'une option européenne

Nous donnons ici la formule analytique de Heston pour le prix d'une option euro-

péenne.

Soit T ∈ R+ et considérons une option d'achat européenne de maturité T et de

prix d'exercice K ≥ 0. Le payo� CT de cette option à la maturité est donné

par (1.17). Heston (1993) montre que dans le modèle de Heston dé�ni par la dy-

namique (1.21), le prix Ct de cette option au temps t < T est fonction de la

durée restante τ = T − t, du prix d'exercice K, de la valeur au temps t de l'actif

sous-jacent St et de la valeur au temps t de la variance Vt c'est-à-dire

Ct = C(x, Vt, τ) = K {exP1(x, Vt, τ)− P0(x, Vt, τ)} , (1.22)

avec x = log

(
St
K

)
et pour j ∈ {0, 1},

Pj(x, Vt, τ) =
1

2
+

1

π

∫ ∞
0

<
{

exp {Cj(u, τ) +Dj(u, τ)Vt + iux}
iu

}
du, (1.23)
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où < est la partie réelle d'un nombre complexe, i le nombre imaginaire pur et

α = −u
2

2
− iu

2
+ iju,

β = λ− ρηj − ρηiu,

γ =
η2

2
,

d =
√
β2 − 4αγ tel que =(d) ≥ 0,

avec =(d) la partie immaginaire du nombre complexe d,

r± =
β ± d
η2

,

g =
r−
r+

,

Dj(u, τ) = r−
1− e−dτ

1− ge−dτ
,

Cj(u, τ) = λ

{
r−τ −

2

η2
log

(
1− ge−dτ

1− g

)}
.

1.2.5 Le modèle 3/2

Le modèle 3/2 est un modèle à volatilité stochastique non a�ne ayant la

propriété de retour à la moyenne. Le modèle de Heston et le modèle 3/2 sont des

cas particuliers du modèle introduit par Bakshi et al. (1997) dont la dynamique

du processus de variance est donnée par :

dVt =
(
α0 + α1Vt + α2V

2
t + α3V

−1
t

)
dt+ β1V

β2
t dWt, (1.24)

où α0, α1, α2, α3 sont des nombres réels et β1, β2 des nombres réels strictement

positifs.
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1.2.5.1 Présentation du modèle sous la mesure Q

Sur l'espace de probabilité �ltré (Ω,F ,F,Q), la dynamique du modèle 3/2 est

donnée par  dSt = rStdt+
√
VtSt dZt

dVt = κVt(V̄ − Vt)dt+ ηV
3
2
t dWt

(1.25)

avec S0 > 0, V0 > 0 des valeurs initiales des deux processus. r est le taux de

rendement moyen sans risque, Z etW sont deux mouvements browniens standards

corrélés de coe�cient de corrélation ρ ∈ [−1, 1]. κ, V̄ et η sont des nombres réels

strictement positifs.

Remarque 1.2.5. En identi�ant la dynamique du processus de variance V dé�nie

dans (1.25) à celle dé�nie dans (1.24), on constate que α0 = 0, α1 = κV̄ , α2 = −κ,

α3 = 0, β1 = η, et β2 =
3

2
. C'est de cette dernière égalité que vient la spéci�cation

3/2 donnée au modèle.

En utilisant la décomposition de Cholesky, on a dZt = ρ dWt+
√

1− ρ2 dBt où

W et B sont deux mouvements browniens standards indépendants. Ainsi (1.25)

devient :  dSt = rStdt+
√
VtSt

(
ρ dWt +

√
1− ρ2 dBt

)
dVt = κVt(V̄ − Vt)dt+ ηV

3
2
t dWt.

(1.26)

Le processus de la variance peut s'écrire sous forme d'un produit du processus

racine carré et de Vt comme suit :

dVt = Vt

{
κ(V̄ − Vt)dt+ η

√
Vt dWt

}
.

Aussi, en posant Ut =
1

Vt
avec Vt > 0 et en appliquant le lemme d'Itô au processus

Ut, on obtient la dynamique suivante :

dUt = κV̄

(
κ+ η2

κV̄
− Ut

)
dt− η

√
Ut dWt. (1.27)
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Cette dynamique est celle d'un processus CIR. Ainsi le processus {Ut}t>0 est un

processus CIR
(
κV̄ ,

κ+ η2

κV̄
,−η

)
c'est-à-dire que la vitesse de retour à la moyenne

est κV̄ , la moyenne à long terme est
κ+ η2

κV̄
et la volatilité de la variance est −η.

De ce qui précède, nous pouvons réécrire la dynamique du modèle 3/2 comme

suit :


dSt = rStdt+

√
U−1
t St

(
ρ dWt +

√
1− ρ2 dBt

)
dUt = κV̄

(
κ+ η2

κV̄
− Ut

)
dt− η

√
Ut dWt.

(1.28)

1.2.5.2 Formule analytique pour le prix d'une option européenne

À partir de la formule (1.20), pour obtenir le prix de l'option d'achat européenne

dans le modèle 3/2, il est alors nécessaire de déterminer φT , la fonction carac-

téristique du log-prix standardisé à la maturité. Dans Lewis (2000) la fonction

caractéristique du processus de variance dans le modèle 3/2 est donnée. De plus,

dans Carr et Sun (2007) (théorème 3), conditionnellement à Xt et Vt, la transfor-

mée de Fourier-Laplace conjointe de XT et de 〈X〉T −〈X〉t est connue sous forme

fermée. À partir du théorème 3 de Carr et Sun (2007), on obtient la transformée

de Fourier du log-prix standardisé à la maturité XT en posant s = 0 et t = 0.

En�n, la fonction caractéristique du log-prix standardisé à maturité est donnée

par

φT (u) = E
[
eiuXT

]
= eiuX0

Γ (γ − α)

Γ (γ)

(
2

η2y(0, V0)

)α
M

(
α, γ,− 2

η2y(0, V0)

)
(1.29)
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où

y(0, V0) =
V0

(
eκV̄ T − 1

)
κV̄

,

α = −
(

1

2
− p

η2

)
+

√(
1

2
− p

η2

)2

+
2q

η2
,

γ = 2

(
α + 1− p

η2

)
,

p = −κ+ iηρu,

q =
iu

2
+
u2

2
,

avec i le nombre complexe imaginaire pur et M (α, γ, z) la fonction con�uente

hypergéométrique dé�nie par :

M (α, γ, z) =
∞∑
n=0

(α)n z
n

(γ)n n!
,

où

(α)n = α(α + 1)(α + 2)...(α + n− 1),

(γ)n = γ(γ + 1)(γ + 2)...(γ + n− 1).

En conclusion, la valeur au temps t = 0 d'une option d'achat européenne de

maturité T et de prix d'exercice K dans le modèle 3/2 est donnée par (1.20) avec

φT dé�ni par (1.29).

1.3 Pourquoi le modèle 3/2 ?

Dans la littérature, les applications du modèle 3/2 sont nombreuses. En e�et,

Ahn et Gao (1999) utilisent le modèle pour la modélisation de taux d'intérêt

à court terme. Lewis (2000) donne les détails sur le modèle en ce qui concerne

les options sur les actions. Ensuite, Carr et Sun (2007) utilisent le modèle 3/2

pour tarifer les swaps de variance. Drimus (2012) l'utilise pour la tari�cation des
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options sur la variance réalisée. De plus Koleva (2012) applique la transformation

de Fourier rapide (FFT) au modèle 3/2 pour la tari�cation des options. En�n, nous

rappelons que le modèle 3/2 est le modèle d'intérêt du mémoire, pour lequel nous

développons des algorithmes de simulations. Quels sont alors les motivations du

modèle 3/2 ? Nous essayerons d'apporter une réponse à cette question à travers la

littérature. Mais avant, il est important de donner quelques limitations du modèle

de Heston vu le lien entre les deux modèles.

1.3.1 Limitations du modèle de Heston

L'équation di�érentielle stochastique du processus de variance dans le modèle

de Heston admet une unique solution forte positive (Karatzas et Shreve (1991), ch

5). Le processus de variance prend donc des valeurs positives c'est-à-dire Vt ≥ 0

pour tout t. De plus le processus prend des valeurs strictement positives si et

seulement si la condition de Feller est respectée (Karatzas et Shreve (1991), ch 5).

Par contre, dans la discrétisation, le processus de variance peut prendre des valeurs

négatives (Bégin et al., 2015). Aussi, sous la mesure neutre au risque, plusieurs

calibrations du modèle de Heston au prix du marché font que la variance Vt prend

des valeurs très près de zéro (Bakshi et al., 1997). Ainsi, les trajectoires de la

variance instantanée dans le modèle de Heston sont décalées vers zéro (Drimus,

2012).

Vue ces limitations, le modèle 3/2 est une alternative intéressante. Dans la section

suivante, nous en parlerons d'avantage.
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1.3.2 Motivation du modèle 3/2

D'après (1.24), la dynamique du modèle introduit par Bakshi et al. (1997) sous

la mesure physique P est donnée par : dSt = µStdt+
√
VtStdZt

dVt =
(
α0 + α1Vt + α2V

2
t + α3V

−1
t

)
dt+ β1V

β2
t dWt.

(1.30)

avec S0 > 0 et V0 > 0 les valeurs initiales des deux processus. α0, α1, α2,α3 sont

des nombres réels, β1 , β2 des nombres réels strictement positifs et µ > 0.

Bakshi et al. (1997) ont e�ectué une étude économétrique basée sur le carré de

l'indice VIX comme approximation de la variance dans le modèle dé�ni par (1.30).

Cette étude leur a permis de découvrir que β2 = 1.3. Ils rejettent alors l'hypothèse

que β2 ≤ 1. Le fait que β2 = 1.3 a motivé la spéci�cation 3/2 c'est-à-dire β2 =
3

2
.

De plus, les auteurs ont mis en évidence que, dans la spéci�cation de la dérive, le

terme α2V
2
t était plus signi�catif que le terme α1Vt, ce qui concorde encore avec

le cadre 3/2.

Ensuite, Carr et Sun (2007) en résumant les travaux antérieurs sur la puissance

de Vt dans la dérive du processus de la variance, aboutissent à la conclusion qu'un

modèle à structure non a�ne fournit des résultats qui sont non seulement cohé-

rents avec les données du monde réel dans certains cas, mais qui sont aussi plus

précis que le processus CIR. Ils rejettent alors l'hypothèse que β2 =
1

2
(spéci�ca-

tion racine carré).

Dans la même logique, Bakshi et al. (1997) et Drimus (2012) indiquent que dans la

simulation (par la discrétisation des EDS), les trajectoires de la variance instanta-

née dans le modèle de Heston peuvent aller en dessous de zéro, mais ce problème

est résolu en imposant Vt = 0 lorsque Vt < 0 et en utilisant la propriété de retour

à la moyenne. Ce qui permet d'obtenir une simulation des trajectoires dans le
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modèle de Heston. Drimus (2012) indique que la volatilité modélisée par la dy-

namique 3/2 permet des variations plus importantes par rapport à la moyenne à

long terme. Cela s'explique par la puissance de Vt dans le coe�cient de di�usion

et dans la vitesse de retour à la moyenne. Ces di�érences entre les trajectoires de

la variance des deux modèles favorisent le modèle 3/2 en raison de sa capacité à

capter des écarts plus importants pour la variance.

En�n, tout comme le modèle de Heston, le modèle 3/2 est structuré en tenant

compte des problèmes du modèle de Black-Scholes. En e�et, d'après (1.21) et

(1.25), la vitesse de retour à la moyenne donnée par λ dans le modèle de Heston

et par κVt dans le modèle 3/2, intègre l'e�et de regroupement de la volatilité.

La volatilité de la variance η dans le modèle de Heston et ηVt dans le modèle de

3/2 impose que les log-rendements ne sont plus normalement distribués. La valeur

(souvent négative) du paramètre de corrélation ρ capture l'e�et de levier.

Remarque 1.3.1. On appelle "e�et de levier" le phénomène selon lequel des

rendements élevés sur le prix de l'actif sont habituellement observés simultanément

à des taux de volatilité faibles. De façon inverse, des rendements faibles, voire

négatifs, sont souvent observés en même temps que des niveaux de volatilité élevés.

Dans les modèles à volatilité stochastique, ce phénomène se traduit souvent par

une corrélation négative entre le mouvement brownien de l'EDS du prix de l'actif

et celui de l'EDS de la volatilité.

1.3.3 Conditions imposées par le modèle 3/2

La vitesse de retour à la moyenne dans le modèle 3/2 est donnée par κVt.

Puisque le processus de variance {Vt}t≥0 du modèle 3/2 est positif, alors κVt doit

être positif et donc κ ≥ 0.

Le processus inverse de la variance
{
Ut =

1

Vt

}
t≥0

avec Vt > 0 dans le modèle
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3/2 est un processus CIR
(
κV̄ ,

κ+ η2

κV̄
,−η

)
, alors la condition de Feller pour le

processus Ut est donnée par

2κV̄

(
κ+ η2

κV̄

)
≥ η2.

Cette condition est équivalente à κ ≥ −η
2

2
. Vu que κ ≥ 0 alors la condition de

Feller est respectée pour le processus Ut. Ainsi, P (Ut > 0) = 1. Par conséquent,

le processus {Vt}t≥0 ne va pas tendre vers in�ni.



CHAPITRE II

ÉTUDE COMPARATIVE DE QUELQUES ALGORITHMES DE

SIMULATION DES MODÈLES À VOLATILITÉ STOCHASTIQUE

En �nance, les équations di�érentielles stochastiques peuvent être utilisées pour

décrire le comportement des actifs sous-jacents ainsi que celui des paramètres de

certains modèles �nanciers. Ainsi, la tari�cation des produits �nanciers requiert

la résolution de ces équations di�érentielles stochastiques.

Outre le modèle de Black-Scholes-Merton, qui a des solutions analytiques pour

plusieurs droits contingents, il n'existe pas de solution analytique pour beaucoup

de produits dérivés dans le cadre des modèles à volatilité stochastique. Pour le

modèle de Heston il existe une solution quasi-analytique pour les options d'achat

et de vente européennes, ce qui n'est pas le cas par exemple des options exotiques.

De plus, les options avec payo�s plus compliqués (options exotiques) sont plus

di�cile à tarifer sous forme fermée, même dans les modèles simples. Ainsi, pour

tarifer les produits dérivés, la technique de simulation Monte Carlo reste souvent

la seule alternative.

Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes de simulation du modèle de Hes-

ton. Ces méthodes de simulation sont basées soit sur la discrétisation des équa-

tions di�érentielles stochastiques (EDS)( Euler et Milstein), soit sur la �méthode

exacte� de Broadie et Kaya (2006). Bien que l'algorithme de Broadie-Kaya soit

sans biais par construction, sa complexité et son manque de vitesse limitent sou-
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vent son utilisation pratique (Andersen, 2008). Heureusement, il existe plusieurs

variantes de cette méthode qui sont plus pratiques, beaucoup plus rapides et pres-

qu'aussi précises. Parmi ces variantes de la méthode exacte de Broadie et Kaya, on

peut citer l'approximation exponentielle quadratique (QE) de Andersen (2008),

le schéma de Van Haastrecht et Pelsser's, le schéma d'approximation Gamma de

Bégin et al. (2015). Bégin et al. (2015) discutent de ces méthodes de simulation

du modèle de Heston. Pour plus de détails sur ces méthodes, le lecteur peut se

référer à cet article.

Dans ce travail, nous appliquerons certaines de ces méthodes au modèle 3/2.

Puisque notre but est la tari�cation des produits dérivés, nous utilisons la si-

mulation sous la mesure neutre au risque Q. Ainsi, dans tout ce qui suit, nous

utiliserons la dynamique des modèles sous la mesure neutre au risque. Dans la

première section de ce chapitre, nous appliquons les méthodes de Milstein et de

l'approximation quadratique (QE) de Andersen pour simuler le processus de lactif

sous-jacent dans le modèle de Heston a�n de tarifer les options. Dans la deuxième

partie de ce chapitre, nous adaptons les algorithmes de Milstein et de QE au

modèle 3/2.

2.1 Modèle de Heston

Avant de passer au modèle 3/2, il est important de discuter de l'implémentation

de quelques algorithmes de simulation dans le cadre du modèle de Heston. En e�et,

les algorithmes de simulation du modèle 3/2 sont basés sur ceux du modèle de

Heston.
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2.1.1 Dynamique du log-rendement du modèle

Soit S = {S (t) ; t ≥ 0} le processus de l'actif sous-jacent et V = {V (t) ; t ≥ 0}

le processus de variance.

Sous la mesure de probabilité neutre au risque Q, le modèle de Heston est dé�ni

par  dSt = rStdt+
√
VtStdZt

dVt = κ(θ − Vt)dt+ η
√
VtdBt

(2.1)

où S0, V0 sont des conditions initiales déterministes de l'équation di�érentielle

stochastique et 〈dZ, dB〉t = ρ dt avec ρ ∈ [−1, 1]. r est le taux de rendement sans

risque et κ, θ, η sont des nombres réels positifs.

Pour simpli�er les calculs, il est pratique d'appliquer une transformation au pro-

cessus S. Nous utilisons aussi la décomposition de Cholesky et nous posons

Zt = ρ dBt +
√

1− ρ2 dWt où B et W sont deux mouvements browniens stan-

dards indépendants.

Soit alors X = log (S) le processus du log-rendement. En appliquant le lemme

d'Itô aux équations du système (2.1), nous obtenons la dynamique sous la mesure

neutre au risque Q du processus de log-rendement X dans le modèle de Heston.

Ce processus est dé�ni par dXt = (r − 1

2
Vt)dt+

√
Vt

(
ρ dBt +

√
1− ρ2 dWt

)
dVt = κ(θ − Vt)dt+ η

√
Vt dBt

(2.2)

où X = log(S), X0 et V0 sont des conditions initiales déterministes de EDS.

2.1.2 Méthodes de simulation

Nous présentons les algorithmes de Milstein et de l'approximation exponentielle

quadratique d'Andersen (QE).
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Soit T ∈ R∗+,m ∈ N∗ et P = {0, h, 2h, ..., (m− 1)h, T} une partition de l'intervalle

de temps [0, T ] de pas uniforme h =
T

m
, où m est le nombre de pas de temps.

Dans la suite, nous notons X̂ et V̂ , les approximations en temps discret respectives

des processus X et V .

Le schéma de Milstein est basé sur une approximation linéaire de l'équation

di�érentielle stochastique du processus de l'actif sous-jacent et sur une approxi-

mation de second ordre de l'équation di�érentielle stochastique du processus de

variance. D'après l'algorithme 3.3 de Bégin et al. (2015), l'algorithme de Milstein

appliqué aux processus X et V est donné par

X̂(hi) = X̂(h(i− 1)) +

[
r − 1

2
f(V̂ (h(i− 1)))

]
h

+

√
f(V̂ (h(i− 1)))

(
ρ Z2 +

√
1− ρ2 Z1

)√
h

V̂ (hi) = V̂ (h(i− 1)) + κ
[
θ − f(V̂ (h(i− 1)))

]
h+

η2

4
(Z2

2 − 1)h

+η

√
f(V̂ (h(i− 1))) Z2

√
h.

(2.3)

pour i = 1, 2, ...,m ; où f(x) = max(0, x) et Z1, Z2 deux variables aléatoires indé-

pendantes et distribuées suivant la loi normale centrée réduite.

Avant de parler de l'approximation quadratique de Andersen qui est une va-

riante de la méthode exacte de Broadie et Kaya (2006), il est important de résu-

mer d'abord cette dernière. En e�et, la méthode exacte de Broadie et Kaya (2006)

pour le modèle de Heston est basée sur la discrétisation de la solution explicite du

processus de l'actif sous-jacent. Cette solution est dé�nie au temps t pour le pro-

cessus de log-rendement X = log(S) conditionnellement à
{
Xs, Vs, Vt,

∫ t
s
Vudu

}
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avec s < t. Ainsi, on a

Xt = Xs +

(
r − κθρ

η

)
(t− s) +

ρ

η
(Vt − Vs)

+

(
κρ

η
− 1

2

)∫ t

s

Vu du+
√

1− ρ2

∫ t

s

√
Vu dWu. (2.4)

Ensuite, pour s < t, la variance conditionnelle Vt|Vs dans le modèle de Heston est

distribuée suivant la loi de khi carrée non centrée (voir Proposition 1 de Andersen

(2008)). Broadie et Kaya (2006) simulent alors la variance conditionnelle Vt|Vs à

partir de cette distribution. De plus, sachant Vs et Vt, les auteurs dérivent la fonc-

tion caractéristique de la variance intégrée
∫ t
s
Vu du. Ils appliquent la transformée

de Fourier inverse à cette fonction caractéristique pour déterminer la distribu-

tion de la variance intégrée dans la Proposition 6 de Bégin et al. (2015). Ainsi,

conditionnellement à Vs et Vt, ils simulent la variance intégrée en inversant nu-

mériquement cette distribution. En�n, conditionnellement à la variance intégrée,∫ t
s

√
Vu dWu suit une loi normale centrée de variance

∫ t
s
Vu du. Pour plus de détails

sur la méthode exacte de Broadie et Kaya (2006), le lecteur peut se référer à Bégin

et al. (2015).

L'approximation exponentielle quadratique de Andersen est une approximation

basée sur les techniques d'appariement des moments. Elle permet d'accélérer la

méthode de Broadie et Kaya (2006) car cette dernière est lente. En e�et, dans

la méthode exacte de Broadie et Kaya (2006), l'inversion numérique de la distri-

bution de la variance intégrée est coûteuse en temps, cela rend alors la méthode

lente (Andersen, 2008). L'approximation exponentielle quadratique de Andersen

se résume en deux étapes. La première étape est basée sur le fait qu'une variable

aléatoire khi carré non centré avec un paramètre de non-centralité modéré ou élevé

peut être bien représentée par le carré d'une variable aléatoire gaussienne (An-

dersen, 2008). Ainsi, pour i = 1, 2, ...,m, sachant V (h(i− 1)), V (hi) peut s'écrire
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sous la forme

V (hi) | V (h(i− 1)) = a (b+ Zv)
2 , pour i = 1, 2, ...,m,

où a et b sont déterminées par la technique d'appariement des moments et Zv suit

la loi normale centrée réduite.

La deuxième étape de la méthode est basée sur la discrétisation de la solution

exacte du processus X = log(S). En e�et, d'après la solution exacte de X (2.4),

sachant V (h(i− 1)), V (hi) et X (h(i− 1)), on a

X (hi) = X (h(i− 1)) +

(
r − κθρ

η

)
h+

ρ

η
(V (hi)− V (h(i− 1)))

+

(
κρ

η
− 1

2

)∫ hi

h(i−1)

V (u)du+
√

1− ρ2

∫ hi

h(i−1)

√
V (u)dW (u), (2.5)

pour i = 1, 2, ...,m.

De plus, l'algorithme utilise une approximation de l'intégrale par rapport au temps

dans (2.5). Ensuite, puisqueW est indépendant de V , alors sachant
∫ hi
h(i−1)

V (u)du

et V (h(i− 1)), l'intégrale d'Itô∫ hi

h(i−1)

√
V (u)dW (u)

suit une loi normale de moyenne nulle et de variance
∫ hi
h(i−1)

V (u)du. En�n, An-

dersen (2008)), obtient que

X̂(hi) ≈ X̂(h(i− 1)) + rh+K0 +K1V̂ (h(i− 1)) +K2V̂ (hi)

+

√
K3

[
V̂ (h(i− 1)) + V̂ (hi)

]
Zx, (2.6)

où Zx suit une loi normale centrée réduite et

K0 = −ρκθ
η
h,

K1 =
h

2

(
κρ

η
− 1

2

)
− ρ

η
,

K2 =
h

2

(
κρ

η
− 1

2

)
+
ρ

η
,

K3 =
h

2

(
1− ρ2

)
.
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L'algorithme de l'approximation quadratique de Andersen pour le modèle de Hes-

ton est donné dans la section 3.6 (Algorithm 3.6) de Bégin et al. (2015)

2.1.3 Résultats numériques

Nous calculons le prix de l'option d'achat européenne en utilisant les algo-

rithmes décrits ci-dessus. Pour étudier la précision de chaque schéma de simula-

tion, nous comparons les résultats de chaque schéma de simulation à la solution

analytique d'une option d'achat européenne dans le modèle de Heston. Nous avons

donc implémenté la solution analytique (1.22) ainsi que les deux schémas de si-

mulation en utilisant la librairie Rcpp de R. Il faut noter que l'intégrale dans

la formule analytique du modèle de Heston est calculée en utilisant la fonction

integrate de R. Nous nous intéressons à l'erreur quadratique moyenne (MSE)

donnée par la formule suivante :

MSE = E
[(
Ĉ − C

)2
]

où Ĉ est l'approximation du prix de l'option d'achat européenne obtenue par

simulation c'est-à-dire que Ĉ est calculé à partir de N simulations par la formule

Ĉ =
e−rT

N

N∑
i=1

[
max

(
S

(i)
T −K, 0

)]
(2.7)

et C est la valeur au temps t = 0 de l'option d'achat européenne. Cette valeur est

obtenue en posant t = 0 dans la solution analytique du modèle de Heston pour

le prix d'une option d'achat européenne donnée par (1.22). Pour calculer l'erreur

quadratique moyenne (MSE), nous calculons J approximations du prix de l'option

Ĉj, j ∈ {1, 2, ..., J} avec l'algorithme choisi. Ensuite, nous approximons l'erreur

quadratique moyenne (MSE) par la formule suivante

MSE = E
[(
Ĉ − C

)2
]
≈ 1

J

J∑
j=1

(
Ĉj − C

)2

, (2.8)

où chaque Ĉj, j = 1, 2, ..., J est calculé par la formule (2.7).
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Considérons le modèle de Heston dont les paramètres sont dé�nis dans la table

1 de Heston (1993). On a κ = 2, η = 0.1, θ = 0.01, ρ = −0.5, r = 0.0, q = 0.0,

V0 = 0.01 et S0 = 100. Avec ces paramètres, la condition de Feller est véri�ée car

2κθ > η2. Le prix d'une option d'achat européenne de prix d'exercice K = 100 et

de maturité T = 0.5 calculé avec la formule analytique (1.22) dans ce modèle est

C = 2.7375.

Le tableau (2.1) montre l'évolution de l'erreur quadratique moyenne (MSE) en

fonction du nombre N de simulations pour un pas de temps h =
1

50
et en calcu-

lant J = 20 approximations du prix de l'option. La première colonne des tableaux

(2.1) et (2.2) présente le nombre de simulations. La deuxième et troisième co-

lonnes présentent les erreurs quadratiques moyennes (MSE) correspondantes à

chaque nombre de simulations respectivement dans les schémas de Milstein et de

l'approximation quadratique de Andersen (QE).

Tableau (2.1) MSE lorsque la condition de Feller est véri�ée

Nombre de MSE de MSE de

simulations Milstein QE

1000 0.02697 0.01927

5000 0.00617 0.00482

10000 0.00542 0.00478

50000 0.00246 0.00206

100000 0.00218 0.00174

500000 0.00162 0.00157

Prenons maintenant l'ensemble de paramètres du cas 1 de la table 1 de Bégin et al.

(2015). Ces paramètres sont donnés par κ = 0.5, η = 1, θ = 0.04, ρ = −0.9, r = 0,
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q = 0, V0 = 0.04, S0 = 100, K = 100 et T = 10. On a 2κθ < η, la condition de

Feller n'est donc pas véri�ée. Le prix exact de l'option d'achat européenne selon

la formule analytique (1.22) est C = 13.0277. L'évolution de l'erreur quadratique

moyenne (MSE) en fonction du nombre N de simulations pour un pas de temps

h =
1

50
et en calculant J = 20 approximations du prix de l'option est donnée dans

le tableau (2.2).

Tableau (2.2) MSE lorsque la condition de Feller n'est pas véri�ée

Nombre de MSE de MSE de

simulations Milstein QE

1000 0.2809 0.1503

5000 0.1193 0.0574

10000 0.0961 0.0173

50000 0.0797 0.0099

100000 0.0801 0.0042

500000 0.0797 0.0046

Nous remarquons que dans le tableau (2.1), les deux schémas de simulation

produisent de bon résultats. Par contre dans le tableau (2.2), le schéma d'approxi-

mation exponentielle quadratique de Anderson (QE) a une bonne précision tandis

que le schéma de Milstein est moins précis. Cela est dû à la condition de Feller. En

e�et, Bégin et al. (2015) montrent que lorsque la condition de Feller est véri�ée

ou lorsque 4κθ ≥ η2 , les deux schémas produisent de bon résultats et dans le cas

contraire, la méthode de Milstein peut être moins précise. Nous parlons des temps

de calcul des méthodes dans le chapitre 4.
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2.2 Modèle 3/2

Dans cette section nous présentons quelques méthodes de simulation du modèle

3/2.

2.2.1 Dynamique du modèle

Soit S = {S (t) ; t ≥ 0} le processus de l'actif sous-jacent et V = {V (t) ; t ≥ 0}

le processus de variance. Sous la mesure de probabilité neutre au risque Q, le

modèle 3/2 est dé�ni par : dSt = rStdt+
√
VtSt

(
ρdWt +

√
1− ρ2dZt

)
dVt = κVt

(
V̄ − Vt

)
dt+ ηV

3/2
t dWt

(2.9)

avec Z et W deux mouvements browniens standards indépendants. S0, V0 sont

des conditions initiales déterministes de l'équation di�érentielle stochastique et r

est le taux sans risque.

Considérons le processus Ut =
1

Vt
avec Vt > 0. En appliquant la formule d'Itô

au processus Ut, on obtient que :

dUt = κV̄

(
κ+ η2

κV̄
− Ut

)
dt− η

√
UtdWt. (2.10)

Donc pour Vt > 0, Ut est un processus de Cox-Ingerson-Ross avec les paramètres

suivants :

• κV̄ est la vitesse de retour à la moyenne.

• κ+ η2

κV̄
est la moyenne à long terme.

• −η est la volatilité de la volatilité.

Ainsi le modèle 3/2 dé�ni par (2.9), peut s'écrire en fonction du nouveau processus

de Cox-Ingersoll-Ross U .
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Par suite, en posant Xt = log(St) et Ut =
1

Vt
avec Vt > 0, on obtient la dynamique

suivante :
dXt =

(
r − 1

2Ut

)
dt+ U

− 1
2

t

(
ρ dWt +

√
1− ρ2 dZt

)
dUt = κV̄

(
κ+ η2

κV̄
− Ut

)
dt− η

√
Ut dWt.

(2.11)

Dans la suite nous simulons le modèle 3/2 à partir de la dynamique (2.11).

Remarque 2.2.1. Puisque κ > 0, alors κ + η2 > η2 et le processus U véri�e la

condition de Feller.

2.2.2 Méthodes de simulation du modèle de 3/2

Comme pour le modèle de Heston, nous présentons les algorithmes de Milstein

et de l'approximation exponentielle quadratique de Andersen (QE). En s'inspirant

du modèle de Heston, nous avons adapté ces algorithmes au modèle 3/2.

Soient T ∈ R∗+, m ∈ N∗ et P = {0, h, 2h, ..., T} une partition de l'intervalle de

temps [0, T ] de pas uniforme h =
T

m
, où m est le nombre de pas de temps. Dans

la suite, nous notons X̂ et Û , les approximations en temps discret respectifs des

processus X et U .

Soient r le taux sans risque, X̂0 = log (S0) et Û0 =
1

V0

avec S0 > 0 la valeur initiale

du processus de l'actif sous-jacent S et V0 > 0 la valeur initiale du processus de

variance V . Supposons que κ, V̄ , η et V0 les paramètres du processus de variance

V dans le modèle 3/2 et prenons h le pas de temps uniforme. La simulation du

modèle 3/2 par le schéma de Milstein se fait à partir de l'Algorithme 1



45

Algorithm 1 Algorithme de Milstein pour le modèle 3/2

1: procedure Milstein Sim(X0, V0, κ, V̄ , η, h)

2: Simuler X̂(hi) sachant Û(h(i− 1)) et X̂(h(i− 1)) comme suit

X̂ (hi) = X̂ (h (i− 1)) +

[
r − 1

2
f

(
1

Û (h (i− 1))

)]
h

+

√√√√f

(
1

Û (h (i− 1))

)(
ρ Z2 +

√
1− ρ2 Z1

)√
h.

3: Sachant Û(h(i− 1)), simuler Û(hi) dé�ni par

Û (hi) = Û (h (i− 1)) + κV̄

[
κ+ η2

κV̄
− f

(
Û (h (i− 1))

)]
h

− η
√
f
(
Û (h (i− 1))

)
Z2

√
h+

η2

4

(
Z2

2 − 1
)
h,

pour i = 1, 2, ...,m où m est le nombre de pas de temps, f (x) = max (0, x)

et Z1, Z2 deux variables aléatoires indépendantes et distribuées suivant la loi

normale centrée réduite.

4: end procedure

Le schéma de l'approximation exponentielle quadratique de Andersen du mo-

dèle 3/2 est basé sur la simulation exacte du processus du log-rendement de l'actif

sous-jacent X = log (S). Nous adaptons l'algorithme de l'approximation exponen-

tielle quadratique (QE) de Andersen à la simulation exacte du modèle 3/2 dans

Baldeaux (2012).

Considérons le modèle 3/2 dé�ni par la dynamique (2.11) avec Xt = log (St) et
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Ut =
1

Vt
, où Vt > 0. On a pour i = 0, 2, ...,m− 1,

X (h (i+ 1)) = X (hi) + rh− 1

2

∫ h(i+1)

hi

U−1
s ds+ ρ

∫ h(i+1)

hi

U
− 1

2
s dWs

+
√

1− ρ2

∫ h(i+1)

hi

U
− 1

2
s dZs. (2.12)

Puisque

dUt = κV̄

(
κ+ η2

κV̄
− Ut

)
dt− η

√
UtdWt

alors on a

dUt =
(
κ+ η2 − κV̄ Ut

)
dt− η

√
UtdWt.

De plus le processus U prend des valeurs strictement positives car c'est un pro-

cessus de Cox-Ingersoll-Ross véri�ant la condition de Feller. Le processus log (U)

est alors bien dé�ni. Appliquons donc le lemme d'Itô au processus log (U). Nous

suivons la démarche de Baldeaux (2012).

Posons f(x) = log (x). On a f
′
(x) =

1

x
et f

′′
(x) = − 1

x2
. D'après le lemme d'Itô,

on obtient :

d log (Ut) =
∂f

∂x
(Ut) dUt +

1

2

∂2f

∂x2 (Ut) d 〈U,U〉t .

=
1

Ut
dUt −

1

2U2
t

d 〈U,U〉t .

=
1

Ut
dUt −

1

2U2
t

η2Utdt.

=
1

Ut

(
dUt −

1

2
η2dt

)
.

=
1

Ut

((
κ+ η2 − κV̄ Ut

)
dt− η

√
UtdWt −

1

2
η2dt

)
.

=

(
κ+ η2

2

Ut
− κV̄

)
dt− η

(√
Ut

)−1

dWt.
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Ainsi, on a

log (U (h (i+ 1))) = log (U (hi)) +

(
κ+

η2

2

)∫ h(i+1)

hi

(Us)
−1 ds− κV̄ h

− η
∫ h(i+1)

hi

(√
Us

)−1

dWs. (2.13)

De (2.13), on en déduit que∫ h(i+1)

hi

(√
Us

)−1

dWs =
1

η

[
log

(
U (hi)

U (h (i+ 1))

)
+

(
κ+

η2

2

)∫ h(i+1)

hi

(Us)
−1 ds− κV̄ h

]
. (2.14)

En remplaçant (2.14) dans (2.12), on obtient

X (h (i+ 1)) = X (hi) + rh− 1

2

∫ h(i+1)

hi

(Us)
−1 ds+

√
1− ρ2

∫ h(i+1)

hi

(√
Us

)−1

dZs

+
ρ

η

[
log

(
U (hi)

U (h (i+ 1))

)
+

(
κ+

η2

2

)∫ h(i+1)

hi

(Us)
−1 ds− κV̄ h

]
.

C'est-à-dire que

X (h(i+ 1)) = X (hi) +

(
r − ρκV̄

η

)
h+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

]∫ h(i+1)

hi

(Us)
−1 ds

− ρ

η
log

(
U(h(i+ 1))

U(hi)

)
+
√

1− ρ2

∫ h(i+1)

hi

(√
Us

)−1

dZs.

(2.15)

Dans (2.15), remplaçons l'intégrale par rapport au temps par l'approximation

suivante : ∫ h(i+1)

hi

(Us)
−1 ds ∼= h

(U(h(i+ 1)))−1 + (U(hi))−1

2
.

On dé�nit alors l'approximation suivante

X̂ (h (i+ 1)) = X̂ (hi) + ah+ d

√
h

2

((
Û (h (i+ 1))

)−1

+
(
Û (hi)

)−1
)
Z

− c log

(
Û (h (i+ 1))

Û (hi)

)
+
bh

2

((
Û (hi)

)−1

+
(
Û (h (i+ 1))

)−1
)
,

(2.16)
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où Z suit une loi normale centrée réduite et

a = r − ρκV̄

η
,

b =
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2
,

c =
ρ

η
,

d =
√

1− ρ2.

D'après ce qui précède, nous donnons l'algorithme de l'approximation quadra-

tique exponentielle de Andersen (QE) pour le modèle 3/2.

Soient κ, V̄ , η et V0 les paramètres du processus de variance V dans le modèle 3/2.

Soient r le taux sans risque, X0 = log(S0) où S0 est la valeur initiale du processus

S et prenons h le pas de temps uniforme. Algorithme 2 est dé�ni par
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Algorithm 2 Algorithme QE pour le modèle 3/2

1: procedure QESim(X0, V0, κ, V̄ , η, h)

2: Déterminer les paramètres du processus inverse de la variance U du modèle

3/2 dé�nis par

κU = κV̄ ,

θU =
κ+ η2

κV̄
,

σU = −η,

U0 =
1

V0

.

3: Simuler Û (h (i+ 1)) sachant Û (hi), pour i = 0, 1, ...,m− 1 en suivant les

étapes 1, 2 et 3 de l'algorithme (3.6) de Bégin et al. (2015) pour le modèle de

Heston avec les paramètres κU , θU , σU et U0.

4: Simuler X̂ (h (i+ 1)) sachant X̂ (hi), Û (hi) et Û (h (i+ 1)) à partir de

(2.16).

5: end procedure

Il faut noter que l'algorithme 2 est nouveau car il a été développé pour la première

fois dans ce mémoire. Il n'apparait donc nulle part dans la littérature.

2.2.3 Résultats numériques

Dans cette partie, nous utilisons les paramètres du modèle 3/2 obtenus par

Drimus (2012). En e�et, Drimus (2012) a calibré les paramètres des modèles de

Heston et 3/2 à partir des prix de plusieurs options sur l'indice S&P500. Il a

alors obtenu le tableau suivant décrivant le lien entre les paramètres du modèle

de Heston et ceux du modèle 3/2.
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Tableau (2.3) Paramètres obtenus par Drimus (2012)

κ θ ε v0 ρ

Modèle de Heston 3.8 0.30952 0.9288 0.25562 -0.7829

Modèle 3/2 22.84 0.46692 8.56 0.24502 -0.99

Nous considérons l'option d'achat européenne de maturité T = 0.5 (en année)

de valeur initiale S0 = 100 et de prix d'exercice K = 100 et nous prenons le

taux sans risque r = 0. Avec les paramètres du tableau (2.3), le prix de cette

option dans le modèle de Heston obtenu par la formule analytique (1.22) est de

C = 7.2473.

Dans le modèle 3/2, l'intégrale dans la formule analytique (1.20) du prix d'une

option d'achat européenne est approximée numériquement avec la méthode des

trapèzes. Nous rappelons que l'approximation de
∫ b
a
f(x)dx par la méthode des

trapèzes est donnée par :∫ b

a

f(x) dx ≈ h
f(a) + f(b)

2
+ h

N−1∑
i=1

f(a+ ih)

où h =
b− a
N

.

Bien que la borne supérieure de l'intégrale dans (1.20) soit in�nie, nous avons

tronqué l'intégrale à la valeur 100 car l'intégrante est presque nulle à partir de

cette valeur. Nous approximons alors l'intégrale avec une borne supérieure b = 100

et un pas de discrétisation h = 0.001. Ainsi, nous obtenons que le prix de l'option

précédente dans le modèle 3/2 avec les paramètres du tableau (2.3) est C
′
= 7.3864

d'après les formules (1.20) et (1.29).

Nous comparons ces prix à ceux que nous obtenons par les deux schémas de

simulations (Milstein et l'approximation exponentielle quadratique d'Andersen).
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Nous utilisons l'erreur quadratique moyenne dé�nie par (2.8), où Ĉ est le prix

simulé de l'option dans le modèle 3/2 et C est remplacé par C
′
. Les résultats

consignés dans le tableau (2.4) sont obtenus par (2.8) pour un pas de temps

h =
1

50
et en calculant J = 20 approximations du prix de l'option.

Tableau (2.4) MSE dans les modèles de Heston et 3/2

Nombre de Modèle de Heston Modèle 3/2

simulations MSE de Milstein MSE de QE MSE de Milstein MSE de QE

5000 0.0348 0.0212 0.0248 0.0178

10000 0.0292 0.0207 0.0104 0.0064

50000 0.0139 0.0155 0.0036 0.0026

100000 0.0114 0.0119 0.0012 0.0007

500000 0.0093 0.0010 0.0007 0.0002

Nous remarquons que l'erreur quadratique décroit en fonction du nombre de

simulations. Nous voyons aussi que le schéma de l'approximation exponentielle

quadratique de Andersen est plus précis que le schéma de Milstein. En�n, nous

remarquons que les deux schémas de simulations produisent les résultats plus

précis dans le modèle 3/2 que dans le modèle de Heston. Cela s'explique par le

fait que les valeurs prises par la volatilité dans le modèle 3/2 ne sont pas proches

de zéro, ce qui n'est pas le cas dans le modèle de Heston. Le modèle 3/2 vient

alors résoudre le problème de la volatilité qui approche ou frappe zéro dans le

modèle de Heston. Comme nous l'avons indiqué dans le modèle de Heston, ici

aussi, l'analyse du temps de calcul est faite dans le chapitre 4.



CHAPITRE III

SOLUTIONS EXPLICITES FAIBLES DES MODÈLES DE HESTON ET 3/2

Dans le chapitre précédent, nous avons parlé de certaines techniques de simu-

lations et nous avons implémenté quelques algorithmes de simulation des modèles

de Heston et 3/2. Dans Kouritzin (2018), l'auteur énumère quelques di�cultés de

ces techniques de simulation. Il s'agit de :

• La di�culté d'évaluer les produits dérivés dépendant à de nombreux points

dans le temps de la trajectoire de l'actif sous-jacent car l'algorithme devient

trop lent et n'est pas e�cace ;

• La gestion de la volatilité qui approche ou frappe zéro.

Il propose une nouvelle alternative pour la simulation du modèle de Heston. Il

considère alors la possibilité que la solution de l'équation di�érentielle stochas-

tique du modèle de Heston soit une fonction du temps et de l'intégrale stochas-

tique gaussienne.

Malheureusement, d'après le théorème 1 de Kouritzin et Rémillard (2019), l'équa-

tion di�érentielle stochastique de Heston n'admet pas de solution forte. Néan-

moins, il en ressort de la remarque (1.1) de Athreya et al. (2002) ainsi que de

Rogers et Williams (1987), l'existence d'une solution faible explicite du modèle de

Heston. L'alternative proposée par Kouritzin (2018) repose alors sur une solution

explicite faible à l'EDS de Heston.

Dans les sections suivantes, nous présentons la méthode de simulation du modèle
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de Heston basée sur une solution explicite faible de l'équation di�érentielle sto-

chastique de ce modèle selon Kouritzin (2018). Nous appliquons la même méthode

pour simuler le modèle 3/2, vu le lien entre ces deux modèles.

3.1 Simulation du modèle de Heston basée sur la solution faible explicite

Nous rappelons ici la dynamique du modèle de Heston sous la mesure neutre au

risque Q.

Soit S = {S (t) ; t ≥ 0} le processus de l'actif sous-jacent et V = {V (t) ; t ≥ 0} le

processus de variance. Le modèle de Heston est dé�ni par : dSt = rStdt+
√
VtSt

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
dVt = κ(θ − Vt)dt+ η

√
VtdWt

(3.1)

avec S0 et V0 des conditions initiales déterministes de EDS, B et W deux mouve-

ments browniens standards indépendants.

Sous cette dynamique, Kouritzin (2018) dé�nit la condition (C) pour que le mo-

dèle de Heston ait une solution explicite faible. Cette condition s'exprime comme

suit :

Condition (C) : Il existe un entier naturel non nul n tel que κθ =
nη2

4
.

3.1.1 Solution explicite faible

Le théorème 1 de Kouritzin (2018) établit une solution explicite faible du modèle

de Heston. Ce théorème s'énonce comme suit

Théorème 3.1.1. Kouritzin (2018)

Supposons qu'il existe un entier naturel non nul n telle que la condition (C)

soit véri�ée avec ce n et soient W (1),W (2), ...,W (n), B des mouvements browniens

standards indépendants. Le modèle de Heston (3.1) a une solution explicite faible
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dé�nie par :

St = S0 exp

(√
1− ρ2

∫ t

0

V
1
2
s dBs +

[
r − κθρ

η

]
t

+

[
ρκ

η
− 1

2

] ∫ t

0

Vsds+
ρ

η
(Vt − V0)

)
(3.2)

Vt =
n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2

(3.3)

où S0, V0 sont des constantes réelles strictement positives,
{
Y

(i)
t

}n
i=1

sont des

processus Ornstein-Uhlenbeck (voir Dé�nition 1.1.8) dé�nis par

Y
(i)
t =

η

2

∫ t

0

e−
κ
2

(t−u)dW (i)
u + e−

κ
2
tY

(i)
0 avec (3.4)

Y
(i)

0 =
√
V0/n pour i ∈ {1, 2, ..., n} et

Wt =

n∑
i=1

∫
t

0

Y (i)
u

(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)− 1
2

dW (i)
u (3.5)

est un mouvement brownien.

La preuve de ce théorème se trouve en annexe de l'article de Kouritzin (2018).

Néanmoins, nous prouvons aussi ce théorème en annexe A de ce document.

Il faut noter que la solution donnée par le théorème 1 est valide lorsque la

condition (C) est véri�ée. Néanmoins, peu importe les paramètres du modèle de

Heston, on peut toujours choisir un modèle dont les paramètres sont proches de

ceux du vrai modèle et qui véri�e la condition (C). Kouritzin (2018) appelle ce

modèle �modèle le plus proche�. Dans cette logique, Kouritzin (2018) dé�nit le
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modèle le plus proche véri�ant la condition (C) comme suit dŜt = r
′
Ŝtdt+

√
V̂tŜt

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
dV̂t = κ

′
(θ − V̂t)dt+ η

√
V̂tdWt

(3.6)

où 
n =

⌊
4κθ

η2
+

1

2

⌋
∨ 1,

κ
′

=
nη2

4θ
,

r
′

= r +
ρ

η

(
κ
′
θ − κθ

)
.

(3.7)

Ainsi, dé�nir le modèle le plus proche revient à déterminer n, κ
′
et r

′
. En changeant

les paramètres du modèle de départ, les processus (mouvements browniens) de ce

modèle sont modi�és. Il est alors nécessaire de dé�nir une nouvelle mesure de

probabilité P̂ sous laquelle les processus modi�és garderont leur nature. Il est

donc nécessaire de déterminer la dérivée de Radon-Nikodym reliant la mesure de

probabilité neutre au risque Q et celle fabriquée P̂. Par suite, Kouritzin (2018)

montre que sous la mesure de probabilité P̂, le modèle de Heston (3.1) ne véri�ant

pas la condition (C) admet une solution explicite faible aussi longtemps que la

volatilité est supérieure à une valeur critique ε proche de zéro .

Kouritzin (2018) détermine alors une solution explicite faible du modèle le plus

proche véri�ant la condition (C) puis utilise la dérivée de Radon-Nikodym pour

déduire la solution explicite du vrai modèle lorsque la condition (C) n'est pas

véri�ée. Le théorème suivant donne alors une solution explicite faible du modèle

général de Heston (3.1).

Théorème 3.1.2. Kouritzin (2018)

Soient ε ∈ (0, 1), T ∈ R∗+ et V0, S0 deux nombres réels strictement positifs avec

V0 > ε.

Soient
{
W (1),W (2), ...,W (n), B

}
des mouvements browniens standards et indépen-

dants sur l'espace de probabilité (Ω,F ,F,Q) où n est dé�ni dans le système (3.7).
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Soient aussi

Ŝt = S0 exp

(√
1− ρ2

∫ t

0

V̂
1
2
s dBs +

[
r − κθρ

η

]
t

+

[
ρκ

η
− 1

2

] ∫ t

0

V̂sds+
ρ

η

(
V̂t − V0

))
, (3.8)

V̂t =
n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2

, ηε = inf
{
t : V̂t < ε

}
et (3.9)

L̂t = exp

{
κθ − κ′θ

η2

[
ln

(
V̂t
V0

)
+

∫ t

0

(
η2 − κθ − κ′θ

2V̂s
+ κ

)
ds

]}
(3.10)

où Y
(i)
t =

η

2

∫ t
0
e−

κ
2

(t−u)dW
(i)
u +e−

κ
2
tY

(i)
0 avec Y

(i)
0 =

√
V0/n pour i ∈ {1, 2, 3, ..., n}.

Ensuite dé�nissons,

Wt =

n∑
i=1

∫
t

0

Y (i)
u

(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)− 1
2

dW (i)
u +

∫ t∧ηε

0

κθ − κ′θ
η
√
V̂s

ds (3.11)

et P̂(A) = E
[
IAL̂T∧ηε

]
, ∀A ∈ FT .

Alors, ηε est un temps d'arrêt et L̂T∧ηε est une densité de Radon-Nikodym donc

une Ls-martingale (voir Dé�nition 1.1.9) par rapport à la mesure Q pour tout

s > 0. De plus (B,W ) sont des mouvements browniens standards indépendants

sur [0, T ] sous P̂. D'où la dynamique sous P̂ du modèle le plus proche du modèle

général de Heston est donnée par les systèmes suivants : dŜt = rŜtdt+
√
V̂tŜ

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
dV̂t = κ(θ − V̂ )dt+ η

√
V̂tdWt

si t ≤ ηε et (3.12)

 dŜt = r
′
Ŝtdt+

√
V̂tŜt

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
dV̂t = κ

′
(θ − V̂t)dt+ η

√
V̂tdWt.

si t ≥ ηε (3.13)

où κ
′
et r

′
sont dé�nis dans le système (3.7).
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Il faut remarquer que sous la mesure de probabilité fabriquée P̂,
(
Ŝt, V̂t

)
véri�e

(3.1) du modèle général de Heston jusqu'à ηε. Pour la preuve de ce théorème, le

lecteur peut se référer à l'annexe de l'article de Kouritzin (2018).

3.1.2 Méthode de simulation explicite pondérée du modèle de Heston

L'idée générale de la méthode est de simuler d'abord le modèle le plus �proche�

véri�ant la condition (C) en utilisant la solution explicite, puis de simuler le pro-

cessus L, densité de Radon-Nikodym. En�n, on simule le vrai modèle en utilisant

les valeurs du processus L comme les poids de pondération, d'où le nom de simu-

lation pondérée et explicite.

A�n de simpli�er les expressions (3.8) et (3.10), nous dé�nissons les constantes

suivantes :

ã =
√

1− ρ2, b̃ = r − κθρ

η
,

c̃ =
ρκ

η
− 1

2
, d̃ =

ρ

η
,

ẽ =
κθ − κ′θ

η2
et f̃ = ẽ

η2 − κθ − κ′θ
2

.

Ainsi, conditionnellement à Ŝt−1 et L̂t−1, les équations (3.8) et (3.10) peuvent

s'écrire comme suit :

Ŝt = Ŝt−1 exp

(
ã

∫ t

t−1

V̂sdBs + b̃+ c̃

∫ t

t−1

V̂sds+ d̃
(
V̂t − V̂t−1

))
(3.14)

L̂t = L̂t−1 exp

{
ẽ

(
ln(

V̂t

V̂t−1

) + κ

)
+ f̃

∫ t

t−1

1

V̂s
ds

}
. (3.15)

La dynamique du processus de variance V̂ dépend du mouvement brownien W .

Or les mouvements browniens B et W sont indépendants. Donc le processus de

variance V̂ est indépendant du mouvement brownien B. Ainsi
∫ t
t−1

ãV̂sdBs est une

intégrale de Wiener. Par conséquent, sachant V̂ , cette intégrale est une réalisation
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de la loi normale de moyenne nulle et de variance ã2
∫ t
t−1

V̂sds. La deuxième inté-

grale de (3.14) est une intégrale par rapport au temps. D'où conditionnellement

à Ŝt−1 et {V̂s, s ∈ [t− 1, t]}, Ŝt peut être simulé à partir d'une loi normale.

De plus dans (3.15), l'intégrale
∫ t
t−1

V̂ −1
s ds est une intégrale par rapport au temps.

Donc, sachant L̂t−1 et {V̂s, s ∈ [t− 1, t]}, L̂t dé�ni par (3.15) peut être approximé

par une fonction déterministe. En e�et, pour le calcul des intégrales par rapport

au temps, on utilise les approximations numériques. Il existe plusieurs méthodes

d'approximations numériques parmi lesquelles on peut citer l'approximation tra-

pézoïdale et les approximations de Simpson's. Dans le cas de notre travail, nous

utiliserons l'approximation de Simpson
1

3
qui est dé�nie pour M > 0 par

∫ t

t−1

V̂sds '
1

3M

V̂t−1 + V̂t + 2

M
2
−1∑

l=1

V̂t− 2l
M

+ 4

M
2∑
l=1

V̂t− 2l−1
M

 .

L'algorithme de simulation pondérée du modèle de Heston est donné dans la

section 3.3 de Kouritzin et MacKay (2020).

3.2 Simulation du modèle 3/2 basée sur la solution faible explicite

Dans cette section, nous adaptons les résultats de Kouritzin (2018) sur le modèle

de Heston au modèle 3/2. Les résultats de cette section sur le modèle 3/2 sont

donc nouveaux et n'apparaissent pas dans la litérature.

Nous présentons d'abord la solution explicite faible du modèle de 3/2 puis nous

simulons ledit modèle à partir de la solution faible explicite. Avant de donner la

solution explicite faible du modèle 3/2, il est nécessaire de justi�er l'existence de

cette solution.
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3.2.1 Existence d'une solution explicite faible du modèle 3/2

Sous la mesure neutre au risque Q, considérons la dynamique du modèle 3/2

suivante :  dSt = rStdt+
√
VtSt

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
dVt = κVt(θ − Vt)dt+ ηV

3/2
t dWt

(3.16)

avec S0, V0 des conditions initiales déterministes de l'équation di�érentielle sto-

chastique (EDS), B et W deux mouvements browniens standards indépendants.

D'après le théorème 1 de Kouritzin et Remillard (2000), une condition nécessaire

et su�sante pour que l'équation stochastique di�érentielle d'Itô

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt

ait une solution forte avec aussi une représentation explicite locale (pour certains

coe�cients de dérive), est que les colonnes de la matrice des coe�cients de di�usion

σj satisfont à la condition de crochet de Lie. Pour plus de détails sur la notion de

crochet de Lie, le lecteur peut se référer à Lafontaine (2012). Dans le contexte de

l'équation (3.16), la condition de crochet de Lie est donnée par l'égalité suivante :

(∇σi) σj = (∇σj) σi, ∀ i, j où ∇ est l'opérateur vectoriel di�érentiel dé�ni ici

par ∇ =

(
∂

∂s
,
∂

∂v

)
où la variable s représente l'actif sous-jacent et la variable v

représente la variance.

Puisque dans le modèle 3/2, la matrice des coe�cients de di�usion est donnée par

σ = (σ1, σ2) =

√1− ρ2sv1/2 ρsv1/2

0 ηv3/2

 ,

alors

(∇σ1) σ2 =

svρ√1− ρ2 +
ηsv
√

1− ρ2

2

0

 6=
svρ√1− ρ2

0

 = (∇σ2) σ1.

Ainsi, la condition de crochet de Lie n'est pas véri�ée dans le cas du modèle 3/2.

On devrait s'attendre à ce résultat vue la relation qui existe entre les modèles de
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Heston et 3/2.

Aussi on sait qu'à partir de la dynamique du modèle 3/2 dé�nie par (3.16), en

posant Ut =
1

Vt
avec Vt > 0 et en appliquant la formule d'Itô, on obtient que U est

un processus de Cox-Ingerson-Ross dont les paramètres sont dé�nis dans la section

2.2.1. Ainsi, s'il existe un entier naturel non nul n tel que κ + η2 =
nη2

4
, alors le

processus U admet une solution faible explicite. Cette condition est équivalente à

κ =
η2 (n− 4)

4
. De plus, puisque κ > 0, alors il faut que n soit supérieur ou égal

à 5. Par conséquent, la condition (C
′
) pour que le modèle 3/2 ait une solution

explicite faible s'énonce comme suit :

Condition (C
′
) : Il existe un nombre entier naturel n supérieur ou égal 5 tel que

κ =
η2(n− 4)

4
.

3.2.2 Solution explicite faible du modèle 3/2

Considérons la dynamique du modèle 3/2 donnée par l'équation (3.16). Le pro-

cessus Ut =
1

Vt
avec Vt > 0 du modèle 3/2 peut s'écrire sous forme du processus

de Cox-Ingersoll-Ross. Ainsi, (3.16) est équivalente à la dynamique suivante :
dSt = St

(
rdt+

√
1

Ut

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

))
dUt = κθ

(
κ+ η2

κθ
− Ut

)
dt− η

√
UtdWt

(3.17)

Posons Xt = log (St). D'après (2.11), la dynamique du processus X est donnée

par : 
dXt =

(
r − 1

2Ut

)
dt+

√
1

Ut

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
dUt = κθ

(
κ+ η2

κθ
− Ut

)
dt− η

√
UtdWt.

(3.18)
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Donc en utilisant un raisonnement similaire que pour obtenir (2.15), on obtient

que :

Xt = X0 +

(
r − ρκθ

η

)
t+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

]∫ t

0

(Us)
−1 ds

− ρ

η
log

(
Ut
U0

)
+
√

1− ρ2

∫ t

0

(√
Us

)−1

dBs. (3.19)

De ce qui précède, en s'inspirant des théorèmes de la section précédente, on établit

une solution explicite faible au modèle 3/2.

Théorème 3.2.1. Supposons qu'il existe un entier naturel n ∈ {5, 6, 7, ...} tel

que la condition (C
′
) soit véri�ée avec ce n. Soient W (1),W (2), ...,W (n), B des

mouvements browniens standards indépendants sur
(
Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],Q

)
et ε un

nombre réel strictement positif. Soient S0 et U0 des constantes réelles strictement

positives. Le modèle 3/2 dé�ni par le système (3.17) a une solution explicite faible

dé�nie par :

St = S0 exp

(√
1− ρ2

∫ t

0

√
U−1
s dBs +

(
r − ρκθ

η

)
t

+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

]∫ t

0

(
Ûs

)−1

ds− ρ

η
log

(
Ut
U0

))
(3.20)

Ut =
n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2

(3.21)

avec τε = inf {t : Ut < ε} où pour i ∈ {1, 2, ..., n}

Y
(i)
t = −η

2

∫ t

0

e−
κθ
2

(t−u)dW (i)
u + e−

κθ
2
tY

(i)
0 , Y

(i)
0 =

√
U0/n (3.22)

sont des processus d'Ornstein-Uhlenbeck et sous la mesure Q,

Wt =

n∑
i=1

∫
t

0

Y (i)
u

(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)− 1
2

dW (i)
u (3.23)
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est un mouvement brownien.

Démonstration. La preuve sera faite en deux parties.

1. Montrons que W est un mouvement brownien sur
(
Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],Q

)
Dans cette partie de la preuve, nous justi�ons d'abord l'existence du pro-

cessus W . En e�et,

E
[
(Y

(i)
t )2

]
=
(η

2

)2
∫ t

0

e−κθ(t−u)du+ e−κθt(Y
(i)

0 )
2

=
η2

4κθ

(
1− e−κθt

)
+ e−κθt(Y

(i)
0 )

2
.

Pour tout t, E
[
(Y

(i)
t )2

]
est �nie, donc les processus

{
Y

(i)
t

}n
i=1

sont de carré

intégrable.

De plus, pour tout t ≤ T ,
∑n

i=1

(
Y

(i)
t

)2

> 0 p.s. Ainsi, les processus(
Y

(i)
t

)2

/
∑n

i=1

(
Y

(i)
t

)2

, pour i ∈ {1, 2, ..., n} sont bornés car

0 ≤ (Y
(i)
t )2

n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2
≤ 1. Il s'en suit donc que pour chaque i ∈ {1, 2, .., n} et

pour t ∈ [0, T ],

Q

∫ t

0

(
Y (i)
u

)2

(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)−1

du <∞

 = 1.

Ainsi, pour chaque i, l'intégrale stochastique∫
t

0

(
Y (i)
u

)2

(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)− 1
2

dW (i)
u

dé�nit une martingale locale. Par conséquent, le processus W est une mar-

tingale locale (car W est une somme de martingales locales).
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En�n,

〈W 〉t =

n∑
i=1

∫
t

0

(
Y (i)
u

)2

(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)−1

du

=

∫
t

0

(
n∑
i=1

(
Y (i)
u

)2

)(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)−1

du

=

∫ t

0

du

= t.

Ainsi d'après le Théorème de Caractérisation de Lévy (Karatzas et Shreve,

1991)W est un mouvement brownien standard sur [0, T ] sous la mesure Q.

2. Nous montrons qu'en appliquant la formule d'Itô aux équations (3.20) et

(3.21), on obtient la dynamique du modèle 3/2 donnée par le système

(3.17).

Posons

Ut = f
(
t, Y

(1)
t , Y

(2)
t , ..., Y

(n)
t ,

)
avec

f (t, x1, x2, ..., xn) =
n∑
i=1

(xi)
2 .

On a :
∂f

∂t

(
t, Y

(1)
t , Y

(2)
t , ..., Y

(n)
t

)
= 0

∂f

∂xi

(
t, Y

(1)
t , Y

(2)
t , ..., Y

(n)
t

)
= 2Y

(i)
t pour i ∈ {1, 2, ..., n}

∂2f

∂xi∂xj

(
t, Y

(1)
t , Y

(2)
t , ..., Y

(n)
t

)
= 0 si i 6= j

∂2f

∂x2
i

(
t, Y

(1)
t , Y

(2)
t , ..., Y

(n)
t

)
= 2.

Rappelons aussi que pour tout i = 1, 2, 3, ..., n,

dY
(i)
t = −κθ

2
Y

(i)
t dt− η

2
dW

(i)
t .

On a donc
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d
〈
Y (i), Y (j)

〉
t

= 0 si i 6= j par indépendance des W (i) et

d
〈
Y (i), Y (i)

〉
t

=
η2

4
dt.

Ainsi, d'après la formule d'Itô multidimensionnelle, on a

dUt =
∂f

∂t

(
t, Y

(1)
t , Y

(2)
t , ..., Y

(n)
t

)
dt+

n∑
i=1

∂f

∂xi

(
t, Y

(1)
t , Y

(2)
t , ..., Y

(n)
t

)
dY

(i)
t

+
1

2

n∑
i=1

n∑
i=1

∂2f

∂xi∂xj

(
t, Y

(1)
t , Y

(2)
t , ..., Y

(n)
t

)
d
〈
Y (i), Y (j)

〉
t

= 0 +
n∑
i=1

2Y
(i)
t dY

(i)
t +

1

2

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

(
t, Y

(1)
t , Y

(2)
t , ..., Y

(n)
t

)
d
〈
Y (i), Y (i)

〉
t

= 0 +
n∑
i=1

2Y
(i)
t

(
−κθ

2
Y

(i)
t dt− η

2
dW

(i)
t

)
+

1

2

n∑
i=1

2

(
η2

4

)
dt

= −κθ
n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2

dt− η
n∑
i=1

Y
(i)
t dW

(i)
t +

nη2

4
dt

= −κθUtdt− η U
1
2
t

n∑
i=1

Y
(i)
t dW

(i)
t

U
1
2
t

+
nη2

4
dt

= −κθUtdt− η U
1
2
t

n∑
i=1

Y
(i)
t dW

(i)
t√

n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2
+
nη2

4
dt

=

(
nη2

4
− κθUt

)
dt− ηU

1
2
t dWt.

car dWt =

n∑
i=1

Y
(i)
t dW

(i)
t√

n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2
avec Wt dé�ni par (3.23).

Puisque
nη2

4
= κ+ η2, car la condition (C

′
) est véri�ée, alors

dUt =
(
κ+ η2 − κθUt

)
dt− ηU

1
2
t dWt,

d'où le processus Ut dé�ni par (3.21) est un processus de Cox-Ingersoll-Ross

et est aussi solution de l'EDS du processus Ut du système (3.17).
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Nous montrons maintenant que le processus St dé�ni par (3.20), est solu-

tion du processus St du système (3.17).

Nous ferons la démonstration avec le processus Xt = log(St). Nous rap-

pelons donc la dynamique du processus du log-rendement du modèle 3/2.

D'après le système (3.18), cette dynamique est dé�nie par :
dXt =

(
r − 1

2Ut

)
dt+

√
1

Ut

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
dUt = κθ

(
κ+ η2

κθ
− Ut

)
dt− η

√
UtdWt.

(3.24)

Aussi, de l'équation (3.19) on sait que le processus X est dé�ni par :

Xt = X0 +

(
r − ρκθ

η

)
t+
√

1− ρ2

∫ t

0

U
− 1

2
s dBs

+

(
κ+ η2/2

η
ρ− 1

2

)∫ t

0

U−1
s ds+

ρ

η
log

(
U0

Ut

)
, (3.25)

où Ut =
n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2

. Il faut alors montrer que le processus X dé�ni par

(3.25) véri�e la dynamique (3.24). On sait que

dUt =
(
κ+ η2 − κθUt

)
dt− η

√
Ut dWt

alors

dUt
Ut

=

(
κ+ η2

Ut
− κθ

)
dt− ηU−

1
2

t dWt.

D'après la formule d'Itô, on a

log

(
Ut
U0

)
=

∫ t

0

(
κ+ η2

Us
− κθ

)
ds−

∫ t

0

ηU
− 1

2
s dWs −

1

2

∫ t

0

η2

Us
ds.

donc

log

(
Ut
U0

)
=

∫ t

0

(
2κ+ η2

2Us
− κθ

)
ds−

∫ t

0

ηU
− 1

2
s dWs.
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En remplaçant log

(
Ut
U0

)
par son expression dans (3.25), on obtient que

Xt = X0 +

(
r − ρκθ

η

)
t+
√

1− ρ2

∫ t

0

U
− 1

2
s dBs

+

(
κ+ η2/2

η
ρ− 1

2

)∫ t

0

U−1
s ds+

ρ

η

∫ t

0

ηU
− 1

2
s dWs

− ρ

η

∫ t

0

(
2κ+ η2

2Us
− κθ

)
ds

= X0 +

(
r − ρκθ

η

)
t+
√

1− ρ2

∫ t

0

U
− 1

2
s dBs + ρ

∫ t

0

U
− 1

2
s dWs

+

(
κρ

η
+
ηρ

2
− 1

2

)∫ t

0

U−1
s ds−

(
κρ

η
+
ηρ

2

)∫ t

0

U−1
s ds+

ρκθ

η
t

= X0 +

∫ t

0

(
r − 1

2Us

)
ds+

∫ t

0

U
− 1

2
s

(√
1− ρ2dBs + ρdWs

)
.

Sous forme di�érentielle, on a donc que

dXt =

(
r − 1

2Ut

)
dt+ U

− 1
2

t

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
.

d'où le processus X dé�ni par (3.25) véri�e la dynamique du processus du

log-rendement du système (3.24).

De même, comme dans le cas du modèle de Heston, si la condition (C
′
) n'est

pas véri�ée, nous dé�nissons ici le modèle avec arrêt véri�ant la condition (C
′
).
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3.2.3 Dérivation de la dynamique du modèle avec arrêt

Tous les résultats présentés dans cette partie sont aussi nouveaux.

On sait que la dynamique du modèle 3/2 sous la mesure de probabilité neutre au

risque Q est donnée par :
dSt = rStdt+

√
U−1
t St

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
dUt = κθ

(
κ+ η2

κθ
− Ut

)
dt− η

√
UtdWt,

(3.26)

avec U0 > 0, S0 > 0 les valeurs initiales des deux processus, κ, θ, η des nombres

réels strictement positifs et r > 0 le taux de rendement sans risque.

Remarque 3.2.1. Nous rappelons que le processus U est un processus de Cox-

Ingersoll-Ross véri�ant la condition de Feller car κ + η2 > η2. Ainsi le processus

U prend des valeurs strictement positives, c'est-à-dire que pour tout t, Ut > 0 .

Si le modèle ne véri�e pas la condition (C
′
) alors nous dé�nissons de nouveaux

paramètres pour obtenir une calibration qui véri�e la condition (C
′
), a�n de dé-

river une solution faible.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 5, κη et θη des nombres réels positifs

tel que :

n =

(⌊ 4κ

η2
+

1

2

⌋
∨ 1

)
+ 4,

κη =
(n− 4)η2

4
,

θη =
κθ

κη
.

On a alors κηθη = κθ.

Par la condition de Feller, on sait que le processus U ne peut pas atteindre zéro.

Par contre, le processus peut prendre des valeurs arbitrairement proches de zéro.

Dans ce qui suit, on arrêtera donc le processus U lorsqu'il approchera zéro.
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Soient T ∈ R∗+ �xé,
(
Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],Q

)
un espace de probabilité �ltré et

ε ∈ (0, 1). Considérons les mouvements browniens standards indépendants

W (1),W (2), ...,W (n) et B dé�nis sur cet espace de probabilité �ltré. Dé�nissons les

processus Û et Ŝ par

Ŝt = S0 exp

(√
1− ρ2

∫ t

0

√
Û−1
s dBs +

(
r − ρκθ

η

)
t

+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

]∫ t

0

(
Ûs

)−1

ds− ρ

η
log

(
Ût
U0

))
(3.27)

Ût =
n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2

, (3.28)

où pour i ∈ {1, 2, ..., n}

Y
(i)
t = −η

2

∫ t∧τε

0

e−
κθ
2

(t−u)dW (i)
u + e−

κθ
2

(t∧τε)Y
(i)

0 (3.29)

avec Y (i)
0 =

√
U0/n, U0 > ε et τε = inf

{
t ∈ [0, T ] , Ût < ε

}
.

Dans ce qui suit, nous construisons une mesure de probabilité arti�cielle sous

laquelle les processus Ŝ et Û satisfont (3.26)

Lemme 3.2.1. Soient
(
W (1),W (2), ...,W (n)

)
des mouvements browniens stan-

dards et indépendants sur
(
Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],Q

)
et
{
Y

(i)
t

}n
i=1

des processus de

Ornstein-Ulhenbeck dont la dynamique est dé�nie par (3.29). Sous la mesure Q,

le processus Wt dé�ni par

Wt =

n∑
i=1

∫
t

0

Y (i)
u

(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)− 1
2

dW (i)
u ,

est un mouvement brownien standard pour t ∈ [0, T ] et le processus Ût =
n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2

satisfait  dÛt =
(
κη + η2 − κθÛt

)
dt− η

√
ÛtdWt, si t ≤ τε

dÛt = 0, si t > τε
(3.30)

avec Û0 = U0.
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Pour la preuve de ce lemme, le lecteur peut se référer à la preuve du théorème

3.2.1.

En partant de la dynamique sous la mesure Q du processus Ût du modèle avec

arrêt ci-dessus, on cherche la mesure sous laquelle Ût a la même distribution que

celle de Ut sous Q pour t ≤ τε. On remarque que

dÛt =
(
κη + η2 − κθÛt

)
dt− η

√
ÛtdWt

=
(
κ+ η2 − κθÛt

)
dt+ (κη − κ) dt− η

√
ÛtdWt

=
(
κ+ η2 − κθÛt

)
dt− η

√
Ût

(
dWt −

κη − κ
η
√
Ût
dt

)
.

Notons Ŵt le processus dé�ni par Ŵ0 = 0 et
dŴt = dWt +

κ− κη
η
√
Ût
dt, si t ≤ τε

dŴt = dWt, si t > τε.

(3.31)

Remarque 3.2.2. S'il existe une mesure de probabilité sous laquelle Ŵ est un

mouvement brownien standard sur [0, T ], alors sous cette mesure de probabilité,

Ût aura la même distribution que celle de Ut sous la mesure Q jusqu'à τε.

Dans le lemme suivant, nous dé�nissons une mesure de probabilité sous laquelle

Ŵt est un mouvement brownien.

Lemme 3.2.2. Soient
(
W (1),W (2), ...,W (n)

)
des mouvements browniens stan-

dards et indépendants sur
(
Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],Q

)
etW le mouvement brownien stan-

dard dé�ni par (3.23). Soient ε ∈ (0, 1), T ∈ R∗+ �xé, τε = inf
{
t ∈ [0, T ], Ût < ε

}
un temps d'arrêt et Û0 une constante réelle telle que Û0 > ε. On dé�nit le processus

L̂ par

L̂t = exp

(∫ t

0

κη − κ
η
√
Ûs
dWs −

1

2

∫ t

0

∣∣κη − κ∣∣2
η2Ûs

ds

)
. (3.32)
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et, on dé�nit la mesure P̂ telle que pour tout A ∈ FT , P̂(A) = E [IALT ] où IA est

la fonction indicatrice de A.

Alors le processus L̂ est une martingale sur [0, T ] sous la mesure Q. De plus, P̂

dé�nit une mesure de probabilité et en�n le processus

Ŵt =

n∑
i=1

∫
t

0

Y (i)
u

(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)− 1
2

dW (i)
u +

∫ t∧τε

0

(κ− κη)
η
√
Ûs

ds (3.33)

est un mouvement brownien standard sur [0, T ] sous la mesure P̂ satisfaisant

(3.31).

Démonstration. La preuve de ce lemme se fera en deux parties.

1. Montrons d'abord que L̂ est une martingale.

� Considérons le processus X dé�ni pour tout t par

Xt =
κη − κ

ηÛ
1
2
t

.

Le processus X est bien dé�ni car Ût ≥ ε ∀ t par dé�nition de Û .

� Ensuite, le processus est adapté à la �ltration {Ft}t∈[0,T ] et on a

Q
[∫ T

0

X2
t dt <∞

]
= 1.

En e�et,∫ T

0

(κη − κ)2

η2Ûs
ds <

∫ T

0

(κη − κ)2

η2ε
ds < ∞ p.s.
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� En�n, on véri�e la condition de Novikov :

E
[
exp

(
1

2

∫ T

0

||Xs||2ds
)]

= E

[
exp

{
1

2

∫ T

0

(
κη − κ
η

)2
1

Ûs
ds

}]

< E

[
exp

{
1

2

∫ T

0

(
κη − κ
η

)2
1

ε
ds

}]

= exp

{
1

2

(
κη − κ
η

)2
T

ε

}
<∞.

La condition de Novikov (Karatzas et Shreve, 1991) est donc véri�ée.

Par conséquent

L̂t = exp

(∫ t

0

XsdWs −
1

2

∫ t

0

||Xs||2ds
)

est une martingale sur [0, T ] sous la mesure Q.

2. Montrons la deuxième partie du Lemme.

� Par dé�nition, pour tout t ∈ [0, T ], L̂ est strictement positif, alors

Q
(
L̂T > 0

)
= 1 p.s.

De plus

E
[
L̂T

]
= 1

car L̂ est une martingale sur [0, T ]. Ainsi P̂ est une mesure de probabilité

sur F .

� Ensuite, {Wt, t ∈ [0, T ]} est un mouvement brownien standard sous

la mesure Q (d'après le théorème 3). Alors, d'après le théorème de

Girsanov (Karatzas et Shreve, 1991), le processus {Ŵt, t ∈ [0, T ]} est

un mouvement brownien standard sous la mesure P̂.
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� En�n, nous avons pour t ≤ τε,

Ŵt =

n∑
i=1

∫
t

0

Y (i)
u

(
n∑
j=1

(
Y (j)
u

)2

)− 1
2

dW (i)
u +

∫ t∧τε

0

(κ− κη)
η
√
Ûs

ds

= Wt +

∫ t∧τε

0

(κ− κη)
η
√
Ûs

ds.

Ainsi, pour t ≤ τε, dŴt = dWt +
(κ− κη)
η
√
Ût

dt

et pour tout t > τε,
∫ t∧τε

0

(κ− κη)
η
√
Ûs

ds est une constante. Par conséquent

dŴt = dWt pour tout t > τε, d'où le résultat.

Remarque 3.2.3.

L̂t = exp

(∫ t

0

κη − κ
η
√
Ûs
dWs −

1

2

∫ t

0

∣∣κη − κ∣∣2
η2Ûs

ds

)

=
dP̂
dQ

∣∣∣∣Ft
est la dérivée de Radon-Nikodym de P̂ par rapport à Q. L̂t peut être interprétée

comme étant le facteur d'ajustement appliqué à une probabilité quelconque Q a�n

d'obtenir P̂. Nous pouvons aussi voir L̂t comme étant le poids qui est donné à

chaque simulation en fonction de sa vraisemblance au vrai modèle. Ainsi, plus la

valeur simulée est signi�cative, plus le poids qui lui est associé est élevé. On fait

donc de l'échantillonnage préférentiel.

Nous pouvons maintenant dé�nir la dynamique du processus Û du modèle avec

arrêt sous la mesure de probabilité arti�cielle P̂.

Lemme 3.2.3. Sous la mesure de probabilité arti�cielle P̂ le processus Û dé�ni
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par (3.28) du modèle avec arrêt a pour dynamique dÛt =
(

(κ+ η2)− κθÛt
)
dt− η

√
ÛtdŴt si t ≤ τε

dÛt = 0 si t > τε
(3.34)

où Ŵ dé�ni par (3.33) est un mouvement brownien standard sous P̂. De plus,

pour t ≤ τε, le processus L̂ peut être exprimé par

L̂t = exp

(
κ− κη
η2

[
log

(
Ût
U0

)
+

∫ t

0

(
κθ − η2 + 3κη − κ

2Ûs

)
ds

])
. (3.35)

Démonstration.

1. Montrons que la dynamique de Ût est donnée par (3.34) sous la mesure

arti�cielle P̂.

On sait que sous la mesure Q,

dÛt =
(
κη + η2 − κθÛt

)
dt− η

√
ÛtdWt.

� Si t > τε, on a dÛt = 0. En e�et, par dé�nition, à τε on arrête le

processus Ût à ε. On a donc Ût = ε ∀ t > τε, d'où dÛt = 0.

� Si t ≤ τε, on a dWt = dŴt +
κη − κ
η
√
Ût
dt.

Ainsi,

dÛt =
(
κη + η2 − κθÛt

)
dt− ηÛ

1
2
t

(
dŴt +

κη − κ
η
√
Ût
dt

)
=
(
κη + η2 − κθÛt

)
dt− ηÛ

1
2
t dŴt − (κη − κ) dt

d'où

dÛt =
(
κ+ η2 − κθÛt

)
dt− ηÛ

1
2
t dŴt si t ≤ τε.

Comme Ŵ est un mouvement brownien sous la mesure P̂, la première partie

du Lemme est démontrée.
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2. Montrons que L̂t est donné par (3.35).

On sait que sous la mesure Q,

dÛt =
(
κη + η2 − κθÛt

)
dt− ηÛ

1
2
t dWt, pour t ≤ τε.

Donc
dÛt

Ût
=

(
κη + η2

Ût
− κθ

)
dt− ηÛ−

1
2

t dWt.

Puisque Ût ≥ ε, on a d'après Itô, pour t ≤ τε

log

(
Ût
U0

)
=

∫ t

0

(
κη + η2

Ûs
− κθ

)
ds−

∫ t

0

η

Û
1
2
s

dWs −
1

2

∫ t

0

η2

Ûs
ds

=

∫ t

0

(
2κη + η2

2Ûs
− κθ

)
ds−

∫ t

0

η

Û
1
2
s

dWs

Ainsi ∫ t

0

η

Û
1
2
s

dWs =

∫ t

0

(
2κη + η2

2Ûs
− κθ

)
ds− log

(
Ût
U0

)
.

Par suite, on a

L̂t = exp

(∫ t

0

κη − κ
η
√
Ûs
dWs −

1

2

∫ t

0

∣∣κη − κ∣∣2
η2Ûs

ds

)

= exp

(
κ− κη
η2

[
log

(
Ût
U0

)
+

∫ t

0

(
κθ − 2κη + η2

2Ûs

)
ds

]
− 1

2

∫ t

0

∣∣κη − κ∣∣2
η2Ûs

ds

)

= exp

(
κ− κη
η2

[
log

(
Ût
U0

)
+

∫ t

0

(
κθ − 2κη + η2

2Ûs
− κη − κ

2Ûs

)
ds

])

= exp

(
κ− κη
η2

[
log

(
Ût
U0

)
+

∫ t

0

(
κθ − η2 + 3κη − κ

2Ûs

)
ds

])
d'où

L̂t = exp

(
κ− κη
η2

[
log

(
Ût
U0

)
+

∫ t

0

(
κθ − η2 + 3κη − κ

2Ûs

)
ds

])
,

pour t ≤ τε
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En�n, pour dé�nir la dynamique du modèle avec arrêt, il faut déterminer

la dynamique de l'actif sous-jacent du dit modèle sous la mesure de probabilité

arti�cielle. Cette dynamique est donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.2.4. Sous la mesure de probabilité arti�cielle P̂ le processus Ŝ dé�ni

par (3.27) de l'actif sous-jacent du modèle avec arrêt a pour dynamique dŜt = rŜtdt+ Û
− 1

2
t Ŝt

(
ρdŴt +

√
1− ρ2dBt

)
, si t ≤ τε,

dŜt = Ŝt (rεdt+ σεdBt) , si t > τε,
(3.36)

avec  dÛt =
(

(κ+ η2)− κθÛt
)
dt− η

√
ÛtdŴt, si t ≤ τε,

dÛt = 0 si t ≥ τε,

où rε = r−ρ2κθε+ ηρ− η2 − 2κ

2ηε
, σε =

√
1− ρ2

ε
et
(
B, Ŵ

)
sont des mouvements

browniens standards et indépendants sous la mesure arti�cielle P̂ car (B,W ) sont

des mouvement browniens standards indépendants sous la mesure Q.

Démonstration. Soit Ŝt dé�ni par (3.27). On rappelle que

Ŝt = S0 exp

(√
1− ρ2

∫ t

0

√
Û−1
s dBs +

(
r − ρκθ

η

)
t

+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

]∫ t

0

(
Ûs

)−1

ds− ρ

η
log

(
Ût
U0

))
avec

n =

(⌊
4κ

η2
+

1

2

⌋
∨ 1

)
+ 4,

κη =
(n− 4) η2

4
et

κθ = κηθη.

Montrons que Ŝt véri�e l'équation di�érentielle stochastique (3.36).
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1. Si t ≤ τε, on a

dÛt =
(
κ+ η2 − κθÛt

)
dt− η

√
ÛtdŴt,

et

dÛt

Ût
=

(
κ+ η2

Ût
− κθ

)
dt− ηÛt

− 1
2 dŴt.

D'après la formule d'Itô, on a

log

(
Ût
U0

)
=

∫ t

0

(
2κ+ η2

2Ûs
− κθ

)
ds−

∫ t

0

ηÛs
− 1

2 dŴs.

En remplaçant log

(
Ût
U0

)
par son expression dans (3.27), on obtient

Ŝt = S0 exp

(√
1− ρ2

∫ t

0

√
Û−1
s dBs +

(
r − ρκθ

η

)
t

+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

]∫ t

0

(
Ûs

)−1

ds+
ρ

η

∫ t

0

ηÛs
− 1

2 dŴs

− ρ

η

∫ t

0

(
2κ+ η2

2Ûs
− κθ

)
ds

)
= S0 exp

(∫ t

0

√
Û−1
s

(√
1− ρ2 dBs + ρ dŴs

)
+

(
r − ρκθ

η
+
ρκθ

η

)
t

+

(
κρ

η
− κρ

η
+
ρη

2
− ρη

2
− 1

2

)∫ t

0

Ûs
−1
ds

)
= S0 exp

(∫ t

0

(
r − 1

2Ûs

)
ds+

∫ t

0

Ûs
− 1

2

(√
1− ρ2 dBs + ρ dŴs

))
.

Sous forme di�érentielle, on a

dŜt = rŜtdt+ Ût
− 1

2 Ŝt

(√
1− ρ2 dBs + ρ dŴs

)
, si t ≤ τε.

2. Si t > τε, on a Ût = ε et Ŝt devient :

Ŝt = S0 exp

(√
1− ρ2

∫ τε

0

Ûs
− 1

2 dBs +

√
1− ρ2

ε
(Bt − Bτε) +

(
r − ρκθ

η

)
t

+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

](∫ τε

0

Ûs
−1
ds+

t− τε
ε

)
− ρ

η
log

(
ε

U0

))
.
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Puisque t > τε, alors pour s ∈ [0, τε], les valeurs de Ûs sont �xes et les

quantités
∫ τε

0
Ûsds et

∫ τε
0
Ûs
− 1

2 dBs sont �xes par rapport à t. Ces termes

sont donc considérés comme constants lors de l'application de la formule

d'Itô.

Posons Ŝt = g (t, Bt) où

g (t, x) = S0 exp

(√
1− ρ2

∫ τε

0

Ûs
− 1

2 dBs +

√
1− ρ2

ε
(x− Bτε) +

(
r − ρκθ

η

)
t

+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

](∫ τε

0

Ûs
−1
ds+

t− τε
ε

)
− ρ

η
log

(
ε

U0

))
.

On a alors,
∂g

∂t
(t, Bt) = Ŝt

((
r − ρκθ

η

)
+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

]
ε−1

)
,

∂g

∂x
(t, Bt) =

√
1− ρ2ε−

1
2 Ŝt,

∂2g

∂x2
(t, Bt) = (1− ρ2) ε−1Ŝt,

d 〈Bt, Bt〉 = dt.

Donc, d'après la formule d'Îto, on a :

dŜt = Ŝt

((
r − ρκθ

η

)
+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

]
ε−1

)
dt

+
√

1− ρ2ε−
1
2 Ŝt dBt +

1

2

(
1− ρ2

)
ε−1Ŝt dt

= Ŝt

(√
1− ρ2ε−

1
2 dBt +

(
r − ρκθ

η

)
dt+

ρκ

ηε
dt

+
ρη

2ε
dt− 1

2ε
dt+

1

2ε
dt− ρ2

2ε

)
= Ŝt

(
r − ρ2κθε+ ηρ− η2 − 2κ

2ηε

)
dt+ Ŝt

√
1− ρ2

ε
dBt

d'où

dŜt = Ŝt (rε dt+ σε dBt) , si t > τε
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Remarque 3.2.4. Comme on arrête le processus Û à ε après τε, on obtient le

modèle de Black-Scholes pour t > τε.

En résumé, soient
(
B, Ŵ

)
deux mouvements browniens standards indépen-

dants sous P̂. La dynamique du modèle avec arrêt sous la mesure de probabilité

arti�cielle P̂ est donnée par les équations suivantes : dŜt = rŜtdt+ Û
− 1

2
t Ŝ

(
ρdŴt +

√
1− ρ2dBt

)
dÛt =

(
(κ+ η2)− κθÛt

)
dt− η

√
ÛtdŴt

si t ≤ τε (3.37)

et  dŜt = Ŝt (rεdt+ σε dBt)

dÛt = 0
si t > τε (3.38)

où τε = inf
{
t ∈ [0, T ] : Ût ≤ ε

}
.

De plus considérons les processus suivants :

Ŝt = S0 exp

(√
1− ρ2

∫ t

0

√
Ûs

−1

dBs +

(
r − ρκθ

η

)
t

+

[
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2

]∫ t

0

(
Ûs

)−1

ds− ρ

η
log

(
Ût
U0

))
(3.39)

Ût =
n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2

, (3.40)

L̂t = exp

(
κ− κη
η2

[
log

(
Ût
U0

)
+

∫ t

0

(
κθ − η2 + 3κη − κ

2Ûs

)
ds

])
, si t ≤ τε

(3.41)

et

Y
(i)
t = −η

2

∫ t∧τε

0

e−
κθ
2

(t−u)dW (i)
u + e−

κθ
2
t∧τεY

(i)
0 où Y (i)

0 =
√
U0/n, (3.42)

avec i ∈ {1, 2, 3, ..., n} etW (i)
t des mouvements browniens standards indépendants.

Ces processus satisfont, sous la mesure P̂ dé�nie pour tout A ∈ FT par
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P̂(A) = E [IALT ], les équations (3.37) et (3.38). Par conséquent, l'ensemble de ces

processus dé�nit une solution explicite faible du modèle avec arrêt.

3.2.4 Méthode de simulation explicite pondérée du modèle 3/2

Dans la solution explicite faible du modèle 3/2 apparait le processus d'Ornstein-

Uhlenbeck et le processus inverse de la variance Ut =
1

Vt
. Nous devons alors

simuler chacun de ces processus. Dans ce qui suit, nous considérons la partition

P = {0, h, 2h, ...,Mh} de l'intervalle de temps [0, T ] de pas uniforme h = T
M

et

nous discrétisons chacun des processus.

3.2.4.1 Simulation du processus de Ornstein-Uhlenbeck Y

Le processus de Ornstein-Uhlenbeck Y est dé�ni par

Yt = −η
2

∫ t∧τε

0

e−
κθ
2

(t−u)dWu + e−
κθ
2
tY0.

Pour t ∈ [0, τε), on a que

Yt+h = −η
2

∫ t+h

0

e−
κθ
2

(t+h−u)dWu + e−
κθ
2

(t+h)Y0.

= e−
κθ
2

(t+h)

(
−η

2

∫ t

0

e
κθ
2
udWu −

η

2

∫ t+h

t

e
κθ
2
udWu + Y0

)
= e−

κθ
2
hYt −

η

2
e−

κθ
2

(t+h)

∫ t+h

t

e
κθ
2
udWu.

Or,
η

2
e−

κθ
2

(t+h)
∫ t+h
t

e
κθ
2
udWu est une intégrale de Wiener, donc elle suit une loi

normale de moyenne nulle et de variance
η2

4κθ

(
1− e−κθh

)
car

η2

4
e−κθ(t+h)

∫ t+h

t

eκθudu =
η2

4κθ

(
1− e−κθh

)
.

En posant αh = e−
κθ
2
h et σh = η

√
1−e−κθh

4κθ
, on obtient

Yt+h
D
= αhYt − σhZ,
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où Z suit la loi normale centrée réduite et D= dé�nit l'égalité en loi.

3.2.4.2 Simulation du processus de variance V

On sait que dans le modèle 3/2, le processus de variance V est exprimé en fonc-

tion du processus U tel que Vt =
1

Ut
avec Ut > 0 et Ut =

n∑
i=1

(
Y

(i)
t

)2

où Y (i)

i = 1, 2, ..., n sont des processus construit à l'aide des mouvements browniens in-

dépendants W (i) et dé�nis dans la sous section précédente. Puisqu'on sait simuler

les Y (i)
t , il est alors plus simple de simuler Ut et Vt. Il faut noter que Ut+h dépend

de Ut par la relation entre Yt+h et Yt.

3.2.4.3 Simulation du processus S

Soit T ∈ R∗+ et considérons Ŝt et L̂t dé�nis respectivement en (3.39) et (3.41).

Nous nous intéressons ici à la simulation des processus Ŝ et L̂ jusqu'à T . Cela si-

gni�e que l'estimateur du prix sera calculé en utilisant uniquement les trajectoires

pour lesquelles τε > T . On introduit donc un biais dans l'estimateur, mais nous

indiquons dans la Sous-section 3.4.4 que ce biais est négligeable. Ainsi, le fait que

(3.44) tienne seulement jusqu'à τε, cela n'a�ecte pas notre méthode de simulation.

Dans le but d'écrire plus simplement Ŝt et L̂t dé�nis en (3.39) et (3.41), dé�nissons

les constantes suivantes.

a1 =
√

1− ρ2, b1 = r − κθ

η
ρ,

c1 =
κ+ η2

2

η
ρ− 1

2
, d1 =

ρ

η
,

e1 =
κη − κ
η2

et f1 = −e1
η2 + 3κη − κ

2
.
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Ainsi pour t ∈ [0, T ) , conditionnellement à Ŝt, V̂t, V̂t+h et L̂t, (3.39) et (3.41)

peuvent s'écrire comme suit :

Ŝt+h = Ŝt exp

(
a1

∫ t+h

t

√
V̂sdBs + b1h+ c1

∫ t+h

t

V̂sds+ d1 log

(
V̂t

V̂t+h

))
(3.43)

L̂t+h = L̂t exp

{
e1

(
log(

V̂t

V̂t+h
) + κθh

)
+ f1

∫ t+h

t

V̂sds

}
, si t ≤ τε. (3.44)

avec V̂t =
1

Ût
, où V̂t ≥ ε > 0

Puisque B et V̂ sont indépendants, alors sachant V̂ l'intégrale
∫ t+h
t

a1

√
V̂sdBs

est une intégrale de Wiener. Cette intégrale peut être simulée à partir d'une va-

riable aléatoire normale centrée et de variance
(
a2

1

∫ t+h
t

V̂sds
)
. De plus, l'intégrale∫ t+h

t
V̂sds peut être approximée par une fonction déterministe conditionnellement

à V̂ . En e�et, pour le calcul des intégrales par rapport au temps, nous utiliserons

l'approximation de Simpson
1

3
. Donc nous divisons l'intervalle de temps [t, t+ h)

en M sous-intervalles d'amplitude
h

M
. L'approximation de Simpson

1

3
de la va-

riance intégrée est donc donnée pour M > 0 par

∫ t+h

t

V̂sds '
h

3M

V̂t + V̂t+h + 2

M
2
−1∑

l=1

V̂t+h− 2lh
M

+ 4

M
2∑
l=1

V̂
t+h− (2l−1)h

M

 . (3.45)

En�n, pour raison de simpli�cation de l'algorithme, nous posons h = 1 et nous

notons par IntV la variance intégrée. Ainsi l'algorithme de simulation pondérée

du modèle 3/2 est présenté dans l'Algorithme 3. Notons que cet algorithme est

fortement basé sur ceux de Kouritzin et MacKay (2020)
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Algorithm 3 Algorithme de Simulation explicite pondérée

1: procedure MDSim(S0,V0,n,N ,T )

2:

{(
Sj0, L

j
0, η

j
ε

)
= (S0, 1, T )

}N
j=1

3: U0 =
1

V0

,

{
Y j,i

0 =

√
U0

n

}N,n

j,i=1

,
{
U j

k
M

= 0
}N,M
j,k=1

4: for t = 1 to T do

5:

{
U j
t = 0

}N
j=0

6: for k = M − 1 to 0 do

7: Générer variables aléatoires normales centrées réduites {Zj,i}N,nj,i=1

8:

{
Y j,i

t− k
M

= αMY
j,i

t− k+1
M

− σMZj,i
}N,n
j,i=1

9:

{
U j

t− k
M

= U j

t− k+1
M

+
n∑
i=1

(
Y j,i

t− k
M

)2
}N
j=1

V j

t− k
M

=
1

U j

t− k
M


N

j=1

10: end for

11:

IntV j =
V j
t−1 + 4V j

t−M−1
M

+ 2V j

t−M−2
M

+ ...+ 2V j

t− 2
M

+ 4V j

t− 1
M

+ V j
t

3M


N

j=1

12: Générer variables aléatoires normales {Zj}Nj=1  N
(

0, a1

√
IntV j

)
13:

{
Sjt = Sjt−1 exp

(
N j + b1 + c1IntV

j + d1 log

(
V j
t−1

V j
t

))}N

j=1

14: for j = 1 → N do

15: if t ≤ ηε then

16: if mink∈{0,1,...,M−1}
1

V j

t−
k

2

> ε then

17: Ljt = Ljt−1 exp

{
e1

(
ln

(
V j
t−1

V j
t

)
+ κθ

)
+ f1IntV

j

}
18: else

19: ηjε = tk − 1

20: end if

21: end if

22: end for

23: end for

24: end procedure
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3.2.5 Application de l'algorithme à la tari�cation

Dans notre travail, nous utiliserons l'algorithme 3 pour simuler le prix d'un actif

�nancier a�n de tari�er des produits dérivés. Nous désignons alors par p(t, St) la

valeur actualisée du payo� d'un produit dérivé. Pour une option d'achat euro-

péenne par exemple, on a p (T, ST ) = max
(
(ST −K)e−rT , 0

)
. Donc on a simple-

ment à ajouter cette étape dans l'algorithme précédent pour pouvoir déterminer

le prix du produit dérivé. Ce prix est obtenu en utilisant un estimateur Monte

Carlo pondéré par les poids LT encore appelé estimateur Monte Carlo avec échan-

tillonnage préférentiel. Cet estimateur est dé�ni selon Kouritzin et MacKay (2020)

par

E [p (T, ST )] ≈

N∑
k=1

L̂
(k)
T p

(
Ŝ

(k)
T , T

)
I{τ̂ (k)ε >T}

N∑
k=1

L̂
(k)
T I{τ̂ε(k)>T}

. (3.46)

Le fait de ne considérer que les trajectoires pour lesquelles Û demeure au-dessus de

ε rend l'estimateur biaisé, mais on montre que ce biais est négligeable en pratique,

et il n'a�ecte pas la performance de l'algorithme.



CHAPITRE IV

RÉSULTATS NUMÉRIQUES

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats numériques obtenus dans l'éva-

luation des produits dérivés dans le cadre du modèle 3/2. Nous évaluons le prix des

options d'achats européennes avec les di�érentes méthodes de simulations abor-

dées dans notre travail, a�n de tester l'algorithme développé dans le chapitre pré-

cédent. Ces résultats sont présentés en deux parties. L'erreur quadratique moyenne

relative et l'e�cacité obtenues avec la méthode de simulation pondérée (voir algo-

rithme 3 ) sont présentées dans la première partie. Dans la deuxième partie, nous

faisons une étude comparative basée sur l'erreur quadratique moyenne relative et

l'e�cacité des méthodes de Milstein, exponentielle quadratique de Andersen et de

la simulation pondérée.

Nous rappelons aussi que le payo� à l'échéance d'une option d'achat européenne

de maturité T et prix d'exercice K est C (T, ST ) = max (ST −K, 0). Nous esti-

mons donc le prix au temps t = 0 d'une option d'achat européenne sous la mesure

neutre au risque Q pour les méthodes de Milstein et l'exponentielle quadratique

de Andersen en utilisant la simulation Monte Carlo par

Ĉ = EQ [e−rT (ST −K)+] ≈ e−rT

N

N∑
i=1

(
S

(i)
T −K

)+

(4.1)
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où (x−K)+ = max (x−K, 0), N est le nombre de simulations, r est le taux

d'intérêt sans risque et EQ est l'espérance sous la mesure neutre au risque Q.

Dans le cas de la simulation pondérée, cet estimateur est donné par (3.46). Aussi,

pour approximer l'erreur quadratique moyenne relative (RMSE) d'un estimateur

Ĉ de C, on calcule l'estimateur Ĉ J fois puis on applique la formule (4.2) suivante

RMSE =

E
[(
C − Ĉ

)2
]

C
≈ 1

J

J∑
j=1

(
C − Ĉ(j)

)2

C
(4.2)

où chaque Ĉj, j = 1, 2, .., J est calculé soit par (4.1) soit par (3.46).

Nous considérons pour la suite, plusieurs ensembles de paramètres pour le mo-

dèle 3/2. Le premier ensemble de paramètres (PS1) provient de l'article de Bal-

deaux (2012). Le second ensemble de paramètres (PS2) est obtenu par Drimus

(2012). Le troisième ensemble de paramètres (PS3) est obtenu à partir du second

ensemble de paramètres en le modi�ant a�n que la condition (C
′
) soit véri�ée.

Pour le quatrième ensemble de paramètres (PS4), nous modi�ons PS2 a�n d'aug-

menter le nombre n de processus de Ornstein-Uhlenbeck, sans que la condition

(C
′
) soit véri�ée. En�n, l'ensemble de paramètres (PS5) est obtenu à partir de

(PS2) a�n d'augmenter n et que la condition (C
′
) soit véri�ée. Nous �xons le

paramètre ε = 10−5 pour tous les ensembles de paramètres. Ces ensembles de

paramètres sont présentés dans le tableau ci-dessous.
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Tableau (4.1) Ensembles de paramètres

PS1 PS2 PS3 PS4 PS5

S0 1 100 100 100 100

V0 1 0.24502 0.24502 0.24502 0.24502

κ 2 22.84 18.3184 19.76 20.48

θ 1.5 0.46692 0.46692 0.46692 0.46692

η 0.2 8.56 8.56 3.2 3.2

ρ -0.5 -0.99 -0.99 -0.99 -0.99

r 0.05 0.00 0.00 0.00 0.00

ε 0.00001 0.00001 0.00001 0.00001 0.00001

4.1 Présentation des résultats

Les résultats numériques obtenus dans le calcul des prix des options avec la

méthode de simulation pondérée dans le cadre du modèle 3/2 sont présentés dans

cette section. Nous considérons les trois premiers ensembles de paramètres PS1,

PS2 et PS3. PS1 véri�e la condition (C
′
) avec un nombre n = 204 processus de

Ornstein-Uhlenbeck. PS2 ne véri�e pas la condition (C
′
) avec n = 5 processus de

Ornstein-Uhlenbeck et PS3 véri�e la condition (C
′
) avec n = 5.

Ensuite, nous considérons une option d'achat européenne au cours (at-the-money)

d'échéance T = 1 pour PS1. Le prix exact de cette option dans le modèle 3/2

trouvé avec le logiciel Mathematica dans l'article de Baldeaux (2012) est C1 =

0.443059. Une option d'achat européenne au cours (at-the-money) d'échéance T =

0.5 est considérée dans les ensembles de paramètres PS2 et PS3. Le prix exact de

cette option selon les formules (1.20) et (1.29) avec PS2 est C2 = 7.3864 et celui

avec PS3 est C3 = 7.0422. Nous calculons l'erreur quadratique moyenne relative
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du prix de ces options dans le modèle 3/2 avec la méthode de simulation pondérée.

Pour chaque nombre de simulations, l'erreur quadratique moyenne relative est

approximée en calculant l'estimateur du prix J = 20 fois. Nous rappelons aussi que

M est le nombre de sous-intervalles utilisés dans l'approximation de Simpson 1
3
de

la variance intégrée. Pour les simulations, nous avons �xé le paramètre ε = 10−5.

Nous avons remarqué qu'avec cette valeur, le processus de variance prend des

valeurs au dessus de ε, c'est-à-dire que Ût > ε, ∀ t ∈ [0, t]. Ainsi, en pratique, si

on choisit un ε assez petit, on a que Û demeure au-dessus de ε. On se concentre

donc sur la simulation des processus pour t ≤ τε.

Nous obtenons alors les résultats du tableau (4.2).

Tableau (4.2) Erreur quadratique moyenne relative avec PS1, PS2 et PS3

Nombre de Erreur

simulations M PS1 PS2 PS3

5000 2 0.00271 0.00183 0.00239

4 0.00316 0.00225 0.00214

10000 2 0.00203 0.00111 0.00172

4 0.00158 0.00112 0.00143

50000 2 0.00157 0.00085 0.00067

4 0.00135 0.00083 0.00070

Comme nous le voyons dans le tableau (4.2), l'erreur quadratique moyenne

relative décroit en fonction du nombre de simulations. De plus, nous remarquons

que les erreurs quadratiques moyennes relatives obtenues avec les ensembles de

paramètres PS2 et PS3 sont dans le même ordre de grandeurs. Certes, l'ensemble

de paramètres PS1 produit des erreurs quadratiques moyennes relative légèrement
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supérieures à celles des ensembles PS2 et PS3. Cela peut-être dû au fait que

l'option considérée dans l'ensemble PS1 a une maturité plus longue, ainsi, l'erreur

de discrétisation dans ce cas est un peu plus élevée.

Nous analysons maintenant l'impact de la condition (C
′
) sur le compromis entre

la précision et le temps de calcul. Nous dé�nissons ce compromis comme étant

l'e�cacité d'une méthode. Dans les notes de cours de Simulation Monte Carlo

(Ameur, 2019), l'e�cacité d'un estimateur Ĉ de C est donnée par la formule

suivante

E
(
Ĉ
)

=
1

Ê
[(
C − Ĉ

)2
]
× Ê (τĈ)

(4.3)

où Ê (τĈ) est le temps de calcul moyen en seconde et Ê
[(
C − Ĉ

)2
]
est l'erreur

quadratique moyenne.

Nous considérons les deux ensembles de paramètres PS2 et PS3 et nous �xons

M = 2. Les résultats présentés dans le tableau (4.3) sont obtenus en calculant les

estimateurs J = 20 fois. Nous avons pour chaque nombre de simulations, l'erreur

quadratique moyenne, l'e�cacité et le temps de calcul en secondes.
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Tableau (4.3) E�cacité avec PS2 et PS3

Nombre de E�cacité

simulations M PS2 PS3

5000 2 Ê
[(
C − Ĉ

)2
]

0.01352 0.01683

Ê (τĈ) 0.1087 0.0837

E
(
Ĉ
)

680.95 709.90

10000 2 Ê
[(
C − Ĉ

)2
]

0.0082 0.01211

Ê (τĈ) 0.4752 0.2497

E
(
Ĉ
)

256.63 330.70

50000 2 Ê
[(
C − Ĉ

)2
]

0.00472 0.006278

Ê (τĈ) 2.1046 1.3242

E
(
Ĉ
)

75.68 160.06

Après l'analyse du tableau (4.3), nous remarquons que l'e�cacité lorsque le

condition (C
′
) est véri�ée est plus grande que celle lorsque la condition (C

′
) n'est

pas véri�ée. Cela est lié à l'étape supplémentaire dans l'algorithme (3) lorsque la

condition (C
′
) n'est pas véri�ée. Avec 5 processus d'Ornstein-Uhlenbeck à simuler,

on constate que le temps de calcul devient important lorsque la condition (C
′
) n'est

pas véri�ée. Ainsi, l'e�cacité diminue considérablement bien qu'on ait une bonne

précision. Par conséquent, plus le nombre de processus d'Ornstein-Uhlenbeck à

simuler est élevé, moins la méthode de simulation pondérée est e�cace.
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4.2 Analyse comparative des méthodes

Dans cette section, nous analysons la précision et l'e�cacité de notre méthode

comparativement aux schémas de Milstein et l'exponentielle quadratique de An-

dersen. Pour l'étude comparative de la précision des méthodes, nous considérons

d'une part les ensembles de paramètres PS2 et PS4 et d'autre part les ensembles

de paramètres PS3 et PS5. Nous e�ectuons ce choix car nous analysons l'impact

du nombre de processus de Ornstein-Uhlenbeck sur la précision lorsque la condi-

tion (C
′
) est véri�ée et lorsqu'elle n'est pas véri�ée. Pour l'étude comparative de

l'e�cacité, nous �xonsM = 2 et nous choisissons les ensembles de paramètres PS2

et PS3 car nous volons aussi analyser l'impact de la condition (C
′
) sur cette étude.

Nous considérons aussi des options d'achats européennes hors du cours ( out-

the-money OTM ), au cours (at-the-money ATM ) et dans le cours (in-the-money

ITM ) tel que K/S0 ∈ {0.95, 1, 1.05} où K est le prix d'exercice de l'option et S0 la

valeur au comptant de l'actif sous-jacent. Toutes ces options ont une maturité de 6

mois, c'est à dire T = 0.5. Nous remarquons qu'avec les ensembles de paramètres

PS2 et PS3, nous simulons n = 5 processus d'Ornstein-Uhlenbek tandis qu'avec

PS4 et PS5, n = 12.

Le tableau (4.4) résume les prix exacts des di�érentes options d'achats européennes

avec les ensembles de paramètres PS2, PS3, PS4 et PS5.
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Tableau (4.4) Prix exacts des options d'achat européennes avec PS2, PS3, PS4

et PS5

Prix exact

K/S0 PS2 PS3 PS4 PS5

0.95 10.364 10.055 11.657 11.724

1 7.3864 7.0422 8.9263 8.9987

1.05 4.9376 4.5860 6.6360 6.7101

A partir des prix exacts ci-dessus, nous calculons l'erreur quadratique moyenne

des méthodes de Milstein, de l'approximation quadratique de Andersen (QE),

de la simulation pondérée (WE) avec M = 2 et avec M = 4. Les résultats de

l'erreur quadratique moyenne relative (RMSE) sont consignés dans les tableaux

(4.5) et (4.6). Il faut noter que les valeurs qui sont dans ces tableaux doivent être

multipliées par 10−4 pour obtenir les erreurs quadratiques moyennes relatives.

Nous avons fait cette représentation pour une meilleure gestion des tableaux.
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Tableau (4.5) Erreurs quadratiques moyennes relatives avec PS2 et PS4 (×10−4)

Nombre de Milstein QE WE(M=2) WE(M=4)

simulation K/S0 n=5 n=12 n=5 n=12 n=5 n=12 n=5 n=12

0.95 5.583 9.329 7.282 7.747 8.959 8.551 9.167 10.01

20000 1 7.488 8.349 7.616 12.13 7.802 8.567 7.454 6.964

1.05 6.035 10.55 5.532 9.309 7.492 6.503 8.489 10.01

0.95 2.788 4.715 2.451 4.713 4.860 4.648 7.193 5.777

40000 1 4.323 5.101 3.918 4.939 4.135 3.164 5.213 5.019

1.05 3.053 4.444 2.887 4.474 5.644 3.867 5.117 3.264

0.95 1.898 3.875 1.954 2.621 3.016 2.829 5.122 3.056

60000 1 2.428 3.486 2.421 2.223 2.933 1.957 3.518 3.844

1.05 2.378 2.663 2.085 4.123 3.549 3.007 3.701 2.191

0.95 1.485 2.481 1.373 2.171 3.179 2.167 4.236 2.030

80000 1 2.259 2.641 1.929 1.903 2.021 1.934 2.699 3.026

1.05 1.539 1.985 1.332 2.834 2.984 2.503 2.928 2.172

0.95 1.419 1.966 0.989 1.815 2.773 1.792 3.556 1.776

100000 1 1.839 2.071 1.372 1.530 2.016 1.749 2.620 2.234

1.05 1.176 1.675 0.994 1.761 2.608 1.805 2.660 1.828
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Tableau (4.6) Erreurs quadratiques moyennes relatives avec PS3 et PS5 (×10−4)

Nombre de Milstein QE WE(M=2) WE(M=4)

simulation K/S0 n=5 n=12 n=5 n=12 n=5 n=12 n=5 n=12

0.95 5.334 8.533 5.053 6.120 5.010 6.633 7.495 13.73

20000 1 5.107 8.345 6.978 9.182 6.301 8.931 5.833 8.097

1.05 3.700 9.846 5.692 11.03 6.808 10.62 4.702 8.091

0.95 2.725 5.244 2.657 3.175 2.587 5.657 3.757 5.784

40000 1 3.328 3.986 2.611 3.808 2.964 4.615 3.094 3.060

1.05 2.798 4.934 2.750 4.578 3.799 5.131 2.572 4.946

0.95 1.781 4.065 1.586 2.902 2.085 3.670 2.501 4.223

60000 1 2.374 2.631 1.885 2.116 1.829 2.982 1.774 2.046

1.05 2.378 3.100 2.436 3.347 2.660 3.015 1.707 3.255

0.95 1.706 2.582 1.455 2.003 1.291 2.499 1.835 2.933

80000 1 1.949 2.960 1.276 1.805 1.520 2.836 1.538 1.469

1.05 1.653 2.690 1.622 2.310 1.996 2.113 1.231 1.906

0.95 1.556 2.368 1.071 1.836 1.079 1.638 1.259 1.976

100000 1 1.749 2.377 1.258 1.503 1.267 1.723 1.052 1.567

1.05 1.300 2.096 1.370 1.594 1.391 1.985 0.879 1.419

Nous analysons ensuite l'évolution de l'erreur quadratique moyenne en fonction

du nombre de simulations pour chacune des méthodes. Les graphiques des �gures

(4.1)et (4.2) suivantes présentent cette analyse. Dans la �gure (4.1), le panel du

haut est pour l'ensemble de paramètres PS4 et celui du bas est pour l'ensemble

de paramètres PS2 tandis que dans la �gure (4.2), le panel du haut est pour

l'ensemble de paramètres PS5 et celui du bas est pour l'ensemble de paramètres
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PS3 . Dans la légende de tous les graphiques, M représente la méthode de Milstein,

QE l'approximation quadratique de Anderson, WE la simulation pondérée avec

M = 2 et WE2 la simulation pondérée avec M = 4.
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Figure (4.1) Évolution de RMSE en fonction du nombre de simulations avec PS2

(en bas) et PS4 (en haut)
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Figure (4.2) Évolution de RMSE en fonction du nombre de simulations avec PS3

(en bas) et PS5 (en haut)

En�n, à l'aide du diagramme en boîte, nous présentons la distribution de l'er-

reur pour un échantillon de 50 erreurs. Chacune des 50 erreurs est calculée avec

100000 simulations. Les �gures (4.3) et (4.4) suivantes présentent cette distribu-
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tion.
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Figure (4.3) Distribution de RMSE pour 100000 simulations avec PS2 (en bas)

et PS4 (en haut)
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Figure (4.4) Distribution de RMSE pour 100000 simulations avec PS3 (en bas)

et PS5 (en haut)

Une analyse des tableaux (4.5) et (4.6) montre que les quatre méthodes de

simulation ont leur précision dans le même ordre de grandeur dans tous les cas.

Ensuite, de l'analyse des graphes des �gures (4.1) et (4.2), il ressort que l'erreur
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quadratique moyenne relative décroit en fonction du nombre de simulations dans

tous les schémas considérés. Aussi, nous remarquons que les courbes ont la même

allure lorsque la condition (C
′
) est véri�ée. De plus, lorsque la condition (C

′
)

n'est pas véri�ée et n = 5 (ensemble de paramètres PS2), nous constatons que

les courbes des méthodes de la simulation pondérée sont légèrement au dessus des

autres courbes. Ainsi, les méthodes de la simulation pondérée ont une précision

légèrement inférieure à celles des autres méthodes dans ce cas. Par contre lorsque

la condition (C
′
) n'est pas véri�ée et n = 12 (ensemble de paramètres PS4), nous

ne faisons plus le même constat. Nous voyons donc que si le nombre de processus

à simuler est élévé, cela améliore la précision de la simulation pondérée.

En�n, les �gures (4.3) et (4.4) montrent que l'écart type de la distribution de l'er-

reur quadratique moyenne relative pour les quatre méthodes est presque identique

lorsque la condition (C
′
) est véri�ée (ensembles de paramètres PS3 et PS5) ou

lorsque la condition (C
′
) n'est véri�ée mais n = 12 (ensemble de paramètres PS4).

Par contre lorsque la condition (C
′
) n'est pas véri�ée et n = 5 (ensemble de para-

mètres PS2), les écarts types des distributions de l'erreur quadratique moyenne

des méthodes de Milstein et l'approximation quadratique de Andersen sont plus

petits que ceux des distributions des deux méthodes de simulation pondérée. Cette

analyse nous conduit donc aux mêmes conclusions que celles obtenues dans l'ana-

lyse des tableaux et des courbes. En outre, nous remarquons que le nombre de

sous-intervalles M utilisés dans l'approximation de Simpson pour le calcul de la

variance intégrée n'apporte pas plus de précision dans la méthode de simulation

pondérée.

Pour �nir, nous faisons une étude comparative de l'e�cacité de chacune des

trois méthodes. Les résultats présentés dans les tableaux suivants sont obtenus en

calculant les estimateurs du prix J = 20 fois. Nous avons pour chaque nombre
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de simulations, l'erreur quadratique moyenne, l'e�cacité et le temps de calcul en

secondes.

Tableau (4.7) E�cacité avec PS3

Nombre de Simulation

simulations M Milstein QE pondérée

Ê
[(
C − Ĉ

)2
]

0.01662 0.01093 0.02664

5000 2 Ê (τĈ) 0.04085 0.22160 0.0837

E
(
Ĉ
)

1472.55 412.85 448.40

Ê
[(
C − Ĉ

)2
]

0.00597 0.00570 0.00649

10000 2 Ê (τĈ) 0.08165 0.44335 0.24975

E
(
Ĉ
)

2075.65 395.71 616.60

Ê
[(
C − Ĉ

)2
]

0.00160 0.00133 0.00131

50000 2 Ê (τĈ) 0.4067 2.2157 1.3242

E
(
Ĉ
)

1536.24 339.147 578.00
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Tableau (4.8) E�cacité avec PS2

Nombre de Simulation

simulations M Milstein QE pondérée

Ê
[(
C − Ĉ

)2
]

0.01981 0.01376 0.02892443

5000 2 Ê (τĈ) 0.0404 0.2217 0.1087

E
(
Ĉ
)

1249.50 327.75 318.06

Ê
[(
C − Ĉ

)2
]

0.00978 0.00736 0.01012

10000 2 Ê (τĈ) 0.0813 0.4437 0.4752

E
(
Ĉ
)

1257.68 306.14 207.85

Ê
[(
C − Ĉ

)2
]

0.00222 0.00163 0.00309

50000 2 Ê (τĈ) 0.4062 2.2151 2.1046

E
(
Ĉ
)

1107.95 276.42 153.85

Nous constatons que la précision des trois méthodes est dans le même ordre de

grandeur avec ces ensembles de paramètres. En ce qui concerne l'e�cacité, nous

constatons que la méthode de Milstein est meilleure que les deux autres méthodes

avec les ensembles de paramètres considérés. Ensuite, lorsque la condition (C
′
) est

véri�ée (tableau 4.7), la méthode de simulation pondérée présente une e�cacité

légèrement supérieure à celle de la méthode exponentielle quadratique de Andersen

alors que les résultats contraires sont observés lorsque la condition (C
′
) n'est pas

véri�ée (tableau 4.8). Nous rappelons qu'avec les ensembles de paramètres PS2

et PS3, nous simulons 5 processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Les résultats ci-dessus

sont donc obtenus avec n = 5 processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Ainsi, si le nombre

de processus de Ornstein-Uhlenbeck à simuler est élevé, la méthode de simulation
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pondérée devient moins e�cace car elle nécessite un temps de calcul important

pour la simulation de ces processus. D'autres méthodes de simulation pourraient

être intéressantes dans ce cas.



CONCLUSION

L'objectif de ce mémoire est de développer un algorithme de simulation pon-

dérée pour le modèle 3/2 a�n de l'appliquer à la tari�cation de tous les produits

dérivés. En s'inspirant des résultats de Kouritzin (2018) sur le modèle de Heston,

nous avons d'abord montré que le modèle 3/2 admet une solution faible explicite

lorsque la condition (C
′
) est véri�ée. Ensuite, nous avons montré que même si

les paramètres du modèle ne véri�ent pas la condition (C
′
), le modèle admet une

solution faible explicite tant que le processus inverse de la variance est au-dessus

d'une valeur ε �xé. En-dessous de cette valeur, on arrête le processus inverse de la

variance à ε et nous retrouvons un modèle de Black-Scholes. En se basant sur cette

solution explicite faible, nous avons développé l'algorithme de simulation explicite

pondérée du modèle 3/2. En�n, nous avons appliqué cet algorithme à la tari�-

cation des options européennes en utilisant la méthode de l'échantillonnage par

importance introduite par Kouritzin et MacKay (2020) pour réduire la variance

des estimateurs.

Les résultats numériques de l'algorithme semblent être satisfaisants en terme

de précision. Néanmoins, nous avons remarqué que l'algorithme est légèrement

plus e�cace si la condition (C
′
) est véri�ée que si elle ne l'est pas. De plus, vu

que dans l' algorithme, la simulation du processus de Cox-Ingersoll-Ross est basée

sur la simulation des processus de Ornstein-Uhlenbeck, nous avons étudié l'im-

pact du nombre de processus de Ornstein-Uhlenbeck sur la précision et l'e�cacité

de la méthode. Il en ressort que plus on simule un nombre élevé de processus

de Ornstein-Uhlenbeck, meilleure est la précision. Par contre, le temps de calcul
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devient très important lorsqu'on simule un nombre élevé de processus de Ornstein-

Uhlenbeck et la méthode n'est plus e�cace. Il faut donc avoir recours à d'autres

méthodes de simulation. En�n, une étude comparative entre les méthodes de Mil-

stein, l'exponentielle quadratique de Andersen et la simulation explicite pondérée

a été faite avec n = 5 où n est le nombre de processus de Ornstein-Uhlenbeck.

Les résultats numériques obtenus montrent que les trois méthodes produisent des

résultats similaires pour le modèle 3/2 en ce qui concerne la précision. Sur l'ef-

�cacité de ces méthodes, nous avons constaté que la méthode de Milstein est la

plus e�cace. De plus, lorsque la condition (C
′
) est véri�ée, la simulation expli-

cite pondérée est plus e�cace que l'exponentielle quadratique de Andersen, mais

moins e�cace lorsque la condition (C
′
) n'est pas véri�ée.

Après cette étude, quelques questions de recherches futures peuvent être soule-

vées. En premier lieu, on pourra déterminer à partir de quel nombre de processus

d'Ornstein-Ulhenbeck, la méthode de simulation explicite pondérée n'est plus ef-

�cace et ensuite énumérer les algorithmes de simulation auxquels on peut avoir

recours. Ensuite, on pourra appliquer la méthode de simulation explicite pondérée

du modèle 3/2 pour la tari�cation des produits dérivés plus complexes comme les

options exotiques ou les options américaines. En�n, il serait aussi intéressant de

développer un algorithme de simulation explicite pondérée pour le modèle 4/2.



ANNEXE A

PREUVE DU THÉORÈME 1

Démonstration.

Nous montrons dans ce qui suit que le couple (S, V ) dé�ni par (3.2) et (3.3) est

une solution du système (3.1).

Dans un premier temps, nous appliquons la formule d'Itô au processus Vt (nous

ferons seulement le cas n = 2) et ensuite, au processus Xt = log(St).

Pour n = 2, posons

Vt = Y 2
t + Z2

t

où

Yt =
η

2

∫ t

0

e−
κ
2

(t−u)dW (1)
u + e−

κ
2
tY0

Zt =
η

2

∫ t

0

e−
κ
2

(t−u)dW (2)
u + e−

κ
2
tZ0 et

Wt =

∫ t

0

Yu√
Y 2
t + Z2

t

dW (1)
u +

∫ t

0

Zu√
Y 2
t + Z2

t

dW (2)
u

Montrons que dVt = κ (θ − Vt) dt+ η
√
VtdWt où θ =

η2

2κ
.

Posons Vt = f (t, Yt, Zt) où la fonction f est dé�nie par f(t, x, y) = x2 + y2.

D'après la formule d'Itô, on a :
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df (t, Yt, Zt) =
∂f

∂t
(t, Yt, Zt) dt+

∂f

∂x
(t, Yt, Zt) dYt +

∂f

∂y
(t, Yt, Zt) dZt

+
1

2
d
∂2f

∂x2 (t, Yt, Zt) d 〈Y, Y 〉t +
1

2

∂2f

∂x∂y
(t, Yt, Zt) d 〈Y, Z〉t

+
1

2

∂2f

∂y2 (t, Yt, Zt) d 〈Z,Z〉t +
1

2

∂2f

∂y∂x
(t, Yt, Zt) d 〈Z, Y 〉t

(A.1)

Or on a que :

∂f

∂t
(t, Yt, Zt) = 0.

∂f

∂x
(t, Yt, Zt) = 2Yt

∂f

∂y
(t, Yt, Zt) = 2Zt

∂2f

∂x2 (t, Yt, Zt) = 2

∂2f

∂y2 (t, Yt, Zt) = 2

dYt = −κ
2
Ytdt+

η

2
dW

(1)
t

dZt = −κ
2
Ztdt+

η

2
dW

(2)
t

d 〈Y, Z〉t = d 〈Z, Y 〉t = 0

d 〈Y, Y 〉t = d 〈Z,Z〉t =
(η

2

)2

dt

Donc en remplaçant chacune des expressions dans (A.1), on obtient :

dVt = df (t, Yt, Zt)

= 2Yt

(
−κ

2
Ytdt+

η

2
dW

(1)
t

)
+ 2Zt

(
−κ

2
Ztdt+

η

2
dW

(2)
t

)
+

1

2
(2)
(η

2

)2

dt+
1

2
(2)
(η

2

)2

dt

=
η2

2
dt− κ

(
Y 2
t + Z2

t

)
dt+ η

(
YtdW

(1)
t + ZtdW

(2)
t

)
=

(
η2

2
− κVt

)
dt+ η

√
Vt

(
YtdW

(1)
t + ZtdW

(2)
t√

Vt

)

= κ

(
η2

2κ
− Vt

)
dt+ η

√
VtdWt
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d'où

dVt = κ (θ − Vt) dt+ η
√
VtdWt. (A.2)

Dans cette deuxième partie de la preuve, nous utilisons le processus X = log(S).

Nous rappelons d'après (2.2) que la dynamique du processus X est donnée par :

dXt =

(
r − 1

2
Vt

)
dt+

√
Vt

(
ρdWt +

√
1− ρ2dBt

)
. (A.3)

Soit

Xt = X0 +
√

1− ρ2

∫ t

0

V
1
2
s dBs +

(
r − κθρ

η

)
t

+

(
ρκ

η
− 1

2

)∫ t

0

Vsds+
ρ

η
(Vt − V0) (A.4)

où Xt = log (St).

Montrons donc que le processus X dé�ni par (A.4) est une solution de l'équation

di�érentielle stochastique (A.3).

On sait que

dVt = κ (θ − Vt) dt+ η
√
Vt dWt.

On a alors

Vt − V0 =

∫ t

0

κ (θ − Vs) ds+ η

∫ t

0

√
Vs dWs. (A.5)

En remplaçant (A.5) dans (A.4), on obtient

Xt = X0 +
√

1− ρ2

∫ t

0

√
Vs dBs +

(
r − κθρ

η

)
t+

(
ρκ

η
− 1

2

)∫ t

0

Vsds

+
ρ

η

∫ t

0

κ (θ − Vs) ds+
ρ

η
η

∫ t

0

√
Vs dWs

= X0 +

(
r − ρκθ

η
+
ρκθ

η

)
t+

∫ t

0

√
Vs

(√
1− ρ2 dBs + ρ dWs

)
+

(
ρκ

η
− ρκ

η

)∫ t

0

Vsds−
1

2

∫ t

0

Vsds
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donc

Xt = X0 +

∫ t

0

(
r − 1

2
Vs

)
ds+

∫ t

0

√
Vs

(√
1− ρ2 dBs + ρ dWs

)
(A.6)

d'où

dXt =

(
r − 1

2
Vt

)
dt+

√
Vt

(√
1− ρ2 dBt + ρ dWt

)
avec Xt = log (St). On vient alors de prouver que le couple de processus (S, V )

dé�ni par (3.2) et (3.3), véri�e la dynamique du modèle de Heston donnée par

(3.1) si n = 2.
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