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RESUME

L'objet de cette these est d’étudier les liens entre la géométrie discréte et la combinatoire
des mots. Le fait que les figures discrétes soient codées par des mots sur 1"alphabet A quatre
lettres © = {0.1.0, T}, codage introduit par Freeman en 1961, justifie I’utilisation de la combi-
natoire des mots dans leur étude. Les droites discrétes sont des objets bien connus des combina-
toriciens, car étant identifiés par les mots Sturmiens, dont on trouve déji une description assez
complete dans les travaux de Christoffel 4 la fin du XIXe siecle a la suite de travaux précurseurs
de Bernouilli et Markov. Alors que [’on comprend bien la structure des droites discrétes. on
connait beaucoup moins bien les courbes en général.

Cet ouvrage porte sur [’étude de propriétés géométriques de courbes fermées, codées sur
I"alphabet ¥. On s’intéresse tout d'abord a la représentation des chemins dans le plan discret
77 et de ceux qui codent les polyominos.

Dans un premier temps, I’emploi d’une structure arborescente quaternaire permet d’éla-
borer un algorithme optimal afin de tester si un mot quelconque sur £ code un polyomino ou
non. Ce résultat est fondamental dabord parce qu’il est nouveau, €légant et qu’il se généralise
en dimension supérieure. En outre, ta linéarité de ce test rend les algorithmes subséquents vrai-
ment efficaces.

A la suite de résultats précurseurs de lyndon, Spitzer et Viennot sur la factorisation des
mots, il existe une interprétation combinatoire de la convexité discréte. En géométrie algorith-
mique, des algorithmes linéaires furent établis par McCallum et Avis en 1979, puis par Melk-
man en 1987, pour calculer I’enveloppe convexe d'un polygone. Debled-Rennesson et al. ont
obtenu. en 2003, un algorithme linéaire pour décider de la convexité discrete d’un polyomino
par des méthodes arithmétiques. Nous avons obtenu grice aux propriétés spécifiques des mots
de Lyndon et de Christoffel un algorithme linéaire pour tester si un polyomino est digitalement
convexe. L'algorithme obtenu est extrémement simple et s avére dix fois plus rapide que celui
de Debled-Rennesson et al.

Finalement, le calcul de la plus longue extension commune a deux mots en temps constant
— obtenu par Gusfield a I'aide des arbres suffixes — et le théoréme de Fine et Wilf permettent
d’élaborer de nouveaux algorithines qui, grice 4 la caractérisution de Beauquier-Nivat, testent
st un pelvomino pave le plan par translation. En particulier, on obtient un algorithme optimal
en O(n) pour détecter les pseudo-carés. Dans le cas des pseudo-hexagones ayant des facteurs
carrés pas trop longs on obtient également un algorithme linéaire optimal, tandis que pour les
pseudo-hexagones quelconques nous avons obtenu un algorithme en O (-n,(log n)"") que nous
croyons ne pas étre optimal.

Mots clés : combinatoire des mots, géométrie discrete, droites digitales, pavages du
plan, algorithmique.



INTRODUCTION

Le traitement numérique conséeutif & I’avénement des ordinateurs a connu un essor remarquable
en synthése et en analyse dimages. Toutes les technologies d’affichage modernes sont basées
sur la représentation d’images réelles sur des grilles de pixels. Les images qu’on représente
figurent dans un plan ol les principes de la géométrie euclidienne s’ appliquent. Le passage du
monde continu ou euclidien, au monde discret ne s'effectue pas sans difficuliés. En effet, de
nombreuses notions bien définies dans le monde euclidien ne peuvent s’appliquer directement
aux espaces discrets. Par exemple, la notion bien connue de ligne droite doit éue repensée
lorsqu’on passe au discret : au lieu d’étre représentée par deux points distincts, elle se trouve
représentée par un chemin sur le réseau carré constitué des pixels. Ce chemin est un mot infini
sur un alphabet de deux lettres connu sous le nom de mot de Sturm et certains segiments finis de

ce chemin sont des mots dits de Christoffel.

L’analyse etla synthése d’images sont deux domaines qui se sont récemment imposés dans pra-
tiquement tous les secteurs scientifiques et techniques. Les problémes soulevés par le développe-

ment de leurs applications relévent de la géométrie discrete.

Comme le mentionnent Klette et Rozenteld dans la deuxiéme phrase de I’introduction de leur

synthése sur les droites digitales (Klette et Rosenfeld. 2004) :

“Related work even earlier on the theory of words. specifically, on mechanical or

Sturmian words, remained unnoticed in the pattern recognition community.”

fuire le pont entre tes méthodes issues de la combinatoire des mots et celles provenant de ['ana-
lyse et le traitement d'images correspond a un besoin. Jusqu'a présent, en géométrie discréte
les objets sont caractérisés a l'aide de propriéiés arithmétiques, de sorte que les outils employés
pour détecter ces propriétés reposent sur 'arithmétique. Une approche combinatoire offie un

point de vue diftérent et propose de nouveaux outils algorithmiques pour étudier ces objets.



Le but de cette thése est de renforcer les liens entre la g€ométrie discréte et la combinatoire des
mots. Plus précisément, montrer comment fa combinatoire des mots fournit des outils efficaces

et d'implémentation simple afin d étudier différents probleémes issus de la géométrie discréte.

e premier chapitre est consacré a la définition des objets combinatoires et géométriques qui
seront étudiés et employés par la suite. Ces objets et concepts sont en général bien connus et
aucun nouveau résultat n’y est présenté. Les définitions et notations relatives 2 la combina-
toire des mots sont en majeure partie tirées des livres de M. Lothaire (Lothaire, 1997: Lo-
thaire, 2002; Lothaire, 2005) qui sont considérés comme la référence en ce domniné. Apres
avoir introduit quelques résultats classiques sur les mots, on présente le codage de Freeman
(Freeman, 1961: Freeman, 1970) qui permet de coder par un mot sur I'alphabet {0,1,0,1}
tout chemin constitué de déplacements unitaires dans le plan discret Z2. Ce codage est ensuite
employé afin de coder les polyominos qui sont le principal objet d’étude de cette thése. Une
fois un polyomino représenté par un mot, on €tudie les propriétés géométriques du polyomino

par I’intermédiaire de la structure combinatoire de ce mot.

Au chapitre 2, on s’intéresse au probléme suivant :
“Etant donné un mot w sur lalphabet {0,1. 0,1}, est ce que le chemin codé par w
passe dewx fois par le méme point.”
Ce probleme, trés simple & premiére vue, présente de nombreuses solutions algorithmiques dont
la complexité temporelle est dans O(n log n). L'utilisatoin d'un radix-tree quaternaire auquel on
ajoute des liens de voisinages permet d'éviter ce facteur logarithmique proposant ainsi une so-
lution optimale. L algorithme présenté est tiré de article (Brlek. Koskas et Provengal, 2008).
On conclut en montrant de quelle maniére cet algorithme permet directement de tester si un
mot code le bord d’un polyomino. Ceci s'avére de premigre importance car les deux cha-
pitres qui suivent portent sur I'analyse de ces mors de contour afin d’en tirer des informations
géométriques en temps linéaire. It est donc nécessaire d’€tre d’abord en mesuwre de déterminer
st ce mot code le bord d’un polyomino ou non, sans affecter la complexité temporelle du traite-

ment.

Le chapitre 3 est consacré a [’étude de la convexité discréte des polyominos. Les résultats

présentés sont issus des articles (Brlek, Lachaud et Provencal, 2008) (Brlek et al.. 2008).



On y propose d’abord une condition nécessaire et suffisante pour tester la convexité discréte.
En effet, un polyomino est digitalement convexe si et seulement si la factorisation en mots de
Lyndon décroissants de son mot de contour est uniquement composée de mots de Christoffel.
Cette condition permet d élaborer un test de convexité optimal dont I'implémentation est d’une
simplicité surprenante. On s’attarde ensuite au probléme du calcul de I'enveloppe convexe et,

encore une fois, on y propose une solution optimale.

Le gquatriéme et dernier chapitre de cette thése étudie les polyominos dit exacts. ¢’est-d-dire
ceux avec lequels il est possible de paver le plan par translation. On ¢ intéresse d’abord &
la détection de ces polyominos particuliers. Wijshoff et van Leeuven (Wijshoff et van Leeu-
ven. 1984) ont montré qu'il suffit de considérer les pavages réguliers démontrant par le tait
méme que, contrairement au probleme plus général de pavage du plan par un ensemble de po-
lyominos qui est indécidable (Berger, 1966), déterminer si un polyomino seul pave le plan est
décidable en temps polyndmial. Un critére sur les mots établi par Beauquier et Nivat (Beauquier
et Nivat. 1991) sépare les polyominos exacts en deux catégories. soit les pseudo-carrés et les
pseudo-hexagones. On propose trois algorithmes, basés sur ce critére qui permettent d’abaisser

la boime quadratique établie par Gambini et Vuillon (Gambini et Vuillon, 2003) :
I. un algorithme optimal pour détecter les pseudo-cairés. (Briek et Provengal, 2006c¢),

2. un algorithme optimal pour détecter les pseudo-hexagones dont les bords ne possédent
pas de répétitions trop longues. (Brlek et Provengal, 2006a; Briek et Provencal. 2006b),

3. un algorithme dans O (n(log n)*) pour détecter tout pseudo-hexagone.
Ensuite. on étudie la structure particuliere des polyominos de type pseudo-caré qui pavent le
plan de deux manieres différentes. On termine en proposant deux généralisations provenant de
I’article (Brlek, Fédou et Provengal, 2008). Premierement, on considere des chemins termés qui
ne codent pas nécessairement des polyominos, mais des régions plus générales. Deuxiemement,

on s’intéresse au passage de la grille carrée a la grille hexagonale.

On conclut en proposant diverses voies d exploration futures qui suivent naturellement de ces

travaux.

Il est important de préciser que les résultats présentés dans cette thése sont en majorité le fruit de



collaborations internationales. Tout d abord, |"algorithme présenté au chapitre 2 est le résultat
d’une collaboration avec Michel Koskas de ’AgroParisTech a Paris. D autre part, des travaux
réalisés conjointement avec Jacques-Olivier Lachaud de I"Université de Savoie & Chambéry
ont quant a eux mené & ’élaboration du test de convexité présenté au chapitre 3. Finalement,
les généralisations proposées a la fin du chapitre 4, ¢’est-a-dire la notion de /nor de contour
généralisé et le passage a la grille hexagonale, découlent d’une ¢ollaboration avec Jean-Marc

Fédou de I'Université de Nice Sophia-Antipolis a Nice.

En terminant, j'aimerais souligner que tous les algorithmes présentés dans cette thése ont été
imptémentés. Ces programmes, écrits principalement en Maple ou en C++, seront tous recodés

et intégrés au projet Sage-Words développé au LaCIM.



Chapitre [

DEFINITIONS ET NOTATIONS

La combinatoire des mots est considérée comme une discipline récente en mathématiques. Ses
premiers travaux sont attribués a Bernouilli. au XVIlle siécle. Ensuite, on remarque les travaux
de Christoffel et Markov aux XIXe et Morse au XXe. A cette époque, on ne considére pas la
combinatoire des mots comme une discipline en soit. Ces grands mathémaciens en utilisent
simplement les idées de base afin de mener a bien leurs travaux respectifs dans divers domaines
des mathématiques : principalement en algeébre mais également en traitement algébrique des

courbes continues et en théorie des nombres.

On s’en doute. c’est 'avénement de ordinateur qui, dans la deuxieme moitié du XXe siécle.
créa un véritable intérét envers cette discipline. En informatique, toute information est repré-
sentée sous la forme de chaines de caracteres. Le traitement de celles-ci souléve des questions

qui relévent de la combinatoire des mots.

Le développement des or(dinateurs a provoqué une véritable explosion dans I'élude des mathé-
matiques discretes créant ce qu’on appelle aujourd’hui I'informatique théorique. Les pionniers
de cette discipline, Schitzenberger, Chomsky, Kleene, Eilenberg et Ginzburg pour ne nommer
que ceux-1a, ont jeté les bases de la théorie des langages formels de laquelle sont issus les

compilateurs, interpréteur et autres logiciels d’usage courant.

La combinatoire des mots a aujourd’hui atleint un niveau de développement important dont
on trouve une présentation exhaustive dans la série de livres par M. Lothaire (Lothaire, 1997:

Lothaire, 2002; Lothaire. 2005).



1.1 Alphabet, mot et facteur

Etant donné un ensemble de symboles ¥ appelé alphubet. on définit le mot w comme étant
un nz-uplet (wy, wa. ..., wy). Atin dalléger I"écriture. on omet les parenthéses et les virgules
de maniére a écrire simplement w = wjwy - - wy,; on appelle wy la k-ieme lettre de w. On

utilisera a I’occasion la notion w(k] pour désigner cette lettre,

Définition 1. Soit w € ", on appelle n la longueur de w. notée |w| = n.

Par exemple. soit ¥ = {a, b} le mot de longueur six w = abbaba correspond au 6-tuple
(a,b,b,a,b,a) € £°.

Définition 2. Ltant donné v € " et v € ™, la concarénarion de v et v, notée uv, est le

{n 4+ m)-uplet

we = (up,un, ..., Ups T, 00, - - s V) € T

La concaténation est souvent appelée le produit de deux mots. Conséquemnment, pour tout entier
k > 0, la notation w” désigne la concaténation de & copies du mot w. On note  le mot de

longueur zéro appellé mor vide. Naturellement, on a (ue pour tout mot w,

Ew=we=w e w =¢.

L ensembie des mots finis possede donc une structure de monoide dont £ est I"élément neutre.

Notation 1. L'ensemble des mots finis sur & est noté

o = U .

n>0
On appelle £* le monoide libre. L'ensemble des mots finis non-vides est quant & lui noté
St =5\ {g}.
Le mot obtenu en inversant 1’ordre des lettres d’un mot w = wjws - - - w,, est appellé son miroir

et est défini par @ = wywp— - - - wi. Un invariant sous Iaction de 1’opérateur ~ est appelé un

palindrome.



Définition 3. L'ensemble des palindromes sur U'alphabet & est noté :
Pa(Z) = {w el u=uw}.

Remarque 1. Un mot w € X7 est un palindrome si et seulement si pouri € {1,2,....n}ona

Wi = Wp—i+1-

Par exemple, les mots w) = <, wy = a, et wy = abbabba sont tous éléments de Pal({a, b}*).

Définition 4. Soit w un mot fini sur ['alphabet ¥ et &, y, = € " trois mots tels que w = wyz,
on dit alors que z est un préfie de w, y est un facteur de w, et z est un suffive de w. De plus,

un préfixe, un facteur ou un suffixe de w est dit propre s’1l n’est pas égal 4 w.

On note Pref(w) Uensemble des préfixes de mol w, Fact(w) 'ensemble des facteurs de w et

Suff(w) I'ensemble des suffixes de w. Par définition, pour tout w € £* on a
{z,w} C Prof(w) N Fact{w) N Suff(w).
Par exemple. considérons encore une fois le mot w = abbabe,

Pref(w) = {<, a, ab, abb, abba, abbab, abbaba},
Fact(w) = {g,a, b, ab, bb, ba, abb, bba, bab, aba, abba, bbab. baba, abbab, bbaba, abbaba}

Suff(w) = {¢, a, ba, aba. baba, bbaba. abbaba}.

Etant donné un mot w € £* et deux entiers ket [, 1 < & < { < |wl, on note w[k..l] le facteur
WpWh4y -~ wy de w.

Bien qu'il existe de nombreux ordres sur les mots, dans le cadre de cet ouvrage le seul ordre
considéré sera I'ordre lexicographiqgue. Souvent appelé ordre du dictionnaire. I’ ordre lexicogra-

phique étend un ordre total sur I"alphabet 3 & I’ensemble des mots finis £*.
Définition 5. Soient u,v € L* et < un ordre total sur les lettres de £. Le mot u est lexicogra-

phiquement plus petit que v. noté également 1 < v, si une des deux conditions suivantes est

respectée

1. west un préfixe propre de v.



2. Illexiste un mot & € X* ainsi que deux lettres ¢.b € L. a < btels que xa € Prel(u).

b € Pref(v).

Le fait que les deux ordres soient notés de la méme maniére n’entraine pas de confusion car
I'ordre lexicographique correspond a 1ordre de base sur & lorsqu’on considére des mots de

longueur 1. Afin d’alléger la présentation, on introduit les notations suivantes :

Notation 2. Etant donné un mot non-vide w € ¥, on note f(w) = w; la premiére lettre de w

et{{w) = wy, sa derniere lettre.
Notation 3. Etant donné .,y € T on note .5, = {w € SF|f(w) = wetl(w) =y}, len-

semble des mots sur & qui commencent par }a lettre .« et terminent par la lettre y.

Notons que ;X est un langage rationnel car

{r} -2 {u} sia £y
{z}U({z} &% {a}) siz=vw.

Une autre notion fondamentale en combinatoire des mots est la conjugaison,
Définition 6. Deux mots finis « et v sur I"alphabet X sont dit conjugués s'il existe z,y € L~

tels que v = ry et v = yr. On note la conjugaison u = v.

On appelle |a clusse de conjugaison de u I'ensemble de tous les mots v tels que u = v. Notons
que la conjugaison est une relation d’équivalence sur les mots qui correspond a les voir comme
des mots circulaires. Par exemple, la classe de conjugaison du mot w = abbaba est

a

{abbaba, bbabaa. babaab, abaabb, baabba, aabbab}.

Il devient alors évident que la classe de conjugaison d'un mot w € X7 est toujours entierement

incluse dans I’ensemble Fact (w?).



1.2 Périodicité et théoreme de Fine et Wilf

Quand on s’intéresse a la structure d’un mot, la périodicité joue un rdle fondamental. Habituel-
lement. lorsquun mot possede une période petite relativement & sa taille, la périodicité est la

premiére propriété structurelle quon remarque.

Définition 7. Un entier p > 1 est une période d'un motw € L' sipourtout i € {1,2,...,n—

P}onaw; = witp.

On note Per(ie) Pensemble des périodes de w. Parmi loutes les périodes d’un mot, la plus
significative est bien entendu la plus petite. On dira d un entier p qu’il est la période primitive

du mot w si p = min(Per(w)).

Notons qu’un mot w € X™ admet une période p < n si et seulement si il posséde un préfixe de
longueur n — p qui est également un suffixe. C'est-a-dire qu’il existe v € " Petv,v’ € &P

tels que w = uv = v'u.

Le résultat le plus important concernant la périodicité des mots est sans aucun doute le théoréme
de Fine et Wilf (Fine et Wilf, 1965). Il décrit de maniére précise la structure des mots possédant

plusieurs périodes.

Théoréme 1. Si un mot w admet denx périodes p et q et que |w| > p + ¢ — pged(p, q) alors

peed(p, §) est aussi une période de w.

Voir (Lothaire, 1997) Proposition 1.3.5 pour une preuve de ce résultat et (Giancarlo et Mi-
enosi, 1994) pour une généralisation bi-dimensionnelle. A titre d’exemple. soit w le mot de

longueur 13 suivant

w = 0100100100100,
ce mot admet entre autre les périodes 6 et 9. Comme |w| > 6+9—peed(6,9) = 12, Ic théorente
de Fine et Wilf assure que w admet avssi la période 3 = pged(6.9).

Il est également important de noter que ce théroréme propose une borne exacte. C’est-a-dire
qu’il existe une classe infinie de mots w admettant deux périodes p et ¢ avec pged(p,¢) = 1

tels que Jw| = p + ¢ — 2 mais n’admettant pas la période | (voir Section 1.4, Théoréme 3).



1.3 Mots de Lyndon

Introduits par Lyndon (Lyndon, 1954; Lyndon, 1955), les mots de Lyndon jouent un role
fondamental en combinatoire des mots. Relativement & 'ordre lexicographique, ils constituent
les représentants canoniques des classes de conjugaison des mots primitifs. Etant donné un mot

w sur un alphabet ordonné X, on définit les mots de Lyndon de la maniére suivante :

Définition 8. Un mot w € X" est de Lyndon si pour tous u, v € X+, w = uv implique que

w < vU.

Il s’agit donc des mots qui sont strictement plus petits (relativement & I'ordre lexicographique)
que tous les autres mots de leur classe e conjugaison. On remarque qu’un mot de Lyndon est
forcément primitif puisque sinon il y aurait égalité avec au moins un conjugué. Initialement, les
mots de Lyndon furent étudiés pour leur role déterminant dans le calcul de bases d'algébres de
Lie libres. C'est dans ce contexte que Chen, Fox et Lyndon ont énoncé le résultat suivant (Chen,

Fox et Lyndon, 1958) :
Théoréme 2 (Lyndon). Tout mot w sur un alphabet ordonné T admet une unique décomposition :

N 7] n-_z_u e
“’ll 1’2 ZL:

wecn|,ny, .. ..ny > Letowlesl; forment une suite des mots de Lvndon strictement décroissants

Lh>l>- >

Voir (Lothaire. 1997) pour une preuve €légante. Notons que cette décomposition est unique
mais dépend de la relation d’ordre sur les lettres de I"alphabet. Par exemple, le mot w =

aabbaacbbbaa se décompose en :
- w = (aadb) - (aaabbb) - («)? sia < b.
- w = (a)? - (bbaaa) - (bbbaa) sib < a.

Un algorithme linéaire, et donc optimal, pour calculer cette factorisation est du a Fredricksen
et Maiorana (Fredricksen et Maiorana, 1978) qui ’ont élaboré dans un tout autre contexte.

Cet algorithme porte aujourd’hui le nom d’algorithme de Duval car ce dernier fut le premier



a montrer que cette factorisation se calcule en temps linéaire (Duval, 1980; Duval, 1983).
La version présentée ici provient de (Lothaire. 2005) et procéde de la maniére suivante : on
commence par calculer le premier terme /] de la factorisation en mots de Lyndon décroissants
de fagon & obtenir la factorisation w = [['w’ puis on procéde récursivement sur le mot w’
jusqu'a ce qu’il soit entierement factorisé.

Algorithme 1 (PremierFacteurDeLyndon).

Entrée : w € A™;

Sortie : ({1,n);

1:71;, 7«2

2: Tant que j < n et w[i] < w{j] faire
3. Siwf] < w[j] alors

1. i1

5: sinon

6: Pe—1+41,

7: finsi

8: Je=j+1
9: fin Tant que
10 : retourne (w[l..j — 1], [(j —1)/(J — 1)]):

1.4 Mots de Christoffel

Les mots de Christoffel constituent un excellent exemple d’objets mathématiques qui dressent
des ponts entre différents domaines d’études. Introduits par Christoftel en 1875, ils lient étroi-
tement la combinatoire des mots a arithmétique des développements en fractions continues,
mais surtout, cc qui est I'intérét du présent ouvrage, a la géométrie discrete. Voir (Berstel
et al., 2008) pour une présentation compléte de la théorie des mots de Christoffel. Il existe
plusieurs définitions équivalentes des mots de Christoffel. La premiere provient de ['article ori-
ginal de Christoffel (Christoftel, 1875).

Définition 9. Etant donné k.n € N, & < n, deux nombres relativement premiers, le mor de
Christoffel primitif C,, 1 = wiwaws ... wy est défini par:

0 st rop <y,

u,‘l' =
1 st r_y>r.



ol 7y est le reste de la division de (ik) par n.

Par exemple, si on prend n = 17 et & = 5, on obtient les valeurs suivantes :

o vy T2 3y s T I'z s To Tio Tl M2 gy g T

6 5 10 1 3 8 13 1 6 11 18 4 9 14 2

5 T T

120

wyp oy Wy oWy Ws We WT ooy Wy Wy Wy Uty Wy Wig W)y Wy W7

6 0 0 1 O 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ainsi, le mot de Christoffel primitif associé dn = 17etk = TestC 7.5 = 00010010001001001.

En général on dira qu’un mot est de Christoffel s7il $ agit d’une puissance d’un mot de Christof-
fel primitif. Dans les années 1990, Borel et Laubie ont relancé I"étude des mots de Christoffel en
mettant en valeur leur interprétation géométrique ainsi que leurs liens avec les mots de Lyndon
(Borel et Laubie, 1993). Plusieurs auteurs consideérent deux types de mots de Christottel : les
positifs et les négatifs. La Définition 9 ne définit en fait que les mots de Christoffel positifs et ils
seront les seuls considérés dans cet ouvrage, I'ensemble des mots de Christoffel négatifs étant

obtenus en prenant le miroir des positifs.
1.4.1 Interprétation graphique de mots de Christoffel

A chaque mot de Christoftel (C,Lyk)m' est associé un chemin dans le réseau carré. Pour ce faire,
on relie par le segment s les points (0,0} et (m(n — &), mk) et on considere I'ensemble des
chemins composés uniquement de pas unitatres vers la droite et de pas vers le haut qui partent
de (0,0) et se terminent & (m{n — k). mk) en restant toujours en dessous du segment s. Parmi
ces chemins, celui qui reste le plus prés de la droite d est le chemin correspondant au mot de
Christoffel (Cp %)™ A partir d'un tel chemin on retrouve le mot de Christotfel en associant &

chaque pas horizontal la lettre O et 2 chaque pas vertical la lettre 1, tel que U'illustre la Figure 1.1.

Cette représentation graphique introduit la notion de pente d’un mot sur un alphabet 3 deux

lettres. On peut ainsi redéfinir les mots de Christoffel en fonction des pentes de leurs préfixes.



Figure 1.1 Chemin associé au mot de Christoffel Cy7,5 = 00010010001001001001.

Les notations qui suivent proviennent de (Berstel et de Luca, 1997). Soit p la fonction :
p:{0.1}" — QU {oc}
lstw=z¢,
[wly/|wlp siw # ¢
Ou supposerz ici que 1/0 = oo et on dira de que p(w) est la penre du mot w. Ainsi la pente du

mot de Christoffel primitif C,,  est p(C, ) = k/(n — k).

Pour toute paire w € ET etk € {1,2,... ,Jw!} on définit 'ensemble

Sp(w) = {v € TFp(v) < p(w)},
et la mesure

pi(w) = max{p(v)lv € §p(w)}.

Formalisant leur interprétation géométnque, cette deuxieme définition des mots de Christoffel

provient de (Borel et Laubie, 1993).

Définition 10. Un mot w est de Christoftel si et seulement si pour tout & € {1,2,.... lwl} ona
plwiws - wp) = p(w).

Les mots de Christoffel posseédent de nombreuses propriétés remarquables. En particuler, les
quatre suivantes s’avéreront particulierement utiles. Les trois premiéres proviennent de Borel et

Laubie (Borel et Laubie, 1993) et la derniére provient de (Berstel et de Luca, 1997).



Propriété 1. Soient ¢). ¢y dewx mots de Christoffel er ¢ un mot de Christoffel prinitif.
(1) cestun mor de Lyndon.
(i) ¢ < ¢ si et seulement si p(ey) < p(c2).

(i) S'il existe deux entiers k,l > 1 tels que C’f = (1.2 alors
o(er) = i)

(iv) Silc| > 2 alors

¢ = Owl pour un cerrain w € Pal(S*).

Notons qu’un mot de Christoffel primitif débute toujours par la lettre () et se termine par 1. 2
’exception du mot O qui est associé a la droite horizontale et le mot 1 qui est associé a la droite
verticale. Le mot obtenu en retirant la premiére et la derniére lettre d’un mot de Christoffel
est appelé un mor cenrral. Ces mots possédent des propriétés combinatoires surprenantes. Le
théoréme suivant, du a Berstel et de Luca (Berstel et de Luca, 1997), caractérise entierement

les mots de Christoffel en fonction des périodes de leurs mots centraux.

Théoreme 3. Un mor primitif w € L7, n > 2 est de Christoffel si et seulement si w = 0’1
poir un mot w' possédant deux périodes p et q relativement premiéres entre elles tels que
[w|=p+q¢-2

Cette caractérisation est particulierement intéressante car elle situe les mots de Christotfel pri-
mitifs comme les cas limites de "application du théoréme de Fine et Wilf.

En géométrie discréte, on définit habituellement les droites par une paire d’inégalités diophan-
tiennes (voir (Reveilles, [991)).

Définition 11. Trois entiers a., b. ¢ tels que a et b sont relativement premiers définissent la droire

d-connexe D, . de pente «/b comme étant I'ensemble :
Da.b,(‘ = {(;‘L':',‘J) S Z2|C <oax-by <c+ |a| + |b|} :
Parmi les points de la droite D, p ., ceux qui satisfont 'équation ax — by = ¢ sont appelés

points dappui supérieurs. Un mot de Christoftel de pente a/b code justement I'unique chemin

inclus dans la droite 4-connexe D, ; . qui relie deux points d’appui supérieurs.



3.2 ' -
. . ..—.—Hp. . . . . . .
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Figure 1.2 La droite 4-connexe D375 = {(z,y) € Z°| — 5 < 32 — Ty < 5} et le chemin

associé au mot de Christoffel de pente 3/7 reliant deux points d’appui supérieurs.

1.4.2 Un algorithme optimal pour détecter les mots de Christoffel

Tester si un mot primitif est de Christoffel se fait en un temps qui est linéaire en fonction de
la longueur de ce mot. La Définition 9 décrit exactement le travail a effectuer. La Propriété
1, (iv) permet méme d'accélérer le travail puisqu’elle assure que le mot central de tout mot
de Christoffel primitif est un palindrome. Donc, un mot de Christoffel primitif ¢ de longueur

n > 2. est toujours tel que pour tout i € {2.3....,[n/2]} ona¢; = ¢,_jy1.

Algorithme 2 (estChristoffelPrimitif).
Entrée : w € &%

Loh—fwli—1ir—4&

2. rejete :=non{w, = Oetw, = 1)

3 : Tant que non(rejete) et ¢ < [n/2] do
d: de=i+1:r —r+k modn

5: Sir < alors

6: rejete — non{w; = wy_iy1 = 0)
7. else

3 rejete — non(w; = Wny—jyr1 = 1)
9: finsi

10: 77
11 : fin tant que

12 : retourne non(rejete)



16

Notons qu’il est possible de modifier légerement cet algorithme afin d'en obtenir un qui génére
un mot de Christoftel primitif & partir des entiers n et &. Pour ce faire, il suffit de se débarrasser

de la variable rejete et de remplacer les tests des lignes 2, 6 et 8 par des affectations.

1.5 Mots et géométrie discrete
1.5.1 Chemins et codage de Freeman

['interprétation géométrique des mots de Christofte]l présentée a la Section 1.4.1 propose un
lien entre les mots et les chemins dans le plan. Le codage de Freeman (Freeman. 1961; Free-
man, 1970) permet de représenter tout chemin composé de pas élémentaires dans le plan discret
Z? comme un mot sur un alphabet A quatre lettres. Ce lien entre la géométrie discréte et la com-

binatoire des mots est a I'origine de tous les résultats présentés dans cet ouvrage.

Définition 12. Soit p = (p,,p,) € Z? un point du plan discret. Le 4-voisinage de p est Uen-
semble

{(z,y) e 2°

‘P:u_f5'+|]7y"y| = 1}-

Une suite de points voising deux a deux forme un chemin.

Définition 13. Un d4-chemin est un sous-ensemble ordonné de points du plan discret C =
[(zy ), (zo ). o {zn. yn)] tel que le point (x;.y. yi+y) fait partie du 4-voisinage du point

(2i.35) pour i = 1.2, (n = 1),

Soit C' un 4-chemin débutant au point p € Z2, on construit le mot we- sur "alphabet {0, 1,0,1}
lettre par lettre en parcourant le 4-chemin C et en notant dans quelle direction est eftectué

chacun des déplacements unitaires,
e Un pas vers la droite {—) esi noié 0,

e Un pas vers la gauche () est noté 0.

Un pas vers le haut (1) est noté 1.

Un pas vers le bas (|) est noté T.



Ainsi, tout mot w sur I"alphabet {0, 1,0, 1} correspond a un 4-chemin de sorte que la position
relative du point final de ce chemin par rapport au point initial correspond a la somme des pas

unttaires de ce chemin.

Notation 4. Soitw € {0,1.0,1}*, on nole w le vecteur :
T
1< <

ol 0 =(1.0). T =(0.1), 0 = (~1.0). I

il

= (0. ~1).
On dit d'un mot w qu’il code un chemin fermé si W = 0.

i.5.2 Poiyominos

Les polyominos, introduits par Gardner dans ses célebres Marhematical Games (Gardner, 1958),
peuvent étre considérés comme les €léments de base de la géométrie discrete. Ils sont, d’une cer-
taine maniére, I'équivalent discrel des ensembles simplement connexes d aire finie en géométrie
euclidienne. C'est Golomb (Golomb. 1996) qui utilisa en premier le mot polvomine pour
désigner ces objets. La notion de chemin dans le plan discret permet d abord d étendre la notion

familiére de connexité en géométrie euclidienne au plan discret.

Définition 14. Un sous-ensemble S € 72 est 4-connexe si pour toute paire de points p.q € S,

il existe un 4-chemin C = [p(,pa, ..., p,) entierement inclus dans S tel que p = p; et g = p,,.



On peut maintenant définir un polyomino :

Définition 15. Un polyoimino P est un sous-ensemble fini, 4-connexe du plan discret Z* qui ne

possede pas de trous.

e v v e v elelele]l s o o
c | eqeqe 9 o] - 0 o | e - .
e ]eole|e 0 s o] |0 e|eie] -
v v]ele|éle|e]| |olele]l. .

Figure 1.4 Un polyomino avec en gras son bord et en pointillé un chemin 4-connexe reliant son

point le plus a gauche a son point le plus & droite.

On dit qu"un sous-ensemble fini de Z? contient un trou si son complément n’est pas 4-connexe.
1l est agréable de visualiser les ensembles de points discrets comme des pixels, ¢’est-a-dire
des carrés unitaires centrés sur un point a coordonnée entiére. Pour cette raison, on représente
un polyomino par un ensemble de carrés avec un point en leur centre (voir Figure 1.4). On
représente souvent un polyomino en ne tragant que le hord, c’est-a-dire seulement les cHtés
extérieurs des carrés unitaires formant le contour du polyomino. Il est important de garder en

téte que seuls les points centraux, élément de Z2, font réellement partie du polyomino.

Une version moins restrictive de la notion de connexité discréte est la &-connexité. Dans ce

cas-ci, on définit le 8-voisinage d'un point de la mani¢re suivante :

Définition 16. Soit p = (p,.py) € Z* un point du plan discret. Le 3-voisinage de p est I'en-
semble

{(r,y) € ZQ|ma-:E {lpr =2l lpy —yl} =1}

Il en découle alors les définitions d’un 8-chemin et de la 8-connexité de la méme maniére que

dans le cas précédent. Notons que tout ensemble 4-connexe est également 8-connexe.



19

Figure 1.5 Illustration de la 4-connexité (a gauche) et de la 8-connexité (a droite).

1.5.3 Mots de contour

En plus de représenter les 4-chemins par des mots, le codage de Freeman permet également de
coder les polyominos par des mots sur I'alphabet {0, 1,0,1}. Ceci ouvre la porte a 1"étude des
propriétés géoméiriques des polyominos en observant la structure combinatoire des mots qui

les codent.

Définition 17. Soit P un polyomino et p € Z* — (1/2,1/2) un point sur le bord de P. Le mot
w code le conronr du polyomino P a partir du point p si, lorsqu’on translate le polyomino P par
le vecteur v = (1/2,1/2), le chemin codé par w & partir du point p + ¥ effectue un parcours

du bord de P en sens horaire.

O
il e |1

s o | @ | s . .O 0
1o | o | @[]

...L—I. . —_—
e 0 0 0

Figure 1.6 Un polyomino dont le mot de contour & partir du point pestw = 1010T0T000.

On dira d’un mot w qu’il s’agit d'un mor de contour s'il code le contour d’un polyomino.
Comme cette fagon d’encoder les polyominos dépend du point de départ choisi, plusieurs mots

de contour codent le méme polyomino.

Notation 5. Soit P un polyomino, on note b(P) I'ensemble des mots de contour de P.

Evidemment, si deux mots de contour u et v codent le méme polyomino, on a alors que u = v.

Ainsi, ['ensemble 6(P) correspond a la classe de conjugaison d’un des mots de contour de P.



Etant donné un polyomino P, on peut s'intéresser au mot codant une partie de son bord.
Notation 6. Soit P un polyomino et «,b € Z? — (1/2,1/2) deux points distincts situés sur le

bord de P. On note P[a..b] le mot codant la partie du bord de P allant de a 2 b en sens horaire.

Bien entendu, pour toute paire de points a, b sur le bord d'un polyomino P, Pla..b] - P[b..a] €

h(P), comme 'illustre la figure ci-dessous.

Un polyomino P dont le bord est codé par

Bl Tl Il B w = 10101101010TT0T0TI0L0I0L € b(P),
Pla..b] = 1010110101,

a JE—

Plb..a] = 01101011010101.

Un bel exemple de propriété géométrique se traduisant par une propriété combinatoire sur les
mots de contour est maintenant présentée. Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003) ont érudié
le nombre de coins saillants et rentrants d’un polyomino et ont établi que le nombre de coins
saillants est toujours égul au nombre de coins rentrants plus quatre. Briek, Labelle et Lacasse
ont montré (Brlek. Labelie et Lacasse, 2005; Brlek, Labelle et Lacasse, 2006) que ce résultat

peut étre obtenu combinatoirement comme suit. Soient

G ={01,10,01,10},

D ={01,10,01, 10},

respectivement I’ensemble des virages & gauche et des virages a droite. Par abus de notation,
on notera |w|g (respectivement |w|p) le nombre de virages 4 gauche (resp. a droite) effectués
lors du parcours du chemin codé par w. Pour des raisons pratiques, on définit A la fonction qui

compte la différence entre le nombre de virages a gauche et le nombre de virages a droite par

Alw) = lwlg = wlp.

La fonction A est additive au sens ou

Aluv) = Au) + A(l(w) - flv)) + Alv).



Lorsque le mot w code un chemin fermé, il y a possiblement un virage supplémentaire a la fin
du chemin. C'est pourquoi on définit la spécialisation suivante de la fonction A aux chemins
fermés

Ac(w) = Alw - fw)).
On remarque que Ja fonction A¢ est invariante par conjugaison du mot.
Propriété 2 (Brlek, Labelle et Lacasse). Soir w € E* un mot codant un chemin feriné qui ne se

croise pas sur la grille carrée, alors Ac(w) = 4 pour un parcours effectué en seny anti-horaire

et Ac(w) = —4 pour un parcours en sens horaire.

Notons que cette propriété s’applique a une classe de mots plus générale que ceux qui codent le

bord des polyominos.

On peut maintenant donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un mot soit un mot

de contour.
Propriété 3. Unmot w € {0.1,0,1}* est un mot de contowr si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées :

1) Ac(w) = —4;

=
(it) Pour tout u € Fact(w). ona @ = 0 <= w € {e,w}.

Preuve. Soit w un mot de contour. La Proposition 2 assure que la condition (i) est respectée.
Puisque w code le bord d’un polyomino, il ne passe jamais deux fois au méme point et donc il

ne contient aucun facteur propre v # < tel que @ = 0 d’ou la condition (ii).

Inversement, la condition (ii) assure que le chemin est fermé et ne se croise pas, tandis que la

condition (i) assure que le parcours est fait en sens horaire. |

En particulier, un facteur de la forme az ot a € {0, 1.0, 1} ne peut jamais faire partie d"un mot

de contour.



1.5.4 Opérations sur les mots de contour

Le codage de Freeman relie directement la structure d’un mot aux propriétés géométriques de

la figure qu’il code. Tl est donc naturel de se poser la question suivante :
“Soir P un polyomino et w € b(P), étant donné une fonction
é.{0,1,0,1}* — {0.1,0,1}",
que peut-on dire du chemin codé par ¢(w) !

Considérons tout (’abord le morphisme ¢ défini par

o:{0,1,0,1} — {0,1,0,1}*
(D) =1 a(0)
o(1) =0 a(1)

I
—1

0

Proposition 1. Soit P un polyomino et w € b(P). le mor o(w) € b(Q) ot Q est I'image de P

par une rotation de 7 /2.

Ce morphisme ainsi que cette interprétation géométrique sont présentés dans (Brlek. Labelle

et Lacasse, 2005: Brlek, Labelle et Lacasse, 2006). Considérons maintenant |'opérateur ~ qui

remplace chaque lettre par son barré et vice-versa. Cet opérateur correspond a une rotation de

7 puisque pour toute lettre @ € {0,1,0,1}, I'image de a obtenue en appliquant deux fois le
. 2 \ —

morphistie o est 07 (a) = a.

Par exemple, considérons le mot de contour suivant ainsi que son image par applications suc-

cessives du morphise o :

Les polyominos codés par w, o(w), o*(w) et o*(w) sont représentés a la Figure 1.7.

On s’intéresse maintenant i 1'interprétation géométrique de 'opérateur ~ qui 4 un mot lui asso-

cie son miroir.
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et son image par I’application du morphisme o.

Proposition 2. Soir P un polvomino et Q son image par une rotution de w. Si w € b(P), alors

le chemin codé par w code le bord de Q mais parcouru en sens anti-horaire.

~
w

On introduit finalement pour usage ultérieur 'opérateur = = ~o 7. Cet anti-morphisme joue un
r6le fondamental dans la détection des polyominos exacts, probléme étudié en détail au Chapitre

4,

Proposition 3. Soit P un polyomino et w € b(P), le chemin codé par © code le bord de P

mais parcourit en sens anti-horaire.

En reprenant le méme exemple, le mot w = 000010010101 code le chemin suivant :



-~
w

|

Figure 1.9 Chemin codé par & = 000010061010°

1.6 Arbres suffixes

En informatique, il est classique de représenter un langage fini par un arbre dont les arétes sont
étiquetées par des mots. Dans cet arbre, la concaténation des étiquettes des arétes formant un
chemin de la racine & une feuille donne un des mots du langage. L'arbre des suffixes d’un mot
w est un cas particulier ot 'ensemble de mots considéré est formé des sulfixes du mot w. La
présente section a pour but d’exposer la structuve des arbres suffixes. voir (Gusfield, 1997) pour
unc explication détaillée de leur construction ainsi que leurs principales applications. Larbre
des suffixes d’un mot en expose toute sa structure interne et constitue un outil algorithmique

majeur pour le traitement des chaines de caractéres, voir (Apostolico, 1985),

Définition 18. L'arbre des suffices A d'un mot w € " est un arbre possédant les caractéris-

tiques suivantes :

|

1! posséde exactement n feuilles Stiguetées de 1 a o,

Chaque noeud interne, a I'exception possible de la racine, posséde au moins deux fils.

Chaque aréte est étiquetée par un facteur non-vide de w.

11 ne peut y avoir deux arétes partant d’un méme noeud dont les étiquettes ont un méme

préfixe non-vide.

La concaténation des étiquettes des arétes reliant la racine a la feuille ¢ forme le suffixe

wli.nl.

Le premier résultat théorique important relatif aux arbres des suffixes provient de Weiner (Wei-
ner, 1973) qui appelait ces structures des arbres de positions. Dans son article de 1973, il

a montré comment les construire en un temps linéaire en fonction de la longueur du mot



Figure 1.10 L arbres des suffixes du mot 00100101%.

considéré, Quelques années plus tard, McCreight (McCreight, 1976) proposa une méthode
plus simple et plus efficace pour construire |"arbre des suffixes d’un mot, mais le tout demeure
relativement complexe n’atlirant que peu d'intérét sur les arbres suffixes. Il faudra attendre prés
de 20 ans pour qu'Ukkonen (Ukkonen, 1993) élabore un algorithine perinettant la construc-
tion en-ligne de I'arbre des suffixes. Cette derniére méthode est significativement plus simple
que les précédentes et tout aussi efficace quant 3 la complexité temporelle. Voir (Giegerich et

Kurtz, 1997) pour une comparaison détaillée de ces trois algorithmes.

Afin de satisfaire la définition de ["arbre des suffixes, on ajoute un caractére spécial, en général
$. ala fin des mots considérés. Ce caractere ne se retrouvant nulle part ailleurs dans le mot assure
que tous les suffixes terminent a une feuille de I'arbre. Considérons ['exemple de la Figure 1.10,
sans le caractere $ a la fin du mot. les suffixes 0, 01 et 010 termineraient sur des noeuds inteines

de "arbre.

1.6.1 Recherche du plus bas ancétre commun en temps constant

La recherche du plus bas ancétre commun est un probleéme motivé par I'affirmation naive sui-

vante :

“Tout facteur d'un mot est le préfive d’un suffixe.”



Considérons les suffixes s; = wi.n] ets; = w[j.n] avec i # 5 du mot w € . Soit u le plus
long préfixe commun & ; et s,. il existe alors deux lettres distinctes ¢, b € S et v.¢’ € T* tels

que s; = uav et s; = uby’.

Figure 1.11 Les chemins reliant la racine d'un arbre des suffixes aux feuilles ¢ et 7.

Commme I'illustre la Figure 1.11, le chemin allant de |a racine au plus bas ancétre commun de
deux feuilles code exactement le plus long préfixe commun a ces deux suffixes. On remarque
encore une fois que la présence d’un caractere spécial a la in du mot assure qu’aucun suffixe
n’est préfixe d'un autre suffixe. Par exemple, dans I'arbre illustré a la Figure 1.10, le plus bas
ancélre commun aux feuilles 2 et 5 code le facteur 010 ce qui est bien le plus long préfixe

commun aux suffixes w[2..n] = 0100101% et w(5..n] = 0101$.

Définition 19. Etant donné un mot w € S7-{$} et 4, j € {1,2,...,n}. laplus longue extension

de i et 7 est la longueur du plus long préfixe commun aux suffixes w(z..n| et wlj..n).

Une solution naive au calcul de la plus longue extension consiste a comparer les lettres des
deux suffixes une par une jusqu’a ce qu une différence soit constatée. Cette méthode pouvant
nécessiter un temps de traitement en O(n) est amplement satisfaisante si on veut calculer un
nombre limité d’extensions. Il existe par contre des solutions algorithmiques qui permettent,
aprés un prétraitement nécessitant un temps en O(n), de calculer de telles extensions en temps

constant.
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Développé initialement par Harel et Tarjan (Harel et Tarjan, 1984) puis simplifiée par Schieber
et Vishkin (Schieber et Vishkin, 1988), fa recherche du plus bas ancétre commun en temps
constant est un résultat algorithmique remarquable. Il s agit d’un outil puissant permettant de
traiter de nombreux problemes relatifs & la détection de répétitions dans les mots. On trouve
dans (Gusfield, 1997) une présentation détaillée de cet algorithme et nous en donnons une
application qui nous sera utile par la suite : Je calcul de la plus longue extension commune dans

deux mots.

1.6.2 Plus longue extension commune

Le probléme du calcul de [a plus longue extention se transpose naturellement au calcul d’exten-
sions commune de deux mots. En effet, étant donné deux mots wy,wy € ©7F et deux symboles
extérieurs & 'alphabet $,# ¢ X, I'utilisation de la recherche en temps constant du plus bas
ancétre commun dans Varbre des suffixes du mot w = wy#wsd caleule directement la plus

longue extension commune aux deux mots.

Définition 20. Etant donné une position i dans le mot w; et une position § dans le mot ws. la
plus longue extension commune & droire, notée PLECD(w) ., wy, 7, ). est le plus grand entier &
tel que w [i..¢ + k — 1] = wo[j..7 + k — 1]. On définit similairement la plus longue extension

commune & gauche notée PLECG (w1, wo. i, J).

Par exemple, étant donné les mots :

w, = 0001110010010101010,

wy = 1010011100110101011L

Ona PLECD({UL wy, 6, 8) =4et PLECG(wl (,(,“2;6;8) = 3.

Théoreéme 4. Aprés un prétraitement en teimps linéaire, le calcul de la plus longue extension

comumune & deux mots peut étre effectuée en tewps constant.

Ce résultat constitue le point de départ des algorithmes de détection des polyominos exacts

présentés au Chapitre 4.



Chapitre II

CHEMINS AUTO-EVITANTS

2.1 Introduction

La notion de chemin auro-évirant, ¢’est-a-dire un chemin qui ne passe pas deux fois au méme
point, vient naturellement lorsqu’on considere le codage de Freeman. Algorithmiquement. “tra-
cer” le chemin codé nécessite un espace mémoire beaucoup trop grand. En effet, une maniére
naive de résoudre ce probleme serait d’utiliser une matrice creuse initialisée avec des 0 partout
et littéralement tracer le chemin codé en écrivant des 1 dans les cases visitées tout au long du
parcours. Malheureusement, une telle approche nécessite Iinitialisation d'une matrice dont la

taille est quadratique en fonction de la longueur du mot analysé.

Une autre méthode consiste a utiliser une structure de données dans laquelle seront rangées les
coordonnées des points visités. Pour chaque point du chemin codé€ par aw, 11 suifit done de tester
si ce point est déja présent dans la structure et de ’ajouter $’il n’y est pas. L'utilisation d’une
structure arborescente auto-équilibrante, arborescence AVL par exemple. fournit un algorithme
en O(nlogn). Lutilisation d’une table de hachage assure un temps linéaire en moyenne mais
O(nlogn) au pire cas. Ceci est insatisfaisant d’autant plus que les deux prochains chapitres
présentent des algorithmes linéaires en fonction de la longueur d'un mot de contour permet-
tant de déterminer des propriétés géométriques d'un polyomino. De tels outils s’averent peu
intéressants en l'absence d’un algorithme linéaire pour déierminer si un mot quelconque sur
P’alphabet {0,1,0,1} code un chemin auto-évitant car tester si un mot code le bord d’un poly-

omino se ramene & vérifier s’il passe deux fois par le méme point.



Le présent chapitre vient alors remplir ce vide algorithmique en proposant un algorithme lingaire,
donc optimal, permettant de tester si un chemin donné par une suite de pas élémentaires passe

deux fois au méme point.

Avant de commencer, il est important de noter qu'en général lorsqu’on analyse la complexité
temporelle d'un algorithme, on suppose que les perits nombres se manipulent en temps constant.
Par perirs on entend les nombres dont la taille est dans O(log n). L algorithme présenté ici ne
nécessite pas cette hypothese et reste linéaire méme sur un modele de machine plus restrictif.
Pour y parvenir, on utilise une structure arborescente dont les noeuds représentent des points du
plan mais on ne stocke jamais leurs coordonnées. La structure de 'arbre a elle seule encode les
coordonnées de chacun des points et permet d assurer la cohérence de la structure de sorte que

si le chemin codé passe deux fois par le méme point, un noeud sera alors visité deux fots.

R O N A
(a) ®
Figure 2.1 (a) Chemin auto-évitant codé par 101110110101 101. (by Chemin qui se croise codé
par 0110001011.

2.2 Structure de données

Dans un premier temps. on supposera que le chemin considéré est tel que si son point de départ
est situé 4 I"origine (0,0), alors tous les points du chemin sont situés dans le premier quadrant.

Définissons d’abord la notion de voisins dans le premier quadrant.

Définition 21. Pour chaque o € {0,1,0,T}. le a-voisin d’un point (x.y) € M est le point
(z', ") € N* tel que (2", y') = (£ + g,y + ay). Les voising d’un point sont les éléments de

I'ensemble des a-voisins pour tous les o« € Z.

Notons que chaque point posséde exactement quatre voisins a I'exception du point (0,0) qui
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n’en posséde que deux ((0,1) et (1,0)) et les points de la forme (xz, 0) et (0, y) pour x.y > 1 qui

n’admettent que trois voisins.

L’idée de cet algorithme est de batir un graphe de type arborescent dont les nocuds représentent
des points du plan. Chacun de ces points peut avoir deux états possibles : visizé ou non-visité,
En lisant le mot w = wjw, - w, de gauche a droite, on crée un nouveau noeud pour chaque
lettre lue de manicere a ce que le noeud créé apres avoir lu la lettre w; correspond au point du
plan w[1..i]. Chacun de ces points est alors marqué comme visité et, bien siir, si & un certain
moment un point est visité deux folis, c’est que e chemin n'est pas auto-évitant et ["algorithme

sTarréte.

On définit le graphe G = (N, R, V") ot N est un ensemble de nocuds associés aux points du
plan, on appellera le noeud (, y) le noeud représentant le point de coordonnées (., y). Notons
que ces étiquettes sont virtuelles puisqu’il est inutile d’inscrire cette information dans le noeud.
R et V' sont quant a eux deux ensembles distincts d"arétes orientées. Les arétes de ['ensemble
R donnent une structure de guadtree alors que les arétes de V relient les paires de noeuds

représentant deux points voisins.

2.2.1 Radix-tree quaternaire

Le sous-graphe (IV, R) forme un radix-tree dont la racine est le noeud (0. 0) et chaque noeud
(2 P’excepiion de la racine) peut avoir jusqu'a quatre fils; les arftes menant aux cnfants d’un
noeud sont étiguetées par des paires dans I'ensemble {(0,0), (0, 1), (1,0}, (1. 1}}. On définit la

hawreur de G comme étant la hauteur de "arbre (N, R).

Si I'aréte reliant le noeud (z.y) & son fils possede 1'étiquette (<, &), alors le fils représente
le point (2x + g4, 2y -+ &) Evidemment. la racine posséde au maximum trois fils puisqu’une

aréte étiquetée par (0, 0) partant de la racine devrail revenir sur elle-méme.

On remarque que chaque couple (z.y) d’entiers positifs peut étre représenté exactement une
seule fois dans un tel arbre. De plus, lorsqu’on écrit les nombres « et y en base 2, en ajoutant
des zéros devant |"écriture du plus court de maniére a obtenir des mots de méme longueur, la

séquence de couples de bits obtenus en lisant simultanément ces deux mots (d abord la premiére



(0,0)

CRY

Figure 2.2 Un radix-tree et le chemin allant de la racine au point (5, 1) = (1013, 001,).

letire de chacun des deux mots, puis la deuxieme, et ainsi de suite) correspond exactement aux

étiquettes de I'unique chemin menant de la racine au noeud (i, y).

2.2.2 Liens de voisinage

A cette structure on ajoute ce que nous appelons des fiens de voisinage. Chacune des arétes
de I’ensemble V est étiquetée par une des quatres translations élémentaires de 1'ensemble
{(0,1),(0,~1),(1,0).(=1,0)} de maniére a ce qu’une aréte portant I'étiquette (e,,,) part

du nocud (x, y) et termine au nocud (T + &4,y 4 &)
2.3 Le principe de base

Lorsqu’on additionne 1 & un nombre écrit en base 2. il y a deux possibilités : soit ce nombre
se termine par un O et il suffit de le changer en 1, soit ce nombre se termine par une suite de 1
précédée d’un 0 et il faut changer ces 1 en O et le 0 en 1. Ce processus requiert donc un nombre

d’étape proportionnel i la longueur de la séquence de 1.

Supposons maintenant qu’on souhaite additionner 1 a un nombre impair & mais que ['on con-
naisse déja le résultat de | £ + 1. 1l suffit alors d’ajouter un 0 & I'écriture en base 2 de [§] + 1

pour obtenir le nombre x + 1.
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Figure 2.3 Le point (2, 1) avec ses 4 fils (lignes pleines) et ses 4 voisins (fiéches en tirets). Les
zones grises regroupent les fils d un méme noeud et les pointillés séparent les différents niveaux

de |"arbre.
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Figure 2.4 Le noeud (2, 1) et ses quatres liens de voisinages.

Limitons nous pour I’instant au cas unidimensionnel et supposons qu’on ait un radix-tree conte-
nant des nombres écrits en base 2 ainsi que des liens vers leurs voisins (ici un noeud peut avoir
deux voisins, un voisin "+1”" et un voisin 7-17). Soit n un nocud représentant le nombre impair
x dont I'écriture binaire est x = a0 11 ... 1, on peut passer au noeud n’ représentant le nombre

k fois
z + 1 en suivant les trois €tapes suivantes :

I. Remonter au pére de n (ce noeud représente le nombre | ).
2. Suivre le lien vers son voisin "+17

3. Descendre a son fils en suivant l'aréte d’étiquette 0.

X X+1

Figure 2.5 Le cas unidimensionnel avec un nombre impair .
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2.3.1 Application a notre structure

Dans le probleme que nous considérons, chacune des quatre translations élémentaires (0, 1),
(1.0), (0,—1) et (—1,0) laisse une des deux coordonnées inchangée. On va donc effectuer
le traitement décrit précédemment sur la coordonnée modifiée et mémoriser le dernier bit de la
coordonnée inchangée. Ainsi. pour effectuer la translation (1, 0) a partir du noeud n représentant

le point (., y) dont 1’écriture binaire est (0 11... 1, 3v) on fera :
—
k fois
l. Remonter au pére de n.

[£5]

. Suivre le lien de voisinage (1,0).

3. Descendre & son fils en suivant 'aréte d étiquette (0, v).

(1,0)

(0L B T (@100.0,8)
k4 fois T fon
(c011...1, Bv) (alg%,o, Bv)

k fois ois

Figure 2.6 Le cas bidimensionne! avec un radix-tree.

Dans le cas ol le lien reliant le pére a son voisin n’a pas été construit, il suffit de répéter le

processus récursivement.

2.3.2 Exemple

Au début de algorithme, le graphe ne contient qu'un seul sommet visité, soit la racine (0, 0).
On ajoute immédiatement ces deux fils et voisins. les sommets (0, 1) et (1,0). On appelle ie
graphe initial G..

En liant ainsi la racine & ses deux voisins, notons que la racine n'en posséde que deux, on
s'assure que lorsqu’on remonte 1'arbre de maniére récursive on finit toujours par arriver a un

noeud relié a ses voisins. Supposons maintenant qu'on lise le mot w = 0011, on débute par
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—> Ensemble R.
----- *  Ensemble V.
Noeuds visités

@
O Nocuds non-visités

0,1) (1,0)
Figure 2.7 Le graphe initial G..
la lettre wy = O correspondant a la translation (1.0). En partant de la racine. il sufit de suivre

le lien de voisinage étiqueté par (1,0) pour arriver au sommet (1.0) et de marquer ce dernier

comme visité. On appelle ce nouveau graphe Gg.

0,1) (1,0)

Figure 2.8 Le graphe Gy obtenu apres la lecture de la lettre 0.

On passe ensuite & la deuxieme lettre wy = 0 correspondant encore une fois a la translation
(1,0). Il est important de se rappeler que les étiquettes ne sont pas inscrites dans les noeuds
et qu'aucun compteur ne calcule les coordonnées du point considéré, les coordonnées sont

données implicitement par la structure de 'arbre. Ainsi, pour effectuer la translation (1,0) a

partir du sommet (1, 0), il faut :
[. Remonter au pére de (1, 0) soit la racine {0, 0).
2. Suivre son lien de voisinage étiqueté par (1, 0). On retourne ainsi sur le noeud (1.0).

3. Puisque le noeud (1,0) ne possede pas de fils dont 'aréte est étiquetée par (0, 0), on le

crée. 1l s’agit du noeud (2, 0).

4. On ajoute un lien de voisinage débutant a (1, 0), terminant & {2, 0) et d’étiquette (1,0).



5. Oun marque le sommmet (2, 0) comme visité.
0,0)

LD
00

L (10)

(2,0)

Figure 2.9 Le graphe Gy .
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On lit ensuite la lettre w3 = 1 correspondant a la translation (0, 1). On remonte au pére du

sommet (2, 0). Puisque I'aréte (de ’ensemble R) reliant le noeud (2, 0) & son pére (1, 0) possé'de

Iétiquette (0,0) on sait que la coordonnée en y du noeud (2. 0) est un nombre pair et donc que

son translaté de (0, 1) posséde le méme pere. Il suffit de créer ce nouveau noeud et d'ajouter le

lien de voisinage entre (2.0) et (2,1).

0,0)

Ay
2 (20

Figure 2.10 Le graphe Gop1.

Finalement, on lit la lettre w4 = 1 correspondant a la translation (0. 1). Cette fois-ci il faudra

effectuer une récursion sur le pere du sommet (2, 1).

1. Onremonte au pére de (2,1) : le noeud (1.0).
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2. Comme il ne possede pas de lien de voisinage étiqueté par (0. 1) on monte & son pere : la

racine {0, 0).

3. L'aéte reliant (1,0) a (0,0) possede I'étiquette (1,0), le (1.0)-voisin du noeud (1.0)

posseéde donc le méme pere que lul.

4. On crée le noeud non-visité (1, 1) et on I’ajoute comme fils du noeud (0, 0) avec une aréte

d"étiquette (1,1).
5. On ajoute le lien de voisinage débutant a (1,0), terminant a (1, 1) et d étiquette (0, 1).

6. On crée le noeud (2,2) et on ["ajoute comme fils du noeud (1, 1) avec une aréte étiquetée

par (0,0).

7. On ajoute le lien de voisinage débutant & (2, 1}, terminant a (2, 2) et d’étiquette (0, 1).

8. On marque le noeud (2, 2) comme visité.
0,0)

a0
LA

. - ~
(2,2) (2N (2,0)

Figure 2.11 Le graphe Goo) -

2.4  Algorithme
Etant donné un mot w € {0, 1,0.T}* et une lettre o € {0, 1,0. I}, "algorithme suivant construit

le graphe G, en lisant les lettres de w une a une.

Algorithme 3 (lireMot).
Entrée : w € {0,1,0,1}

0: GG, nrainedeG;
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: Pour i de 1 a |w| faire

2 o e—wpn

Lo

n' «— trouverVoisin(G. n, a);

4:  Sin’estvisité alors

5 Le mot w n’est pas auto-évitant.
6: finsi

7: Marquer n’ visiré,

8: n—mn';

9 : fin pour

10 : Le mot w est auto-évitant.

L’algorithme trouverVoisin se charge de trouver, et créer au besoin, le voisin d un noeud.

Algorithme 4 (trouverVoisin).

Entrée: G = (N, R, V); neN; «ae{0,1,01};
1: Sinposséde un lien de voisinage d’étiquette ¢ alors
2: n' «le a-voisin de n;

3 : sinon

4:  p— lepere de n;

5: Sile a-voisin de n est lui ausst fils de p alors

6:  p—p;

sinon
8: p’ — trouverVoisin(G, p, o);
9: finsi

10:  n' « lefils de p’ correspondant au a-voisin de n; (11 faut possiblement le créer)
11: Ajouter un lien de voisinage d'étiquette (cv;, o) de nan’,
12 : finsi

13 : retourner 7’ ;

La récursion (ligne 8) détermine la complexité de cet algorithme puisque tous les autres tests
et affectations s’effectuent en temps constant. On remarque également qu’apres ’exécution de
cet algorithme, le noeud n et son a-voisin »n’ sont forcément reliés par un lien de voisinage

d’étiquette (ay, ay).



2.5 Analyse de la complexité

La clé de I"analyse de cet algorithme se trouve dans le fait qu’aprés un appel récwrsif (ligne 8
de I'Algorithme 4) sur un noeud p, il y auva forcément eu 'ajout d'un lien de voisinage entre
un des fils de p et un autre noeud qui n'est pas un de ses fils. Comme un noeud posséde au
maximun quatre fils et que chacun d’eux posséde au plus deux voisins qui n’ont pas le méme
pere, le nombre d appels récursifs effectués sur le noeud p est borné par 8. Tl ne reste plus gqu’a
déterminer le nombre de noeuds construits lors de 1'exécution de cet algorithime est inéaire en

fonction de la longueur du mot w.

Premierement, remarquons que pour chaque lettre lue, un noeud est marqué comme visité. Le
nombre de noeuds visités est donc égal a la longeur du mot w. Afin d’apposer une borne sur le
nombre de noeuds non-visités, définissons la fonction :

Définition 22, Etant donné un graphe G,, = (N, R, V) etun sous-ensemble A7 C NN, on définit

la fonction P :

P(M) = {n € N|nestle pere d"au moins un des noeuds de A/},
Soit h la hauteur de G,,, on a évidemment que P*(N) est I'ensemble contenant uniquement la
racine de G,,.
Lemme 1. Soir M C N une suite de cing sommets voisins deux a deux alors | P(M)] < 4.
Preuve. Comme I'illustre la Figure 2.3, I'ensemble des fils d’un noeud donné forme un carré de

dimension 2 x 2. Si on considere cing points voisins deux a deux, il y en a forcément au moins

P(AM] <4, ]

une paire qui ont le méme pere, d'oti la borne
On peut ainsi borner le nombre total de noeuds.
Lemme 2. Etant dosnné un mor w € {0,1,0, 1} er son graphe G, = (N, R, V'), le nombre de

noeuds dans N est linéaire en fonction de n.

Preuve. Soit N, 'ensemble des sommets visités de N et h la hauteur de G,;. On a alors que

N= ] PV,

0<i<h
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et donc que

IN[< D [PH)L 2.1)

0<i<h

Par construction, ’ensemble N, forme une chaine de noeuds voisins deux 2 deux puisqu’ils
correspondent aux points visités lors du parcours du chemin codé par w. Ainsi, on peut appliquer
le lemme précédent en coupant ce chemin en blocs de longueur 5. On obtient alors :

[Nyl

5

|P(N,)] < 4[ 1 < %(INUI +4). (2.2)

Etant donné que deux noeuds voisins peuvent soit partager le méme pere soit avoir des péres

qui sont eux-aussi voisins. I’areument précédent peut étre appliqué aux ensembles
; 3 A hyns
P("\Iu)y P (‘7\/11)) s P I (]\")

Ainsi, en appliquant 'équation 2.2 & I’équation 2.1, on peut borner la cardinalité de N :

INI< > PN

0<i<h
4\ 4\’
< =1 N, )4
<3 \(3) e 2 (3)
0<ish 0<)<4
1 1
< V| 3 +4Z 1
5 0<i<h 5
< 5| N, + 20

Puisque la hauteur de 1’arbre correspond a la longueur de Uécriture binaire des coordonnées

associ€es a un des noeuds, h € O(logn) et done |N| € O(n). ]

Notons que pour simplifier la présentation, la constante de linéarité obtenue ici est largement
supérieure a la réalité. Le but recherché n’étant pas d’eftfectuer une analyse fine mais unique-

ment de prouver la linéarité de P"algorithme.
Corollaire 1. Efant donné un mot w € {0, 1,0,1}7, déterminer sile chenin codé par w passe

deux fois par le méme point est décidable en ©(n). De plus, cette borne est optimale.

Preuve. Notons tout d’abord que £2(n) constitue une borne inférieure pour ce probleme puisque

chacune des lettres du mot w doit étre lue au moins une fois.
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[l ne reste plus qu'a montrer comment adapter la solution présentée précédemment afin d"étre

en mesure d’enlever la condition stipulant que si le chemin considéré débute en (0.0). alors il

demeure dans le premier quadrant. Pour ce ftaire, il suffit d utiliser simultanément quatre graphes

2

1
: _+_ ;
T
|
X

Figure 2.12 Permutations des translations élémentaires associées a chacune des lettres en fonc-

tion du quadrant considéré.

2 1
ﬁ o
]
L.
3 4

1 2

Boa

Sani
A

3 4

Figure 2.13 Un chemin dans le plan et sa représentation en quatre quadrants.

G\, Gy, Ga. Gy, un pour chacun des quadrants du plan et on tie virtuellement les noeuds (hard-
Y1,92; 3. Yy !

code) correspondant & des points présents dans plus d’un quadrant. Ainsi, I'origine (0,0) sera
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représentée dans les quatres graphes, les points de la forme (2. 0) avec 2z > 0 seront représentés
dans le graphe G, et G,. De plus. comme le pere d'un tel noeud est lui aussi de la forme (z, 0), il
est également présent dans les deux arbres. La cohérence de la structure finale est donc assurée.

2.6 Chemins auto-évitants et mots de contour

On s’intéresse maintenant & déterminer si un mot w € {0.1, 5,T}* est un mot ce contour. La
Propriété 3 indique qu’il suffit de tester premierement que A¢(w) = —4 et deuxiemement que
le mot w[l..n — 1] code un chemin auto-évitant alors que le mot w code un chemin qui se

termine au point ou il a commencé.

Corollaire 2. Etant donné un mot w € {0,1.0, 1}, déterminer si w est un mot de contour est

décidable en ©(n).

Preuve. L’algorithme présenté dans le présent chapitre permet de tester en temps linéaire si
un chemin est auto-évitant. Tl suffit donc de tester le mot w[l..n — 1] et de vérifier que le pas
associé a la lettre w,, fait terminer le chemin 2 ot il a commencé c’est-a-dire a Iorigine (0.0).
Tout au long de l'algorithnie, le mot w est lu lettre par lettre, on peut donc en profiter pour
compter le nombre de virages & droite et le nombre de virages a gauche afin de déterminer si

Ac(’w) = —4, ]

. ” . - .
Siun mot w est tel que w[l..n — 1] code un chemin auto-évitant, @ = 0 mais que Ac(w) = 4,
alors w code bien le bord d’un polyomino mais le parcours est effectué dans le sens anti-horaire.
Le mot w n’est donc pas un mot de contour mais @ est en un. La fonction A¢ joue ainsi le rdle

d’indicateur du sens de parcours.



Chapitre I1I

CONVEXITE DISCRETE

3.1 Introduction
La convexité est une notion géométrique fondamentale. En traitement d’image, on décompose
souvent une image en un ensemble de formes géométriques convexes.

Les travaux présentés dans le cadre de ce chapitre découlent d’une observation de Christophe
Reutenauer qui avait considéré les chemins qui approximent inférieurement une fonction con-
cave. Il avait alors remarqué que si un mot w code un tel chemin, alors la factorisation de w en
mots de Lyndon décroissants est composée uniqueimnent de mots de Christoffel. Par exemple, la
Figure 3.1 illustre I'approximation discréte inférieure de la fonction concave f(x) = 2/« pour

« allant de 0 a 10.

Le chemin ainsi formé est codé par le mot
w=0110010100010010.
La factorisation de w en mots de Lyndon décroissants est :
w=(011)-(00101)-(0001001)-(0).

et on a bien que 001, 00101, 0001001 et 0 sont des mots de Christoffel.

A partir de cette observation, on élabore une condition nécessaire et suffisante qui caractérise
la convexité discrete d'un polvomino. Un algorithine linéaire, donc optimal, pour tester la

convexité discrete en est ensuite déduit. FHabituellement, de telles propriéiés géométriques sont
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Figure 3.1 approximation discrete inférieure de la fonction concave f({z) = 2/z.

testées par des méthodes arithmétiques. L'algorithme de Debled-Rennesson et Al. (Debled-
Rennesson, Rémy et Rouyer-Degli, 2003), basé sur la reconnaissance des segments maximaux
de droites discretes en est un bon exemple. Celui présenté ici se démarque en privilégiant 1"uti-

lisation d’arguments combinatoires.

Finalement, on s’intéresse au calcul de I'enveloppe convexe d’un polyomino. Le calcul de I’en-
veloppe convexe d'un ensemble de points discrets est étudi€ depuis longtemps et de nombreux
algorithmes linéaires sont aujourd’hui connus. Le premier est celui de McCallum et Avis (Mc-
Callum et Avis, 1979). A la finde ce chapitre, on présente un algorithme, lui aussi linéaire. pour
calculer I'enveloppe convexe dun polyomino dit hv-convexe. Cet algorithme tire son intérét du

fait qu’il est basé sur des résultats issus de combinatoire des mots datant des années 1950.

Avant d’aller plus loin, il faut préciser ce qu'on entend par convexiré discréte. En géométrie

euclidienne, la notion intuitive de convexité s’exprime de la maniére suivante :

Définition 23. Une région R du plan euclidien est comexe si pour teute paire de points py, ps

de cette région, le segment de droite qui relie p; & p» appartient & R.

Puisgue 'intersection de deux ensembles convexes est convexe, il s’ensuit une définition toute

aussi intuitive de |'enveloppe convexe :



Figure 3.2 Deux régions de R?. Celle de gauche est convexe alors que celle de droite ne I'est

pas.

Définition 24. L'enveloppe convexe d’une région R du plan euclidien est I’intersection de toutes

les régions convexes qui contiennent R,

Ces définitions ne peuvent étre appliquées directement a la géométrie discrete. Une premiére
approche consiste & considérer les polyominos dans le plan euclidien R* comme une union
de carrés unitaires, appelés pixels. Cette fagon de faire n'est guere satisfaisante car les seuls
polyominos qui satisfont une telle définition de la convexité sont les rectangles orientés dans le

méme sens que les axes (voir Figure 3.3).

Rk
o 8 | @

Figure 3.3 Mauvaise définition de la convexité discrete.

Il y a donc un travail non-trivial nécessaire afin de traduire la notion de convexité au monde
discret. Une preiniére définition de la convexité basée sur la discrétisation d’objets continus est

due & Minsky et Papert (Minsky et Papert, 1969) et Sklansky (Sklansky, 1970).

Définition 25. Un sous-ensemble S du plan discret Z2 est digétalement convexe s'il correspond
a la discrétisation de Gauss d’un sous-ensemble convexe R de R?. C'est-d-dire, S = Conv( R)N

VA

Contrairement 2 la version euclidienne, cette définition de convexité discréte n’implique pas

la connexité de I'ensemble considéré (voir Figure 3.4) ce qui est contre-intuitif. De plus, cette
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Figure 3.4 La discrétisation d'une figure convexe qui n’est pas 8-connexe.

définition de la convexité discréte ne permet pas |'élaboration directe d'un test de convexité
efficace. Kim a proposé plusieurs caractérisations des ensembles discrels convexes et 4 montré
(Kim, 1981: Kim, 1982) que sous !'hypothése préalable de la 8-connexité elles s avérent
toutes équivalentes a la Définition 25. Ce prérequis rend la notion de convexité discréte fideéle a

I"intuition. Voici cing des caractérisations proposées par Kim.
- Propriété de lignes. lls n’existe pas trois points colinéaires p|, py, p3 € Z2 tels que p; et p3
appartiennent 2 .5, po est situé enlre py et p3 mais pa € .S.

- Propriété de triangles. Pour tout triplet de points py,po.p3 € S la discrétisation du triangle

euclidien formé par pq, pa et p; est incluse dans S.

Bien que ces deux propriétés ne soient pas équivalentes en général (voir Figure 3.5), elles le

sont dans le cas d’ensembles 8-connexes. Voir (Ronse, 1985) pour une preuve directe.

Figure 3.5 La propriété de lignes est satisfaite par cet ensemble mais pas celle de triangles.

Contrairement aux deux précédentes, les deux suivantes impliquent d"elles-mémes la 8-connexité

de I'ensemble considéré.
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— Propriété de cordes. Pour toute paire de points py.py € .S et pour tout point (z.y) € R?
tel que (. y) est situé sur le segment reliant p; a po, il existe un point (h k) € S tel que
max {|z —h|. |y —k|} < L.

Une autre caractérisation, proposée par Kim et Rosenleld (Kim et Rosenfeld, 1982), se démarque

des autres par le fait qu'elle n'utilise que des objets discrets évitant ainsi toute référence au

monde continu R>.

— Propriéié de droite digitale. Pour toute paire de points p;,py € S il existe un segment de
droite digitale reliant p; a p; qui est entiérement inclus dans S.

Finalement, cette derniére propriété servira de point de départ pour I'élaboration de notre test

de convexité présenté en Section 3.3.

— Propriété d’enveloppe. L'enveloppe convexe euclidienne de S ne contient aucun point a co-
ordonnées entiéres & I'extérieur de S.

La Figure 3.6 montre un exemple d’ensemble 8-connexe correspondant exactement a la discré-

tisation de son enveloppe convexe euclidienne.

Figure 3.6 Un ensemble 8-connexe convexe et son enveloppe convexe euclidicnnc.

Etant donné que nous nous intéressons ici aux polyominos, qui sont par définition 4-connexes.
toutes ces définitions de convexité discrete s averent équivalentes. Voir (Eckhardt, 2001) pour
une revue compléte des liens et équivalences entre les dilférentes définitions de la convexité

discréte.

Le bord d’un polyomino se décompose naturellement en quatre parties déterminées par ses
points extrémaux. On identifie, parmi les points situés sur le bord d’un polyomino, les points
N, S, E,O de la maniere suivante : (comme 1'illustre la Figure 3.7)

e NV e point le plus a gauche de la ligne la plus haute.
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e S le point le plus a droite de la ligne la plus basse.
e F le point le plus haut de la colone la plus a droite.

o O le point le plus bas de la colone la plus 2 gauche.
0

>

N Ely

WB,

W,

0

Figure 3.7 Un polyomino et sa décomposition standard w = wy - wa - wy - wy.

Ces points définissent une factorisation du mot codant le bord du polyomino.

Définition 26. Soit w € {0,1,0,1}* un mot codant le bord d'un polyomino P. On appelle
décomposition standard 'unique factorisation w = wy - wa - w3 - 1wy telle que wy code le bord
de P du point O au point N, wy du point NV au point F, w3 du point I au point .S et wy du

point .S au point O.

On remarque que les quatre mots wy, wa, w3, wy sont forcément non-vides et que w; commence
et termine par la lettre 1, wo par 0, wy par 1 et wq par 0. De plus, cette décomposition se calcule

en temps linéaire en effectuant une seule passe sur le mot w.

3.2 hv-convexité

Une notion préalable & la convexité, classique dans 1'étude de la tomographie discréte et en
combinatoire énumérative, est la av-convexité. Contrairement & la convexité classique, cette

notion passe trivialement du monde continu au monde discret et vice-versa.
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’ . D . P P
Définition 27. Un sous-ensemble R C R* est horizontalement convexe, en abrégé h-convexe,

si pour toute paire de points (x1,y), (¢2,y) € R.ona:

T <e <y = (r,y) €R.

On définit similairement la v-convextiré -

7 sy o . Py .
Définition 28. Un sous-ensemble R C R est verticalement convexe, en abrégé v-convexe, si

pour toute paire de points (z.y1), (2,y2) € R.ona:

y <y<y = {r.y) €R.

Finalement, une région est dite Av-convexe si elle est a la fois h-convexe et v-convexe. Dans le
cas discret, on dira donc qu’une figure est h-convexe (resp. v-convexe) si tous les points appar-

tenant A une méme ligne (resp. colonne) sont consécutifs dans cette ligne (resp. colonne).

(@) (b (©)

Figure 3.8 (a) Une figure h-convexe. (b) Une figure v-convexe. (¢) Une figure hv-convexe.

Evidemment, la hv-convexité est une condition nécessaire & la convexité discréte mais pas suf-
fisante (voir Figure 3.8 (¢)). Cette propriété impase une structure particuliere au mot de contour
d’une figure hv-convexe. Un mot w € {0,1,0,T}* est dit Av-convexe s’il code le bord d’une

figure hv-convexe.

Proposition 4. Soit w € {0,1,0,1}* un mot de contour. w est hv-convexe si et seulement si le
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mot w admet une factorisation w = wyunwswy elle que

wy € 1{0.1}, C {0, 1},
wy € 0{0,1},C{0,1}".
ws € T{G,I}TC{G,I}*,

wy € {015 {0.1}*

De plus, dans un tel cas wywywswy forme la décomposition standard de w.

Preuve. (<) Soit wy € 1{0,1},, w2 € 0{0,1},, w3 € 7{0, 1}7 et wy € 5{0,1}5 tels que leur
concaténation w = wwow3w, code le bord du polyomino P. Soient O, N, S, E les points sur
le bord de P tels que wy = P[O,N], wy = P[N.E], w3y = P[E, 5], w; = P[S, 0] (voir
Figure 3.9). Puisque toutes les occurrences de la lettre () sont situées dans le préfixe wws, et
que toutes les occurrences de 0 sont dans le sulfixe waws, le point O est situé dans la colonne

la plus & gauche de P et E dans la plus a droite. Si P n’est pus h-convexe, ¢’est que soit
. Le mot wyws contient un facteur de la forme 10%1, avec k > 1.
. =k .
2. Le mot w3wy contient un facteur de la forme 10° 1, avec k' > 1.

Etant donné les alphabets respectifs des mots wy, wa. wy et wy, ces deux cas sont impossibles,
donc P est h-convexe. On montre de maniére semblable que P est v-convexe, ce qui permet de
conclure que w est hv-convexe. On remarque €galement que le point O correspond forcément
au point le plus bas de la colonne la plus & gauche. que IV correspond au point le plus & gauche
de la ligne la plus haute, que E correspond au point le plus haut de la colonne la plus a droite
et que S correspond au point le plus a droite de la ligne la plus basse. On conclut donc que

wywywawy est la décomposition standard de w.

(=) Soit P un polyomino hv-convexe. Soient O, N. E, § quatre points sur le bord de P tels
que O est le plus bas de la colonne la plus a gauche, N est le plus & gauche de la ligne la plus
haute, E est le point le plus haut de la colonne la plus a droite et .S est le plus & droite de la
ligne la plus basse (voir Figure 3.9). On pose wy = P[O. N],w» = P[N.E]. w3 = P[E, S]
etwy = P [$, O]. Par cette construction, w; débute et termine par la lettre 1, ws par la lettre 0,

ws par la lettre T et wy par la lettre 0.
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W, E

Wy W3

S

0

Figure 3.9 Une figure hv-convexe et la factorisation de son mot de contour w = w | watgivy.

Le facteur wywy de w ne contient aucune occurrence de la lettre 0. Supposons que ce n'est pas
le cas et considérons une occurrence de la lettre O dans ww». La colonne traversée. lors du pas
vers la gauche correspondlant a la lettre 0, avait déja été traversée lors d’un pas vers la droite
puisque le chemin codé par wyw débute au pomnt le plus a gauche de P. Cette colonne devra
également étre retraversée lors d’un autre pas vers la droite car wqws termine au point le plus a
droite de P. Cependant, lors du parcours du bord d’une figure hv-convexe, chaque colonne est
traversée exactement deux fois. Il y a don¢ une contradiction. On montre de la méme maniére
que le facteur wows de w ne contient aucune occurrence de la lettre 1. que wawy ne contient
aucune occurrence de la lettre 0 et finalement que w4y ne contient aucune occurrence de la

lettre 1.

On conclut que le mot wy € ;{0,1},,ws € o{0. 1}y, w3 € 7{0, T}y et wy € 5{0, 1}5. B

Ainsi, déterminer st un mot w est hv-convexe revient dans un premier temps 2 calculer sa
décomposition standard, puis & vérifier que chacun des mots wy, wa, w3, wy est bien sur I'al-

phabet & deux lettres approprié.
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3.3 Détection de la convexité discrete

Etant donné un mot w € {0.1,0,1}*, on dira qu'il est convexe sil code le bord d’une figure
digitalement convexe. Soit w) wowsw, la décomposition standard d’un mot convexe, on dira de
w qu'll est NO-convexe car il code la partie nord-ouest d’une figure convexe. On dira similai-

rement de 2wy quTil est NE-convexe, de w3 qu’il est SE-convexe et de wy qu’il est SO-convexe.

Supposons maintenant que le mot w est hv-convexe. Afin de déterminer si le mot w est convexe,
on commence par tester si le mot w; est NO-convexe. ¢’est-a-dire, s’il code le cdté nord-ouest
d'une figure digitalement convexe. Nous verrons ensuite comment réutiliser ce test afin de
décider de la convexité du mot w:. Pour décider de la NO-convexité d'un mot sur I’alphabet
{0,1}, il faut détecter s’il existe des points & coordonnées entiéres entre le chemin codé par ce
mot et la partie supérieure de |'enveloppe convexe des points de ce chemin. Le théoréme suivant

provient de (Brlek et al., 2008).

Théoreme 5. Un mot v € {1} - {0, 1}* est NO-convexe si et seulement si son unique factori-
no

sation en mots de Lyndon décroissants w = {7'13° - - [Zk est composée uniquement de mots de

Christoffe!l priniitifs.

Afin de démontrer ce résultat, considérons le lemme suivant :

Lemme 3. Soit v € {0, 1}* un mot codant un chemin NO-convexe et soit e une des arétes de
son enveloppe convexe. Soit u le facteur de v qui correspond & la partie du chemin délimitée

par e ; alors v est un mot de Christoffel.

Ceci est une conséquence directe de fa Définition 10 qui assure que le chemin associé a un
mot de Christoffel reste toujours le plus prés possible de la droite reliant son point de départ
a son point d"arrivée sans jamais la traverser. Nous pouvons maintenant passer a la preuve du

Théoréme 5.

Preuve. (=)} Soit v un mot codant un chemin NO-convexe et soit {e},eq,...,ex) la suite

drarétes qui forment le bord de son enveloppe convexe. Pour chaque ¢ de 1 & k, soit u; le
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facteur de v déterminé par ['aréte €; et soit {; 'unique mot primitif tel que w; = ™. On a alors
que

b= gy = L

Par la définition de la NO-convexité et le Lemme 3 on a que les u; tout comme les {; sont des
mots de Christoffel. Par la Propriété 1 (i) (Section 1.4.1), les I; sont également des mots de
Lyndon. Puisque (ej.ea. . ... er) forme Penveloppe convexe supérieure de v, il §’ensuit que la
pente p; de l'aréte e; est plus grande que la pente p;..; de I'aréte ;.. Cect implique I'inégalité
suivante ;

el) = p(ui) = pi > pig1 = p(ir1) = p(lie1). (3.1

Par la Propriété | (i) (Section 1.4.1) on conclut que &; > li4y. Ainsi {7 [}? -~ {}'* est I'unique
factorisation en mots de Lyndon décroissants de v et chacun de ces facteurs est un mot de

Christoffel.

(<) Soitv € {0.1}* un mot tel que sa factorisation en mots de Lyndon décroissants ({152 - - - [*

est uniquement composée de mots de Christoffel primitifs. Pour chaque ¢ de 1 a £, soit ¢; le
segment de droite reliant le point de départ du chemin codé par ['* & son point final. Il reste
a voir que (e, €a... ., e) forme 'enveloppe convexe supérieure de v. Puisque [ est un mot
de Christoffel, la Définition 10 (Section 1.4.1) assure qu’il n'existe aucun point & coordonnées
entieres entre le chemin codé par I et le segment de droite e; et, en plus, que jamais le chemin
ne traverse e segment, Par le théoréme de factorisation unique en mots de Lyndon décroissanis
(Théoreme 2), on a que I; > ;4. En utilisant encore une fois I"Equation 3.1. on conclut que la

pente de e; est strictement plus grande que celle de ;4 .

Ainsi, la suite de segments (e}, ey, .. .. e;,) forme I"enveloppe convexe supérieure du chemin
cocdé par v . Comme il n’y a aucun point entre le chemin et son enveloppe convexe, on conclut

que v est NO-convexe. A

Ceci permet |"élaboration directe d’un algorithme vérifiant si un mot donné code le bord d'une

région digitalement convexe.
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3.3.1 Algorithme optimal

Traditionnellement, les algorithmes de géométrie discréte s'appuient sur des outils arithmétiques.
L'algorithme de Debled-Renneson et al. (Debled-Rennesson, Rémy et Rouyer-Degli. 2003)
en est un bon exemple. Cet algorithme construit, a {"aide d’outils arithmétiques, une série de
segments maximaux de droites digitales (Reveilles. 1991) et parvient ainsi a déterminer si
une figure discréte est convexe ou non. Notons que cette méthode est linéaire en fonction du
périmetre de la figure analysée. L’algorithme qui suit utilise des résultats issus de la combina-
toire des mots (voir Chapitre 1) afin de résoudre ce probleme en temps linéaire également mais

avec une constante plus petite.

Probleme 1. Etant donné un mot w € {0,1,0,1}*, est-ce que le chemin codé par w forme le

bord d’une figure discreéte convexe ?

La premiére étape consiste a nous assurer que w code bien le bord d’un polyomino hv-convexe.
Ceci s’effectue en trois étapes :
1. Vérifier que w code bien le bord d’un polyomino a {"aide de I"algorithme présenté en

Section 2.

58]

Calculer w1, wq. w3, wq la décomposition standard de w.

3. Véritier que le mot wy - wy - w3 - wy code une figure hv — convexe.
Chacune de ces étapes s’effectue en temps linéaire (voir les sections respectives) n’'affectant
pas la complexité totale de I'algorithme. L algorithme suivant teste ta NO-convexité d’un mot
v correspondant au facteur w; de la décomposition standard du mot de contour. 1l s’agit d’une
application directe du Théoréme 5. Chaque mot de Lyndon de [a factorisation unique de v en
mots de Lyndon décroissants est testée afin de vérifier qu’il s’agit bien d’un mot de Christotfel
primitif.
Algorithme 5 (estNOConvexe).
Eatrée : v € {0,1}"

1: convere — vrai;

2 indexr « 1;
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3: tant que conveze et indexr < n faire

4:  (l1,m) < PremierFacteurDeLyndon(u;,ger Winder+1 - - U0 );
5: convexe «— estChristoffelPrimitif(¢, );

6: index «— index + ni|{\];

7: fin tant que

8 : retourne(conveze):

La factorisation en mots de Lyndon décroissants d’un mot v étant v = [Y'[}* - [;*, on a
forcément que |v] > 3, |1;]. L’algorithme précédent est donc linéaire en fonction de 1a longueur

du mot v.

Ensuite, pour tester que le facteur w est NE-convexe il suffit d’utiliser le morphisme o introduit
a la Section 1.5.4. En effectuant une rotation de 7. la partie nord-est devient alors la partie
nord-ouest et on peut alors utiliser algorithme estNOConvexe pour en tester la convexité. La

proposition suivante généralise cecl.

Proposition 5. Un mot w-convexe w dont la décomposition standard est w)wowsw,| est convexe

ssigt! (wi) est NO-comvexe, pour tout 1.

Ceci constitue donc un test de convexité linéaire en fonction de la longueur du mot codant le
bord d’une figure discréte. Ce test de convexité discréte constitue une solution algorithmigue
particulirement efficace car elle est entierement basée sur la manipulation d’objets discrets.

C’est la la force de ["approche combinatoire de la géométrie discrete.

33.2 Raffinement de I’algorithme

L’algorithme présenté précédemment, bien qu’optimal, requiert plusieurs passes sur le mot, en
g p
particulier lors du prétraitement. On peut éviter ce prétraitement en insérant ces étapes au coeux

de I"algorithme.

La premére modification consiste 2 modifier I’algorithme PremierFacteurDeLyndon de fagon
a passer en paramétre I’ alphabet ordonné sur lequel factoriser le mot. On notera [ay, as, . . . , Gy

I'alphabet {ay,as,....an} muni de ordre total : a; < aj <= i < j. Le Tableau 3.1
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Facteur | Alphabet | Ordre | Alphabet Ordonné
wn {0.1} |o0<1 [0,1)
wo {0,1} |1<o0 [1.0]
wy | 0.1} |0<T 0,1]
wy {0,1} |1<0 [1.0]

Tableau 3.1 Alphabets ordonnés en fonction du facteur considéré.

montre les alphabets ordonnés sur lesquels doivent €tre factorisés chacun des facteurs de la

décomposition standard du mot w.

Une deuxieme modification portée a cet algorithme consiste a compter le nombre d’occurrences
de chacune des lettres et a retourner cette information avec la paire (/, ny) calculée. Appelons

ce nouvel algorithme PremierFactenrDeLyndon't.

On modifie également I’algorithme estChristoffelPrimitif de fagon a passer en parameétre 1’al-
phabet utilisé ainsi que le nombre d'occurrences de chacune des lettres. Appelons ce nouvel

algorithme estChristoffelPrimitif™.

Afin de minimiser le prétraitement. au lieu de calculer la décomposition standard du mot w
puis de tester la hv-conexité, on va plutd!r supposer que w est hv-convexe et donc que les
changements d alphabets & deux lettres correspondent exactement & la décomposition standard

wy . ws, wy, wy. Cest-a-dire que wy € {0, 1}, we € {0, 1}, wy € {0, 1}, wy € {0,1}".

L’algorithme optimisé suivra donc les étapes suivantes :

1. Trouver le début d’un des facteurs w;.
1.1 Appelons w;..) le facteur parmi wi, w», w3 et wq dans lequel est situé la premiére
lettre de .
1.2 Puisque le mot w contient au moins une occurrence de chacune des lettres de son
alphabet, il existe a,b € {0,1.0,1}, a # b. telles que w = uv avec u € {a.b}* - {ab*},
k > 1et Premigre(v) = ¢ € {a,b}. On pose w’' = vu.
1.3 Siw est hv-convexe alors le facteur w; est un préfixe de b* - w’ sur I"alphabet ordonné

[c.b].
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2. Calculer le premier facteur de la factorisation en mots de Lyndon décroissants de w/ sur

I"alphabet ordonné [c, b].

2.1 Le préfixe b¥ de w; n’a pas besoin d’étre considéré puisque b est le plus grand (lexi-
cographiquement) mot de Lyndon sur I"alphabet ordonné [c,b]. et que b* est bien un
mot de Christoffel.

2.2 On utilise la convention que pour toute lettre @ ¢ {b,c}onaa < beta < ¢
de maniére & ce que I’algorithme PremierFacteurDeLyndon™ s’arréte dés qu’une
telle lettre est rencontrée. On sait alors qu'on doit traiter le facteur w;..) sur ["alphabet
ordonné [a, .

2.3 Vénfier que la succession des alphabets ordonnés a deux lettres est bien conforme au

Tableau 3.3.2.
3. Vérifier que le mot de Lyndon obtenu est bien un mot de Christoffel.
4, Répéter les étapes 2 et 3 jusqu’d ce qu’on ait traité les quatre facteurs wy, we, w3, w.
5. Puisqu’on a parcouru les mots wy, w, w3 et wy, on a pu compter le nombre d’occurrences
de chacune des lettres. On vérifie finalement que :
5.1 Si|wy| + Jwal + |ws] + |wy| < |w| alors w n’est pas hv-convexe.

5.2 Si|wlo # Jwlg ou [wly # Jwly alors w ne code pas le bord d*un polyomino.

Cette méthode a pour avantage qu’elle ne nécessite aucun prétraitement sur le mot testé. De plus,
presque tout le traitement s’effectue en une seule passe sur le mot. En effet. si on considere un
facteur [ obtenu en calculant la factorisation en mots de Lyndon décroissants d’un des w;, une
seule des n; occurrences de I; sera utilisée pour tester qu’il s’agit bien d’un mot de Christoffel

et sera alors parcourue une deuxieme fois. Tout le reste du facteur n’est traité qu'une seule fois.

Alinsi, lors de I'analyse du bord d’un polyomino, il n'est nécessaire de stocker en mémoire que
le mot de Lyndon considéré lors de la factorisation du mot uy;. Les facteurs précédents n’ont pas

besoin d’étre conservés en mémoire.
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3.3.3 Enveloppe convexe

Etant basée uniquement sur fa notion d’ordre lexicographique, la décomposition en mots de
Lyndon décroissants d’un mot ne semble pas, 2 premiere vue, donner lieu & une interprétation
géométrique. On voit bien cependant qu'elle s’avere extrémement significative dans Je cas des
figures convexes puisqu’elle en détermine les points appartenant i |'enveloppe convexe. La

preuve du Théoréme 5 implique le corollaire suivant.

Corollaire 3. L'enveloppe convexe d’un polyomino est un polygone dont les sommets corres-

R

pondent aux points de fuctorisation en mots de Lyndon.

Figure 3.10 Un mot NO-convexe et sa factorisation en mots de Lyndon décroissants.

A titre d’exemple, considérons le chemin codé par » = 10110101001000010001. La décom-

position en mots de Lyndon décroissants est :
v=(1)' - (011" - (01)2 - (001)* - (000010001)".

On remarque que les facteurs 1,011, 01,001,000010001 sont tous des mots de Christoftel pri-
mitifs. La Figure 3.10 illustre clairement le lien entre cette factorisation el les points correspon-

dant aux sommets du polygone formant 'enveloppe convexe.

Il est important de noter que ce lien entre la factorisation en mots de Lyndon décroissants d’un
mot et I'enveloppe convexe de son chemin associé n’est valide que dans le cas des figures

convexes. Lorsqu’une figure n'est pas convexe. il n’y a pas de correspondance entre les deux.



59

Par exemple, considérons le mot v = 10001110100100100011. La décomposition en mots de

Lyndon décroissants est :
v = (1)*-(00011101001001)" - (000LID)*.

Cela ne correspoud pas & I’enveloppe convexe supérieure de ce chemin tel que I'illustre la Figure

301,
e |
0 /Q/O: ¢
<~
0 [/0/. [ 2
1
0 0//'/ *
o T
|
0 A4 ol ®
1 ®

Figure 3.11 La décomposition en mots de Lyndon décroissants et |'enveloppe convexe.

Lenveloppe convexe euclidienne d’un ensemble discret S € Z2 est forcément un polygone dont

déterminé par ces points.

Etant donné un mot NO-convexe v € {0,1}* dont la décomposition en mots de Christoffel
décroissants est v = ([} -+ ™, on pose (o, yo) le point de départ du chemin codé par v.
Pour chaque entier i € {1,2,..., k} on pose (x;,y:) comme étant le point ob se termine le

chemin codé par le facteur I et les quantités :

A‘E,;
Ay

Li — iy,

Yi —Yi-1-

4
Ug = CgﬁAz/; Ay :

Iy Ty

On définit ensuite les mots
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ol i = pged(Az;, Ayy) et Cp i est le mot de Christoffel primitif de longueur n avec & occur-

rences de la lettre 1 (voir Définition 9 de la Section 1.4).

A partir de la preuve du Théoréme 5 et du Corollaire 3 on déduit directement que

V=UWUup L U

Ceci fournit donc un algorithme optimal pour reconstruire une figure discréte digitalement
convexe a partir des points correspondant aux sommets de son enveloppe convexe euclidienne,
Il suffit de calculer les mots de Christotfel correspondants en utilisant une version légérement

modifiée de I’ Algorithme 2 présenté a la Section 1.4.2.

3.4 Calcul de ’enveloppe convexe

Etant donné un mot w sur "alphabet {0, 1}, I'enveloppe convexe supérieure du chemin codé
par w est donné par ce qu’'on appelle sa factorisation de Spitzer (voir (Lothaire, 1997), page
95). On définit d abord deux familles d’ensembles. Etant donné un morphisme & : {0,1} — R,

ou R est considéré comme un monoide additif, pour tout r € R on pose

Cr = {ve {0.1}7|P(v) =rl|},

I

B,

I

a0,y

s>

Le résultat suivant est attribué 3 Spitzer (Spitzer, 1956) qui 1'a établi de mani¢re plus générale

dans un tout autre contexte.

Théoreéme 6 (Spitzer, 1956). Tout mot w € {0,1}* admer une unique factorisation de la forme

w = byhy- Dy,
oub; € By pouri =12, .  ketsit#kalorsr; > riq.
En prenant le morphisme défini par &(0) = —1et ®(1) = +1, les séparations entre les facteurs

b; - by tels que 7; > 134 correspondent exactement aux points de I’enveloppe convexe du

chemin codé par w tel que 'illustre la figure suivante :
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Figure 3.12 Etant donné le morphisme ®(0) = —1 et B(1) = +1, trois chemins codés par des
mots appartenant & I'ensemble C'_y 1. Le moten (¢) appartient également a I'ensemble B_, /

alors qu'en (a) le préfixe 00011 € C'_ ;5 eten (b) le préfixe 01 € Cy.

w = 1000011100010001,
w=1-0000111-00010001.
1€ By,

0000111 € B_, 7,

00010001 € B_, /s

On remarque que la pente d'un mot w € Cy est p{w) = (1 4+ r)/(1 — r). de sorte que si on a
u € B, etv € By alors

r<s <= plu) < plv).

Tout comme dans le cas des factorisations de Viennot, la tamille d’ensembles (B,), ., admet la

propri€té suivante :

Propriété 4. Soit u € B, et v € By alors v < s implique wv € By pour un certuinr < t < s.

En fait, on peut redéfinir la factorisation de Spitzer de maniére 4 obtenir une factorisation
de Viennot (Viennot, 1978). Cette seule propriété suffit par contre a élaborer un algorithme
linéaire en fonction de la longueur d’'un mot afin d’en calculer la factorisation de Spitzer et
donc L'enveloppe convexe supérieure du chemin qu’il code. Ehrenfeucht. Haemer et Haus-
sel on utilisé cette approche dans leur article (Ehrenfeucht, Haemer et Haussler, 1987) afin
d’élaborer un algorithme optimal pour calculer ['enveloppe convexe d’une liste de points T =
(o, ¥0), (Z1,¥1), -, (&n,yn). de coordonnées w distinctes et triée en fonction de cette coor-

donnée.
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Etant donné un mot w, puisqu’on s’intéresse au nombre d’occurrences de chacune des lettres
dans ses facteurs plutdt qu’aux ftacteurs eux-mémes, on commence par calculer la liste L =

((a1.b1), (a2, b2), ..., (an,bn)) définie par

(1,0) si w; =0,
a; =
(0,1) si w; = 1.

Ensuite, tant qu’il existe une valeur ¢ telle que ;0,41 < a;41b;, on remplace les couples (a;. b;)

et {@iy1, bir1) par (a; + ajy1,b; + biyy) dans Ja liste L.

Il existe de nombreux algorithmes linéaires pour calculer I'enveloppe convexe d’un polygone.
Le premier est di a McCallum et Avis (McCallum et Avis, 1979) mais on lui préfére habi-
tuellement celui de Melkman (Melkman, 1987) (voir (Aloupis, web) pour une chronologie de
ces algorithmes). Notons que si on implémente I'algorithme présenté ici a 'aide d une pile, on
obtient alors une version discréte et simplifiée de I"algorithme de Melkman. Bien entendu, I’al-
gorithme ainsi obtenu ne s'applique qu’aux mots codant le bord d’un polyomino hu-convexe
alors que celui de Melkman permet de calculer I’enveloppe convexe de n’importe quel po-
lygone. L’algorithme présenté ici tire son intérét du fait qu’il utilise dcs résultats issus de la
combinatoire des mots antérieurs A Ialgorithme de McCallum et Avis. D’un autre c6té, la forte
similarité avec |"algorithme de Melkman tend a montrer que |"utilisation des mots ne fait ici que
masquer ['arithmétique du probléme. La porte est donc toujours ouverte & [’élaboration d’une
approche plus combinatcire au probieme de calcul de I'enveloppe convexe d'un poiyomino,

comme les mots de Lyndon I’ont fait pour tester la convexité discréte.



Chapitre IV

PAVAGES ET DETECTION DES POLYOMINOS EXACTS

4.1 Introduction

L’idée de paver une surface a I'aide d’un motif répété tire ses racines des temps anciens au-
tant pour des raisons pratiques qu’esthétiques. Plus récemment, les pavages ont ét€ étudiés
de maniére théorique sous différents angles. en particulier en informatique théorique, en lo-
gique mathématique et géométrie discréte. Les pavages permettent de développer des outils
efficaces pour démontrer I'indécidabilité d’un probleme. En physique, on éwdie les pavages

afin de mieux comprendre la structure des quasi-cristaux.

*- %9 90 o0 o
¢ s o4 veo ¢
PR ST IR
2 b4 24 4o o
+ 40 40 e 4
s 06 44 o0 9
* ¢ a4 44 o
¢ 406 26 0

Figure 4.1 Trois des nombreux pavages qui décorent le palais de U"Alhambra 2 Granada en

Espagne.

On s’intéresse ici au probleme de pavage du point de vue de la théorie de le complexité. On
définit habituellement un pavage par un ensemble de copies de polyominos qui recouvrent exac-

tement une région donnée.
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Définition 29. Un pavage 7 d'un sous-ensemble S C Z? par un ensemble fini de polyominos
P est un ensemble de couples (p, %) € P x Z* tel que :

1. Sest 'union des polyominos p + @ pour tout les (p. @) € T.

2. Pour toute paire distincte (p, &), (p'. ¢) € 7. les polyominos p+ et '+ sont d’intersection

vide.

Cette définition de pavage ne permet que les copies par translation des polyominos. Cette res-
triction n’entraine aucune perte de généralité puisqu’on peut toujours inclure les images des po-
lyominos considérés selon différentes transformations (rotation, symétrie, etc.) dans [’ensemble

P.

Définition 30 (Probléme du pavage). Etant donné un ensemble de polyominos P et un sous-

ensemble S C Z?. est-ce que S admet un pavage par P.

On supposera toujours que I’ensemble de S est 4-connexe puisque dans le cas contraire il suffit

de traiter chacune des composantes 4-connexes indépendamment des autres.

(H (2) 3

Figure 4.2 (1) Un ensemble de polyominos P. (2) un sous-ensemble S C Z2, (3) un pavage
de S par P.

Pour un ensemble de polyominos P fixé, dans le cas ol le sous-ensemble du plan .S est fini, le
probléme du pavage est clairement dans NP puisqu’étant donné un pavage de S par P on vérifie
en un temps polynomial, en fonction de la taille de S, que le pavage est conforme a la Définition

29 (voir la Figure 4.2).

La complexité du probléme du pavage varie de maniere impressionnante selon les contraintes

imposées. En particulier le pavage d’un ensemble fini .S par des barres horizontales et verticales
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illustre bien cette variation. Pour £ > 2, on note /iy, (resp. v4) le polyomino formé d’une barre

horizontale (resp. verticale) de k cellules consécutives et la complexité est donnée en fonction

du nombre de cellules dans I’ensemble S,

~ Le probleme du pavage avec S sans trou et P = {hy, v} se résout en O(n) (Kenyon et
Kenyon. 1992).

— Le probleme du pavage avec .S possédant k trous et P = {hg,va} se résout en O(nk +
nlog(n)) (Thiant, 2003).

— Le probleme du pavage avec .S possédant un nombre arbitraire de trous et P = {hg, v} #
{ha, v} est NP-complet. !

Dans le cadre de cet ouvrage, on s'intéresse aux pavages de I’ensemble du plan, ¢’est-a-dire

S = Z2. Puisque cette fois-ci I'ensemble a paver est infini, la notion de périodicité joue un réle

déterminant dans le traitement algorithmique de ces problemes.

Définition 31. Un pavage 7 est dit périodique sil existe une paire de vecteurs linéairement

indépendants @ et v tels que la translation par ces vecteurs ne modifie pas I'ensemble 7.

Définition 32. Un pavage 7 est dit semi-périodique s'il existe un vecteur ¥ tel que la transla-

tion par ce vecteur ne modifie pas I’ensemble 7.

(M (2)

Figure 4.3 (1) Un pavage du plan périodique. (2) Un pavage du plan semi-périodique.

Remarque 2. Siun ensemble de polyominos P pave le plan de maniére semi-périodique, alors

il existe au moins un pavage du plan périodique par cet ensemble.

"Une démonstralion de ce résuliat cst picsentée dans (Beauquicr ¢t al., 1995) ob clle est attribuée a un

document non-publié de Garey, Johnson et Papadimitrou,
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Le résultat le plus célebre quand au pavages du plan provient de Berger qui a brisé la fa-
meuse conjecture des dominos de Wang. En effet. dans (Wang, 1961) Wang avait considéré le

probléme de pavage du plan suivant :

Probléme 2. Etan: donné un ensemble fini de carrés unitaires aux cétés colorés, appelés do-
minos. existe-t-il un pavage du plan tel que deux céiés adjacents soient toujours de la méme

couleur.

Il en avait déduit la conjecture que voict.

Conjecture 1. Si un ensemble de dominos pave le plun, alors il existe ai moins un pavage du
pavag

plan périodique par ces polyominos.

Dans sa these de doctorat, Berger & montré indirectement que cette conjecture est fausse en
prouvant I’indécidabilité du probléme des dominos de Wang (Berger, 1966). Il a ensuite été
en mesure de décrire explicitement un ensemble de dominos qui pavent le plan uniquement
de manigre apériodique. Evidemment le probléme des dominos de Wang peut &tre réduit au
probleme de pavage du plan par un ensemble de polyominos, ce qui nous amene au résultat

suivant :

Théoreme 7 (Berger). Le probléme de pavage du plun par un ensemble fini de polyominos esr

indécidable.

Pour un raffinement de ce résultat, voir également (Gurevich et Koriakov, 1972). It est donc na-
turel d’étudier des versions du probleme de pavage pour lesquelles des solutions algorithmiques
peuvent étre développées. Dans le cadre de ce chapitre, on considere le cas du pavage du plan

par un seul polyomino.

4.2 Pavage du plan par un polyomino

Commie il est mentionné a la Section 1.5.3, un mot de contour code le bord d’un polyomino
a partir d’un point arbitraire. C’est pour cette raison qu’on s’intéresse aux mots de contour &

conjugaison preés. Il est pour cela agiéable de considérer les mots de contour comme des mots
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circulaires mais. pour des raisons pratiques évidentes. on choisit de les représenter par des mots
linéaires. On se permet donc de ne pas considérer les problemes de bord en supposant qu’étant

donné un mot de contour w: de longueur n, pour tout entier k on a wlk] = wlk + n|.
Définition 33. Un polyomino est exact s’il existe un pavage du plan par ce polyomino.

Définition 34. Un pavage du plan 7 par un polyomino P est dit régulier s’il existe deux vec-

teurs @ et T tels que 7 = {(P,aW +b7)|a,b € Z%}.

Bien entendu. tout pavage régulier est périodique. Un premier résultat quant a la complexité du
probléme de pavage du plan par un seul polyomino provient de Wijshoft et van Leuveen (Wij-
shoft et van Leeuven, 1984) qui ont montré que, contrairement au cas général, si un polyomino

pave le plan par translation alors il peut également le faire de maniere réguliere.

Théoreme 8 (Wijshoff et van Leuveen). Si P est un polyonino exact alors il existe un pavage

du plan régulier par P.

Cect fournit donc un premier test algorithmique puisqu’il sutfit de tester s’il existe une paire de
vecteurs 1 et ¥ qui engendrent un pavage régulier du plan par le polyomino p. Puisqu'on peut
borner la longueur de ces vecteurs en fonction de la taille du polyomino considéré. ceci permet

d’établir la borne suivante quant a la complexité de ce probleme.

Corollaire 4. Le probléme de pavage du plan par un polyomino se résout en temps polynomial.

Quelque années plus tard, dans (Beauquier et Nivat, 1991) Beauquier et Nivat ont proposé une
caractérisation des mots de contour des polyominos exacts. Cette caractérisation crée un autre
lien fort entre la géométrie discréte et la combinatoire des mots puisquune condition nécessaire
et suffisante afin qu’un polyomino soit exact est entierement exprimée en fonction de la structure
combinatoire de son mot de contour. Pour ce faire, on utilise ['opérateur ™ présenté au Chapitre
I. L'exemple qui suit rappelle qu'étant donné un chemin codé par le mot w, le mot & code

exactement le méme chemin mais parcouru en sens inverse.

w=0010101,
0t

—

o
U

]|

w=101

—

)
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Théoreme 9 (Beauquier-Nivat). Un polyomino P pave le plan par translation si et seulement

s'il existe X, Y, Z € L tels que XYZXYZ € b(P) ot au plus un des mots X, Y. Z est vide.

Nous appellons une telle factorisation d 'un mot de contour w = XY ZXYZ une BN-factori-
sation. Notons que cette caractérisation s’applique 2 la classe de conjugaison du mot w puisque
le point de départ du mot lui-méme sur le bord de la figure qu’il encode est arbitraire. Ainsi, on
dira de deux BN-factorisations qu’elles sont éguivalentes si elles correspondent 2 une permu-
tation circulaire des facteurs X, Y, Z, X , )A’, Z.En général, seulement quelques conjugués de w
admettent de telles factorisations : il est par contre possible qu’un méme conjugué en admette

plusieurs.

Considérons le polyomino exact, illustré a la Figure 4.4, dont le mot de contour est

w=1010T0001T0T010100.

Ce mot admet la BN-factorisation suivante :

w=101.0T0 001101 -010-700.

Une telle factorisation décrit explicitement de quelle maniére on peut obtenir un pavage régulier

(D 2

Figure 4.4 (1) Un polyomino exact P. (2) Un pavage du plan régulier par P.

du plan. En effet, la définition de I'opérateur ~ assure que les facteurs X et .X codent exactement
le méme chemin et donc que les parties du bord du polyomino codées par ces facteurs vont

s’emboiter parfaitement.
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Remarque 3. Soit p polyomino exact dont le mot de contour w admet une décomposition
w=XYZXYZetsoient 7 et ¥ les vecteurs définispar w = X + Y et v = Y + Z alors

T = {(p,i% +3§7)|i. 7 € Z*} forme un pavage régulier du plan.

la factorisation

w=X-Y - Z-X-V.2Z

=0010-0010-1101I011-0100-0100-1101011.
—
S/

— b 4 —
Les vecteurs associés sont & = X + Y = (6,2)etv =Y + Z = (3, —4) tel qu’illustré 2 la

Figure 4.5.

[

Tigure 4.5 Les translations définies par une BN-factorisation.

La BN-factorisation définit deux types de polyminos exacts. Les pseudo-carés et les pseudo-

hexagones.

Définition 35. Un polyomino dont la BN-factorisation w = XYZXY Zesttelle qu’aucun des

facteurs X, Y et Z n’est le mot vide est appelé un pseudo-hexagone.
Définition 36. Un polyomino dont la BN-factorisation w = XY ZXYZ est telle qu'un des

facteurs X.Y ou Z est le mot vide est appelé un pseudo-carré.

Dans le cas d’un pseudo-carré, on supposera toujours que le facteur vide est Z. La factorisation

de son bord sera donc w = XY XY . Notons qu'il est impossible que deux des facteurs X,V
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et Z soient vides car on aurait alors que w = uu. Notons également qu’un polyomino peut
admettre plusieurs BN-factorisations et peut &tre & la tois pseudo-hexagone et pseudo-carré.

Par exemple, le polyomino dont le mot de contour est w = 110010011001 00 admet deux

BN-factorisations et est a la fois pseudo-carré et pseudo-hexagone.

ikl

(O 2

Figure 4.6 (1) Un pavage de type pseudo-carré. (2) Un pavage de type pseudo-hexagone.

(2) w=1-1001-00-1-1001-00.

En général le nombre de BN-factorisations que peut admettre un polyomino est linéaire en

S s . . . . cT=k
fonction de son périmetre. Le pire cas étant celui de la longue brique w = 10 T0", pour tout
fe—

ie {0,1,... .k — 1} la factorisation w = 1-0"- 07 . T. O - 0" est une BN-factorisation

valide, tel qu’illustré ci dessous.

0! ok

ST T T

— k=i —i
0" 0

Dans cet exemple notons que méme si le nombre de factorisations peut &tre arbitrairement

grand, une seule est du type pseudo-caré (¢ = 0 et ¢ = k étant deux cas équivalents) alors que

toutes les autres sont de type pseudo-hexagone. La Section 4.4 étudie en détail les polyominos

admettant plus d’une factorisation de type pseudo-carré.

Du point de vue algorithmique, la caractérisation de Beauquier-Nivat d’un mot se calcul natve-

ment par une méthode essais-erreurs en O(n*). Gambini et Vuillon ont abaissé significative-
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ment cette borne en proposant un algorithme en O(n?) qui calcule toutes les factorisations de
Beauquier-Nivat d’un mot. Dans la section qui suit, de nouveaux algorithmes, inspirés par celui
de Gambini et Vuillon, permettent d’abaisser cette borne & O(n) pour la détection des pseudo-

carrés et d'une certaine classe de pseudo-hexagones.

4.3 Algorithmes de détection des polyominos exacts

Le principe de base des algorithmes qui suivent est le suivant : si un mot admet une factorisation
w = XYZXYZ , alors toute lettre de ce mot appartient & un des trois facteurs X, Y ou Z.

Ainsi on va débuler par rechercher une certaine classe de lacteurs A tels que w = AcAy.

Définition 37. Soit w le mot de contour d’un polyomino. Un facteur A débutant a la position 1
de w est dit admissible s'1l existe deux mots de méme longueur x et y tels que
) ws= A:Lﬁy.

(i) A est maximal au sens que f(x) # I(z) et f(y) # U(y).

Remarque 4. Un facteur 4 peut avec plusieurs occurrences dans w. Ainsi, un facteur admis-
sible est en fait désigné par 1a paire (A, ) puisqu’il s'agit de 1'occurrence de A débutant a la
position ¢ de w. Par abus de notation, on écrit seulement A lorsque cela n'engendre pas de

confusion.

Par exemple, considérons le mot de contour w = 000010000 1. Ce mot contient trois oc-
currences du facteur A = 00 débutant respectivement aux positions 1, 2 et 3. Seulement celles
débutant aux positions 1 et 3 sont admissibles car cclle débutant & la position 2 ne satisfait pas

la condition (ii).

(4,1): w= Azdy= 00.001.00-001 (Admissible)
(4,2): w= ArAy' = 00-0T0-00-010. (Non-admissible)
(A,3): w= Ar"Ay’ = 00 -100-00-100. (Admissible)

Définition 38. Soit w un mot de contour et (A, i) un de ses facteurs admissibles. On appelle

(Zz + @) le facteur homologue de (A4, 7).
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Etant donné une occusrence d'un facteur adinissible, on s’intéresse a I’ensemble des lettres qui

le constituent.

Définition 39. Soit (A, ) un facteur admissible du mot de contour w. Soit n = |w|et k = | 4],
on appelle 'ensemble {7,¢ +1,...,¢+k — 1} les positions de w recouvertes par le facteur

admissible (A, 7).

positions {3, 4} et son homologue les positions {8, 9}.
On peut maintenant énoncer la proposition suivante qui provient de (Briek et Provencal, 2006b).

Proposition 6. Soit w € X" le mot de contour d’un polvomino etp € {1,2,...,n}. Soit A
Uensemble des facteurs adinissibles qui recouvrent la position p et Al'ensemble de leurs homo-
logues respectifs. 1l existe au moins une position q € {1.2...,n} telle gue ¢ n’est recouverte

par aucun des éléments de AU A.

Preuve. Tout d’abord, remarquons que si A est un facteur admissible de w, on a alors que
[A] < |lw|/2. Puisqu'il existe z,y € £* tels que w = Az Ay, ona que 4] < |w|/2. Le seul
cas & considérer est si z = y = £. Ceci est impossible car on aurait alors que w = AA et donc

I(A)(A) € Fact(w). Contradiction, un mot de contouyx ne peut pas contenir un facteur de la

forme gz olla € X

Maintenant, on procede par contradiction et on suppose que toutes les lettres de w sont recou-
vertes par des facteurs de A ou A. Soit A € A le facteur débutant a la position la plus & gauche
par rapport a la position p et B € A le facteur qui se termine en la position fa plus a droite, tel

qu’iltustré ci-dessous.

—
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Soit x le chevauchement entre les factews 4 et B et y celui entre A et B. Sans perte de

généralité, on peut supposer que || < |y|. lly a alors deux cas & considérer.

L.

™o

SiJz| = |y| alors en utilisant le fait que pour toute paire de mots u, v on a

B "

L A | N |
] 5 =
oz v Txlaglx] 7 ]

uw € Pref(v) < @ € Suff(¥). 4.1

On obtient que & = 7 et que w se factorise de la maniére suivante

—~
-~y

w=sU3Vela?.

On s’intéresse maintenant  la différence entre le nombre de virages 4 gauche et le nombre
de virages & droite lorsqu’on parcourt le chemin codé par le mot w. On remarque que
chague virage a gauche dans yn facteur est annulé par un virage a droite dans son facleur
homologue et vice-versa. Ainsi il ne reste qu’a considérer les virages qui ont lieu entre
ces facteurs. On remarque alors que si un virage a lieu entre les facteurs x et U alors
ce virage sera annulé par son inverse entre les facteurs U et Z. 1 en va de méme pour
tous les autres : UZ est annulé par .LE’ zZV par Ve (on s’intéresse au chemin fermé), et
Vi par zV. On conclut alors que le nombre de virages a gauche est égal au nombre de
virage 2 droite et que. par la Propriété 2 (Section 1.5.3), le chemin codé par w se croise.

Contradiction.

Si|z] < |y| ons’intéresse alors & la propagation clu facteur y dans le mot w tel que décrite

par I’équation (4.1).

|

|
I5 L
x y
—~ | 2l s % y—
| A R A v ol

Dans le cas ol le facteur 7 ne chevauche pas 4 dans B (tel qu’illustré ci-dessus), on pose

V" comme étant le facteur entre /A et 7. On obtient alors la factorisation w = AV3AV
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ol o est défini comme le préfixe de i tel que y = aux et 3 est le facteur entre V et A. En

passant aux vecteurs on obtient

Cependant ¥ = az de sorte que le facteur 3 est suivit par a: dans w. Ainsi le facteur
non-vide S code une boucle fermée sur la frontiére d’un polyomino. Contradiction.

Finalement, dans le cas o § chevauche le facteur A dans B, on a la situation suivante

A e A IE
— [ | B ] B —
L x y B
— y ’y\ 3)\___)
[ x s 1 Blylolv[B] « v] B

ot w = AaA3. On a alors que
R
C=A+a+A+F=a+5=0.

On pose v comme étant le chevauchement entre A et § dans B. Comme § = ~0z le
facteur yay du mot w contient le facteur non-vide JayG correspondant & une boucle

fermée. Contradiction. =

Une conséquence directe de ce résultat est que I"admissibilité est prérequise pour les facteurs

d’une BN-faclorisation.

Corollaire 5. Soitw = XYZXYZ la BN-factorisation d’un mot codant le bord d’un poly-

omino exact. Alors X.Y et Z sont des facteurs admissibles de w.

Preuve. La condition (i) de la Définition 37 est une conséquence directe du fait que {u| = |u]
pour tout mot w € X*. Pour la condition (ii), procédons par contradiction. Supposons que le

facteur X n'est pas muximal. ¢’est-a-dire que f(Y'Z) = [(Y Z).

Dans le cas d’une factorisation de type pseudo-hexagone, les mots ¥ et Z sont non-vides. Tl

existe donc une lettre @ € L etdeux mots ¥/, 2/ € L*telsque Y =aY’et Z = Z3.On a
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alors que YZ = Y'@aZ’ ce qui est impossible puisque @a ne peut éire facteur d’un mot codant
le bord d’un polyomino. Contradiction.

Dans le cas d’une factorisation de type pseudo-carré w = XY XY, 'hypothése de départ
implique que f(Y7) = {(Y"). Soit w € B le plus long préfixe de Y tel que Y = uY'% pour
un certain ¥/ € £*. On pose X = u.Xu, le facteur X est admissible puisque par construction

F(Y') # U(Y”). Similairement, soit Y = D} v ol v est le plus long préfixe de X tel que

X = vX'U. Notons que contrairement 2 u, le mot v est possiblement vide.

~)

< |
=
<)
=
~
=)
NN
<
~)

U
—
—>

M
u
)

—

Comme w est non-vide, il existe une position p dans w telle que la totalité du mot w est recou-
verte par les facteurs adinissibles recouvrant cette position ou leurs homologues. Ceci contredit

la Proposition 6. H

Une approche similaire a été utilisée par Gambint et Vuillon afin d’élaborer leur algorithme
((Gambini et Vuillon, 2003), section 3.1). Par contre, le point de vue différe car nous pri-

viiégions ici des arguments combinatoires et non geometriques.

4.3.1 Détection des pseudo-carrés

Etant donné un mot de contour w, déterminer si w adinet une factorisation de type pseudo-
carré est un probleme qui se résout en temps linéaire. L'idée de base afin d atteindre cette borme
est de choisir une position quelconque dans w et de hister tous les facteurs admissibles qui la
recouvrent. Si ce mot admet une BN-factorisation, alors forcément un des facteurs admissibles

listés en fera partie.

Lemme 4. Soit w € X% un mor de coniour. Pour chaque position p de w lister U'ensemble des

Sacreurs admissibles qui incluent la position p se calcule en temps lindaire.
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Preuve. Cette borne linéaire, est atteinte a [’aide du calcul des plus longues extensions en temps
constant (voir Théoréme 4, Section 1.6.2). L'idée est la suivante : au lieu de chercher un facteur
A et son homologue A dans le mot w, on recherche un facteur 4 commun aux mots w et W, puis
A partir de sa position dans @ on calcule la position de A dans w. L’algorithme suivant exploite

cette idée afin de lister tous les facteurs admissibles qui recouvrent la position p du mot .

Algorithme 6 (listeFacteursAdmissibles).

Entrée : w € £ un mot de contour etp € {1.2,...,n}.
1: Pour ¢ de 1 an faire

2:  Siwp] = @[] alors

3: g — PLECG(w, @, p,i) — 1;

4. d — PLECD(w, @, p,1) — 1;

5. A—uwp—g..... p+d];

6. Siw= ArAyet |z| = |y alors

7 Ajouter A a la liste de facteurs admissibles
8: fin si

9: finsi

10 : fin pour

Le mot w est considéré comme un mot circulaire mais une implémentation efficace de cet
algorithme peut n’utiliser que des mots linéaires en les conjuguant de maniére appropriée afin
d’éviter les problémes de bords. De plus, aux lignes 5.6 et 7, pour que cet algorithme soit
linéaire, il est important que I’implémentation ne manipule que la position et la longueur de
chacun des facteurs considérés et non les facteurs eux-mémes. Notons également que par la
définition de PLECG et PLECD les facteurs A calculés 4 la ligne 5 sont forcément maximaux
au sens de la Définition 37 (ii). A la ligne 6, la position de A dans w est calculée 2 partir du fait

que A =w[t—g..... i+ d]. On peut ainsi déterminer si 4 et A se chevauchent dans w et, dans

le cas contraire, si x| = |y|. le tout en O(1). =

X

Ce lemme implique que le nombre de facteurs admissibles dans un mot est au plus linéaire en sa
taille. Déterminer une borne exacte au nombre de facteurs admissibles distincts d’un mot reste
un probléme ouvert qui s’apparente au probleme de déterminer une borne supérieure exacte

au nombre de carrés distincts d'un mot (voir entre autre (LLothaire, 1997) et (Tlie, 2005)). Le
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résultat suivant provient de (Brlek et Provengal, 2006c).

Théoreme 10. Soir w € E* un mot de contour. Déterminer si w admet une factorisation de

type pseudo-carré se calcule en temps linéaire.

- | 4 | Al vy
]
p pd+l
| B |
— I A 5
8 d
i i+d+n/2+1

Figure 4.7 Un facteur admissible A dans les mots w et @.

Preuve. La premiére étape consiste a appliquer le Lemme 4 sur une position p quelconque du
mot w. L' Algorithme 6 foumit alors la liste de tous les facteurs admissibles qui chevauchent
cette position. [l ne reste alors plus qu’d vérifier. pour chaque facteur admissible, stz = %. Le
Corollaire 5 assure que tous les facteurs d'une BN-factorisation sont maximaux. Ainsi. pour
vérifier que x = ¥, il sutfit de calculer la plus longue extension commune avec comme points
de départ les premigres lettres respectives de ces deux facteurs. Ceci peut étre fait en remplagant
la ligne 7 de ’Algorithme 6 par:
7.1: Si PLECD(w. @W.p+d+1,1+d+ %+ 1) = |z alors
7.2:  w = AzAZT est une factorisation pseudo-carrée.
7.3: TFinsi
La Figure 4.7 iltustre cette situation. Cette modification ne change pas la complexité de "algo-
rithme puisque 1a fonction PLECD se calcule en temps constant. On obtient donc un algorithme

linéaire pour détecter les pseudo-carrés. "

Lalgorithime obtenu permet non seulement de détecter st un polyomino admet une factorisation
de type pseudo-carré mais également de toutes les énumérer. Pour ce faire, lorsqu’on atteint
la ligne 7.2 de I’algorithme, il suftit de stocker la tactorisation obtenue et laisser rouler 1'algo-

rithme. Le tout demeure linéaire en fonction de la taille de w. Afin d’illustrer cet algorithme,
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Figure 4.8 Un pseudo-carré avec ses facteurs admissibles qui recouvrent la position p.

Les deux facteurs admissibles représentés par les lignes plus épaisses sont ceux qui meénent 2
des factorisations de type pseudo-carré alors que les deux autres ne le permetient pas. Les deux

factorisations obtenues sont identifiées sur la igure par o et e.

o : w=00100 1001 00100 1001,

I

e - w=00100-1001-00100-1001.

Tl s’agit d"un cas rare de mot qui admet deux factorisations différentes de type pseudo-carré. La

Section 4.4 étudie en détail la structure de ces mots particuliers.

4.3.2 Détection des pseudo-hexagones

La stratégie adoptée afin de détecter les pseudo-hexagones ressemble a celle employée pour
détecter les pseudo-carrés. On commence encore une fois par lister I'ensemble des facteurs ad-
missibles qui recouvrent une position quelconque du mot w. On obtient alors une tactorisation
de la forme w = X.z:X’y et il ne reste plus qu'a tester s'il existe Y et Z tels que x = Y2
ety = ¥ Z. Tester directement I'existence d une telle paire de mots requiert forcément O(n)
opérations ce qui porte la complexité totale de I"algorithme & O(n?). On privilégie plutét 1"ap-
proche suivante qui consiste & batir deux listes cle facteurs admissibles pour trouver une paire

qui coincide.
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Algorithme 7 (DétectePseudoHexagone).

Entrée : w € £" un mot de contouretp € {1,2,...,n}.

1. Construire L; : la liste de tous les facteurs admissibles qui recouvrent la position p.
2: m « laposition de la lettre la plus a droite dans un des facteurs de L.

3 : Construire L : la liste de tous les facteurs admissibles qui recouvrent la position n2 + L.
1: Pour chaque 4 € L faire

5: Pour chaque B € L; faire

6: Siw= ABrAByouw = ArB4yB alors

T 1 — la position de la premiere lettre de & dans w.

] J « la position de Ia premiére lettre de ¥ dans .

9: Si PLECD(zw, @, j) = |« alors

10 w admet une-BN-factorisation.
11: fin si
12: fin si
13:  fin pour
14 fin pour

On remarque que cet algorithmé peut &étre modifi¢ (tres [égerement) afin d’énumérer toutes
les factorisations de Beauquier-Nivat d'un mot de contour puisque les factorisations de type
pseudo-carré correspondent au cas ol, & la ligne 6. les variables w: et y sont vides. Etant donné
que le nombre de facteurs admissibles qui recouvrent une position donnée peut étre linéaire en
fonction de la longueur du mot. cet algorithme est quadratique au pire cas. Cependant, dans
certains cas, il est possible de borner le nombre de facteurs admissibles ce qui diminue la com-
plexité totale. En effet, la présence d'un grand nombre de facteurs admissibles recouvrant une

position donnée implique la présence de répétitions arbitrairement longues dans le mot.

Définition 40. Un mot w est dit sans-k-carrés, pour k > 2 st pour tout facteur w de w on a que

u=urr = |u|l <k
Par exemple, le w = 0010011110000 est un mot sans-k-carré€s pour tout k > 7 puisque son
plus long facteur carré est 001001,

On peut borner la complexité de I'algorithme DétectePsendoHexagone dans le cas des mots

qui ne possedent pas de facteurs carrés trop longs.
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Théoréme 11. Soit w € X" nun mor de contour sans-k-carrés. Dérerminer si w admer une

BN-factorisation se teste en temps O(n + k?%).

Ce résultat découle directement du lemme suivant qui borne le nombre de facteurs admissibles

et par la méme occasion, la complexité des boucles imbriquées de |’ Algorithme 7.

Lemme 5. Soit w € X' un mot de contour sans-k-carrés et p une position dans w:. Le nombre
p

de factenrs admissibles qui recouvrent la position p de w est borné par 2k + 2log(n).

Preuve. Soient Ay, Ay, ... A, les facteurs admissibles qui recouvrent la position p dans w. Par
définition w = AiIiZyi avec |z;] = |y;| pour chaque 1 < i < 7 de sorte que tous les facteurs
Z\i recouvrent la position p’ = p + 7. Il existe donc une position ¢ dans @ telle que tous les
facteurs A; détectés dans & recouvrent cette position. Dans I’ Algorithme 6 (listeFacteursAd-
missibles) les facteurs admissibles sont listés a travers une boucle telle que chaque itération
peut détecter au maximum un d’entrc eux. Soient ¢, 25 tels que 1 < ¢ < iy < g et supposons

que des facteurs admissibles ont été détectés lors des itérations ol 7 a pris les valeurs iy et 2,

w
. |
v
p pHv]-1 p+ ul-1
| W

 S—
u

Soitu = @iy, ..., get v = ©[iz,...,g|. Par d¢tinition de la plus longue extension commune,
onaqueu =wlp,..., p+ul =1etv=wlp,...,p+|v] = 1] tel qu'illustré ci-dessus. On a

donc que v est A la fois préfixe et suffixe de u ce qui implique que u possede la période [u| —[v|.

Considérons le cas ol ¢ et 4y sont inférieurs & ¢ — k. Il est impossible que |u| < 2|v]|. Par

contradiction, supposons que c’est le cas. On a alors que le facteur w possede une période
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inférieure a Ja moitié de sa longueur. 1l existe donc ¢ un facteur carré de u tel que |o| > J;—" Par

la définition de sans-k-carré, || < k. On en déduit les inégalités suivantes

k> lal > @ > vl

Or |u| > k car on a supposé que iy < g — k. Contradiction.
La méme situation se produit lorsque ) et iy sont supérieurs a ¢ + k.
Ainsi, dans 1" Algorithme 6, lorsque 'indice 7 va de 1 a n, le nombre de facteurs admissibles
détectés est borné par :
- lognpouridelaqg—k,
- 2kpourideqg—kaqg+k,
- lognpourideg+ kan.
En additionant le tout, on obtient la borne énoncée. o

On en conclut le résultat suivant, tiré de (Brlek et Provencal, 2006a).

Corollaire 6. Soir w € L™ un mot de contour sans-k-carrés avec k € O(\/n). Déterminer si

w admer tine BN-faciorisation se teste en temps linéaire.

Cette contrainte sur la longueur des carrés est une condition suffisante pour assurer la linéarité
rais pas nécessaire. En fuit, 1l est possibie quun mot possede des carrés arbitrairement longs,
que le nombre de facteurs admissibles en une position donnée soit linéaire en fonction de la
taille du mot «w mais que I’Algorithme 7 reste linéaire. Considérons par exemple le mot de
contour :
kqnTanTTRk  RTRE
w=010100110"1010011.

La Figure 4.9 illustre le cas & = & On remarque que méme si la position p = | est recouverte
par k — 1 facteurs admissibles, la position m + 1 n’est recouverte que par un seul. Ainsi, les

deux boucles imbriquées donneront lieu a seulement & — 1 € O(n) itérations.
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TFigure 4.9 Les facteurs admissibles d'un polyomino exact et sa BN-factorisation.

4.3.3 Optimisations de I’algorithme

Une premiere optimisation de 1’Algorithme 7 (DétectPseudoHexagone) consiste & stocker les
facteurs admissibles de maniére a pouvoir accéder directement & ceux débutant ou terminant en
une position donnée. Par exemple. en utilisant un tableau de n listes d’entiers de maniére a ce
que la h-ieme liste contienne les entiers { tels que w(k..[] est un facteur admissible. On peut
procéder de la m&me fagon pour gérer les positions ol se terminent les facteurs admissibles et

ainsi éviter de boucler sur des paires de facteurs qui ne correspondent pas.

Figure 4.10 Un polyomino exact et ses deux listes de facteurs admissibles.

Cette optimisation n’est pas suffisante pour abaisser la complexité de I'algorithme car certains
cas, comme celui présenté a la Figure 4.10. possédent un nombre linéaire de facteurs admis-

sibles se terminant a une position donnée et autant débutant a [a position suivante. Ce genre de



situation peut mener a4 un nombre quadratique de tests.

De telles situations impliquent une périodicité dans le mot de contour. La détection de ces
régularités permet d'éviter des tests inutiles et ainsi d’améhorer la performance de I’algorithme.

Le lemme suivant fait le lien entre la périodicité et la présence de facteurs admissibles.

Lemme 6. Soit w € £ un mot de contour avec deux facteurs admissibles A, = wli,. .. ,p|
(resp. Ay = wlp, ... 1)) et Ay = wlj,...,p| (resp. Ao = wip, ..., 7)) avec |4|| > |43]. Alors

(i) Ay et Ay ont la période |5 — 1|.

T

(i) Soit m une période de A,. Si m divise |j — 1| alors powr tout 0 < k < FFJ le facteur

wle + km, ..., p| (resp. wlp, . .. .t — kmn]) est admissible.

Preuve. (i) Par définition de facteur admissible, wli +5,....p+ 3] = A etwlj + 2o+
5| = //4\2 Ainsi, :1\3 est un suffixe de A\l On a donc que Ao est a la fois préfixe et suffixe de A,

d’ol A ala période |A (|~ [Ay] =7 -1
(ii) Pour k& = 0 c’est trivial. On pose X = w[i + km,...,p] pourun 1 < k < {%LJ
Comme A a la période m, il existe deux mots u, v avec |uv| = mtels que A, = (uw)Hu et
X = uv)""_ku. De plus, comme m divise j —¢, Ay = (wwv)’w ol v = {%EJ D’un autre coté,
ona

n

n e
wli + 5o Pt ,)] = A = (u)*u.

Z

ce qui implique que

u[1+km+§,....p+g] — (@) Fa = X

Il existe donc x et y tels que w = X;U)t'y avec || = |yl
r ;
| A, | 4
- Ay X ' 4, —
W v [u] v [o[ vIa] v [o] Ja]oTa] 7] 7 2] 715 |
-y X X /)Z —
} f bt ! T

{ i+km p ni2+i nf2+j nf2+p
nf2+ivkm
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Il reste A voir que f(x) # I(z) et f(y) I{y). Comme A; est un facteur admissible, w =

Az Ay’ avee 2| = |y/|, (') # [

tF(y') # U(y"). Comme A, et A ont la période m,

onaque l(x) = {(z)) et I(y) = I(y"). On obtient alors les inégalités voulues :

Ainsi, lorsque deux facteurs admissibles terminent & la méme position, on a forcément une
périodicité qui implique la présence d’autres facteurs admissibles. Par symétrie, le résultat
précédent s’applique également aux paires de facteurs admissibles débutant a la méme position.
On a vu précédemment que les seules situations qui font monter la complexité de I’ Algorithme
7 2 O(n?) étaient justement les cas ol un grand nombre de facteurs admissibles se terminent

tous a une position p donnée et un grand nombre débutent a position p + 1.

Définition 41. Soit w un mot de contour et A = wll....,p| (tesp. A = wlp,....!]) un facteur
admissible ayant la période m < M' tel que tous les A; = w(l 4+ im,...,p] (resp. les 4; =
wlp. ... l+im])pour 0 <i < [ J sont admissibles. On appelle la suite (Ai)()<i<LuJ une

suite de facteurs admissibles de période m terminant (resp. débutant) & la position p de w.

Par exemple, le polyomino illustré 2 la Figure 4.10 est codé par le mot w = 0817010 T' en
débutant au point inférieur droit. Les facteurs admissibles représentés par des lignes pointillées
forment une suite de facteurs admissibles de période 1 terminant a la position p = 8. alors que
ceux représentés par des lignes en tirets forment une suite de facteurs admissibles de période 1

débutant a la position 9.

Le lemme suivant montre que dans une telle situation, il est inutile de tester toutes les paires de

facteurs admissibles.

Lemme 7. Soit w un mot de contour avec (X;)o<i<k une suite de facreurs admissibles de
période m rerminant & la position p et (Y;)o<i<pr une suite de facteurs admissibles de période
m’ débutant & la position p + 1. Alors pour toufe paire 1.5 telle que w = X;Y;Z2X;Y;2Z, ona

Sorcément min(im, jm’)y < m+m’ — pged(m, m').
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Preuve. Solent . j tels que w = XY Zif;f pour un certain mot Z. Par le Lemme 6 il existe
u,v € U7 avec [uv| = mtels que X = (uwv)fu et Xy = (uv)* . De méme, il existe
w/ v € T avee [u'v/| = m/ tels que Yo = v/ (v'u)¥ et ¥} = o/(v"v/)%'~J. Comme Y débute a
la méme position que Yy dans w, le mot Z admet (v'u’)? comme préfixe. De la méme maniére,
Xo et X; terminent a la méme position dans w ce qui implique que Z admet (uv)* comme

suffixe. La figure ci-dessous illustre lecasot b =4, i =2, k' =3, = 2.

| w
\ = =
XO Y() Xo YO
uv| uv t;[uv!u u'lv’u v'u—’(v'u ZI\?IE\? uluv|a L?L}’D—’{v'f\"\?'a'
- by o~
—~ X Y z 1z v 7 —~

On a donc que Z admet (uv)* et (v'u')? comme préfixes. Soit r le prétixe de Z tel que |z| =
min(im, jm'). Le mot « posséde les deux périodes m et m/. Le théordme de Fine et Wilf
(Théoréme 1, Section 1.2) stipule que si || > m + m' — pged(m.m’) alors o possede la
période pged(m, m'). Par contradiction, supposons que ¢’est le cas. Il existe alors un mot o de
taille pged(m, m') tel que wv, /v’ € {o} . Ainsi. v € {@}* et il existe donc G, un conjugué
de @, tel que vu € {B}F. On a alors que e est facteur de w car Xy admet 3 comime suffixe

alors que Yo admet o comme préfixe. En considérant les vecteurs associés, on obtient

—_— — g N —
Ba=p+ad=a+a=-a+a=0.
Le chemin de contour w contient donc une boucte fermée. Contradiction. [ ]

Ceci permet encore une fois d'éviter du travail inutile et d’améliorer la performance de 1’algo-

rithme. Le lemme suivant établit une borne supérieure au travail nécessaire dans un tel cas.

Lemme 8. Soit w un mot de contour de longueur n avec {Xi)o<i<k une suite de facteurs
admissibles de période m terminant & la position p et (Y;)o<j<ir une suite de facteurs ad-
missibles de période m' débutant & la position p + 1. Vérifier s’il existe un couple 1, j el que

w = XLY]-ZS(\T-?JQ requiert au plus O(n) opérations.

Preuve. Le calcul de la plus longue extension en temps constant permet de tester chaque paire

X;, Y en temps constant. Le Lemme 7 montre qu’il ne faut considérer que les couples (2, j)
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appartenant & I’ensemble suivant : -

IT={(4j)10<i<k0<j <Ak et minlim.jm’) < m+m' — pged(m, m')}.

Clairement, plus les valeurs de m et m’ sont rapprochés, plus la cardinalité de 7 est petite. Au

pire cas m = 1 (ou, de maniére équivalente, m’ = 1) et alors

min(im, jm'y <m +m' — pged(m,m’) = min(i, jm’) < m/,
F=0et0<i<k
== ou
1<j<ketd<i<n
Ainsi le nombre de tests nécessaires est bornée par (k + 1) 4+ &'m’. Comme |Xg| > km et

|Yo| > k'm’ on a que km, k'm’ € O(n). On obtient ainsi la borne O((k + k'm/) = O(n). =

Maintenant, on peut bormer le nombre de suite de facteurs admissibles périodiques terminant (ou
débutant) en une position donnée. ceci permet d’€tablir une borne concréte au travail nécessaire

afin de déterminer si un polyomino pave le plan.

Définition 42. Soit w un mot de contour avec (A;)g<;<k, une suite de facteurs admissibles de

période m terminant (resp. débutant) & la position p. (A;)y<i<k est dite maximale si

m,...,p| (resp. wlp, ..., L+ m]) n'est pas un facteur admissible.

(i) Pour toute période m' de Ap, si m’ # m alors m’ ne divise pas m.

Le lemme suivant assure qu’il n’est nécessaire de considérer que les suites maximales.

Lemme 9. Soit w in mor de contour, toure suite de facteurs admissibles périodiques qui termine
(resp. commence) en une position donnée de w est incluse dans une suite maximale qui termine

(resp. commence) a la méme position.

Preuve. Soit (A;)o<i<k une suites de facteurs admissibles de période m terminant a la position p
de w. Soit u la plus petite période de Ay telle que p divise m. et soit { tel que Ag = wll....,p].

On pose

v =max {v € N|V 0 <3 < wlefacteur w|l —ip, ..., plest admissible} .
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On pose B; = w[l + (i — v)u,...,p] pour chaque 0 < ¢ < L/L:/J + v. Par construction et

le Lemme 6 (ii), la suite (Bi)o _ forme une suite maximale de facteurs admissibles

<;;<{D +1
i B

périodiques qui comprend tous les facteurs 4; pour 0 < ¢ < k. u
L'intérét de ne considérer que les suites maximales est qu étant donné une position dans un mot
de contour, on peut fixer une borne logarithmique au nombre de suites de facteurs admissibles

maximales débutant ou terminant en cette position.

Lemme 10. Soit w un mot de contour de longueur n. Le nombre de suites maximales de fucteur

admissibles périodiques terminant (resp. débutant) en une position p est dans O(log(n)).

Preuve. Soit (As)o<i<k, une suite de facteurs admissibles de période m 4 et (B;)o<i<k, une
suite de facteurs admissibles de période mpg < m4 toutes deux maximales et se terminant &
la position p de w. Comme le mot w est de longueur n, il suffit de voir que m 4 > 2mpg pour

obtenir la borne log, (n).

Par contradiction, considérons premierement le cas my = mp. Par définition d’une suite de

facteurs admissibles périodiques on a |4y | < ma et |By,| < mp. Sans perte de généralité,

on suppose que |Ag, | > |By,| (il n'est pas nécessaire de considérer le cas ol |4y ,| = |By,]

puisqu’on auraitalors A; = B; pour tout 9). On pose p = A, [ —[Biy| = [Ag, ~1] = [Brp-1l.

4{ Ay, -1

Par le Lemme 6, le mot Ay ,_q posséde la période p et |4y, _1| = m + [4g,| > m +
Par le théoreme de Fine et Wilf (Théoréme |, Section 1.2) Aj_, possede la période v =
pged(m, 1) < m. Encore une fois par le théoreme de Fine et Wilf, on conclut que A4¢ posséde la

période v # u qui divise y, ce qui contredit I’hypothése de maximalité de la suite (A, )o<i<r , -

Supposons maintenant que m’ < m < 2m. [l y a deux cas a considérer.
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Si [Ap|] < |By| alors Ay possede les périodes m et m’ puisqu'il est un suffixe de By. Par
définition, |4y > 2m > m + m’ et par le théoreme de Fine et Wilf, 4, possede la période
pged(m, m’). Comme m’ < m, le pged(m, m') < m ce qui contredit la maximalité de 1a suite

(Ai)o<ick-

Si |Ap| > |By] alors on pose  comme étant ["entier qui minimise v = ||4,,| — [Byl||. On a alors

que v < $m < m'.

Par le Lemme 6, le mot By posséde les périodes 7' et v alors que |Bg| > 2m’ > m’ + v. Par

le théoreme de Fine et Wilf, Aj possede la période pged(m'. v) < m/. Contradiction. ]

Lorsqu’on liste I’ensemble des facteurs admissibles qui recouvrent une position donnée, il est
possible que des suites de facteurs admissibles périodiques terminent en différentes positions

de w. Le lemme suivant borne le nombre de positions ou se terminent de telles suiles.

Lemme 11. Soir w un mot de comtour de longueur n et p une position quelconque de w:. Le
nombre de positions ol peuvent se terminer (resp. commencer) des suites maximales de fucteurs
admissibles périodiques dont au moins 5 facteurs recouvrent la position p de w est borné par

logy(n).

Preuve. Soit (4;)o<i<k , une suite de facteurs admissibles de période m 4 terminant en la posi-
tion ¢4 > pet (B;)o<i<k, une deuxiéme suite de facteurs admissibles de période m g terminant
en la position gg > ¢4 toutes deux maximales et contenant au moins & facteurs recouvrant la

position p de w.

Soit j 4 la position de w oll débute le facteur Ag et g la position ol débute le facteur By. On a
alors que

Ay =wlja +ima, ..., q4], Yitel que 0 < < ky,

B; =wljg +img,....qz], Yitelque 0 < <kpg.
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Afin d’obtenir la borne logarithmique. il suffit de voir que la période d une des deux suites est

au moins le double de celle de ["autre. I y a deux cas a considérer.

St jg < ja + ma, c’est-d-dirc que le facteur By commence avant le facteur .4,. on pose
o = wl7a +ma, ..., p]. Par construction, le facteur o est un facteur propre de A; et By,
« posseéde donc les périodes m 4 et mg. Par hypothese, au moins 5 des facteurs de la suite
(Ag, 4y, . ..) recouvrent la position p de w et comme A4, est facteur propre de A;, les facteurs
Ao, A1, Ao, A3 et Ay doivent absolument débuter avant la position p ce qui fait que |a| > 4ms.
Supposons maintenant que |ee| > my + mp. Par le théoréme de Fine et Wilf (Théoreme |,
Section 1.2) les mots «, A et By possédent la période 1 = pged(m 4, mg). Il existe deux mots

w, v tels que |uv| = pet Ay € (wv)*wtel que Uillustre la figure ci-dessous.

| A, | o
A :‘\\\
| uv| uv ugv} L;[le| u ﬁﬁrﬁ\';‘ Dﬂm 7
| B, | By
L B | B

{

HEN

Soient z et y les facteurs de w tels que w = Ajzd y avec || = |y|. Comme By posséde

la période 1 et par hypothese se termine apres le facteur A, on a f(x) = f(v). De plus,
comme le facteur By commence avant le facteur 4; on a également que I(z) = [(?). Ainsi,

flo) = flv) = {B) = I(x). Le facteur A, n’est donc pas admissible. Contradiction. On

conclut que si jg < 31 -+ my alors dmy < |a| < my + mp et done 3m, < mpa.

Inversement, si jg > 7,1 + m4. c’est-a-dire que le facteur By commence aprés le facteur 4
dans w, on pose & = w[jy....,p|. Comme les facteurs By. B, By, By et By recouvrent tous
la position p, on a que |a| > dmp. Sia > mya + my; alors par le théoréme de Fine et WIlF,
o, By et Ay possédent la période p = pged(m .y, mp). Maintenant, st le facteur By commence
avant un facteur A; tel que |A;| > p, alors par le méme argument que dans le cas précédent, on

conclut que A; n’est pas un facteur admissible car w = A,;;cI,;y avec |x| = |yl et f(z) = 1)

Ainsi on doit avoir || < m 4 + mp ce qui implique dmp < my +mpetdonc m,y > 3mp.
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Si, & Popposé, il n'existe aucun facteur A; de longueur plus grande ou égale & 11 < m 4 tel que

By commence avant A; dans w, tel que ['illustre la figure ci-dessous,

w

‘ Ak,.-l | Xk,‘—l
w4, | A

B, | By

) B, 1 B,
| s | B
|5 B
B | B,

c’est que les facteurs By, By, By, B3 et By commencent tous entre le début du facteur A, _,

et la position p. On conclut dans ce cas que dmp < 2m. 4. [

Finalement, certains facteurs admissibles ne font partie d’aucune suite de facteurs périodiques.

on appelle ces facteurs isolés.

Définition 43. Soit w un mot de contour. Un facteur admissible A = w[j,...,p] (resp. w[p, ..., ]
est dit isolé par rapport & la position p s'il n’appartient a aucune suite de facteurs admissibles

périodiques terminant (ou débutant) a la position p.
Le nombre de facteurs admissibles isolés est lui aussi borné par un facteur logarithmique.
Lemme 12. Soit w un mot de contour, le nombre de fucteurs admissibles isolés terminant (resp.

commengant) & la position p de w est borné par log,(n).

Preuve. Soit A = w[ja,....p] et B = w[jg,...,p] deux tacteurs admissibles isolés de w.
Sans perte de généralité, on suppose que ju < jz. Il sulfit de voir que |A| > 2|B| pour obtenir

la borne logs(n).

Par contradiction, supposons que |A| < 2|B|. Par le Lemine 6, A posséde une période m qui
divise jg — 74 telle que la suite (A; = w[ja +im,... ’p])ogig V,_",l J est une suite de facteurs

admissibles périodiques avec Ay = A. Contradiction. n

Ceci permet enfin d’abaisser la borne quadratique de I’ Algorithme 7.
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Corollaire 7. Soit w un mot de contour. Déterminer si w admer une BN-factorisation se tesie

en O (n(logn)®).

Preuve. Conformément a ' Algorithme 7, on pose L) 'ensemble des facteurs admissibles qui
recouvrent la position p de w, p étant choisi arbitrairement. Soit m la position la plus a droite ol
se termine un des facteurs de L. on pose L I'ensemble des facteurs admissibles qui recouvrent
la position m + 1 de w. Pour chaque position ¢ de w on s’intéresse aux facteurs admissibles X
qui terminent en ¢ et aux facteurs admissibles ¥ qui débutent en ¢ + 1. Ces paires X, Y sont

les seules qui peuvent éventuellement mener a une factorisation w = XY ZXY Z.

Soit T<y ’ensemble des positions g telles que parmi les facteurs L;, aucune suite maximale de

facteurs admissibles périodiques de cardinalité supérieure a 4 y terminent .

Similairement, soit C<y I’ensemble des positions g telles que parmi les facteurs Lo, aucune suite

maximale de facteurs admissibles périodiques de cardinalité supérieure a4 4 y commencent.

Pour chaque ¢ € T<4 (resp. ¢ € C<q). il y a au maximun 5log,(n) facteurs de L) qui y ter-
minent (resp. commencent). Effectivement, le Lemine 10, assure qu’il y a au maximum log,(n)
suites de facteurs admissibles périodiques maximales qui terminent (resp. débutent) en une po-
sition donnée et le Lemme 12 assure qu'il y a au maximum log,(n) facteurs admissibles isolés
qui terminent (resp. commencent) en une position donnée. Cela fait donc un total de 5 log,(n),
4log,(n) pour les petites suites de facteurs admissibles périodiques et logq (n) pour les facteurs

admissibles isolés.

Soit T>5 (resp. C>5) 'ensemble des positions ¢ telles que, parmi les facteurs L (resp. Ly), au
moins une suite de facteurs admissibles périodiques de cardinalité supérieure ou égale 3 5 y

termine (resp. commence).

Le Lemme 11 assure que la cardinalité des ensembles 755 et C=5 est bornée par log,(n)

Soit ¢ une position de w. il y a trois cas possibles.
I. g € Teget g+ 1 € Cey. Le nombre de facteurs X' € L, qui terminent en ¢ est borné

par 5 logs(n), tout comme le nombre de facteurs 3" € Ly qui commencent en ¢ + 1. Pour

chaque paire X, Y vérifier si w = XY ZXV Z se teste en temps constant. Le temps de



traitement de chacune de ces positions est donc O ((log n)'z). Comme il y a O(n) telles

positions g, le temps total pour toutes les traiter est O (n(log n)?).

2. g€ T<yetg+ 1 € Cys Comme dans le cas précédent, le nombre de facteurs de L, se
terminant en g est borné par 5log,{n), alors que le nombre de facteurs de I, commengant
en g+ 1estdans O(n). En testant toutes les paires possibles, on obtient un temps de calcul
en O(nlogn). Comme il y a au plus log(n) telles positions ¢. le temps total pour toutes

N

les traiter est O (n(logn)?).

joe

. q € Trsetqg+ 1 € Ccy. Cecas est completement symétrique au précédent. Le temps de

traitement total est donc O (n(log n)?).

4. g € Tosetq+ 1 € Cps. Soit (X;)o<i<k une suite maximale de facteurs admissibles
périodiques terminant en ¢ et (¥j)o<;<xs une suite maximale de facteurs admissibles
périodiques commengant en ¢ + 1. Par le Lemme 10, le nombre de telles paires (X(;), (Y;)
est borné par (log, n)?. Le Lemme 8 assure quant a lui que le temps de traitement pour
chacune de ces paires est O(n). De plus, comme dans le cas précédent, il y a un maxi-
mum de log(n) facteurs admissibles supplémentaires qui terminent en ¢ et autant qui
commencent en ¢ + 1. Pour chacun de ces facteurs admissibles isolés il faut considérer
un temps de traiment en G(n) puisque le nombre total de facteurs admissibles qui ter-
minent, ou commencent, en une position est borné par O(n). Le temps total nécessaire
pour traiter une telle position g est donc O (n(log n)* + 2nlogn) = O (n(logn)?). Fi-
nalement, comme il y a au plus log(n) telles positions ¢, le temps lotal pour toutes les
traiter est O (n(logn)?).

On conclut que tester s’il existe X € LyetY € Lytelsque w = XYzZXYVZ requiert un temps
de traitement en O (n(log n)3). Finalement, il ne reste plus qu’a uliliser la méme méthode
pour chercher une paire X € LyetY € Ly tels que w = XZY XZY . 1l faut alors chercher
un facteur X' € ) débutant en une position ¢ et un facteur Y € Ly tel que son homologue v
termine 2 la position ¢ — 1. La complexité totale d’un tel traitement est donc dans O (n(logn)?).
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4.4 Caractérisation des doubles pseudo-carrés

On a vu précedemment qu’un polyomino exact peut admettre un nombre linéaire, en fonction
de son périmetre, de factorisations de type pseudo-hexagone. Mais qu’en est-il des factorisa-
tions de type pseudo-carré ? Est-ce qu’un polyomino peut admettre plusieurs factorisations de
type pseudo-carré 7 Que peut-on dire de ces polyominos ? Cette section propose des problémes

ouverts portant sur ces objets géométriques trés spéciaux.

On s’intéresse tout d'abord aux polyominos admettant deux factorisations de type pseudo-carré.

o~

Définition 44. Soit w un mot de contour avec la BN-factorisation w = XY ZXY Z. Une

deuxigme BN-factorisation w = ABCABC est dit équivalente si (X, Y. Z, ’? }A', 2] est une

~

permutation circulaire de [4, B.C. A.B.C].

Définition 45. Un double pseudo-carré est une polyomino dont le mot de contour admet au

moins deux factorisations XY X1 et ABAB non-équivalentes.

De telles piéces existent, comme 1'illustre la Figure 4.8. La Proposition 6 (Section 4.3) a une

conséquence directe sur la structure des doubles pseudo-carrés.

Corollaire 8. Soit w le mot de contour d’un double pseudo-carré et A, B, X, Y quatre mots tels
) ) /

que w = XY XY = ABAB forment deux fuctorisations non-équivalentes. Soit Py Iensemble

des positions de w recouvertes par le facteur X et P, celles recouvertes par le fucteur A, alors

Px ¢ Py.

Preuve. Par contradiction. supposons que les positions recouvertes par le facteur X sont toutes

recouvertes par A, on aurait alors la situation suivante :

)

|

A B | "

l

Comme les deux factorisations ne sont pas équivalentes, 1l existe forcément une position p

dans A qui n’est pas dans le facteur X. On a alors que les facteurs admissibles qui recouvrent
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la position p et leurs homologues respectifs recouvrent toutes les positions du mot w ce qui

contredit la Proposition 6. n
Ainsi les deux factorisations d’un double pseudo-carré doivent étre décalées 1'une par rapport
a I'autre. Considérons par exemple le polyomino codé par le mot w = 010T0TI0T0101. 1l

s’agit du mot le plus court admettant deux factorisations pseudo-carrées.

[0 100eT 00T#0 ToOel Dol s
Al B] A B
-3 ] x| v [ % [~

Etant donné un polyomino sur la grille carrée, on peut toujours redessiner ce polyomino en
utilisant comme grille de base un pavage du plan régulier par un pseudo-carré. On appelle cette

opération le produit de polyominos.

Définition 46. Soit P un polyomino et C un pseudo-carré codé par le mot de contour XYXY.
Le produir de P par C, noté P o C, est le polyomino dont e mot de contour est o(w) ol w est

le mot de contour de P et ¢ est le morphisme défini par

N

Figure 4.11 Produit du polyomino P par le pseudo-carré C.
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Par exemple, considérons le pseudo-carré C dont le mot de contour wc est :

we = XY i

Il
<
—
o
I
—|
o

~10TTI1-0110710-11101,
et P le polyomino dont le mot de contour estwp = 1010101000, tels qu’illustiés a la Figure
d

4.11. Le produit de P par C est le polyomino défini par le mot de contour o(wp) ol o est le

morphisme défini par

—|
—

0

o(0) 0. o(1) =T0TTT.
0)

01
al 01

[e=]]

10710, o(I)=11101.

II

Remarque 5. Le carré unitaire est un pseudo-carré dont la factorisation X = 0.Y = 1..X =0

et Y = Test I'élément neutre de ce produit.

Définition 47. Un polyomino Q est dit premier si pour toute paire de polyominos P, C telle

que Q=PoConaalorsque Q=PouQ =C.

Remarque 6. Tout polyomino dont I'aire est un nombre premier est forcément premier.

Le Tableau 4.4 présente, a symétries diédrales pres, la liste des premiers doubles pseudo-carrés.

La présence de deux factorisations de type pseudo-canés est tellement contraignante qu’il est

difficile d’en imaginer une troisiéme.

Conjecture 2. /] n'existe aucun mot de contour admettant irois facrorisations non-équivalentes

de type pseudo-carré.

De plus, Laurent Vuillon a remarqué que les cotés de tous les doubles pseudo-carrés primitifs
observés jusqu’ici posseédent une cenrro-syinétrie (Vuillon, 2008). Soit w un mot de contour
d’un double pseudo-carré et X un des facteurs d’une de ses deux factorisations. Le segment
de droite reliant le point de départ du chemin codé par X au point d’arrivée croise ce chemin
exactement en son centre et les deux moitiés obtenues sont parfaitement symétriques par rapport

a ce point.



Périméue Premiers Composés

24 | oL

28 LLJ‘U"} il

30 — U

o
R
ru
In
o= B

I e S

Tablean 4.1 Les doubles pseudo-carrés de périmetre inférieur ou égal 4 32.

96
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Figure 4.12 Un double pseudo-carré primitif et ses huit facteurs centro-symétriques.

La propriété géométrique de centro-symétrie se traduit sur les mots par la palindromicité. d oi

la conjecture suivante.

Conjecture 3. Soir w le mot de contour d'un double pseudo-carré premier. Si les mots X,Y

sont tels que w = XYXY, alors X.Y € Pal(Z*).

Le fait que les facteurs X, Y sont des palindromes fait en sorte que si on pose u = XY alors

= ul, ce qui impose également une structure trés contraignante.

4.5 Polyominos avec des trous

Les résultats algorithmiques présentés précédemment peuvent s appliquer a des tuiles plus
générales que les polyominos. Etant donné que la BN-factorisation concerne uniquement le
chemin codant le bord d'une piéce, on peut I'appliquer & des formes possédant des sections
d’aire nulle. Considérons I'exemple présenté a la Figure 4.13. Débutant au point S, le bord de

cette figure est codé par le mot

Ce mot admet la BN-factorisation w = XY Z.XY Z suivante -

w = 11001 - Q01011011100101 - 0011 - 10011 - 101001110110100 - 1100.

Cetle factorisation correspond au pavage illustré & la Figure 4.13. Le bord d’une telle piece
correspond a un chemin qui passe deux fois par le méme point mais qui e se croise pas. Nous

appellerons un canal une région d"aire nulle sans croisement.
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[
L[]
[

j |

]

i

Figure 4.13 Un polyomino avec trou et un pavage du plan par cette piece.

Définition 48. Soit w € ¥* un mot codant un chemin. Un canal est un mot u tel que w = ruyu
] y

pour deux mots non-vides x et y satisfaisant @ = % = 0 et

(1Y west maximal au sens que f(x) # {(z) et f(y) # [(TJ)
(i) Soit V= {{U(x) - fwy)), (Uzw) - F(y). (i(v) - f(@w)), ({{ya) - flz))} \ {aala € T}
I'ensemble des virages effectués au début et 4 la in de ce canal, il doit y avoir au moins

un virage V' # §, et ils doivent tous &tre du méme cdté V C Gou 'V C D.

LLa Figure 4.14 illustre les deux types de canaux possibles. Le premier relie deux régions entre

elles alors que le deuxiéme relie un trou a I'extérieur de la région considérée.

\\
A o~ - o~
, 0 R ' 7, N
. \ , [y \ - \
K 1 . ' 1 Gu N \
. 'D . 1 'G ! i
x 1 -’ 1 [ ] ' X
' r ; 1 1 ] u ,' y ' ’
' D u D, y ' G , ) ,
' 1 ] ' 1 ’ , ’
\ L’ i ' ) ’ ’
S \ ! ' N . ’
~. ’ . - ,
S ’ ~ ’
~ L4 ~

-
_______

Figure 4.14 Deux types de canaux
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Notons que le mot vide peut également correspondre 2 un canal. La Figure 4.15 en montre un
. -~ — — ~ .
exermnple, en posant ¥ = conablen w = zuyu avec £ = y = 0 et les deux conditions de la

définition sont respectées.

Figure 4.15 Canal défini par le mot vide.

La condition (ii) de la Définition 48 traduit le fait que deux chemins se touchent mais ne se
croisent pas. La Figure 4.16 illustre trois exemples ol cette contidion n’est pas respectée et 4

chaque fois le chemin contient forcément un croisement.

7 ¢

. \ ’ 1 R

" 1 PR y t A

-~

) 'D G L, N J x G Y

: X ! . o f ! N— ~ ’ - - ~a
— - : - 4 1 ]
i D u ' 1 ' D )
\ . 1 y 1 '\ X \ S
. .- 1 N , AN P
- . B [, . v - ,
Seel e ---c s

~ - . ’

~a -

(H @) (3)

Figure 4.16 Chemins qui se croisent.

Afin d"éviter de devoir considérer des cas pathologiques, nous définissons la notion de multi-

plicité d un point.

Définition 49. Soit w un mot codant un chemin débutant au point {x, ), la multiplicité d’un

_—
point (', y') est le nombre d'entiers 1 < k < |w| tels que (z.y) + w(l..&] = (&', y/).

La multiplicité d’un point correspond donc au nombre de fois ot le chemin y passe. On peut
caractériser les mots de contour de polyominos comme étant 'ensemble des mots w tels que

e . A . . . e,
W = 0 etque tous les points visités lors du parcours du chemin codé par w sont de multiplicité

un.



100

Nous pouvons maintenant généraliser cette notion de mot de contour & des chemins qui passent

possiblement deux fois en certains points mais qui ne se croisent pas.
Définition 50. Un mot de contour génédralisé est un mot 1w tel que
. — -
@ w=0.
(it) Tous les points du chemin codé par w sont de multiplicité 1 ou 2.

(iir) Tous les points de multiplicité 2 font partie de canaux.

Les mots de contour généralisés permettent a généraliser la notion de polyomino a des en-
sembles possédant des trous. La piece utilisée pour paver le plan a la Figure 4.13 en est un

exemple.

Lemme 13. Un mot de contowr généralisé w ne peut contenir un facteur de la forme aBc avec

E/—ézﬁ\eta;ée.

Preuve. Par contradiction, supposons que le mot de contour généralisé w posséde un tel facteur.
On peut donc écrire w = uaFav pour certains mots w et v. Soit w le plug long suffixe commun

3 uet 3etwle plus long préfixe commun 4 v et 3. On pose o’ = paw tel qu’illusteé ci-dessous.

W
u o B o v
u v i v
u o’ g’ o V'
I S R
u (0 "
| e | 1
1 ; o -
: v] 1
]
1 ' B -
! -
! 1
' 1

La partie du chemin codée par o’ correspond a une région maximale d’aire nulle dont tous les
points sont de multiplicité au moins 2. Le facteur o doit donc former un canal, d’ot o/ = o,

Ceci est impossible car
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[. Sile/| est pair, alors les deux lettres au centre de ce mot forment un facteur de la forme

aa. Contradiction.
2. Si|af| est impair. alors la lettre centrale doit &tre égale & son propre barré. Contradiction.
u

On peut maintenant généraliser la Proposition 6 aux mots de contour généralisés.

Proposition 7. Soir w € X" un mot de contour généralisé er p € {1.2.....n}. Soit A lI'en-
semble des facteurs admissibles qui recouvrent la position p et A l'ensemble de leurs homno-
logues respectifs. Il existe au moins une position ¢ € {1.2... . n} telle que q n’est recouverte

par aucun des éléments de AU A.

Preuve. 11 s’agit d’un prolongement de la preuve de Proposition 6 (Section 4.3) en utilisant
les méme notations. Le cas | est trajté de maniere identique puisque la Propriété 2 (Section
1.5.3) s’applique non seulement aux polyominos mais aussi aux chemins de contour généralisés
car il s’agit d’un chemin qui ne se croise pas tel qu’établi dans article (Brlek. Labelle et

Lacasse, 2000).

. |
A | | A |
— B | B —
EHl y il
-~ | sla] N 7
\ A v “5 A v aj

o~

Pour le cas 2, considérons d’abord le cas ol le facteur J ne chevauche pas A dans B, tel
qu'illustré ci-dessus. Puisque par définition x est un prétixe de A, T est un suffixe de A, ce
qui implique que TV est un suffixe de B. Ainsi le facteur B a les deux préfixes suivants :
ZaVz et TaV 3. Les facteurs r et 3 possédent donc un préfixe commun non-vide, appelons
le u et soit v tel que o = wv. Le mot w contient donc le facteur 3y = Bor qui admet uyu

comme préfixe contredisant le Lemme 13 car

— - -
w=a+3=0.
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Finalement, pour le cas ol le facteur § chevauche Adans B (illustré ci-dessus), on a que Yoy 3
est une boucle fermée et que FayJx est un facteur de w. Tl suffit donc de voir que 7 et z ont
un préfixe commun non-vide. Soit ¢ la premidre lettre de A4, on a alors que ¢ est également la
premiére lettre de «. D'un autre c6té, @ est la derniere lettre de A et comme v est un suffixe de
;l, @ est la derniere lettre de y. On a donc une contradiction par rapport au Lemme |3 puisque

x et~y débutent par la lettre a. n

Il s’en suit que les algorithmes de détection des polyominos exacts présentés aux Sections 4.3.2
et 4.3.3 fonctionnent et que restent valides les bornes de complexité établies aux Corollaires 6
et 7. Cette généralisation des résultats illustre bien ['avantage d avoir raisonné sur la structure

des mots plutdt que directement sur la géométrie des objets considérés.

Etant donné un mot w € {0.1,0,1}*, déterminer si w code un chemin de contour généralisé
demande plus de travail que dle tester si un mot code le contour d’un polyomino car il faut étre
en mesure de déterminer si les points de multiplicité 2 appartiennent & des canaux ou non. Pour
ce faire, il suffit de parcourir le mot w et pour chaque point du pian {z,y) visité, d’y noter ie
virage correspondant. Lorsqu’on passe une deuxieme fois par un point, il suffit de s’assurer que

[. le sens de parcours est inversé. Ceci permet de rejeter immédiatement le cas décrit au
Lemme [3.

2. le virage effectué est du méme cdté (gauche ou droite) que celui effectué lors du premier
passage. Il faut ensvite mémoriser ce virage jusqu’a ce que les chemins se séparent de
maniére & s’ assurer que la condition (ii) de la Définition 48 est bien respectée.

Cette véritication peut étre effectuée en un temps linéaire en fonction de la longueur du maot

considéré en intégrant les éléments mentionnés ci-dessus a la méthode présentée au Chapitre 2.
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4.6 Grille hexagonale

Le codage de Freeman, employé pour encoder les figures géométriques, peut éure utilisé sur

d’autres réseaux réguliers que la grille carrée.

Sur la grille hexagonale, les polyominos sont encodés sur un alphabet a six lettres. Nous uti-
lisons P'alphabet & = {0,1.2.0,1.2} associé aux pas unitaires (sur la grille hexagonale)
{—, ..\, —.//.\\}. Par exemple, en partant du point le plus & gauche, le bord du poly-

omino exact présenté 2 la Figure 4.17 est codé par le mot

2 1
w=1020102010210720270207021012010202, 0O 0
et sa BN-factorisation associée au pavage illustré est 1 2
w=XYZXYZ,
=10201-02010210720-2-10201-02101201020 - 2.

ﬁ . el
gﬁ:&%%é%&:

Figure 4.17 Un polyomino exact et un pavage par ce polyomino.

Tout comme dans le cas de la grille carrée, dans un mot codant un chemin sur la grille hexago-
nale, une lettre ne peut jamais étre suivie de son barré. De plus. lorsqu on se déplace sur la grilie

hexagonale, d’autres paires de lettres ne peuvent se suivre. L'ensemble des paires interdites est

® = {aale € S} U {am|a € £} U {02,01, 10,12, 20, 21,01,

o
I\D(

J10,12,21,20}.
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De sorte que I'ensemble des chemins sur la grille hexagonale correspond aux w € P ou

P=S\ (S @ T,

Une différence notable entre la grille hexagonale et la grille carrée est établie dans (Briek.
Labelle et Lacasse, 2005; Brlek, Labelle et Lacasse, 2006) généralisant la Propriété 2 et donc
par le fait méme le résultat de Daurat et Nivat sur {e nombre de coins saillants et renerants ’un
polyomino (Daurat et Nivat, 2003). Cette fois-ci, on définit I'ensemble des virages a gauche

sur s'alphabet ¥ comme ’ensemble £ = {01,12,20.01.12} et I'ensemble des virages a droite

R = {02,10,21,02.10, 71}.

Propriété 5 (Brlek, Labelle, Lacasse). Soit w € £* un mot codant un chemin fermé qui ne se

croise pas sur la grille hexagonale, alors A¢(w) = 6.

Cette propriété a une conséquence directe sur les pieces qui pavent le plan par translation.

Proposition 8. Sur la grille hexagonale. une polyomino est exact si et seulement s'il est un

pseudo-hexagone.

Preuve. Puisque le théoréme de Beauquier-Nivat (Théoréme 9) s'applique également a la grille
hexagonale, il suffit de voir qu’un polyomino ne peut admettre une BN-factorisation de type
pseudo-carré. Par contradiction, supposons que le bord d’un polyomino est codé par le mot

w=XYXY.En appliquant la fonction A¢, on obtient

-~

Acw = A(X) + AUX)FY)) + AKY) + AU A

))

+AX) + AU ) +AY) + AUT) (X))

N

<4,
Ce qui contredit la Propriété 5. &

Du reste, tous les autres résultats énoncés au cours de ce chapitre ainsi que leurs démonstrations
s’appliquent directement a la grille hexagonale. Notons que la définition d’un facteur admissible
ne tient pas compte de la cardinalité de I’alphabet, uniquement de la relation entre une lettre et

son barré. La Proposition 6 tient toujours, la seule différence est que dans la démonstration au
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lieu de citer la Propriété 2, il taut employer la version qui s’applique a la grille hexagonale, soit

la Propriété 5.

Il s’ensuit que les algorithmes de détection des pseudo-hexagones présentés aux Sections 4.3.2
et 4.3.3 fonctionnent et que restent valides les bornes de complexité établies aux Corollaires 6
et 7. La généralisation aux chemins de cantour généralisés s’effectue tout aussi bien sur {a grille
hexagonale. Cette transposition des résultats a une géométrie différente illustre encore une fois
'avantage d’avoir raisonné sur la structure des mots plutdt que sur les objets eux-mémes. On

peut ainsi réutiliser directement les résultats €tablis.

4.7 Passage de la grille carrée a ’hexagonale

Il existe une bijection bien connue entre la grille carrée et I'hexagonale. La Figure 4.18 illustre
la transformation d’un polyomino sur la grille carrée composée en un polyomino sur la grille

hexagonale. Cette transformation s’effectue en trois étapes :

1. Elirer verticalement chacune des cases en un rectangle de dimensions 2 x 1.

i~

. Décaler chacune des colonnes d’une case vers le bas.

3, Etirer horizontalement chacun des rectangles de maniere & obtenir un hexagone.

!
!

C T 17T
f

Figure 4.18 Bijection entre la grille hexagonale et la griile cairée

Il s’agit clairement d’un processus réversible qui transforme chacune des cases du réseau carré
en une case du réseau hexagonal. Puisque le passage de la grille carrée a la grille hexagonale

préserve la 4-connexité. I'image d’un polyomino sur la grille carée sera toujours un polyomino
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sur la grille hexagonale. Cependant, les polyominos ne sont pas préservés lors du passage de la

erille hexagonale i ta grille carrée, tel que I'illustre la Figure 4.19

Figure 4.19 Un polyomino dont I'image n’est pas un polyomino.

D’un autre c6té, les chemins de contour généralisés sont préservés lors de cette transformation
du plan. Il en va donc de méme avec les polyominos généralisés. La Figure 4.20 illustre la
transformation du polyomino généralisé sur la grille carrée dont le mot de contour, a partir du
point S, est donné par

wg=01010T0L0T0T0T010101,

en le polyomino généralisé sur la grille hexagonale dont le mot de contour est

Figure 4,20 Transformation d’un polyomino généralisé de la grille carrée 2 la grille hexagonale.

Cette translormation des mots de contour généralisés s’effectue tout simplement par le trans-
ducteur illustré A la Figure 4.21. L'état initial est I et afin d'alléger la présentation. on suppose

que le mot Lu débute par les lettres O ou 0. On remarque que ce transducteur réécrit exaclement le
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méme mot en y ajoutant, aux bons endroits, les lettres 2 et 2. Conséquemment, le passage de la
grille hexagonale a 1a grille carrée s’etfectue tout simplement en effacant toutes les occurrences

de 2 et 2.

0 (LD

(1,21)@@

Figure 4.21 Transducteur qui traduit un chemin sur la grille carrée en un chemin sur la grille

hexagonale.



CONCLUSION

Nous avons tenté au cours de cette thése de montrer que le point de vue offert par [a combina-
toire des mots permet d’élaborer des solutions algorithmiques élégantes el efficaces a différents
problemes posés par la géométrie discrete. L'étude des liens entre la combinatoire des mots et la

géométrie discréte apparait prometteuse et permet d'enrichir mutuellement les deux domaines.

L’algorithme de détection des chemins auto-évitants présenté au chapitre 2 propose en fait une
représentation compacte et efficace des ensembles 4-connexes. 11 se préte donc a de nombreuses
généralisations et applications. Par exemple, il serait intéressant de voir comment on peut
’adapter a la génération aléatoire de chemins auto-évitants, au calcul de 'enveloppe convexe

d’un chemin qui se croise ¢t A la représentation d’ensembles décrits implicitement.

Au chapitre 3, on propose un algorithme pour calculer I’enveloppe convexe d’un polyomino.
Comme il I’a été mentionné, dans ce cas précis les mots ne font que masquer I’arithmétique du
probleme. Il serait intéressant de développer un algorithme basé principalement sur des argu-

ments combinatoires.

Au chapiire 4, il sembie possibie d’abaisser encore plus la borne de compiexité O (n(log 11‘)3).
Une analyse plus fine de ["algorithme suggéré devrait étre possible. Notons également les deux
conjectures relatives aux doubles pseudo-carrés et la possibilité de généraliser davantage la
notion de mots de contor.

Finalement, une autre voie 2 explorer est le passage du plan discret Z* i I'espace discret Z*

ol les figures géométriques peuvent &tre décomposées en un arrangement de plan discrets. Ces
plans peuvent alors &tre codés par des mots bidimensionnels dont la structure combinatoire
refléte, encore une fois, la géométrie des objets codés. A Pinstar du cas bidimensionnel, on peut
alors s’intéresser aux tests de convexité discréte ainsi qu aux problémes de pavages de I'espace

par translation.



4-chemin, 16

4-connexité, 17

4-voisinage, 16

8-chemin, 18

8-connexité, 18

8-voisinage, 18

B,, 60

Cr, 60

Chp 11

D, 20

A, 20

Ac, 2!

G, 20

PLECD(), 27

PLECG(), 27

Per(),9

w, 22

x5 6

o6

a-voisin, 29

20y 8

@, 23

w, 22

o, 22

a(), 22

£,6

w, 17

b(), 19

(.8

). 8
[a..b], 20

S~

U=

algorithme
DétectePseudoHexagone, 79
estChristoffelPrimitif, 15
estNOConvexe. 54
lireMot, 37
listeFacteursAdmissibles, 76
PremierFacteurDeLyndon, 11

INDEX

trouverVoisin. 38
alphabet, 6
arbre des suffixes, 24

Berger. 66
BN-factorisation, 68
équivalente, 93

canal, 97
chemin auto-évitant, 28
Christoffel, 11
conjugaison
classe de, 8
contour, 19
convexité, 44
hu-convexité, 49
discrete, 47
droite 4-connexe, 14
facteur, 7
admissible, 71
isolé. 90
propre. 7

Fine et Wilf, 9
Freeman, codage de, 16

homologue, 72

lien de voisinage. 31

liste de facteurs admissibles périodiques. 84

maximale, 86
longueur, 6
Lyndon, 10

miroir. 6
monoide libre, 6
mot, 6
. circulaire, 8
concatenation, 6
de Christofte], 11
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de contour, 19
généralisé, 100

de Lyndon. 10

miroir. 6

palindrome, 6

produit, 6

vide. 6

ordre lexicographique, 7

période, 9
primitive, 9
palindrome, 6
pavage, 63
périodique, 65
régulier, 67
semi-périodique, 65
pente d’un mot, (2
plus longue €xtension, 26
commune, 27
a droite, 27
a gauche, 27
polyomino, 18

exact, 67
préfixe, 7
propre. 7

pseudo-carré, 69
pseudo-hexagone, 69

Radix-tree, 30

sans-k-camrés, 79

Spitzer, 60

suffixe, 7
propre, 7

transducteur, 106
Viennot, 61

Wang, 66
dominos de, 66
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