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RÉSUMÉ

En considérant le marché financier du modèle de Black-Scholes, on étudie le problème
d’optimisation de portefeuille pour un investisseur ayant une aversion au risque dans
le contexte d’un fonds distinct. En imposant un nouveau marché financier fictif pre-
nant en considération les frais du fonds distinct, on résout le problème d’optimisation
à l’aide de l’approche martingale et en procédant à une concavification. De plus, on
compare la solution théorique du problème d’optimisation à différentes stratégies
d’investissement à l’aide de simulations de Monte Carlo du marché financier. En pra-
tique, la stratégie d’investissement optimale théorique où l’on interdit l’utilisation
d’effet de levier est plus avantageuse que la stratégie d’investissement traditionnelle
à proportion constante du point de vue de l’assureur et de l’assuré. Afin de diminuer
le taux de frais équitable, on propose de reporter l’échéance et de diminuer le niveau
de garantie du fonds distinct. Par ailleurs, toujours d’un point de vue pratique, l’in-
vestisseur maximise davantage l’utilité espérée de l’assuré en utilisant une stratégie
supposant que l’assuré a légèrement une plus grande aversion au risque que ce qu’il
a en réalité.

Mots clés : Fonds distinct, théorie de l’utilité, optimisation de portefeuille, approche

martingale, relaxation lagrangienne, technique de concavification



INTRODUCTION

Merton (1969) ouvrit la voie à une grande littérature en présentant un des premiers

problèmes d’optimisation de portefeuille sur une période de temps continue pour un

investisseur ayant une aversion au risque. En effet, mieux connu de nos jours comme le

problème d’optimisation de Merton, Merton (1969) s’intéresse aux stratégies d’inves-

tissement et de consommation optimales maximisant l’utilité espérée dans un marché

financier comportant deux actifs, soit un actif sans risque et un actif risqué. Mer-

ton (1969) généralise également ses résultats pour un marché financier comportant

plusieurs actifs risqués et un actif sans risque. Les solutions sont obtenues en utili-

sant la technique de programmation dynamique. Merton (1971) prolonge son article

précédent et obtient notamment des solutions explicites pour la grande famille de

fonctions d’utilité à aversion absolue hyperbolique (HARA, hyperbolic absolute risk

aversion). En s’intéressant au problème d’optimisation de Merton dans un contexte

de marché financier où les actifs financiers sont modélisés par des mouvements brow-

niens géométriques et en supposant qu’il existe une unique mesure neutre au risque,

Cox et Huang (1989), Karatzas et al. (1987) et Pliska (1986) présentent une mé-

thode de résolution simplifiée : l’approche martingale. On retrouve les notions de

cette approche de façon plus détaillée entre autres dans les ouvrages de Korn (1997),

Pennacchi (2008) et Björk (2012).

Carpenter (2000), quant à elle, est la première à s’intéresser au problème d’optimisa-

tion de portefeuille lorsque la richesse terminale est dotée d’une garantie financière.



2

Dans ce cas, la fonction objectif n’est pas concave. Carpenter présente la technique de

concavification appliquée à la méthode martingale. La technique de concavification

est étudiée de façon plus approfondie dans l’ouvrage de Reichlin (2013).

Ensuite, Lin et al. (2017) appliquent le problème d’optimisation de Carpenter (2000)

dans le contexte de produits d’assurance liés à la performance de marchés boursiers ;

c’est-à-dire un produit d’investissement dont le montant perçu par l’assuré à son

décès et/ou à l’échéance dépend de la performance d’un actif sous-jacent et d’une

garantie. Lin et al. (2017) étudient l’impact de la règlementation en ce qui a trait

à la proportion d’un fonds ou d’un portefeuille d’investissement sur les résultats

d’optimisation théoriques.

Il existe deux principales catégories de financement (pour l’assureur) de produits

d’assurance liés à la performance de marchés bousiers : le financement par taux de

participation et le financement par accumulation de frais. Chen et al. (2019) s’inté-

ressent au problème d’optimisation avec fonction objectif non-concave appliqué dans

le contexte de produits d’assurance liés aux marchés boursiers, mais en considérant

l’incorporation de taxes et une contrainte de tarification équitable (en considérant

un financement par taux de participation). Dans le même ordre d’idées, MacKay

et Ocejo (2019) étudient le problème d’optimisation de portefeuille en ajoutant une

contrainte de tarification équitable, mais dans le contexte d’un fonds distinct (variable

annuities) où une garantie sur le bénéfice à l’échéance est financée par l’accumulation

de frais.

Plus précisément, dans le même ordre d’idées qu’un fonds commun de placement,

un fonds distinct est un type d’investissement mettant en commun plusieurs place-

ments de différents investisseurs et dont la gestion d’investissement est assurée par le
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détenteur du fonds. Cependant, offert uniquement par des compagnies d’assurance,

le fonds distinct se distingue principalement du fonds commun placement par le fait

qu’il soit doté d’une garantie (généralement de 75% à 100% du montant initial in-

vesti) à la date d’échéance ou au décès de l’investisseur. En effet, si le montant du

placement est inférieur au montant de la garantie à la date d’échéance, par exemple,

l’assureur assumera la différence afin que l’investisseur (l’assuré) reçoive au mini-

mum le montant de la garantie du fonds distinct. Bien qu’habituellement le montant

du placement puisse être retiré à n’importe quel moment moyennant des frais de

pénalité, le fonds distinct est un type d’investissement à long terme, soit dont la

date d’échéance se situe entre 10 et 20 ans. De plus, le capital investi dans un fonds

distinct est protégé contre les créanciers en cas de faillite, ce qui peut s’avérer avanta-

geux pour les propriétaires d’entreprise. Le principal inconvénient du fonds distinct

est que les frais de gestion du fonds sont plus élevés que ceux du fonds commun de

placement, car ils servent en partie à financer la garantie du fonds.

Également, chaque fonds distinct est associé à une catégorie de placement et possède

des caractéristiques distinctes (garantie, date d’échéance, taux de frais appliqué, etc.).

Le conseiller en sécurité financière propose initialement à l’assuré différentes options

de fonds distincts notamment en fonction de sa tolérance au risque et de sa préférence

en ce qui a trait aux catégories d’actifs (fonds d’actions, fonds indiciels, fonds du

marché monétaire, etc.).

D’un point de vue mathématique, la garantie et le prélèvement de frais du fonds dis-

tinct complexifient grandement la modélisation et la résolution du problème d’optimi-

sation d’investissement du portefeuille. Des outils mathématiques d’analyse convexe

et des notions avancées de calcul stochastique applicables au marché financier modé-

lisé doivent être judicieusement utilisés. La solution au problème d’optimisation de
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portefeuille diffère grandement de la solution obtenue par Merton (1971) lorsqu’on

étudie le problème dans le contexte d’un fonds distinct. De ce fait, un gestionnaire

de placement d’un fonds distinct ne devrait pas utiliser la même stratégie d’investis-

sement que pour un fonds commun de placement.

Comme l’article de Chen et al. (2019), l’article de MacKay et Ocejo (2019) fait

partie des rares articles concernant les produits d’assurance liés aux marchés bour-

siers offrant une garantie à l’échéance à s’intéresser aux stratégies d’investissement

principalement du point de vue de l’assuré. En effet, la littérature se penche parti-

culièrement sur le point de vue de l’assureur (voir Lin et al. (2017), Boyle et Hardy

(1997), Delong (2014), Bernard et Le Courtois (2012) et Moenig et Zhu (2018) par

exemple).

Dans ce mémoire, on s’intéresse particulièrement à la stratégie d’investissement réa-

liste optimale d’un gestionnaire de placement d’un fonds distinct qui désire maximiser

le gain d’un assuré ayant une aversion au risque. Pour ce faire, on étudie principa-

lement le problème d’optimisation sans contraintes de MacKay et Ocejo (2019) et

redérive les résultats en détails. Ainsi, toutes les notions avancées d’optimisation

convexe et de mathématiques financières nécessaires à la modélisation et à la réso-

lution du problème d’optimisation de portefeuille appliqué aux fonds distincts sont

présentées et vulgarisées. De plus, des explications supplémentaires aux preuves de

certains théorèmes utilisés ont été ajoutées pour en faciliter la compréhension au

lecteur.

Par ailleurs, on prolonge la section d’illustrations numériques de MacKay et Ocejo

(2019) en analysant de façon plus approfondie les résultats théoriques à l’aide de

100 000 simulations de Monte Carlo du marché financier sur une période d’investis-
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sement. Pour ce faire, une discrétisation du temps est nécessaire puisqu’en pratique

il n’est pas possible de rééquilibrer un portefeuille de façon continue. On s’interroge

particulièrement sur l’applicabilité des résultats théoriques obtenus et propose des

ajustements. De ce fait, on analyse l’impact de contraintes sur la stratégie d’inves-

tissement optimale afin de se placer dans un contexte davantage réaliste.

Ensuite, on procède notamment à différentes comparaisons avec des stratégies d’in-

vestissement réalistes jugées plus traditionnelles. Pour ce faire, on s’intéresse non

seulement au point de vue de l’assuré (en analysant l’utilité espérée, les préférences

face aux caractéristiques du fonds distinct et l’aversion au risque de l’assuré), mais

également à celui de l’assureur (en étudiant les coûts pour l’assureur ainsi que la

tarification équitable du fonds distinct). Finalement, on analyse l’évolution dans le

temps d’un fonds distinct sous les différentes stratégies d’investissement étudiées.

L’organisation de ce mémoire va comme suit. Le chapitre 1 introduit les concepts

d’utilité et d’aversion au risque et présente les notions d’optimisation convexe et de

relaxation lagrangienne. Finalement, des concepts de base d’un marché financier ainsi

que des notions importantes de calcul stochastique sont également présentés dans

ce chapitre. Le chapitre 2 se concentre sur la méthode de résolution d’un problème

d’optimisation de portefeuille par l’approche martingale. Au chapitre 3, on s’intéresse

au problème d’optimisation de portefeuille dans le cas où la fonction objectif n’est

pas concave. Ensuite, on applique le problème d’optimisation dans le contexte d’un

fonds distinct. Finalement, une étude numérique des résultats obtenus au chapitre 3

est présentée au chapitre 4. On s’intéresse notamment au réalisme et à l’application

pratique des résultats.



CHAPITRE I

NOTIONS DE BASE

Dans l’optique d’étudier le problème d’optimisation de portefeuille appliqué aux

fonds distincts, une présentation des concepts d’optimisation et des notions de ma-

thématiques financières est nécessaire. Ces outils mathématiques nous permettrons

tout d’abord de modéliser le problème d’optimisation étudié et nous offrent des pro-

priétés qui sont utilisées pour sa résolution dans les chapitres suivants.

1.1 Utilité et aversion au risque

Cette section est principalement basée sur le premier chapitre de Pennacchi (2008)

ainsi que sur l’ouvrage de Norstad (1999) et présente la théorie de l’utilité : l’approche

standard utilisée lors de la modélisation de l’aversion au risque. Nous motivons, tout

d’abord, cette technique et nous présentons, ensuite, son application au problème

d’investissement de portefeuille.
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1.1.1 Le paradoxe de Saint-Petersbourg

Le concept d’utilité a été introduit en 1738 par Daniel Bernoulli en proposant une

solution au paradoxe de St-Petersbourg :

«Peter lance une pièce à répétition jusqu’à l’obtention du côté face. Ce dernier remet

un ducat 1 à Paul dans le cas où le côté face est obtenu au premier lancé, deux ducats

au deuxième lancé, quatre ducats au troisième, huit ducats au quatrième et ainsi de

suite. Le gain est donc multiplié par deux à chaque lancé supplémentaire.» 2

En interprétant le jeux précédent comme un actif risqué, on s’intéresse au prix que

Paul serait prêt à payer pour participer au jeu. Pour ce faire, on est intuitivement

porté à calculer l’espérance des gains futurs. Ainsi, en modélisant le problème ci-haut

avec pi =
(

1
2

)i
étant la probabilité d’obtenir face pour la première fois au i ème lancé

avec i = 1, 2, 3, ... et xi = 2i−1 représentant le gain au i ème lancé, l’espérance des

gains, x̄, est donc :

x̄ =
∞∑
i=1

pixi

=
∞∑
i=1

(1
2

)i
2i−1

= 1
2 × 1 + 1

4 × 2 + 1
8 × 4 + 1

16 × 8 + ...

= 1
2 (1 + 1 + 1 + 1 + ...) =∞.

1. Type de monnaie.

2. Traduction libre de Pennacchi (2008), p.5
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On obtient, ici, «l’effet paradoxal» : la plupart des individus alloueraient une somme

modérée (et non infinie) pour prendre part à ce jeu. C’est alors qu’intervient le

concept de l’utilité. Selon cette théorie, un individu s’intéresse non pas aux gains

potentiels, mais bien à l’utilité de ces gains. De ce fait, le montant accordé pour

prendre part au jeu est lié à l’espérance de l’utilité des gains, ū.

Comme défini dans le premier chapitre (Introduction) de Norstad (1999), une fonc-

tion d’utilité représente la préférence subjective d’un individu/investisseur face à

différents niveaux de richesse ainsi que le niveau de risque qu’il est prêt à prendre

dans le bus d’augmenter son niveau de richesse. En d’autres mots, Ingersoll (1987)

affirme dans son premier chapitre qu’il est possible de modéliser et quantifier la valeur

subjective qu’un individu attribue à un montant d’argent par une fonction d’utilité.

Le lecteur est référé à la section 1.1 d’Ingersoll (1987) et la section 1.1 de Pennacchi

(2008) pour une intuition plus approfondie de la notion d’utilité.

On considère qu’un individu n’atteint jamais un niveau de satisfaction total de ri-

chesse. Chaque montant supplémentaire augmente son niveau de satisfaction. Ainsi,

la fonction d’utilité est strictement croissante.

De plus, on suppose que l’utilité marginale (la dérivée de la fonction d’utilité par

rapport à la richesse) est, quant à elle, strictement décroissante. Une justification

de cette caractéristique provient du fait que le niveau de satisfaction d’un individu

augmente de moins en moins rapidement plus son niveau de richesse augmente. Par

exemple, un individu possédant initialement 5$ obtient une plus grande augmentation

de son utilité en recevant un montant de 10$ en comparaison à un individu possédant

initialement 500 000$. En effet, pour ce dernier, l’ajout de 10$ engendre une très faible

variation de son niveau de satisfaction face à la richesse qu’il possède.
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Un fait moins intuitif est le lien entre l’utilité et l’aversion au risque. L’aversion au

risque est définie (notamment à la section 1.1.4 d’Ingersoll (1987)) comme étant la

crainte d’un individu face à un risque ou à un événement incertain. Plus précisément,

l’aversion au risque représente le fait qu’un individu hésite à entreprendre un événe-

ment comportant un gain très incertain plutôt qu’un autre événement comportant

un gain potentiel plus petit, mais davantage certain. De ce fait, cette dernière jus-

tifie également la stricte concavité d’une fonction d’utilité d’un individu ayant une

aversion au risque.

Puisque nous considérons un individu rationnel dont le niveau de satisfaction de ri-

chesse n’est jamais atteint et possédant une aversion au risque, on peut affirmer que

sa fonction d’utilité est de forme croissante et strictement concave. Dans ce cas, il est

possible de définir l’utilité, telle que présentée, entre autres, dans Chen et al. (2018)

et Korn (1997) :

Définition 1.1. Une fonction d’utilité U : [0,∞)→ R doit

— Être continûment différentiable (élément de C1) ;

— Être strictement croissante et strictement concave ;

— Satisfaire les conditions d’Inada : lim
x→0

U ′(x) =∞ et lim
x→∞

U ′(x) = 0.

Les conditions d’Inada sont des conditions techniques qui assurent l’existence d’une

solution. Elles proviennent de l’article d’Inada (1963) qui présente des conditions afin

d’avoir un équilibre économique de croissance.

En représentant, maintenant, l’utilité des gains de Paul par la fonction U1(x) =
√
x,
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on obtient que l’utilité espérée de Paul est :

ū =
∞∑
i=1

piU1(xi)

=
∞∑
i=1

(1
2

)i√
2i−1

=
∞∑
i=1

(
1√
2

)i+1

≈ 1.707.

Ainsi, Paul serait prêt à participer au jeu en versant un montant unique offrant la

même utilité espérée, communément appelé montant équivalent certain (certainty

equivalent), soit 2.914 ducats. En effet, U1(2.914) =
√

2.914 ≈ 1.707.

Définition 1.2. On définit le montant équivalent certain R pour une fonction d’uti-

lité U et une variable aléatoire X par

U(R) = E [U (X)] , (1.1)

dans le cas où E [U (X)] <∞.

Dans le paradoxe de St-Petersbourg, puisque l’utilité des gains croît à un rythme

moins rapide que la décroissance des probabilités associées (à cause de la décroissance

de l’utilité marginale), le montant alloué pour prendre part au jeu est une valeur

finie. Ensuite, on constate que l’utilisation du concept de l’utilité dans le cas ci-haut

reflète également le niveau de satisfaction du joueur (ou de l’investisseur) face à

l’incertitude des gains futurs. Par exemple, si la fonction d’utilité avait plutôt été
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de U2(x) = −x−2, représentant une plus grande aversion au risque 3, Paul aurait été

prêt à payer plutôt 1.323 ducats.

Finalement, comme mentionné au chapitre 1.1 de Pennacchi (2008), on pourrait

s’interroger sur le cas où la fonction d’utilité croît au même rythme ou plus rapi-

dement que le rythme auquel les probabilités décroissent (toujours dans le contexte

du paradoxe de St-Petersbourg). Dans ce cas-ci, l’espérance de l’utilité divergerait.

Cependant, Pennacchi justifie que puisque même l’individu le plus fortuné au monde

possède une richesse finie (< ∞), personne n’est en mesure de proposer le jeu de

lancement de pièce joué par Peter.

1.1.2 Utilité isoélastique

Pennacchi (2008) et Korn (1997) présentent notamment la grande famille de fonctions

d’utilité à aversion absolue hyperbolique (HARA, hyperbolic absolute risk aversion)

pouvant s’écrire sous la forme :

UHARA(x) = 1− γ̃
γ̃

(
ζx

1− γ̃ + β̃

)γ̃
, (1.2)

où γ̃ < 1, γ̃ 6= 0, ζ > 0,
(
ζx

1−γ̃ + β̃
)
> 0.

Cette grande famille englobe les familles d’utilité à aversion absolue au risque constante

(CARA, Constant absolute risk aversion) (γ̃ = −∞, β̃ = 1) et la famille d’aversion

relative au risque constante (CRRA, Constant relative risk aversion) (γ̃ < 1, β̃ = 0).

3. Des explications supplémentaires concernant les différents niveaux d’aversion au risque sont
présentées plus loin à la sous-section 1.1.2.
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Comme mentionné précédemment, l’aversion au risque est liée à l’utilité marginale.

Ainsi, une mesure évaluant le degré d’aversion au risque doit s’attarder principa-

lement sur l’utilité marginale plutôt que sur la fonction d’utilité même. L’aversion

relative au risque, Ar(·), est une mesure utilisée afin de quantifier l’aversion au risque.

Elle est définie par :

Ar(x) = xA(x),

où A(x) = −U ′′(x)
U ′(x) représente l’aversion absolue au risque d’Arrow-Pratt (Arrow-

Pratt measure of absolute risk-aversion) et où x > 0 représente la richesse. On peut

interpréter A(x) comme un ratio du niveau d’aversion au risque par rapport au niveau

d’augmentation de l’utilité face à une augmentation de la richesse, et ce, pour un

niveau de richesse x.

Dans le cas d’un individu ayant une aversion au risque (dont la fonction d’utilité

est présentée à la définition 1.1), l’aversion relative au risque est strictement positive

puisque l’utilité marginale est strictement positive et la dérivée de l’utilité marginale

est strictement négative. Plus particulièrement, dans le cas de la famille CRRA,

puisque l’aversion relative est constante, l’aversion absolue au risque d’Arrow-Pratt

décroît au même rythme que la richesse croît. Cette famille est fréquemment utilisée

en finance, car son aversion relative au risque ne dépend pas du niveau de richesse

auquel elle est évaluée. L’utilisation d’une fonction d’utilité de la famille CRRA

simplifie les problèmes étudiés. Cependant, comme mentionné par Wakker (2008) (à

la section Analysis through the Arrow-Pratt index), il est important de prendre en

considération le domaine sur lequel la fonction d’utilité est étudiée.

Dans la famille de fonctions d’utilité CRRA, on retrouve la fonction d’utilité isoé-
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lastique (Power utility). Cette dernière est obtenue en substituant ζ ≡ (1− γ̃)1−1/γ̃,

β̃ ≡ 0 et γ̃ ≡ (1− γ) dans la fonction d’utilité HARA en (1.2) :

U(x) = x1−γ

(1− γ) , (1.3)

où γ > 0, γ 6= 1. À l’aide de quelques manipulations algébriques, on obtient que γ

représente le coefficient d’aversion relative au risque, soit Ar(x) = γ pour tout x > 0.

(a) Utilité en fonction de la richesse (x) (b) Utilité marginale

Figure 1.1: Utilité isoélastique sous différents niveaux d’aversion au risque

À partir de la figure 1.1, il est possible de constater que plus le paramètre γ est

grand, plus l’aversion au risque est grande. De plus, on voit que pour les valeurs de

γ = 2, γ = 3, γ = 4 et γ = 8, la différence de coefficient d’aversion relative au risque

illustre bien la différence du niveau d’aversion au risque pour les niveaux de richesse

entre 0 et 2. Par contre, on voit que les fonctions d’utilité pour γ = 4 et γ = 8 sont

assez similaires pour un niveau de richesse supérieur à 2. Ceci illustre l’argument

de Wakker (2008) présenté précédemment, soit qu’il est important de déterminer le

coefficient d’aversion relative au risque en fonction du domaine du niveau de richesse
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étudié.

Par ailleurs, on peut remarquer que l’utilité marginale pour tous les niveaux de risque

est de 1 lorsque le niveau de richesse est de 1. De ce fait, toutes les courbes à la figure

1.1a ont la même dérivée à x = 1. En comparant les différentes courbes, on remarque

que, pour un niveau de richesse plus grand que 1, une personne ayant une plus

grande aversion au risque (γ = 8) obtient une très légère augmentation de l’utilité

en augmentant ce niveau de richesse. D’un autre côté, lorsque l’appétit au risque est

plus grand (γ = 2, γ = 3 et γ = 4), on voit que l’utilité est fortement croissante

lorsque la richesse augmente. On constate également que les courbes associées à une

grande aversion au risque attribuent une utilité très faible (très négative) aux niveaux

de richesse faibles.

De plus, la forme strictement concave croissante de l’utilité illustre le fait que pour

un même niveau de variation de la richesse (positive et négative), le gain de l’utilité

obtenu par une augmentation de la richesse est strictement inférieur à la perte de

l’utilité obtenue par une diminution en valeur absolue.

1.2 Optimisation convexe et relaxation lagrangienne

Cette section est principalement basée sur les sections 4 et 5 de Boyd et Vandenberghe

(2004) ainsi que sur l’article de Fisher (1981) et présente une méthode de résolution

de problèmes d’optimisation avec contraintes.

Tout d’abord, définissons deux familles de fonctions que nous utilisons dans les pro-

chaines sections : les fonctions convexes et les fonctions affines.
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Définition 1.3. Une fonction f : Rn → R est convexe lorsque pour tout 0 ≤ ψ ≤ 1

et x1, x2 ∈ Rn :

f (ψx1 + (1− ψ)x2) ≤ ψf(x1) + (1− ψ)f(x2). (1.4)

Une fonction concave a la même définition qu’une fonction convexe (présentée à la

définition 1.3), mais où l’inégalité de l’équation (1.4) est remplacée par ≥. De plus,

une fonction strictement convexe (strictement concave) possède les mêmes propriétés

qu’une fonction convexe (concave), mais où le signe d’inégalité ≤ (≥) de l’expression

en (1.4) est remplacé par l’inégalité stricte, soit < (>).

La figure 1.2 illustre un exemple pour chaque cas. On remarque, notamment, à la

figure 1.2 que la corde des fonctions, soit la droite reliant deux points distincts de

la fonction (représentée en pointillé), se trouve au dessus de la fonction f pour une

fonction convexe et en dessous de la fonction pour une fonction concave.

(a) Fonction convexe (b) fonction concave

Figure 1.2: Propriétés des fonctions convexes et concaves de la définition 1.3
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Définition 1.4. Une fonction g : Rn → R est dite affine si elle peut être représentée

sous la forme :

g(x) = Aᵀx+ τ (1.5)

pour x ∈ Rn, A ∈ Rn, où Aᵀ représente la transposée de A et τ ∈ R.

1.2.1 Problème d’optimisation convexe standard

Dans un problème d’optimisation convexe standard, on considère la variable d’opti-

misation x ∈ Rn et une fonction convexe, f : Rn → R, appelée fonction objectif. De

façon générale, ce problème est de la forme :

min f(x)

s.c. hi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m,

gj(x) = 0, j = 1, ..., p,

(O)

où hi : Rn → R sont des fonctions convexes définissant les contraintes d’inégalité et

gj : Rn → R, des fonctions affines définissant les contraintes d’égalité.

De plus, le domaine du problème d’optimisation (O) est noté

D : dom f ∩
m⋂
i=1

dom hi

et représente l’ensemble des points faisant partie du domaine de la fonction d’optimi-

sation et également du domaine de chacune des fonctions définissant les contraintes.

On peut omettre d’inclure le domaine des fonctions affines (gj) dans D̃ puisque leur

domaine n’ajoute aucune restriction. On suppose que le domaine D est non nul. De

plus, on dit que le problème d’optimisation (O) est réalisable lorsqu’il existe au moins
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un point réalisable x ∈ D qui satisfait toutes les contraintes hi(x) ≤ 0 et gj(x) = 0.

Dans le cas contraire, le problème est dit irréalisable et il n’existe aucune solution.

Ensuite, on note o∗ la solution au problème (O), soit :

o∗ = inf
{
f(x)

∣∣∣ hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, gj(x) = 0, j = 1, . . . , p
}

dans le cas où (O) est réalisable. Il faut noter qu’il est possible que o∗ = ±∞.

Lorsqu’il existe une suite de points réalisables xw, w = 1, 2, 3, . . . où f(xw) → −∞

quand w → ∞, alors o∗ = −∞ et le problème est dit non borné inférieurement. En

d’autres termes, le problème est non borné inférieurement lorsqu’il existe une suite de

points x réalisables faisant en sorte que f(x) diminue de plus en plus sans atteindre

de limite. Dans le cas où le problème est irréalisable, o∗ = ∞ (conformément à la

convention que l’infimum d’un espace vide est∞ comme mentionné à la section 4 de

Boyd et Vandenberghe (2004)).

Un point optimal x∗ est un point réalisable tel que f(x∗) = o∗. Dans le cas où la

fonction d’optimisation d’un problème de la forme (O) est strictement convexe, la

solution est unique.

Considérons, maintenant, le problème de maximisation suivant :

max f̃(x)

s.c. h̃i(x) ≤ ei, i = 1, ...,m,

g̃j(x) = bj, j = 1, ..., p,

(C)
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sur le domaine d’optimisation

D̃ : dom f̃ ∩
m⋂
i=1

dom h̃i,

où ei, bj ∈ R, f̃ : Rn → R est une fonction d’optimisation concave, h̃i : Rn → R

sont des fonctions convexes et g̃j : Rn → R, des fonctions affines. De plus, on note

c∗ la solution à ce problème dans le cas où (C) est réalisable. Tel que mentionné

au chapitre 4 de Boyd et Vandenberghe (2004), le problème (C) est l’équivalent de

minimiser la fonction objectif convexe −f̃ comme présenté en (O). Également, il

est possible de représenter les contraintes d’inégalité et d’égalité respectivement par

h̃i(x)−ei ≤ 0 et g̃j(x)−bj = 0 afin de retrouver la forme des contraintes du problème

(O). Par les propriétés de transformations linéaires et puisqu’une simple soustraction

de constante a été appliquée aux contraintes, ces dernières conservent leurs propriétés

respectives. Les contraintes d’inégalité demeurent exprimées en termes de fonction

convexes, et les contraintes d’égalité, en termes de fonctions affines.

De ce fait, la théorie concernant la minimisation d’une fonction objectif convexe avec

contraintes s’applique également dans le cas de maximisation avec fonction objectif

concave. Ainsi, dans les chapitres suivants, la théorie est appliquée à la maximisa-

tion de fonction objectif concave avec contraintes puisque nous nous attardons à un

problème de maximisation dans les chapitres suivants.

1.2.2 Relaxation lagrangienne

L’idée principale de la relaxation lagrangienne est qu’il est possible de considérer

un problème d’optimisation (convexe ou non) avec contraintes considéré «difficile»

comme un problème d’optimisation simple comme mentionné dans Fisher (1981).



19

Par cette méthode, on dualise et simplifie le problème initial d’optimisation par un

second problème d’optimisation sans contraintes auquel les contraintes initiales ont

été incorporées. De ce fait, la résolution est grandement facilitée. Dans le cas où la

dualité est forte (strong duality), la solution au problème dual est la même que celle

du problème initial (appelé primal).

Considérons le problème d’optimisation convexe (C) et ajoutons comme conditions

que f̃ , h̃i, g̃j ∈ C1 pour tout i et j. Le lagrangien L : Rn×Rm×Rp → R correspondant

au problème (C) est de la forme :

L(x, λ, ι) := f̃(x)−
m∑
i=1

λi
(
h̃i(x)− ei

)
−

p∑
j=1

ιj (g̃j(x)− bj) , (1.6)

où λi ≥ 0 et ιj correspondent aux multiplicateurs de Lagrange des contraintes

h̃i(x) ≤ ei et g̃j(x) = bj respectivement. Le domaine du lagrangien est dom L =

D̃ × Rm × Rp, et λ ∈ Rm et ι ∈ Rp sont des vecteurs contenant les multiplicateurs

de Lagrange associés au problème d’optimisation primal (C).

Puisque le lagrangien est basé sur le problème primal (C), nous cherchons maintenant

à maximiser L(x, λ, ι) sur l’ensemble des x ∈ D̃. La fonction duale J(λ, ι) où λi ≥ 0

est ainsi :

J(λ, ι) := sup
x∈D̃
L(x, λ, ι). (1.7)

Le concept de la relaxation lagrangienne est d’appliquer une pénalité négative (faible)

à tous les points de D̃ qui ne respectent pas les contraintes h̃i(x) ≤ ei et g̃j(x) = bj.

Puisque nous cherchons la valeur x∗ ∈ D̃ qui maximise L, on sait que la fonction

J(λ, ι) prendra toujours des valeurs supérieures ou égales à la solution du problème



20

de maximisation d’une fonction concave (C), c∗. Ainsi, on cherche donc la solution

au problème dual :

inf
λ,ι
J(λ, ι). (Ĉ)

On représente la solution au problème d’optimisation dual (Ĉ) par j∗. On appelle la

différence entre la solution du problème primal (C) et la solution du problème dual

(Ĉ), (j∗ − c∗), écart de dualité des solutions optimales (optimal duality gap).

Les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), présentées entre autres

à la section 5.5.3 de Boyd et Vandenberghe (2004), indiquent les conditions suffisantes

pour obtenir une dualité forte dans le cas où f̃ ainsi que toutes les contraintes h̃i et

g̃j sont différentiables ; c’est à dire pour que l’écart de dualité des solutions optimales

soit nul (j∗ = c∗).

Théorème 1.1 (Conditions de KKT). Considérons f̃ ainsi que toutes les contraintes

h̃i et g̃j du problème (C) comme étant différentiables. Soit x∗, λ∗ et ι∗ satisfaisant

les conditions de KKT suivantes :

h̃i(x∗) ≤ ei, i = 1, ...,m,

g̃j(x∗) = bj, j = 1, ..., p,

λ∗i ≥ 0, i = 1, ...,m,(
h̃i(x∗)− ei

)
λ∗i = 0, i = 1, ...,m, (1.8)

∇f̃(x∗)−
m∑
i=1

λ∗i∇h̃i(x∗)−
p∑
j=1

ι∗j∇g̃j(x∗) = 0. (1.9)

Alors x∗, λ∗ et ι∗ sont les valeurs des paramètres optimaux du problème primal (C)

et du problème dual (Ĉ) qui engendrent un écart de dualité nul.
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Puisque λ∗i ≥ 0, L(x, λ∗, ι∗) dont la forme est présentée en (1.6) est concave en x. La

condition (1.9) provient du fait que x∗ maximise L(x, λ∗, ι∗) pour tout x ∈ D̃. Ainsi,

le gradient du lagrangien par rapport à x évaluée à x∗, λ∗ et ι∗ est nul.

Les valeurs des multiplicateurs de Lagrange optimaux contenus dans les vecteurs λ∗

et ι∗ sont obtenues en trouvant, tout d’abord, la solution algébrique de x∗ à partir de

l’équation (1.9) (cette dernière étant fonction de λ∗ et ι∗). Ensuite, il suffit de substi-

tuer cette expression algébrique de x∗ dans chacune des contraintes (h̃i(x∗) ≤ ei et

g̃j(x∗) = bj) afin d’obtenir chacune des valeurs optimales de λ∗i et ι∗i respectivement.

Il faut également s’assurer que la condition (1.8) soit respectée.

La figure 1.3 est inspirée des figures 5.1 et 5.2 de Boyd et Vandenberghe (2004) et

présente un exemple de problème d’optimisation où la dualité est forte.

(a) Maximisation d’une fonction objectif
concave

(b) Écart de dualité des solutions
optimales de la figure 1.3a.

Figure 1.3: Relaxation lagrangienne avec fonction d’optimisation concave
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À la figure 1.3a, la fonction objectif (en trait plein) est maximisée sur le domaine où

la fonction de contrainte (en long pointillé) est inférieure ou égale à zéro, soit dans

l’intervalle [−0.707, 0.707]. Le cercle plein de la figure 1.3a représente le point et la

valeur optimale, soit, respectivement, x∗ = 0.707 et c∗ = −2.84. Les courbes en petit

pointillé représentent le lagrangien L(x, λ) pour λ = 0.1, 0.2, . . . , 1. À la figure 1.3b,

on voit que J(λ) ≥ c∗, et on remarque notamment que J(λ) = c∗ uniquement lorsque

λ∗ = 0.3.

1.3 Marché financier

Dans cette section, on introduit certains concepts de base de la modélisation d’un

marché financier. On s’intéresse particulièrement aux propriétés du marché financier

du modèle de Black-Scholes. De plus, on présente des notions avancées de calcul

stochastique applicables au marché financier. Ces dernières sont utilisées aux sections

suivantes. En effet, ces notions sont des éléments important qui nous permettrons de

résoudre le problème d’optimisation de portefeuille appliqué aux fonds distincts.

1.3.1 Notions de calcul stochastique

Soit {Ω,F ,P} un espace de probabilité. On retrouve notamment la définition et les

propriétés du mouvement brownien dans Shreve (2004) à la section 3.3 (théorème

3.3.2) et à la section 2 de Lamberton et Lapeyre (1997).
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Définition 1.5. Un mouvement brownien standard, W P := {W P
t , t ≥ 0}, est un

processus stochastique adapté construit sur l’espace de probabilité {Ω,F ,P} et satis-

faisant les propriétés suivantes :

— Pour tout ω ∈ Ω, W P
0 (ω) = 0 ;

— Pour tout 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk, les variables aléatoires W P
t1−W

P
t0, W

P
t2−W

P
t1,

. . . , W P
tk
−W P

tk−1
sont indépendantes ;

— Pour tout s, t ≥ 0, où s < t, la variable aléatoire W P
t −W P

s est de distribution

normale d’espérance 0 et de variance t− s ;

— La trajectoire t→ W P
t (ω) est P-presque sûrement 4 (P-p.s.) continue.

On note par F := {Ft, t ≥ 0} la filtration engendrée par le processus W P, soit

l’ensemble des tribus faisant en sorte que toutes les variables aléatoires W P
s (pour

0 ≤ s ≤ t) sont mesurables, et contenant également les ensembles de mesure nulle. On

retrouve davantage d’explications sur cette filtration à la définition 3.3.3 de Shreve

(2004).

Dans le secteur des mathématiques financières, on modélise la valeur des actifs par

des processus stochastiques dans le but d’estimer les valeurs futures ou d’évaluer le

risque de crédit d’une compagnie par exemple. Pour ce faire, la grande famille des

processus de Lévy est souvent employée. Dans ce mémoire, on modélise le marché

financier afin d’étudier le problème d’optimisation de portefeuille appliqué aux fonds

distincts par des processus d’Itô. On retrouve notamment à la définition 4.4.3 de

Shreve (2004) la définition d’un processus d’Itô.

4. Un événement presque sûr signifique que l’événement tient sur les sous-ensembles de Ω avec
probabilité 1 tel que défini notamment à la section 4 de Rosenthal (2006). Ici, ceci signifique que
P
(
ω ∈ Ω| t→W P

t (ω) n’est pas continue
)

= 0.
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Définition 1.6. Soit W := {Wt, 0 ≤ t ≤ T} un mouvement brownien, et F la filtra-

tion engendrée par W . Un processus d’Itô est un processus stochastique de la forme

Yt = Y0 +
∫ t

0
Hsds+

∫ t

0
$sdWs (1.10)

avec Y0 F0-mesurable (nonrandom) et H := {Hs, 0 ≤ T} et $ := {$s, 0 ≤ t ≤ T}

sont des processus stochastiques adaptés à F tels que E
[∫ t

0 H
2
sds

]
<∞ et

∫ t
0 |$s|ds <

∞ pour tout t ∈ [0, T ].

On retrouve la plupart du temps les processus d’Itô sous leur forme différentielle. La

forme différentielle du processus en (1.10) est

dYt = Htdt+$tdt. (1.11)

Dans certains cas, les processus utilisés sont plutôt une combinaison de plusieurs pro-

cessus d’Itô. Ainsi, il importe de définir la covariation quadratique de deux processus

d’Itô. Celle-ci est entre autres définie au lemme 4.4.4 de Shreve (2004). La règle de

multiplication pour processus d’Itô, permet, quant à elle, d’obtenir l’équation diffé-

rentielle stochastique d’un produit de deux processus d’Itô (présentés à la définition

1.6). Cette dernière est notamment présentée au corollaire 4.6.3 de Shreve (2004).

Définition 1.7. Soit Y et Z deux processus d’Itô dont

dYt = Htdt+$tdW
P
t et dZt = H̃tdt+ $̃tdW

P
t .

Le processus de covariation quadratique 〈Y, Z〉 = {〈Yt, Zt〉, 0 ≤ t ≤ T} est défini par

〈Yt, Zt〉 =
∫ t

0
$t$̃tds.
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Théorème 1.2 (Règle de multiplication). Soit deux processus d’Itô, Y := {Yt, 0 ≤ t ≤ T}

et Z := {Zt, 0 ≤ t ≤ T}. Alors,

d(YtZt) = YtdZt + ZtdYt + d〈Yt, Zt〉,

où 〈Y, Z〉 = {〈Yt, Zt〉, 0 ≤ t ≤ T} correspond à la covariation quadratique des

processus Y et Z.

Par ailleurs, lorsque le processus stochastique résulte d’une transformation appliquée

à un mouvement brownien ou à un processus d’Itô certaines propriétés peuvent être

appliquées. Le théorème 4.4.1 de Shreve (2004) présente la formule d’Itô-Doeblin qui

est fréquemment utilisée sous sa forme différentielle pour obtenir la dynamique d’un

processus qui est fonction du temps et d’un mouvement brownien.

Théorème 1.3 (Formule d’Itô-Doeblin pour mouvements browniens). Soit f(t, x)

une fonction dont les dérivées partielles ∂f(t,x)
∂t

,∂f(t,x)
∂x

et ∂2f(t,x)
∂x2 sont définies et conti-

nues, et soit W un mouvement brownien standard. Alors, pour 0 ≤ t ≤ T ,

f(t,Wt) = f(0,W0) +
∫ t

0

(
∂f

∂s
(s,Ws) + 1

2
∂2f

∂x2 (s,Ws)
)
ds+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Ws)dWs.

(1.12)

En effet, la formule d’Itô-Doeblin pour mouvement browniens sous sa forme différen-

tielle est :

df(t,Wt) =
(
∂f

∂t
(t,Wt) + 1

2
∂2f

∂x2 (t,Wt)
)
dt+ ∂f

∂x
(t,Wt)dWt. (1.13)
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Un modèle de marché financier communément utilisé pour sa simplicité et ses pro-

priétés techniques avantageuses est celui de Black-Scholes. Ce dernier considère un

marché contenant un actif sans risque et un actif risqué. On note par B := {Bt, 0 ≤

t ≤ T} et S := {St, 0 ≤ t ≤ T} respectivement les processus stochastiques qui

représentent les prix de ces derniers où T est un horizon de temps fini. L’équa-

tion différentielle que le processus B satisfait et l’équation différentielle stochastique

(EDS) dont le processus S satisfait sont données par :

dBt = rBtdt, B0 = 1 (1.14)

et

dSt = αStdt+ σStdW
P
t , S0 = 1 (1.15)

pour tout t ∈ [0, T ]. De plus, le taux d’intérêt sans risque, r ≥ 0, le taux de rendement

de l’actif risqué α > 0 avec α > r, et la volatilité σ > 0 sont tous constants.

Également, les processus B et S sont adaptés à la filtration F. Ainsi, B et S sont des

processus d’Itô.

En utilisant la formule d’Itô-Doeblin pour processus d’Itô on obtient, pour tout

0 ≤ t ≤ T , la solution à l’EDS du processus S. Les détails sont présentés à l’annexe

A. Les solutions aux équations différentielles (1.14) et (1.15) sont respectivement :

Bt = B0e
rt P-p.s. (1.16)

et

St = S0 exp
{(

α− σ2

2

)
t+ σW P

t

}
P-p.s. (1.17)
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1.3.2 Portefeuille et investissement

On note par Xt la valeur d’un portefeuille composé de Πt unités d’actif risqué et de

Γt unités d’actif sans risque au temps t sur une période de temps finie, soit t ∈ [0, T ].

On considère les processus Π := {Πt, 0 ≤ t ≤ T} et Γ := {Γt, 0 ≤ t ≤ T} comme

étant adaptés à la filtration F. On considère également que le montant initial investi

dans le portefeuille est X0 = xini > 0. Il est ainsi possible d’exprimer la valeur du

portefeuille au temps t sous une forme générale par :

Xt = ΠtSt + ΓtBt, X0 = Π0S0 + Γ0B0 = xini. (1.18)

Par la suite, on pose νt, la proportion du portefeuille investie dans l’actif risqué et

(1− νt) la proportion investie dans l’actif sans risque au temps t. On définit donc le

processus ν := {νt, 0 ≤ t ≤ T} par :

νt = ΠtSt
Xt

. (1.19)

Le processus ν est appelé stratégie d’investissement. On a alors :

1− νt = ΓtBt

Xt

. (1.20)

Il en découle que le processus représentant la valeur du portefeuille est également

adapté à la filtration F. On note parXν := {Xν
t , 0 ≤ t ≤ T} le processus stochastique

représentant la valeur du portefeuille sous la stratégie ν.

En outre, il faut noter qu’aucune restriction n’est imposée à ce que 0 ≤ νt ≤ 1.
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Le marché financier est considéré parfaitement liquide 5. En fait, on appelle effet de

levier lorsque νt > 1, soit lorsqu’on emprunte dans l’actif sans risque pour investir

une plus grande valeur dans l’actif risqué.

Définition 1.8. Une stratégie d’investissement ν := {νt, 0 ≤ t ≤ T} est dite

autofinancée lorsque

dXν
t = ΠtdSt + ΓtdBt. (1.21)

En d’autres termes, une stratégie d’investissement est autofinancée lorsqu’aucune

injection ni retrait de capital n’est effectué au long de la période allant de 0 à T . De

ce fait, la variation de la valeur du portefeuille est causée uniquement par la variation

du prix des actifs composant le portefeuille.

Il s’ensuit des équations (1.14), (1.15) et (1.21) que la dynamique du portefeuille

autofinancé Xν
t est représentée par

dXν
t = ΠtdSt + ΓtdBt

= Πt

[
αStdt+ σStdW

P
t

]
+ Γt [rBtdt]

= νtX
ν
t

St

[
αStdt+ σStdW

P
t

]
+ (1− νt)Xν

t

Bt

[rBtdt]

= (νtµ+ r)Xν
t dt+ νtσX

ν
t dW

P
t , (1.22)

où µ := α−r représente le taux de rendement excédentaire (excess appreciation rate).

5. Comme mentionné à la section 2.1 de Björk (2012), un marché financier parfaitement liquide
signifie qu’il est possible d’acheter et de vendre une quantité illimitée d’actifs. Plus précisément, il
est possible d’emprunter un montant illimité de l’actif sans risque.
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Définition 1.9. Une stratégie d’investissement ν := {νt, 0 ≤ t ≤ T} est dite

admissible lorsqu’elle est autofinancée, que
∫ T

0 ν2
t dt < ∞ et que Xν

t ≥ 0 pour tout

t ∈ [0, T ].

À partir de la définition du processus Xν représentant la valeur d’un portefeuille,

nous sommes en mesure d’introduire la notion d’arbitrage (présentée entre autres à

la définition 5.4.6 de Shreve (2004)).

Définition 1.10. Une opportunité d’arbitrage est définie comme le processus repré-

sentant la valeur d’un portefeuille Xarb :=
{
Xarb
t , 0 ≤ t ≤ T

}
satisfaisant :

— Xarb
0 = 0 ;

— P
[
Xarb
T ≥ 0

]
= 1 et P

[
Xarb
T > 0

]
> 0.

En d’autres termes, une opportunité d’arbitrage est qu’il est possible d’obtenir une

valeur de portefeuille de coût initial nul n’engendrant aucune possibilité de perte,

ainsi qu’une probabilité non nulle d’obtenir un gain.

1.3.3 Mesure neutre au risque

Cette section est principalement basée sur la section 5 de Shreve (2004) et présente

la mesure neutre au risque dans un contexte de marché financier. Tout d’abord,

plusieurs définitions et théorèmes sont énoncés. Ensuite, on procède à l’application

de ces derniers au modèle de marché financier de Black-Scholes présenté à la sous-

section 1.3.1.

Définition 1.11. Une P-martingale M := {Mt, 0 ≤ t ≤ T} (ou martingale sous

la mesure P) est un processus stochastique défini sur l’espace de probabilité filtré

(Ω,F ,F,P) tel que :
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— Mt est Ft −mesurable, pour tout t ≥ 0 ;

— EP [|Mt|] <∞ pour tout t ≥ 0 ;

— EP [Mt|Fs] = Ms pour tout 0 ≤ s ≤ t.

Théorème 1.4 (Théorème de représentation martingale unidimentionnel). On consi-

dère une P-martingale M sur l’espace de probabilité filtré (Ω,F ,F,P). Alors, il existe

un processus adapté ρ := {ρt, 0 ≤ t ≤ T} avec EP
[∫ T

0 ρ2
tdt
]
<∞, tel que

dMt = ρtdW
P
t , 0 ≤ t ≤ T. (1.23)

Ensuite, on retrouve la définition d’équivalence de deux mesures de probabilité, entre

autres, à la section 5.2.1 de Shreve (2004).

Définition 1.12. Deux mesures de probabilité P et Q construites sur le même espace

mesurable (Ω,F) sont dites équivalentes lorsqu’elles assignent une mesure nulle aux

mêmes événements.

Théorème 1.5 (Théorème 1.6.7 de Shreve (2004) (Radon-Nikodym)). Considérons

les mesures équivalentes P et Q définies sur (Ω,F). Il existe une variable aléatoire
dQ
dP > 0 P− p.s. pour laquelle EP

[
dQ
dP

]
= 1 et

Q(A) =
∫
A

dQ
dP

dP pour tout A ∈ F . (1.24)

On appelle dQ
dP la dérivée de Radon-Nikodym .
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Définition 1.13 (Théorème 5.4.3 de Shreve (2004)). Une mesure neutre au risque

Q est une mesure équivalente à la mesure P sous laquelle le processus de la valeur

actualisée de l’actif risqué, B−1S := {B−1
t St, 0 ≤ t ≤ T}, est une martingale.

Ainsi, comme mentionné à la section 5.2.2 de Shreve (2004) et par le théorème

de représentation martingale unidimensionnel (théorème 1.4), il existe un processus

adapté ρ := {ρt, 0 ≤ t ≤ T} avec EP
[∫ T

0 ρ2
tdt
]
< ∞ permettant de représenter la

dynamique du processus de la valeur actualisée de l’actif risqué sous la forme :

d
(
B−1
t St

)
= ρtdW

Q
t , 0 ≤ t ≤ T.

Théorème 1.6 (Théorème 5.2.3 de Shreve (2004)(Théorème de Girsanov unidi-

mentionnel)). Soit W P :=
{
W P
t , 0 ≤ t ≤ T

}
un mouvement brownien construit sur

l’espace de probabilité (Ω,F ,P), F la filtration engendrée par ce mouvement brownien

et β := {βt, 0 ≤ t ≤ T} un processus adapté à la filtration F. On définit

Zt = exp{−
∫ t

0
βsdW

P
s −

1
2

∫ t

0
β2
sds} (1.25)

et

W P
t = WQ

t + 1
2

∫ t

0
βsds,

et on suppose que

EP
[∫ T

0
β2
sZ

2
sds

]
<∞.

On pose Z = ZT . Alors, EP [Z] = 1 et sous la mesure Q donnée par le théorème 1.5,

le processus WQ :=
{
WQ
t , 0 ≤ t ≤ T

}
est un mouvement brownien.
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Tel que mentionné à la section 5.2 de Shreve (2004), en fait, Z = dQ
dP .

Ensuite, on introduit ξ := {ξt, 0 ≤ t ≤ T} le facteur d’actualisation stochastique.

Ce dernier est une combinaison du facteur d’actualisation et de la dérivée de Radon-

Nikodym présentée en (1.25) et au théorème 1.5 :

ξt := exp
{
−
(
r + θ2

2

)
t− θW P

t

}
= e−rt · dQ

dP
, (1.26)

où

θ := µ

σ
.

Par ailleurs, en appliquant la formule d’Itô-Doeblin sous sa forme différentielle pré-

sentée en (1.13) sur ξt défini en (1.26), la dynamique de ξt est :

dξt = −rξtdt− θξtdW P
t . (1.27)

De plus, le processus de la valeur actualisée de l’actif risqué ξS := {ξtSt, 0 ≤ t ≤ T}

est une martingale sous la mesure P. Premièrement, puisque les processus stochas-

tiques ξ := {ξt, 0 ≤ t ≤ T} et S := {St, 0 ≤ t ≤ T} sont adaptés à la filtration

F, leur produit est également adapté à la filtration F. La première condition de la

définition d’une martingale à la définition 1.11 est donc satisfaite. Ensuite, à par-

tir des définitions de ξt et St, en (1.26) et 1.17, respectivement, on obtient que

ξtSt ∼ LN
(
−
(
r − α + θ2

2 + σ2

2

)
t, (σ − θ)2 t2

)
. Puisque la variable aléatoire ξtSt est

toujours positive, ξtSt = |ξtSt|. De ce fait, la condition d’intégrabilité (deuxième

condition de la définition 1.11) est satisfaite puisque tous les moments d’une distri-
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bution lognormale sont finis. Finalement, pour ce qui est de la troisième propriété :

EP [ξtSt|Fs] =EP
[
exp

{
−
(
r − α + θ2

2 + σ2

2

)
t+ (σ − θ)W P

t

} ∣∣∣∣Fs
]

= exp
{
−
(
r − α + θ2

2 + σ2

2

)
t

}
EP
[
exp

{
(σ − θ)

(
W P
t −W P

s +W P
s

)} ∣∣∣∣Fs]

= exp
{
−
(
r − α + θ2

2 + σ2

2

)
t

}
· exp

{
(σ − θ)W P

s + (t− s)
2 (σ − θ)2

}

= exp
{
−
(
r − α + θ2

2 + σ2

2

)
s+ (σ − θ)W P

s

}

=ξsSs.

La troisième égalité a été obtenue en utilisant les propriétés du mouvement brownien

présentées à la définition 1.5.

Ainsi, toutes les conditions de la définition 1.11 sont respectées et le processus ξS

est bien une P-martingale.

En effectuant quelques manipulations algébriques, il est possible d’exprimer la va-

riable aléatoire ξt en fonction de la variable aléatoire St définies respectivement en

(1.26) et (1.17) :

ξt =
(
St
S0

)− θ
σ

exp
{(

θα

σ
− θσ

2 − r −
θ2

2

)
t

}
. (1.28)

La relation entre les variables aléatoires St et ξt est dépeinte à la figure 1.4. Les

paramètres utilisés à la figure 1.4 ainsi que pour toutes les illustrations des chapitres



34

suivants sont : α = 0.04, r = 0.02, σ = 0.2 et T = 10 sauf s’il est spécifié autrement.

De ce fait, µ = 0.02 et θ = 0.1.

Figure 1.4: Relation entre ξt et St

1.3.4 Complétude de marché

Un produit dérivé est un produit financier dont la valeur dépend de la valeur d’actifs

sous-jacents transigés sur le marché. Un droit contingent représente le bénéfice ré-

sultant d’un produit dérivé reçu à l’échéance (T ). On le représente par une variable

aléatoire, GT , FT -mesurable, non nulle et satisfaisant EP [|GT |] <∞.

Plus particulièrement, on a que :

Définition 1.14. Un droit contingent (contingent claim), GT , est dit atteignable s’il

existe une stratégie admissible ν sous laquelle la valeur d’un portefeuille Xν
T est égale
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à la valeur du droit contingent à échéance. Soit

GT = Xν
T p.s.

Ensuite, les prochains théorèmes et définitions sont tirés de la section 5.4 de Shreve

(2004) et présentent différents liens entre la mesure neutre au risque et la complétude

de marché, en plus de propriétés des droits contingents dans un marché complet.

Théorème 1.7 (Premier théorème fondamental de tarification d’actifs). Si le mar-

ché admet une mesure de probabilité neutre au risque Q, alors il n’existe aucune

opportunité d’arbitrage (présentée à la définition 1.10).

Définition 1.15. Un marché est complet si tous les droits contingents sont attei-

gnables.

Théorème 1.8 (Second théorème fondamental de tarification d’actifs). Soit un mo-

dèle de marché qui admet une mesure de probabilité neutre au risque Q. Le marché

est complet si et seulement si la mesure de probabilité neutre au risque est unique.

Lemme 1.1 (Lemme 5.4.5 de Shreve (2004)). Soit Q une mesure neutre au risque et

soit Xν
t la valeur d’un portefeuille au temps t. Sous la mesure Q, la valeur actualisée

du portefeuille B−1
t Xν

t est une Q-martingale.

À partir du lemme 1.1 ci-dessus et de la troisième propriété des martingales présentée
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à la définition 1.11, on peut donc écrire :

xini = EQ
[
e−rTXν

T

]
, (1.29)

où xini représente le montant initial investi dans le portefeuille.

En fait, le marché financier du modèle de Black-Scholes est un marché complet. Des

explications supplémentaires concernant la complétude du modèle de Black-Scholes

sont présentées à la section 8.2 de Björk (2009). De ce fait, par la définition 1.15,

tous les droits contingents sont atteignables.

Dans le cas du portefeuille présenté en (1.18) et à partir de la définition 1.13, on

obtient qu’il existe une unique stratégie admissible ν := {νt, 0 ≤ t ≤ T} telle qu’une

valeur atteignable du portefeuille à l’échéance réplique P-p.s. le droit contingent GT :

Xν
0 +

∫ T

0
νtdSt +

∫ T

0
(1− νt) dBt = GT P-p.s.

En considérant, maintenant, la valeur terminale du portefeuille à l’échéance Xν
T

comme répliquant un droit contingent GT , le lemme 1.13 et la définition 1.14 nous

indiquent la première égalité de l’équation (1.30) :

xini = EQ[e−rTGT ] = EP[ξTGT ]. (1.30)

La deuxième égalité de l’équation (1.30) provient de l’équivalence des mesures P et

Q ainsi que de la définition de ξ en (1.26).



CHAPITRE II

OPTIMISATION DE PORTEFEUILLE PAR L’APPROCHE MARTINGALE

À partir des notions présentées au chapitre 1, nous étudions dans ce chapitre-ci le

problème d’optimisation de portefeuille et présentons l’approche martingale qui est

utilisée dans la résolution du problème d’optimisation de portefeuille appliqué aux

fonds distincts.

On s’intéresse, maintenant, au problème d’optimisation de Merton : on cherche la

stratégie d’investissement optimale d’un investisseur ayant une aversion au risque

afin de maximiser l’utilité espérée de sa richesse sur une période de temps continue.

Merton (1971) prolonge son article précédent (Merton (1969)) et présente des solu-

tions explicites dans le cas où la fonction d’utilité appartient à la famille HARA et

où les actifs financiers sont représentés par des mouvements browniens géométriques.

Pour ce faire, Merton utilise la méthode de programmation dynamique, soit en ré-

solvant, entre autres, une équation de type Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Merton

(1971) présente notamment le théorème de séparation en deux fonds qui affirme que

lorsque les actifs sont représentés par des mouvements browniens géométriques, il est

possible de représenter un marché financier par seulement un actif risqué (ou fonds

mutuel composé d’une combinaison linéaire des actifs risqués du marché financier) et
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un actif sans risque sans perte de généralité (voir théorème 2 de Merton (1971)). À

l’aide des propriétés de complétude de marché, Cox et Huang (1989) présentent une

méthode de résolution simplifiée au problème de Merton : l’approche martingale.

Ce chapitre est principalement basé sur le chapitre 2 de Björk (2012) et la section

3.4 de Korn (1997).

2.1 Problème d’optimisation dynamique de portefeuille

Toujours en considérant le modèle de marché de Black-Scholes, nous nous intéressons

à l’ensemble des stratégies d’investissement admissibles, A(xini), dépendant de la

valeur initiale du portefeuille xini, tel que

A(xini) :=
{
ν : Xν

0 = xini, X
ν
t ≥ 0,

∫ T

0
(νtXν

t )2 dt <∞ P− p.s.
}
,

où le processus stochastique représentant la valeur du portefeuille sous la stratégie ν

est noté Xν := {Xν
t , 0 ≤ t ≤ T}. De plus, il faut noter que, selon la définition 1.9,

une stratégie d’investissement admissible est également autofinancée.

On s’intéresse plus particulièrement à la stratégie d’investissement optimale ν∗ maxi-

misant l’utilité de l’investisseur à l’échéance. On a donc le problème d’optimisation

suivant :

max
ν∈A(x)

EP [U(Xν
T )] , (P)

où U(·) représente une fonction d’utilité telle que présentée à la définition 1.1.

La complétude de marché du modèle de Black-Scholes présentée à la section 1.3.4,
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nous permet d’exprimer le problème d’optimisation dynamique initial (P) par un

problème d’optimisation en deux étapes : un problème d’optimisation statique et un

problème de représentation. Tout d’abord, en résolvant le problème d’optimisation

statique, on détermine le droit contingent optimal Y ∗ qui maximise l’utilité espérée.

Ensuite, la résolution du problème de représentation nous permet de déterminer la

stratégie d’investissement optimale ν∗ permettant de répliquer le droit contingent

optimal Y ∗, c’est-à-dire afin d’obtenir Y ∗ = Xν∗
T P− p.s.

2.2 Problème statique d’optimisation du portefeuille

On cherche, premièrement, la valeur du droit contingent optimal Y ∗ maximisant

l’utilité espérée. On pose le problème d’optimisation statique suivant :

max
Y ∈Y(xini)

EP [U(Y )] , (D)

Y(xini) :=
{
Y : Y ≥ 0 P− p.s., Y est FT −mesurable, EQ

[
e−rTY

]
≤ xini

}
.

L’inégalité de la contrainte budgétaire (EQ
[
e−rTY

]
≤ xini) provient du fait que dans

certains cas la forme que prend l’utilité à maximiser n’est pas strictement croissante

(comme ce sera le cas à la section suivante). Ainsi, la valeur optimale Y ∗ pourrait

nécessiter un coût initial inférieur à xini. Cependant, dans le contexte du problème

(D), puisque la fonction U(·) est strictement croissante, la contrainte budgétaire tient

toujours sous l’égalité, soit EQ
[
e−rTY

]
= xini.

Par ailleurs, étant donné que la fonction U(·) est strictement concave et que les



40

contraintes d’inégalité Y ≥ 0 P − p.s. et EQ
[
e−rTY

]
≤ xini sont linéaires (donc

convexes) la théorie d’optimisation convexe de la section 1.2 s’applique. De plus,

puisque la fonction objectif du problème d’optimisation (D) est strictement concave,

on sait que la solution est unique comme mentionné à la section 5.5.5 de Boyd et

Vandenberghe (2004).

C’est à l’aide de la technique de relaxation lagrangienne présentée à la section 1.2.2

que nous abordons le problème d’optimisation statique défini précédemment. Cette

dernière nous permet de passer du problème d’optimisation avec contrainte budgé-

taire (D) jugé difficile à un problème d’optimisation sans contraintes budgétaires

jugé, quant à lui, facile.

Dans cette optique, on réécrit le problème d’optimisation (D) :

max
Y ∈Y(xini)

EP [U(Y )] s.c. EP [ξTY ] ≤ xini,

où ξT est défini en (1.26) et Y(xini) représente toutes les valeurs terminales admis-

sibles du portefeuille telles que définies au problème (D).

À partir des concepts présentés à la sous-section 1.2.2, on introduit L(Y, λ), le la-

grangien, et λ ≥ 0, le multiplicateur de Lagrange, en combinant le problème d’opti-

misation et la contrainte budgétaire. La fonction duale J(λ) est donc :

J(λ) = sup
Y ∈Y(xini)

L(Y, λ),
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où

L(Y, λ) = EP[U(Y )]− λ
(
EP[ξTY ]− xini

)
= EP[U(Y )]− EP[λ (ξTY − xini)]

= EP[U(Y )− λ (ξTY − xini)], (2.1)

pour tout Y admissible.

On procède à une maximisation trajectoire par trajectoire, c’est-à-dire pour chaque

ω ∈ Ω, puisqu’aucune restriction n’est appliquée sur chaque trajectoire individuelle et

sachant qu’on s’intéresse aux droits contingents finis P-p.s. Puisqu’une dérivation du

lagrangien par rapport au droit contingent est effectuée afin de maximiser ce dernier,

il est possible d’interchanger la dérivée et le terme d’espérance dans l’équation (2.1) 6.

En d’autres termes, on s’intéresse au lagrangien :

L̃(y, λ) = U(y)− λ (ξT (ω)y − xini) , (2.2)

où, par simplification d’écriture, y = Y (ω).

De ce fait, nous nous intéressons à la fonction duale J̃(λ) :

J̃(λ) = sup
y∈Y(xini)

L̃(y, λ).

6. Des explications supplémentaires sont présentées à la section 3.4 de Korn (1997). De plus, il
faut noter que λ∗ est obtenue afin que la contrainte budgétaire soit satisfaite. Le fait de maximiser
trajectoire par trajectoire n’affecte pas sa valeur.
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On cherche maintenant la solution au problème dual :

inf
λ
J̃(λ). (D̂)

Puisque la fonction objectif de même que toutes les contraintes du problème d’optimi-

sation (D) sont différentiables, toute solution qui satisfait les conditions d’optimalité

de KKT présentées au théorème 1.1 est optimale pour le problème d’optimisation

primal (D) et dual (D̂), et engendre ainsi un écart de dualité nul.

On cherche, tout d’abord, à maximiser le lagrangien en (2.2) en fonction de la valeur

du droit contingent. En effet, la valeur du droit contingent qui engendre la solution

au problème d’optimisation (D̂) est obtenue en posant, premièrement, la dérivée

partielle du lagrangien par rapport à y égale à zéro. On obtient ainsi la relation entre

la valeur de y maximisant le lagrangien et le multiplicateur de Lagrange λ. Ainsi, en

posant L̃(y,λ)
∂y

(y∗, λ∗) = 0, la condition d’optimalité de KKT en (1.9) est satisfaite et

on obtient la relation entre la valeur du droit contingent optimale y∗ et λ∗ :

U ′(y∗) = λ∗ξ(ω) (2.3)

où la valeur du multiplicateur de Lagrange optimal λ∗ est obtenue à partir de la

contrainte budgétaire EQ
[
e−rTY ∗

]
= xini. De ce fait, toutes les conditions de KKT

sont satisfaites.

Proposition 2.1 (Proposition 2.3.1 de Björk (2012)). En considérant le problème

d’optimisation (D), Y ∗, la valeur du droit contingent optimal, est :

Y ∗ = I(λ∗ξT ), (2.4)
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où la valeur de λ∗ est déterminée à l’aide de la contrainte budgétaire, soit

EQ
[
e−rTY ∗

]
= xini. Également, I est l’inverse de la dérivée de la fonction d’utilité :

I(·) := [U ′(·)]−1.

Plus précisément, la valeur de λ∗ est déterminée à partir de la contrainte budgé-

taire dont le principe est présenté en (1.30), soit en considérant que la valeur initiale

du portefeuille est xini. Le calcul de la valeur de λ∗ peut s’avérer assez complexe

puisqu’elle dépend de la forme de Y ∗ obtenue à partir de l’équation (2.4). Dans cer-

tains cas, lorsqu’il est impossible d’isoler algébriquement la variable λ∗ une approche

numérique peut être utilisée.

2.3 Stratégie d’investissement optimale

À partir de la définition 1.15, la complétude de marché du modèle de Black-Scholes

nous permet de répliquer P-p.s. la valeur optimale du droit contingent Y ∗ de l’équa-

tion (2.3) par un portefeuille Xν∗
T .

La deuxième partie de l’approche martingale consiste à déterminer la stratégie d’in-

vestissement optimale, soit la proportion optimale ν∗t investie dans l’actif risqué pour

tout t ∈ [0, T ].

Fait à noter, la suite de cette technique est similaire à la stratégie de couverture delta

(delta hedging). Le théorème de représentation martingale unidimensionnel (énoncé

au théorème 1.4) est utilisé afin de comparer les deux formulations différentes de

la dynamique du portefeuille optimal actualisé, soit, premièrement, la dynamique

obtenue à partir de l’équation (2.4) et, deuxièmement, à partir de la dynamique en

(1.22).



44

Cette équivalence de problèmes d’optimisation est justifée par la définition 1.15 ainsi

que par le second théorème fondamental de tarification d’actif (présenté au théorème

1.8) confirmant que chaque droit contingent atteignable peut être parfaitement ré-

pliqué par une valeur terminale optimale du portefeuille de réplication Xν∗
T sous une

unique stratégie d’investissement admissible ν∗.

2.3.1 Dynamique du portefeuille optimal actualisé

Par la suite, par souci de clarté dans la notation, nous notons le processus stochas-

tique représentant la valeur du portefeuille de réplication obtenue par l’équation (2.4)

simplement par X ; tout en considérant que cette dernière dépend de la stratégie d’in-

vestissement ν ; X ≡ Xν . De ce fait, X∗T ≡ Xν∗
T .

À partir de la valeur terminale optimale déterminée en (2.4), définissons le processus

ξX∗ := {ξtX∗t , 0 ≤ t ≤ T} comme la valeur actualisée du portefeuille optimal à

l’échéance. Étant donné l’existence et l’unicité de la mesure neutre au risque du

modèle de Black-Scholes, nous obtenons :

ξtX
∗
t = EP [ξTX∗T | Ft] . (2.5)

Ainsi, il en découle du lemme 1.1 que, sous la mesure P, la valeur actualisée du

portefeuille ξtXt est une P-martingale. En appliquant le théorème de représentation

martingale, il existe un processus adapté h := {ht, 0 ≤ t ≤ T} tel que

d(ξtX∗t ) = (ξtX∗t )htdW P
t . (2.6)
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Sachant que le processus ξ est strictement positif et qu’il est adapté à la filtration

F, il est possible de réécrire l’équation (2.5) afin d’obtenir l’expression suivante pour

X∗t :

X∗t = EP
[
ξT
ξt
X∗T | Ft

]
. (2.7)

Par la suite, il suffit d’appliquer la formule d’Itô-Doeblin sous sa forme différentielle

(présentée en (1.13)) à la valeur optimale du portefeuille au temps t, X∗t définie

en (2.7), afin d’obtenir l’équation différentielle stochastique de ce dernier. De façon

générale, on obtient que

dX∗t =
(
∂X∗t
∂t

+ 1
2
∂2X∗t
∂W 2

t

)
dt+ ∂X∗t

∂Wt

dW P
t . (2.8)

De plus, sachant que le processus dont on cherche la dynamique est la valeur optimale

du portefeuille actualisée obtenue en (2.5), on applique la règle de multiplication à

X∗ := {X∗t , 0 ≤ t ≤ T} et ξ := {ξ∗t , 0 ≤ t ≤ T}. À partir de l’EDS de ξ définie

en (1.27), de l’EDS de X∗ obtenue en (2.8) et de la définition 1.7 de la covariation

quadratique :

〈ξt, X∗t 〉 = −
∫ t

0
θξt

∂X∗t
∂Wt

ds.

Ainsi,

d〈ξt, X∗t 〉 = −θξt
∂X∗t
∂Wt

dt.

On obtient finalement que

d(ξtX∗t ) = X∗t dξt + ξtdX
∗
t + d〈ξt, X∗t 〉

= X∗t
(
−rξtdt− θξtdW P

t

)
+ ξt

((
∂X∗t
∂t

+ 1
2
∂2X∗t
∂W 2

t

)
dt+ ∂X∗t

∂Wt

dW P
t

)
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− θξt
∂X∗t
∂Wt

dt

= ξt

(
∂X∗t
∂t

+ 1
2
∂2X∗t
∂W 2

t

− rX∗t − θ
∂X∗t
∂Wt

)
dt+

(
1
X∗t

∂X∗t
∂Wt

− θ
)
ξtX

∗
t dW

P
t

=
(

1
X∗t

∂X∗t
∂Wt

− θ
)
ξtX

∗
t dW

P
t . (2.9)

Le résultat (2.9) découle du lemme 1.1, soit le fait que le processus ξX∗ est une P-

martingale. Par conséquent, la dérive est égale à 0, soit ∂X∗t
∂t

+ 1
2
∂2X∗t
∂W 2

t
−rX∗t −θ

∂X∗t
∂Wt

= 0.

Finalement, à partir des équations (2.9) et (2.6), on obtient que le processus h est

tel que :

ht =
(

1
X∗t

∂X∗t
∂Wt

− θ
)
. (2.10)

2.3.2 Dynamique du portefeuille actualisé sous la stratégie optimale

D’autre part, en considérant une stratégie d’investissement ν, l’EDS du portefeuille

est également représentée par l’équation (1.22). Ainsi, tel que justifié lors du passage

du problème dynamique (P) au problème statique (D), il est possible d’obtenir la

dynamique du portefeuille optimal actualisé en utilisant l’unique stratégie d’investis-

sement optimale ν∗. De ce fait, en appliquant la règle de multiplication pour obtenir

la dynamique de ce dernier, soit ξXν∗ := {ξtXν∗
t , 0 ≤ t ≤ T}, on obtient :

d(ξtXν∗

t ) = ξtdX
ν∗

t +Xν∗

t dξt + d〈ξt, Xν∗

t 〉

= ξtX
ν∗

t

(
(ν∗t µ+ r)dt+ ν∗t σdW

P
t

)
+ ξtX

ν∗

t

(
−rdt− θdW P

t

)
− ξtXν∗

t ν
∗
t θσdt

= ξtX
ν∗

t (ν∗t σ − θ) dW P
t . (2.11)
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On obtient du résultat ci-haut en (2.11) et de l’équation (2.6) :

ht = (ν∗t σ − θ) . (2.12)

Finalement, en raccordant les résultats obtenus du processus h = {ht, 0 ≤ t ≤ T}

en (2.10) et (2.12), on obtient :

ν∗t = 1
X∗t σ

∂X∗t
∂Wt

. (2.13)

2.4 Application en utilisant l’utilité isoélastique

Dans cette section, nous utilisons la fonction d’utilité isoélastique U(·) appartenant

à la famille CRRA dont la forme est présentée en (1.3). Avec quelques manipulations

algébriques, on obtient que

I(y) = [U ′(y)]−1 = y−
1
γ , (2.14)

où γ > 0 et γ 6= 1.

En travaillant sous le modèle de Black-Scholes et en appliquant l’approche martingale

présentée précédemment, à l’aide de l’équation (2.4) on obtient la valeur terminale

optimale du portefeuille de réplication :

X∗T = (λ∗ξT )−
1
γ . (2.15)

Le calcul du multiplicateur de Lagrange optimal λ∗ est présenté à l’annexe B.1.
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Ainsi, la figure 2.1 illustre la valeur terminale optimale du portefeuille en fonction

de la valeur de l’actif risqué à l’échéance à partir de l’équation (1.28).

Figure 2.1: Valeur terminale optimale en fonction de la valeur terminale de l’actif risqué

On remarque à la figure 2.1 que plus le degré d’aversion au risque (γ) est élevé, plus

la valeur du portefeuille optimale croît rapidement en fonction de la valeur de l’ac-

tif à l’échéance toutes choses étant égales par ailleurs. Le croisement des différentes

courbes de valeurs terminales optimales est dû à la différence de valeurs du multi-

plicateur de Lagrange optimal λ∗ associé à chaque courbe. En effet, la valeur de γ

intervient dans le calcul de λ∗.

À partir de la proportion optimale définie en (2.13) appliquée à la fonction d’utilité

isoélastique, on obtient une proportion optimale constante investie dans l’actif risqué



49

de µ
γσ2 . Cette proportion est appelée constante de Merton. En effet, ce résultat est

bel et bien celui obtenu par Merton (1969, 1971) en utilisant la technique de pro-

grammation dynamique. En considérant les mêmes paramètres qu’à la section 1.3

et en posant γ = 3, la constante de Merton est d’une valeur de 1
6 . Par ailleurs, la

figure 2.2, illustre que cette proportion constante maximise l’espérance de l’utilité

du portefeuille à l’échéance.

Figure 2.2: EP [U(XT )] pour différentes proportions constantes νt pour tout t ∈ [0, T ]

Puisque qu’il existe deux façons possibles de simuler la valeur terminale optimale du

portefeuille (en simulant le portefeuille X∗T directement à l’échéance et par rééquili-

brage en appliquant la stratégie d’investissement optimale ν∗), il est intéressant de

comparer les résultats obtenus par ces dernières. Bien entendu, le fait de procéder

par rééquilibrage nécessite une discrétisation du temps, ce qui engendre un biais.

En fait, lorsque nous comparerons différentes stratégies d’investissement dans les
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prochaines sections, il sera nécessaire de discrétiser le temps afin de simuler des

trajectoires de marché financier et de procéder par rééquilibrage de portefeuille.

On considère qu’une fréquence de rééquilibrage du portefeuille hebdomadaire (52 fois

par année) est suffisante et engendre une assez bonne approximation des résultats et

n’alourdit pas trop le temps de calcul. À la figure 2.3, la courbe rouge représente la

distribution théorique (obtenue en trouvant la distribution du portefeuille optimal à

maturité) et les bandes grises représentent la densité du portefeuille optimal terminal

obtenue par rééquilibrage pour différentes fréquences.

(a) Rééquilibrage semi-annuel (b) Rééquilibrage mensuel

(c) Rééquilibrage hebdomadaire

Figure 2.3: X∗T obtenue par 100 000 simulations de Monte-Carlo



CHAPITRE III

OPTIMISATION SOUS LA GARANTIE D’UN FONDS DISTINCT

Dans l’optique d’appliquer les notions présentées aux chapitres précédents au contexte

d’un fonds distinct, la section 3.1, principalement basée sur l’article de Carpenter

(2000), présente la technique de concavification qui est utilisée à la section 3.2. On

étudie le problème d’optimisation de portefeuille lorsque la richesse terminale est

dotée d’une garantie financière. Ainsi, la forme de la fonction objectif étudiée dans

cette section est semblable à celle qui est utilisée dans le problème d’optimisation

de portefeuille appliqué aux fonds distincts. La section 3.2 est, quant à elle, princi-

palement basée sur l’article de MacKay et Ocejo (2019) et présente la résolution du

problème d’optimisation de portefeuille appliqué aux fonds distincts.

3.1 Problème d’optimisation avec le bénéfice résultant d’une option

Considérons une forme semblable au droit contingent d’une option d’achat additionné

à une constante K > 0, soit

a (XT −DT )+ +K, (3.1)
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où DT représente le prix d’exercice ou la valeur de référence, ( · )+ est équivalent à

max( · , 0) et a > 0.

Figure 3.1: Résultat d’une option d’achat à l’échéance tel que défini en (3.1)

En outre, l’équation (3.1) pourrait représenter le montant perçu par un assuré à

l’échéance sous un produit d’assurance lié aux marchés boursiers ayant une garantie

de valeur K additionnée à l’excédent de l’actif XT par rapport à une valeur de

référence DT (la garantie d’un fonds distinct par exemple) multiplié par un facteur

a.

Dans le même ordre d’idée qu’à la section 2.1, on s’intéresse à l’optimisation de

l’utilité du gain perçu à l’échéance, soit à la fonction U
(
a (XT −DT )+ +K

)
. On

constate que la fonction à optimiser n’est pas concave par rapport à la variable XT

comme il est dépeint à la figure 3.2. Il n’est donc pas possible d’appliquer directement

les techniques de résolution d’optimisation convexe présentées au chapitre 2.

Tout d’abord, en s’intéressant davantage à la forme de la fonction d’optimisation,
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définissons u : R× (0,∞)→ R telle que :

u(x, d) =

 U
(
a (x− d)+ +K

)
pour x ≥ 0,

−∞ autrement.
(3.2)

Par conséquent, le problème d’optimisation du droit contingent d’une option d’achat

peut être représenté en termes de la fonction u(·, ·), soit

max
XT

EP [u(XT , DT )] s.c. EP[ξTXT ] ≤ xini, xini ≥ 0. (3.3)

Carpenter (2000) et Reichlin (2013) démontrent qu’il est possible de résoudre le

problème d’optimisation à l’aide de la fonction concavifiée de u, ũ, soit la plus petite

fonction concave dominant u.

Figure 3.2: Fonction d’optimisation originale et concavifiée
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Par la suite, c’est à l’aide de la fonction concavifiée que nous déterminons la va-

leur optimale du portefeuille de réplication à l’échéance. La fonction concavifiée est

construite de façon à ce que la section de la fonction objectif se trouvant entre x = 0

et x = x̂(d) soit remplacée par la corde reliant ces deux points où x̂(d) est le point où

la pente de la corde est égale à la dérivée de u évaluée à cet endroit. Par ailleurs, le

lemme 3.1 tiré de Carpenter (2000) nous confirme l’existence de ce point x̂(d) pour

toute valeur de d > 0. On appelle ce dernier point de concavification.

Lemme 3.1 (Lemme 1 de Carpenter (2000) ). Soit u′(x, d) = ∂
∂x
u(x, d), pour x > 0.

Pour chaque d > 0, il existe un unique point x̂(d) > 0 tel que

u(x̂(d), d)− u(0, d)
x̂(d) = u′(x̂(d)).

Ainsi, la fonction concavifiée ũ : R× (0,∞)→ R est telle que

ũ(x, d) =


−∞ pour x < 0,

u(0) + u′(x̂(d), d)x pour 0 ≤ x ≤ x̂(d),

u(x, d) pour x > x̂(d).

(3.4)

Il en découle que la fonction ũ est, quant à elle, concave en x. De plus, ũ(x, d) ≥ u(x, d)

pour tout (x, d) ∈ R× (0,∞) et ũ(x, d) = u(x, d) pour x = 0 et pour toutes valeurs

de x ≥ x̂(d). On remarque que la valeur du point de concavification ne dépend pas

des paramètres du marché financier, mais bien uniquement des paramètres de la

structure du fond distinct ainsi que des paramètres de la fonction d’utilité.

En fait, il s’avère que la solution au problème d’optimisation (3.3), X∗T , ne se situe

jamais dans l’intervalle (0, x̂(DT )), soit dans l’intervalle où les deux fonctions, u et
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ũ, diffèrent.

Tout d’abord, en étudiant la fonction d’optimisation originale, théoriquement, X∗T ne

devrait jamais prendre des valeurs dans l’intervalle (0, DT ] dû à la contrainte budgé-

taire. En effet, une valeur terminale dans l’intervalle (0, DT ] engendre de plus amples

coûts initiaux sans pour autant augmenter la valeur de l’utilité du gain (d’une valeur

de U(K)). En outre, la justification du fait que la valeur terminale optimale du por-

tefeuille ne se trouve pas non plus dans l’intervalle (0, x̂(DT )) est beaucoup moins

directe. Par conséquent, cette justification ainsi que la preuve de l’unicité de la solu-

tion du problème d’optimisation (3.3) sont présentées plus loin. De plus, à la section

5 de Reichlin (2013), on démontre que, sous certaines conditions, la solution d’un

problème de maximisation où la fonction objectif n’est pas nécessairement concave

est également la solution de ce problème en utilisant la fonction objectif concavifiée.

Les conditions sont : que la solution doit exister, l’espace de probabilité du problème

d’optimisation doit être diffus (sans atome), une contrainte budgétaire initiale est

imposée et la mesure neutre au risque doit être unique. Le problème d’optimisation

(3.3) satisfait toutes ces conditions.

En pratique, on constate que certaines restrictions réalistes font en sorte que X∗T
prend parfois des valeurs dans l’intervalle (0, x̂(DT )). Des explications supplémen-

taires sont présentées au chapitre 4.

Suite à cette concavification, la fonction objectif est maintenant concave. On procède

donc à la même méthode de résolution que celle du problème statique d’optimisation

du portefeuille présentée à la section 2.2 en utilisant la fonction concavifiée 3.4. Ainsi,

on obtient ainsi la solution au problème d’optimisation (3.3).
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Théorème 3.1 (Théorème 1 de Carpenter (2000)). Soit h̃ : (0,∞) × (0,∞) → R

une fonction définie par :

h̃(y, d) = (I(y/a)−K) /a+ d pour tout y > 0 et d > 0. (3.5)

Supposons également que

X (λ) := EP
[
ξT h̃(λξT , DT )1{h̃(λξT ,DT )>x̂(DT )}

]
<∞ pour tout λ > 0. (3.6)

Il existe un unique λ∗ > 0 tel que X (λ∗) = xini et l’unique valeur optimale du

portefeuille sur le droit contingent d’une option d’achat est

X∗T = h̃(λ∗ξT , DT )1{h̃(λ∗ξT ,DT )>x̂(DT )}, (3.7)

où 1η est la fonction indicatrice de l’événement η.

Également, comme mentionné à la proposition 2.1, la valeur de λ∗ est déterminée à

partir de la contrainte budgétaire.

Tout d’abord, définissons le concept de sous-gradient et présentons le corollaire du

théorème des valeurs intermédiaires qui sont utilisés dans la preuve du théorème 3.1.

Définition 3.1 (Inégalité du sous-gradient (section 23 de Rockafellar (1970))). Soit

f : Rn → [−∞,∞] une fonction convexe définie au point x0. Un vecteur η ∈ Rn est

appelé sous-gradient de f en x0 lorsque

f(x) ≥ f(x0) + 〈η, x− x0〉, pour tout x ∈ dom(f), (3.8)
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où 〈·, ·〉 représente le produit scalaire attribué à l’espace Rn.

Corollaire 3.1 (Corollaire du théorème des valeurs intermédiaires). Soit f une fonc-

tion continue et strictement monotone sur l’intervalle I. Posons a et b deux points

de I et k un nombre compris entre f(a) et f(b). Alors, il existe un unique point e

compris entre a et b tel que f(e) = k.

Preuve du théorème 3.1. La raison pour laquelle la valeur terminale optimale du por-

tefeuille ne se situe pas dans l’intervalle (0, DT ] provient du contexte financier. En

effet, les valeurs terminales de portefeuille sur cet intervalle engendrent la même uti-

lité qu’un portefeuille à l’échéance de valeur nulle (U (K)) en engendrant des coûts

initiaux non nuls.

Par ailleurs, il importe de justifier le fait que X∗T ne se situera, en fait, jamais dans

l’intervalle (0, x̂(DT )] et que cette solution est unique. La preuve de l’unicité de la

solution est essentiellement tirée de l’annexe de Carpenter (2000).

Le théorème 3.1 est obtenu par le résultat (2.4) de la proposition 2.1. Ainsi, la valeur

terminale du droit contingent optimal est définie par l’inverse de la dérivée de la

fonction d’utilité de la fonction concavifiée. Nous nous intéressons donc au sous-

différentiel de la fonction concavifiée ũ(·, d) (présentée en (3.4)) définie sur [0,∞)×

(0,∞) par :

ũ′(x, d) =


[u′(x̂(d), d),∞) pour x = 0,

{u′(x̂(d), d)} pour 0 < x ≤ x̂(d),

{u′(x, d)} pour x > x̂(d).

(3.9)

Similairement au concept du gradient d’une fonction (la dérivée par rapport à un
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vecteur ou une direction), le sous-différentiel (subdifferential) de u(·, d) au point

x0 représente l’ensemble de tous les sous-gradients en ce point x0 tel que défini à

la section 23 de Rockafellar (1970). Contrairement au gradient, le sous-différentiel

s’applique même dans le cas où la fonction n’est pas différentiable en tous points ; ce

qui est le cas des fonctions ũ(x, d) et u(x, d) qui ne sont pas différentiables en x = 0.

Dans le cas où la fonction est différentiable au point x0 et finie dans l’entourage de

x0, le sous-différentiel contient un seul élément, soit le gradient en ce point x0.

Figure 3.3: Dérivée de la fonction concavifiée ũ

Posons, maintenant, i comme étant l’inverse de ũ′(x, d) défini en (3.9) et illustré à la

figure 3.3. On a donc i : (0,∞)× (0,∞)→ [0,∞) donnée par :

i(y, d) = [(I(y/a)−K) /a+ d]1{y<ũ′(x̃,d)}. (3.10)

Ainsi, à partir de la définition de i en (3.10) et avec un léger abus de notation on a,
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en fait, que :

y ∈ ũ′(i(y, d), d), pour tout d > 0. (3.11)

Finalement, par le résultat (2.4) de la proposition 2.1 on a Y ∗ = i(λ∗ξT , d). Ainsi,

Y ∗ = i(λ∗ξT , d)

= [(I(λ∗ξT/a)−K) /a+ d]1{λ∗ξT<ũ′(x̃,d)}

= [(I(λ∗ξT/a)−K) /a+ d]1{λ∗ξT<aU ′(a(x̃−d)++K)}

= [(I(λ∗ξT/a)−K) /a+ d]1{(I(λ∗ξT /a)−K)/a+d>x̃}.

Ainsi, par la fonction indicatrice, on voit que nécessairement Y ∗ prendra une valeur

non-nulle uniquement lorsque Y ∗ > x̃. Finalement, à partir de la définition 1.15, la

complétude de marché du modèle de Black-Scholes nous permet de répliquer P-p.s.

la valeur optimale du droit contingent Y ∗. Ainsi, Y ∗ = X∗T P-p.s.

Maintenant, vérifions que la valeur du portefeuille d’investement optimal X∗T est

unique.

Premièrement, à partir de l’équation (3.8) de la définition du sous-gradient à la

définition 3.1 appliquée pour une fonction concave dans R, pour chaque y ∈ R,

x ≥ 0 et pour m ∈ ũ′(x, d) tel que défini en (3.9) :

ũ(y, d)− ũ(x, d) ≤ m (y − x) . (3.12)

En d’autres termes, le sous-différentiel évalué au point x est supérieur ou égal à la

pente de la corde de la fonction concavifiée évaluée entre deux points x et y. Ce fait
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est illustré à la figure 3.2 et découle de la définition de la fonction concavifiée (définie

à la section 3.1) ainsi que du fait que l’opposée d’une fonction convexe est concave.

De plus, l’inégalité de (3.12) est stricte lorsque x > x̂(d) et y 6= x puisque ũ est

strictement concave pour x > x̂(d).

Deuxièmement, on remarque que q(λ) = EP[ξT i (λξT , DT )] est une fonction stricte-

ment décroissante en termes du multiplicateur de Lagrange λ. Puisque q(λ) → ∞

lorsque λ → 0 et q(λ) → 0 lorsque λ → ∞, le corollaire du théorème des valeurs

intermédiaires (corollaire 3.1) confirme qu’il existe un unique λ∗ tel que xini = q(λ∗).

Troisièmement, à partir du résultat (2.4) de la proposition 2.1 ainsi que de la com-

plétude de marché du modèle de Black-Scholes, on a X∗T = i (λ∗ξT , DT ). Posons Ŷ

comme un droit contingent atteignable qui n’est pas P−p.s. égale à X∗T . On peut dé-

montrer que la valeur terminale Ŷ engendre une utilité espérée strictement inférieure

à celle engendrée par X∗T et ainsi démontrer l’unicité de X∗T .

EP
[
u(Ŷ , DT )− u(X∗T , DT )

]
= EP

[
u(Ŷ , DT )− ũ(X∗T , DT )

]
(3.13)

≤ EP
[
ũ(Ŷ , DT )− ũ(X∗T , DT )

]
(3.14)

< EP
[
λ∗ξT (Ŷ −X∗T )

]
(3.15)

= λ∗
(
EP
[
ξT Ŷ

]
− xini

)
= 0. (3.16)

(3.13) est justifiée par le fait que la fonction d’utilité et la fonction d’utilité concavifiée

sont de mêmes valeurs pour tout x ≥ x̂(DT ). (3.14) provient de la définition de

fonction concavifiée présentée à la section 3.1. (3.15) est justifiée par les équations

(3.12) et (3.11) évaluées en X∗T . Finalement, (3.16) découle du résultat du théorème

3.1 ainsi que de la définition 1.14 d’atteignabilité d’un droit contingent appliqué dans

le contexte d’optimisation (D). On obtient donc que EP [u(X∗T , DT )] > EP
[
u(Ŷ , DT )

]
.
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La détermination du multiplicateur de Lagrange optimal λ∗ du théorème 3.1 ainsi

que sa relation avec xini sont présentées à l’annexe B.2.

3.2 Problème d’optimisation appliqué au fonds distinct

Suite à la tendance, ces dernières années, des bas taux d’intérêt, les fonds distincts

sont devenus une option d’épargne très primée. En effet, un fonds distinct représente

une alternative d’investissement qui comprend une garantie, notée G, en cas de décès

ou à l’échéance. En pensant à la période de pandémie mondiale de 2020 où les mar-

chés boursiers connaissent des baisses fulgurantes au printemps 2020 7, cette option

d’investissement s’avère être très avantageuse pour les assurés.

Dans notre cas, on s’intéresse particulièrement à un produit financier offrant une

garantie du montant perçu par l’assuré uniquement à l’échéance (guaranteed minimim

maturity benefit) avec lequel l’assuré est certain de recevoir au minimum le montant

de cette garantie à l’échéance. De ce fait, l’assureur s’engage à débourser la différence

entre le montant de cette garantie et la valeur du fonds distinct à l’échéance dans le

cas où la valeur du fonds est inférieure à cette garantie. On considère également que

l’assureur est toujours dans la possibilité d’honorer ses engagements et que l’assuré ne

retire pas son investissement avant la date d’échéance. Finalement, afin de simplifier

le problème d’optimisation, on considère que le fonds distinct comporte un seul assuré

ayant une aversion au risque.

7. McCabe et Ostroff (2020); Enrich (2020); Lynch et al. (2020)
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3.2.1 Dynamique du fonds et des actifs suite à l’incorporation de frais

On note le processus stochastique qui représente la valeur d’un fonds distinct par

F := {Ft, 0 ≤ t ≤ T}. Par ailleurs, le gestionnaire d’investissement du fonds distinct

détermine la proportion νt investie au temps t dans un actif risqué dont la valeur est

représentée par la variable aléatoire St, et (1− νt) dans un actif sans risque dont la

valeur est représentée par la variable aléatoire Bt, dont les solutions des EDS sont

représentées en (1.17) et (1.16) respectivement. On note F ν le processus stochastique

de la valeur du fonds sous la stratégie ν := {νt, 0 ≤ t ≤ T}.

Un taux de frais est appliqué au fonds tout au long de la période d’investissement

[0, T ] dans le but principal de financer la garantie du fonds distinct. On note le pro-

cessus stochastique représentant le montant total de frais prélevé du fonds distinct

par C := {Ct, 0 ≤ t ≤ T}. Ensuite, nous nous intéressons à la décomposition du

montant total de frais Ct en deux parties distinctes : la portion de frais proportion-

nelle au montant investi dans l’actif risqué liée au taux cs, et la portion de frais

proportionnelle au montant total du fonds liée au taux cf . De plus, cs, cf ≥ 0 sont

des constantes. Ainsi, la dynamique du taux de frais total est :

dCt = csνtF
ν
t dt+ cfF

ν
t dt = (csνt + cf )F ν

t dt. (3.17)

Parallèlement à la dynamique du portefeuille en (1.22) présentée à la section 1.3.2,

l’équation différentielle stochastique du fonds distinct (comportant des frais prélevés)

est représentée par

dF ν
t = ΠtdSt + ΓtdBt − dCt
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= νtF
ν
t

St
dSt + (1− νt)F ν

t

Bt

dBt − dCt

= νtµF
ν
t dt+ rF ν

t dt+ νtσF
ν
t dW

P
t − dCt (3.18)

où F ν
0 = fini ∈ R et avec les dynamiques dBt et dSt présentées en (1.14) et (1.15)

respectivement. La seconde égalité a été obtenue à partir des définitions des proces-

sus Π et Γ de la section 1.3.2 appliquées dans le contexte de fonds distinct. L’ajout

de frais au fonds distinct fait en sorte que l’équation différentielle stochastique ne

correspond pas directement à celle d’une stratégie autofinancée comme présentée à

la définition 1.21.

En substituant la dynamique du montant de frais total (3.17) dans l’équation (3.18),

on obtient :

dF ν
t = (νt(µ− cs) + r − cf )F ν

t dt+ νtσF
ν
t dW

P
t . (3.19)

Enfin, on impose que le taux de frais appliqué à l’actif risqué soit inférieur au taux

de rendement excédentaire ; c’est-à-dire que cs < µ. Ainsi, on enlève la possibilité

d’avoir un taux de frais supérieur à l’excès de rendement produit par l’actif risqué.

En posant

α̃ := α− cs − cf , r̃ := r − cf , µ̃ := α̃− r̃,

l’équation (3.19) peut être réécrite comme

dF ν
t = (νtµ̃+ r̃)F ν

t dt+ νtσF
ν
t dW

P
t . (3.20)
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Ainsi, l’équation différentielle stochastique du fonds en (3.20) est de forme compa-

rable à celle de l’équation d’un portefeuille autofinancé en (1.22). De plus, en posant

θ̃ := µ̃

σ
, (3.21)

on obtient le facteur d’actualisation stochastique ajusté aux frais appliqués au fonds

distinct :

ξ̃t := exp
{
−
(
r̃ + θ̃2

2

)
t− θ̃W P

t

}
. (3.22)

Dans le même ordre d’idées que l’équation (1.27), par la formule d’Itô-Doeblin pour

mouvement brownien, on obtient que la dynamique de ξ̃t est donnée par :

dξ̃t := −r̃dt− θ̃dW P
t . (3.23)

En posant B̃ et S̃ tels que

dB̃t = r̃B̃tdt, B̃0 = 1, (3.24)

et

dS̃t = α̃S̃tdt+ σS̃tdW
P
t , S̃0 = 1, (3.25)

donc

S̃t = S̃0 exp
{

(α̃− σ2

2 )t+ σW P
t

}
P− p.s., (3.26)

il est possible de démontrer que le processus ξ̃S̃ = {ξ̃tS̃t, 0 ≤ t ≤ T} est une

martingale sous la mesure P (la démonstration est placée à l’annexe C). On obtient

ainsi un nouveau marché financier ajusté aux frais, équivalent au marché du modèle

de Black-Scholes et donc complet.
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Parallèlement à l’équation (1.28), il est également possible d’exprimer ξ̃t en fonction

de S̃t :

ξ̃t =
(
S̃t

S̃0

)− θ̃
σ

exp
{(

θ̃α̃

σ
− θ̃σ

2 − r̃ −
θ̃2

2

)
t

}
. (3.27)

La figure 3.4 illustre la relation entre ξ̃t et S̃t et est comparable à la figure 1.4 qui

illustre, quant à elle, la relation entre ξt et St.

Figure 3.4: Relation entre ξ̃t et S̃t

3.2.2 Problème d’optimisation dynamique appliqué au fonds distinct

En s’intéressant au point de vue de l’assuré, on cherche à maximiser l’utilité espérée

du montant perçu à l’échéance par ce dernier avec un fonds distinct sachant qu’un
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montant initial de fini est investi. Afin de pouvoir appliquer la méthode martingale

présentée au chapitre 2, nous considérons le marché fictif présenté à la section 3.2.1.

En effet, ce marché ajusté aux frais du fonds distinct correspond à un marché de

Black-Scholes modifié et nous permet d’exprimer le problème d’optimisation sous

une forme similaire au problème (P). On s’intéresse, d’abord, à l’ensemble des stra-

tégies d’investissement admissibles sous le modèle ajusté aux frais de la section 3.2.1,

Ã(fini), tel que

Ã(fini) :=
{
ν : νt est Ft -mesurable, F ν

0 = fini, F
ν
t ≥ 0,

∫ T

0
(F ν

t νt)2dt <∞ P− p.s.
}
.

Le modèle du fonds distinct s’apparente au modèle de l’équation (3.1), mais où

les paramètres sont fixés à a = 1, DT = G et K = G. De ce fait, le problème

d’optimisation (3.3) appliqué dans le contexte d’un fonds distinct est :

max
ν∈Ã(fini)

EP
[
U((F ν

T −G)+ +G)
]
, (P̃ )

avec U(·) une fonction d’utilité présentée à la définition 1.1 et où le montant de la

garantie du fonds distinct à l’échéance est noté par G.

En considérant le marché complet fictif ajusté aux frais, il est possible d’appliquer

l’approche martingale du chapitre 2 et représenter le problème dynamique (P̃ ) par

un problème d’optimisation statique ainsi qu’un problème de représentation.
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3.2.3 Résolution du problème statique appliqué au fonds distinct

Tout d’abord, on obtient le problème statique dérivé du problème (P̃ ) en se penchant

particulièrement sur le droit contingent d’un fonds distinct maximisant l’utilité es-

pérée :

max
Ỹ ∈Ỹ(fini)

EP
[
U
((
Ỹ −G

)+
+G

)]
, (D̃)

Ỹ(fini) :=
{
Ỹ : Ỹ ≥ 0 P− p.s., Ỹ est FT −mesurable, EQ

[
e−rT Ỹ

]
≤ fini

}
.

À l’aide de la technique de résolution d’un problème d’optimisation statique en mar-

ché complet de la section 2.2, nous sommes en mesure d’obtenir la valeur du droit

contingent optimal.

Proposition 3.1 (Proposition 3.1 de MacKay et Ocejo (2019)). Soit U(·) une fonc-

tion d’utilité telle que présentée à la définition 1.1. Par le théorème 3.1, la solution

au problème d’optimisation statique :

max
Ỹ ∈Ỹ(fini)

EP
[
U
(
(Ỹ −G)+ +G

)]
s.c. EP

[
ξ̃T Ỹ

]
≤ F0 (3.28)

est donnée par

Ỹ ∗ = I(λ∗ξ̃T )1{λ∗ξ̃T<ŷ}, (3.29)

où λ∗ est tel que EP
[
ξ̃T Ỹ

∗
]

= F0 et ŷ ∈ (0, U ′(G)) est le point de concavification

faisant en sorte que

U (((ŷ −G)+ +G)− U(G)
ŷ

= U ′(ŷ).

Démonstration. On remarque que la proposition 3.1 est un cas particulier du théo-
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rème 3.1 où a = 1 et CT = K = G exprimé en termes de ŷ = U ′(f̂(G)), où f̂(G) est

le point de concavification.

3.2.4 Problème de représentation appliqué au fonds distinct

La deuxième partie de la méthode de résolution du problème (P̃ ) consiste à résoudre

le problème de représentation dans le contexte du marché ajusté aux frais de la

section 3.2.1. Nous cherchons donc la proportion optimale du fonds distinct ν∗ =

{ν∗t , 0 ≤ t ≤ T} investie dans l’actif risqué engendrant la valeur du fonds à l’échéance

répliquant P− p.s. le droit contingent Ỹ ∗ obtenu à la proposition 3.1.

Pour faire suite aux résultats obtenus à la section 2.4, nous considérons la fonction

d’utilité isoélastique présentée en (1.3) dont l’inverse de la dérivée est présentée en

(2.14).

Nous trouvons, tout d’abord, l’expression de la variable aléatoire représentant la

valeur optimale du fonds distinct actualisée au temps t en utilisant la propriété

martingale du processus stochastique ξ̃F :=
{
ξ̃tFt, 0 ≤ t ≤ T

}
sous la mesure P. De

ce fait, à partir de la valeur optimale du fonds distinct à l’échéance obtenue en (3.29)

et en posant F ν∗
T ≡ F ∗T pour alléger la notation, on a :

ξ̃tF
∗
t = EP

[
ξ̃TF

∗
T |Ft

]
= EP

ξ̃T (λ∗ξ̃T)− 1
γ
1{(λ∗ξ̃T )−1/γ

>f̂(DT )
}∣∣∣∣Ft


= EP

[
(λ∗)

−1
γ ξ

(1− 1
γ

)
T 1{λ∗ξT<f̂(DT )−γ}

∣∣∣Ft]
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= EP

(λ∗)
−1
γ

(
ξ̃tξ̃T

ξ̃t

)(1− 1
γ

)

1{
λ∗

ξT
ξ̃t
<
f̂(DT )−γ

ξt

}∣∣∣∣Ft


= (λ∗)−
1
γ ξ̃

(1− 1
γ

)
t EP

( ξ̃T
ξ̃t

)(1− 1
γ

)

1{ ξ̃T
ξ̃t
<
f̂(Dt)−γ
λ∗ξ̃t

}∣∣∣∣Ft
 . (3.30)

À partir de la définition de ξ̃t en (3.22), on a que conditionnellement à Ft :

ξ̃T

ξ̃t

D= e−Z où Z ∼ N
((

r̃ + θ̃2

2

)
(T − t), θ̃2(T − t)

)
. (3.31)

Ainsi, l’équation (3.30) peut être réécrite comme :

ξ̃tF
∗
t = (λ∗)−

1
γ ξ̃

(1− 1
γ

)
t EP

e−Z(1− 1
γ

)
1{

Z<ln
[
f̂(Dt)−γ
λ∗ξ̃t

]}∣∣∣∣Ft


= (λ∗)−
1
γ ξ̃

(1− 1
γ

)
t Φ


(
r̃ + θ̃2

2

)
(T − t)− θ̃2(T − t)(1− 1

γ
) + ln

[
f̂(Dt)−γ
ξtλ∗

]
θ̃
√
T − t


· e
−
(
r+ θ̃2

2

)
(T−t)(1− 1

γ
)+ θ̃2

2 (T−t)(1− 1
γ

)2

où la deuxième égalité a été obtenue par la proposition B.1.

Finalement, on note respectivement par φ(·) et Φ la densité et la fonction de répar-

tition d’une loi normale centrée réduite. On obtient que

F ∗t =(λ∗ξ̃t)−
1
γ Φ

(
j(ξ̃t, t)

)
e
−
(
r̃+ θ̃2

2

)
(T−t)(1− 1

γ
)+ θ̃2

2 (T−t)(1− 1
γ

)2

, (3.32)
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où

j(ξ̃t, t) =

(
r̃ + θ̃2

(
1
γ
− 1

2

))
(T − t) + ln

[
f̂(Dt)−γ
ξ̃tλ∗

]
θ̃
√
T − t

.

Ensuite, en dérivant l’expression de la valeur terminale optimale par rapport à la

variable ξ̃t, on obtient :

∂F ∗t
∂ξ̃t

= e
−
(
r̃+ θ̃2

2

)
(T−t)(1− 1

γ
)+ θ̃2

2 (T−t)(1− 1
γ

)2

·
[(
−1
γ

)
(λ∗ξ̃t)−(1+ 1

γ
)Φ
(
j(ξ̃t, t)

)
− (λ∗ξ̃t)−

1
γ φ
(
j(ξ̃t, t)

) 1
ξ̃tθ̃
√
T − t

]

= −F ∗t ξ̃t
−1
[(

1
γ

)
+ φ(j(ξ̃t, t))

Φ(j(ξ̃t, t))
1

θ̃
√
T − t

]
. (3.33)

Par ailleurs, à partir de la définition de ξ̃t en (3.22), on obtient :

∂ξ̃t
∂Wt

= −ξ̃tθ̃. (3.34)

Le résultat (2.13) de la méthode de résolution du problème de représentation indique

que la proportion optimale ν∗t investie dans l’actif risqué au temps t est :

ν∗t = 1
F ∗t σ

∂F ∗t
∂Wt

= 1
F ∗t σ

∂F ∗t
∂ξ̃t

∂ξ̃t
∂Wt

= 1
σ

[
θ̃

γ
+ φ(j(ξ̃t, t))

Φ(j(ξ̃t, t))
1√
T − t

]
, (3.35)

où la deuxième égalité est obtenue par la règle de dérivation en chaîne et la troisième

égalité est obtenue en substituant les équations (3.33) et (3.34).



CHAPITRE IV

RÉSULTATS NUMÉRIQUES

MacKay et Ocejo (2019) s’intéressent à l’application du problème de maximisation

de l’utilité de l’assuré dans le contexte appliqué d’un fonds distinct et se penchent

particulièrement sur la tarification équitable.

Dans ce présent chapitre, on s’interroge sur l’applicabilité des stratégies et résultats

obtenus à la section 3.2.4. Également, on approfondit la section d’illustrations numé-

riques pour l’optimisation sans contraintes de MacKay et Ocejo (2019). Finalement,

on analyse l’impact du comportement d’un assuré (choix d’investissement, niveau de

garantie du fonds distinct, échéance du fonds distinct et niveau d’aversion au risque).

Dans l’optique d’appliquer les résultats obtenus à la section 3.2.4, on procède à

100 000 simulations de Monte Carlo du marché financier et compare différentes stra-

tégies d’investissement. Pour ce faire, les paramètres de base sont fixés de façon à

correspondre avec ceux de MacKay et Ocejo (2019), soit xini = 1, fini = 1, r = 0.02,

α = 0.04, σ = 0.2 et T = 10 ans. Tel que justifié à la section 2.4, on considère

qu’un rééquilibrage hebdomadaire du portefeuille est suffisant. On pose la garantie

du fonds distinct égale au montant initial investi, soit G = fini = 1. De plus, on

considère une fonction d’utilité isoélastique dont on fixe un paramètre d’aversion au
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risque modérée de γ = 3 sauf dans le cas où il est spécifié autrement. Des explications

supplémentaires concernant le niveau d’aversion au risque sont présentées plus loin

dans ce chapitre.

Par ailleurs, nous nous concentrons sur le même taux de frais total que MacKay et

Ocejo (2019), soit en s’assurant que cs + cf = 2.448%, et que cs < µ = 2.000% tel

que mentionné à la section 3.2.1. Parallèlement au principe de contrainte budgétaire

présenté en (1.30), la tarification équitable du fonds distinct implique de trouver le

taux de frais total qui satisfait :

EQ
[
e−rT

(
(F ν

T −G)+ +G
)]

= EP
[
ξT
(
(F ν

T −G)+ +G
)]

= fini, (4.1)

avec ξT défini en (1.26) et fini représentant le montant initial investi dans le fonds

distinct. Le taux de frais intervient dans le calcul de la valeur du fonds à maturité F ν
T .

Le cas spécifique lorsque le portefeuille est uniquement investi dans l’actif risqué est

la stratégie qui pourrait sembler la plus dispendieuse pour l’assureur, soit celle qui

l’expose au plus grand risque. Le taux de frais total équitable lorsque le portefeuille

est uniquement investi dans l’actif risqué (νt = 100% pour tout t ∈ [0, T ]) est 2.448%.

Les détails du calcul de l’obtention du taux de frais de 2.448% sont présentés à

l’annexe D.

Fait à noter, le facteur d’actualisation stochastique ajusté ξ̃t utilisé à la section 3.2.1

est simplement un outil mathématique nous permettant d’appliquer la méthode mar-

tingale dans le contexte du fonds distinct. La tarification du fonds distinct se fait,

quant à elle, sous la mesure neutre au risque Q comme défini par la théorie de tarifi-

cation de produits financiers présentée à la section 1.3.4. Ainsi, les frais interviennent

uniquement dans la variable aléatoire F ν
T dans l’équation de tarification équitable du
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fonds distinct (4.1).

4.1 Stratégies d’investissement du fonds distinct

On s’intéresse, tout d’abord, à la stratégie d’investissement optimale du problème

d’optimisation appliqué au fonds distinct (P̃ ), ν∗ := {ν∗t , 0 ≤ t ≤ T}, présentée en

(3.35). Comme mentionné par Carpenter (2000), dans le cas où t→ T et que ξt (ou

ξ̃t) est suffisament grand, soit quand St est très petit, la proportion investie dans

l’actif risqué est infiniment grande : ν∗t →∞.

Afin de se mettre dans un contexte financier plus réaliste et d’éviter les erreurs

computationelles, nous considérons le cas où νt est borné pour tout t ∈ [0, T ] à 2,

c’est-à-dire que νt ≤ 2 pour tout t ∈ [0, T ]. On limite ainsi le montant emprunté dans

l’actif sans risque (i.e. lorsque νt > 1) de plus de la moité de la valeur totale investie.

Également, comme soulevé par Lin et al. (2017), en pratique, il existe des règlemen-

tations de solvabilité en ce qui concerne la proportion de la richesse de l’assureur

investie dans des actifs risqués. De plus, dans le contexte d’un fonds distinct en

pratique, l’utilisation de l’effet de levier n’est pas réaliste. En effet, les montants

initiaux investis de plusieurs assurés sont mis en communs et le détenteur du fonds

distinct s’occupe de la gestion de placement de ce montant total. Il n’y a donc aucune

possibilité d’effet de levier lors de la période d’investissement.

En fait, en simulant des trajectoires de la stratégie d’investissement optimale du

fonds distinct en (3.35), il est possible de comparer la proportion du temps où la

proportion investie dans l’actif risqué (νt) dépasse les bornes de 2 et de 1 pour
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différentes combinaisons de frais. Les résultats de cette comparaison sont démontrés

au tableau 4.1.

Fréquence (%)

Aucun cs = 0.000% cs = 1.224% cs = 1.800%
(∀ t ∈ [0, T ]) frais cf = 2.448% cf = 1.224% cf = 0.648%

νt ≥ 2 18.3 30.9 24.8 21.9
νt ≥ 1 48.1 69.4 57.0 47.6

Tableau 4.1: Contraintes appliquées à la stratégie optimale en (3.35)

On s’aperçoit que la proportion investie dans l’actif risqué dépasse fréquemment les

bornes de 2 et de 1. Aussi, plus le taux de frais appliqué sur l’actif risqué (cs) est

élevé, moins il est intéressant d’entreprendre le risque d’investir dans l’actif risqué, et

donc plus les proportions ν∗t pour tout t ∈ [0, T ] sont faibles. Dans ce cas, la stratégie

optimale est moins souvent limitée par la contrainte computationnelle de νt ≤ 2 ou

par l’interdiction de l’utilisation de l’effet de levier. Ce fait est illustré à la figure 4.1

pour une simulation de l’actif risqué.

Afin d’alléger la notation, nous notons :

— Optimale : le cas où les valeurs terminales du fonds distinct FT ont été obtenues

par la solution du problème statique (présentée à la proposition 3.1) ;

— Optimale [0, 2] : le cas où les valeurs terminales du fonds distinct F ν(2)
T ont

été obtenues par la stratégie optimale en (3.35) limitée à une valeur inférieure

ou égale à 2 (ν(2)
t = min(ν∗t , 2)) pour tout t ∈ [0, T ] ;

— Optimale [0, 1] : le cas où les valeurs terminales du fonds distinct F ν(1)
T ont

été obtenues par la stratégie optimale en (3.35), mais où l’utilisation d’effet

de levier a été interdite (ν(1)
t = min(ν∗t , 1)).
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(a) Simulation de l’actif risqué

(b) cs = 0.000% et
cf = 2.448%

(c) cs = 1.224% et
cf = 1.224%

(d) cs = 1.800% et
cf = 0.648%

Figure 4.1: Incidence du taux de frais sur les stratégies Optimale [0, 2] et Optimale [0, 1]
pour une simulation

Les stratégies Optimale [0, 1] et Optimale [0, 2] nous permettent en quelque sorte

d’appliquer la stratégie optimale en (3.35) dans un contexte réaliste. Bien entendu,

la stratégie optimale en (3.35) à laquelle une contrainte d’investissement est appliquée

(Optimale [0, 1] et Optimale [0, 2]), n’est sans doute plus optimale dans le contexte

d’optimisation en ajoutant initialement la restriction d’investissement. Le lecteur

est référé à la section 6 de Lin et al. (2017) qui étudient numériquement l’ajout de

contrainte sur l’investissement dans le contexte d’optimisation d’un produit d’assu-

rance lié à la performance de marchés boursiers.
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Il est intéressant de comparer la performance des stratégies Optimale, Optimale [0, 2]

et Optimale [0, 1] à la stratégie jugée plus traditionnelle où la proportion investie dans

l’actif risqué est constante tout au long de la durée de l’investissement. On identifie

cette stratégie pour les différentes proportions constantes νt = 100%, νt = 60%,

νt = 40% et νt = 20% respectivement 100% risque, 60% risque, 40% risque et 20%

risque. Afin de minimiser le bruit statistique qui résulte des calculs numériques, le

même jeu de 100 000 simulations du marché financier est utilisé tout au long de la

section 4.1.

On analyse également la solution au problème d’optimisation de portefeuille obtenue

par Merton (1971) présentée à la section 2.4. On note Constante Merton le cas où la

proportion fixe investie dans l’actif risqué est de valeur de la constante de Merton.

Cette dernière est d’une valeur de 0.1667 lorsque cs = 0.000% et cf = 2.448%, de

0.0647 lorsque cs = cf = 1.224% et de 0.0167 lorsque cs = 1.800% et cf = 0.648%.

Pour les différentes répartitions de taux de frais du tableau 4.1, la fréquence où la

proportion νt est limitée à 100% est assez élevée. En effet, imposer une contrainte sur

la proportion investie dans l’actif risqué a une incidence importante sur la distribution

de la valeur terminale du fonds distinct tel qu’on peut voir à la figure 4.2. Afin que

les résultats de la figure 4.2 soient bien perceptibles, nous avons limité la valeur du

montant perçu par l’assuré ((FT −G)+ +G) à la valeur de 3.

Plus particulièrement, la figure 4.3 illustre qu’en interdisant l’utilisation d’effet de

levier, des valeurs terminales de fonds distinct dans l’intervalle non optimal ((0, F̂ (G)]

tel que discuté à la section 3.1) peuvent être obtenues (où F̂ (G) représente le point

de concavification). De ce fait, il en découle une diminution de l’utilité espérée du

fonds distinct tel que démontré au tableau 4.2.
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(a) cs = 0.000% et cf = 2.448% (b) cs = 1.224% et cf = 1.224%

(c) cs = 1.800% et cf = 0.648%

Figure 4.2: Distribution de (FT −G)+ +G sous différentes stratégies

Par ailleurs, en considérant les valeurs des paramètres présentées au début de ce

chapitre, on obtient que la valeur de F̂ (G) est 1.732. De plus, comme mentionné à

la section 3.1, le point de concavification ne dépend pas des paramètres modélisant

le marché financier ; F̂ (G) ne varie donc pas en fonction des différentes combinaisons
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de frais.

(a) cs = 0.000% et cf = 2.448% (b) cs = 1.224% et cf = 1.224%

(c) cs = 1.800% et cf = 0.648%

Figure 4.3: (FT −G)+ +G sous l’interdiction de l’utilisation d’effet de levier

Pour bien interpréter les valeurs d’utilité espérée obtenues sous différentes straté-

gies, le gain certain équivalent RT est également présenté au tableau 4.2. Ce dernier

(défini à l’équation (1.1)) représente le montant certain à l’échéance engendrant un

niveau équivalent d’utilité à l’utilité espérée du montant perçu à l’échéance d’un
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investissement dans un fonds distinct. Ainsi :

EP
[
U
(
(FT −G)+ +G

)]
= U(RT ). (4.2)

EP
[
U
(
(FT −G)+ + G

)]
RT

Stratégie (ν)
cs = 0.000% cs = 1.224% cs = 1.800% cs = 0.000% cs = 1.224% cs = 1.800%
cf = 2.448% cf = 1.224% cf = 0.648% cf = 2.448% cf = 1.224% cf = 0.648%

Optimale -0.272 -0.276 -0.276 1.355 1.345 1.345
Optimale [0, 2] -0.320 -0.319 -0.315 1.250 1.253 1.259
Optimale [0, 1] -0.359 -0.348 -0.341 1.181 1.198 1.211
100% risque -0.375 -0.375 -0.375 1.155 1.155 1.155
60% risque -0.399 -0.383 -0.376 1.120 1.142 1.153
40% risque -0.423 -0.395 -0.381 1.087 1.125 1.146
20% risque -0.462 -0.414 -0.386 1.041 1.099 1.138
Constante Merton* -0.470 -0.426 -0.381 1.032 1.084 1.145

* La constante de Merton varie en fonction de la distribution des taux de frais.

Tableau 4.2: Utilité du fonds distinct et gain certain équivalent

Sans surprise, on remarque que la stratégie Optimale maximise l’utilité pour cha-

cune des distributions de taux de frais. Le gain certain équivalent est supérieur d’au

moins 6.8% sous la stratégie Optimale que sous les autres stratégies, et ce, pour les

différentes distributions de taux de frais du tableau 4.2. De plus, il est plus avanta-

geux pour l’assuré de suivre la stratégie optimale partiellement (Optimale [0, 1] par

exemple) plutôt que d’investir entièrement le fonds dans l’actif risqué. On observe

que la solution au problème d’optimisation de portefeuille obtenue par Merton (1971)

présentée à la section 2.4 (lorsqu’aucune garantie n’est appliquée à l’échéance) est

loin d’être optimale dans le cas où une garantie à l’échéance est appliquée.

On remarque, également, que relativement à une stratégie fixée, l’utilité espérée sous

les trois distributions différentes de taux de frais sont très similaires, et ce, en par-



80

ticulier sous les stratégies Optimale, Optimale [0,1] et Optimale [0,2]. La figure 4.4

illustre l’incidence d’une variation dans la distribution des taux de frais cs et cf . Il

est intéressant de constater au tableau 4.2 que l’assuré a une légère préférence pour

la répartition de taux de frais cs = 0.000% et cf = 2.448% seulement sous la stra-

tégie Optimale. Par exemple, le gain certain équivalent est 0.7% plus élevé lorsque

cs = 0.000% et cf = 2.448% que lorsque cs = 1.800% et cf = 0.648%. Sous toutes les

autres stratégies, l’assuré préfère la distribution cs = 1.800% et cf = 0.648%.

(a) Valeur optimale du fonds distinct F ∗T (b) EP
[
U
(
(FT − 1)+ + 1

)]
avec νt

constant pour tout [0, T ]

Figure 4.4: Stratégie d’investissement optimale du fonds distinct pour γ = 3

En fait, il était prévisible que l’assuré préférerait la combinaison de frais avec le taux

cf le plus bas possible. En effet, puisque nous considérons uniquement les combinai-

sons faisant en sorte que cs + cf = 2.448%, on voit à partir de la dynamique du taux

de frais total (3.17) et du fonds en (3.19) que le taux de frais total prélevé pendant la

période de temps dt est proportionnel à (cf +νtcs)dt. On constate que cf est appliqué
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en permanence en entier, et ce, peu importe la stratégie d’investissement. Donc, en

interdisant l’effet de levier (νt ≤ 1), plus cf est faible, plus le taux de frais total perçu

par l’assuré est faible toutes choses étant égales par ailleurs. Ainsi, en réduisant la

quantité totale de frais prélevée du fonds pour les stratégies à proportions constantes

et la stratégie Optimale [0,1], l’utilité espérée de l’assuré est plus élevée.

Il est intéressant de comparer les valeurs du gain certain équivalent du tableau 4.2 au

montant que l’assuré recevrait s’il avait uniquement investi dans l’actif sans risque

sans frais 8 jusqu’à l’échéance, soit B10 = exp(0.02·10) ≈ 1.221 (déterminée à partir de

(1.16)). On voit que sous toutes les stratégies autres que Optimale et Optimale [0, 2],

soit les frais appliqués au fonds distinct du tableau 4.2 sont jugés trop élevés pour

l’assuré ou soit l’assuré a une trop grande aversion au risque pour investir dans un

fonds distinct. Les frais appliqués au fonds sont étudiés plus en profondeur à la sous-

section 4.2.1. Il faut noter que le processus B modélisant l’actif sans risque est assez

simpliste et est discutable d’un point de vue réaliste. En particulier, le fait que les

paramètres d’un modèle soient constants pour une période de 10, 15 ou 20 ans peuvent

apporter quelques interrogations. D’un autre côté, on constate que le gestionnaire du

fonds distinct aurait tout intérêt à adopter la stratégie Optimale ou Optimale [0, 2]

plutôt que la stratégie traditionnelle à proportion constante. Malheureusement, ces

dernières stratégies ne sont pas réalistes.

En comparant la fréquence à laquelle la garantie du fonds distinct est exercée au

tableau 4.3 et l’espérance du montant déboursé par l’assureur au tableau 4.4, on voit

que l’assureur préfère plutôt la combinaison de taux de frais cs = 1.800% et cf =

8. Il faut noter que les frais du fonds distinct du modèle étudié dans ce mémoire ont pour
principal but de financer la garantie. On ne prend pas en considération les frais de gestion.
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0.648%. En effet, avec cette combinaison, sous toutes les stratégies, la garantie est

exercée moins souvent et l’espérance du montant à l’échéance déboursé par l’assureur

pour honorer ses obligations est moindre.

Par contre, nous reviendrons sur la préférence de l’assureur à la section 4.2.1 puisqu’il

est également important de prendre en compte la possibilité de profit ou de perte pour

l’assureur sous toutes les combinaisons de frais. En d’autres mots, il faut s’assurer

que la totalité des frais perçu du fonds (peu importe son ordre de grandeur) finance

complètement le fonds distinct.

P[FT < G] (%)

Stratégie (ν)
cs = 0.000% cs = 1.224% cs = 1.800%
cf = 2.448% cf = 1.224% cf = 0.648%

Optimale 37.1 35.3 33.6
Optimale, proportions entre [0, 2] 44.2 41.6 39.5
Optimale, proportions entre [0, 1] 45.9 42.9 40.4
100% actif risqué 52.9 52.9 52.9
60% actif risqué 49.7 44.6 42.3
40% actif risqué 49.5 38.3 33.1
20% actif risqué 54.1 25.2 15.2
Constante Merton 56.4 2.2 0.0

Tableau 4.3: Exercice de la garantie du fonds distinct

Au tableau 4.3, on remarque que dans le cas où une combinaison de taux de frais de

cs = 0.000% et cf = 2.448% et où la proportion investie dans l’actif risqué est faible

(20% risque et Constante Merton), la fréquence à laquelle la garantie est exercée est

très élevée ; jusqu’à plus de 50% du temps. Par contre, au tableau 4.4, on constate que

l’espérance du montant déboursé à l’échéance par l’assureur sous ces deux stratégies

est assez faible, soit d’une valeur inférieure à 0.053. Ce fait peut être expliqué par

la figure 4.2, où l’on remarque que la distribution des valeurs terminales du fonds
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distinct est très concentrée. En effet, puisque la proportion investie dans l’actif risqué

est faible, on restreint le caractère aléatoire de la valeur du fonds distinct à l’échéance

(dans le modèle de Black-Scholes, l’actif sans risque est représenté par un processus

stochastique déterministe tel que présenté à la section 1.3.1).

EP
[
(G− FT)+

]
Stratégie (ν)

cs = 0.000% cs = 1.224% cs = 1.800%
cf = 2.448% cf = 1.224% cf = 0.648%

Optimale 0.371 0.353 0.336
Optimale [0, 2] 0.266 0.249 0.234
Optimale [0, 1] 0.179 0.168 0.158
100% risque 0.194 0.194 0.194
60% risque 0.121 0.103 0.096
40% risque 0.086 0.059 0.048
20% risque 0.053 0.018 0.009
Constante Merton 0.048 0.000 0.000

Tableau 4.4: Espérance du montant déboursé par l’assureur à l’échéance

Plus concrètement, un des avantages du fonds distinct est de donner la possibilité à

l’assuré d’investir dans un fonds contenant des actifs avec une possibilité de hauts

rendements, comportant un risque associé à cette performance, tout en offrant une

protection : la garantie à l’échéance. De ce fait, il est peu probable que le fonds

distinct soit composé d’une très faible proportion d’actifs risqués.

Par ailleurs, on remarque également aux tableaux 4.3 et 4.4 que, bien que la ga-

rantie soit exercée plus souvent sous les stratégies Optimale [0, 1] et Optimale [0, 2],

l’espérance du montant déboursé par l’assureur est nettement moindre que sous la

stratégie Optimale. L’espérance du montant déboursé par l’assureur est également

moindre sous la stratégie Optimale [0, 1] que sous la stratégie 100% risque, et ce, peu

importe la combinaison des taux de frais.
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On peut donc conclure que, jusqu’ici, du point de vue de l’assuré et celui de l’assureur,

la stratégie Optimale [0, 1] sous la répartition des taux de frais cs = 1.800% et

cf = 0.648% est la plus avantageuse. En effet, parmi les stratégies étudiées, cette

dernière est celle qui maximise davantage l’utilité de l’assuré d’un fonds distinct tout

en minimisant le montant déboursé par l’assureur pour honorer la garantie du fonds

distinct d’un point de vue réaliste. Il ne reste qu’à vérifier la possibilité de profit ou

perte pour l’assureur sous cette stratégie jugée plus avantageuse afin de conclure que

cette dernière est définitivement la plus idéale.

4.2 Paramètres du fonds disctinct

4.2.1 Frais appliqués au fonds distinct

On s’intéresse, maintenant, à la valeur espérée actualisée du bénéfice résultant d’un

fonds distinct dans le but d’analyser la possibilité de profit ou de perte pour l’assu-

reur. En fait, l’assureur émet un fonds distinct à perte dès que le montant actualisé

espéré perçu par l’assuré du fonds distinct au tableau 4.5 est supérieur au montant

initial investi dans le fonds, soit fini = 1. L’accumulation de frais par l’assureur a

pour objectif de financer la garantie. Ainsi, la valeur actualisée espérée du gain de

l’assuré devrait être égale au montant initial investi fini tel que défini à l’équation

de tarification équitable (4.1).

À partir des résultats du tableau 4.5, on en conclut que la combinaison de cs = 1.800%

et cf = 0.648% est plus avantageuse pour l’assureur uniquement sous la stratégie

Optimale puisque la valeur espérée actualisée du fonds distinct sous cette stratégie

est moindre. On note tout de même que l’assureur émet le fonds distinct à perte pour

la stratégie Optimale sous toutes les combinaisons de frais du tableau 4.5.
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EP
[
ξT
(
(FT −G)+ + G

)]
Stratégie (ν)

cs = 0.000% cs = 1.224% cs = 1.800%
cf = 2.448% cf = 1.224% cf = 0.648%

Optimale 1.187 1.159 1.152
Optimale [0, 2] 1.082 1.067 1.069
Optimale [0, 1] 0.988 1.003 1.013
100% risque 1.000 1.000 1.000
60% risque 0.923 0.944 0.956
40% risque 0.883 0.915 0.934
20% risque 0.844 0.888 0.918
Constante Merton 0.838 0.879 0.935

Tableau 4.5: EP
[
ξT
(
(FT −G)+ +G

)]

De plus, on s’aperçoit que bien que la combinaison cs = 1.800% et cf = 0.648%

minimise l’espérance du montant déboursé par l’assureur (voir le tableau 4.3 et le

tableau 4.4), elle fait en sorte que l’assureur récolte en général moins de frais et

même, dans certains cas, émet le fonds distinct à perte.

En fait, en considérant uniquement les stratégies d’investissement réalistes, l’assu-

reur préfère en fait la combinaison de frais cs = 0.000% et cf = 2.448% puisque ce

dernier récolte en général plus de frais et n’émet pas le fonds distinct à perte.

Maintenant, on étudie encore plus particulièrement l’impact d’une variation de la

combinaison de frais cs et cf . La figure 4.5a, inspirée de la figure 1(B) de MacKay

et Ocejo (2019), démontre qu’une stratégie plus risquée (en posant γ = 2 et γ = 3

par exemple) est davantage affectée par une variation du taux de frais cs puisqu’elle

dépend davantage de l’actif risqué. On remarque également que les valeurs optimales

terminales actualisées du fonds distinct sous les différentes combinaisons de taux

de frais sont nettement supérieures à fini. Donc, la tarification équitable du fonds
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distinct avec une stratégie d’investissement Optimale ne peut pas être basée sur la

combinaison cf + cs = 2.448%.

Également, la figure 4.5b démontre que cette combinaison de tarification équitable

de cf + cs = 2.448% est uniquement applicable à la stratégie 100% risque.

(a) Stratégie optimale (b) Pour γ = 3

Figure 4.5: EP
[
ξT
(
(F ∗T −G)+ +G

)]
pour cf = 2.448%− cs

Ensuite, on voit à la figure 4.6a que la combinaison des taux de frais choisie joue

un rôle dans la distribution du fonds distinct optimal à l’échéance. En comparant

quatres distributions de taux de frais différentes, on remarque qu’un taux de frais

s’appliquant à l’actif risqué (cs) élevé restreint la possbilité d’avoir des valeurs de

fonds optimal élevées. En fait, lorsque le taux de frais cs est élevé et que l’actif risqué

est favorable, une grande partie de cette performance est convertie sous forme de

frais accumulés par l’assureur. Les figures 4.6b et 4.6c confirment qu’une variation

du taux de frais cs a un impact beaucoup plus grand qu’une variation du taux de
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frais cf sur la distribution des valeurs terminales optimales du fonds distinct.

(a) F ∗T pour différentes combinaisons de cf et cs

(b) F ∗T pour cs = 1.224% (c) F ∗T pour cf = 1.224%

Figure 4.6: Impact sur F ∗T de la variation des taux de frais cf et cs
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On s’intéresse, maintenant, au taux de frais équitable du fonds distinct, soit les taux

de frais faisant en sorte que l’équation (4.1) est satisfaite. Le tableau 4.6 illustre les

taux de frais équitables du fonds distinct selon les différentes stratégies d’investisse-

ment.

cf (%)

Stratégie (ν) cs = 0.000% cs = 1.224% cs = 1.800%

Optimale 9.3 6.6 5.5
Optimale [0, 2] 4.7 3.0 2.3
Optimale [0, 1] 2.2 1.3 1.3
100% risque 2.4 1.2 0.6
60% risque 0.9 0.2 n/a
40% risque 0.4 n/a n/a

Tableau 4.6: Taux de frais équitables : G = fini

Étant donné que l’espérance du montant déboursé par l’assureur est d’une valeur

nulle sinon très faible lorsqu’une proportion constante de valeur de la constante de

Merton ou de 20% est investie dans l’actif risqué, la valeur de la garantie est elle

aussi nulle ou sinon très faible (voir tableau 4.4). Dans ces deux cas spécifiques,

aucun taux de frais équitable n’est applicable. Ce fait s’explique par la modélisation

du marché financier par le modèle de Black-Scholes qui ne capte pas tous les risques

qu’un marché financier comporte en pratique. En effet, il est très peu probable en

pratique qu’un produit financier comportant une garantie soit de coût nul.

De plus, dans certains cas d’investissement avec proportion constante (60% risque,

40% risque), l’espérance du montant déboursé par l’assureur pour honorer la garan-

tie à l’échéance est très faible tel que démontré au tableau 4.4. Ainsi, uniquement

l’application d’un taux de frais de base cf de valeurs de 1.224% ou 1.800% surcharge

l’assuré. Il est donc indiqué au tableau 4.6 que les taux de frais équitables dans ces
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cas précis sont non-applicables (n/a).

Il découle du tableau 4.4 comportant l’espérance du montant déboursé par l’assureur

les résultats au tableau 4.6. En effet, les taux de frais équitables sous la stratégie

Optimale [0, 1] sont moindres que ceux d’un fonds distinct entièrement investi dans

l’actif risqué. De plus, on voit qu’effectivement une combinaison de cs + cf = 2.448%

surcharge l’assuré en frais pour toutes les stratégies autres que Optimale et Optimale

[0, 2] comme conclu à partir des résultats du tableau 4.2.

Les taux de frais équitables du tableau 4.6 pourraient sembler élevés du point de

vue d’un assuré. Un assureur ou un conseiller en sécurité financière pourrait donc

proposer un fonds distinct avec une garantie moins élevée à l’assuré. L’Autorité des

Marchés Financiers (2020) indique que les garanties de fonds distincts offertes sur

le marché peuvent aller de 75% à 100% du montant initial investi dans le fonds. Le

tableau 4.7 contient les taux de frais équitables pour différentes stratégies lorsque

G = 0.75 · fini. Ces derniers sont nettement inférieurs aux taux de frais du tableau

4.6.

cf (%)

Stratégie (ν) cs = 0.000% cs = 1.224% cs = 1.800%

Optimale 2.2 0.8 0.4
Optimale [0, 2] 1.0 0.1 n/a
Optimale [0, 1] 0.5 n/a n/a
100% risque 0.7 n/a n/a
60% risque 0.2 n/a n/a

Tableau 4.7: Taux de frais équitables : G = 0.75 · fini
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4.2.2 Échéance du fonds distinct

En général, différentes possibilités d’échéance s’offrent initialement à une personne

désirant investir dans un fonds distinct en fonction de ses besoins, soit 10, 15 ou

20 ans par exemple selon l’Autorité des Marchés Financiers (2020). Comme on peut

remarquer à la figure 4.7, une échéance du fonds distinct plus éloignée engendre une

plus grande probabilité d’obtenir une valeur terminale de fonds distinct élevée sous la

stratégie Optimale. Cet effet est encore plus notable lorsqu’on compare la distribution

des valeurs terminales de fonds distincts avec différentes échéances sous la stratégie

Optimale [0,1]. On remarque, également, que plus l’échéance du fonds distinct est

éloignée, plus la probabilité que la garantie à l’échéance soit exercée est faible. Ce

fait s’explique par la tendance croissante de la valeurs des processus stochastiques

modélisant l’actif risqué et de l’actif sans risque. Ce fait est illustré notamment à

la figure 4.12. En effet, même avec l’application de frais, la valeur espérée des deux

processus croît avec le temps.

De plus, on voit au tableau 4.8 que les taux de frais équitables sous différentes

stratégies sont nettement plus faibles que ceux du tableau 4.6. Puisque la valeur de

l’actif sans risque et de l’actif risqué est de plus en plus grande, l’assureur honore

la garantie de moins en moins souvent et le montant à compenser est moindre. La

valeur de la garantie est donc de moins en moins dispendieuse. De ce fait, un assuré

désirant un taux de frais équitable moindre tout en désirant une garantie du montant

initial total (G = fini) pourrait plutôt opter pour un fonds distinct avec une échéance

plus éloignée.
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(a) Sous la stratégie Optimale (b) Sous la stratégie Optimale [0,1]

Figure 4.7: FT pour différentes échéances avec cf = 1.224% et cs = 1.224%

cf (%)

Stratégie (ν) cs = 0.000% cs = 1.224% cs = 1.800%

Optimale 4.0 2.3 1.6
Optimale [0, 2] 2.3 1.0 0.6
Optimale [0, 1] 1.2 0.4 0.1
100% risque 1.5 0.3 n/a
60% risque 0.5 n/a n/a
40% risque 0.2 n/a n/a
20% risque 0.0 n/a n/a

Tableau 4.8: Taux de frais équitables : T=15

4.3 Modélisation de l’aversion au risque

Bien que nous ayons supposé que l’assuré possédait un paramètre d’aversion au risque

de γ = 3, il est certain que le niveau d’aversion au risque est relatif à chaque individu.
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Par ailleurs, comme mentionné par Wakker (2008), le paramètre d’aversion au risque

doit être méticuleusement déterminé en fonction du domaine sur lequel la fonction

d’utilité est évaluée. Puisque la distribution du fonds à l’échéance (FT ) sous chacune

des différentes stratégies étudiées se situent entre 0 et 3 (voir figure 4.2 pour un appui

visuel), on considère que les différentes valeurs de paramètre d’aversion au risque (γ)

se situant entre 2 et 7 reflètent bien la différence de niveau d’aversion au risque (voir

figure 1.1). Il faut également noter qu’en réalité, ni l’assuré et ni le gestionnaire de

placement du fonds ne connaissent le véritable degré d’aversion au risque de l’assuré.

Il est donc intéressant d’étudier l’impact du paramètre d’aversion au risque sur la

valeur terminale d’un fonds distinct avant l’application de la garantie, sur l’utilité

de l’assuré ainsi que sur la perception de l’évolution de la valeur du fonds distinct

jusqu’à l’échéance.

4.3.1 Caractérisation de l’aversion au risque de l’assuré

Tout d’abord, en complément à la figure 4.8, la figure 4.9a illustre l’impact du para-

mètre d’aversion au risque γ sur la valeur terminale du fonds distinct avant l’appli-

cation de la garantie. On voit qu’une stratégie d’investissement pour un assuré ayant

une très forte aversion au risque (γ = 5, γ = 6 et γ = 7) engendre une répartition de

valeurs optimales du fonds distinct plus conservatrice en comparaison aux stratégies

d’investissement pour un assuré plus favorable au risque (γ = 2, γ = 3 et γ = 4).

Dans ce dernier cas, les valeurs terminales sont en général plus faibles. Par contre,

la garantie d’un fonds distinct est exercée moins souvent pour un assuré ayant une

aversion plus grande au risque puisque la valeur optimale du fonds distinct est non

nulle pour un plus grand ensemble de valeurs de l’actif risqué ST .
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La figure 4.9b est inspirée de la figure 1(C) de MacKay et Ocejo (2019) et illustre

le fait que l’utilité espérée de l’assuré est assez stable pour différentes combinaisons

de taux de frais cs et cf ayant pour somme totale 2.448%. Par contre, la valeur de

l’utilité espérée augmente plus l’assuré est prêt à tolérer le risque (pour γ = 2, γ = 3

et γ = 4 par exemple).

En pratique, le fonds distinct est basé sur le même principe que le fonds commun de

placement : regrouper plusieurs placements d’investisseurs. Bien entendu, la princi-

pale différence entre ces deux produits financiers est que le fonds distinct inclut une

garantie à l’échéance. Sachant que l’aversion au risque est propre à chaque individu,

on s’intéresse aux répercussions sur un individu ayant une faible aversion au risque

(γ = 3) d’une stratégie ne concordant pas avec son niveau d’aversion au risque.

Figure 4.8: (F ∗T −G)+ +G pour différents γ



94

(a) F ∗T avec cs = 1.224% et cf = 1.224% (b) EP
[
U
(
(F ∗T −G)+ +G

)]
pour

cf = 2.448%− cs

Figure 4.9: Impact de γ sur le fonds distinct

Ainsi, parallèlement au tableau 4.2, le tableau 4.9 contient les valeurs de l’utilité

espérée pour cet individu dans le cas où les différentes stratégies d’investissement

ont été basées sur un niveau d’aversion au risque de paramètre γ = 2, γ = 3,

γ = 4 et γ = 7. Uγ=3 représente la fonction d’utilité isoélastique définie en (1.3) de

paramètre γ = 3.

On remarque que sous les stratégies Optimale [0, 2] et Optimale [0, 1], l’investisseur

maximise davantage l’utilité espérée de l’assuré en utilisant une stratégie supposant

que l’assuré a légèrement une plus grande aversion au risque que ce qu’il a en réalité

(soit en considérant une valeur du paramètre γ légèrement plus grande que celle qui

représente le plus adéquatement le niveau d’aversion au risque de l’assuré).
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EP
[
Uγ=3

(
(Fν

T − 1)+ + 1
)]

RT

Stratégie (ν) γ = 2 γ = 3 γ = 4 γ = 7 γ = 2 γ = 3 γ = 4 γ = 7

Optimale -0.283 -0.276 -0.279 -0.300 1.329 1.346 1.339 1.291
Optimale [0, 2] -0.325 -0.319 -0.318 -0.329 1.240 1.252 1.254 1.233
Optimale [0, 1] -0.353 -0.348 -0.347 -0.351 1.190 1.199 1.200 1.194

Tableau 4.9: Différence entre l’aversion au risque de la stratégie et de l’assuré,
cs = 1.224% et cf = 1.224%.

Cette constatation qui peut sembler surprenante est en partie expliquée par le fait que

les stratégies Optimale [0, 2] et Optimale [0, 1] limitent l’investissement dans l’actif

risqué. Ainsi, un individu ayant une faible aversion au risque (γ = 3 par exemple)

désirant investir de façon plus risquée pour aller chercher un plus haut rendement

(en utilisant l’effet de levier par exemple) est restreint par la contrainte imposée

(ν(1)
t = min(ν∗t , 1) ou ν

(2)
t = min(ν∗t , 2)). De ce fait, les stratégies Optimale [0, 2]

et Optimale [0, 1] s’avèrent être plus conservatrices que la stratégie Optimale pour

le même paramètre d’aversion au risque et tendent à se rapprocher de la stratégie

Optimale sous un paramètre d’aversion au risque plus élevé. Ce fait est bien illustré

à la figure 4.10 où la stratégie Optimale [0, 1] pour un paramètre d’aversion au risque

de γ = 3 de la figure 4.10b est semblable à la stratégie Optimale [0, 2] déterminée

pour un individu ayant un paramètre d’aversion au risque de γ = 4 illustrée à la

figure 4.10c. On peut voir aux figures 4.10c et 4.10d que la contrainte appliquée à la

stratégie Optimale semble avoir peu de répercussions.
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(a) Simulation de l’actif risqué

(b) Considérant γ = 3 (c) Considérant γ = 4 (d) Considérant γ = 7

Figure 4.10: Incidence d’une variation de l’aversion au risque sur la stratégie Optimale
[0, 2] et Optimale [0, 1] pour une simulation

Par contre, on constate au tableau 4.9 que même si les stratégies Optimale [0, 2]

et Optimale [0, 1] déterminées pour un individu avec γ = 3 sont légèrement plus

conservatrices, elles sont considérées trop risquées pour un individu ayant une grande

aversion au risque (avec γ = 7). La figure 4.10b et la figure 4.10d illustrent bien un

exemple de la variation de la stratégie d’investissement Optimale pour différents

niveaux d’aversion au risque.

Finalement, on constate à la figure 4.1 et à la figure 4.10 que plus la valeur de l’actif

risqué est grande, plus la proportion investie dans ce dernier est faible. La stratégie
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d’investissement est donc représentative de l’aversion au risque de l’assuré et protège

ce dernier contre les chutes du marché. D’un autre côté, la proportion investie dans

l’actif risqué est grande lorsque le marché se rapproche de sa valeur initiale (S0) pour

ainsi profiter des remontées de ce dernier.

4.3.2 Évolution dans le temps d’un fonds disctinct

On s’intéresse, maintenant, à l’évolution du fonds distinct dans le temps sous diffé-

rentes stratégies en considérant que la garantie est uniquement appliquée à l’échéance.

On constate que l’aversion au risque a un impact important dans le choix de la stra-

tégie d’investissement.

Tel qu’on le remarque à la figure 4.11, l’application de frais restreint la performance

de la valeur espérée du fonds distinct tout au long de la mise en effet du fonds

distinct. On constate également que la stratégie qui maximise davantage la valeur

espérée du fonds distinct est la stratégie 100% risque suivie ensuite des stratégies

Optimale [0, 2] et Optimale [0, 1].

En comparaison avec la figure 4.11, la figure 4.12 prend en considération le risque

qu’engendre chacune des stratégies. On constate, en fait, que la stratégie Optimale

[0, 2] est en espérance celle qui convient le moins à l’assuré pour la période [0, T ). En

effet, la stratégie optimale maximise l’utilité de l’assuré uniquement à l’échéance et

en considérant que la garantie à l’échéance G est honorée par l’assureur.
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(a) Sans frais (b) cs = 1.224% et cf = 1.224%

Figure 4.11: Valeur espérée du fonds distinct jusqu’à l’échéance

(a) γ = 2 et cs = cf = 1.224% (b) γ = 3 et cs = cf = 1.224%

Figure 4.12: Utilité espérée du fonds distinct jusqu’à l’échéance



CONCLUSION

Suite à la période de pandémie mondiale de 2020 où les marchés boursiers connaissent

des baisses fulgurantes en plus de la tendance ces dernières années des bas taux

d’intérêt, les fonds distincts s’avèrent plus avantageux que jamais pour les assurés.

Dans ce mémoire, on s’intéresse au problème d’optimisation de Merton appliqué au

fonds distinct en considérant un marché complet où l’actif risqué est représenté par

un mouvement brownien géométrique. Des notions théoriques telles que le concept

d’aversion au risque, l’optimisation convexe, la relaxation lagrangienne et la théorie

concernant la représentation mathématique d’un marché financier sont introduites

et vulgarisées au chapitre 1. Ensuite, à partir de ces notions, on applique au chapitre

2 la méthode martingale à un problème d’optimisation de portefeuille en considérant

un investisseur ayant une aversion au risque. On entre dans le vif du sujet au chapitre

3 en présentant d’abord la méthode de concavification et ensuite en résolvant le pro-

blème d’optimisation de portefeuille dans le contexte d’un fonds distinct. La solution

est obtenue en posant un marché financier fictif ajusté aux frais et en appliquant la

méthode martingale, et par le fait même, la technique de relaxation lagrangienne.

De plus, on concavifie la fonction objectif puisque cette dernière n’est pas concave

à cause de l’incorporation de la garantie à l’échéance du fonds distinct. Au chapitre

4, on prolonge non seulement l’analyse numérique de la section d’optimisation sans

contraintes de l’article de MacKay et Ocejo (2019), mais on conclut que les straté-

gies d’investissement optimales théoriques ne sont pas réalistes d’un point de vue

pratique.
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De ce fait, on analyse l’impact de contraintes sur la stratégie d’investissement opti-

male afin de se placer dans un contexte davantage réaliste. Il s’avère que la stratégie

d’investissement optimale où l’on interdit l’utilisation d’effet de levier est, en pra-

tique, préférable à la stratégie d’investissement plus traditionnelle avec proportion

constante du point de vue de l’assureur, mais aussi du point de vue de l’assuré : elle

maximise l’utilité espérée et engendre des taux de frais équitables moindres. Il faut

noter que la stratégie optimale où l’on interdit l’effet de levier n’est sans doute pas

la plus optimale dans un contexte d’investissement avec contraintes. Par contre, elle

nous offre une solution alternative afin d’évaluer la solution d’investissement opti-

male dans un contexte réaliste. Il est également important que le fonds distinct soit

tarifé de façon équitable : pour ne pas surcharger l’assuré, mais également pour que

l’assureur n’émette pas le fonds distinct à perte. Dans le cas où le taux de frais sur-

chargeait l’assuré, il est préférable pour ce dernier d’investir simplement dans l’actif

sans risque plutôt que dans un fonds distinct. Deux options sont également étudiées

afin de diminuer les taux de frais équitables chargés à l’assuré : une baisse du niveau

de la garantie et un report de l’échéance du fonds distinct. Par ailleurs, puisqu’il

est difficile de déterminer précisément le niveau d’aversion au risque d’un assuré, il

est préférable pour l’assuré que l’assureur suppose un niveau d’aversion légèrement

supérieur ou égal au niveau d’aversion au risque de l’assuré.

Suite à ces analyses, il en découle plusieurs questions de recherche. Tout d’abord,

puisqu’un fonds distinct est composé d’un regroupement d’investissements de plu-

sieurs assurés, il serait intéressant d’étudier le problème d’optimisation en prenant

en considération l’utilité totale des assurés du fonds distinct ayant différents niveaux

d’aversion au risque. De plus, on pourrait intégrer une variation du niveau d’aversion

au risque de l’assuré et des paramètres du modèle du marché financier dans le temps
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dans le contexte d’un fonds distinct. On pourrait également intégrer la probabilité

de décès et la probabilité que l’assuré quitte le fonds distinct avant l’échéance. Fi-

nalement, dans le même ordre d’idée que Chen et al. (2019), l’incorporation de frais

administratifs ou de taxes pourrait être envisagée afin d’analyser l’impact sur le taux

de frais équitable.



ANNEXE A

SOLUTIONS AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES

En utilisant la formule d’Itô-Doeblin pour processus d’Itô présentée notamment sous

le théorème 4.4.6 de Shreve (2004) il est possible de déterminer, pour tout t ∈ [0, T ],

la solution à l’équation différentielle de S := {St, 0 ≤ t ≤ T}.

Théorème A.1 (Formule d’Itô-Doeblin pour processus d’Itô). Soit f(t, x) une fonc-

tion dont les dérivées partielles ∂f(t,x)
∂t

,∂f(t,x)
∂x

et ∂2f(t,x)
∂x2 sont définies et continues, et

soit Y un processus d’Itô. Alors, pour 0 ≤ t ≤ T ,

f(t, Yt) = f(0, Y0) +
∫ t

0

∂f

∂s
(s, Ys)ds+

∫ t

0

∂f

∂x
(s, Ys)dYs + 1

2

∫ t

0

(
∂2f

∂x2 (s, Ys)
)
d〈Ys, Ys〉,

où 〈Y, Y 〉 est le processus de covariation quadratique du processus Y avec lui-même.

Le processus d’Itô et la covariation quadratique sont présentés à la définition 1.6 et

à la définition 1.7 respectivement.

Par ailleurs, pour f(t, s) = ln(s), on a que

∂f(t, s)
∂t

= 0, ∂f(t, s)
∂s

= 1
s

et ∂2f(t, s)
∂s2 = − 1

s2 .
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A.1 Solution à l’EDS du processus S

Posons, fS(t, St) = ln(St). De plus, puisque 〈Ss, Ss〉 =
∫ s

0 σ
2S2

udu, d〈Ss, Ss〉 = σ2S2
sds.

À partir de l’EDS du processus S en (1.15) et en appliquant la formule d’Itô-Doeblin

pour processus d’Itô présentée au théorème A.1, on obtient que

ln(St) =fS(t, St)

= ln(S0) +
∫ t

0

1
St
dSs −

1
2

∫ t

0

1
S2
s

σ2S2
t ds

= ln(S0) +
∫ t

0

1
St

(
αSsds+ σSsdW

P
s

)
− 1

2σ
2t

= ln(S0) +
(
α− 1

2σ
2
)
t+ σW P

t .

Ainsi, on obtient la solution de l’EDS du processus S :

St = S0 exp
{(

α− σ2

2

)
t+ σW P

t

}
P− p.s.



ANNEXE B

CALCUL DU MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE POUR LA FONCTION

D’UTILITÉ ISOÉLASTIQUE

B.1 Multiplicateur de Lagrange optimal de la proposition 2.1

Tel que démontré à la section 2.1, le multiplicateur de Lagrange optimal, λ∗, est

déterminé à partir de la contrainte budgétaire sous la mesure Q. Ainsi, en considérant

l’utilité isoélastique présentée en (1.3) et à l’aide de l’équation (1.30) et de la valeur

terminale optimale obtenue en (2.15), nous avons :

xini = EQ[e−rTX∗T ]

= EQ[e−rT (λ∗ξT )−
1
γ ]

= exp {−rT} (λ∗)−
1
γ EQ

[
exp

{((
r + θ2

2

)
T + θW P

T

)(
1
γ

)}]

= exp
{
−rT +

(
r + θ2

2

)
T

γ

}
(λ∗)−

1
γ EQ

[
exp

{
θ

γ
W P
T

}]

= exp
{
−rT +

(
r + θ2

2

)
T

γ

}
(λ∗)−

1
γ EQ

[
exp

{
θ

γ
(WQ

T − θT )
}]

= exp
{
−rT +

(
r − θ2

2

)
T

γ

}
(λ∗)−

1
γ EQ

[
exp

{
θ

γ
(WQ

T )
}]
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= (λ∗)−
1
γ exp

{
−rT +

(
r − θ2

2 + θ2

2γ

)
T

γ

}
.

En isolant λ∗ on obtient :

λ∗ = (1/xini)γ exp
{

(1− γ)
(
r + θ2

2γ

)
T

}
.

Cette relation est illustrée à la figure B.1.

Figure B.1: Relation entre λ∗ et xini de la proposition 2.1

B.2 Multiplicateur de Lagrange optimal du théorème 3.1

Tout d’abord, la proposition 2 de Tiong (2000) nous sera utile dans la détermina-

tion de la valeur du multiplicateur de Lagrange optimal λ∗ du théorème 3.1 dans le

contexte du problème d’optimisation (3.3).
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Proposition B.1 (Proposition 2 de Tiong (2000)). Soit X ∼ N (µ, σ2) et k, Z ∈ R.

Alors,

E
[
eZX1{X>k}

]
= Φ

(
(µ+ σ2Z)− k

σ

)
eµZ+σ2Z2/2 (B.1)

où Φ représente la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

Le même principe qu’à la section B.1 s’applique afin de déterminer la valeur du

multiplicateur de Lagrange optimal dans le contexte d’optimisation de l’utilité du

droit contingent d’une option d’achat. Ainsi, à partir du théorème 3.1 on obtient :

xini = EP[ξTX∗T ]

= EP

ξT
(λ∗ξT

a

)−1
γ

−K

 1
a

+ d

1{[(
λ∗ξT
a

)−1
γ
−K

]
1
a

+d>x̂(d)

}
 .

(B.2)

En effectuant quelques manipulations algébriques sur l’événement caractérisant la

fonction indicatrice, on obtient :


(λ∗ξT

a

)−1
γ

−K

 1
a

+ d > x̂(d)

 =


(
λ∗ξT
a

)−1
γ

> (x̂(d)− d) a+K
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=

λ∗ξTa < [(x̂(d)− d) a+K]−γ


=

ξT < a

λ∗
[(x̂(d)− d) a+K]−γ


=

 exp {−Y } < a

λ∗
[(x̂(d)− d) a+K]−γ


(B.3)

=

Y > − ln
(
a

λ∗
[(x̂(d)− d) a+K]−γ

)

où (B.3) a été obtenue en réexprimant ξT défini en (1.26) par

ξT
D= e−Y avec Y ∼ N

((
r + θ2

2

)
T, θ2T

)
, (B.4)

où l’égalité en distribution est notée D=.

Afin d’alléger la notation, posons :

K̃ (λ∗, x̂(d)) := − ln
(
a

λ∗
[(x̂(d)− d) a+K]−γ

)
.

Ensuite, on peut réécrire (B.2) de la façon suivante :

x = EP

ξT
(λ∗ξT

α

)−1
γ

−K

 1
α

+ d

1{Y >K̃(λ∗, x̂(d))}



= EP

ξT
α

(
λ∗ξT
α

)−1
γ

1{Y >K̃(λ∗, x̂(d))} + ξT

(
d− K

α

)
1{Y >K̃(λ∗, x̂(d))}
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= 1
α

(
λ∗

α

)−1
γ

EP
[
ξ

(1− 1
γ

)
T 1{K̃(λ∗, ξT )>x̂(d)}

]
+
(
d− K

α

)
EP
[
ξT1{Y >K̃(λ∗, x̂(d))}

]

= 1
α

(
λ∗

α

)−1
γ

EP
[
e−(1− 1

γ
)Y
1{K̃(λ∗, ξT )>x̂(d)}

]
+
(
d− K

α

)
EP
[
e−Y 1{Y >K̃(λ∗, x̂(d))}

]
.

(B.5)

Finalement, à partir de la proposition B.1, l’équation (B.5) devient :

xini =(λ∗)−1/γ

a(1−1/γ) exp
{
− (1− 1/γ)

(
r + θ2

2

)
T + (1− 1/γ)2 θ

2

2 T
}

Φ (d1,T )

+
(
d− K

a

)
exp {−rT}Φ (d2,T ) ,

où

d1,T =

(
r + θ2

2

)
T − (1− 1/γ) θ2T − K̃ (λ∗, x̂(d))

θ
√
T

,

d2,T =d1,T −
θT

γ
√
T
.

Puisqu’il n’est pas possible d’isoler algébriquement le λ∗ satisfaisant la contrainte

budgétaire, une approche numérique est plutôt utilisée afin d’obtenir la valeur de λ∗

pour un xini donné. La relation entre xini et λ∗ est dépeinte à la figure B.2.
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Figure B.2: Relation entre λ∗ et xini du théorème 3.1



ANNEXE C

PROPRIÉTÉS MARTINGALES

C.1 Démonstration que le processus stochastique ξ̃S̃ est une martingale

Nous pouvons affirmer que le processus stochastique ξ̃S̃ := {ξ̃tS̃t, t ≥ 0} défini

sur l’espace de probabilité filtré {Ω,F ,F,P} est une P-martingale, et donc satis-

fait les conditions présentées à la définition 1.11. En effet, puisque ξ̃ et S̃ sont

chacun adaptés à la filtration F, le produit des deux l’est aussi. Ensuite, à par-

tir des définitions de ξ̃t et S̃t, en (3.22) et (3.26), respectivement, on obtient que

ξ̃tS̃t ∼ LN
(
−
(
r̃ − α̃ + θ̃2

2 + σ2

2

)
t,
(
σ − θ̃

)2
t2
)
. Puisque la variable aléatoire ξ̃tS̃t

est toujours positive, ξ̃tS̃t = |ξ̃tS̃t|. De ce fait, la condition d’intégrabilité est satis-

faite puisque tous les moments d’une distribution lognormale sont finis.

Finalement, à partir des définitions de ξ̃t et S̃t en (3.22) et (3.26), on obtient :

EP
[
ξ̃tS̃t|Fs

]
=EP

[
exp

{
−
(
r̃ − α̃ + θ̃2

2 + σ2

2

)
t+

(
σ − θ̃

)
W P
t

}
|Fs

]

= exp
{
−
(
r̃ − α̃ + θ̃2

2 + σ2

2

)
t

}
·

EP
[
exp

{(
σ − θ̃

) (
W P
t −W P

s +W P
s

)}
|Fs

]
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= exp
{
−
(
r̃ − α̃ + θ̃2

2 + σ2

2

)
t

}
· exp

{
(σ − θ̃)W P

s + (t− s)
2 (σ − θ̃)2

}
(C.1)

= exp
{
−
(
r̃ − α̃ + θ̃2

2 + σ2

2

)
s+

(
σ − θ̃

)
W P
s

}

=ξ̃sS̃s. (C.2)

avec θ̃ défini en (3.21) et où (C.1) provient des propriétés du mouvement brownien

présentées à la définition 1.5. Finalement, on voit que (C.2) satisfait la troisième

propriété d’une martingale. Ainsi, toutes les conditions sont satisfaites afin de vérifier

que le processus ξ̃S̃ est une martingale.



ANNEXE D

CALCUL DU TAUX DE FRAIS ÉQUITABLE LORSQUE LE FONDS DISTINCT

EST ENTIÈREMENT INVESTI DANS L’ACTIF RISQUÉ

D.1 Détermination du taux de frais équitable à partir de l’équation (4.1)

Le frais équitable d’un fonds distinct est celui qui en moyenne n’engendre aucune

perte ni aucun profit à l’assureur. En d’autres mots, la somme des frais déduite du

fonds distinct et accumulée par l’assureur correspond à la somme espérée qu’il devra

débourser afin d’honorer la garantie du fonds distinct à l’échéance.

On s’intéresse au cas particulier où le fonds distinct est uniquement investi dans

l’actif risqué (νt = 1 pour tout t ∈ [0, T ]). La dynamique du processus stochastique

représentant le fonds distinct est donc l’équivalent à la dynamique de l’actif risqué

(3.25) en considérant que les frais cf et cs sont constamment appliqués au fonds.

Ainsi, à partir de l’équation de tarification équitable en (4.1) et en posant les para-

mètres du fonds distinct a ≡ 1 et CT = K ≡ G, le taux de frais équitable est celui

qui satisfait :

fini = EQ
[
e−rT

(
(FT −G)+ +G

)]
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= EQ
[
e−rT

((
S̃T −G

)+
+G

)]
= EQ

[
e−rT S̃T1{S̃T>G}

]
+G EQ

[
e−rT1{S̃T≤G}

]
, (D.1)

avec le processus S̃ tel que défini en (3.26). En utilisant la proposition B.1 et les

propriétés de la distribution LN (
(
r − (cs + cf )− σ2

2

)
T, σ2T ) de S̃T sous la mesure

Q, l’équation (D.1) devient :

fini = e−(cs+cf )TΦ (d3,T ) + e−rTG Φ (d4,T ) , (D.2)

avec

d3,T =

(
r − (cs + cf ) + σ2

2

)
T − ln(G)

σ
√
T

,

d4,T = −d3,T + σ
√
T .

On peut obtenir le taux de frais total équitable (cs+cf ) qui satisfait l’équation (D.2)

ci-dessus en procédant de façon numérique. Par exemple, en utilisant la fonction

uniroot en R, on obtient un taux de frais équitable de 2.448% pour les paramètres

du chapitre 4. On obtient plutôt un frais équitable de 0.745% pour une garantie de

G = 0.75 ·fini et toutes choses étant égales par ailleurs au chapitre 4, et 1.533% pour

un fonds distinct ayant une échéance de T = 15 et toutes choses étant égales par

ailleurs au cas de base du chapitre 4.
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