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RESUME

On étudie dans ce texte les immanants, qui sont des polynomes de degré n en n?

variables définis en fonction des caractéres du groupe symétrique. Par exemple, le
déterminant et le permanent sont des immanants. Aussi, dans un article datant
des années 70, Valiant proposa une premiére étape pour résoudre le probléme P vs
NP, appelée hypothése de Valiant ou probléme VP vs VNP, et qui est de montrer
que le permanent ne peut étre calculé aussi efficacement que le déterminant. Aprés
avoir rappelé quelques notions de la théorie de la représentation, on fait une courte
introduction a la théorie de Valiant. Puis, on étudie le stabilisateur des immanants,
pour ensuite considérer leur utilité pour résoudre le probléme VP vs VNP. On
considére également une autre technique pour résoudre I’hypothése de Valiant,
appelée théorie géométrique de la complexité, et on voit comment on pourrait
utiliser les immanants dans cette théorie.

Mots-clés : immanants, hypothése de Valiant, VP vs VNP, déterminant vs
permanent, théorie géométrique de la complexité






INTRODUCTION

Un des problémes les plus célébres en informatique théorique est le fameux pro-
bléme P vs NP. Il consiste 4 déterminer si, pour un probléme donné, pouvoir
rapidement vérifier une solution est équivalent & pouvoir trouver rapidement cette
solution. Par exemple, étant donné un ensemble fini d’entiers relatifs, il est facile
de dire si, pour un sous-ensemble donné, la somme des éléments est nulle; mais
on ne connait pas d’algorithme rapide pour trouver un tel sous-ensemble. Est-ce
que cet algorithme est impossible & trouver, ou bien ’humain ne ’a pas encore
découvert? Bien que la majorité des gens ayant étudié ce probléme croit qu’il
s’agit de la premiére option, une preuve de cela semble encore hors de portée avec

les connaissances actuelles.

Dans les années 1970, L. Valiant proposa un analogue algébrique & ce probléme,
appelé par analogie le probléme VP vs VNP, ou hypothése de Valiant. Il s’agit de
considérer ’espace des polynomes, et de déterminer si le fait de pouvoir rapidement
calculer le coefficient de n’importe quel mondme est équivalent & pouvoir évaluer
rapidement ce polynéme en n’importe quel point. Il montra par la suite que ceci est
équivalent & déterminer si on peut évaluer rapidement le permanent de n’importe
quelle matrice. Ce résultat peut sembler surprenant, car le permanent ressemble

beaucoup au déterminant, et on sait que ce dernier peut se calculer rapidement.

Pour démontrer cette conjecture, il faut tenter de voir ce qui différencie la vitesse
de calcul du déterminant et du permanent. Pour ce faire, Hartmann et Biirgisser,
entre autres, proposérent de considérer une généralisation de ceux-ci, les imma-

nants. On peut donc tenter de déterminer quels immanants se calculent rapide-



ment, et pour lesquels cela devient aussi dur que pour le permanent.

Le premier chapitre est un rappel sur la théorie de la représentation. On fait
d’abord un résumé de la théorie en général, puis on étudie de fagon plus appro-
fondie les représentations du groupe symétrique. On traite ensuite des caractéres
du groupe symétrique, essentiel & ’étude des immanants, puisque ces derniers
sont définis en fonction de ces caractéres. Pour terminer, on traite également des
représentations du groupe général linéaire, et de leurs liens avec celles du groupe

symétrique, qui passe par la dualité de Schur-Weyl.

Au deuxiéme chapitre, on considére d’abord le déterminant et le permanent comme
des suites de polynémes, variant selon la taille de la matrice. Puis, on définit for-
mellement I’ensemble VP des suites de polyndmes se calculant rapidement, comme
le déterminant, et ’ensemble VNP des suites de polynomes dont on peut rapi-
dement connaitre le coefficient d’un monéme donné. Ensuite, on définit ce que
signifie étre complet pour ces ensembles, et on constate que le permanent Pest
pour VNP. Par la suite, on considére deux problémes directement reliés & 1’hy-
pothése de Valiant, soit la complexité déterminantielle et la théorie géométrique

de la complexité.

Pour le troisiéme chapitre, on définit d’abord les immanants, pour ensuite les ca-
ractériser en tant que points dans I’espace des polynémes homogénes de degré n &

n2

variables. Puis, on cherche & savoir quelles transformations linéaires sur les ma-
trices préservent les immanants, et on les trouve entiérement pour la majorité des
immanants. On considére ensuite plusieurs suites d’immanants, que ’on énonce
(et démontre dans certains cas) étre soit dans VP, soit étre VINP-complétes. Fi-
nalement, on traite de la complexité déterminantielle des immanants et comment

utiliser ces derniers dans la théorie géométrique de la complexité, deux sujets qui

n’ont été que trés peu étudiés jusqu’a maintenant.



CHAPITRE I

THEORIE DE LA REPRESENTATION

Ce chapitre est un rappel de certaines notions fondamentales de la théorie de
la représentation, en particulier celle du groupe symétrique et du groupe géné-
ral linéaire, sur les nombres complexes. Toutes les notions et les résultats sont
classiques, et les détails et preuves peuvent se trouver dans tout bon livre d’intro-

duction & cette théorie, par exemple dans (Fulton et Harris, 2004).
1.1 Définitions et propriétés

Soit G un groupe et V un espace vectoriel de dimension finie sur C. Une repré-

sentation de G sur V est un homomorphisme de groupes
p:G— GL(V)

qui associe a chaque g € G un automorphisme de V. Lorsque p est clair dans le
contexte, on dit que V est une représentation de G, ou que G a une action linéaire

sur V. Aussi, pour g € G et v € V, on note g - v plutdt que p(g)(v).

Si V et W sont deux représentations de G, on dit qu’une application linéaire

® : V — W est un morphisme de représentations de G si le diagramme suivant



commute pour tout g € G :
V2w
.‘JJ J{y
V—0w
Autrement dit, pour tout v € V, on a g - (v) = ¢(g - v). On note Homg(V, W)

I’ensemble des morphismes de représentations de G allant de V' vers W.

On dit que U est une sous-représentation de V si U C V et s’il est stable par
Paction de G, i.e. g-u € U pour tout u € U. Une représentation V est dite
irréductible si V # {0} et si ses seules sous-représentations sont {0} et elle-méme.
Les morphismes entre deux représentations irréductibles sont particuliérement in-

téressants :

Lemme 1.1.1 (Lemme de Schur). Soient V' et W deuz représentations irréduc-
tibles d’un groupe G et ® : V — W un morphisme de représentations. Alors,

soit & est le morphisme nul, soit c’est un isomorphisme.

On dit que V est décomposable s’il existe deux sous-représentations U,U’ C V
telles que U, U’ # V et V = U & U’; sinon, elle est dite indécomposable. On
voit tout de suite que toute représentation irréductible est indécomposable. La
réciproque n’est pas toujours vraie, mais elle 'est pour les représentations du
groupe général linéaire et des groupes finis; on dit que ces groupes sont réductifs.

Pour ces groupes, on a la proposition suivante :

Proposition 1.1.2. Pour toute représentation V d’un groupe réductif G, il existe
une unique décompositon de V en somme directe de représentations irréductibles

(a isomorphisme et ordre des facteurs prés).

Donc, pour bien comprendre ces groupes, il faut d’abord étudier leurs représen-
’ pes, p

tations irréductibles, et ensuite savoir comment décomposer toute représentation



en irréductibles.

Soit V' une représentation d’un groupe G et W une représentation d’un groupe
G'. Alors, le produit tensoriel V ® W est une représentation du groupe G x G,
en posant pour tout g € G, g €e G,veVetweW:

(9,9) - wOw) =(9-v)® (9" - w).

Cette construction est trés utile pour étudier les représentations d’un produit de

groupes :

Proposition 1.1.3. Si G, G’ sont deuz groupes réductifs, alors toute représenta-
tion irréductible de G X G’ est isomorphe au produit tensoriel d’une représentation

irréductible de G et d’une représentation irréductible de G'.

Cette proposition s’utilise souvent avec le résultat suivant :

Proposition 1.1.4. Soit V un espace vectoriel qui est a la fois une représentation
de G et de G'. Si laction des deuz groupes commutent, i.e. g- (9 -v) =¢ - (g-v)
pour tout veV, g€ G et g € G, alors V est une représentation de G x G'.

Pour la suite de cette section, on ne considére que le cas des groupes finis. Pour
étudier la représentation de ces groupes, un des meilleurs outils est le caractére. Il
s’agit de la fonction X = Xy : G — C qui associe a chaque élément de g sa trace

(en tant qu’automorphisme de V). Le caractére posséde les propriétés suivantes :
Proposition 1.1.5. Soient V,W des représentations d’un groupe fini G et g,h €
G. Alors :

1. X(hgh™) =X(g) ;

2. Xv(1) =dim(V);

3. Xv(g™) =Xv(9);



4. Xvew = Xv + Xw
5. Xvew = XvXw-

Une fonction qui posséde la premiére propriété est dite centrale. Si G est un groupe
fini, on peut munir I’espace Cg des fonctions centrales du produit scalaire suivant.
Pour a et 8 dans Cg, on pose :
1 —_—
(e, B) = 15 > (9)B(9)-
G| %%

Ce produit scalaire est particuliérement important pour I’étude des caractéres :
Théoréme 1.1.6. Soient V' des représentations d’un groupe fini G. Alors :

1. (Xv,Xvy) =1 st et seulement si V est irréductible;

2. Il existe exactement une représentation irréductible par classe de conjugaison

de G (en particulier, leur nombre est fini);
3. Si {V1,..Vk} est Uensemble des représentations irréductibles de G, alors

k
toute représentation V se décompose de la forme @ V™, avec m; = (Xv;, Xv),
=1
et on appelle m; le nombre de copies de V; dans V ;

4. Les caractéres irréductibles (i.e. associés auz représentations irréductibles)

forment une base orthonormale de ’espace des fonctions centrales;

k k
5 SiV= @ V™, alors Xy = ZmiXV‘..
i=1 i=1

On a donc un bon outil pour décomposer une représentation en sous-représen-
tations irréductibles. Aussi, on remarque qu’une fonction centrale est un caractére
si et seulement si elle s’écrit avec des coefficients entiers naturels dans la base des

caractéres irréductibles.

Soit, H un sous-groupe de G. Si V est une représentation de H, on peut construire

une représentation W de G issue de V, appelée la représentation induite et notée



W = Ind§(V). Pour ce faire, on considére I’ensemble G/H des classes & gauche
de G modulo H et on choisit un représentant g; pour chaque classe a gauche. On

pose alors W = @g;V. Pour tout g € G et tout indice ¢, il existe un h; et un

1
indice j(7) tels que gg; = gji)hi, et on a l'action suivante :

g- Zgivi = Zgj(i) (hi - vs).
i i
Aussi, pour W une représentation de G, on a la restriction de V aux éléments de

H, qui est notée V = Res%(W). Ces deux notions peuvent aussi étre considérées
y q H

pour les caractéres de ces représentations. On-a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.7 (Réciprocité de Frobenius). Soit W une représentation d’un

groupe fini G, H un sous-groupe de G et V une représentation de H. Alors,

(Xw,Ind§(Xv)) = (Res§ (Xw), Xv).

Ce sont donc des notions adjointes pour le produit scalaire (et plus généralement,

ce sont des foncteurs adjoints).

Soit

C[G] = {Zagg | ag € C}

geG
Pespace vectoriel des combinaisons linéaires formelles des éléments d’un groupe

fini G. Il est & remarquer que C[G] est naturellement isomorphe a C%, I’espace
des fonctions de G & valeur dans C. On peut en faire une représentation de G, en
définissant, pour tout h € G :
h- (Z agg) = Z ay(hg).
geqG geG
On appelle cette représentation la représentation réguliére a gauche de G. Si on
“définit plutot que>

h- (Z agg) = Zag(gh_l),

geG geG



on obtient alors une représentation isomorphe appelée représentation réguliére a
droite. Comme les deux actions donnent des représentations isomorphes, on parle

souvent de la représentation réguliére. Son caractére est facile & calculer :

|G| sig=1;
Xcia(9) =

0 sinon.

Si on considére les deux actions simultanément, C[G] devient une représentation
de G x G, car les deux actions commutent. En utilisant le caractére et le théoréme

1.1.6, on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.1.8. 5i G est un groupe fini, toutes les représentations irréduc-
tibles V; apparaissent dim(V;) fois dans la représentation réguliére. En tant que

représentation de G X G, on a la décomposition suivante :

Clel=PVie Vi

Toutes les représentations irréductibles de G apparaissent donc dans sa repré-
sentation réguliére. On fait de C[G] une algébre, qui est l’algébre du groupe, en

étendant de facon bilinéaire la multiplication de G.

1.2 Représentations du groupe symétrique

Le groupe symétrique G,, s’obtient en considérant I'opération de composition entre
les permutations de [n] = {1,2,...,n} (i.e les bijections de [n] dans [n]). On rap-
pelle que toute permutation peut se décomposer en un produit de cyecles disjoints.
Si la décomposition en cycles disjoints d’une permutation contient m; cycles de
longueur 7, on note (1™,2™2 ..., n™") sa structure cyclique. Deux permutations

sont, conjuguées si et seulement si elles ont la méme structure cyclique.

Les structures cycliques sont en bijection avec les partages de n. Un partage d’un

entier n est une suite A = (A, A, ..., A) telle que Ay > Ag > .. > M > 1 et



Figure 1.1 Diagramme de Ferrers du partage (5,3,2,1,1)

A1+ A2+ ...+ A = n. On note A F n le fait que A est un partage de n, ou parfois
|A] = n. Lorsque cela ne porte pas & confusion, on omet les virgules entre les

termes de A. Les A; sont les parts de A, et le nombre de ses parts est la longueur .

de A, notée £()).

Chaque partage A = (A1A2...Ax) de n peut é&tre représenté par son diagramme de
Ferrers. Ce diagramme est composé de n cases (i.e. des éléments de N* x N*),
qui sont tous les couples (a,b) tels que 1 <b< ket 1l<a< M. Lai€ ligne du
diagramme est ’ensemble des cases telles que b = i, et la j¢ colonne est ’ensemble
des cases telles que a = j. On utilise souvent la notation A autant pour désigner

un partage que son diagramme.

Le partage conjugué de X, noté N, est le partage dont le diagramme est composé

des cases (b, a) pour chaque case (a,b) de .

Un tableau de Young de forme A - n est une application bijective 7 : A — [n]
qui associe a chaque case de A un nombre de {1,2,...,n}. Un tableau de Young de
forme X est dit standard si ses lignes et ses colonnes sont strictement croissantes,

donc si 7(a,b) < 7(a’,b) quand a < a’ et si 7(a,b) < 7(a,b’) lorsque b < ¥'.

Pour 7 un tableau de Young standard de forme A F n, on a les sous-ensembles de

S,, suivants :

P, = {g € G, | g préserve les lignes de 7}, et
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Q. ={g € G, | g préserve les colonnes de 7}.
A ces sous-ensembles, on associe les éléments suivants de Palgébre du groupe
symétrique C[G,,] :
a-=Y» p; b= sen(Q)g; c-=ab =) sgn(g)pg.
PEP, q€Qr pEP;
9€Q+
Les ¢, sont appelés symétriseurs de Young. Leur importance est soulignée par le

théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1. Pour tout tableau standard T, il eziste k € N* tel que ¢ = kc,.
Le sous-espace C[G,] - ¢, engendré par ¢, par multiplication & droite dans l’al-
gébre du groupe, est une représentation irréductible de &,. Deuzx représentations
irréductibles C[G,]-c, et C[G,] ¢ sont isomorphes si et seulement si T et 7/ sont
des tableaur de Young standards de méme forme A ; on note alors V) cette repré-

sentation. Il eriste autant de copies de Vi dans C[G,] que de tableauz standards.

Par la proposition 1.1.8, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.2. La dimension de V) est égale au nombre de tableauz de Young

standards de forme A.

On a considéré la multiplication a droite des symétriseurs de Young, mais on
obtient un théoréme équivalent en multipliant & gauche. Si on multiplie la repré-

sentation réguliére de chaque c6té, on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.2.3. Soient 7,7’ deuz tableauz de Young standards et c,,c,» leur

symétriseur de Young respectif. Alors :
1. SiT et ' n'ont pas la méme forme, ¢, - C[G,] - ¢ = {0} ;

2. ¢ - C[G,] - ¢, =C[G,] - ¢
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Par le corollaire 1.2.2, on a une interprétation combinatoire de la dimension de V.
Cependant, établir une liste exhaustive de ces tableaux de Young devient difficile
lorsque n est grand. Une formule beaucoup plus efficace pour calculer ce nombre
s’énonce comme suit. Pour chaque case z de A, la longueur d’équerre de x, notée
h(z), est le nombre de cases qui : soit se trouvent & droite de z sur la méme ligne,
soit se trouvent au-dessus de cette case dans la méme colonne, soit est la case

elle-méme. Avec cette définition, on a la formule suivante :

n!

Théoréme 1.2.4 (Formule des équerres). dim(V,) = ——.

[]A@)
ZEA
Parmi les représentations importantes de &, on a d’abord la représentation tri-
viale V(n), de dimension 1, définie en posant o - £ = z pour tout o € G, et
T € V(n). On a aussi la représentation signature V{in), elle aussi de dimension 1,
pour laquelle o - z = sgn(o)z. Comme ces représentations sont de dimension 1,

elles sont nécessairement irréductibles. On a également [’action naturelle de &,

sur les vecteurs (z;, z3, ..., Z,) de C* par permutation des coordonnées, donc

g- (IL‘1,IL‘2, ...,:L‘n) = (IL‘U—I(I),IL‘U—I(Q), --wxa"l(n))-

Cette représentation n’est pas irréductible. En effet, les vecteurs de la forme
(z,z,...,x) forment clairement un sous-espace stable. En considérant le produit
scalaire usuel, le complément orthogonal de ce sous-espace est la représentation
standard. Cette sous-représentation de C™ est constituée des vecteurs tels que

1+ T3+ ...+, = 0. On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.2.5. La représentation standard est irréductible et isomorphe a
Vin—1,1y- Son complémentaire dans C" est isomorphe d la représentation triviale,

ie. Ch 1/(,,_1,1) @ 1/(”)

On a vu que que le produit tensoriel de deux représentations de &,, est une repré-

sentation de &, x &,,. En considérant la représentation restreinte & la diagonale
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de ce groupe (i.e. les éléments de la forme (o, o)), le produit tensoriel devient une

représentation de &,. On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.2.6. V) ® V(1n) = V.

En particulier, V{,1n-2y est isomorphe au produit tensoriel de la représentation

standard et de la représentation signature.

1.3 Caractéres du groupe symétrique

Les caractéres sont un outil puissant pour aider a trouver la décomposition en
irréductibles d’une représentation de G,,. Pour V) une représentation irréductible,
on note X son caractére. Pour les représentations ci-haut, on peut facilement

calculer que :
Proposition 1.3.1. Soit o € &, et fix(c) = {¢ | o(i) = i} le nombre de points
fizes (i.e. cycles de longueur 1) de o. Alors : '

1. Xmy(o) =1;

2. Xany(o) =sgn(o);

3. Xen(0) =fix(0) ;

4. Xn-11)(0) =fix(c) —1;

5. X(1r-2)(0) = sgn(o) (fix(s) — 1) ;

6. Xx (o) = sgn(o)Xx(0).

Dans le cas général, ces calculs sont beaucoup plus complexes. On cherche plutét
une formule facile & utiliser, c’est-a-dire une formule par laquelle on peut calculer
directement X (o) pour deux partages A et o (en considérant que le partage o
correspond aux permutations de &, de structure cyclique o). Frobenius (Frobe-

nius, 1900) a le premier donné une telle formule. Afin de la décrire, on rappelle
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que le déterminant de Vandermonde est défini comme le produit
A)= ][] (z:—=))
1<i<j<k
ou x est 'ensemble de k variables = (z1, s, ..., zx). En considérant que A et

8= (k—1,k—2,..,0) sont des vecteurs d’entiers, on note **® le monéme

M ghitk=lpdatk=2 o

T N

On rappelle aussi le polyndome symétrique nommé somme de puissances
Po(€) = po, () . . . Do, (T), avec p;(x) =z +...+ z}.
On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.2 (Formule de Frobenius). Pour tous partages A et o den, on a

Xx(0) = A(z)po(x) L,,AH )

0t f(x)|zr+5 signifie que l'on prend le coefficient de z**® dans f(zx).

La beauté de cette formule réside entre autre dans le fait qu’elle fait intervenir
le produit de deux polynémes simples et bien connus. On souligne qu’il n’est pas
nécessaire de calculer complétement le produit. I suffit en fait de ne regarder que
les combinaisons qui contribuent au coefficient voulu. Par contre, cette formule

devient clairement difficile & utiliser pour de grandes valeurs de n.

Une formule plus efficace pour calculer les caractéres est la régle de Murna-
ghan—-Nakayama (Murnaghan, 1937). Elle découle directement de la formule de
Frobenius. Pour la décrire, il faut d’abord rappeler ce qu’est un ruban d’un partage
A. Il s’agit d’un sous-diagramme simplement connexe de A qu’on peut entiérement
parcourir en passant d’une case (a, b) & une case voisine ne pouvant étre que I'une
des cases (a — 1,b) ou (a,b + 1) et qui ne contient jamais en méme temps les 4

cases (7:7.7)’ (7’ - lyj)a (7'1.7 + 1) et (7:_ ]-aj + 1)
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1.4 Représentations du groupe général linéaire

Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension finie. Pour cet exposé, on ne consi-
dére que les représentations polynomiales de GL(V). Les représentations poly-
nomiales irréductibles de GL(V) sont étroitement liées a celles de &,. Soit V"
la n® puissance tensorielle de V. Cet espace est & la fois une représentation de
GL(V) et de &,,. Pour g € GL(V) et 0 € G, on définit les actions suivantes sur
MNOUNE..Qu, € VO

- (1 ®V2®...0U,) =gU1 @ gU2 ® ... ® gUy;

- (N®U® ... ®Vn) = Vy-1(1) ® Vp-1(2) ® ... ® Ug—1(p)-

On peut étendre de fagon linéaire 'action de &, & une action de C[G,], donc
~ en particulier & une action des symeétriseurs de Young c,. On a alors le théoréme

suivant :

Théoréme 1.4.1. Soit n € N et 7 un tableau standard de forme A F n, ou
£()) < dim(V) . Alors, le sous-espace ¢, - V& est une repré.éentation polynomiale
irréductible de GL(V). Deuz représentations irréductibles ¢, - V& et ¢y - VO
sont isomorphes si et seulement si T et 7' sont des tableauz de Young standards
de méme forme X; on note alors SM(V) cette représentation. Il eriste autant de

copies de SM(V) dans V®" que de tableaur standards.

On remarque que les actions de GL(V) et de &, sur V®" commutent. On peut
donc voir cet espace comme une représentation de &, x GL(V). A l'aide de la

proposition 1.1.3, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.2 (Dualité de Schur-Weyl). 5i V' est un espace vectoriel de di-

mension k, alors en tant que représentation de &, x GL(V), lespace V®" se
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décompose de la fagon suivante :

= P nesv

An
L)<k

Pour le partage (n) F n, S™(V) = S*(V) est appelée la n® puissance symé-
trique de V. 1l s’agit du sous-espace de V®" engendré par les vecteurs de la forme

Z Vo) ® Uo(2) ® ... ® Up(n), que I'on note v1vy...05. Si {wy, ws, ..., wx} est une
GEGn
base de V' (donc dim(V') = k), alors les éléments de la forme Z We(iy) ® We(iz) ®

o€S,
e @ W) (1 <4y <4y <. <4, < k) forment une base de S™(V). Si a; est le

nombre d’occurence de i dans les indices 13, 2, ..., 2, alors on a un isomorphisme
entre S™(V') et ’espace des polynémes homogénes de degré n en k variables donné
par

Z Wo(iy) ® Wo(in) @ - ® Wo(i,) H P z?. a:k
c€G, .

C’est bien un isomorphisme, car on obtient ainsi tous les monémes de degré n en
k variables une et une seule fois. Donc, on a que
Sym(V) = EB S*(V)
neN

est isomorphe & Clzy,zs, ..., Z|.

Soit maintenant V' et W deux espaces vectoriels de dimension finie. On considére
S™(V @ W), qui est une représentation irréductible de GL(V ® W). Mais pour le
sous-groupe GL(V) x GL(W)), que I'on identifie 4 un sous-groupe de GL(V ®@ W)

par le morphisme de groupes (A4, B) — A® B, on a le résultat suivant :

Proposition 1.4.3. Si V et W sont deuz espaces vectoriels de dimension fi-

nie, alors en tant que représentation de GL(V) x GL(W), on a S™"(V Q W) =
P s V) e S*W).

An
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Aussi, pour (1,1, ..., 1) = (1)  n, on appelle A®(V) = StL--1)(V) la n® puissance
extérieure de V. Cet espace est engendré par les vecteurs de V®* de la forme

Z sgn(0)vs(1) ® Us(2) @ ... ® Ug(n), que ’on note vy A vz A ... A vy,. Les éléments
Uesn »
de ce sous-espace sont anti-symétriques, c’est a dire que g - (v; Av2 A ... Avy) =

sgn(o)(vi Ava A ... Avy,). L'espace
AV)=EPANV)
neN

est appelé algébre extérieure de V.

Pour toute représentation W de GL(V), on peut définir son sous-espace de poids
trivial, noté Wy. Ce sous-espace est celui qui est invariant (point par point) par
le sous-groupe T(V) de GL(V) constitué des automorphismes diagonaux (dans
une certaine base choisie) de V' et ayant un déterminant de 1. La base choisie
n’a pas d’importance, car tous les sous-groupes définis de cette fagon sont conju-
gués, donc isomorphes. Ces sous-espaces se décomposent de la méme fagon que la

représentation.






CHAPITRE II

THEORIE DE VALIANT

La théorie de la complexité étudie essentiellement la complexité d’un probléme‘
informatique. Pour mesurer cette complexité, on cherche & montrer qu’un algo-
rithme résolvant un probléme donné nécessite au minimum un certain nombre
d’étapes. On considére dans ce texte les problémes de décision (c’est-a-dire ceux
pour lesquels on peut répondre par oui ou par non) et qui varient selon un seul
entier n; on appelle alors cet entier la taille de l’instance du probléme. Pour un
algorithme résolvant un tel probléme, il existe une fonction qui associe & chaque
entier le nombre d’étapes lorsque l'instance est de taille n. Comme on cherche &
avoir des algorithmes qui sont efficaces méme lorsque la taille de I'instance est

grande, on veut que cette fonction croisse le plus lentement possible.

Dans cette théorie, on considére qu’un algorithme dont le nombre d’étapes est f(n)
est rapide si f peut étre bornée supérieurement par un polyndéme; on dit alors
que ’algorithme s’effectue (au plus) en temps polynomial. La classe P représente
les problémes pour lesquels il existe un algorithme résolvant le probléme en temps
polynomial, alors que la classe NP représente les problémes pour lesquels il existe
un algorithme vérifiant si une solution résout le probléme par affirmative et qui
s’effectue en temps polynomial. Il est clair que P C NP. L’un des problémes

les plus célébres de I'informatique théorique, dont la formulation actuelle est due
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a S. Cook (Cook, 1971), est de savoir si P = NP ou si, comme la majorité le
croit, 'inclusion est stricte. Depuis plusieurs années, beaucoup d’approches ont
été tentées pour résoudre ce probléme. Dans (Valiant, 1979), L. Valiant propose
une version plus algébrique de ce probléme. Cette version est encore étudiée sous
plusieurs angles, dont un est la théorie géométrique de la complexité, proposée par
Mulmuley et Sohoni (Mulmuley et Sohoni, 2001). Il s’agit d’une conjecture presque
équivalente a celle de Valiant, mais qui permet d’utiliser en plus des arguments

de géométrie algébrique.

Dans ce qui suit, on décrit explicitement la théorie de Valiant, on énonce les plus
récents résultats de la théorie, et on décrit les bases de la théorie géométrique de
la complexité. Un exposé plus complet et contenant tous les résultats est fait par

J.M. Laﬁdsberg dans les chapitres 1 et 6 de (Landsberg, 2016).

2.1 Hypothése de Valiant

Le probléme du déterminant est de déterminer, étant donné une matrice carrée
A = [a;;] € C**® de taille n x n et une constante ¢ € C, si le déterminant de
A est c. Ici, la taille de 'instance est la dimension de la matrice. On sait que le
déterminant de A peut étre calculé en utilisant la formule de Leibniz :
det(A) = Z sgN(0)a15(1)020(2) -+ na(n)-
oESn

Utilisant cette formule pour calculer det(A) et comparer avec ¢, on a un algorithme
qui prend n - n! — 1 étapes (en calculant le nombre d’opérations arithmétiques
requises), donc qui ne s’effectue pas en temps polynomial. Cependant, on peut
utiliser ’algorithme de Gauss-Jordan (dont on rappelle I'histoire dans (Althoen et
McLaughin, 1987)) pour d’abord trianguler la matrice, puis calculer le déterminant
en multipliant les éléments diagonaux. On a ainsi un algorithme qui prend au

plus n* opérations, donc qui s’effectue en temps polynomial. Le probléme du
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déterminant est donc un probléme qui est dans P.

Pour X = [zj]1<i j<n une matrice de variables de taille n x n, on considére le
polynéme det,, = det(X) comme un polynéme homogéne de degré n a n? variables.
C’est donc un élément de S*C™, exprimé dans la base canonique {zi;} de C™. Par
ce qui précéde, on peut évaluer det,, en tout point a € C™ en temps polynomial.
On souhaite généraliser cette propriété aux autres suites de polynémes pour avoir
un analogue algébrique de la classe P. Autrement dit, on cherche & déterminer si
une suite de polynémes (f,,)nen peut étre évalué en n’importe quel point en temps

polynomial. Soit I’anneau

qui est 'anneau des polynémes a coefficients dans C de degré quelconque et en
un nombre de variables fini, et soit (f,)nen € H une suite de tels polynémes. On
considére que chaque f,, est homogéne, quite a ajouter une variable pour metttre
tous les termes au méme degré. On note alors v(n) le nombre de variables de f;, et
d(n) son degré. Autrement dit, pour tout entier n € N, on a f, € SH™C*™, Soit
t(n) le nombre d’opérations arithmétiques requises pour évaluer f,, en n’importe
quel point de C*®™ (on peut rendre plus concret ce nombre par la notion de circuit
arithmétique, définie par exemple dans (von zur Gathen, 1988)). On définit la
classe VP comme étant ’ensemble des suites (fn)nen telles que v(n), d(n) et
t(n) peuvent étre bornées supérieurement par des polynémes. Cette définition
correspond & I'intuition que ’on peut avoir d’une suite de polynomes pour lesquels
I’évaluation en un point se fait en temps polynomial, comme c’est le cas pour det,,.

On a ainsi un bon analogue a la classe de problémes de décision P.

Soit f, = z*". Alors, la suite (f,) n’est pas dans VP. En effet, bien que I'on
puisse le calculer en temps polynomial, son degré 2" ne peut étre borné par un

polyndme. Par contre, toute suite de monomes tels que leur dégré et leur nombre
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de variables sont bornés par des polynémes est dans VP. Plus généralement, si
une suite (f,) est telle que son nombre de termes est aussi polynomial en n, alors
la suite est dans VP, car calculer un tel polynéme comme il est écrit prend un

temps polynomial.

Par ailleurs, soit

— n k1 kn
fﬂ- - Z (kl . kﬂ).’lil ....’En .

(k1y...,kn)END
ki1+...+kn=n

En calculant le polynéme sous cette forme, on obtient un nombre d’opérations qui
croit de fagcon exponentielle. Cependant, comme f, est égal au polyndéme (z; +
...+ z,)", alors on peut en fait le calculer avec n(n — 1) opérations arithmétiques,

et donc (f,) € VP.

On définit ensuite la classe VNP comme étant la classe des suites (fn)nen telles
que v(n) et d(n) sont bornées par des polyndmes et telles qu’il existe une suite

(gn)nen € VP et une fonction p(n) bornée par un polynome telles que

fn = Z gn(.'zzl,--.,.’lt,,(n),e).

eE{O,l}P(")
Autrement dit, c’est ’ensemble des suites de polynémes pour lesquelles étant
donné un mondme, on peut calculer son coefficient en temps polynomial. L’ana-

logie entre NP et VNP est beaucoup plus explicite lorsque 1’on considére la

définition formelle de NP donnée par Cook (Cook, 1971).

Un exemple d’une telle suite est le permanent. Le permanent est, tout comme le
déterminant, une valeur que I’on peut attribuer & une matrice. Pour une matrice
carrée A = [a;;] € C™*" de taille n x n, son permanent est :
perm(A) = Z A10(1)a20(2) - Ang(n)-
oES,

Pour une matrice de variables X de taille n X n, le polynéme perm,, = perm(X)
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est dans S"(C"z, tout comme c’est le cas pour det,,. On a alors le lemme suivant

(Biirgisser, 2013) :

Lemme 2.1.1. La suite (perm,) est dans VNP.

Preuve. Soit deux matrices de variables de taille nxn, notées X = [z;;] et € = [ey;].

On considére le polynéme suivant :

wc=| T 1-sm (HZ%) (HZ)

1<i,5,l,m<n i=1 j=1 i=1 j=1
i=l <= j#m
N

ale)

- /3(6) W(X,e)

Ce polynome est bien dans VP, car on peut remarquer que méme naivement, a(e)
se calcule en 4n?(n — 1) opérations. B(e) en (n + 1)(n — 1) opérations et v(X,¢)

en 2 fois plus d’opérations que S(e).

On affirme que si € est une matrice composée uniquement de 0 et de 1 (donc € €
{0,1}™*™), a(€)B(€) est non-nul si et seulement si € est une matrice de permutation.
En effet, on remarque que a(e) est non-nul si et seulement si il y a au plus un
1 par ligne pour par colonne. En effet, le produit est tel que chaque entrée de €
est multpliée par tous les éléments de sa ligne et de sa colonne (sauf elle-méme) ;
pour qu’aucun des termes ne soit nul, il faut donc que si une entrée de la matrice
est 1, ce soit la seule de sa ligne et de sa colonne. Dans le cas de §(¢), ce produit
est non-nul si et seulement si chaque ligne de € contient au moins un 1. Ces
deux conditions réunies donne bien que € doit étre une matrice de permutation si

a(e)B(e) est non-nul, et dans ce cas, cette valeur non-nulle est 1.

Finalement, si € représente la matrice de permutation d’une permutation o, alors

on a que Y(X, €) = T15(1)T20(2)--Tno(n)- DONC, ON a que

> ga(X,€) = perm,,

66{0,1}" Xn
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ce qui démontre que (perm,,) € VNP. O

On a VP C VNP, car si (gn) est dans VP, alors en posant g, (z1, ..., Tu(n), €) =
€gn(Z1, ..., Tu(n)) pour € € {0,1}, qui ne contient qu’une opération de plus que gn,

alors on a que g, = Z Gn(Z1, ., Tu(n), €), ce qui correspond bien a la définition

e€{0,1}
d’une suite de VINP. La conjecture phare de ce texte, qui est ’hypothése de

Valiant, est que cette inclusion est stricte :

Conjecture 2.1.2 (Hypothése de Valiant). VP # VNP

On a donc une version algébrique de P vs NP. Certains liens existent entre les
conjectures, bien qu’elles ne soient pas équivalentes. Par exemple, si P # NP,
alors on aurait VP # VNP lorsque I'on considére les familles de polynémes sur
des corps finis. De 'autre coté, si on arrivait & démontrer que VP # VNP, cela
ne démontrerait qu’une conjecture plus faible que P # NP, mais ce serait une

étape majeure pour répondre i ’hypothése de Cook.

Une des stratégies utilisées pour s’attaquer au probléme P vs NP est de trouver
un probléme de NP qui est au moins aussi difficile que tous les autres (on dit
alors que ce probléme est NP-complet (NP-complete problem, 2018)). Ainsi, si
on montre qu’un tel probléme est dans P, alors tous les problémes de NP sont
dans P, donc P = NP. On cherche un équivalent a cette technique pour les suites
de polynémes de VP et VNP, afin de résoudre notre conjecture que ’on appelle,

par analogie, le probléme VP vs VINP. Voici d’abord quelques définitions.

On dit qu’un polynéme f € C|zy,...,Zn] est une réduction d’un polynéme g €
Clz1, ..., zx] s'il existe des fonctions affines (i.e. des polynémes de degré au plus
un) Y1(Z1, -, Tm)y ooy Ye(Z1, ..., Tm) telles que f = g(y1, ..., yx)- On note alors f < g.
Ma]gré cette notation, ” < ” n’est pas une relation d’ordre; elle est bien réflexive

et transitive, mais pas antisymétrique. Aussi, on dit qu’une suite de polyndomes
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(fn)nen est une réduction de la suite (gn)nen s'il existe une fonction p(n) bornée

par un polynome telle que pour tout entier n € N, f; < gyn). On note également

(fa) < (gn)-

Par exemple, z¢ est une réduction de tout polynéme homogéne f(z,,...,z.,) de
degré d tel que la somme des coefficients n’est pas nulle. En effet, on a que
¢ = f(az,axz,...,ax), ol a est la racine d® de I’inverse de la somme des coef-
ficients. On a aussi que pour tout entier n, det,_, < det,, en posant les variables
supplémentaires dans det,, égales & 0, sauf ., que I’on pose égale & 1. On a égale-
ment que la suite (z;z5...z,) est une réduction des suites (det,) et (perm,,). Cela

peut se remarquer en considérant les matrices diagonales.

Les classes VP et VINP sont stables par réduction. En effet, on a le lemme suivant

(Biirgisser, 2000) :

Proposition 2.1.3. Soit (g,) € VP (respectivement (g,) € VNP) et (f,) une
suite de polynomes telle que (fn) < (gn). Alors, (fn) € VP (resp. (f.) € VNP).

Pour VP et VNP, on dit qu’une suite (f,)nen st compléte pour cette classe
si (fa)nen en fait partie et si pour toute autre suite (g,) de cette classe, on a

(gn) < (fn)- On a également le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.4. Soient (f,), (9n) € VNP des suites de polynémes, ot (f,) est
VNP-compléte. Alors, (fu) < (gn) si et seulement si (gn) est également VNP-

compléte.

On remarque qu’avec ces définitions, on a bien que si une suite de polynoémes
est VNP-compléte et est dans VP, alors on a VP = VINP. Pour utiliser cette
technique, il faut bien slir avoir une suite qui est compléte pour VNP. Une telle
suite est le permanent. En effet, bien qu’il soit trés semblable au déterminant

(ils ont les mémes coefficients au signe prés), on ne connait pas d’algorithme
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polynomial pour I’évaluer en un point quelcorique. Le résultat suivant, di 4 Valiant
et qui se démontre en utilisant la théorie des graphes (Valiant, 1979), est 4 la base

toute cette théorie :

Théoréme 2.1.5. La suite (permy, )nen est VNP-compléte.

On a donc une reformulation de ’hypothése de Valiant en terme du permanent :

Conjecture 2.1.6. (perm,)nen ¢ VP.

C’est cette formulation, ainsi que le fait que det, soit dans VP (bien qu’on ne
sache pas si cette suite est VP-compléte), qui constituent la base de la théorie de

Valiant.

2.2 Complexité déterminantielle

Soit, f € S®C™ un polyndéme homogéne de degré n en m variables, et soit L : C™ —
CF*k une application affine. On dit que L est une ezpression déterminantielle de
f de taille k si f = detgoL. Ceci est équivalent & dire que f est une réduction
de dety. On définit alors la complezité déterminantielle de f, noté c¢d(f), comme
étant le plus petit entier k tel qu’il existe une expression déterminantielle de f de

taille k. En d’autres termes, c¢d(f) est le plus petit k tel qu’il existe une matrice de
m

taille k x k dont les entrées sont de la forme a0+Z a;x; (ag, a1, ..., ay, € C) et dont
i=1

le déterminant est f. On peut se demander si la complexité déterminantielle est

toujours définie. Valiant a montré (Valiant, 1979) que la réponse A cette question

est positive :

Proposition 2.2.1. Pour tout n,m € N et tout polynéme homogéne f € S"C™,
il eriste un entier k € N et une application affine L : C™ — CF*k tels que

f = detk oL.
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Donc, tout polynome de ‘H = @ S"C™ peut s’écrire comme le déterminant
' n,meN
d’une matrice. Par exemple, si f = z1T573 + T47576 € S3CE, alors on a que

013101340}
0 1 zo 0 O

f=detfzz 0 1 0 0],
0 0 0 1 =z
zg 0 0 0 1

ce qui veut dire que cd(f) < 5. Trouver une telle matrice peut étre une tache
ardue. Cependant, on voit que pour tout f € H, on doit avoir deg(f) < cd(f).
En effet, chaque terme du déterminant d’une matrice de taille k£ x k est de degré
au plus k, et une application affine sur les variables d’un polynome n’augmente
pas son degré. Donc, dans le cas f = z17273 + T425T6, on a 3 < cd(f) < 5. Pour
déterminer sa complexité déterminantielle, il faut une fagon de déterminer si une
matrice de taille inférieure & celle ci-haut et dont le déterminant est f existe, ce

qui n’est pas évident a priori.

Soit (fu)nen € H une suite de polynémes. On peut alors calculer la suite de
nombres naturels (cd(fs))aen € N. Comme on a que f, < detcq(y,), on remarque
que si (cd(f,)) peut étre bornée supérieurement par un polynome, alors (f,) est
une réduction du déterminant, donc dans VP. En supposant que VP # VNP,

cela implique la conjecture suivante :

Conjecture 2.2.2. La suite (cd(perm,,)) ne peut étre bornée supérieurement par

un polyndéme.

Cette hypothése plus faible serait équivalente & la conjecture 2.1.2 si (det,) était
VP-complet, car cela impliquerait que la suite (cd(f,)) soit bornée par un poly-

ndéme pour toute suite (f,) € VP ; mais on ne sait pas si cela est vrai ou non. On
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peut définir une sous-classe de VP pour laquelle (det,,) est une suite compléte, qui
se nomme VP,,,, et qui se définit en utilisant la notion de circuit arithmétique fai-
blement asymétrique (ou weakly skew circuit), d’abord définie dans (Toda, 1992).

Donc, la conjecture 2.2.2 est équivalente a :

Conjecture 2.2.3. VP,, # VNP .

Bien que ce soit une conjecture moins forte que ’hypothése de Valiant, ce serait
déja une avancée majeure dans le domaine; selon J.M. Landsberg, «][...] ce serait
de loin le résultat le plus sighiﬁcatif depuis les débuts de la théorie de la com-
plexité» 1. On sait que si n > 3, alors cd(perm,) > n, et on ne connait que les
valeurs de la complexité déterminantielle de perm, et perm,;. Pour perm,, alors
on a évidemment que cd(perm,) = 2, car c’est un polynéme de degré 2, et on a’
clairement que le déterminant de la métrice |

T1i1 —T12

T21 T22
est perm,. Pour perms, on a cd(permz) = 7, car on peut montrer que la plus

petite matrice pour laquelle permg est le déterminant est

(0 1 o3 7w O 0 O
0 1 0 0 g z33 O
0 0 1 0 0 z3 om
0 0 0 1 z13 0 x93
Z2 0 0 0 1 0 0
g2 0 0 0 0 1 0
cz 0 0 0 0 0 1|

En général, pour perm,, on a "?2 < cd(perm,) < 2™ — 1 (Mignon et Ressayre,

2004), (Grenet, 2011). Encore selon Landsberg, trouver une borne inférieure de

1. Traduction libre de (Landsberg, 2015), page 4



29

degré 3 «serait déja un grand accomplissement» 2, bien que ’on serait encore loin
de répondre a la conjecture 2.2.3. La difficulté majeure est le fait qu’on ne connait
aucune technique générale et efficace permettant de prouver que la matrice que

Von trouve est de taille minimale.

2.3 Géomeétrie et complexité

Cette partie n’est qu’une introduction & la théorie géométrique de la complexité.
p q g

Pour voir les plus récentes avancées de cette théorie, voir (Landsberg, 2015).

Pour chaque entier n € N, les polynomes det, et perm,, sont des éléments de
’anneau S"C™. On veut étudier ces espaces d’un point de vue plus géomeétrique.
On remarque d’abord que I'on a C** = C* ® C*, donc on peut considérer det,
et perm, comme des éléments de S*(C" ® C*). Ce point de vue est utile pour

étudier leurs symétries, comme on le fait & la section 3.3.

On a une action naturelle de g € End(C™) sur un polynéme f € S*(C™), en

définissant g - f = f o gT. Avec cette action, on définit ’ensemble
End(C™)- f ={g- f | g € End(C™)} € S*(C¥)

des polynomes pouvant étre obtenus de f par changement linéaire des variables.
Aussi, il est & remarquer que pour tout m < n et k < n? — 1, on peut associer
a chaque polynéme f € S™(C*) un unique polynéme f € S*(C**). En effet, soit
n’importe quelle inclusion i : C*¥ < C™ et £ un élément de la base de C* qui
n’est pas dans i(C*). Alors, on pose f = ™™ f, en utilisant ¢ pour inclure les
variables de f dans celles de f. En appliquant tout cela au déterminant, on a le

lemme suivant :

2. Ibid.
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Lemme 2.3.1. Soit f un polyndme homogéne de degré m en k wvariables, avec
m < netk <n?—1. Alors, on a que cd(f) < n si et seulement si £2™f €

End(C™) - det,,.

On a donc la forme équivalente de la conjecture 2.2.3 :

Conjecture 2.3.2. Il n’eziste pas de polynéme n = n(m) € N[m] tel que pour

tout entier m € N, on a £ ™perm,, € End(C™) - det,.

On veut utiliser les outils de la géométrie algébrique et de la théorie de la re-
présentation pour étudier cette nouvelle version de notre conjecture. A cette fin,
on considére [det,] et [perm,,] comme points de I’espace projectif PS™(C™), o
Paction d'un endormorphisme X € End(C"™) envoie un point [f] de cet espace
projectif sur X -[f] = [X - f], en considérant comme non-définis les cas ou X -f =0
(le point [0] n’étant pas dans I’espace projectif). Pour utiliser la théorie de la re-
présentation des groupes, il nous faudrait un groupe, mais End(C"z) n’en est pas
un. Cependant, en notant X la fermeture d’une partie X de PS™(C™), on a la

proposition suivante :

Proposition 2.3.3. End(C?) - [det,,] = GL(C™*) - [det,,].

Cela découle essentiellement du fait que GL(C™) est un ouvert dense de End(C™*).
On note que la fermeture de I'orbite d’un élément par un groupe linéaire selon la
topologie euclidienne est la méme que celle selon la topologie de Zariski (voir par
exemple (Borel, 2012)). En particulier, cela signifie que cette fermeture est une

variété projective.

De la méme fagon que cd(f) permet de caractériser les éléments de End(C™) -
[det,], on veut obtenir une caractérisation des polynomes appartenant a la fer-

meture. Par la proposition précédente, ces éléments sont exactement ceux de la
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variété algébrique GL(C™)) - [det,]. On définit pour cela la complezité détermi-
nantielle au bord d’un polynéome homogéne f € H, notée cd(f), comme étant le
plus petit entier § tel qu’il existe une suite de polynémes (f;)eo0 avec cd(fy) = 0

pour tout £t > 0 et %g%ft = f.

On a que tout comme cd(f), cd(f) est bornée inférieurement par le degré de f.
Comme on peut prendre f, = f pour tout ¢, on a clairement cd(f) < cd(f). Les

deux valeurs ne sont cependant pas toujours égales.
Par exemple, soient les polynomes de S3C? suivants :

fi = 8t2zyx5w6 — 202427 — 2422572 — 26PT6x2 + 2t°T7T8Te
+ 22214 + 27315 + 20336 + 221T2T7 + 2227378 + 2T1T3To

fo= 211:%:1:4 + 211:%:1:5 -+ 211:%.’1)6 + 221%2%7 + 2T2T3Tg + 2T1T3Tg

Il est clair que 1in& ft = fo, d’ou le choix de notation. Cependant, si on pose
_)

0 I —T2 2.’1;6 Ty Tg
A= |-z, 0 Z3 et S=|zg 25 zy
T2 —I3 0 Tg Ty 2.’124

Alors, on peut remarquer que f; =

det(A+1tS) A
oA 19)_,, (2

; =5 Tt tz/"’S). Cependant,

la matrice 7 +t*A8 n’est pas définie lorsque t = 0, et on peut montrer (Hiitten-
hain et Lairez, 2016) que I'on ne peut écrire fy sous la forme d’un déterminant

d’une matrice de taille 3 x 3. Donc, cd(fp) =3 < cd(f(j).

On a que si cd(f) = n, alors c’est la limite d’une suite de polynémes qui appar-
tiennent 3 End(C") - det,,. Par la définition de la fermeture d’un ensemble, le

lemme 2.3.1 et la proposition 2.3.3, on obtient le lemme suivant :

Lemme 2.3.4. Soit f € S™C* un polynéme homogéne. Alors, cd(f) < n si et
seulement si [("~™f] € GL(C™) - [det,,].
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On peut donc poser une nouvelle conjecture, en lien avec celle de Valiant :

Conjecture 2.3.5 (Mulmuney-Sohoni). Il n’eziste pas de polynéme n = n{m) €

N[m] tel que pour tout m € N, [(* ™perm,,,] € GL(C") - [det,,].

Cette conjecture fut d’abord étudiée par Mulmuley et Sohoni (Mulmuley et So-
honi, 2001). Si elle est vraie, cela implique clairement que I’hypothése de Valiant
est aussi vraie. C’est donc une conjecture plus difficile & prouver, mais ’avan-
tage est que nous avons plus d’outils pour I’étudier. Pour utiliser davantage la
géomeétrie, on considére les ensembles suivants de ]P’S"(C"z), qui sont des variétés

projectives :

Det, = GL(C"*) - [det,];

Perm]? = GL(C"*) - [¢»~™perm,y,].
On a alors la conjecture suivante, et qui est équivalente a la conjecture 2.3.5 :

Conjecture 2.3.6. Il n’eziste pas de polynome n = n(m) € N[m] tel que pour

tout m € N, Perm)' C Det,.

On peut tenter d’utiliser la complexité déterminantielle au bord pour mieux com-
prendre cette conjecture. Cependant, il est encore plus difficile de trouver cette
valeur que de trouvér la complexité déterminantielle. En particulier, on ne connait
méme pas la valeur de cd(perm,). On cherche donc un autre moyen pour pouvoir
décrire Perm* et Det,. Cependant, il est trés difficile de déterminer exactement

quels éléments font partie de la fermeture d’une orbite.

On a simplement les résultats suivants. D’abord, Dety = Perm3 = PS?(C%), I’es-
pace entier. Un résultat récent (Hiittenhain et Lairez, 2016) permet de comprendre
la frontiére de Dets. Plus précisément, elle est constituée de 'orbite du déterminant

des matrices de trace nulle et de ’orbite du polynéme fy ci-haut. Ces composantes
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sont aussi présentes dans les autres Det, (en utilisant une généralisation de fp),
mais il en existe probablement d’autres lorsque n > 4. Vu la difficulté de décrire
ces surfaces, on considére leurs anneaux de fonctions, qui sont des représentations
de GL(C™). On peut donc également utiliser la théorie de la représentation pour

mieux comprendre Det,, et Perm;".






CHAPITRE III

IMMANANTS

Dans le chapitre précédent, on a considéré I’hypothése de Valiant, qui tente par
plusieurs approches de montrer que le permanent est beaucoup plus difficile a

calculer que le déterminant. Ces polynémes sont la somme de termes de la forme
n

Hx,-,,(,-), ol g € G, et ayant comme coefficient 1 ou —1. Pour le déterminant, le
g)leﬂ‘icient de chaque terme correspond au signe de o, qui est aussi le caractére de
o pour la représentation signature de &,,. Dans le cas de perm,, il est toujours
égal & 1, tout comme le caractére de la représentation triviale de &,,. On veut gé-
néraliser cette construction afin d’associer un polynéme & chaque représentation
de &,, : 'immanant de la représentation. Dans ce chapitre, on en donne la défini-
tion explicite, pour ensuite situer ces polynémes en tant que points de S"(C"z).
On étudie ensuite les symétries de ces points par rapport a I’action de GL(C"Z).
Puis, on considére les suites d’immanants qui sont dans VNP, et on en classe
certaines comme étant dans VP ou comme étant VINP-complétes. Finalement,

on tente de comprendre comment utiliser les immanants pour mieux comprendre

la complexité déterminantielle et la théorie géométrique de la complexité.
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3.1 Définitions et exemples

Soit V' une représentation de G, et soit Xy le caractére de cette représentation.
On appelle smmanant de la représentation, noté Zy, le polynome de S7(C™*)
suivant :

IV - Z XV(U)zlcr(l)z2a’(2) *** Tno(n)-
€6y,

Dans le cas ou V) est une représentation irréductible de type A F n, on note son
immanant Zy, par immy. On sait que toute représentation de &, est une somme
directe de représentations irréductibles et que le caractére d’une somme directe
de représentations est la somme des caractéres de ces représentations. Donc, tout
immanant est une combinaison linéaire (& coefficients entiers) des imm,. Plus
précisément, si V = @ I/,\EB“*, alors Zy = Za,\imm 1. Pour cette raison, il suffit
Abn Aln
dans notre contexte de ne considérer que les immanants de représentations irré-
ductibles. Littlewood et Richardson (Littlewood et Richardson, 1934), qui furent

les premiers a considérer ces polyndmes, ne les ont ailleurs définis que pour le cas

irréductible.

Les immanants sont donc une généralisation du déterminant et du permanent, tel
que mentionné au début de ce chapitre. En effet, pour la représentation signa-
ture V(qn), on a immgny = det,. Aussi, pour la représentation triviale V(,), on a

imm,) = perm,,. On veut savoir & quoi ressemble les autres immanants.

D’abord, 'immanant le plus simple est celui de la représentation réguliére C[G,,],
bien qu’elle ne soit pas irréductible. En effet, X¢js,j(0) vaut n! si o est I’élément

neutre et 0 sinon. Donc, on a que

Zc[en] = n!$11$22...1‘nn.

Ensuite, le plus petit immanant irréductible qui n’est pas le déterminant ou le
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permanent est imm(s;). Par la proposition 1.3.1, X(21)(0) = fix(c) — 1, d’ott
imm gy = 2711 T22T33 — T12T23T31 — T13T21T32.
En général, par la méme proposition, on a les immanants suivanté :
immg-y = Y (x(0) = 1) T10()%20(2)--Tnotn),

aEGn

imm(y yn-2) = Z sgn(o) (fix(o) — 1) Z15(1)T20(2) -+ Tna(n)-
aEGn

D’autres exemples apparaissent dans la suite.

3.2 Immanants et représentations

Dans cette section, on suit essentiellement Papproche de Ke Ye dans (Ye, 2012).

2 variables; on

Les immanants sont des polynémes homogénes de degré n a n
peut donc les considérer comme des points de S"(C"z). Aussi, on sait que C** =
C" @ C". Pour distinguer les deux copies, on note E la premiére et F' la seconde.
Par isomorphisme, il existe des bases de F et de F, que I'on note respectivement
{e:} et {f;}, pour lesquelles on identifie ;® f; 4 z;j, la base canonique de C™*. De
cette fagon, les immanants peuvent étre considérés comme des points de S*(EQF).

L’avantage de cet approche est qu’il y a de nombreux groupes qui agissent sur cet

espace.

Action de G, sur E et F' : Comme ce sont des espaces vectoriels de dimension n,

alors on a que G, agit sur F et F' en permutant les éléments de la base, c’est-a-dire

que o - €; = es-1(5) et o - f; = fo-1(5).

Action de GL(E ® F) sur S™(E ® F) : On utilise 'action de GL(E ® F) qui

fait de S*(E ® F) une représentation irréductible de ce groupe.

Action de GL(E) x GL(F') sur S*(E® F) : Soit (4, B) € GL(E) x GL(F). On
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considére le produit tensoriel A ® B, qui est une transformation linéaire inversible
de E ® F. On construit ainsi un morphisme de groupes GL(E) x GL(F) —
GL(E ® F) qui envoie (A, B) sur A® B. On définit alors Paction de (4, B) €
GL(E) x GL(F') sur S*(F ® F') comme étant I’action de AQ B € GL(E® F). En
considérant A ® B comme une matrice (en utilisant les bases {e;} et {f;}), on a
qu’au niveau des variables X, la transformation (A ® B) - X (ou X est considéré
comme un vecteur de EQF') est équivalente & AX B, ot X est ici considéré comme

une matrice de variables.

Action de T(E) x T(F) sur S*(E ® F) : Soit le sous-groupe T(E) de GL(E),
constitué des automorphismes diagonaux de déterminant 1 dans la base {e;} de
E. En construisant T(F') de la méme fagon pour la base {f;}, on forme le sous-
groupe T(E) x T(F) de GL(F) x GL(F). On définit alors P’action de (Tg,Tr) €
T(E) x T(F) sur S*(E ® F) comme étant P’action de Tg ® Tr € GL(E ® F).

Action de G,, X G, sur S*(E ® F) : On peut considérer G,, comme un sous-
groupe de GL(F) (et de GL(F)) en associant une permutation ¢ a sa matrice de
permutation P,, ou P, = [p;;] est telle que p;; = d; 5(j)- On a alors un morphislme
S, x6, — GL(E®F) qui envoie (g, 7) sur (P,)~!®P,. On définit alors I'action de
(0,7) € 6, X6, sur S*(E®F) comme étant Paction de (P,) 1® P, € GL(EQ®F).
Il est 4 noter que I’on a cette action est différente de I’action de GL(E) x GL(F)
restreinte 4 &, x G, puisque ’on prend l’inverse de la premiére composante. Au

niveau des variables, on a (o, 7) * Tij = Zo(),r(j)-

Action de &, sur S*(E ® F) : Soit le sous-groupe de &, x &,, constitué des
éléments diagonaux, c’est-a-dire de la forme (o, ). Ils forment un sous-groupe qui
est isomorphe a &,. On définit alors ’action de o € &,, comme étant 'action de
(0,0) € B, x &, donc comme étant Paction de (P,)"! ® P, € GL(E ® F). Au

niveau des variables, on a o - Tjj = To(i),0(j)-
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Action de Z; sur SY(E® F) : On considére la transposée, qui est ’automor-
phisme T de E ® F' qui envoie e ® f sur f ® e. Il s’agit d’une transformation
linéaire invertible, donc c’est un élément de GL(E ® F’). On construit un groupe
dont les éléments sont la transposée et 'identité, et qui est isomorphe & Z,. On
définit alors Paction de {0,1} € Z, comme étant 'action de {Id, T} € GL(EQF).

Au niveau des variables, on a 0 z;; = z;; et 1- z;; = zj;.

Toutes ces actions permettent de caractériser les immanants comme points de

S(E ® F). On a d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.2.1. Soit imm, (7 F n) un immanant. Alors, laction de T(E) x T(F)
sur ce point de S*(E ® F) est triviale.

Preuve. Soit (A, B) € T(E) x T(F). On a donc

a 0 0 by 0 0

0 0 0 b 0
A= ® . B= 2

0 0 - a, 0 0 --- b,

n n
avec Ha,- =1let Hb,- = 1. Par la discussion qui précéde, pour connaitre I’effet

i=1 i=1
de (A, B) sur les variables, il suffit de calculer AXB.On a : -

ai 0 0 T11 Ti2 Tin b1 0O --- 0
AXB — 0 a.2 0 [z21 T2 Ton 0 b.z 0
0 0 An| |Tnl ZTn2 Tnn 0 0 - by,
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a1bizyy arbeziz -+ a1bpzin
asb1z1  agbexan -+ agbpTon
anblxnl anb2-77n2 te anbnxnn

Donc, au niveau des variables, on a que (A, B) - z;; = a;b;z;;. On a alors :

(A, B) - imm, = (A, B) - Z X2 (0)Z10(1)T202) * * * Tno(n)

c€EG,
n

=(4,B)- Y Xalo) [z
€6, i=1

= > Xa(0) [ [ asbowyTiots

o€G, =1
n

= Z X(o) Hl‘ia(i)

€6, i=1
= imm,

Donc, T(E) x T(F) agit trivialement sur un immanant. O

Ce lemme est équivalent & dire que l'on a imm, € (S™(E ® F))o, le sous-espace
de poids trivial de S™"(E ® F) en tant que représentation de GL(E) x GL(F). On

- peut mieux en comprendre la raison par le lemme suivant :

Lemme 3.2.2. L’ensemble {Z1,(1)---Tno(n) | 0 € G,} est une base de lespace

(5™(E ® F))o-

Preuve. Soit zij ...z;,;, un mondme de degré n en n? variables. On a alors :

n n
(A7 B) *Tirjreo-Tinjn = (A7 B) ) Hmikjk = H aikbikxikjk'
k=1 k=1
n
Donc, un tel monéme est dans S™(E ® F))g si et seulement si Ha,-kbjk =1 pour

k=1
tout (A, B) € T(E) x T(F). Ceci ne peut arriver que si les suites (4y,...,7,) et
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(J1, -y jn) comprennent chaque nombre de 1 & n. Dans un tel cas, il existe p,7 €
G, tel quel (p(iy),..., p(2n)) = (t(f1),--,7(Gn)) = (1,...,n). Par commutativité,
Ty Tinjn = Tp(in)plis)-Tolin)plin) = Tlp(ir)-+Lnp(in)- EN NOtant ¢ = pr~!, on a
donc bien que x;j,...Ti, j, = Tis(1)---Tno(n)- Finalement, on vérifie facilement qu’un

polynodme est dans (S*(E ® F)), si et seulement s'il ne contient que des mondmes

de cette forme, donc ils forment bel et bien une base de cet espace. O

Avec ce lemme, on peut mieux comprendre (S™(E ® F'))p en tant que représenta-

tion, grace a la proposition suivante :

Proposition 3.2.3. L’espace (S*(E ® F))q est une représentation de &, X &,
et on a un isomorphisme de représentations (S™(E ® F))o g@ Vi ® V.

AFn
Preuve. 11 faut d’abord montrer que (S™(E ® F'))q est stable par 'action de &,, x
G,.. Par le lemme 3.2.2, on sait que les éléments de la forme z; 5(1)...Tn,o(n), OU 0 €
S, forment une base de (S*(EQF'))o. Soit (A, 7) € 6,X6,. On remarque d’abord
que par commutativité des variables, T 5(1)...Tn,0(n) = Ta-1(1),0A-1(1)+--TA~1(n),0A~1(n)-

Donc, l’action de (A, 7) sur un tel élément est :

(A7) * Tro(1) - Tnom) = (A T) - Ta-11),0A-1(1) - TA-1(n),0A~1(n)
= Tax-1(1),reA~1(1)---TAA~1(n),roA"1(n)

= Z1,702-1(1)+**Tn,reA"1(n)-

Donc, G, x &, envoie un élément de la base de (S*(E® F))o sur un autre élément
de la base. Par linéarité, cela montre que (S™(E ® F'))g est stable par I'action de
6, X G,, donc il s’agit d’une représentation de ce groupe.

Ensuite, il faut montrer que (S™(E ® F))y = GBV,\ ® Vi. Par la proposition

AFn
1.1.8, On sait qu’en tant que représentation de &, X G, on a un isomorphisme
3 q P
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C[G,) = @V,\ ® V5. 11 suffit donc de montrer qu’il y a un isomorphisme de
AFn

représentations entre (S™(E ® F))o et C[Gy).

Par définition, &, est une base de C[G,]. Soit alors I'application C[G,] — (S™(E®
F))o qui envoie o sur zy4(1)...Tno(n). Comme il s’agit d’une bijection entre les
bases, c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. II faut montrer que c’est aussi
un isomorphisme de représentations. Soit (A, 7) € 6, x G, ou X agit a droite sur
C[S,] et T agit a gauche. On a alors (A, 7)-0 = 7oA~1. Comme on vient de montrer
que (A, T) T1,6(1)--Ln,a(n) = T1,rer-1(1)--Ln,ror-1(n), cela démontre que I’application
est compatible avec ’action de &,, x &, donc c’est bien un isomorphisme de
représentations. On a donc bien (S"(E ® F))o = C[6,] = @ Vi ® Vi. O

AFn

Donc, on peut décomposer (S™(E® F))o comme une somme directe de représenta-
tions irréductibles de &, x G,. Cependant, les restrictions de ces représentations
irréductibles au sous-groupe diagonal G&,, ne sont pas irréductibles. Mais on a le

lemme suivant :

Lemme 3.2.4. L’action de &,, sur imm, est triviale.

Preuve. On a que le caractére est constant sur les classes de conjugaison, ce qui
signifie que si I'on a deux permutations o,v € &, qui sont conjuguées, alors
T1g(1)---Tno(n) €6 T1,(1)---Tnu(n) ONt le méme coefficient. Il suffit donc de montrer
que pour tout A, 0 € Gp, A Ti1501)+--Tno(n) = T1x(1)---Trv(n), OU ¥ est un conjugué
de 0. Mais l'action de X est I'action de (A, ), et en regardant la preuve de la
proposition 3.2.3, on voit que (A, A) - T1,6(1)---Zn,o(n) = T1A0A-1(1)--Lnror-1(n). ED

posant ¥ = AgA~1, on a bien le résultat voulu. O

Autrement dit, les immanants sont contenus dans une copie de Vi) dans S*(E ®

F)o = @ VA®V), considéré comme une représentation de G,,. On veut donc iden-
AFn
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tifer les représentations triviales qu’elle contient. La proposition suivante permet

justement de le faire :

Proposition 3.2.5. En tant que représentation de &,, V) ® V) contient une et

une seule copie de V(y), la représentation triviale.

Preuve. Soit X le caractére de Vi ® Vi, X celui de Vj et X(5) le caractére de la
représentation triviale de &,. Pour montrer la proposition, on sait de la théorie des
caractéres qu'il suffit de montrer que (X, X)) = 1. Comme le produit tensoriel de
deux représentations correspond au produit des caractéres, on a que X = X?\. On
sait également que pour tout 0 € G,, X()(0) = 1. En rappelant que les caractéres
de &, sont & valeurs dans les réels, on a :

X; X)) = % Z X(0)X@)(0)

.UEGH

== 3" %)

.UEGH

= % >~ Xa(@)Xa(o)

0€Gn
= (XM XA)
=1

On a donc bien qu’il n’y a qu’une copie de la représentation triviale dans V) ®

Vi. a

On note €, cette unique représentation triviale contenue dans V3 ® V). On conclut

a l'aide des résultats qui précédent que imm, € GB €,. Mais le théoréme suivant

AFn
permet d’étre beaucoup plus précis :

Théoréme 3.2.6. Pour tout m € G,,, on a que imm, € &,.

Preuve. D’abord, en tant que point de S*(E® F) C (F® F)®" = E®"® F®", on
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imm,r = Z Xﬂ(a)mla(l)..;mna(n)

€GB,
= Z Xr(0)(e1 ® foq))--(en ® forn))
c€Bn
= D" Xal(0) D (er(t) ® for()) ® - ® (Ex() ® frr(w)
o€Bn T7€Gn
Z Z X-/r(a') (® e‘r(t)) Y (® fa‘r(i)) ’
0€G, TEG, i=1

ou la derniére égalité est due a I'isomorphisme naturel (E ® F)* & E® @ F™. On

sait que imm, € @ €, et on vérifie facilement que I'intersection de cette somme

AFn
directe et de S™(E) ® S™(F) est exactement €. Donc, pour prouver le théoréme,

il suffit de montrer que imm, € S™(E) ® S™(F). Pour ce faire, il faut montrer
que pour tout A F n tel que A # m, on a (cA ® ¢y) - imm, = 0, ol ¢, est un
symétriseur de Young associé & un tableau standard de forme A. En fait, comme
(ex ® ) = (cx @ Id)(Id ® c¢y) dans lalgebre C[G,] ® C[G,], il est suffisant de
montrer que (Id ® ¢y) - imm, = 0.

On rappelle que ¢y = Z sgn(g)pg. On a donc :

PEP),
q€Qx

(Id®cy)-imm, = (Id®cy) - Z Z Xx(o) (® e‘r(t)) ® (® fd‘l’(i))

0€6n TEG
Z Z X‘"(a) (® e‘r(’)) ® (® Cx- fa‘r(i))
0€S, TEG i=1
=2 <® e,(,)) O D Xel) Q| D sen(a)pg | - forgy
T7€EGH i=1 o€G, i=1 pEP

q€Q)
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- Z( w) ® | 2 sEn(@Xel) @ fora-trmi

T€ES, \i= PEP, i=1
q€Q
o€Gy

Donc, en montrant que pour tout 7 € G,,, Z sgn(q) X (o) ® Jorg1p-1) = 0,

pEP), 1=1
qeQ
c€G,

on obtient le résultat voulu. En posant a = o7 et en regroupant les coeflicients,

ona:
n n
) Z Sgn(Q)Xw(a) ® faTq—1p~1(i) = Z Sgn(Q)Xﬂ’(aT—l) ® faq_lp'l(i)
pePy i=1 PEP; i=1
q€Qs q€Q
o€Gn acBy,

= Z Z sgn(q)X(ar™?) ®f7(i)

YEG PEP)
q€Q)
\ CIEGn

ag 1p~l=y

n

(
=Y | 3 sen@)Xalvpar™) | R fr

YEG, | pEP,) i=1
q€Q

Avec ce calcul, on voit que pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que pour

tout 7,7y € G,,on a:
>~ sgn(g)Xx(ypgr™") = 0.

PEP,
qEQ)

Les caractéres sont des fonctions centrales, et 7-1(ypgr1)7 = 77 1ypq. En notant

B = 7714, cela revient & prouver que pour tout 8 € &,,, on a :

> sgn(q)X«(Bpg) = 0.

PEP),
q€Qn

Soit la représentation irréductible V; = C[G,] - ¢, et soit Bcy = Z sgn(q)Bpq.

PEP
q€Q)
Par définition du caractére, on remarque que le membre gauche de I’équation ci-



46

haut correspond 4 la trace de fcy en tant qu’opérateur sur V, par multiplication
a gauche. Mais si A # 7, alors cet opérateur est nul. En effet, par la proposition
1.2.3, on a que (Bey) -V = (Ber) -C[G,)-er = B+ (cx-C[Sp] - ¢x) = B-0 = 0. Donc,
le membre gauche de I’équation ci-haut est la trace d’un opérateur nul, donc est

bien égal & 0. Par tout ce qui précéde, ceci prouve que imm, € €,. O

On peut maintenant caractériser tous les immanants i ’aide du corollaire suivant :

Corollaire 3.2.7. Les immanants forment une base du sous-espace de S*(E® F)
invariant par action de (T(E) X T(F)) x Gy, qui est le sous-groupe de GL(E® F)
engendré par image de (T(E) x T(F)) et de &, par les morphismes définis au

début de cette section.

Preuve. Un polynéme invariant par ce groupe appartient a @ €. Comme chacun

Abn
de ces espaces est de dimension 1 et contient un immanant, ceux-ci sont alors une

base de cet espace. | O

Les immanants d’une représentation quelconque sont donc exactement les poly-
nomes de cet espace dont les coefficients (dans la base des immanants) sont des

entiers naturels.

3.3 Stabilisateur

Pour chaque imm,, soit
G(imm,) = {g € GL(E® F) | g - imm) = imm,}.

le stabilisateur de cet immanant dans GL(E ® F'). On sait par le corollaire 3.2.7
que (T(E) x T(F)) x &, préserve tous les immanants, donc est un sous-groupe du
stabilisateur de tous les immanants. Cependant, G(imm,) contient aussi d’autres

éléments.
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Le cas le plus simple est celui rdu déterminant. Frobenius a montré (Frobenius,
1897) que G(det,,) = S(GL(E) x GL(F)) X Z,, ou S(GL(E) x GL(F)) = {(A,B) €
GL(E) x GL(F) | det(A)det(B) = 1}. Autrement dit, les applications linéaires
qui préservent le déterminant d’une matrice X sont toutes de la forme X — AXB

ou X — AXTB, avec det(A) det(B) = 1.

Pour ce qui est du permanent, son stabilisateur est un peu plus complexe. Marcus
et May ont montré (Marcus et May, 1962) que G(perm,,) = T(GL(E) x GL(F)) x
(6, X B,) X Zy, ot T(GL(E) x GL(F)) est le sous-groupe de S(GL(E) x GL(F))
constitué des paires de matrices diagonales. De fagon équivalente, I’ensemble des
applications linéaires préservant le permanent d’une matrice X est de la forme
X — APXQB ou de la forme X — APXTQB, avec A, B des matrices diagonales
telles que det(A) det(B) = 1 et P,Q des matrices de permutation.

Soient C = [¢;j] et X = [z;;] deux matrices de taille n X n. On définit une
opération, appelée produit d’Hadamard et notée *, qui consiste & multiplier les
matrices composante par composante, donc C * X = [¢;zij]. On remarque que
cette opération correspond & I’action d’une matrice diagonale de taille n? x n?
sur X, considéré comme un vecteur. Donc, si pour tout ¢ et j, on a ¢;; # 0, alors
la transformation linéaire X +— C * X appartient 4 D(E ® F'), le sous-groupe de
GL(E ® F) constitué des matrices diagonales. On remarque que cet espace est

isomorphe & (C*)™.
On énonce d’abord un théoréme, di & A. Duffner (Duffner, 1994) :

Théoréme 3.3.1. Soit A Fn, ot n > 4 et X # (1,1,...,1),(n). Alors, T €
G(imm,) si et seulement si T € D(E ® F) % (G, X 6,,) X Zy, donc T(X) =
C#* P, XP,, ouT(X)=Cx*P,XTP,, et si pour tout c € S, on a

X,\(U) Héa(i) = Xa(r20m).

i=1
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La preuve de ce résultat est essentiellement géométrique. En particulier, on voit
que G(imm,) est un sous-groupe de D(E® F) X (G, X &,,) X Z5. On veut améliorer
le résultat de ce théoréme, en se basant pour la suite de cette section sur les travaux

de P. Coelho (Coelho, 1996).

Pour débuter, comme le caractére est une fonction centrale, on a que X)(1o071) =
X (15 '20m172) = Xa(07172). En posant T = 7172, I’équation du théoréme devient

(pour tout o € G,,)
X (o) H Cioi) = Xa(oT).

=1

Soit maintenant P, P’ensemble des 7 € G,, pour lesquels il existe une matrice C
de taillle n x n telle que pour tout ¢ € &,,, ’équation précédente est vraie. On a

alors le lemme suivant :

Lemme 3.3.2. P, est un sous-groupe normal de G,,.

Preuve. En premier lieu, on a que I’élément neutre est dans Py ; on le voit en

prenant la matrice C dont toutes les valeurs sont 1.

Ensuite, soient 7, 7' € Py. Par définition, il existe donc des matrices A = [a;5], B =

[bi;] telles que pour tout o € &, on a
X (o) ﬁ @io) = Xa(0T)
i=1
Xx(0) ﬁ bio(s) = Xa(oT')
i=1
En posant C = A P;B = [c;;], on obtient que :
X (o) lelcia(i) = X,\(U)ﬁ (@io()br-1()0(3))

n n
= Xix(0) H Qio(s) H br-1(i)o (i)
i=1

i=1



49

n n
= Xa(0) [ [ ioty [ ] biori
j=1

i=1

= Xa(on [ [ bor

i=1

= Xa(o77")
Donc, 77’ € Pa.

Finalement, soit 7 € &,. En posant D = PyAP,-1 = [d;j] et en utilisant le fait

que X est une fonction centrale, on a :
n n
Xa(0) [ [ diowy = Xa(@) [ [ ar-16v-100
i=1 iz1
= Xa(o) H Qjy—10(5)

=1

n
= Xa(r""o7) H Gjv—1ov(j)

i=1
= Xa(y o)
= Xa(orry™)

Ceci montre que pour tout v € &, et T € Py, on a que Y7y~ ! € P,.

Il reste & montrer que 7~! € Py, pour tout 7 € Py. Mais comme on sait que dans
le groupe symétrique, une permutation et son inverse sont conjugués (il suffit de
remarquer qu’ils ont la méme structure cyclique), on peut le déduire du fait que

P est fermé par conjugaison. C’est donc bien un sous-groupe normal. O

Pour n > 5, les seuls sous-groupes normaux de &, sont le sous-groupe trivial,
le groupe alterné A, et le groupe symétrique en entier. Pour pouvoir déterminer

lequel de ces groupes correspond i P,, on a besoin de la proposition suivante :
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Proposition 3.3.3. Soit A - n tel que n 2 5 et XA# (1,1,..,1),(n). Alors, il
eriste o € Ap pour lequel X (o) = 0.

Preuve. Pour démontrer cela, on utilise la régle de Murnaghan—Nakayama. Cette
régle est une somme sur les rubans £ de A de longueur o4, o1 01 est la longueur du
plus grand cycle de o, et tels que A\ £ est le diagramme d’un partage de n — o7.
Si on trouve une permutation o € A,, pour laquelle on ne peut pas trouver de tel
ruban, on a alors que Xx(o) = 0. Pour ce faire. si on note r la longueur du plus

grand ruban de A, on doit traiter plusieurs cas, qui dépendent de la valeur de = :

1. Casl:r<n-—1:

I Si r est pair, il suffit de prendre un cycle de longueur r + 1, car on a

alors qu’il n’existe pas de ruban ayant ce nombre de cases.

IT Si r est impair, alors on peut choisir un cycle de longueur r + 2, pour

la méme raison.

2. Cas2:r=n—-1:

I Sir est pair (donc 7 est impair), alors encore une fois, on peut prendre

un cycle de longueur r +1 =n.

IT Sic’est n qui est pair, alors les cycles de longueur n ne sont pas dans A,.
Il faut donc un peu plus étudier cette situation. D’abord, on remarque
que dans ce cas, A est nécessairement de la forme (2 + u,2,1%) pour
u,v € N tels que u + v est pair. Aussi, X' = (2 +v,2,1*), et comme la
valeur des caractéres X et Xy ne différe que d’un signe, ils s’annulent
sur les mémes permutations, donc on peut supposer que u > v. On
remarque aussi que si £ est un ruban de longueur plus grande que u
tel que A\ £ est le diagramme d’un partage, alors la longueur de £ ne
peut qu’étre égale A r =u+v+3, u+ 2 ou v+ 2. On doit donc traiter

plusieurs cas, selon la valeur de u et v.
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u

Figure 3.1 Diagrainme de A=(2+4,2,1v)

Si u est pair, alors on peut prendre un cycle de longueur u + 1. En
effet, il est évident que u+1 S u+2 S u+ v+ 3, et comme u et
u + v sont pairs, alors v est pair, donc u+ 1 # v+ 2. Il n’y a donc
pas de ruban de longueur_ u+ 1 dans A, et donc le caractére est nul

sur une telle permutation.

Si u est impair et u, v > 3, alors on peut choisir un cycle de longueur
u + 4. En effet, dans ce cas, on a que u +4 S u+ v+ 3, et comme
u> v, alorsu+4 2 u+2 > v+ 2. Dong, il ne peut y avoir de

ruban de cette longueur, ce qui signifie que le caractére est nul.

Si u est impair, u > 5 et v = 1, alors on peut prendre une permu-
tation de structure cyclique (u, 5). On voit que dans ce cas, le seul
ruban £ composé de u cases est celui composé des cases les plus &
droite, donc A\ & = (2,2, 1). Par la régle de Murnaghan-Nakayama,
on a alors (en notant la permutation par sa structure cyclique)
Xa((u, 5)) = X(2,2,1)((5)). Comme il n’existe pas de ruban de 5 cases

dans (2,2,1), ces deux caractéres sont nuls.

Siu=3et v=1, alors on peut prendre une permutation de struc-
ture cyclique (2,2, 14). Comme u et v sont fixés, on peut facilement

vérifier par calcul que X 52,1y est nul sur une telle permutation.
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S —
m—1

Figure 3.2 Diagrame de A = (m,1"™)

(e) Siu=1etwv=1,il suffit de considérer une permutation de struc-
ture cyclique (2,2, 1%). On peut également calculer directement que

X(3,2,1) vaut 0 sur une telle permutation.

3. Cas 3 : » = n : Dans ce cas, on a alors que le partage lui-méme est un ruban,
donc A = (m,1"™™) pour 2 < m < n—1 (car on a supposé que A # (1"), (n)).
Encore une fois, par le lien entre le caractére d’un partage et de son conjugué,
on peut supposer que m — 1 > n — m. Encore une fois, on a plusieurs cas

possibles, qui dépendent de m.

I Si m est impair, alors on peut prendre un cycle de longueur m, car il
n’existe aucun ruban £ ayant m cases tel que A\ £ soit le diagramme

d’un partage.
IT Sim est pair et n —m > 2, alors pour la méme raison, on peut prendre

un cycle de longueur m + 1.

IIT Si m est pairet n—m =1, alors il suffit de prendre une permutation
de structure cyclique (m — 2,2,1) (ce qui est toujours possible, car on
a supposé n > 5). En effet, on a qu’alors, A = (m, 1), et on sait par
la proposition 1.3.1 que X(m,;) est égal & un de moins que le nombre
de points fixes de la permutation. Comme une permutation de cette

structure cyclique n’a qu’un point fixe, on a bien que Xy 1) est nul sur
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une telle permutation.

O

Avec cette proposition et le fait que P, est un sous-groupe normal, on peut déter-

miner quel est cet ensemble :

Proposition 3.3.4. Soit A&k n tel quen > 5 et A # (1,1,...,1),(n). Alors, Py

est le sous-groupe trivial de G,,.

Preuve. On rappelle qu'un élément 7 est dans P, si et seulement si pour tout

o€ G,
Xx(o) H Cioi) = Xa(oT).

i=1
En particulier, en posant 0 = 7~! et en considérant le fait que le caractére de
l'identité n’est jamais nul, on remarque que X(77*) # 0. Comme le caractére est

une fonction centrale et que 77}

est conjugué a 7, on a que X(7) # 0 pour tout
T € P,. Par la proposition précédente, on ne peut donc pas avoir que A,, C Py, et
comme ce sous-groupe est normal et que n > 5, il faut que P, soit le sous-groupe

trivial de &,, O

Donc, la seule permutation 7 pour laquelle il existe une matrice C de taille n x n
telle que pour tout o € G,,
n
Xx(o) H Ciai) = XaA(0T).
i=1
est 'identité. Comme on a que 7 = 747, cela signifie que 73 = 75 *. En utilisant

ce fait avec le théoréme 3.3.1, on déduit le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.5. [P. Coelho] Soit A F n, ot n > 5 et A # (1,1,...,1),(n).
Alors, T € G(imm,) si et seulement si T € D(E ® F) X &, x Zs, donc T(X) =
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CxP,XP,-1 ouT(X) = Cx*P.XTP,-1, et si pour tout ¢ € &, tel que X»(c) # 0,

on a

H Cio(i) = L.
i=1

On veut étudier un peu plus ces équations. Si on considére les n! équations, donc

si on enléve la condition que le caractére soit non-nul, on a le lemme suivant :

Lemme 3.3.6. Soit C = [c;;] une matrice de taille n x n telle que pour tout

oc€GB,, ona

Hcia(i) =1
i=1
Alors, il existe ay, ..., a4, b1, ..., by, € C tels que (H ai) (H bj) =1 et ¢;; = a;b;

i=1 j=1
pour tout 1, j.

Preuve. Par les équations, on remarque que pour tout o,7 € &,,, on a

H Cko(k) = H Ckr(k)-
k=1 k=1

En particulier, pour toute transposition (il), on peut poser 7 = o - (il), et en
enlevant les facteurs communs dans I’équation ci-haut, on obtient ci,g)Cioqy =
Cio(1)Clo(i) PoUr tout 0 € G,. Sion posel =1et o tel que o(1) =1et o(i) =5 # 1,

on a ¢jciy = circyy. Cette derniére équation est également vraie lorsque i = 1 ou
Gi1

C14 .. .
J = 1. On peut donc poser ¢;; = Qc1 1 pour tout 7, 7. En définissant a; = — et
i
b; = c15, on a bien que ¢;; = a;b;. Si (Ha,) (Hb ) = a # 1, alors il suffit
i=1

de diviser les a; par a et multiplier les b; par le méme nombre pour obtenir le

résultat voulu. O

Donc, une matrice C satisfaisant la condition de ce lemme est dans le groupe

T(GL(E) x GL(F)) en tant que matrice diagonale de GL(E® F). Cela signifie que
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C*X = AXB, ot A, B sont des matrices diagonales telles que det(A) det(B) = 1.
Mais comme on utilise moins d’équations dans le théoréme 3.3.5 que dans le
lemme précédent, il peut exister des matrices C satisfaisant le théoréme, mais

n

pour lesquelles il existe o € &,, avec X (o) =0 et H Cio(i) # 1. Ke Ye (Ye, 2012)
i=1

a montré que lorsque A n’est pas symétrique (i.e. n’est pas égal & son conjugué),

ce n’est pas le cas :

Théoréme 3.3.7. Soit AF n, ot n > 5, A n'est pas symétrique et n’est pas égal
a (1,1,...,1) ou (n). Alors, G(imm,) = T(GL(E) x GL(F)) x &, x Z;, donc
T € G(imm,) si et seulement si T(X) = APXP'B ou T(X) = APXTP-1B,
ot P est une matrice de permutation et A, B sont des matrices diagonales telles

que det(A) det(B) = 1.

Les stabilisateurs des immanants associés & des partages symétriques sont des
groupes plus grands que cela, mais ne sont pas connus en général. On remarque
aussi que dans le cas non-symétrique, G(imm,) est inclus dans le stabilisateur du

permanent.

3.4 Les immanants et I'hypothése de Valiant

Les immanants peuvent étre utilisés pour résoudre ’hypothése de Valiant, puis-
qu’ils sont une généralisation du déterminant et du permanent. On veut savoir
quelles suites d’immanants ont une complexité prés du permanent, c’est-a-dire
qui sont VINP-complétes, et lesquelles sont dans VP, tout comme le détermi-
nant. Les suites qui ne sont dans aucun de ces cas sont aussi trés intéressantes,
car elles peuvent étre vues comme des intermédiaires (en termes de complexité)
entre le déterminant et le permanent. A I’instar de ces derniers, on note immy(A)
le nombre complexe obtenu en évaluant cet immanant en A = [a;;] € C**™. On

veut donc savoir en combien d’opérations on peut évaluer ces nombres pour une
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matrice A quelconque.

Par la proposition 2.1.3, on a que si (imm,)) est une réduction de (det,), alors
cette suite est dans VP (et méme dans VP, la classe de complexité pour laquelle
le déterminant est une suite compléte). Pour prouver qu’une suite d’immanants
est dans VP, on peut également trouver un algorithme qui la calcule en temps
polynomial, ce qui est beaucoup plus facile 4 faire. Aussi, le corollaire 2.1.4 permet
de voir que (imm,)) est VINP-compléte si et seulement si (perm,,) < (immjyn),

c’est-a-dire que le permanent en est une réduction.

Le premier & avoir sérieusement considéré la complexité des immanants est W.
Hartmann (Hartmann, 1985). Puis, les premiers résultats .intéressants pour la
conjecture VP vs VINP sont découverts par Biirgisser (Biirgisser, 2000). Tout
d’abord, il faut définir des suites d’immanants qui, comme les suites (det,) et
(perm,,), sont dans VNP (et possiblement dans VP). Soit (imm,)) une suite
d’immanants. Comme on sait que (det,) et (perm,,) sont dans VNP, on peut
supposer qu’au minimum, une suite d’immanants est dans VNP si |A\(™| croit de
facon linéaire. Le théoréme suivant, di & Biirgisser, montre qu'’il suffit de supposer

que cette croissance soit polynomiale :

Théoréme 3.4.1. Soit (immym) une suite d’immanants telle que |A™| = m(n).
Sim(n) est une fonction bornée supérieurement par un polynéme, alors (immy )

est dans VNP.

On a donc une grande famille de suites d’immanants qui sont dans VINP.

On appelle les partages en forme d’équerre les partages de la forme X\ = (7,17 7%)
n pour ¢ = 1,..,m. On note imm;, = immgin-#y. On a que immy, = det,

et imm,, = perm,. Il s’agit donc d’une généralisation du déterminant et du
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permanent totalement ordonnée. Une autre généralisation simple est la famille des
immanants associés aux partages rectangulaires, c’est-a-dire les partages m® - ms
composé de s parts de longueur m. Le cas m = 1 correspond au déterminant et
le cas s = 1 correspond au permanent. Dans son article, Biirgisser a montré les

résultats suivants.

Théoréme 3.4.2. Soit (imm;,.,) une suite d’immanants associés & des partages
en forme d’équerre.

1. 8%l existe k € N tel que i, < k pour tout n € N, alors (imm;_,) € VP.

2. 8l existe des constantes c,e > 0 telles que en® < i, (& partir d’un certain
rang), alors (immy_.,) est VNP-compléte.

Soit aussi (immy,s=) une suite d’immanants associés a des partages rectangulaires.
3. il existe des constantes c,e > 0 telles que cn® < m,, (G partir d’un certain
rang), alors (imm,,en) est VINP-compléte.

-~

A T’aide de ces résultats, il émit la conjecture suivante :

Conjecture 3.4.3. Soit A® = (A™ A, ...,/\g“)) une suite de partages. Si |A™]
est borné supérieurement par un polynéme et qu’il existe des constantes c,e > 0

telles que cn® < ,\§") pour tout n € N, alors imm, ) est VINP-compléte.

Puis, Jean-luc et Ranee Brylinski (Brylinski et Brylinski, 2003) prouvent cette
conjecture dans une grande variété de cas. Soit p = max¥_; {\; — Aip1} (00 Aggy =
0); on appelle ce nombre la séparation de A. Par exemple, la séparation d’un
partage en forme d’équerres (i, 1) est ¢ — 1 et celle d’un partage rectangulaire

m?® est m. On retrouve le théoréme suivant dans leur article :

Théoréme 3.4.4. Soit \™ une suite de partages et p(n) la séparation de A\(V. Si
[A™)] est borné par un polynéme et qu’il existe des constantes c,e > 0 telles que

en® < p(n) pour tout n € N, alors imm,x) est VINP-compléte.
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Voici comment ils prouvent ce théoréme. D’abord, on doit définir les matrices

suivantes pour tout entier q :

(10 -~ 0 11 -+ 1
03 --0 11 1
Dg=1| 7 . | Re=
1
0 0 aJ 11 1
[ 1 1 0 e 0
_1 1 2 0
Tq= : : : )
(D72 (D7 ()7t e g1
(D (=172 ()R e ]

Hy= D,R; E, = D/[T,.
La raison pour laquelle on considére ces matrices est la proposition suivante :

Proposition 3.4.5. Soit g€ N et B+ q. Alors :

1. perm,(Hy) = 1 et immg(H,) = 0 si 8 # (q);
2. dety(E,) =1 et immg(E,) =0 si 8 # (19).

Preuve. Pour les deux cas, il faut d’abord remarquer (ce qui se fait aisément) que
pour deux matrices carrées D, A de méme dimension g, si D est diagonale et que le
produit de ses éléments diagonaux est d, alors pour tout 3} ¢, on a immg(DA) =

d immg(A). En particulier, si la matrice diagonale est D,, alors immg(D,A) =

aimm,g(A). Aussi, on note, pour toute matrice M, fr(M) = myx1)Man(2)...Mgr(q),
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de telle sorte que
immg(M) = ) xs(m) fn(M).
TEG,
1. Par ce qui précéde, immg(H,) = immg(DyR,) = aimmﬂ(Rq). Aussi, on a que

pour tout w € &, fr(R;) = 1. On a donc :
- 1 .
immg(H,) = almmﬂ(Rq)

1
= > Xp(m) fx(Ry)

weG,

1
=azxﬂ(7f)'1

weG,

1
= =D Xp(m)Xq)()

q'ﬂeGq
= (X8, X(9))

Comme il s’agit du produit scalaire de caractéres irréductibles, on obtient bien
que immg(H,) = 0 pour tout partage 8 I ¢ qui n’est pas (q), et immgy(H,) =
perm,(H;) = 1.

1
2. On a immg(E,;) = immg(D,T,) = aimmﬂ(Tq). Pour calculer immg(Ty), il faut
utiliser des notations supplémentaires. On note O, C &, les permutations de

décomposition cyclique & = (ay, ..., a,) - g. Puis, on pose, pour 7 € O, :

Fo(Ty) = Z fw(Tq)§

TE€EQDq

Xg = Xp(m);

sgn(a) = sgn(w).
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Avec ces notations, on a que immg(T,) = ZX;F,,(T,,).
atq

On va d’abord montrer que F,(T,) = |O,| sgn(a). Pour débuter, il faut remarquer
que les seuls cas ou f(T;) # 0 sont les cas ot il n’existe aucun ¢ tel que w(3) > i+2.
On peut se convaincre facilement que ceci est équivalent a dire que 7 peut s’écrire
comme un produit de cycles disjoints de la forme 6; ; = (i + 1,7 + 2,...,i + s). De
plus, en observant T}, on remarque qu’un cycle de cette forme contribue par un

facteur (i + 1)(i + 2)...(i + s — 1)(=1)*"1 & f(T,).
Soit
P(a) = {p = (p1,p2, ---»Pr) | p est un réarrangement des termes de a}.

Alors, si fr(T,) # 0 et m € O,, il existe un unique p € P(a) tel que 7 =

00.p19p1,p2-+-Op1 42 +...+pp—1,p-- ON & donc que :
fr(T)=1-2---(pr = D)(=1)""Ypy + 1) - -+ (p1 + p2 — 1)(=1)P*" ...
w1 e o+ 1) (py + o+ pr — 1)(=1)PE
q!
- pi(py + p2)-..(p1 +p2 + ... + pr
On peut en conclure que :

Fu(T) = 3 £o(Ty)

TE€EOD

)sgn(w)

> q!
B sgn(c)
pEP(a) pi(p1 +P2)--.(p1 +p2t... —I—pr)

Pour obtenir que Fo(T}) = |Oq|sgn(e), il faut donc montrer que

q!
Ol = .
I l Z pl(pl +p2)...(p1 -I—pz—l—...—l—p,.)

pEP(a)

Soit m € Oy quelconque et o = (t,t2,...,¢,) un de ses cycles disjoints. On note

max(o) = max{ty, 2, ...,ts}. Puis, on réécrit le cycle pour que max(o) = t,. Avec
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cette notation, on voit que quite & renumeéroter les cycles, il existe une unique fagon
d’écrire ™ = 0103...0, de telle sorte que max(o;) < max(o3) < ... < max(o,). Si
on note p; la longueur du cycle o3, alors on a p = (py, p2, --., pr) € P(c). Soit O, (p)

les éléments de O, pour lesquels on obtient p par cette méthode. On a 'union

disjointe O = || Oa(p), et donc |Oa| = Y |Oal(p)].

pEP(a) pEP(a)

Si on montre que

q!
pi(p1+p2)...(pr+p2+ ... +0r)

|0a(p)| =

on obtient alors le résultat voulu. On peut remarquer que ceci est vrai en écrivant
7 = 0103...0, € Ou(p) en tant que mot, c’est-a-dire sans y mettre les parenthéses
distinguant habituellement les cycles. On obtient alors un mot w = wyw,...w, tel
que chaque entier de 1 & g apparait une et une seule fois et tel que pour tout
k € {p1,p1 + p2,.-,P1 + P2 + ... + pr}, o0 a wy = max{w;, ws,...,wx}. De plus,
chaque mot de cette forme correspond & un unique élément de O,(p). Mais on

peut voir qu’il y a g! mots u = ujus...u, composés une et une seule fois des entiers

1 1
entre 1 et g, parmi lesquels — = d’entre eux sont tels que
q pitp2+t..+pr

Upy+pg+...tpr = max{uy, uy, ..., up1+p2+---+pr};

q 1
parmi ces mots, ily en a d’entre eux tels que
P1+p2+t...+pr P1+p2+t ...+ Pra

Upytpg-totpror = MAX{UL, Uz, oo, Upytpgbotpros 15

et ainsi de suite. En répétant cela r fois, on obtient bien que

q'

Oa = ’
) = o T ) T F ot P)

ce qui est la derniére étape pour prouver que F,(T,) = |O4]sgn(a).
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Avec tout ce qui précéde, on obtient alors :

1
immg(E,) = aimmﬂ(Tq)

1
- ?Z X§Fa(T,)

" atgq

1
= — 3 [0ul Xgsgn(a)

T atq

1
=~ Z Xp(m) X a9)()

q. 1I’€Gn

= (Xp, X(19))

Encore une fois, comme il s’agit du produit scalaire de caractéres irréductibles,
on obtient bien que immg(E,) = 0 pour tout partage S I g qui n’est pas (19), en
quel cas on a immyq)(E,) = dety(Ey) = 1. O

Pour démontrer le théoréme 3.4.4, il faut également le lemme suivant :

Lemme 3.4.6. Pour deuz matrices carrées A et B de tailles respectives p X p et

q X q, on constdére

A DO
A®B=
0 B

la matrice diagonale par blocs de taille n X n (ot n = p—+q). On a alors que pour

tout A\ n,
immy(A® B) = Z cpimm, (A)immg(B)

atp, BFq

ot chg est la multiplicité de Vy dans la représentation Indg;'xsan ® Vs.

Preuve. Si on reprend la notation de la proposition 3.4.5, alors immy(A @ B) =

Z Xx(0) fo(A ® B). On remarque facilement que les f,(A & B) sont toujours

Uesn



63

nuls, sauf dans le cas ol o est dans le sous-groupe &, x &,. On peut alors noter
og=7m,ouT € S,et €S, et onaalors f,(A® B) = f-(A)f=(B) (en ajustant

les indices).

On veut maintenant calculer X\(7m) en terme de 7 et . D’abord, on sait que les
représentations irréductibles de &, x &, sont de la forme Vo, ®V3, 0l a t-pet B | g.

Donc, il existe des coefficients c} 4 tels que Resg:xsq(V,\) = @ 5 Va®Vp. Donc,

atp,ftq
par le théoréme de réciprocité de Frobenius et la théorie des caractéres :

céﬁ = (Resg:xﬁq (XA)’ XVa®Vﬂ)
= (Resgrye, (X2), XaXp)

= (X, Ind$", 6. (XaX3))

Donc, ces coefficients correspondent & la multiplicité de V) dans Indg:xeq (Va®
Vg). Aussi, le caractére de cette représentation induite est le méme que celui
de la représentation originale pour les éléments de &, x &,, donc X)(r7) =

Z chsXa(T)Xp(m). On a alors que :

akp,fq

immy (A ® B) = Z Xa(o)f-(A® B)

€S,

= Y Xa(rn)fm(A©B)
TES; XG4

= (Z Cﬁaxa(T)Xa(W)> f=(A) f=(B)
TnEGpxGq \akp,Brq

= Y X X AXs(m)f(B)
TES XS4 ab-p,fq

= Z czﬁimma(A)immﬁ(B)
abp, fq .

Ce qui est bien le résultat voulu. O
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Finalement, avec ces régles, on peut démontrer la proposition suivante, centrale

pour la preuve du théoréme 3.4.4 :

Proposition 3.4.8. Soit A+ n et ¢ < n. Alors, on a les réductions suivantes :

1. Z imm, < immy
aEBHy())

2. E imm, < immy
a€EBVy())
Preuve. Soit A une matrice carrée d’ordre n — ¢. Pour la premiére réduction, on
considére la matrice A @ H,. En considérant la proposition 3.4.5, le lemme 3.4.6

et les régles de Pieri, on a :

immy(A@® Hp) = D chgimme(A)immg(H,)
atn—gq, fq

= Z cz“(q)imma (A)perm,(H,)

alFn—q

= Z Cz(q)inuna(A) -1

alFn—g

= Z imm, (A)

aEBH,()\)

Comme ceci est vrai pour toute matrice A, on a bien que E imm, est une

a€EBH4(X)
réduction de immy. La deuxiéme se prouve de la méme fagon, en considérant la

matrice A @ E,. O

Grace a cette proposition, on a tous les outils nécessaires pour prouver que imm ()
est VNP-compléte lorsque la séparation des partages augmente de fagon polyno-

miale :
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Preuve du théoréme 3.4.4. On veut d’abord montrer que si on a un partage A =
(A1, A2, ..., Ax) | n dont la séparation est p = max®  {\; — \i11}, alors perm, <

immy.

Pour ce faire, il faut utiliser la proposition précédente en posant ¢ = A;. On
remarque facilement qu’il n’y a qu’une seule bande horizontale composée de ce
nombre de cases, et que la soustraire & A donne le partage A1} = (\g, A3, ..., Ax).
Donc, imm,q; < immy. Si on note Al = (A\;1, Aito, ..., At), alors en appliquant
la proposition a A{1}, on obtient que immy; < imm,g;. Comme les réductions
sont transitives, on peut en conclure que imm,2; < immy, et en utilisant le méme

argument pour tous les 7, on a que imm,; < imm,.

De fagon analogue, par la seconde partie de la proposition précédente, si A1 est
le partage X sans sa premiére colonne (la plus grande), alors imm,p < immy, et

si Al représente A sans ses ¢ premiéres colonnes, alors imm,y < imm,.

Soit j le premier entier tel que p = A\;—A;41. On vient de montrer que imm, ;-1 <
imm, (en posant A{®% = X au besoin). Si on pose 7 = AU~} alors on re-
marque facilement que 7+ = (p), le partage d’une seule composante. On a

donc perm, = imm_p»,,,) < imm, < imm,, comme voulu.
P T[ 741 ’

Par exemple, si A = (6,5,4,2,2,1), alors p = 2, et cette valeur est atteinte lorsque
j = 3. Dans ce cas, on a donc 7 = AU~} = (4,2,2,1), et 7P+ = 70 = (2), ce

qui est bien égal au partage (p).

Soit maintenant A(™ une suite de partages satisfaisant les conditions du théoréme :
|A()| est bornée par un polyndme, et si p(n) est la séparation de A™, il existe
des constantes ¢,e > 0 telles que cn® < p(n) (pour tout n € N). Pour montrer
que (immym)) est VNP-compléte, on sait par le corollaire 2.1.4 qu’il suffit de

montrer que (perm,) < (immy)). Par définition, cela signifie qu’il faut trouver
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une fonction ¢(n) qui est bornée supérieurement par un polyndme et telle que
perm,, < imm,q). Clairement, comme perm,,, < immyew), ceci est vrai en
prenant t(n) telle que p(t(n)) > n, car dans un tel cas, comme cn® < p(n), alors
t(n) < ;l:—n%, donc est bel et bien bornée par un polynéme. On a donc bien que

(immy)) est VINP-compléte. O

On connait également un autre résultat sur la complexité des immanants, di a
N. de Rugy-Altherre (de Rugy-Altherre, 2013). Pour I’énoncer, il faut définir un
autre polynome de S*(C™). Pour ¢ € &,, on note c(o) le nombre de cycles de
o (donc, si A F n est la structure cyclique de o, alors ¢(0) = £())). On définit le

fermionant de paramétre k comme étant le polynéme

ferm® = (—1)" Z (—k) ) z15(1yT20(2) - * Tro(n)
o€Gn

On remarque que si kK = 0, ce polynéme est nul, et si k¥ = 1, alors le fermionant
est égal au déterminant, car (—1)"*“®) = sgn(s). Donc, dans ces cas, la suite
(ferm¥),.en est dans VP. Mais dans son article, de Rugy-Altherre montre que ce

sont les seuls cas :

Théoréme 3.4.9. Soit k € Q\ {0,1}. Alors, (fermk),, est VNP-compléte.

On peut utiliser ce polynéme pour obtenir des résultats sur les immanants. En
effet, on remarque que la fonction o — (—k)°) est une fonction centrale sur &,,.
Par la proposition 1.1.6, on sait que I’on peut alors I’écrire comme une combinaison
linéaire des caractéres irréductibles du groupe symétrique. Cela signifie que 1'on
peut écrire le fermionant comme une combinaison linéaire des immanants. Plus
précisément, en notant AX I’ensemble des partages de n ayant au plus k colonnes,

on a le lemme suivant, di & Mertens et Moore (Mertens et Moore, 2013) :

Lemme 3.4.10. Soient n et k deuz entiers. Alors pour tout A € A%, il eziste des
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constantes dyy, € N telles que

fermﬁ= E dy xkimmy
AEAE

Preuve. D’abord, soit V' un espace vectoriel de dimension k. Alors, la fonction o —
k) est le caractére de I’action naturelle de G, sur V®". En effet, soit {v1, ..., v¢}
une base de v. Alors, les vecteurs de la forme v;, ® --- ® v;, (i1,--- ,in € [k])

forment une base de V®", et 'action de ¢ sur cette base est
o (viy ® - ®v,) = Vo—1(i) @ ** * ® Vo—1(in)-

Donc, comme c’est une action qui permute les vecteurs de la base, sa trace est
égale au nombre de vecteurs qui sont invariants par cette action. Si (j; - - j¢) est
un cycle de o, alors un tel vecteur doit &tre tel que ¢;, = --- = i;,. Chaque cycle de
o ajoute une suite d’égalité comme celle-ci, et dans chaque suite, on peut y mettre
n’importe lequel des k vecteurs de la base de V'; on a donc bien k%) vecteurs

invariants par I’action de o.

Par la dualité de Schur-Weyl, on connait la décomposition de V®" en tant que

représentation de &, x GL(V) :

ver = P Vae SV).
An
<k
En notant dy la dimension de S*(V), on a donc qu’en tant que représentation

de G,, on a

n ©dy,
ver= @ 1wt
A-n
e(M<k

Au niveau des caractéres, cela donne

@) — Z dax X (o).

AbFn
L)<k
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On considére maintenant V®" ® Vi« en tant que représentation de &, (au sens de
la proposition 1.2.6). Par la proposition 1.3.1 et le fait que (—1)"t(®) = sgn(o) =

X1n(c), son caractére est (—1)*(—k)°(°). En utilisant I’équation précédente, on a

(-D*(=k)* = | Y drxXa(o) | sen(o)
a0 2k

Z dxx (Xa(o)sgn(0))

02k

= Z dy x Xx (o),

A-n
LM<k

Il

ou la derniére égalité est due au fait que X sgn = X,. Comme la somme est sur
les partages ayant au plus k lignes, leur conjugué ont au plus k colonnes, donc on
a que les X sont dans AX. Tout ceci donnne alors que

fermﬁ = (-1)" Z (_k)c(a)zla(l)$2a(2) *** Tng(n)
oc€Gn ’

= Z Z dy k Xx(0) | T10(1)%20(2) * * * Tro(n)

o€C, Al-n
() <k

= Z Z dx . XA(0)T10(1)T20(2) * * * Tno(n)
0€Gn AeAk

= :E: d&khnxnk
AEAE

Ce qui est bien le résultat voulu. O

Les nombres dy; peuvent se calculer facilement, & I’aide d’une formule qui res-
semble a la formule des équerres permettant de calculer la dimension des repré-
sentations de G, et que I'on peut retrouver dans (Landsberg, 2012). Sachant
cela, et 4 P’aide de ce lemme et du fait que le fermionant est VNP-complet, de

Rugy-Altherre réussit & prouver le théoréme suivant :
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Théoréme 3.4.11. Soit \™ une suite de partages telle qu’il existe k > 2 bornant
supérieurement la premiére part de A, et pour laquelle il existe une constante
a > 0 telle que an < |XM™| (autrement dit, la largeur de tous les partages est

bornée par k et le nombre de cases augmente au minimum de fagon linéaire).

1. Si le nombre de cases a droite de la premiére colonne est bornée par une

constante, alors (imm,)) est dans VP ;

2. Sl existe des constantes c,e > 0 telles qu’il y a au moins cn® cases d
droite de la premiére colonne (& partir d’un certain rang), alors (immy,)

est VNP-compléte.

Pour conclure, malgré tous ces résultats, il reste beaucoup de chemin a faire pour
comprendre la complexité de toutes les suites d’immanants. D’abord, la suite
d’immanants associée & des partages de la forme (n,n —1,...,1) (donc en forme
d’escaliers) est supposée VINP-compléte, mais on ne sait pas le prouver ; une telle
preuve ménerait, selon Biirgisser, & une preuve de sa conjecture. Aussi, pour la
plupart des résultats énoncés, les suites sont dans VP si elles différent du détermi-
nant par une constante, et sont VINP-complétes si cette différence croit de fagon
polynomiale. Mais qu’en est-il si ce nombre augmente de fagon logarithmique ? 11
'n’existe méme aucune conjecture pour de telles suites, ce qui les rend & la fois

intriguantes et intéressantes pour la suite de cette théorie.

3.5 Complexité déterminantielle des immanants

On a remarqué que 'on peut utiliser la complexité déterminantielle dans le cadre
du probléme VP = VNP. Il est donc pertinent de se demander quelle -est la
complexité déterminantielle des immanants. Mais contrairement au déterminant,
les transformations linéaires qui préservent les autres immanants ne permettent

pas de simplifier significativement une matrice en une autre plus simple ayant le
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méme immanant, ce qui faciliterait la tache. En fait, on ne connait la valeur exacte

de cd(imm,) que pour det,, perm, et perms.

Soit la matrice

0 2217 0 —zo0 0 —2935 O ]
0 1 z O 0 0 0
zz3 O 1 0 0 0 0
0 0 O 1 x5 O 0
zz;z 0 O 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1z
732 0 0 0 0 0 1

Alors, on peut vérifier que le déterminant de cette matrice est immy;, donc
cd(immg)) < 7. On s’attend & ce que les suites d’immanants qui sont dans
VP aient une complexité déterminantielle bornée supérieurement par un poly-
nome. Cependant, cela n’est siir que si la suite est dans VP, mais méme pour
(immg,_1,1)), on ne sait pas si cela est vrai. En fait, & ma connaissance, méme dans
ce cas, personne n’a trouvé de matrice de dimension (2" —1) x (2" —1) (ou moins)
dont le déterminant est imm,_, 1), alors qu’on sait le faire pour le permanent, qui
est VNP-complet. C’est donc que la complexité déterminantielle des immanants
est encore trés peu connue, tout comme cellé du permanent. On doit donc utiliser

d’autres techniques pour savoir si une suite d’immanants est dans VP ou dans

VNP.

On connait une borne inférieure a la complexité déterminantielle de imm_1,),

due & U. Heide-Jgrgsensen (Heide-Jgrgsensen, 2012) :

Théoréme 3.5.1. 1‘3_2"—“ < cd(immg 1n-2)).

La preuve de ce théoréme est basée sur des notions de géométrie algébrique. Donc,

méme pour immanant qui est le plus prés de det,, on ne connait qu’une borne
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inférieure quadratique et une borne supérieure au moins exponentielle, tout comme
le permanent. Ce cas est donc trés intéressant pour le probléme VP = VNP, car
malgré sa ressemblance avec le déterminant et le fait qu’on peut le calculer en un
temps polynomial, on ne sait pas le décrire efficacement en tant que réduction du

déterminant.

3.6 Géomeétrie et immanants

Dans la théorie géométrique de la complexité, Mulmuney et Sohoni étudient les

surfaces

Det, = GL(C™) - [det,] et

Perm™ = GL(C"*) . [¢»~™perm,,,].

On peut alors tenter de généraliser ces cas en analysant les variétés projectives

ImmY = GL(C™) - [f»~™imm,]

pour A F n. A ma connaissance, ces variétés n’ont jamais été étudiées. La raisbn
en est une de symétrie. En effet, un résultat classique est que le déterminant
est caractérisé par ses symétries, c’est-a-dire que si un autre point de .S’"(C"z)
est invariant par G(det,), le stabilisateur de detn, alors ce point est un multiple
scalaire du déterminant. On peut montrer que le permanent I’est aussi (Landsberg,

2015).

Pour les autres immanants, on a énoncé plus ilaut un résultat de Ke Ye stipulant
que le stabilisateur est le méme pour tous les immanants associés a des partages
non-symétriques. Ils ne sont donc pas caractérisés par leurs symétries. Mais un
des principaux outils de la théorie géométrique de la complexité est d’étudier les

fonctions GL(C"") — C qui sont constantes sur les groupes de symétries du
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polynéme étudié, et ceci n’est efficace que pour les points caractérisés par leurs

symétries (Landsberg, 2016).

Cependant, on sait par un autre résultat de P. Coehlo (Coelho et Duffner, 2006)
que pour n > 5, il n’existe aucune transformation linéaire qui transforme un

immanant en un autre. Plus précisément, on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.6.1. Soient deur partages \,p - n (n > 5) tels que X\ # p et
A p & {(A™),(n)}. Alors, il n'existe aucune transformation linéaire et surjective

T :C” — C™ telle que pour toute matrice A, immy(T(A)) = imm,(A).

On peut conclure de ce théoréme que pour n > 5, les variétés Imm}’ sont toutes
distinctes. Cela signifie que si I’on trouve une fagon d’étudier ces variétés, on aura
possiblement un autre outil dans la théorie géométrique de la complexité, car on
pourra comprendre la différence entre les variétés associées & des immanants qui

sont soit dans VP ou soit VNP-complets.

Finalement, on peut tenter d’utiliser cd(imm,), la complexité déterminantielle au
bord des immanants. Cela est encore plus difficile & trouver que cd(imm,), mais
si on y arrive, on peut ensuite tenter de situer les Imm} qui sont a l'intérieur de

la variété Det,, pour mieux les comprendre.






CONCLUSION

Aprés “avoir fait un rappel de la théorie de la représentation, on a considéré I’hy-
pothése de Valiant VP vs VNP sur la complexité des suites de polynomes. On
a remarqué que ce probléme est éﬁuivalent 4 déterminer si le permanent est dans
VP. Comme le déterminant est dans cet ensemble, on I’a utilisé pour énoncer une
hypothése un peu différente de celle de Valiant, et qui consiste & déterminer si
la complexité déterminantielle du permanent peut étre bornée par un polynome.
Puis, on a vu une autre variante de I’hypothése de Valiant, qui se nomme la théorie

géométrique de la complexité et qui considére les variétés Det,, et Perm,,.

Ensuite, on a donné la définition des immanants, et on les a caractérisés en tant que
points de S*(C™*) = S*(E ® F), pour ensuite remarquer qu’ils forment une base
du sous-espace stable par (T(E) x T(F)) x G,,. Puis, on a étudié les propriétés
du stabilisateur des immanants, pour les décrire complétement dans le cas des
partages non-symétriques. On a ensuite considéré certaines suites d’immanants,
et on a énoncé plusieurs résultats sur leur complexité. On a aussi démontré le
théoréme de Brylinski stipulant que si une suite d’immanants est telle que sa
séparation croit au minimum de fagon polynomiale, alors elle est VINP-compléte.
En terminant, on a étudié le lien entre les immanants et les variantes de I’hypothése

de Valiant.

On a énoncé plusieurs conjectures ou problémes ouverts dans ce texte concernant
les immanants. D’abord, il serait bien de trouver le stabilisateur des immanants
associés a des partages symétriques. En plus d’étre nécessaire pour bien les com-

prendre, on pourrait trouver une suite d’immanants caractérisés par leurs symeé-
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tries, ce qui permettrait d’utiliser la théorie géométrique de la complexité. On
peut cependant utiliser cette théorie si on trouve une fagon d’étudier les variétés
ImmY. Plus particuliérent, il serait intéressant d’étudier la variété Immz;,l,._z),
afin de comprendre en quoi elle différe de Det,. Cela aiderait a trouver la com-
plexité déterminantielle au bord de imm3 1n-2), qui demeure inconnue malgré sa
ressemblance au déterminant. Mais avant cela, il faudrait trouver la complexité
déterminantielle de cet immanant, en trouvant une matrice de taille raisonnable
dont le déterminant est ce polynéme. La résolution de n’importe lequel de ces pro-
blémes aiderait & résoudre ’hypothése VP vs VNP, et donc ultimement, mieux

comprendre la complexité des polynémes.



VP,,, 28, 56
NP, 19

P, 19

VNP, 22
VP, 21

action, 3

stable, 4
action naturelle, 11
algebre du groupe, 8

algébre extérieure, 17

bande horizontale, 64

bande verticale, 64

caracteére, 5

circuit arithmétique, 21

circuit faiblement asymétrique, 28

coeflicients de
Littlewood-Richardson, 64

complet,compléte, 25

complexité déterminantielle, 26

au bord, 31

décomposable, 4
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déterminant, 20
de Vandermonde, 13
diagramme de Ferrers, 9
case, 9
colonne, 9

ligne, 9
expression déterminantielle, 26

fermionant, 67
fonction

centrale, 6
fonctions affines, 24

Frobenius, formule de, 13

groupe
réductif, 4

symeétrique, 8
hauteur, 14

immanant, 36
indécomposable, 4

irréductible, 4

lemme de Schur, 4
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longueur d’équerre, 11

morphisme de représentations, 3

partage, 8
conjugué, 9
longueur, 9
parts, 9

symétrique, 55

partages en forme d’équerre, 56

partages rectangulaires, 57
permanent, 22
permutations, 8
polynoéme

somme de puissances, 13
probléme du déterminant, 20
produit d’Hadamard, 47
puissance extérieure, 17

puissance symétrique, 16

réciprocité de Frobenius, 7

réduction, 24, 56

régle de Murnaghan-Nakayama, 13,

14

représentation, 3
induite, 6
réguliére

i droite, 8

a gauche, 7
restriction, 7
signature, 11
standard, 11
triviale, 11

ruban, 13

séparation, 57
sous-espace de poids trivial, 17, 40
sous-représentation, 4
stabilisateur, 46
structure cyclique, 8
symétrie

caractérisé par, 72

symétriseur de Young, 10

tableau de Young, 9
standard, 9
taille de I'instance, 19

temps polynomial, 19
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