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RESUME

Dans ce mémoire nous nous intéressons a des méthodes d’estimations robustes de
la pente de la droite de régression linéaire simple ainsi que du paramctre d’échelle de
la densité des erreurs en présence de valeurs aberrantes dans 1'échantillon de données.
Une revue des méthodes d'estimations des parametres de la droite de régression est
présentée. Nous y analysons numériquement les différentes méthodes afin de décrire le
comportement des estimateurs en présence d’une valeur aberrante dans I'échantillon.
Une méthode d’estimation bayésienne est présentée afin d’estimer la pente de la droite
de régression lorsque le parameétre d’échelle est connu. Nous exprimons le probléme
d’estimation de la pente de la droite de régression en un probleme d’estimation d’un pa-
rametre de position, ce qui nous permet d’utiliser les résultats de robustesse bayésiennce
pour un parametre de position. Le comportement de cet estimateur est ensuite étudié
numériquement lorsqu’il y a une valeur aberrante dans l'échantillon de données. Enfin,
nous explorons une méthode bayésienne d’estimation simultanée du parametre d’échelle
et de la pente de la droite de régression. Nous exprimons le probléme comme une estima-
tion des parametres de position et échelle méme si les résultats de robustesse bayésienne
pour ce cas ne sont pas encore publiés. Nous étudions tout de méme le comportement
des estimateurs de fagon numérique.

MOTS CLES : Régression linéaire, inférence bayésienne, robustesse, valeurs aber-
rantes, densités & ailes relevées, densités GEP (Generalized exponential power), p-
credence.



INTRODUCTION

La régression linéaire simple est un outil couramment utilisé dans plusieurs domaines
avec le but de modéliser la relation existant entre deux variables d’intéréts. La technique
consiste a faire passer une droite de fagon a ce qu’elle se rapproche le plus possible de la
tendance linéaire décrite par les données en estimant les parametres de la droite. Toute-
fois, lorsque certaines observations dévient de fagon marquée de la trajectoire linéaire,
plusieurs méthodes d’estimations en sont affectées, produisant des droites plus ou moins
représentatives des observations. Ces données, appelées valeurs aberrantes, proviennent
souvent d’une saisie erronée des données ou d’une mauvaise technique d’échantillonnage,
par exemple. Plusieurs méthodes d’estimations ont été développées afin de limiter ou
de supprimer l'influence de telles valeurs. Lorsqu’elles y parviennent, on qualifie alors

ces méthodes de robustes.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la robustesse de méthodes d’estimations des
paramétres de la régression linéaire, incluant le parameétre de la pente de la droite
et le parametre d’échelle de la densité des erreurs. Plus particulierement, nous nous
intéresserons a un modele dont la droite passe par 1'origine. Au chapitre 1, la robustesse
d’estimateurs de la pente de la droite de régression et du parametre d’échelle est discutée
dans un contexte fréquentiste. A la section 1.2, nous débutons par analyse du cas
classique de ’estimation par la méthode des moindres carrés, ce qui est équivalent a
la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance en supposant la densité des
erreurs normale. La section 1.3 est consacrée a la classe d’estimateurs-M, une classe qui
englobe entre autres la méthode des moindres carrés. L'algorithme du processus itératif
permettant I'estimation des parametres y est discuté. Nous analysons la robustesse de
certains des estimateurs-M les plus répandus dans la littérature, tel que ’estimateur de

Huber, Andrews, des moindres valeurs absolues et bipoids de Tukey. Nous terminons



le chapitre 1 par la préscntation, & la section 1.4, de Pestimation par la méthode de la
droite résistante de Tukey, suivi d’une analyse du comportement de cet estimateur en
présence d’une valeur aberrante. Dans cette section, Uestimation est limitée a la pente de
la droite de régression étant donné que cette méthode n’est pas congue pour ’estimation

d’un parametre d’échelle.

Au chapitre 2, nous proposons une méthode d’estimation bayésienne robuste pour la
pente de la droite de régression lorsque le parametre d’échelle est considéré connu.
Les premieres sections de ce chapitre introduisent les différents contextes nécessaires
a I'application de la théorie sur la robustesse présentée a la section 2.5. Ainsi, a la
section 2.2, nous décrivons le contexte d’inférence bayésienne. Ensuite, les motivations
nous amenant & exprimer le probleme d’estimation de la pente de la droite de régression
en un probleme d’estimation d’un parameétre de position sont discutées & la section 2.3.
Nous présentons dans la section 2.4 un survol des différents ouvrages sur ’estimation
bayésienne robuste. La section 2.5 discute de la théorie sur la robustesse d’un parametre
de position dans un contexte bayésien. Entre autres, nous ¢numdérons des conditions
d’épaisseurs et de régularité que doivent satisfaire les ailes d'une densité a des fins de
robustesse. Ces conditions sont ensuite simplifiées grace & la notion de p-crédence a
droite et a gauche, permettant de caractériser les ailes d’une densité. A la section 2.6, l.a
robustesse de I'estimateur bayésien de la pente de la droite de régression est analysée en
présence d'une valeur aberrante dans I’échantillon. Deux densités ayant des ailes plus
relevées que celles de la loi normale sont considérées : la loi de Student et la loi GEP de

type V.

Au chapitre 3, nous étudions la méthode d’estimation vue au chapitre précédent, mais
en considérant le parametre d’échelle inconnu et aléatoire. Nous exprimons la régression
comme un probléme de position et d’échelle. La contribution originale la plus importante
de ce mémoire est d'avoir exprimé la régression, d’abord en un probléme de position
(avec échelle connue) puis en un probléme de position et d’échelle. Nous pouvons ainsj
analyser la robustesse de la régression a travers le prisme de la robustesse bhayésienne

ct arriver ainsi a unc régression bayésieune robuste reinarquable. La théoric concernant



Pestimation simultanée de la pente de la droite de régression et du parametre d’échelle
étant en cours de développement, 'approche adoptée consiste a explorer nuinériquernent
le comportement des estimateurs en présence d'une valeur aberrante. Dans la section 3.2,
nous présentons un contexte bayésien plus général que celui du chapitre 2. Le contenu
théorique de la section 3.3 est similaire & celui de la section 2.3, mais en y ajoutant un
parameétre d’échelle inconnu et aléatoire. Enfin, la section 3.4 explore de fagon numérique
la robustesse des estimateurs du parametre de la régression et du parameétre d’échelle a

I’aide des lois Student et GEP de type V.



CHAPITRE I

METHODES DE REGRESSION ROBUSTE

1.1 Contexte théorique

La régression linéaire simple consiste & ajuster une droite le plus fidélement possible & un

ensemble de données (z;,y;),4 = 1,...,n. Le modéle est défini par 'équation suivante :

i = o+ 0z +e, (1.1)

ou £; est un terme d’erreur. On suppose généralement que les erreurs sont des variables
aléatoires d’espérance nulle. Afin d’utiliser le modéle, on estime les paramétres de la
droite, c’est-a-dire I'ordonnée a 'origine « ainsi que la pente [, par a et b respectivement.
La méthode d'estimation des moindres carrés (MC) est la plus couramment utilisée et
ce, malgré qu’elle ait été développée au début des années 1800 (voir Rousseeuw et
Leroy, 2003). Cependant, au fil du temps, son utilisation fréquente a mis a jour une
de ses faiblesses. La méthode des moindres carrés n’est pas a l'abri d'une influence
négative, voire catastrophique, causée par une ou plusieurs valeurs aberrantes sur les
estimateurs des parametres du modele de régression. Cela se traduit généralement par
un trop grand poids donné aux observations s’écartant significativeinent de la tendance
générale de 'ensemble de points. On dit alors que la méthode n’est pas robuste aux
valeurs aberrantes. Dans cette section, nous décerirons quelques méthodes d’estimations
robustes. A I'aide d’un jeu de données, nous étudierons le comportement de ces méthodes

lorsqu’une valeur est aberrante tant en abscisse qu’en ordonnée. Bien que I'équation (1.1)



contienne deux paramétres (a et (), nous mettrons I'cinphase, dans ce mémoire, sur le

modele dont l'ordonnée a 'origine o est nulle, soit

yi = Ba; + &5 (1.2)

En effet, la méthode d’estimation robuste que nous proposons a d’abord été développée
pour estimer le paramétre du modéle (1.2). Il existe plusieurs méthodes d’estimations
robustes. Les méthodes qui seront décrites dans ce mémoire ne constituent pas une liste
exhaustive des techniques existantes. Les méthodes choisies I'ont été de facon subjective
et nous nous excusons aupres des auteurs des méthodes dont nous ne traiterons pas.
Notons tout de méme, parmi ces méthodes, celle de la droite de la moindre médiane
(«least median of squares», Rousseeuw, 1984) et de la droite la plus profonde («deepest
line», Rousseeuw et Hubert, 1999). Dans le cas de la technique de la droite de la moindre
médiane, notée LMS, elle consiste & minimiser, par rapport a o et 3, Pexpression sui-
vante :

medisf = med;(y; — o — Bai)?,
pouri=1,...,n et ol med;(h;) = médiane(h,,..., hy).

Dans le cas de la technique de la droite la plus profonde, Rousseeuw et Huber définissent
d’abord le vecteur de parametres 8 = (@, 5) comme un «nonfit» si et seulement si il
existe un nombre v différent de z;, tel que ¢, < 0 Vz; <vete, >0Va; >voueg >0
Vi, <wvete <0Vx; >wv,oueg =y —a—LPx;,i=1,...,n Les estimateurs de « et 3,
par la technique de la droite la plus profonde, sont les valeurs de a et b qui maximisent
en o et 8

max grdepth(e;),

ol rdepth(e;) est le nombre de points minimal que I'on doit soustraire & I'ensemble de

données afin que # = (&, §) soit un «nonfitn.



1.2 Estimateur des moindres carrés

La technique des moindres carrés est la méthode d’estimation des parameétres la plus
répandue, entre autres, & cause de la simplicité des calculs mathématiques, et la plus
couramment implémentée dans les logiciels statistiques. Pour le modele (1.1), I’esti-
mation des moindres carrés consiste & minimiser, par rapport a « et 3, I'expression

suivante :

n

doel = (- o - ) (1.3)

1=1 i=1

Les estimateurs de G et «, notés b et a, sont donnés par

s T (= 2) (- 9)
- n ) d
Zizl (l'i - l)

a=7—bx,

(1.4)

ouz = % Yo xiet = % o 1 ¥i. Les valeurs a et b obtenues sont, respectivement, des
estimés de I’ordonnée & I'origine et de la pente de 1’"équation (1.1). Pour le cas particulier
ou « est nul, I'estimateur des moindres carrés du parametre § de I’équation (1.2) est

obtenu en minimisant I’équation

T

Yoet = (yi - Pai) (1.5)
i=]

i=1

par rapport a 3. L'estimateur du parametre 3 est alors donné par I’équation

b= Z?:l it

POUEE (16)

Afin d'étudier le comportement de Pestimateur b, la méthode des moindres carrés est

appliquée aux 10 points du tableau 1.1. Ce jeu de données a été simulé a partir du



modele y; = 2,57; + €5, avec €, ~ N(0; 2,5%). La robustesse de I’estimateur b pour le
modele (1.2) sera cnsuite analysée en faisant varier un des points, soit en augmentant
ou en diminuant d’abord son ordonnée, puis son abscissc. Cette donnde jouera le réle

de valeur aberrante.

(R PR

1 11 24
9 12 05
3 15 76
4 30 10,3
5 37 64
6 39 9.2
7 39 10,7
8 5,0 15,6
9 57 13,6
10 7,1 188

Tableau 1.1 Coordonnées z et y pour les 10 points de Pensemnble de données

Notons chaque coordonnée par P; = (z5;1;),7 = 1,..., 10. Sans perte de généralité, nous
avons choisi de faire varier les coordonnées du point Pjg = (7,1; 18,8). Les dix points
P; originaux sont représentés dans la figure 1.1 avec la droite de régression obtenue par
la méthode des moindres carrés. On y pergoit une tendance linéaire positive entre les
variables x et y. L’estimation de 8, par la méthode des moindres carrés, donne un estimé
b = 2,6269. La droite estimée décrit la tendance linéaire de I’ensemble des points. Pour
constater la faible influence du point P sur la pente de la droite de I’équation (1.2),
Pestunation par la méthode des moindres carrés est refaite en enlevant le point Ppg, ce
qui donne byc = 2,6178, soit une légere diminution par rapport a b = 2,6269. Si le
point Pp n'a que peu d’influence sur 'estimation de la pente 4, il en va autrement de
la variance de b. Ainsi, dans ce mémoire, lorsqu’il est question de I'influence du point

Pyp sur la pente, nous ne considérons que I'influence qu’a le point sur la valeur de b.
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Figure 1.1 Les 10 points originaux avec la droite de régression obtenue par la méthode

des moindres carrés. La pente de la droite est b = 2,6269.

Considérons d’abord le cas ou le point Pjg est clairement aberrant en ordonnée, en

considérant les nouveaux points Pl(é) = (7,1, 68,8) et Pl(él) = (7,1;-31,2), soit le

point Pip auquel on a ajouté et soustrait 50 & y19. Les points Pl(é)

et Pl(él) s'écartent
considérablement de la tendance linéaire du reste des points, comme on peut le voir sur
les graphiques (a) et (b) de la figure 1.2, Les estimnés de 5 pour chaque graphique sont
donnés respectivement par by = 4,7662 et by = 0,4872. Les points Pl(é) et Pl(él) attirent
la droite de fagon importante. Ils ont une grande influcnee sur la droite par rapport
aux autres points. Cela force la droite a faire un mauvais compromis entre la valeur

aberrante et les autres points, dans la mesure ol la droite passe par une région dans

laquelle ne se trouve presque aucun point. La méthode n’est clairement pas robuste.

Notons que nous n’abordons pas les techniques permettant de déterminer a quel moment
une donnée est considérée aberrante. Pour qu'une méthode d’estimation soit dite ro-

buste, on s’attend a ce que l'influence du point Pjg sur la pente J soit limitée, ou mieux,



Figure 1.2 Estimé des moindres carrés de la pente du modele y; = 8z, +¢; (a) lorsque
le point Pl(é) = (7,1, 68,8), (b) lorsque le point Pl(él) = (7,1;-31,2). Le symbole a

représente le point Pjy dont la coordonnée y a été modifiée.

qu’elle s’estompe & mesure que le point s’éloigne du reste de I'ensemble de points. Ce
n’est pas le cas pour la méthode d’estimation des moindres carrés, comme on peut le voir
dans la figure 1.3. En effet, plus la valeur de y19 augmente, plus la valeur de b augmente
et vice-versa. Le comportement de b peut s’expliquer par le fait que, de I’équation (1.6),

on peut exprimer b comme une fonction linéaire en 19, ¢’est-a-dire b = ¢1 + coy10 OU

9
. T, Y, Z
Zz:] 1Yi 10
O ="95 5 > et Cy = 0

D=1 2= %
En effct, de 'équation (1.6), pour n. = 10, on a

Z}gl Zily

b=
10
2 i1 %2

= 1,822374 + 0,0427943y10.
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Figure 1.3 Comportement de 'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée y1g.

La valeur de ¢p = 0,0427943 correspond exactement & la pente de la droite de la fi-

gure 1.3.

Considérons maintenant le cas ou le point Pjg est clairement aberrant en abscisse, ¢’est-
a-dire le point Pjg dont on a ajouté et enlevé 50 a la coordonnée xg. Les graphiques
(a) ct (D) de la figure 1.4 nous indiquent claircment que les points Pl(é”) = (57,1; 18,8)
et Pl(év) = (-42,9; 18,8) influencent la trajectoirc de la droite en lattirant 4 mesure
qu’ils s'éloignent des autres points. Les estimés de 8 sont donnés respectivement. par
brrr =0,4075 et byy = -0,2578. Encore une fois, la droite se compromet en passant par
une région dans laquelle ne se trouve presque aucun point. D’ailleurs, sur le graphique
(b) de la figure 1.4, on constate que la droite passe sous tous les points (elle y est forcée
puisqu’elle doit passer par I'origine), ce qui s’avére un comportement peu souhaitable si
on désire modéliser I'’ensemble des points. Le fait que les estimés by;; et byy soient pres
de 0 est illustré par la figure 1.5. Celle-ci nous indique que lorsque I'abscisse du point

Pyo tend vers plus ou moins l'infini, la pente de la droite de régression converge vers
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Figure 1.4 Estimé des moindres carrés de la pente du modéle y; = B x; +¢; (a) lorsque
le point Pl((l)”) (57,1; 18,8), (b) lorsque le point Pl(év) = (-42,9; 18,8). Le symbole A

représente le point Pyg dont la coordonnée y a été modifiée.

0. En considérant 'équation (1.8), le comportement de 'estimé b peut s’expliquer de la
facon suivante :

0
lm b= lim =L
lz10]—00 lz10l—00 y 7,

9
T5Y; T
- lim (le J7+ 10y102>

T
10|00 22 S

= lim
|z10]—00

1I yz Y10
|'10|—'00 Sz 1x2 Z}Ql z? /219
( L szz Y10 )
et rady Sl a0 + 70

On remarque que lorsque z1g est trés grand, b =~ gi—g Dans ce cas, c’est le point Pg =
(z10;¥10) qui détient pratiquement tout le poids sur la droite ancrée a I'origine. On

constate que la méthode d’estimation des moindres carrés n’est pas robuste en présence
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Figure 1.5 Comportement de 'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée xyg.

d’une valeur aberrante en x.

Des hypotheses additionnelles sur les erreurs £; sont généralement posées dans un modele
de régression linéaire. Les erreurs €; sont réputées étre des variables aléatoires identi-
quement et indépendamment distribuées partageant le méme parametre d’échelle o. On
éerira 2 1.1.d £, pour une distribution quelconque F. Si par exemple [ est une N(0, 1),
cela revient a dire que g, 1.1.d N(O, 02). Notons que ¢? représente dans ce cas particulicr
la variance ct on a donc homoscédasticité. Généralement, le parametre o2 est inconnu
et doit étre Tui aussi estimé a partir de 'échantillon. Son estimé est nécessaire pour faire
de I'inférence statistique sur le parametre 3. Nous utiliserons pour ce faire la méthode
du maximum de vraisemblance, qui est une technique d’estimation qui permet d’esti-
mer & la fois les parametres 3 et 0. Lorsque F est une N(0,1), on peut montrer que
les méthodes des moindres carrés et du maximum de vraisemblance donnent le méme

estimé b. Pour le parametre o2, la méthode du maximum de vraisemblance donne
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Cependant, on utilisera généralement I’estimateur sans biais de ¢ suivant :

1 n
2 2
0" = § (yi = bai)”.
i=1
Comme ¢ ne représente généralement pas la variance des erreurs ¢;, mais plutét le

carré du parametre d’échelle, nous travaillerons avec le parameétre o, estimé par

Q>
Il

1 n
— > (i~ bz’
i=1

Dans cc mémoire, nous nous intéresscrons aussi & la robustesse de 6. Les graphiques
{(a) ot (b) de la figure 1.6 illustrent le comportement de I'estimé 6 lorsque le point
Pig tend vers plus ou moins l'infini en ordonnée et en abscisse, respectivement. Cela
nous permet d’avoir une idée de l'influence du point aberrant sur &. Le graphique (a)
démontre clairement qué 6 n’est pas un estimateur robuste a une valeur aberrante en y.
En effet, plus le point Pyg s’éloigne vers plus ou moins !'infini, plus I'estimé ¢ augmente.
Rappelons que le parametre o est une mesure de dispersion des erreurs, ¢’est-a-dire de
la distance verticale entre les points et la droite. On voit alors que le graphique (a) de
la figure 1.6 est cohérent avec le graphique (a) de la figure 1.2 et la figure 1.3. Pour le
graphique (b), & mesure que le point Pjp tend vers plus ou moins l'infini, 'influence qu'il
exerce sur ’estimateur de ¢ se stabilise. Cela s’explique par l'estimé de la pente de la
droite qui converge vers 0 (voir figure 1.5). L'influence de la valeur aberrante est donc
limitée. Cela indique généralement une certaine robustesse. Cependant, l'estimateur de
o converge vers une valeur donnée par 6 = 9,1557, qui n’apparait pas appropriée pour
le jeu de données du tableau 1.1. Eu effet, la valeur de & lorsque le point Pig cst retiré

est 6* = 22802, qui est nettement inférieur & 9,1557. On conclut que Pestimateur du
3 k) 1 ) l
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Figure 1.6 Comportement de I’estimé ¢ associé aux moindres carrés (a) pour différentes

valeurs de la coordonnées 310, (b) pour différentes valeurs de la coordonnée x1g.

parametre d’échelle n’est pas robuste & une valeur aberrante en z, méme si l'influence

de la valeur aberrante est limitée.

1.3 Estimateurs-M

L’équation (1.5) peut ¢tre géuéralisée daus le but d’accroitre la robustesse de 'estima-
teur b lorsqu’unc ou plusicurs valeurs extrémes se retrouvent dans I'échantillon. Hu-
ber (1964) a introduit la classe d’estimateurs-M en proposant Iidée suivante. Dans
’équation (1.5), Huber a remplacé 51-2 par une fonction des erreurs ¢; et de o, notée
P (f—}), pour i = 1,...,n. La fonction p(-), appelée fonction objectif, est choisie de fagon

a étre symétrique (p(—u) = p(u)) et & avoir un unique minimum en 0.

s . PN Y . €4 e
Pour le modele défini & I’équation (1.2), on suppose que =, pour i = 1,...,7n, sont des
variables aléatoires indépendantes de méme loi, notée F. Précisons qu'on ne pose pas

d’hypothese quant & la nature de la loi F. Le paramétre ¢ joue le réle de parameétre
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d’échelle.
L’estimateur-M de 0 est défini de la facon suivante

Définition 1. Soit un modeéle de régression linéaire simple défini par I’équation
= 1,...,n. Alors b est un

% ii.d. selon une loi quelconque, pour 7

¥i = Bx; + &, on

estimateur-M de §, si b minimise
n n
€ y; — Bz,
p (—7> =) 0 (7’1 o ’) : (1.7)
o i o

Si on suppose que p est une fonction continue et dérivable en tout point, alors il s’avere

souvent plus facile de chercher 'estimateur b qui est solution en # de

>Ii:0,
g

iw (Ui - Bx;

. d
on Y(u) = 5p(0)]p=u-
L’estimateur des moindres carrés est un cas particulier de 'estimateur-M en posant

p(u) = u?. Notons que dans ce cas particulier, le parameétre ¢ n’intervient pas dans le

calcul de b. En effet, 'estimateur des moindres carrés de § est la valeur qui minimise

n T
£ gi\?
Py = -
- g ‘ g
=1 1=1
T
_1 2
__;2— &;
=1
T
2
o ;.

On voit par la derniere ligne, que la minimisation en 8 ne dépend pas de o.
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1.3.1 Méthode itérative

Dans son ouvrage, Huber (1981) présente quelques méthodes permettant d’estimer 3 et
o, pour toute fonction objectif p(-). Il s’agit des méthodes itératives de Newton, de Huber
et des moindres carrés repondérés (reweighted least squares). Ces méthodes se simplifient
dans certains cas particuliers, par exemple lorsque 'estimateur de £ ne requiert pas la
connaissance du parameétre ¢. Ces méthodes consistent a estimer § et ¢ a tour de rdle a
partir d'une estimation préalable de . Pour la simplicité de ses calculs mathématiques et
son efficacité dans la compilation informatique, nous présentons uniquement la méthode
itérative des moindres carrés repondérés. Pour les méthodes de Newton et Huber, voir

Dutter (1977), Huber (1981), Hoaglin et al. (1983) et Hoaglin et al. (1985).

Méthode itérative des moindres carrés repondérés. L’intérét de cette méthode est de
pouvoir utiliser les techniques de calculs bien connues de la méthode des moindres carrés.
Définissons d’abord la fonction de poids w(u) par w(u) = @ Le procédé itératif associc
a chaque itération, et ce pour chaque point de I'ensemble, un poids calculé a partir de
la fonction de poids w(u). Ainsi, la méthode consiste & choisir d’abord un estimé initial
pour f, que I'on note b9, La nature de ce b9 dépend de l'estimateur-M employé. Par
la suite, on applique le procédé itératif de telle sorte qu’a l'itération k£ + 1, a partir de

b%) connu, on estime
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[
(k) 5k
wh =y [ & = i (1.10)
1 (}(k) egk) ’
5@
k
plk+1) Do) TiYi w-E :
n ky
Sy %} wi( )
oumed; (h;) = médiane(hy, ..., hy), pour une fonction quelconque £ et ol wgk) est une

pondération qui doit étre estimée a chaque itération. Notons que la valeur du parameétre
d’échelle o n’a de sens que si elle est associée & une distribution F' spécifiée. Rappelons
que 2 iid F. Par exemple, pour un méme jeu de données, un parametre ¢ associé
& une distribution F' qui est N(0,100) sera dix fois plus petit qu'un ¢ associé & une
N(0,1). Il peut sembler étonnant que 'estimation de ¢ donnée par I’équation (1.9) ne
soit associée & aucune distribution F' spécifiée. En fait, 'équation (1.9) est du méme
ordre que l’écart-type, en plus robuste. Cela signifie qu’implicitement, la distribution F'
associée est supposée avoir une dispersion seinblable a la N(0, 1), méme si elle n'est pas

spécifiée.

1.3.2 Exemples d’estimateurs-M

Nous allons décrire dans cette section quelques estimateurs-M souvent mentionnés dans
les ouvrages sur la robustesse de ’estimation des parametres de la régression. Il s’agit
des estimateurs des moindres valeurs absolues, de Huber, d’Andrews et de Tukey. Pour

chaque estimateur, nous utiliserons les données introduites a la section 1.2 afin d’analyser



18

15 20 25
| i
10
L

»(u)
w(u)

0
S

10
1

~-10

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
{a) (b)

Figure 1.7 (a) Fonction objectif et (b) fonction ¥ reliées & la méthode itérative des

moindres carrés repondérés pour l'estimateur des moindres carrés.

son comportement en présence d'une valeur extréme. Il est important de choisir une
valeur initiale de I'estimateur qui est adéquate pour s’assurer que le processus itératif

converge et afin de diminuer le nombre d’itérations nécessaire.

Estimateur des moindres carrés

Comme nous 'avons vu au début de la section 1.3, I'estimateur de 3 obtenu par la
technique des moindres carrés est un estimateur-M. Nous avons aussi vu que le calcul
de b ne requiert pas la connaissance du parameétre d'échelle o. La fonction objectif est
donnée par p (u) = u? alors que ¥(u) = 2u et w{u) = 2. On peut observer graphiquement
ces fonctions sur les figures 1.7 (a) et {b) et 1.8, respectivement. Le processus itératif
des moindres carrés repondérés converge en une itération car il accorde & chaque point
de I’ensemble, un poids de w® = w (%) =2, ce qui résulte en bt = Z:‘?L%’—

: Yooy zE
pour tout k. Le comportement de cet estimateur a déja été étudié.
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Figure 1.8 Fonction de poids reliée a la méthode itérative des moindres carrés re-

pondérés pour ’estimateur des moindres carrés.

Estimateur des moindres valeurs absolues

La méthode d’estimation des moindres valeurs absolues (aussi appelée méthode L1) a
été développée vers le milieu des années 1700 par Roger Joseph Boscovich (voir Birkes et
Dodge, 1993). Toutefois, la difficulté reliée aux calculs d’estimation en a fait une méthode
peu populaire qui a rapidement perdu de son attrait lorsque la méthode des MC a vu
le jour. Ce n'est que beaucoup plus tard que Francis Ysidro Edgeworth, reprenant les
travaux de Boscovich, a constaté qu’il s’agissait d’une technique d’estimation pouvant
atténuer le probleme du trop grand poids attribué aux grandes valeurs résiduelles par la
méthode des moindres carrés (voir Rousseeuw et Leroy 2003). La méthode L, consiste

a trouver la valeur b qui minimise en § la fonction suivante :

n

NS

i=1 =1

€ yi — Pz,
g

“Zlyi - Bl

=1
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La fonction objectif est p (u) = |u], alors que la fonction 3 est donnée par

+1, siu>0;
Y(u)=sgn(u)=4¢ 0, siu=0,

-1, stu<O.

Bien que la dérivée de la fonction objectif n’est pas définie en u = 0, on admet tout de

1
[u]

méme que ¥(0) = 0, soit le point milieu entre ¥(07) et ¥(07). On voit que w(u) =
si u # 0 avec limy o w(u) = co. Tout comme dans le cas de la méthode des moindres
carrés, I'estimation du parametre § ne requiert pas la connaissance du parametre o. Le
poids de I'équation (1.10) associé & 'estimateur Lq, tel que proposé par Hoaglin et al.

(1983), est donné par

leg*|

si 2y > 0, avec lim = 00. On a ) qui est constant par rapport & i

(k)
(k)l—»O w;

le

et s’annulera dans le célcul de b*+1) Les figures 1.9 (a) et (b) et 1.10 illustrent les
fonctions p, ¥ et w, respectivement. Afin d’étudicer I'effet d’une valeur aberrante sur
Pestimateur L;, nous allons & nouveau considérer les données du tableau 1.1, avec le
point Pjg auquel on a ajouté et retranché 50 & son ordonnée puis & son abscisse. Hoaglin
et al. (1985) proposent d’utiliser comme valeur initiale b(0), estimé des MC obtenu de
I’équation (1.6), soit b(® = #‘I‘yr

x

=
Nous supposons maintenant que le procédé itératif a convergé pour un niveau de précision
donné a l'itération k. Dans le but d’alléger la notation, e;, & et w; sans 'indice k in-
diquent les valeurs lorsque le processus itératif a convergé. Les graphiques (a) et (b) de
la figure 1.11 illustrent les cas ol les point Pl(é) = (7,1; 68.8) et Pl(é[) =(7,1;-31,2),

respectivement, sont aberrants en ordonnée. Les estimés de 3 sont donnés respective-
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Figure 1.9 (a) Fonction objectif et (b) fonction ¥ reliées & la méthode itérative des

moindres carrés repondérés pour l'estimateur des moindres valeurs absolues.

ment par by = 2,7436 et by = 2,3860. Dans les deux cas, on remarque que la droite
ne subit que trés peu l'influence du point extréme. L’estimé de la pente s’éloigne peu
de la valeur de by, = 2,3859 qui correspond & l'estimé L, de G lorsque le point Pyg est
retiré des données. La méthode itérative des moindres carrés repondérés donne prati-
quement tout le poids au point P; {ou Py) lorsque l'ordonnée ;0 tend vers plus (ou
woins) I'infini, respectivement. En effet, on observe que wy = |e”—7| (ou wg = |e”—9|> est
trés grand par rapport aux autres poids. Une particularité de la méthode Ly est qu’elle
produit un estimé b qui passe toujours par au moins un point de I’'ensemble de donndes
lorsque le modele 1.2 est considéré (voir Birkes et Dodge, 1993). Puisque la droite doit

passer par l'origine, on remarque que les estimés by et by sont déterminés uniquement

par les points P; et Py respectivement..En effet, by = Z:g = 130—’97 = 2,7436 alors que




wiu)
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Figure 1.10 Fonction de poids reliée & la méthode itérative des moindres carrés ro-

pondérés pour l'estimateur des moindres valeurs absolues.

by =

et

! ’76 = 2,3860. Ce qui est équivalent a

10
D i T yz w;
by = ==
|w7|—»oo Zz L 7w,
_Tryrwr
x%w7
b
Z7

Le point Fig a une influence importante sur 'estimation de G lorsque yig se retrouve

dans Dintervalle [16,95; 19,45|. Dans cet intervalle, la droite passe exactement par le

point Pig. A mesure que le point Pjg augmente entre 16,95 et 19,45, la pente de la

droite progresse. On percoit exactement cette situation sur la figure 1.13. La méthode
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Figure 1.11 Estimé des moindres valeurs absolues de la pente du modele y; = B, + &4
(a) lorsque le point P](é) = (7,1, 68,8), (b) lorsque le point Pl(é[) = (7,1;-31,2). Le

symbole A représente le point Pjg dont la coordonnée y a été modifiée.

réagit de facon robuste & une valeur aberrante en y. Par contre, on s’attend a ce que le
poids accordé & un point par une méthode d’estimation performante soit plus élevé si ce
point est non aberrant que ’il est aberrant. A la figure 1.12, on considére le point P]((‘)/)
= (7,1; 19,5), qui n’est pas une donnée aberrante par rapport aux neuf autres points
P,. Toutefois, le modele n’y accorde pas plus de poids qu'il ne le faisait pour le point
Pl(é) = (7,1, 68,8) du graphique (a) de la figure 1.11. En effet, 'estimé de 5 est le méme

dans les deux cas, by = b; = 2,7436. Le modele de régression L) est robuste aux valeurs

aberrantes en ordonnée, mais manque de finesse lorsqu’il n'y a pas de points aberrants.

Le cas ol le point Pjg est aberrant en abscisse est représenté par les graphiques (a)
ct (b) de la figure 1.14. La pente de la droite pour chaque graphique cst estimcée a
by = 0,3293 et by -0,4382 respectivement. Puisque le modele foree la droite a
passcr par 'origine, on observe que les estimés byy; et by sont déterminés uniquement,

par les points Pl(é”) = (57,1; 18,8) et Pl(év) = (-42,9; 18,8) respectivement. Rappelons
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Figure 1.12 Estimé des moindres valeurs absolues de la pente du modele y; = fx; +
¢; lorsque le point Pl(é/) = (7,1; 19,5). Le symbole A représente le point Py dont la

coordonnée y a été modifiée.

que les erreurs représentent la distance verticale entre un point et la droite. On voit que
si la droite passait autour des neuf autres points, l'erreur générée par la valeur aberrante
serait gigantesque. Puisqu’on désire minimiser la somme des valeurs absolues des erreurs,
11
0

on préférera rejeter ces neuf points et passer par le point Pl( . Cela explique que la

méthode L1 ne produit pas un estimé b robuste & une valeur aberrante en z.

La figure 1.15 illustre le comportement de Uestimateur de 8. Lorsque 219 tend vers plus

ou moins I'infini, la valeur de I'estimé b tend vers zéro. Lorsquc

z10| sera suffisamument
grand, l’estimateur de 8 scra déterminé uniquement par le point (z10; 18,8) et I'origine.
La valeur de 'estimé sera alors

188 -0

m
lz10|—c0 T190 — 0

b= 0.

Lorsque la valeur z1g se déplace dans la région des neuf autres points, la droite sautera

d’un point & l'autre, ce qui explique les sauts de la figure (1.15).



25

275

2.70
i

2.55
L

2.40
1

T T T T T
0 10 20 30 40

Valeur de ta coordonnée yyo

Figure 1.13 Comportement de I'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée y1p.

Nous nous intéressons maintenant au comportement de 'estimateur de o de 1’équa-
tion (1.9) face & un point aberrant en ordonnée et en abscisse. L'estimé de o, lorsque
le point Pjg est supprimé de I’ensemble, est donné par ¢, = 3,5036. Le graphique (a)
de la figure 1.16 illustre le comportement de &. Lorsque le point Pig tend vers plus
ou moins l'infini en ordonnée, 'estimé de o devient constant. Cela s’explique par le
fait que I'estimé de A devient lui aussi constant lorsque le point g tend vers plus ou
woins Uinfini (voir figure 1.13) et par la résistance qu'offre la médiane par rapport a
des valeurs trop ¢loignées dans le calcul de §. Lorsque l'ordonnée yy tend vers plus
ou moins 'infini, 'estimé de o est égal a 3,3872 ou 3,4737, respectiverment. L’estimé
sous-estime quelque peu 6,,. L’estimateur ¢ est robuste & une valeur aberrante en y,

mais tout comme pour 'estimateur de [, il manque de finesse.

Sur la figure 1.16 (b), lorsque le point Py tend vers plus ou moins 'infint en abscisse, on
observe que ’estimé de o excéde la valeur de 6, = 3,5036. On peut en déduire sur les

figures 1.14 (a) et (b) que I'amplitude de la plupart des résidus est plus importante que
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Figure 1.14 Estimé des moindres valeurs absolues de la pente du modele y; = 82, + &5
(a) lorsque le point Pl(é”) = (57,7, 18,8), (b) lorsque le point Pl(év) = (-42,9; 18,8). Le

symbole A représente le point Pjp dont la coordonnée y a été modifiée.

lorsque le point Py est retiré de I’échantillon (67, ). L'estimation qui en résulte ne reflete
pas lallure de nos données. Le point aberrant, en exercant une influence considérable
sur la pente de la droite, affecte également l'estimation de o. L'estimateur & n’est pas

robuste a une valeur aberrante en z.

Estimateur de Huber

L’estimateur de Huber a comme fonction objectif

u?, st |ul < m;

plu)= (1.11)

2m|u| — m?, si|ul > m.
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Figure 1.15 Comportement de 'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée zg.

La dérivée de p(u) donne la fonction ¥(u)

2u, st jul <m;
¥ (u) = (1.12)

2msgn(u), si|u] >m.

ol m est une constantc. Enfin, la fonction w(w) est donnée par

2, stlul <m;
wlu) =
TTWIL’ st u] > m.

L’estimateur-M de Huber est un hybride entre 'estimateur des moindres carrés et 'esti-
mateur des moindres valeurs absolues. Huber a considéré que l'estimateur des moindres
carrés performe tres bien lorsqu’il n’y a pas de valeurs aberrantes alors que 'estimateur
des moindres valeurs absolues est trés peu influencé par des valeurs 1, aberrantes. La

fonction objectif d’un estimateur-M de Huber est donc quadratique en son centre et est
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Figure 1.16 Comportement de I'estimé & associé aux moindres valeurs absolues (a)
pour différentes valeurs de la coordonnée y1g, (b) pour différentes valeurs de la coor-

donnée x1p.

linéaire dans les extrémes. Nous allons maintenant analyser le comportement des estima-
teurs de [ et o en présence d’'une valeur aberrante dans I'échantillon. Tel que suggérés
par Birkes et Dodge (1993), nous avons fixé la constante & m = 1,5. Rappelons que
1.i.d F, ou F est non spécifiée. Toutefois, il est implicite que F' a une dispersion sem-
blable & une N(0,1). On sait que Pr[-1,5 < Z < 1,5] = 0,866 et que Pr[|Z| > 1,5] = 0,134
si Z ~ N(0,1). Par ce choix arbitraire de m = 1,5, la majorité des résidus seront traités
selon les moindres carrés et une plus petite proportion, tout de méme non négligeable
de résidus a plus grande amplitude, sera traitée selon les moindres valeurs absolues. Les
graphiques des fonctions p(u), ¥(u) et w(u) sont illustrés sur les figures 1.17 (a), 1.17
(b) et 1.18, respectivement, pour m = 1,5. On a utilisé estimatcur des MC comine va-

(k)

leur initiale (9. Les poids w,; ’ du processus d'itération des moindres carrés repondérés

sont donnés par
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Figure 1.17 (a) Fonction objectif et (b} fonction v reliées a la méthode itérative des

moindres carrés repondérés pour I'estimateur de Huber avec m = 1,5.

el
2, si 2 < m;
(k) o
ma 16
R st Sy > m.

Le cas ou le point Pjg est clairement aberrant en ordonnée est présenté sur les igures 1.19
(a) et (b). Les estinds de la pente sont by = 2,9274 et by; = 2,2555 respectivement, en
fixant m 1,5. Ces valeurs sont peu éloignées de by = 2,6178, l'estimé Huber de 8
lorsque le point Pjy est retiré de 'ensemble de données. La valeur aberrante a donc unc
faible influence sur l'estimation de §. Lorsque le point Pip est aberrant, 'estimaleur
de Huber se comporte, & une constante additive prés, comme l'estimateur des moindres
carrés calculé sur les points Py, ..., Py, puisque max {|ej],...,|eg|} < ma. Seul |eip| >

md aun poids wig qui est inférieur a 2, et qui est d’autant plus petit que ejg est grand,
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Figure 1.18 Fonction de poids relice a4 la méthode itérative des moindres carrés re-

pondérés pour 'estimateur de Huber avec m = 1,5.

puisque la droite passe dans la région des neuf points. On peut montrer que

. . 2may
Iim wyp= lim — =

- )
lyrol—co lyiol—co |€10]

ou &y est l'estimé du parametre o lorsque y1g tend vers I'infini (nous verrons plus loin
dans cette section que cet estimé converge lorsque y19 tend vers 'infini). L’estimateur

de Huber, lorsque la coordonnée 19 tend vers plus Uinfini, est alors calculé de la fagon
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Figure 1.19 Estimé de Huber de la pente du modele 3, = fz; +¢; (a) lorsque le point
Pl(é) = (7,1; 68,8), (b) lorsque le point Pl(él) = (7,1, -31,2). Le symbcle A représente le

point Pjg dont la coordonnée y a été modifide.

suivante :
10
b[ _ llm zi:l Ii yz Wy
BT 10 2,
yiomeo H T atw;

9
Dol T2 Ti0 Y10 Wio

= lim
yromeo Z?:l x?2 Z?=l )
604,7 4 X1 Ji
= im w
231 92 Z?:1 I? Y1000 Y10 W10
T 2ma
= 26178+ —s°— lim g0 ———
Sie, ¥} wio—oo l110 — br 10|
Z10 .
=byc + =9 5 2m oy
2204 %2

ou byc est I'estimé de 5 des moindres carrés obtenu a la section 1.2 lorsque le point Pig
est retiré de I’ensemble de données. Notons que by;c = byy. Ainsi, by = bye + 0,3096 =
2,9274. De fagon similaire, lorsque y19 tend vers moins 'infini, on obtient

Z10

22047

brr = byc — 2méyy,
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Figure 1.20 Comportement de I'estimé b de Huber pour (a) différentes valeurs de la

coordonnée y1g (b) différentes valeurs de la coordonnée xyo.

ou &yy est V'estimé du parametre o lorsque yjp tend vers moins l'infini. Donc, by =
by — 0,3623 = 2,2555. Lorsque y10 € (10,2; 25,8), correspondant au segment de droite
dont la pente est non nulle sur la figure 1.20 (a), aucune valeur résiduelle n’est plus
grande que la constante m = 1,5. Chaque point se voit alors attribuer le méme poids
et l'estimatcur de Huber est en fait 'estimateur des MC appliqué sur les dix points.
L’estimateur de Huber est robuste en présence d'unc valeur aberrante cn ordonnée,
mais comme l'estimateur des moindres valeurs absolues, il manque de finesse. On voit
sur la figurc 1.20 (a) que 'estimateur de Huber, qui surestime by, est égal & 2,9274 peut

importe que I'ordonnée du point Pyg soit égale a 30 ou a 100 000, par exemple.

Considérons maintenant le cas ou le point Pjg est clairement aberrant en abscisse. Sur
les graphiques (a) et (b) de la figure 1.21, on observe les droites dont les pentes sont
estimées & byy; = 0,3859 et byy = -0,3231 respectivement. On remarque trés bien sur ces

(rrrny (1v)
0

graphiques que les points Py, "' = (57,1; 18,8) et Py, ' = (-42,9; 18,8) respectivement,

ont une emprise importante sur la droite de telle sorte que celle-ci dévie de la tendance
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w w0 o
(a) (b)
Figure 1.21 Estimé de Huber de la pente du modele v = fx; + €; (a) lorsque le
point Pl(é”) = (57,7; 18,8), (b) lorsque le point P](év) = (-42,9; 18,8). Le symbole A

représente le point Pyg dont la coordonnée y a été modifice.

lindaire des 9 autres points en empruntant une trajectoire dans laquelle ne se trouve
presque aucun point. On observe sur la figure 1.20 (b) que plus I'abscisse du point
Pyo tend vers plus ou moins 'infini, plus la pente de la droite tend vers 0. Les résidus
étant la distance verticale entre les points et la droite, cette derniére aura tendance a se

rapprocher de Py pour éviter d’énormes résidus. Lorsque la convergence est atteinte,
le:]
E

disons & l'itération k, pour les dix points de I'ensemble, est soit plus petit que
m = 1,5, soit juste un peu plus grand de telle sorte que les poids w; sont & peu pres les
mémes pour les dix points, soit de 2 ou légérement supérieurs. L’estimateur de Huber se
comporte donc & peu prés comme 'estimateur des MC. La méthode n’est pas robuste
& une valeur aberrante en . On notera que pour certaines valeurs de z10, on a observé
que 'estimé b oscille entre deux valeurs. Par exemple, lorsqu’on considere z,¢ = -29,3,

on obtient les valeurs -0,4199 et -0,4335. Hoaglin et al. (1985) mentionnent qu'il est

possible que 'équation (1.8) avec la fonction ¥ de Huber donne plus d’une solutions.
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Figure 1.22 L'estimé de b en fonction du nombre d’itérations effectuées avec la méthode

des moindres carrés repondérés, lorsque 19 = -29,3.

La figure 1.22 illustre le comportement de I'estimé b en fonction du nombre d’itérations

pour xz)p = -29,3.

On étudie maintenant le comportement de I’estimateur de o en présence d’une valeur
aberrante. Lorsque Pjg est aberrant en ordonnée, I'influence qu’il détient sur I'estimation
de o est limitée. En effct, on obscrve sur le graphique (a) de la figure 1.23 que lorsque
le point Py tend vers plus ou 1noins I'infini, Pestiiné de o cesse de croitre et devient
constant a 3,3586 ou 3,9281 respectivement. 11 s’agit de valeurs qui surestiment 6y =
3,2051, soit I’estimé de o calculé en omettant le point Pjg. Le comportement de &, lorsque
y10 tend vers plus ou moins 'infini, s’explique de fagon similaire au comportement de
& relié a I'estimateur L; de § vu & la section précédente. 11 s’agit donc d’un estimateur
robuste & une valeur aberrante en y, mais qui manque de finesse en produisant la méme
valeur de ¢ pour un point dont I'ordonnée vaut 30 que pour un point dont x5 = 100 000,

par exemple.
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Figure 1.23 Comportement de I’estimé & associé & Huber (a) pour différentes valeurs

de la coordonnées y1g, (b) pour différentes valeurs de la coordonnée z1p.

Le graphique (b) de la figure 1.23 illustre le comportement de & lorsque le point Pjg
est. aberrant en abscisse. On peut y voir que & converge vers la valeur 5,5598 lorsque
z10 tend vers plus ou moins l'infini. Cependant, comme pour l'estimé du parametre
d’échelle associé & lestimateur Ly de 3, les graphiques (a) et (b) de la figure 1.21
indiquent que la majorité des résidus ont des valeurs plus grandes que . Ces grands
résidus sont, a lorigine de la surévaluation du parameétre d’échelle. Le point aberrant
Pjo, cn influengant Pestimateur b de Huber affecte I'estimation de o, qui s’avere non

robuste par rapport & une valeur aberrante en x.

Estimateur d’Andrews

L'estimatenr d’Andrews, aussi appelé Andrew’s waves ou estimateur sinus, a pour fonce-

tion objectif
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Figure 1.24 (a) Fonction objectif et (b) fonction ¥ reliées & la méthode itérative des

moindres carrés repondérés pour 'estimateur d’Andrews avec constante A = 2,1.

AZ 1 —cos (%), silul <7A,;
plu) =
242, si 1] > 7 A.

Sa fonction 1, est donnée par

Asin (%), siful <74,

0, si |ul > m A.

Les fonctions p(u) et ¥(u) sont illustrées sur les figures 1.24 (a) et 1.24 (b), respecti-
vement, pour A = 2,1. L’estimateur d’Andrews appartient a la classe d’estimateurs-M
redescendants (redescending M-estimators, c’est-a-dire ¥(u) = 0 pour un certain nombre

positif ¢ tel que |u| > ¢, voir Hampel et al. (1986), Lawrence et Arthur (1990)). Pour
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Figure 1.25 Fonction de poids reliée & la méthode itérative des moindres carrés re-

pondérés pour 'estimateur d’Andrews avec constante A = 2,1.

cette classe d’estimateurs, Hoalgin et al. (1985) suggeérent de choisir une valeur initiale
de 3 cn procédant de la fagon suivante. Tout d’abord, on choisit un estimateur-M dont
la fonction 2 est monotone, comme l'estimateur Ly. On utilise le processus d’itération
jusqu’a ce qu'on ait atteint une précision suffisante pour calculer I'estimé des moindres
valeurs absolues. Enfin, pour calculer I'estimateur d’Andrews, on utilise comme valeur
initiale bg, 'estimé obtenu & I'étape d’avant. Plusieurs valeurs de A ont été proposées
par différents auteurs (voir Hoalgin et al., 1983). Entre autres, Hogg utilise des valeurs
de A égales a 1,5 et 2, Gross suggere de prendre A = 1,8 ou A = 2,4, alors que An-
drews et al. (1972) proposent de prendre A = 2,1. De fagon arbitraire, nous avons choisi
A = 2,1. Le processus itératif des moindres carrés repondérés accorde a chaque point le

poids suivant :
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La figure 1.25 présente la fonction de poids w(u) avec A = 2,1.

On considere d’abord le cas ou le point Py est clairement aberrant en ordonnée en
utilisant les points Pl(é) = (7,1,68,8) et Pl(é[) = (7,1;-31,2). Les graphiques (a) et (b)
de la figure 1.26 illustrent que la droite suit Ia tendance linéaire des points P; pour
i=1,...,9. Les estimés pour les 2 graphiques sont b; = 2,6171 et b;; = 2,6169 respecti-
vement. La droite ne se laisse pas influencer par les points Pl(é) et Pl(é[) respectivement,
compte tenu du fait que l'estimateur d’Andrews, lorsque le point /79 n’exerce aucune
influence sur la droite, est by = 2,6168. On voit par I'équation (1.14} que le processus
itératif des moindres carrés repondérés n'accorde aucun poids (w; = 0) & un point dont.
la valeur résiduelle est trop grande, ce qui est exactement le cas lorsque yjg tend vers
plus ou moins I'infini. L’estimateur de § est alors calculé en tenant compte uniquement
des points Py, P», ..., Py fixés. L’estimé b devient alors constant et égal a by et by,
respectivement, tel qu'illustré sur la figure 1.27 (a). La technique d’estimation rejette
le point aberrant Pjp. L’estimateur b d’Andrews est clairement robuste a une valeur
aberrante en y. La légere différence observée entre b; et by provient du fait que les

poids wl(-k) accordés & chaque point different lorsque y19 tend vers soit plus I'infini, soit
moins 'infini. En analysant les données, nous avons constaté que I'estimé du parameétre
d’échelle tend vers deux valeurs différentes correspondant aux cas ou yig tend vers plus
ou moins 'infini (on remarque cette situation sur le graphique (b) de la figure 1.27.
(k)

Nous y reviendrons un peu plus loin). Les poids w,”’ de I’équation (1.14) dépendent de

Iestimé du parameétre d’échelle, d’on la différence entre b; et byy.

Le graphique (b) de la figure 1.27 dépeint le comportement de I'estimé 6 lorsque Por-
donnée du point. Pjg varie. On remarque que lorsque la coordonnée g tend vers plus

ou moins 'infini, 'estimé ¢ devient constant et vaut ¢; = 3,6686 ou o;; = 3,2901
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Figure 1.26 Estimé d’Andrews de la pente du modele y; = fz;+¢; (a) lorsque le point
Pl(é) = (7,1; 68,8), (b) lorsque le point Pl(él) = (7,1;-31,2). Le symbole A rcprésente le

point Pig dont la coordonnée y a ¢té modifiée.

respectivement. Tout comme les estimateurs-M vu précédemment, le fait. que ¢ défini
par I'équation (1.9) devient constant est di & la résistance de la médiane par rapport a
une valeur aberrante et au fait que l'estimateur b d’Andrews devient lui aussi constant
lorsque 'ordonnée du point Pio tend vers l'infini (voir graphique (a) de la figure 1.27).
On constate que oy et dy; s’apparentent & 64 = 3,2049, c’est-a~dire, 'estimateur de ¢
lorsque le point Pjg est retiré des données. On conclut que & associé a 'estimateur-M
d’Andrews est un estimateur robuste a une valeur aberrante en ¥y qui manque de finesse,

tout comme les estimateurs-M vus précédemment.

On considére maintenant le cas ou le point Py est clairement aberrant en abscisse.
Les points Pl(é”) = (57,7, 18,8) et Pl(év) = (-42,9; 18,8) des graphiques (a) et (b)
de la figure 1.28, attirent la droite, forcant cette derniere & emprunter une trajectoire
dans laquelle nc se trouve presque aucun point. Les estimés sont bypy = 0,3909 et

byv = -0,3029 respectivement. Ces estitnés sont non conformes a la tendance linéaire
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Figure 1.27 Comportement, pour différentes valeurs de la coordonnées yyg, (a) de

P’estimé b et (b) de 'estimé &, tous deux associés & Andrews.

décrite par les neuf points non aberrants. Le graphique (a) de la figure 1.29 décrit le
comportement de b, & savoir, lorsque x,¢ tend vers plus ou moins I'infini, ’estimateur de
0 tend vers 0. L’explication est similaire & celle donnée pour 'estimateur-M de Huber.

(&)
. N L2 . s e, . s .
Lorsque la convergence est atteinte a I'itération k, les quantités 5o sont inférieures a

(k)

7 A pour tout i = 1,...,10. De plus, les poids w;"’, pour 7 =1,..., 10, sont tous a pcu
pres égaux. Lestimatceur-M d’Andrews se comporte de facon similaive a l'estimateur des
MC. Lestimé b d’Andrews n’est. pas robuste & une valeur aberrante en z. Tout comme
pour l'estimateur-M de Huber, on observe que pour certaines valeurs de x1g, la méthode
itérative des moindres carrés repondérés produit une solution qui oscille entre deux
valeurs. Hoaglin et al. (1985) discutent brievement de telles situations lorsqu’on travaille
avec un estimateur-M redescendant. Ils mentionnent que pour ce type d’estimateur,

la solution de I’équation (1.8) peut ne pas étre unique, ou encore, le procédé itératif

pourrait mener a des minimums locaux.

Sur le graphique (b) de la figure 1.29, on peut observer le comportement de I’estimateur
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Figure 1.28 Estiné d’Andrews de la pente du modéle y; = Bz; +&; (a) lorsque le
point Pl(é”) = (57,7; 18,8), (b) lorsque le point Pl(év) = (-42,9; 18,8). Le symbole A

représente le point Pyg dont la coordonnée y a été modifiée.

de o lorsque le point Py tend vers plus ou moins l'infini en abscisse. Tout comme 1'esti-
mateur de Huber, lorsque x1g tend vers plus ou moins 'infini, I’estimation de ¢ converge
vers un estimé ¢ = 5,5598, qui surestime 6, = 3,2049. Tout comme pour & associé a
I’estimateur-M de Huber, la majorité des résidus ont une amplitude plus importante
que lorsque le point Pyg est retiré de ’échantillon (64). L'influence que détient le point
aberrant Pjg sur l'estimation de § s’étend aussi a l'estimation du parametre d’échelle

de telle sorte que ¢ n'est pas robuste en présence d’une valeur aberrante en x .

Estimateur bipoids de Tukey

L’estimateur bipoids de Tukey (Tukey’s biweight) aussi appelé estimateur bicarré (bis-

quare estimator) a comme fonction objectif
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Figure 1.29 Comportement, pour différentes valeurs de la coordonnées xyg, (a) de

lestimé 3 et (b) de ’estimé &, tous deux associés 4 Andrews.

L’estimateur de Tukey, tout comme celui d’Andrews, est un estimateur-M redescendant.
La valeur initiale de b a été choisie de la méme facon que pour 'estimateur d’Andrews.
Pour ce qui est de la valeur constante B, Hoaglin et al. (1983) proposent de la choisir telle

que 6 < B < 12. Le choix de B dans cet intervalle permet d’obtenir un estimateur-M
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Figure 1.30 (a) Fonction objectif et (b) fonction ¥ reliées & la méthode itérative des

moindres carrés repondérés, pour 'estimateur bipoids de Tukey avec constante B = 8.

bipoids qui est résistant aux valeurs aberrantes. Nous avons choisi, de facon arbitraire,
B = 8. Le processus d’itération des moindres carrés repondérés accorde un poids, associé

a lestimateur b de Tukey, de

272
0 |
[ . .
o l:l <5(k) B) :l , Sl

0, si

Les fonctions p(u), ¥(u) et w(u) sont illustrées sur les figures 1.30 (a), 1.30 (b) et 1.31,

respectivement, pour B = 8.

Considérons d’abord le cas ou le point Pjg est clairement aberrant en ordonnée. Ce cas
est illustré sur les graphiques (a) et (b) de la figure 1.32. Malgré que les points Pl(é) et

Pl(é[), respectivement, s’écartent de la tendance linéaire formée par les points restants,
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Figure 1.31 Fonction dc poids rclice & la méthode itérative des moindres carrés re-

pondérés, pour ’estimateur bipoids de Tukey avec constante B = 8.

la. droite ne semble en aucun cas étre affectée. Pour les deux graphiques, 1'estimé de §
est by = by = 2,6178 rcspectivement. Compte tenu du fait que l'estimé b de Tukey,
lorsque le point Pjg est enlevé des données, est by = 2,6178, on voit que la technique
d’estimation écarte ce point. Elle n’en tient pas compte dans ’estimation de 3. Lorsqu’il
y a convergence a 'itération k, alors pour une valeur résiduelle trop éloignée de B, c’est-
a-dire lorsque y3g tend vers plus ou moins I'infini, le processus itératif attribue a ce point
un poids wgg) égal & zéro, tel qu'illustré sur la figure 1.33 Ce point n’a aucune influence

sur la droite et est considéré par le modele comme une valeur aberrante. Il est clair que

Pestimateur-M de Tukey est robuste & une valeur aberrante en y.

On considére maintenant le cas ou le point Pjg est aberrant en abscisse. Les points
Pl(é”) = (57,1; 18,8) et Pl(év) = (-42,9; 18,8) détiennent une grande influence sur
’estimation de @ comme I'illustrent les graphiques (a) ct (b) de la figure 1.34. La droite

se compromet en suivant un trajet qui se retrouve quelque part entre le point aberrant et
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Figure 1.32 Estimé bipoids de Tukey de la pente du modele y, = Sz, + z; {a) lorsque
le point Pl(é) = (7,1; 68,8), (b) lorsque le point P1(é[) = (7,1; -31,2). Le symbole A

représente le point Pyp dont la coordonnée y a été modifiée.

le reste de 'ensemble. Les estimés de la pente lorsque le point Py est aberrant, donnés
par brrr = 0,4075 et byy = -0,2578 respectivement, ne sont pas représentatifs de ’estimé
de 3 lorsque le point Pip n’a pas d’influence, c’est-a-dire by = 2,6178. Lorsque ce point
tend vers plus ou moins l'infini, la pente de la droite converge vers la valeur 0, telle
qu’illustrée sur la figure 1.35. L’explication du comportement de b est similaire & celui
des estimateurs-M de Huber et Andrews. Lorsqu’il y a convergence dans le processus
itératif des moindres carrés repondérés, I'estimateur-M de Tukey se comporte de fagon

similaire a 'estimateur des MC puisque les poids wf ) associés sont & peu pres les mémes.
Cela explique que 'estimateur-M de Tukey n’est pas robuste & une valeur aberrante en

Z.

La robustesse de l'estimateur & en présence d'une valeur aberrante tant en ordonnée
qu'en abscisse, est analysée grace, entre autres, aux graphiques (a) et (b), respectivement

de la figure 1.36. L’estimé de ¢ lorsque le point Pjp est retiré de I'ensemble est donné
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Figure 1.33 Comportement de ’estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée yp.

par ¢ = 3,2051. On voit sur le graphique (a) de la figure 1.36 que lorsque le point
Py tend vers plus ou moins I'infini, I'estimé de ¢ devient constant et prend les valeurs
3,667 et 3,29 respectivement. L’explication du comportement de ¢ lorsque 'ordonnée
du point Pjg tend vers plus ou moeins I'infini est semblable & celle du comportement
de & associé & I'estimateur d’Andrews. Cela découle de la similarité de leur fonction %
comme en téinoigne les graphiques des figures 1.24 et 1.30. L'cmploi de la inédianc dans
le calcul de & et le fait que 'estimateur de § soit constant pour de grandes valeurs de
y10, tel guillustré sur la figure 1.33, font en sorte que Pestimé du parametre d’échelle
soit constant égal a 3,667 ou 3,29 lorsque 'ordonnée du point Pjg tend vers plus ou
moins l'infini respectivement. L'estimateur de o associé & 1'estimateur-M de Tukey est
robuste & une valeur aberrante en y, mais manque de finesse tout comme ce fut le cas
pour les estimateurs-M vus précédemment. Lorsque le point Pjg est aberrant en abscisse,
I'estimateur de o n'est pas robuste. On observe sur le graphique (b) de la figure 1.36 que
I'influence que détient le point aberrant sur & est limité, car ce dernier converge vers

& = 5,559 qui surévalue cependant &. A nouveau, les valeurs résiduelles plus grandes que
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Figure 1.34 Estimé bipoids de Tukey de la pente du modele y; = Bx; + &; (a) lorsque

le point Pl(é”)

représente le point Pjg dont la coordonnée y a été modifiée.

= (57,7; 18,8), (b) lorsque le point P](év) = (-42,9; 18,8). Le symbole a

or étant majoritaire, les médianes dans le calcul de I'estimateur du parameétre d’échelle

en seront affectées, d’ou la surestimation du parametre o.

1.4 Droite résistante de Tukey

La droite résistante (resistant line) a été proposée par Tukey (voir Johnstone et Vel-

leman, 1985) afin de permettre d’ajuster une droite de la forme y;, = o+ Bz, & un

ensemble de points (z;y). Nous présenterons donc dans cette section la méthode per-

mettant d’estimer les parametres du modele

vi = o+ 0 ey,

oui=1,...,n L’emphase sera toutefois mis sur le parametre d’intérét de ce mémoire,

soit 8. La méthode ne permet pas d’estimer la pente 8 du modele étudié dans ce

mémoire, y; = Bx; + £;. Puisque la tendance décrite par les données du tableau 1.1
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Figure 1.35 Comportement de 'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée x1g.

suggere que la vraie droite pourrait passer par 'origine, nous allons simplement poser

a=0.

Soit un ensemble de n points de la forme (wx;,y;),7 = 1,...,n et soit les statistiques
dlordre z(py < z(g) < ... < z(py. On divise 'ensemble de données en trois sous-ensembles,

notés G, C, et D de taille respective ng, ne et np, avec ng +ne +np = n, et tel que

G= { TL,y] | x, S T(nc)} (115)
C= { Ty yi ‘ Llng+1) Sy < L(p— rLD)} (1'16)
D= { T1)7/7 | T(n—np+1) <z < T(n)} (1'17)

Alors a et b sont les estimateurs de « et 3, si a et b sont solution en « et § de I’équation

med(zi;yi)EG (yi —a- BZ?) = med(Ii}yi)eD (yi —a- 6171) ) (118)

ou medy,.y yeq(yi — @ — B ;) ost la médiane de Pensemble des erreurs ; = y, —a = J 1,
associées a tous les couples (x4; ;) € G. Lorsque 'échantillon de données le permet,

on divise les données de fagon & ce que ng = np. Cependant, s'il y a des égalités
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Figure 1.36 Comportement de I'estimé & associé & Tukey (a) pour différentes valeurs

de la coordonnée yi9, (b) pour différentes valeurs de la coordonnée z1p.

entre certaines valeurs x;, on distribue les valeurs égales dans le méme groupe. On doit
cependant s’assurer que les sous-ensembles G et D contiennent au moins trois points
chacun afin d’obtenir une certaine robustesse par rapport a une valeur aberrante. Un
grand nombre d’égalités pourrait occasionner des problemes dans la fagon de répartir les
valeurs dans les trois sous-ensembles. Velleman et Hoaglin (1981) proposent, dans leur
programune informatique, des solutions a ces probléines, comme la réduction du nombre
de sous-ensembles de trois & deux. Quant a la quantité d’observations qui devraif, sc
retrouver dans les ensembles G et D, lorsqu’il n’y a pas d'égalité parmi les z;, Hoaglin
et al. (1983) proposent trois fagons de répartir les observations telles que présentées

dans le tableau 1.2.

Plusieurs méthodes peuvent étre liées a la méthode de la droite résistante. Ces méthodes
ont été développées durant les années 1940 et 1950 dans le but commun de représenter
un ensemble de données (z;, y;) par une droite (voir Wald 1940, Nair et Shrivastava 1942,

Bartlett 1949, Mood 1950 et Kildea 1981). Elles pourraient étre considérées comme des
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Sous-ensemble | n=3m | n=3m+1 | n=3m+2
G ng =m nGg =m ng=m-++1
C nc=m | nc=m+1 ne =m
D np=m np=m np=m+1

Tableau 1.2 Répartition des observations selon la taille d’échantillon n lorsque toute

les coordonnées z; des points P; sont distinctes

précurseurs de la méthode de la droite résistante cn ce sens que I'idée est sensiblement

la méme : on divise les n données en sous-ensembles aprés avoir ordonné les z;.

1.4.1 Algorithme

Afin de résoudre I’équation (1.18), on procede par itération. Cette section décrit 1'algo-
rithme donné par Velleman et Hoaglin (1981) afin de trouver les estimateurs de « et §3.
Puisque les auteurs ne proposent pas de méthodes permettant d’estimer le parametre
d’échelle o, comme ce fut le cas pour les estimateurs-M, nous omettrons dans cette

section ce parameétre. L'estimé de 3, pour k > 2, est donné par

be = by + (b — b)) (W%) (1.19)
ou
1. egk) =y —ap — bz
2. e(by) = med(ri;yi)ED(eEk)) - mEd(ri;yi)eG(egk))
3. a) Sile(bk—1)| < le(bk—-2)|, alors
i e(by)” =e(br-1),
i e(br)™ = e(bk-2),
i by = be_s,

v b = bg_o.
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b) Sile(be—1)| > |e(br—2)], alors
i e(by)” = e(be-2),
i e(by)™ = e(br_1),
i by = b,
iv b = bk

Puisqu’on a e(by)™ < 0 < e(be)t ou e(br)t < 0 < e(b)™ et |e(by)™| < |e(be)T|, alors
e(b‘:)
(:(b;)—e(b:)
la valeur a; n’a pas d'incidence sur I'estimé dn parameétre 5. Sans perte de généralité,
(k)

1

on peut voir que 0 < < 0,5. L'algorithme est construit de telle sorte que

nous posons a cctte étape ax = 0, pour tout k& > 0, ce qui donne e; ' = y; — by 5.

Les quantités med(zi;yi)ec(egk)) et med(zi;yi)ED(eEk)) sont appelées valeurs sommaires.
Par exemple, & chaque itération, b, prendra la valeur d’un des estimés b obtenus aux
deux itérations précédentes, soit celui dont la différence des valeurs sommaires (e(bg—1)
ou e(bi_2)) est la plus prés de zéro. Ainsi, pour k = 2, si |e(bg)| < |e(by)|, alors I'estimé

by sera donné par

by = bg + (b1 — bo) (ﬁ) ,

et si |e(bo)| > |e(b1)], alors

_ e(b1)
=t =00 (520 )

L’estimateur de ¢, lorsqu’il n’est pas fixé a zéro, est obtenu de I'équation
a = med;(y; — bx),

a partir de Pestimé b trouvé par la méthode itérative aprés convergence. Lorsque e(h,) ™ =
0, alors I'estimé by de I'équation (1.19) est égal a b, et la convergence est atteinte. En
pratique, on appliquera le processus itératif jusqu’a ce-que e(br)~ soit jugé suffisamment
preés de zéro. Lorsque k = 2, I'utilisation de P"équation (1.19) nécessite la connaissance
des valeurs initiales b, b1, e(bo) et e(b1) afin de déterminer by, b3, e(b2) ™ et e(b2)*. On
calcule d’abord by de la fagon suivante

Yo —Yc
bp = —,
Tp — g
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ou
Yo = med, .y yec(¥i), yp = med g, )en(¥i),

et

TG = med(mi;yi)EG(Ii), Tp = med(.r.;;yi)GD(Ii)'

La valeur e(bg) est ensuite obtenue par I’équation suivante

e(bo) = med(ri;yl)eD(eEO)) - med(m-;;yi)EG(eEO))'

Il s’agit de la différence des valeurs sommaires a l'itération k& = 0. Puis, on calcule
I’estimé b; comme suit

by = by + e(bo).

Enfin, on obtient e(b;) de la ménc facon que e(bg), mais cu reinplagant by par by.
Les valeurs by et by définissent alors un intervalle contenant la vraic valeur de 8. A
chaque itération, on restreint Iintervalle en trouvant de nouvelles bornes de fagon & se
rapprocher de 8. Puisque 'algorithme consiste & chercher by tel que e(br)™ = 0 (on voit
par '’équation (1.19) qu'a cet instant, il n’y a plus d’amélioration possible a apporter &
’estimé b) on aura généralement des valeurs de e(bg) et e(b)) de signes opposés, ce qui
est souhaitable puisque cela indique que la vraie valeur 3 se trouve entre by et by. Si e(bg)
et e(b;) sont de méme signe, alors on ajuste by jusqu'a ce que e(by) et e(by) solent de
signe opposé. Par exemple, si e(bg) et e(by) sont positifs (négatifs), alors on ajoutera un
certain nombre positif (négatif) & by de telle sorte que e(by) devienne négatif (positif).
Cet ajustement sera fait & chaque itération si nécessaire, de fagon a ce que e(by_1) et

e(by) soient toujours de signe opposé, et par conséquent e(by, )™ et e(br+1)t aussi.

Afin d’estimer g, il est aussi possible d’itérer avec I'équation by = bx_; + e(bg_;). Par
contre, lestimé pourrait tendre vers plus d’une valeur (oscillation entre deux valeurs
par excemple, voir Hoaglin et al. 1983) ou encore converger trés lentement. L’approche

donnée par I’équation (1.19) est donc préférable.

Nous allons étudier le comportement de 'estimateur de la droite résistante de Tukey
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Groupe Elément du sous-ensemble
G {P1, P, Ps} = {(1,152,4),(1,2,0,5), (1,5, 7,6) }
C {Ps, Ps, Ps, P} = {(3,0,10,3), (3,7;6,4), (3,9;9,2), (3,9;10,7)}
D {Ps, Po, Pro} = {(5,0;16,6), (5,7;13,6), (7,1;18,8)}

Tableau 1.3 Répartition des points selon le tableau 1.2 lorsque 'ordonnée du point

Py tend vers plus ou moins !'infini

a l'aide des données du tableau 1.1. Nous considérons d’abord le cas ou le point Py
est clairement aberrant en ordonnée. Les figures 1.37 (a) et 1.37 (b) décrivent le com-
portement de l'estimateur de la pente en présence du point aberrant Pl(é) = (7,1, 68,8)
et Pl(él) = (7,1; -32,2), respectivement. La pente de la droite ne semble subir que tres
peu 'influence du point extréme, puisque qu’elle passe par la trajectoire linéaire que
décrivent les neuf autres points. Les estimés de £ sont donnés, respectivement, par
by = 3,3846 et by; = 2,4348, soit une surestimation et une sous-estimation de ’estimé
de @ lorsque le point Pjg est retiré de l'ensemble, c’est-a-dire bpp = 2,9643. La fi-
gure 1.38 indique clairement que I'influence que détient le point aberrant sur la droite
est limitée. En effet, on constate que le point Pyp influence de fagon significative 'esti-
mateur de § seulement lorsque son ordonnée se situe daus U'intervalle ouvert (17; 22,75).
A Dextéricur de cet intervalle, les estimés de § sont ¢gaux a 3,3846 et 2,4348 lorsque ¥

tend vers plus ou moins ’infini, respectivement.

Nous allons maintenant tenter d’expliquer le comportement de l'estimateur de 3 en
présence d’une valeur aberrante. La taille de notre échantillon est n = 10. Nous avons
réparti les données en trois sous-ensembles selon le tableau 1.2, en assignant les points P
et Py, dont les valeurs zg et z7 sont égales, dans le sous-ensemble C' de 'équation (1.16).

La répartition des points est présentée dans le tablcau 1.3.

A partir de I’équation (1.18), on cherche I’égalité entre les médianes des erreurs des
sous-ensembles G et D. Puisque ces deux sous-ensembles possedent un nombre impair

d’observations, la médiane des résidus sera exactement égale & un de ces résidus. Sup-
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Domaine de y19 | Valeur sommaire de G | Valeur sommaire de D | Comportement
medzieck_(egk)) medzlepk(egk)) de b
(—00;17| egk) egk) b= 12,4348
(17;22,75) egk) e(llé) b croit avec yyo
[22,75; 00) k) elF) b = 3,3846

Tableau 1.4 Comportement de 'estimé de 8 pour les trois points sommaires différents,

lorsque I'ordonnée du point Pjg tend vers plus ou moins l'infini

posons que le processus itératif converge avec une précision suffisante & I'itération k.
Puisque nous faisons varier I'ordonnée du point Py tout en gardant fixe son abscisse,
on a toujours x1 < zro < ... < z19. La répartition des données selon le tableau 1.3 fait
en sorte que les sous-ensembles G et D seront toujours composés des mémes éléments.
Par contre, la valeur sommaire du sous-ensemble D variera dépendamment de la valeur
de y19. En fait, pour ce sous-ensemble, on observe trois valeurs sommaires différentes.

Ces trois cas son résumés dans le tableau 1.4.

Dans le premier cas, c¢’est-a-dire lorsque l'ordonnée du point Pig se situe entre moins
Iinfini et 17, I'estiié dc 3 est la solution de egk) = egk), soit la pente d’une droite passant.

par les points I} et . Le scul ¢lément variable de 'enscmble D est le point 7p. Plus

, ) . AT DT . kY oo k

I'ordonnée de ce point s'éloigne vers moins l'infini, plus le résidu @(10) s'¢loigne de eg )
k L , . k k kY 4 s . .

et e( ). Ces deux derniers étant fixes, on a toujours ego) < e(g ) < eé ), d’ou I'estimation

constante de B égal a by; = 2,4248. Le deuxieme cas correspond a la situation ou

’ordonnée du point P est dans l'intervalle ouvert (17; 22,75). L’estimé de [ est la

gk) = e(llé), soit la pente d’une droite passant par les points P et Ppp.

La valeur sommaire du sous-ensernble D étant déterminée par ego), sa valeur change 2

solution de e

mesure que 'ordonnée y1p change. L’estimé de § n’est plus constant comme on peut
le remarquer sur la figure 1.38. Enfin, la derniere valeur sommaire est obtenue lorsque
Pordonnée du point Pjj est supérieure a 22,75. L’estimé de § est la solution de egk) = eék),

soit la pente d'une droite passant par les points P; et Pg. Le raisonnement est semblable
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Figure 1.37 Estimé de la droite résistante de Tukey de la pente du modele y; = G, +¢;
{a) lorsque le point Pl(é) = (7,1; 68,8), (b) lorsque le point Pl(él) = (7,1;-31,2). Le

symbole A représente le point Pyp dont la coordonnée y a été modifiée.

(k) (

) < 61’6) On conclut que

< eg

au premier cas, alors que cette fois-ci, on a toujours e v

la méthode d’estimation produit un estimateur de § robuste & une valeur aberrante
en ordonnée. Cependant, 'estimé de # calculé lorsque le point Pjg = (7,1;22,75) est
le méme que celui calculé lorsque le point Pjp = (7,1; 100 000). Puisque le point dont
les coordonnées sont (7,1;22,75) n’est pas un point aberrant, on s'attend & ce qu’une

méthode d’estimation robuste lui accorde plus de poids dans le calcul de 'estimé b, ce

qui n'est pas le cas ici. La méthode est donc robuste, mais manque de finesse.

Considérons maintenant le cas ou le point Py est aberrant en abscisse. Les figures 1.39
(a) et 1.39 (b) illustrent l'influence que détiennent les points Pl(é”) = (57,1, 18,8)
et Pl(év) = (-42,9; 18,8), respectivement. Les estimés de f sont donnés par by =
2,4348 et by = 2,9643, respectivement. La méthode d’estimation de la droite résistante

nécessite qu'on ordonne les valeurs z;, de la plus petite & la plus grande. Puisqu’on fait

varier l'abscisse du point Pjg, I'ordre parmi les z; en sera affecté. La répartition des
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Figure 1.38 Comportement de l'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée yyp.

observations dans les sous-ensembles G,C et D sc fait de différentes fagons a mesure
que la valeur aberrante parcourt les réels. Afin de maintenir 'égalité des tailles des
groupes G et D (ng = np), tout en s’assurant que les valeurs z; égales entre elles
se retrouvent dans le méme groupe, nous avons réparti les observations entre les sous-
ensembles G, C et D, selon les différents cas illustrés dans le tableau 1.5. La figure 1.40
décrit le comportement de l'estimé b lorsque le point Pjp tend vers plus ou moins 'infini
en abscisse. Nous verrons que les différents sauts qu'on peut y observer sont dus a la

répartition des observations décrite dans le tableau 1.5.

Supposons que la convergence de I'estimé b atteint une précision suffisante & I'itération
k. On considére & nouveau les sous-ensembles G et D des équations (1.15) et (1.17).
Pour le cas 1, ¢’est-a-dire, lorsque 19 € (—o0; 3), les sous-ensembles G et D contiennent

chacun quatre éléments. Tous les points des deux sous-ensembles ont des coordonnées

fixes & I'exception du point P dont le résidu egg) devient de plus en plus grand, a
(k)

mesure que z1p s'éloigne vers moius l'infini. Le résidu ejy’ sera toujours plus grand que
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Figure 1.39 Estimé de la droite résistante de Tukey de la pente du modele y; = S +¢;
(a) lorsque le point Pl(é”) = (57,1; 18,8), (b) lorsque le point Pl(év) = (-42,9; 18,8 ).

Le symbole A représente le point Pjg dont la coordonnée x a été modifiée.

les autres résidus de telle sorte que nous avons e(Qk) < egk) < egk) < egg). Ainsi, la valeur

sommaire de G est toujours déterminée par %(egk) + egk)

les résidus sont ordonnés tels que eék) < eék) < egk) <e

est donnée par %(egk) + egk)). On voit clairement que la valeur aberrante n’a aucune

). Dans le sous-ensemble D,

(k). La valeur sommaire de D

influence sur le point sommaire dans cet intervalle. L’effet de Pjg sur I'estimation de 3
sera donc le méme pour toute valeur de 1y dans I'intervalle. L’estimé by = 2,0429 pour

tout z1p dans l'intervalle est la solution de

k k
e(bk) = ed(:m;y,_)GG(el( )) - med(.‘l?,;;jl/,‘)ED(eg ))

m
L)1+ 4)
0.

I

Il s’agit donc de la pente d’une droite passant entre P et P3 et entre P; et Py de

facon & ce que la distance verticale entre la droite et les quatre points soit la méme.
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Figure 1.40 Comportement de 'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée z .

Cas | Domaine x;g Groupe G Groupe C Groupe D
1 (—0053) Pyo, P1, P, Ps Py, Ps Ps, Pr, P, Py
2 3 P, Py, Po, P53, Py 0 Ps, Fs, P7, Py, Py
3 {3;3,9) Py, P, Ps, Py Fy, Py Fs, P, P3, Py
4 3,9 P, Py, Py, Py, P 0 Py, Fs, P7, Py, Py
5 (3,9, 00) P, Py P Py, Ps, P, Py B, Py, Pro

Tableau 1.5 Répartition des données originales selon la position de ’abscisse du point

Py par rapport aux autres coordonnées x;, pour ¢ =1,...,9
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Dans le deuxi¢ine cas, z19 = 74 = 3. De plus, on a toujours rg = z7 = 3,9. Nous
avons réparti les données de fagon a ce que les sous-ensembles G et D aient chacun cing
¢léments. Nous avons séparé le jeu de données en deux groupes plutdt que trois dans le
but d’avoir des tailles égales pour les sous-ensembles G et D et aussi pour s’assurer que
les valeurs z égales se retrouvent dans le méme sous-ensemble. Pour le sous-ensemble

G, on observe que egk) < egk) < egk) < egk) < egg) alors que pour le sous-ensemble D, on

k k k k k o ,
a eé ) < eé ) < eg ) < eg ) < eé ). Ainsi, les valeurs sommaires des deux sous-ensembles

sont données par egk) et egk), respectivement, d’oli 'estimé de (3 égal a 1,2917, soit la

pente d’une droite passant par les points P3 et Pr.

Dans le troisieme cas, ¢’est-a-dire lorsque 219 € (3; 3,9), les groupes G et D contiennent
a nouveau quatre éléments chacun. Par contre, le seul élément variable, c’est-a-dire le
point Pjg, ne se retrouve ni dans G, ni dans D. Tous les autres éléments étant fixes, les
points sommaires des deux sous-ensembles G et D le seront aussi pour toute valeur de
10 dans l'intervalle. Les valeurs sommaires 1 (e(k) + egk)> et % (egk) + eék)> des sous-
ensembles G et D respectivement, sout a origine de L'estiimation constante de 8 égalce
A 2,1001.

Lorsque z15 = a¢ = 27 = 3,9, les dix observations sont & nouvcan répartics en deux
groupes de cing éléments en respectant la condition que g, x7 et x1g soient dans le

~ . p k
méme sous-ensemble. La valeur sommaire de G est donnée par eg ) alors que celle du

(k) (k) _ (k)

sous-ensemble D est e; . L’estimé b = 2,9643 est donc la valeur de § telle quee;” = ey 7,

soit la pente d’une droite passant par les points Py et P;.

Pour le dernier intervalle, (3,9; 00), I'estimé b se comporte différemment selon que z1¢ soit
dans Pintervalle I1 = (3,95 5,95), I; = [5,95; 7,85) et I3 = [7,85; 00). Les sous-ensembles
sont donnés par G = {P, P, P3} et D = {PFg, Py, Pio}. Les différentes valeurs de b
obtenues (b constant égale a 3,3846 lorsque z19 € I1, b décroissant lorsque z19 € I3 et b
constant égale & 2,4348 lorsque xz1g9 € I3), sont dues aux différentes valeurs sommaires
résultant de 'algorithme. Pour des valeurs de z1g dans I'intervalle I1, med g, e (e, ) =

) alors que med,.yyeplei,) = egk). L'estimé b = 3,3846 est la valeur de 3 qui est

solution de egk) = eék), soit la pente d’une droite passant par les points Py et Ps. Pour



Cas | Domaine | Valeur sommaire de G | Valeur sommaire de D b
de z10 med,, . ec(es) med z,.,)eD (€5, )
1 | (—00;3) 1P 4 ey Ll 4 el 2,0429
2 3 el el 1,2017
3| (339 1) 1 elF)y L) 4 ey 2,1091
4 3,9 el el 2,9643
5 | (3,9;595) elk) el? 3,3846
6 | [5,95;7,85) egk) egg) décroissant
7 | [7,85;00) el¥) elf) 2,4348

Tableau 1.6 Valeurs sommaires des groupes G et D selon la valeur de la coor-
donnée z19. Les valeurs sommaires de G et D sont définies par med(;,;L;:,/i)e(;(eEk)) et

med(,,;z;yi)ep(e,gk)), respectivement

des valeurs de z1g dans Pintervalle I, les valeurs sommaires des sous-ensembles G et D
sont données par les résidus e(lk) et egg), respectivement. Comme la pente est celle d’une
droite passant par les points P et Ppp, et que le point Py est variable, cela explique
que la pente diminue & mesure que ¢ augmente. Enfin, pour des valeurs de z1o dans
Pintervalle I3, I'estimé b = 2,4348 est la valeur de 3 telle que les valeurs sommaires e(k)

de G et eg()k) de D sont égales, soit la pente d’une droite passant par les points Py et Fy.

1l en résulte que l'estimateur du parameétre § par la méthode de la droite résistante est
robuste & une valeur aberrante en abscisse. On constate comme dans le cas d’une valeur
aberrante en ordonnée que cette méthode d’estimation manque de finesse. Par exemple,
la valeur de I'estimé de 3 est la méme pour tout point Pg dont z19 € [7,85; 00). Compte
tenu du fait que le point (7,9; 18,8), dont les coordonnées s’apparentent a celles du point
DPyp original, n'est pas une donnée aberrante, on s’attend a ce que son influcnce sur le
calcul de I'estimé de b soit plus important que pour un point dont g tend vers I'infini.
La figure 1.40 nous indique plutét le contraire. Le tableau 1.6 résume le comportement

de 'estimé b, présenté sur la figure 1.40, en fonction des valeurs sommaires.
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En terminant, rappelons que 'application de la méthode d’estimation de Tukey a un
modele de la forme

yi=Bzite

doit étre faite avec prudence. Poser o = 0 ne causera pas de probleme si I'estimé de o
est pres de zéro. Dans le cas contraire, la pente de la droite pourrait étre mal estimée.
Par exemple, supposons que nous ajoutons la quantité 1.5 a chaque coordonnée z; des
points du tableau 1.1, de telle sorte que les coordonnées des points Py, ..., Pip soient
maintenant (2.6;2,4),...,(8,6;18,8). Alors, la figure 1.41 illustre 'estimation par la
méthode de la droite résistante des modeles y; = fxz; + ¢; (la droite noire) et y; =
a + Bz; + =; (la droite rouge). Pour le second modéle, I’estimé de la pente est donné
par 2,7333 alors que l'estimé de « est égal a -4,7067. Pour le modéle dont 'ordonnée a
'origine est nulle, puisque a n’intervient pas dans 'estimation de b, alors le parametre
[ est aussi estimé & 2,7333. On remarque que la droite noire passe au dessus des points
de I'ensemble, ce qui n’est naturellement pas souhaitable. Il devient clair que I'estimé
2,7333 du parametre 8 du modele v, = B x;+¢; est surévalué di au fait qu’on fixe « =0

dans une inéthode qui estime « et 3 a la fois.
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Figure 1.41 Droites estimées par la méthode de la droite résistante pour le modele

y; = Bx; + &; (en noir) et pour le modele y; = a + Ba; + €; (en rouge).



CHAPITRE I1

METHODE D’ESTIMATION BAYESIENNE AVEC PARAMETRE
D’ECHELLE CONNU

2.1 Contexte théorique

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode d’estimation robuste dans un contexte
bayésien et basée sur des distributions & ailes relevées (heavy tailed). Au chapitre

précédent, nous avons énuméré quelques hypotheses sur les erreurs €;, entre autres que

g

. iid F, pour une distribution quelconque F'. Dans la littérature, on suppose sou-

vent cette distribution F' comme étant normale (par exemple, voir Lange et al. 1989,
Lawrence et Arthur 1990, Birkes et Dodge 1993, Rousseeuw et Leroy 2003). Lorsque
cette hypothese n’est pas satisfaite, I'inférence statistique s’en trouve affectée. Parmi
les solutions permettant de minimiser l'impact que peut provoquer le non respect de
Ihypothése de normalité des erreurs, I'une d’elle consiste & formuler une nouvelle hy-
pothtse quant a la distribution des crreurs. Afin de caractériser les erreurs, aux fins
de robustesse, on favorisera une densité ayant des ailes plus ¢paisses que celle de la loi

normale.

2.2 Contexte bayésien

On considére un échantillon de variables aléatoires X7, ..., X,. Pour un parametre 8, on
suppose que les variables X;|6, pour i = 1,..., n, sont conditionnellement indépendantes

entre elles. La densité conditionnelle de chaque variable X;|0 est donnée par f,(x;|6),
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pour 8 € O et X; € (,.0u O et Q sont des sous-ensciubles de R. L'approche bayésicnne
consiste a combiner 'information contenue dans ’échantillon de donndes a de 'infor-
mation complémentaire, appelée a priori. Cette information a priori provient souvent
d’expériences ou d’opinions personnelles et est indépendante des données observées.
L'information a prior: est généralement spécifiée avant de recueillir 1'échantillon de
données en associant au parametre 8 une loi. La mise a jour de I'information a prior:
se fait en y ajoutant I'information contenue dans les données par le théoreme de Bayes,
qui stipule que Pr[A|B] = Pr[B|A] Pr[A]/Pr[B], pour A et B, deux sous-espaces d'un
espace échantillonnal S. Ainsi, I'application de ce théoréeme nous permet d’obtenir la
densité a posteriori de 8, que nous notons 7(8|z), par

m(O) T, fi(2:l0)
m(z)

m(flz) =

»

ou 7(0) est la densité a priori, z = (21, 2,...,%n) et m(z) = [, m(0) I, fi(z:10)df est
la densité marginale de X. En statistique bayésienne, le processus d’expérimentation
est supposé se faire en deux étapes. Tout d’abord, on considere la variable aléatoire 8
dont la distribution est donnée par 7(8). De cette distribution, une valeur de # est tirée
de facon aléatoire. On obtient alors #°°°, une réalisation ou une observation de la va-
riable aléatoire 6. Sachant la valeur observée #°%, la deuxiéme étape consiste & tirer au
hasard, un échantillon de variables aléatoires X),..., X, dont chaque variable provient
d’une distribution f;(x;]0°%) notée généralement par f;(z;|6). Ainsi, chaque nouvelle
expérimentation produit un nouveau 4 et un nouvel échantillon z,,. .., z,. En statistique
classique (fréquentiste), la premiére étape n’est pas considérée. L’expérimentation clas-
sique consiste donc a tirer au hasard, un échantillon de variables aléatoires X,,..., X,
distribuées sclon f;(x,|@), ou 6 est inconnu mais considéré fixe. Daus ce cas, chaque
nouvelle expérimentation produit un nouvel échantillon de variables =1, ..., z,, mais le
parametre 0 est toujours le méme puisqu’il est fixe. En statistique bayésienne, il est
possible de faire de l'inférence & partir de la densité a postertori de 8, w(f|z), et de la

densité prédictive d’une nouvelle observation Xy 11, soit f(zni1]z).
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2.3 Le probléeme de position

Au premier chapitre, nous avons exposé différentes méthodes de régression robuste afin

d’estimer la pente de la droite de ’équation
yi = Bai + e (2.1)

Dans cette section, nous allons formuler la densité a posteriori de § et du coup, nous
allons voir que le probléme d’estimation de la pente d’une droite de régression peut
se traduire en un probléme d’estimation d’'un parametre de position. La motivation
d’écrire ce probleme sous cette forme provient principalement du fait que les résultats
théoriques de robustesse bayésienne que nous verrons a la section 2.5 s’appliquent au
probleme d’estimation d’un parametre de position. La contribution principale de ce

mémoire réside dans ce lien.

Soit un ensemble de données (z;,1,), pouri = 1,...,n, pour lequel nous faisons I’hypo-
thoése qu'il existe une relalion lindaire, représentéc par I'équation (2.1), entre les variables
X, et Y;. Nous considérons que les variables aléatoires X;, pour ¢ = 1,...,n, ont une
distribution quelconque qui ne dépend pas de 3. Cette distribution n’aura alors aucun
impact sur I'inférence a posteriori de 3. Puisque nous travaillons dans un contexte
bayésien, nous considérons aussi les variables Y; et ¢;, de méme que le parametre [ de
I’équation (2.1), comme des variables aléatoires. Nous supposons que les variables ¢; sont.
indépendamment et identiquement distribuées. Généralement, on choisit la densité des
erreurs £; symétrique, définie sur R et centrée en zéro. Cette densité, évaluée au point
¢; est notée fc(e;). Nous avons omis le parametre d’échelle o, puisque étant considéré
connu, il est implicitement inclus dans f.(¢;). La densité a posteriori du parameétre 3

est alors donnée par

m(8) fx.y(z ylB)

mfley) = m(z,y)
o< () fy (ylz, B) fx (z1B)
o () fy(ylz, B) fx (z)
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Puisque ¥; = /3 X, ¢, et que €, sont indépendantes entre clles, on voit, bien que Y;| X5, 3

sont aussi indépendantes pour 4 = 1...,n. Par conséquent, on a

w(Blz,y) o w(O) I, fr., (vil2., B).

Par les techniques de changement de variables, puisque ¢; = Y, — 8 X, chaque variable
Y; a commc densité conditionnelle, sachant X; et 3,

dEi

fyiyiles, B) = fe (i — B i) v

= fe(ys — Bzi).

On a alors

m(Blz,y) o 7(B) Ly fvi (il B)

(B IGL, fe (i — B i)

Si on définit la variable aléatoire Z; = Y,/ Xi, ce qui cst équivalent a ¢, = f/j\,ﬁ, nous

pourrons alors considérer # comme un parametre de position pour les variables aléatoires

Z;, considérant X7, ..., X, connucs. En cffet, la densité de Z;, sachant X; et g, est
o, z = f3 idgzl\
gZi(ZZ|‘Ll)ﬁ)—f€ ( 1/$1 > ‘dZ;[
1 2 — ,B
= — —_— . 2.2
1/3:1 fE ( I/IL ) ( )

On note que les densités de Y;| X, ne different que par un parametre de position
(Bx;), tandis que les densités de Z;|X;, 8 ne different que par un parameétre d’échelle
(1/z;), et partagent le méme parameétre de position . Si on considére les observations

Z1, - 2y = Y1/T1, ., Yn/ T, ON @ alors
7(Blz, z) o« w(B) I, 9z, (27, B)

<ALy o Lo (1—/;—") ,

puisque Z;|X;, 8 sont conditionnellement indépendantes, du fait que Y;|X;, 8 le sont

aussi et que Z; = Y;/X;, pouri=1,...,n.
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Si nous voulons faire le licn avee la notation utilisée dans Desgagné et Angers (2007)
concernant leur résultat de robustesse avec paramétre de position, on n’a qu’a considérer

impliciternent X1,..., X, connues et poser

filzi = B) = gz, (zl|2:, B) = 1/% (7;/;[))) )

ou les densités f; ne différent que par un parameétre d’échelle 1/z; connu. On est bien
en présence d’'un probleme d’estimation d’un parameétre de position avec Z,|8 condi-
tionnellement indépendantes ayant comme densité f;(z; — 3), et la densité a priori de 8
est encore () qu’on note aussi fo(zo — 3), ol zp cst un parametre de position connu.

Ainsi, on a

m(Blz) o o fo (2 — B). (2.3)

2.4 Apercu des avancées en robustesse bayésienne

Lorsque les différentes sources d’information sont conflictuelles (c’est-a-dire lorsqu’il y
a présence de valeurs aberrantes dans I’échantillon de données et/ou lorsque la distribu-
tion a prior: est incorrectement spécifiée), la distribution a posteriort, calculée a bartir
d’une procédure d’estimation bayésienne non robuste, aura tendance & faire un compro-
mis non réaliste entre les deux sources d’information. Différentes approches ont donc été
proposées afin de juger de la source d’'information la plus fiable lorsqu’il y a conflit. Afin
de restreindre I'effet de valeurs aberrantes sur la densité a posteriori, Lindley (1968)
a suggéré I'emploi de distributions & ailes relevées. Suivant cette idée, Dawid (1973) a
établi des conditions sous lesquelles une source d’information conflictuelle sera écartée
a mesure qu’elle s’éloigne de la source d’information non conflictuclle. Principalcment,
ces conditions stipulent que la source d’information conflictuelle devrait étre associée a
une distribution ayant des ailes relevées. Hill (1974) ot O’Hagan (1979) ont ¢noncé des
conditions plus faciles a vérifier que celles de Dawid. La notion de crédence, caractérisant

les ailes d'une densité, a été introduite par O’Hagan (1990) pour des densités dont le
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comporteent dans les ailes s’apparente a des distributions comnme celle de la Student.
Angers (2000) a généralisé le concept de crédence, définissant la p-crédence pour un plus
grand nombre de lois. Récemment, Desgagné et Angers (2007) ont énoncé des condi-
tions plus générales, basées entre autres sur la p-crédence, permettant de calculer des
densités a posterior: robustes. Les conditions de robustesse concernent essentiellement
I’épaisseur des ailes d’une densité, qui doivent étre suffisamment relevées. Aussi, les
sources d’information privilégiées en cas de conflit doivent avoir une densité dont les

ailes sont moins relevées que les densités des sources conflictuelles.

2.5 Notions sur les densités a ailes relevées

Dans un contexte bayésien, les densités ayant des ailes relevées s’avérent étre d’'une
grande utilité pour faire de I'inférence robuste. Dans le but d’y parvenir, on doit donc
étre en mesure de pouvoir choisir ces densités de fagon efficace. Le choix de ces densités
doit étre soumis & des conditions d’épaisseur des ailes et de régularité que doivent
satisfaire leurs ailes si on désire présenter des résultats robustes. Dans cette section,
nous ¢énumdérerons dans un premier temps les conditions d’épaisseur et de régularité
permettant le rejet de Iinformation conflictuelle. Nous verrons par la suite que ces

conditions penvent étre simplifiées grace & la notion de p-crédence.

2.5.1 Conditions d’épaisseur et de régularité pour les ailes d’'une den-

sité

Considérons le contexte bayésien de la section 2.2. Rappelons que nous supposons que
les variables X;|6, pour i = 1,...,n sont conditionnellement indépendantes entre elles,
ol 8 est un parametre de position. Soit z,, = (x1,...,Zn), un vecteur échantillonnal
composé de n observations tirées d'une population ayant comnme densité f,(z; — ).
Afin de mettre I'emphase sur le fait que la densité a priori constitue une autre source
d’information, nous noterons la distribution du paramétre @ par fo(2o — ¢) plutét que
par la notation usuelle w(6 — zg), olt zp est un parameétre de position connu. Parmi

les n + 1 sources d’information (zg,z1,...,2,), on en considére k + 1 fixées, -notées



69

par (zjo,%j,...,%j) ou (jo,J1,...,Jn) €st une permutation quelconque de I’ensemble
(0,1,...,n) ¢t 00 0 < k < n. Les n — k sources restantes sont considérées comme Stant
des sources d'information conflictuelles (I'échantillon de données x;, contient des valeurs
aberrantes, ou le parametre de position de la distribution a priori est incorrectement
spécifié). Parmi les sources d’information conflictuelles, on considére que m — k d’entre
elles tendent vers moins l'infini, notées par (zj,,,,...,2;,) et que les n — m restantes
tendent vers plus I'infini, notées (x;, . ,...,%;,) ou 0 < k < m < n. Finalement, soit
({) = (~Tjyo v s T Tjpprs - > L4, ), le vecteur contenant I'information conflictuelle.
Nous supposons que la densité f est une densité propre (c'est-a-dire f(z) > 0, Vo € R
et ffooo f(z)dz = 1), positive et bornée. Alors les conditions que doivent respecter les
densités f;(xz; — ), pour 1 =0, ..., n, afin de pouvoir faire de l'inférence robuste, telles

que données dans Desgagné et Angers (2007), sont :

Cl: Ve > 0,Yh > 0, il existe une constante A;(e,h) > 0 telle que z > Ay(e, h)
2+

(z < —Aj(g, h) pour l'aile & gauche) et |8 < h=> 1 —¢ < % <l+e.
Pour les conditions C2 et C3, il existe des constantes As > 0 et My > 1 et des densités
propres f* et g telles que pour tout z > Ap (z < — Ay pour l'aile & gauche),
A CT0))
C2: eterm < Mo
2 % 2
C3: ﬁglogj (z) > adglogg(z) >0,
ou f* peut étre choisie de telle sorte que le comportement de ses ailes est semblable &
celui de la densité f. De fagon plus formelle, la deusité f* doit satisfaire la condition
suivante : il existe des constantes B > 0 et 0 < K1 < K9 < oo de tel sorte que z > B

f(z) < KZ-

(z < —B pour laile & gauche) = K| < 7

)

Les conditions C1 et C2 stipulent que les ailes de la densité sont suffisamment re-
levées. En particulier, la condition C1 affirme que pour une valeur de z assez grande,
un changement de position apporté sur la variable aléatoire Z n’a pas d’impact sur
le comportement de aile de la densité. La condition C3 affirme que pour une valeur

assez grande de z, les ailes de la densité sont convexes (condition de régularité). Sous
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ces conditions, le théoréme suivant, de Desgagné et Angers (2007), nous permet de

déterminer le comportement robuste de la densité a posteriori.

Théoreme 1. Pour tous nombres entiers k et m tel que 0 < k < m < n et pour

toutes valeurs constantes zj,,z;,,...,%;,, si les conditions C1 a C8 sont satisfaites
pour les ailes & gauche des densités f;, . ,..., fj, et pour les ailes d droite des densités
fj7n+l’ R fjn’ et st

[150 fi.(aj, — e>

lim =0 lorsque k < m, et (2.4)
b——co [[Tpiy f5:(0
lim Hl AN ) =0 lorsque m < n, (2.5)

§—o0 Hz =m+1 f]t( )

alors

a) 0|z, 5 O|zx lorsque ¢ — oo, on les densités des variables aléatoires 0|z, et 8|z
évaluées en 0 sont données par m(0|xy) et w(0|zy).
De plus, pour toute fonction w(-) définie sur R telle que B2 [|w(8)]] < oo et

lw(B)|m(B|xk) est bornée supérieurement, si

w®) [1E g £ (25 = 0)

lim =0 lorsque k < m, et 2.6

§——20 K A C)) (2:6)
N1, f(xj, — 6

lim ul )Uf 0 /s (TJ‘ ) =0 lorsque m < n, (2.7)

alors

b) limg oo BT [w(9)] = ETOR4) [ (0)).

La condition de I'équation (2.4) stipule que Iaile & gauche de la densité proportionnelle
au produit de densités [[7%, ., f5,(0) est plus relevée que celle de la densité de @ pro-
portionnelle au produit de densités ]_[Z o f5.(x;, — ). De fagon équivalente, la condition
de I’équation (2.5) stipule que l'aile & droite de la densité proportionnelle au produit de
densités [[i_ .41 f5.(0) est plus relevée que celle de la densité de 6 proportionnelle au

produit de densités [[5_q f5, (25, — 0).

Sous les conditions C1 & C3 ainsi que sous les conditions des équations (2.4) et (2.5), le

résultat a) indique que lorsque les sources d’information conflictuelles divergent a une
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vitesse quelconque, la distribution a posteriori (sachant les n observations) converge
vers la distribution a pesteriori dont on a retiré ces sources d’information conflictuclles.
Concrétement, le théorcme affirme que la contribution des différentes sources d'infor-
mation conflictuelles dans le calcul de la distribution o posteriors diminue & mesure que
¢ s’éloigne vers l'infini. Si on ajoute les conditions des équations (2.6) et (2.7), alors
par le résultat b), le théoreme indique entre autres que les moments a posterior: de
la distribution w(8|z1,...,2z,) convergent vers les moments a posteriori de la distribu-
tion w(0|x1,...,zk), c'est-a-dire la distribution a posteriori dont on a retiré les sources

d’information conflictuelles.

/

2.5.2 Famille de densités GEP et p-crédence

Il est possible de remplacer les conditions énoncées dans le théoréme 1 par des conditions
plus faciles & vérifier, basées sur la p-crédence. Cependant, cette simplification entraine
une restriction quant aux densités f pouvant étre utilisées. En effet, bien que la p-
crédence soit définie pour un tres grand nombre de lois connues, il en existe quelques
unes pour lesquelles clle n’existe pas. Desgagné ct Angers (2005) caractérisent, a 'aide
de la p-crédence, le comportement des ailes d’une densité en la comparant a la densité
GEP (generalized exponential power). La forme générale de la densité GEP telle que

spécifiée par Desgagné ot Angors (2005) est. donnée par

p(z|vy, 6, e, A, 20) = K (v, 6, e, A, z0) exp {—8 max(|z], z9) "}

*(X]

x max(|z|, z0) " *log™* [max(z], zo)]

e~ 2|~ log ™ 2|5 si 2| > 20,
x (2.8)

e—0% 25 log™ z0; si |z] < 2o,
ouz€R,v>0,6 >0 (onfixed =0 lorsque vy =0), « € RRAER, 290 >0 et
K(~,6,a, A 20) est une constante de normalisation. De plus, les parameétres v, 4, «, A

et zg doivent remplir les conditions suivantes :
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1y st A#0,

Al : 2>

0; sia#0,A=0;
A2 a2+ 0z > 0;
A3: a>1sivy=0;

Ad: A>1sivy=0,a=1.

Ces différentes conditions stipulent que la densité est strictement positive et bornée
(A1), qu'elle est unimodale (A2) et qu'elle est propre (A3 et Ad). La densité GEP est

symétrique en zéro et constante entre —zp et zg.

Si f(z) est la densité d’une variable aléatoire Z, alors la p-crédence & droite, notée

p-credt(f) ou p-cred*(Z), est définie par Desgagné et Angers (2005) comme suit

Définition 2. Une densité f a une p-crédence a droite (v, 6, &, A) ’il existe une constante

K > 0 telle que
Tp—C) =K
200 g0z | 2|~ log™ 2]

Puisque la densité GEP est symétrique par rapport & zéro, alors la définition de la p-
crédence a gauche sera identique a celle de la p-crédence a droite en remplagant z — oo
par z — —oc. La p-crédence a gauche est notée p-cred™ (f) ou p-cred™ (Z). La notion de
p-crédence peut s’appliquer a la plupart des familles de densités connues (voir Desgagné

et Angers, 2003).

La proposition suivante, de Desgagné et Angers (2007), permet de comparer les ailes de

deux densités lorsque leur p-crédence (a gauche ou a droite) sont déterminées.

Proposition 1. Soit f et g, deux densités telles que p-cred™ (f) = (v, 4, ¢, \) et
p-credt(g) = (v, ¢, o', X).

i) Siy =~,8 =6,a =a, N =X, alors on dit que les p-crédences & droite de f et g

sont égales, notées par (v',8', ', N) = (v,6, o, A). Leurs ailes a droite sont équivalentes,

f(z)

s s .
¢’est-a-dire que lim,_, o )

= k pour une constante positive k.
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it) On dit que la p-crédence d droite de g est plus petite que celle de f,
notée (v, 8, o/, N') < (7,8, a, A), lorsqu’une des conditions suivantes est réalisée :
a) v <v,b)y =78 <4,

)y =1d=6d<a d)yY=90=0d=aXN<A

Ici, laile a droite de g domine strictement ['aile & droite de f, c'est-a-dire

M, o %% —0.

Afin de comparer les ailes & gauche de deux densités, on procédera de fagon similaire en
utilisant la p-crédence & gauche. Ainsi, 'aile & gauche de la densité ayant une p-crédence

a gauche la plus petite domine ’aile & gauche de 'autre densité.

Les propositions 2 et 3, de Desgagné et Angers (2007), permettent de simplifier les

conditions C1 & C3 et les conditions des équations (2.4) a (2.7) du théorcme 1.

Proposition 2. Sip-credt(f) = (v,6,a, ) et v < 1, alors les conditions C1 a C3 sont
satisfaites pour l'atle & droite de la densité f. Sip-cred (f) = (7,6, 0, A) et v < 1, alors
les conditions C1 a C8 sont satisfaites pour l'aile a gauche.

Proposition 3. Si, pour des densités f1,..., fs,

a) p-cred®(fi) = (v, 6, a4, M), 6 =1,...,s, et

b) pour une méme constante ¢, avec 0 < ¢ <1,y € {0,¢c}, pouri=1,...,s

alors

S S S
p-credt(h) = (iirllaxs'yi,z&.,z(xi,z/\i) ,

""" i=1 1=] i=1

ot la densité de h est telle que
m(6) o T fi(6 —wi),
i=1

pour toute constante uy, ..., us. Par convention, é; =0 si v = 0.

En utilisant les résultats des propositions 1 a 3, Desgagné ot Angers (2007) formulent &

nouveau les résultats a) et b) du théoreme 1.
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Théoréme 2. Supposons que p-cred™(f,) = (v, ,0; ,a; , A7) et

p-credt(f;) = ('yf,df,a;r,)\;r), tel que pour une méme constante ¢, avec 0 < ¢ < 1,

v 77 € {0,¢c}, pouri=0,...,n. Pour tous nombres entiers k et m tels que 0 < k <
m < n et pour toute valeur firée xjy,z;,, ..., 25, st
m m m
(i:kr_ri_l?:).(ﬂm Tjir Z 5J'i’ Z Qg Z AJ&)
i=k+1 i=k+1 i=k+1

n n n
ax p D DD P
X ] ) ! !
(i:nﬁrﬁ ..... o T > o %0 A5

t=m+1 i=m+1 1=m+1
k k k
< ii%?‘,),(k’yﬁ’z(sjf Zaﬁ,Z)\ji lorsque m < n,
e i=0 1=0 i=0

alors le résultat a) du théoréme I est vrai.

De plus, pour toute fonction w(-) définie sur R telle que E™7E6)[|w(9)]] < co et
lw(B)|m(f]zr) est bornée supérieurement, si p-cred (|w|) = (v, 05, 0y, Ay) €t

p-cred™ (lw]) = (v, 65, o, ML), tel que pour une méme constante ¢, avec 0 < ¢ < 1,
v ve € {0, ¢}, et si

m m m
ax n 5 T B AT
IR SEAD S DR

i=k+1  i=k+1 i=k+]
k k k
+ - + ~ + - + -
< (i:rréaxk('yjl.,'yw), Z 511,-, +4,, Za]-i +a,, Z )\ji + )\w>
i=0 i=0 i=0

lorsque k < m, et

n n n
~F + + +
FESIRED SO VLD DRV

""" i=m+1 i=m+1 i=m+1

k k k
< (Lt o 0 2056 Yo ok Do+
e i=0 i=0

1=0

lorsque m < n,

alors le résultat b) du théoréme I est vrai.
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2.6 Exemples

Dans cette section, nous considérons le jeu de données simulé a partir du modéle y; =
2,52; + ¢4, avec £; ~ N(0; 2,52) introduit & la section (1.2). Ces données sont présentées

a nouveau dans le tableau 2.1.

tooT Y

1 1,1 24
2 12 05
3 1,5 76
4 30 103
5 3,7 64
6 39 9.2
7 39 10,7
8 5,0 156
9 57 1356
10 7,1 18,8

Tableau 2.1 Coordonnées x et y pour les 10 points de I'ensemble de données

Puisque nous considérons le parametre d’échelle ¢ connu, nous estimerons seulement le
parametre 3. Le cas ou o n’est pas connu est étudié dans le prochain chapitre. Motivé
par les résultats du théoreme 1, nous estimons [3 par I'espérance a posteriori de 3. Si
on cousidére la notation de Desgagné et Angers (2007), ct si la densité a posteriori de
[ déterminée a la section 2.3 est donnée par
g fi(z = 6)

m

m(Blz) = B ,

ol la densité a prior n(f) = fo(z0 — B) et zp est un parametre de position connu de la

densité a priori de 3, alors on définit I'estimateur de g par

S B iz~ ) dB
2O fi(z - B)dB

b=E[]z] = / " B n(Bl2)dp (2.9)
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Si on considere la notation de la régression linéaire, alors

[ BBV, v J- (377 d6

b=EWgﬁ=/ B 7(Blz, 2)dp =

S w8y T e (352) ap
ou de fagon équivalente,
o0 fo I fe i — Bx;)dfp
J =00 _ =1 1 13

Notons qu’on peut prendre également la médiane ou le mode a posteriori de 8 comme

estimateur de 3, dépendant de la fonction de perte considérée.

Afin d’étre le plus neutre possible quant au choix de la distribution a priori de 8, nous
avons choisi 7(8) = folzg — ) = 1. La distribution a priori est donc une distribution
impropre et non informative. Les ailes d’une telle densité ne tendent pas vers zéro de
telle sorte que l'information a priori ne sera jamais en conflit avec les autres sources
d’information. On remarque qu’avec ce choix, la densité a posterior: est proportionnelle
a la vraisemblance. Si on considérait en plus le mode a posteriori de § comme estimateur
de Bayes de [, alors cela reviendrait a trouver l'estimateur du maximum de vraisem-
blance. Par exemple, si on suppose que la variable aléatoire ; est distribuée selon une loi
N(0;02), pour i = 1,...,n, alors la variable aléatoire Z; = Y;/X; = 8+ £;/X;, sachant

G et X;, est distribuée selon une loi N(8; (¢/z;)?). Si on considére la variable 3|z, z alors
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par I'équation (2.3) et avec n(f) = folzo —B)=1,0na

zi— B
11/ f(m)

-1 [z - B\?
52
~1 (7~ B\
%—:1 <l/xz>

>z ) +BQZI Z(ﬂf?%‘))}

=1 =1

m(Bz, z) o I}

s 2 n 2,3\ 2
o exp {7%0‘; o <6 - Li;f;j)) }

C’est donc dire que si on suppose que la variable aléatoire ¢; de Iéquation (2.1) est

distribuée selon une loi N(0;¢?) pour un ¢? connu, alors la variable aléatoire §|z, z est
T ZT ]xz 2, a2 N , L. ,
distribuée selon une loi N{ &4 s T ) L’espérance, la médiane et le mode d’une
=1 i i=1 ¥4

variable aléatoire normale étant tous égaux, on voit bien que 'espérance a posteriori de §

n’est nul autre que I’estimateur de vraisemblance maximal de [ et cst égal a %’f— =

=1 "

Z—ﬁ‘% soit I'estimateur de 3 vu & la section 1.2. Cependant, la loi N(0; 02) ne permet

> i)
pas d’obtenir des cstimateurs robustes comme nous I'avons constaté au chapitre 1. Cela
s'explique par les résultats théoriques de robustesse, car les ailes de la densité de la
loi normale ne sont pas suffisamment relevées, comme nous allons le voir dans cette
section. Dans le but d’obtenir un estimateur bayésien de [ robuste, nous considérons
plutot les lois de Student et GEP de type V afin de décrire le comportement de la

variable aléatoire ;. Notons que ¢; et Z; ne different que par un parametre de position

et échelle, car g; = 1/X La densité GEP de type V est donnée par I'équation (2.8) avec
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les parameétres v =0, =0, @ = 1 et A > 1 (Desgagné et Angers, 2005). Nous avons
fait le choix de ces deux lois puisqu’elles posseédent toutes deux des ailes plus relevées
que celles de la loi normale. Nous allons le démontrer en comparant, la p-crédence &
droite de ces trois lois symétriques, en utilisant la définition 2 et la proposition 2 de
la section 2.5.2. Tout d’abord, si une variable aléatoire Z; est distribuée selon une loi
N(0;0?) avec densité fz, (z) o exp{g?z.(z}, alors p-credt(Z]) correspond au choix des

parametres (v, 6, @, A) qui satisfont

. £(2)

z=00 e =027 ||~ log™ 2|

pour un certain K > 0. Ainsi, si on choisit vy =2, § = #, a=0et A =0, alors
52
. f(z) o Kexp{5m)
im — = lim . —
200 @027 g log TN (z) 200 @82 pmogT A (2)
52
K exp{37r}
2y
7200 exp{35}

=K,

ol K est la constante de normalisation de la loi normale. On obtient donc, p-cred*(Z,) =

(2, #, 0, 0). Maintenant, soit une variable aléatoire Z qui est distribuée selon une

loi de Student avec v degrés de liberté, pour v > 0, et dont la densité est fz,(z)
v(u.-}—l)
(1+é> * _Sionchoisit y=0,0=0,a=v-+1let A=0, alors

1%

_vtl)

2 ;
lim /(z) = lim K (]/+Z ) Z
zi»oo =627 p—a g~ A = -dz7 ,—a -A

e z7%logmMz) e z=log™"(z)
9 v+
v+ 2
= lim _ ( ;a)
=00 =027 (:2) F log (2)
K 9 _ 1
v+ oz 2
= lim ( _)a
z—00 (ZZ)T
—(v+1)
2 Pl
= lim K (”f >
Zz—00 A
v —{v+1)
— lim K (—5 + 1) g
Z2—00 ¥A



79

ou K est la constante de normalisation de la loi Student. On obtient alors p-cred™(Zy) =
(0, 0, ¥+ 1, 0). Enfin, si une variable aléatoire Z3 est distribuée sclon une GEP de type

V, il est trivial que p-cred¥(Z3) = (0, 0, 1, A).

Afin de comparer les ailes a droite des densités deux a deux, nous utilisons la pro-
position 2. Si on note p-cred*(Z)) = (v, 6, o, A), p-credt(Zs) = (v, 6, o', \) et
p-credt(Z3) = (v", 6", ", \"), alors p-credt(Zy) < p-credt(Z;), car v < v, ol v =0
et v = 2. L’aile a droite de la densité de Student domine strictement l’aile & droite de la
densité normale. Par symétrie, la densité de Student a des ailes plus relevées que celles
de la loi N(0;02). Aussi, p-cred*(Z3) < p-cred*(Z;), car v =+, 8" = ¢ et o < o,
oua”=1let o =v+1avecr > 0. Laile & droite de la densité GEP de type V domine
strictement l'aile a droite de la densité Student. Par symétrie, la densité GEP de type
V a donc des ailes plus relevées que celles de la Student, et par conséquent ses ailes
sont aussi plus relevées que celles de la normale. La densité Student est appelée densité
a ailes relevées tandis que la densité GEP de type V est appelée densité & ailes super

rclevées (Desgagué et Angers, 2005).
2.6.1 Student

A ’origine, les données ont été simulées en posant. la variable aléatoire g; i.1.d N (0; (2,5)2> )
Cela revient a dire que 55-‘5 i.i.d N (0;1), soit avec un parameétre d’échelle de 2,5. Puisque
nous supposons le parametre d’échelle o connu, nous lui assignons cette valeur de 2,5.
Dans cette section, nous supposons plutot que la variable aléatoire g; est distribuée selon
une loi F' avec paramétre d’échelle o connu et égal & 2,5, ot F' est une loi de Student

avec 4 degrés de liberté et parametre d’échelle connu 7g. La densité des ¢; est

1 &3 2 e
Jele) (HZ (2,5T0> ) :

Afin d’influencer le moins possible 1'inférence en cas de non-conflit, nous fixons le pa-

rametre 7y de telle sorte que la variable aléatoire 5% ait une densité F' (soit une loi de

Student avec 4 degrés de liberté et parametre d’échelle 7p) ayant une distance inter-
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quartile égale & celle d’une N(0; 1). Counsidérons les distances interquartiles

dy =Qn(3) - Qn(1)
= 0,6745 — (—0,6745)
= 1,349,
dr = Qr(3) — Qr(1)
= 0,7407 — (—0,7407)
= 1,4814,
ol Qun(3) et @n(1) sont les troisieme et premier quartiles de la loi normale centrée

réduite et Qr(3) et @7(1) sont les troisitme et premier quartiles de la loi de Student

avec 4 degrés de liberté. Alors 79 est tel que

drm =dy
&7 = dn
70 = dT
< 19 = 0,9106.

€

2,5

On voit sur la figure 2.1 qu’avec ce choix, la distribution de la variable aléatoire 7% a une
dispersion semblable & celle d'une normale centrée réduite, sauf pour les ailes. Puisque
nous considérons plutdt la variable aléatoire Z; = %L, alors par I’équation (2.2), la

densité de cette variable évaluée au point z; = £t est donnée par
Lo

1f 2= 1 1+1 " 9\ —5/2
/2 \ 1z ) S 1z 4 \ 2,2765/1, ‘

pouri=1,...,10 et ol o7y = 2,2765. Nous noterons la loi de Z;| X, 8 par t4(8

2,2
, 22765,

soit une Student avec 4 degrés de liberté, avec parameétre de position § et parametre

d’échelle 22755,

Considérons d’abord le cas ou le point. Py est aberrant en ordonnée. Ce cas est représenté
sur les graphiques (a) et (b) de la figure 2.2. Les points Pl(é) = (7,1, 68,8) et Pl(é[) =

(7,15 -31,2) respectivement, semblent avoir tres peu ou pas d’influence sur l'orientation
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Figure 2.1 Densités N(0;1) et F' ot F' est une loi de Student avec 4 degrés de liberté

et parametre d’échelle 7y = 0,9106.

de la droite. Eu effet, cette derniére cmprunte la trajectoire linéaire déerite par les neuf
autres points non aberrants. Pour chacun des graphiques, la pente de la droite est estimée
a by = 2,6549 et b;y = 2,5672. Lorsque y19 tend vers plus ou moins l'infini, Uestimé de
la pente converge vers la valeur bgyugent = 2,6103 tel qu'illustré sur la figure 2.3. Cette
valeur, correspond a l'estimé de 3 lorsque le point P est retiré de I'ensemble de données.

La méthode est donc robuste & une valeur aberrante en ordonnée.

Afin de mieux comprendre, analysons le cas ol yjg tend vers l'infini. Considérons les
graphiques (a), (b) et (c) de la figure 2.4, représentant le positionnement des densités a
posteriori w(B|Z1, . .., Z1), (B Z10) et m(B|Z1, .. .. Zy) selon la valeur de la coordonnée
y10. Notons que Xi,...,X10 sont considérées implicitement connues pour alléger la
notation. Aussi, la densité a posteriori m(3|Z10), qui est proportionnelle a la densité
970 (z10— BB, T10), est centrée en F = 219 = y10/%10. Dans la premiére figure, y10 = 18,8

(210 = y10/Z10 = 2,6479), ce qui correspond au jeu de données original du tableau 2.1.
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Figure 2.2 Estimé bayésien de la pente du modéle y; = Ax; + ¢; (a) lorsque le point
Pl(é) = (7,1; 68,8), (b) lorsque le point P](él) = (7,1 -31,2). Le symbole a rcprésente le
point Pjg dont la coordonnée y a été modifiée. Les variables aléatoires Z; suivent une

loi t4(0; 2299),

z,




83

28

27

25

24
N

-2000 -1000 v} 1000 2000

Figure 2.3 Comportement de Uestimé b pour différentes valeurs de la coordonnée yg.

L’estimé de 3 est égal a 2,6229 alors qu’il n’y a pas d'information conflictuelle, c’cst-
a-dire qu’il n'y a pas de point aberrant. Le point Pjp n'est pas écarté par la méthode
d’estimation, mais puisqu'il se rctrouve dans la trajectoire linéaire formée par les neuf
autres points, son influence sur l'estimé de 3 parait négligeable (b = 2,6229 alors que
bsiudent = 2,6103). Cela se traduit par le fait que les densités a posteriori w(8|Z10) et
m(B|Z1, ..., Zg) ont une importante zone commune due au fait qu'elles sont superposées.
La densité n(8]|Z1,. .., Z1p) se trouve au méme endroit que les deux densités m(8|Z1p)
et (8| Z1,. .., Zg), comme on peut ’observer sur le graphique. La densité a posteriori
w(B|Z1, ..., Z19) est donc calculée en fonction du compromis le plus réaliste entre les
différentes sources d’information z,.. ., z19. Rappelons que la densité a priori de 3 est

m(8) = 1, d’ot ’absence d’un parametre de position zg pour cette densité.

Sur le graphique (b) de la figure 2.4, le point Pjy se retrouve maintenant aux coor-
données (7,1; 28,8), cc qui donne z19 = 4,0563. A nouveal, il n’y a pas d’information

conflictuelle. Cependant, il est intéressant de constater comment se comporte la den-
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249 =4,0563 et b = 2,8147

— r{BlZy, ... Zy)

- mBlZy, .. Zg)

== n(Bl Zio)
T T T
4 8 8

, Z9), m(B]Z10) et

-, Z10) lorsque (a) y10 = 18,8, (b) y10 = 28,8 et (c) y10 = 68,8.
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sité a posteriori m(B|Z1,...,Z10) lorsque les densités m(8]Z1p) et m(B]Z1,...,Zg) ne
sont plus du tout superposées comme dans le cas précédent. On voit que les densités
a posteriori m(B|Z10) et w(B|Z1,. .., Zy) se chevauchent maintenant dans les ailes et que
leur zone commune a diminué par rapport au cas précédent. L’influence de la valeur
y10 = 28,8 (210 = 4,0563) est & son maximum et se traduit par une estimation de 3 de

2,8147.

Enfin, sur le graphique (c) de la figure 2.4, nous illustrons le cas ou le point Pl(é) =
(7,1; 68,8) est aberrant, soit 219 = 9,6901. En présence d’information conflictuelle, on re-
marque que la zone commune entre les densités a posteriori w(5|Z1p) et 7(B|Z1, ..., Zy)
est maintenant négligeable. L’importance accordée au point Pjo dans le calcul de 'es-
timé de [ est beaucoup plus faible que dans le cas précédent. Cela se traduit par le fait
que by = 2,6549 est beaucoup plus prés de bguaen: = 2,6103 que l'estimé b = 2 8147
calculé au cas correspondant & la figure 2.4 (b). La densité a posterior: n(§|Z,,..., Z1o)
est revenue vers la densité a posteriort w(5|Z1, ..., Zy). Lorsque y10 (z19) tend vers l'in-
fini, la méthode d’estimation écarte graduellement I'information conflictuclle (le point
aberrant Pjg) au profit des neuf autres points. La deusité (8|21, ..., Z10) se comporte
de plus en plus comme la densité w(8|Z1,..., Zg) et & la himite, les deux densités se-
ront identiques. Ainsi, I'estimé de la pente calculé & partir de la densité a posteriort
(6| Z1, ..., Z10) tend vers Uestimé de la pente calculé & partir de n(3|Z,,...,Zy) a

mesure que y10 (z10) tend vers plus l'infini, tel que stipulé par le théoréme 1.

Considérons maintenant le cas ou le point Pjg est aberrant en abscisse. Rappelons que

la variable aléatoire Z; = % ou X; est connue. Alors,

Va.f[Zlolzlo,ﬂ] = Var [Y10/ X10|Z10, 5]

1
= Var[Y10|:L'10,,B]
L

1
= — Var|eqgl.
f%o arferol

La variance de la variable aléatoire Zjgp est d’autant petite que zj9 tend vers plus

ou moins l'infini. La théorie sur la robustesse vue & la section 2.5 suppose que les
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Figure 2.5 Estimé bayésien de la pente du modéle y; = fz; + &; (a) lorsque le
point, Pl(é”) = (57,1; 18,8), (b) lorsque le point Pl(év) = (-42,9; 18,8). Le symbole
A représente le point Pjg dont la coordonnée y a été modifiée. Les variables aléatoires
Z; suivent une loi t4(0; %71%)

variables aléatoires peuvent provenir de lois différentes n’ayant pas nécessairement la
méme variance. Cependant, méme si la réalisation de certaines de ces variables tend
vers plus ou moins I'infini, leur variance respective est considérée fixe, contrairement a
ce qui est observé ici. Puisque notre analyse des méthodes vues précédemment portait
aussi sur la robustesse par rapport a une valeur aberrante en abscisse, nous allons tout
de méme explorer le cas ou la coordonnée z)¢ tend vers plus ou moins l'infini, malgré

le fait que les résultats sur la robustesse ne s’appliquent pas.

Les graphiques (a) et (b) de la figure 2.5 illustrent le nuage de points lorsque le point
aberrant est localisé aux coordonnées Pl(é”) = (57,1; 18,8) et Pl(év) = (-42,9; 18,8},
respectivement. L'estimé de 8 est donné par by;; = 2,4624 et byy = 2,5049. Ces deux
valeurs sous-estiment la valeur de b lorsque le point Pjp est retiré de I'cusemble de

données, c¢’est-a-dire bgrgens = 2,6103. En analysant seulement la figure 2.5, la méthode
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“Figure 2.6 Comportcment de I'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée xg.

d’estimation bayésiennc lorsque les variables Z; sont distribuées selon unc t4(f; %71_65),
semble étre robuste. Cependant, la figure 2.6 démontre plutét que lorsque w19 tend vers
'infini (219 tend vers zéro), 'estimé de 3 converge vers 0. Le phénomeéne est aussi vrai
lorsque z)g tend vers moins l'infini, mais I'estimé b tend vers zéro a une vitesse beaucoup

plus lente.

Afin de mieux comprendre, considérons les graphiques (a), (b) (¢) et (d) de la figure 2.7.
Ces graphiques représentent le positionnement des densités a posteriori 7(5| 21, ..., Z1o),
(8| Z1o) et w(B)Z1, ..., Zg) pour différentes valeurs de z19 lorsque nous considérons le
cas oll 19 tend vers I'infini (219 tend vers zéro). Tout d’abord, nous avons omis le cas
ou la valeur de z1g égale 7,1 puisqu'il correspond exactement au cas représenté dans le
graphique (a) de la figure 2.4 discuté avant. Maintenant, dans le graphique (a) de la
figure 2.7, le point Py a comme coordonnées (17,1; 18,8), soit z10 = 1,0994. Aucune
information n’est en conflit. A nouveau, comme pour le graphique (b) de la figure 2.4,

I'intérét est d’analyser le comportement de la densité a posteriori n(B8|Zy, ..., Z10)
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lorsque la zone cominune des densités w(3|Z10) et w(8|Z1,...,Zy) est restreinte. Le
changement de la coordonnée z19 du point Pjo, passant de 7,1 dans le graphique (a)
de la figure 2.4 4 17,1 dans le graphique (a) de la figure 2.7 a cu pour effet de dimi-
nuer la variance de la variable Z1o (et donc de Blz19) et de déplacer la densité 7(3|Z10)
vers la gauche, tel quobservé dans le graphique (a) de la figure 2.7. Cela a entrainé
la réduction de la zone commune entre les densités m(3|Z10) et 7(8|Z1, ..., Zs), qui a
eu pour conséquence d’augmenter la dispersion de la densité n(5|Z1,..., Z1g) tout en
déplacant cette densité vers la gauche, mais de facon plus ﬁodeste, L’estimé de 3 se
voit étre affecté par I'influence non négligeable du point Pjg, chutant de 2,6229 dans la

figure 2.4 (a) & 2,351 dans la figure 2.7 (a).

Sur le graphique (b) de la figure 2.7, nous avons considéré le point aberrant P](é”) dont
les coordonnées sont (57,1; 18,8), ce qui donne z1p = 0,3292. L'estimé de § est 2,4624.
On voit que la densité m(0]|Z19) est trop éloignée e la densité w (0|21, ..., Zg) de telle
sorte que la zone commune entre les deux densités semble suffisamment petite pour
créer unce situation de conflit. La dispersion de m(3|Z1p) est beaucoup moins grande due
au fait que plus z1g tend vers 'infini, plus la variance de la variable aléatoire Z)g tend
vers 0. Cependant, malgré que les résultats théoriques de la section 2.5 n’ont pas ét¢
développés dans le cas particulier d’une variance qui varie en fonction de I'information,
la méthode d’estimation bayésienne produit néanmoins un estimé de § qui semble étre
peu influencé par la valeur aberrante en z. Tout comme une méthode robuste, la densité
7n(B|Z),.... Zyo) serapproche de m(5|Z1, .. ., Zg), indiquant que la méthode d’estimation
donne moins de poids au point Py et privilégie les points P, ..., Py dans le calcul de
b. Cependant, comme on 1'a vu, I'estimé de § tend vers 0 & mesure que z)o tend vers

plus ou moins I'infini. Cette situation devient plus claire dans les deux prochains cas.

Sur le graphique (¢) de la figure 2.7, la coordonnée z,g égale 407,1, soit z)9 = 0,0462.
On voit que la densité m(B8|Z)p) s’est déplacée vers la gauche et que sa variance a
encore diminué. Quant 2 elle, la densité m(5|Z1,. .., Z19) s’est a peine déplacée vers la
gauche, mais on est maintenant en mesure de constater que cette densité est himodale.

En eflet, on remarque qu’un mode se retrouve pres de la densité #{3|Z1g), alors que le
) q p )
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Figure 2.7 Comportement des densités a posteriori n(6|Z1,...,2Z9), m(B8|Z10) et

7T(/3|Zl,..
10 = 10007 1.

., Z10) lorsque (a) z19 = 17,1, (b) z10 = 57,1, (¢) z10 = 407,1 et (d)
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deuxiéme mode et la densité w(5] 21, . . ., Zg) sont pratiquement superposés. Le point Py
de coordonnées (407,1; 18,8), bien qu’ayant une influence limitée, n’est pas écartée par la
méthode d’estimation. La densité w(8]Z1, ..., Z1p) est calculée en faisant un compromis
qui pourrait sembler acceptable entre les données et la valeurs aberrante compte tenu du
fait que 'estimé de § vaut 2,411. Cependant, comme le laisse sous-entendre la figure 2.6,
I'influence du point Pjp augmente & mesure que z19 tend vers I'infini puisque l'estimé
de 0 tend vers zéro. Comme on aimerait qu'une méthode robuste accorde de moins en

moins d’importance & un point aussi éloigné que le point Pjg = (407 ; 18,8), il est clair

que la méthode bayésienne, dont la variable Z est distribuée selon une loi t4(5; 2’217_65),

n’est pas robuste a une valeur aberrante en x. Mais bien qu'elle ne soit pas robuste,
cette méthode limite tout de méme I’influence de certains points pouvant étre considérés
aberrant, comme par exemple le point de coordonnée (-100; 18,8), tel qu’illustré sur la
figure 2.6. L’explication de la lente convergence de I'estimé b vers 0, donnant ainsi
I'impression d’une méthode robuste, peut s’expliquer par le fait qu'une valeur aberrante
en abscisse, pour notre modele y; = §x; + €;, borne les résidus qui, contrairement au
cas ou 1l y a unc valeur aberrante cn ordonnée, ne peuvent tendre vers U'infini. En cffet,
lorsque y19 tend vers plus ou moins I'infini, lestimé de la pente d'une mnéthode non
robuste sera tirée par le point aberrant. A la limite, la pente de la droite sera infinic ¢t
les résidus, en valeurs absolues, (la distance verticale entre les points et la droite) seront,
aussi infinis. Mais lorsqu’on considére plutét qu'un point en abscisse tend vers plus ou
moins l'infini, alors la pente de la droite, estimée d’une méthode non robuste, tend vers
0. Cela entraine que les résidus sont bornées puisqu’ils tendent vers une limite finie.
A mesure que le point aberrant s'écarte de la tendance linéaire en abscisse, les résidus
découlant de 'estimation de [ tendent vers leur limite respective mais & une vitesse
beaucoup trop lente pour que la méthode écarte les points Pj,..., Py du calcul de b.
Par exemple, sur la figure 2.8 nous avons supposé que la droite passait par 1’origine
et le point de coordonnée (0,1; 18,8) (la droite rouge) et par l'origine et le point de
coordonnée (-100; 18,8) (la droite bleue). En tenant compte des dix points, ’estimé de
8 lorsque le point Pjg = (0,1; 18,8) est 2,6119 alors que ’estimé de § lorsque le point
P = (-100; 18,8) est 2,4942. Rappelons que 'estimé de 8 lorsque le point Pjg est
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— Droite passani par les points (0:0) et {0.1:18.8)
— Droite passant par Jes poinls (0:0) et (-100;18,

-5
1

Figure 2.8 Exemple de droites si le modele rejette les points Py, ..., Py.

retiré des données est 2,6103. On voit donc que la méthode écarte dans une proportion
plus grande le point P1g = (0,1; 18,8}, qui cst pourtant beaucoup plus prés des dounées
originales que ne l’est le point Pig = (-100; 18,8). Cela est dua au fait que, un peu comme
pour une valeur aberrante en ¥, les valeurs résiduelles produites par la droite rouge de la
figure 2.8 sont beaucoup trop grandes. Le modele écarte alors le point Pig = (0,1; 18,8)
comme un point faisant partie de ensemble. Lestimé b est donce semblable & celui
fait & partir des neuf points F1...., Fo. Par contre, lorsque nous considérons le point
P1o = (-100; 18,8), les résidus découlant de la droite bleue sont beaucoup plus réalistes.

Le point Pyg = (-100; 18,8) n’est donc pas totalement écarté par la méthode comme ce

fut le cas pour le point Pyg = (0,1; 18,8).

Analysons maintenant un cas ol le conflit entre les sources d’information est encore
plus flagrant. Lorsque le point aberrant Pyg a comme coordonnée x19 = 10007,1 (210 =
0,0019), les densités a posteriori se comportent tel qu’illustré sur le graphique (d) de la

figure 2.7. On voit que la densité 7 (8|21, . .., Z10) est toujours bimodale, mais cette fois-
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ci, le mode global se retrouve du ¢6té de la densité n(3|Z10), signifiant que la méthode
n’cst pas robuste. Sans avoir totalement écarté les neuf points P, ..., Py, la mdéthode

leur accorde de moins en moins d’importance dans 'estimation de 8 au profit du point.

Bien que la méthode d'estimation bayésienne, dont les variables Z; sont distribuées

selon une loi t4(f3; 2‘1705), produise un estimé de 8 robuste & une valeur aberrante en

y, cela n’est pas le cas lorsqu’il y a présence d'une valeur aberrante en abscisse. Dans
cette section, nous avons supposé que les variables aléatoires ¢;, pour ¢ = 1,...,n, sont
distribuées selon une loi de Student avec v = 4 degrés de liberté et avec parametre
d’échelle connu 75. Le choix de v a été motivé par le fait qu'une variable aléatoire étant
distribuée selon une Student avec v degrés de liberté, est a peu prés distribuée selon une
loi normale centrée réduite, lorsque v tend vers I'infini, c’est-a-dire une densité ayant des
ailes moins relevées. Ainsi, plus on choisira une valeur de v grande par rapport a v = 4,
moins on s'attend & obtenir un estimateur de 3 robuste, par rapport a I'estimateur de

B lorsque v = 4.

2.6.2 GEP de type V

Dans cette section, nous supposons que la variable aléatoire ¢; est distribuée selon 1ne
loi F' avec parameétre d'échelle o connu égal a 2,5, ou F' est une loi GEP de type V avec

parametres vy =6 =0, a = 1, A =4, zp = 2 et parametre d’échelle connu 7p. La densité

-1 —4
£
2 log 2 .
- ) <Og (‘2,570 " >>

Notons que nous utilisons une forme modifiée de la densité GEP (Desgagné et Angers

de ¢; est

fe (&) (‘ o

2,57’0

2003) qui n'a pas de partie uniforme au centre (voir figure 2.9).

Le parameétre d’échelle 7y est déterminé de telle sorte que la variable aléatoire 5% ait

une densité F ayant une distance interquartile égale a celle d’une N(0:1). Considérons
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les distances interquartiles

dy =Qn(3) - Qn(1)
=0,6745 - (—0,6745)
= 1,349,
de = Qc(3) - Qa(1)
=0,39424 — (-0,39424)
= (,78848,
o Qn(3) et Qn(1) sont les troisime et premicr quartiles de la loi normale centrée

réduite et Q¢ (3) et @ (1) sont les troisieme et premier quartiles de la loi GEP de type

V avec parametres vy =0 =0, a = 1, A = 4 et zg = 2. Alors 75 est tel que

dc o =dn

dn

PEN _

T0 dG
< 1 = 1,7100.

On voit sur la figure 2.9 qu’avec ce choix, la distribution de la variable aléatoire 5%+ a une
dispersion semblable a celle d'une normale centrée réduite, sauf pour les ailes. Puisque

nous considérons plutdt la variable aléatoire Z; = )71, alors par I’équation (2.2), la
densité de cette variable évaluée au point z; = %, est donnée par

1 z - B z— 0 -1 z—8 -4
Tf<1/>°‘(‘m3—/— ”) (lg(\m +2))v (2.10)

pour ¢ =1,...,10 avec z; € R et 2,579 = 4,2773. Nous noterons la loi de Z;|X;, 8 par

Feep.

Un probleme survient avec 'estimation de § si on utilise I'espérance a posteriori de 3,
puisqu’clle n'existe pas. Cela provient du fait que les moments d'une variable aléatoire
distribuée selon une GEP de type V n’existent pas (Desgagné et Angers, 2005). Ainsi,
Pestimateur b = ffooo 8 m(BlZ1,...,Z10)d0 n'existe pas. L'étude de la densité a poste-

riort m(0z, z) & partir des observations du tableau 2.1 nous a permis de constater qu’on
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Figure 2.9 Densités N(0; 1) et F, ot F est une loi GEP de type V avec parameétres
y=0=0,a=1, A =4, zg = 2 et paramétre d’échelle 79 = 1,7109.

peut trouver un domaine d’intégration assez grand et fini, ® = {f|dins < F < dyyp}, O
dins et dsup sont les bornes d’intégration inférieure et supérieure, telles que la presque
totalité de la masse de la densité s’y trouve. Par exemple, pour d;,; = 0 et dgyp = 5, la
masse comprise entre [-5000; 0) et (5; 5000] est négligeable et 99,998% de la masse se

trouve entre 0 et 5. Ainsi, le parameétre § scra estimé par

b= /@ 8 (I, 2)dp.

Notons que cela correspond a choisir une densité a priori avec un domaine %, par
exemple 7(f) = I[6 € D], o I(-) est la fonction indicatrice, et considérer ensuite
I'espérance a posteriori puisqu’elle existe maintenant. Notons également que le choix
de D est trés robuste & partir d’un certain seuil, au point ou on a 'impression que
I’espérance converge lors des calculs numériques. Cette derniére condition de stabilité

est nécessaire pour utiliser 'espérance «tronquéer sur ©.

Considérons d’abord le cas ol le point Pg est aberrant en ordonnée. Les points Pl(é) =
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Figure 2.10 Estimé bayésien de la pente du modele y; = §z; + €; (a) lorsque le point
Pl((l)) = (7,1; 68,8), (b) lorsque le point Pl(él) = (7,1 -31,2). Le symbole A représente le
point Pjp dont la coordonnée y a été modifiée. Les variables aléatoires Z; suivent une

loi FGEPv

(7,1; 68,8) et Pl(él) = (7,1, -31,2) tout comme les droites dont la pente est cstimée a
by = 2,5704 et & by; = 2,5257 respectivement, sont représentés sur les graphiques (a) et

(b) de la figure 2.10.

Lorsque y1p tend vers plus ou moins l'infini, I'estimé du parametre 3 tend vers la valeur
2,5478 comme on peut le constater sur la figure 2.11. D’ailleurs, cette valeur correspond
exactement a l'estimé de J lorsque le point Pjg est retiré de ’ensemble de données, noté

boep. La méthode est donc robuste a une valeur aberrante en y.

Afin de mieux comprendre, considérons les graphiques (a), (b) et (¢} de la figure 2.12,
représentant les densités a posteriori w(3|Z1,. .., Z1o), (8] Z10) et w(B|Z1, ..., Zg) pour
trois valeurs positives de y19. Pour la figure (a), on a considéré le point original Py =

(7,1; 18,8), soit z19 = 2,6479. Puisque le point Pjp n’est pas aberrant, il n’y a pas
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Figure 2.11 Comportement de I'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée yp.

de conflit entre les points Py, ..., Py et Pig. Ce dernier se retrouve dans la trajectoire
linéaire formée par les neuf autres points et n’est pas écarté dans le calcul de 'estimation
de 3. Ce cas est trés similaire a celui observé a la section 2.6.1, c’est-a-dire lorsque Z; est
distribuée selon une t4(8; Z2). On voit dans la figure (a) que I'absence de conflit entre
les données se traduit par la superposition des densités n(3|Z)p) et 7(8|Z1,...,Z9). La
densité 7(5|Z), ..., Z1p) est alors calculée cn fonction du meilleur compromis entre les

sources d'information, ce qui résulte par la superposition des trois densités.

Nous considérons maintenant la figure 2.12 (b). Le point Py considéré a comme co-
ordonnées (7,1; 28,8), soit z10 = 4,0563. Il n’y a pas d'information conflictuelle, mais
tout comme dans le cas observé a la section 2.6.1, on voit que le changement dans la
coordonnée yjg a entrainé un déplacement de la densité n(3|Z19) vers la droite de telle
sorte que les densités (5| Z10) et 7{8]Z1,..., Zy) se chevauchent maintenant dans leur
aile de sorte que leur zonc comununc est beaucoup plus petite qu’elle ne 'était a la

figure 2.12 (a). La densité a posteriori n(B|Z1,...,Z10) calculée en conséquence, voit
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Figure 2.12 Comportement des densités a posteriori w(0|Z1,...,2y), 7(B]|Z10) et
(6|21, ..., Z10) lorsque (a) y10 = 18,8, (b) y10 = 28,8 et (c) y10 = 68,8.
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sa dispersion augmenter vers la droite, ¢’est-a-dire vers la densité a posteriori du point
Prp. Cela affecte le calcul de espérance a posteriori «tronquée» résultant cn un cstimé

de B égal & 2,669, soit une surestimation de bggp = 2,5478.

La figure 2.12 (c) correspond au cas ol le point Py = (7,1;68,8), ce qui donne z1q =
9,6901. Ce point est considéré aberrant par rapport aux points Fi,..., Py. Il s’agit
d’une source d’information conflictuelle. La densité m (3] Z1p) s’est éloignée vers la droite
par rapport & sa position sur la figure 2.12 (b). Du méme coup, la zone commune
entre les densités m(0|Z10) et m(B|Z1,..., Zg) est maintenant négligeable. Les densités
m(B|Z1, ..., Z1w) et m(B|Z1,. .., Zg) sont pratiquement superposées, ce qui résulte en un
estimé de § égal & 2,5704, soit une valeur légérement supérieure & bgpp = 2,5478. Ces
résultats concordent avec la théorie de la section 2.5, indiquant que le point Py voit

son influence disparaitre & mesure que y1g tend vers plus ou moins 'infini.

Considérons maintenant le cas ou le point Pjg est aberrant en abscisse. Malgré le fait
que les résultats sur la robustesse discutés a la section 2.5 ne s’appliquent pas, en raison
de la variabilité de la variance de Z19|X;, 8 lorsque le point g tend vers plus ou moins
infini, nous cxplorons tout de méme la robustesse du paramétre 3. Les graphiques (a)
et (b) de la figure 2.13 illustrent I’allure du nuage de points lorsque le point aberrant

a comme coordonnées Pl(é”) = (57,1; 18,8) et Pl(éV)

= (-42,9; 18,8 ), respectivement.
Les estimés du parameétre § sont donnés par by;; = 2,4818 et byy = 2,4999. 1l s’agit
de valeurs sous-estimant la valeur de b ppp = 2,5478 lorsque le point Py est retiré de
I’ensemble de données. La figure 2.14 illustre que I'estimé de [, et donc que le point

Pro, est de plus en plus écarté dans l'estimation de § & mesure que z)¢ tend vers plus

ou moins l'infini.

A nouveau, nous allons étudier le comportement des densités a posteriori m(3|Z1, ..., Z10),
(6| Z10) et w(B]Z1,. .., Zg) pour quatre points aberrants dont 'abscisse xo égal a 57,1
(210 = 0,3292), 1007,1 (210 = 0,0187), 2007,1 (z10 = 0,0094) et 10007,1 (210 = 0,0019)

en considérant les figures 2.15 (a), (b), (¢) et (d) respectivement.

Dans la figure 2.15 (a), le point aberrant correspond au point P](é”) = (57,1; 18,8). On
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Figure 2.13 Estimé bayésien de la pente du modele 3 = Bx; + € (a) lorsque le

point Pl(é”) = (57,1; 18,8), (b) lorsque le point Pl(év) = (-42,9; 18,8 ). Le symhole a

représente le point Pyg dont la coordonnée = a ¢té modifiée. Les variables aléatoires Z;

suivent une loi Fogp.
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Figure 2.14 Comportement de I'estimé b pour différentes valeurs de la coordonnée yyp.

a vu que lestimé b;;; = 2,4818. On voit que les densités a posteriori w(B|Z1, ..., Z1o)
et m(B8|Z1,..., Zy) sont pratiquement superposées. La zone commune entre les densités
m(BZ1, ..., Z1o) et w(B|Z1,...,Zy) semble négligeable. Par contre, puisque bgpp =

2,5478, on constate que l'estimé b;;; le sous-estime du au fait que la méthode n’écarte

pas totalement le point Pl(é”)

de 5.

qui détient encore une influence dans le calcul de I'estimé

Dans la figure 2.15 (b), le point aberrant considéré a comme coordonnées (1007,1; 18,8).
La valeur aberrante et les neuf points P, ..., Py sont conflictuels. Tel qu'on pourrait s’y
attendre d'une méthode robuste, les densités (5| Z10) et m(B|Z,, ..., Zg) sont pratique-
ment superposées. Cependant, on observe que la densité a posteriori m(8|Z1,. .., Z19)
posséde un mode se trouvant dans la région de la densité 7(8|Z1¢). Cela pourrait laisser
présager que le point aberrant Pjp gagne en importance, mais il n’en est rien. L’estimé
de 8, ¢gal a 2,5013, s’est rapproché de son point de convergence lorsque Pig cst retiré

des données, démontrant que le point aberrant posséde moins d’influence que dans le
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cas illustré a la figure 2.15 (a).

Maintenant, le point aberrant considéré dans le cas représenté & la figure 2.15 (¢} a
comme coordonnées (2007,1; 18,8). L'estimé de 3 correspondant & ce cas est 2,5026. A
nouveau, la quasi-superposition des densités w(0|Z),..., Zio) et w(B|Z), ..., Zy), lors-
qu'il v a présence d’information conflictuelle, est en accord avec la théorie de la sec-
tion 2.5. Par contre, le mode se trouvant dans la région de la densité 7w(3]|Z1p), détecté
a la figure 2.15 (b), est toujours présent. Cependant, on constate que 'estimé de 8 a
continué de converger vers boep = 2,5478, démontrant que sans complétement écarter
le point aberrant, la méthode lui accorde de moins en moins d’importance dans esti-

mation du parametre 3.

Enfin, le point aberrant considéré dans le cas représenté a la figure 2.15 (d} a comme
coordonnées (10007,1; 18,8). La valeur de 'estimé de 3 calculée correspond a 2,5039,
soit une légére augmentation par rapport aux estimés obtenus dans les contextes des
figures 2.15 (a), (b) et (¢). A nouveau, les densités 7(6|Z1, . .., Z10) et 7(8]Z1, ..., Zg)
sont, presque totalement supcrposées, comme le prévoit la théorie lorsqu’il v a présence
d’une valeur aberrante dans 'ensemble de données. Le mode de la densité a posteriori
7(B|Z1,..., Z1p), se trouvant dans la région de la densité n(5]|Z)p), a augmenté & un
point tel qu’il est maintenant le mode global de ]a densité. A nouveau, cela suggere que
'influence du point aberrant Pip augmente. Si dans le cas classique, ce résultat apparait
comme étant vrai, car le mode a posteriori correspond a 'estimateur de vraisemblance
maximal, on voit que ’espérance a posteriori comme estimateur bayésien de 3 est au
contraire, de moins en moins influencé par le point aberrant. La méthode bayésienne,
lorsque la variable Z;| X;, £ est distribuée selon une loi F¢gp produit donc un estimateur
robuste & une valeur aberrante tant en ordonnée qu’en abscisse. Notons que dans cette
section, afin d'utiliser une GEP de type V, nous avons dii contraindre ses paramétres
v,d et « & prendre les valeurs 0,0 et 1 respectivement. Pour le paramétre A > 1, nous
avons choisi de fagon arbitraire, A = 4. Or, ce parameétre intervient dans la robustesse
de Pestimateur de §. Ainsi, il est probable que d’autres choix de A ait un impact plus

ou moins négligeable sur la robustesse de l'estimateur de J.
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Figure 2.15 Comportement des densités a posteriori m(B|Z1,...,2y), m(B|Z10) et
(B Z1, ..., Z19) lorsque (a) z19 = 57,1, (b) z10 = 1007,1, (c) z10 = 2007,1 et (d)
x10 = 10007,1.




CHAPITRE TII

METHODE D’ESTIMATION BAYESIENNE AVEC PARAMETRE
D’ECHELLE ALEATOIRE

3.1 Contexte théorique

Dans les deux premiers chapitres, nous avons vu différentes méthodes permettant d’es-

timer le parametre § de I'équation
vi = Bz + e, (3.1)

basées soit sur un contexte de statistique classique (chapitre 1), soit sur un contexte
bayésien (chapitre 2). De plus, nous avons vu que certaines méthodes fréquentistes du
chapitre 1 permettent aussi I'estimation d’un parametre d’échelle o. Au chapitre 2, la
méthode d’estimation bayésienne discutée était orientée sur I'estimation du parameétre
0 en considérant le parameétre d’échelle connu. La robustesse de I’estimateur bayésien du
paramétre d'échelle lorsque le parameétre de position est connu, en adaptant la théorie
vue au chapitre 2, grace entre autres a une variante de la p-crédence, a aussi été étudié
par Desgagné (2005). II semble alors naturel de vouloir adapter ces deux méthodes
d’estimation afin d’étre en mesure d’estimer simultanément les parameétres de posi-
tion et d’échelle. Cependant, la théorie entourant une telle méthode d’estimation est
présentement en cours de développement. Par conséquent, dans ce chapitre, la théorie
entourant la robustesse des estimateurs des parametres § et o ne sera pas abordée. Ce
chapitre sera plutdt axé sur I'exploration des résultats de robustesse de fagon numérique

en observant le comportement des estimés de § et o, lorsqu'il y a présence d'une valeur
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aberrante dans 1’échantillon de donndes.

3.2 Contexte bayésien

On considere un échantillon de variables aléatoires Xi,..., X,. Comparativement a la
section 2.2 du chapitre 2 ol nous avons considéré un seul parameétre, dans cette section,
nous supposons k£ < n parameétres inconnus et indépendants entre eux § = (61,...,60k).
Nous supposons que les variables X;|6, pour ¢ = 1,...,n, sont conditionnellement
indépendantes entre elles. La densité conditionnelle de chaque variable X;|8 est donnée
par f;(x;|6), ot 6; € © pour j =1,..., ket X; € , deux sous-ensembles de R. L’ap-
proche bayésienne ne differe pas de celle discutée & la section 2.2 du chapitre 2 en ce
sens que nous mettons a jour de 'information a priori par de l'information contenue
dans les données grace a 'application du théoréeme de Bayes. Par contre, il est mainte-
nant possible d’avoir autant de sources d’information a priori qu'il y a dc¢ paramctres
a estimer. La densité conjointe a posteriori de § cst donnée par

m(0h) .. w(Ok) T fi(2i]6)

m(flz) =
) m(z) ’
ot m(f1),...,m(0x) sont les k densités a priori associées aux parametres 6, ..., 0k,
lesquels sont supposés étre indépendants entre eux a priori, z = (x1,Z2,...,Zn) €t

m(z) = f()lee fek€e m(01) ... w(0k) I fi(x.]|0)d6h ... db est la densité marginale
de

B

3.3 Le probléme de position

La méthode d’estimation du parameétre 8 de 'équation y; = fz; + ¢; et du paramétre
o, dans le contexte bayésien, requiert le calcul de la densité a posteriori conjointe de
[ et o. Nous allons calculer cette densité de fagon a exprimer le probleme d’estimation
de (3 et ¢ en un probléme d’estiination des parametres de position ct échelle, ¢’est-a-
dire 8 et o, respectivement. Soit un ensemble de données (z;;y;) pour i = 1,...,n,
pour lequel nous supposons que la relation liant les variables X; et Y, est donnée par

I’équation (3.1). Nous supposons que les variables X; proviennent d’une distribution
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quelconque qui ne dépend pas de 3, ni de o. Le contexte baydsien dans lequel nous
travaillons nous permet de considérer Y, €; de méme que les paramnctres § et o comme
des variablcs aléatoires. Nous supposons aussi que les variables €; sont indépendamment
et identiquement distribuées et que leur distribution est généralement choisie telle qu’elle
soit symétrique sur R et centrée en zéro. La densité de ¢; évaluée au point ¢; est donnée
par % fe(%) ol o est un parametre d’échelle inconnu. La densité conjointe a posteriori
de 3 et o est donnée par

m(8)m(o) fx,y(z,ylB, o)
m(z,y)

x m(B)m(o) fy(ylz, B, o) fx (2|8, o)

(o) fy (yle. B, o) fx(2)

o) f

o (B) (o) fy (yla. B, o).

m(B, olz,y) =
7r

o< m(8)m
m(B)m

Puisque V; = B X; + ¢, et que ¢; sont indépendantes entre elles, on voit bien que

Y:|Xi, 8, o sont aussi indépendantes pour i =1...,n. On a donc

m(B, olz,y) o< w(B) w(a) Iy fy, (vl 2, B, @)

Par des techniques de changements de variables, puisque ¢; = Y; — § z;, chaque variable

Y; a comme densité conditionnelle, sachant X;, 3 et ¢

| 1 (yi-Ba |de
fy.(yilzi, B, 0) = ;fs (ﬂ) ‘ €

o av;|
_ lfe <Z/i _ﬁxi> .
o o
On a alors
m(8, olz,y) o m(B) w(o) I, fy, (yilzi, B, o)
w1 y; — B
o 7(8) 7(0) g—k<£——i>
o o

Si on définit la variable aléatoire Z; = Y;/X;, ce qui est équivalent & ¢, = %, nous

pourrons alors considérer 3 comme un parametre de position pour les variables aléatoires

Z;, considérant Xi,..., X, connues. En effet, la densité de 7;, sachant X;, 0 et o est
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donnée par

1 zi — f3 de;
9z.(zl2i,8,0) = e </—> ‘ﬁ

- . (%) | (32)

On remarque que les distributions de Y;|X;, 3,0 ne different que par un parametre

de position (8z;), tandis que les distributions de Z;|X;, 8,0 ne different que par un
paramétre d’échelle (o/x;), tout en partageant le méme parametre de position 3. Si on

considere les observations z) = y1/x1,...,2n = Yn/Tn, on a alors
m(B,0lz, z) o< m(0) m(0) Iy gz, (zilxi, B, 0)
0 1 nw—p
o n()nlo) My —— 1 (272,

=1 O/L_‘ O/L_'
puisque Z;| X;, 3, o sont conditionnellement indépendantes, du fait que Y;| X, 8, o le sont

aussi et que Z, = Y;/X;, pouri=1,...,n.

Si nous considérons X7y, ..., X, lmnplicitement connues et si nous posons
1 z—0 1 2 — 0
—J1 = gz, \Zi\xy, 0,0 ) = £ 3
crfl ( o ) ZAC LY o/x; J o/x;

ou les densités f; ne different que par un parametre d’échelle 1/x; connu, alors on est
bien en présence d’'un probléme d’estimation des parameétres de position et échelle avec
Z;| X, 8,0 conditionnellement indépendantes ayant comme densité %fi <2—;g> Ainsi,

la densité conjointe a posteriori de § et o est donnée par

1 [z
(B0l x m(8)nlo) T 21 (222,
3.4 Exemples

Nous considérons le jeu de données simulé a partir du modele y; = 2,5z, +¢;, avec g; ~
N(0; 2,5) introduit a la section (1.2). Ces données sont présentées & nouveau dans le

tableau 3.1.

Dans ce chapitre, nous considérons les parametres § et o aléatoires. Nous les estimons

par 'espérance a posteriori de § et o, respectivement. Si la densité conjointe a posteriori



T
1 11 24
2 12 05
3 15 76
4 30 103
5 3,7 64
6 39 92
7 39 10,7
8 50 156
9 57 136
10 7,1 188

Tableau 3.1 Coordonnées x et y pour les 10 points de 'ensemble de données

de 3 et o déterminée & la section 3.3 est donnée par

w8 rlo) I, 1, (352)

m(z)

)

(0, olz) =
alors on définit les estimateurs de § et o pour 5 € Ret 0 < 0 < 0o, par

b=E[g|z] = /OO /OO B (5, olz)dodl
—oco JO

J22, J5° BBy n(o) I, 2 (252) dodg
S ) (o) I, (30 do dp

&=EM4=Aw/wawmomwwa

— 0o

—co

B % 7@ m(o) Wiy 3 fi(255) dB do

I [ on(B) (o)L, (T—ﬁ) df do

107
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respectivement. Sioon considere la notation de la régression lincaire, alors

b=IE[ﬁ|z,zc]=/oo /mﬁﬂ(ﬁ,alz,ﬂf)dadﬁ
—oo J0

I f;"m(mw(o) " ot e (572 dodg
[ 5> m @y o), e fe (572) dodp

¢ = Elo|z, 2] / / (0, olz,2)dB do

f_ m(6) ”U)Hl 10/,; fz( P )dﬁda
fO f—oo (8) m(o) i 10/1 fl(ZL_ ydBdo

ou de fagon équivalente,

b—lE[ﬁ|ry / / 8 w(8,olz, y)dadﬁ

f~ fo Br(B)m ()H?lgfe<'h ﬁ") do df
fv fo H? 1 afe (%) dodf ’

=E[o|z, y / / (6, 0|z, y) dp do

e () H(,fe(yi‘—‘“t) 46 do
Iy f_ )H?laf5< o >dﬁd‘7

Afin d’essayer d’étre le plus neutre possible quant au choix des densités a posteriori de

B et o, nous avons choisi 7(8) = 1 et m(o) = =. 1l s’agit de deux distributions impropres

1
a

et non informatives, typiquement employées pour des problémes de position et échelle.

Alors qu’au chapitre 2 nous avons traité les cas d’une valeur aberrante en ordonnée et
en abscisse, malgré que la théorie sur la robustesse de la section 2.5 ne s’applique pas &
ce dernier, dans ce chapitre nous considérons seulement le cas d’'une valeur aberrante en
ordonnée. Puisque la théorie concernant I'estimation simultanée des parametres § et o
est en cours de développement, et que cette théorie suppose une variance constante pour
chaque variable Z; = 3(/ , ce qui n’est pas le cas pour une valeur aberrante en abscisse,

nous n’explorons pas le cas ou x1g tend vers plus ou moins l'infini. Cependant, comme
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la densité GEP de type V a des ailes plus relevées que la densité Student, tcl que vu a la
section 2.6 du chapitre 2, Pestimé de [ en présence d’une valeur aberrante en z, lorsque
le parameétre d’échelle est inconnu, devrait se comporter de fagon similaire a 'estimé de 8
lorsque ¢ est considéré fixe, c'est-a-dire robuste si la variable Z; est distribuée selon une
loi Fogp et non robuste si Z; est distribuée selon une loi t4(; %7165) Quant a ’estimé
de ¢ lorsqu’il y a une valeur aberrante en z, il devrait se comporter de fagon similaire
au cas ou il y a présence d’une valeur aberrante en ordonnée, c’est-a-dire robuste si la
variable Z; est distribuée selon une loi Fegp et non robuste si Z; est distribuée selon

une loi t4(g; —2’17_65).

3.4.1 Student

Dans cette section, nous supposons que la variable aléatoire ¢; est distribuée selon
une loi F' avec parametre d’échelle inconnu o, ou F' est une loi de Student avec 4
degrés de liberté et avec parametre d’échelle 7y connu, égal a 0,9106, tel que trouvé a la
section 2.6.1 du chapitre 2. Si on considére plutét la variable aléatoire Z;| X;, 8, 0, alors

par I’équation (3.2), la densité de Z; sachant X;, 3 et o est donnée par

L, zi—[ﬁ> L (1 a0 >2 ~5/2
0/1'7;'7<0/1'¢ O(a/zi 4 <0,91060/1L’i ’

pour ¢ = 1,...,10. Rappelons que le parametre d’échelle connu 7y fait en sorte que

la densité I' de la variable aléatoire £;/0 a une dispersion semblable a cclle de la loi
normale centrée réduite, soit la méme distance interquartile. Nous noterons la loi de

ZiX,, 5,0 par tq (B0 (2208

xr

)), soit une Student avec quatre degrés de liberté, avec

X

parametre de position 3 et parametre d'échelle o <w>.

Considérons d’abord 'estimé du parametre § lorsque le point Pjg est aberrant en or-
donnée. Nous avons analysé la valeur de I'estimé de 3 pour quelques valeurs de y10. Ces
résultats sont présentés dans le tableau 3.2. On peut y observer que, tout comnme on
s’y attend d’unc méthode robuste, la valeur de b tend vers une estimation réaliste de la
pente d’une droite passant par les points P, ..., Py, suggérant que la densité marginale

a postertors de (3, w(B|Z1,..., Z10) tend vers la densité w(8|z1,..., 29), comme nous
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Y10 z10 b &

-3 x 108 | -4,2254 x107 | 2,6172 | 4,6478

—~2x 108 | -2,8169 x107 | 2,6172 | 4,6478

—200 28,169 | 2,5861 | 4,6331
31,2 -4,3944 | 2,4945 | 4,4944
68,8 9,6901 2,7408 | 4,5192
200 28,169 2,6552 | 4,6420

2 x 108 | 2,8169 x107 | 2,6172 | 4,6478
3x 108 | 4,2254 x107 | 2,6172 | 4,6478

Sans Pig 2,6083 | 2,6427

Tableau 3.2 Estimés b et & pour certaines valeurs de la coordonnée y9 (210 = y10/%10),

lorsque la variable Z;|X;, 8, 0 est distribuée selon une loi t4 (,8; o (0‘?’_106))

l’avons vu au chapitre 2. On constate sur la figure 3.1 (a) que lorsque I'ordonnée y1g
(z19) tend vers plus ou moins l'infini, la valeur de l'estimé de 5 converge vers 2,6172,
soit une légére surestimation de bs = 2,6083, correspondant & la valeur de b lorsque le
point Pjg est retiré de I’ensemble de données. Cependant, bien que cette surestimation
suggere que le point aberrant Pjp n’est jamails complétenient écarté par la méthode,
I'influence qu’il détient sur la droite est limitée & un point tel que 'estimé de la pente
b = 2,6172 est représentatif de la trajectoire linéaire formée par les points Py, ..., .

11 semble donc tout de méme approprié de qualifier la méthode d’estimation, dont la

Ty

variable Z;| X;, 8, ¢ est distribuée selon une loi t4 (ﬁ;a (0’9106>>, de méthode robuste.

Considérons maintenant I’estimé du parametre d’échelle ¢ lorsque le point P est aber-
rant en ordonnée. Nous avons analysé la valeur de l'estimé & pour certaines valeurs
de y10 (z10). Les résultats de cette analyse présentés dans le tableau 3.2 combinés &
la figure 3.1 (b) représentant le comportement de l’estimé &, tendent & montrer que le
point aberrant Py a une influence limitée sur &, puisque ce dernier tend vers & = 4,6478

lorsque 419 (z10) tend vers plus ou moins 'infini. Cependant, la méthode d’estimation,
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Figure 3.1 Comportement de (a) P’estimé b et de (b) I'estimé & pour différentes va-

leurs de la coordonnée y1p, lorsque la variable Z;|X;, 8,0 est distribuée selon une loi

(e (22))

lorsque Z;| X, 5,0 est distribuée selon une loi ¢4 (6;0 (0’9106

I'l

>>, mangque de finesse en
surestimant la valeur de 65 = 2,6427, correspondant a 'estimé de ¢ lorsque le point
Pyp est retiré de I'ensemble de données. L’influence que détient le point aberrant Piqg
dans 'estimation de o est plus importante que ce & quoi on s’attend d’une méthode

d’estimation robuste.

La méthode d’estimation bayésienne, lorsque Z;|X;, 5,0 est distribuée selon une loi
tq (ﬁ; o (%) >, semble robuste a une valeur aberrante en ordonnée pour un parametre
de position (et donc pour la pente 8 de I’équation (3.1)), mais non pour un parametre

d’échelle.
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3.4.2 GEP de type V

Dans cette section, nous supposons que la variable aléatoire ; est distribuée selon une loi
F avec parameétre d’échelle inconnu o, ol F est une loi GEP de type V avec parameétre
v=0=0,a=1,A=4, zp = 2 et avec parametre d’échelle 75 connu, égal & 1,7109,
tel que trouvé A la section 2.6.2 du chapitre 2. Tout comme au chapitre précédent, le
choix de A = 4 est arbitraire et il est possible qu’une valeur différente pour ce parametre
puisse avoir un impact sur la robustesse de . Si on considere plutét la variable aléatoire

Z;| X;, B, 0, alors par 'équation (3.2), la densité de Z; sachant X;, 3 et ¢ est donnée par

1 . Zi—ﬁ z,,-.—l[j -1 Zi_,[j —4
%/Si ( o/x; > = <‘1,71090/xi +2> <10g (‘m +2>) 7

pour i = 1,...,10. Rappelons que le paramétre d'échelle connu 7y fait en sorte que

la densité F' de la variable aléatoire €;/0 a une dispersion semblable a celle de la loi

normale centrée réduite. Nous noterons la loi de Z;|X;, 8,0 par Hgep.

Comme nous 1'avous mentionné a la section 2.6.2 du chapitre 2, les moments de 1a va-
riable Z;| X;, 8, 0 n’existent pas. Tel que proposé dans cette méme section, nous estimons
[ et o par I'espérance a posteriori de 3 et de o, respectivement, définie sur un domaine

D assez grand.

Considérons d’abord I'estimation du parameétre § lorsqu'il y a présence d’une valeur
aberrante en ordonnée. Le tableau 3.3 présentant la valeur de I’estimé b pour quelques
valeurs de y)p, ainsi que la figure 3.2 (a), indiquent que I'influence du point aberrant
Pjp sur Pestimation de § s’estompe & mesure que y3p (z1p) tend vers plus ou moing
Pinfini. En fait, lorsque 'ordonnée du point Pjp tend vers plus ou moins I'infini, I'estimé
du parametre § tend vers 2,5296, soit la valeur de b lorsque le point Py est soustrait
de 'ensemble de données. Cela suggeére qu'a la limite, la densité marginale a posteriori
n(B|Z1,..., Z10) converge vers a la densité marginale a posteriori w(8|z1,. .., z9) tel
qu’indiqué par la théorie du chapitre 2. Comme on s’y attend de la part d’une méthode
robuste, l'influence du point aberrant Pig diminuc & mesure que ce dernier s’éloigne

de la trajectoire linéaire formée par les points P71, ..., Py. Tout indique que la méthode
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Y10 210 b o

—1x 10305 | -1,4085 x103%4 | 2,5297 | 2,4337

—1 x 10100 | -1 4085 x10% | 2,5299 | 2,4425
-3 x 108 | -4,2254 x107 | 2,5330 | 2,5642
-2 x 108 | -2,8169 x107 | 2,5331 | 2,5673

—200 -28,169 2,5383 | 3,0729
-31,2 -4,3944 2,5209 | 3,2103
68,8 9,6901 2,5727 | 3,2346
200 28,169 2,6504 | 3,1017

2 x 108 28169 x107 | 2,5331 | 2,5673
3 x 108 4,2254 x107 | 2,5333 | 2,5642
1 x 10100 | 14085 x10% | 2,5299 | 2,4425
1 x 10305 | 14085 x103%4 | 25297 | 2,4337

Sans Pjg _ 2,5296 | 2,4324

Tableau 3.3 Estimés b et & pour certaines valeurs de la coordonnée y1g (210 = y10/710),

lorsque la variable Z;|X;, 3, ¢ est distribuée selon une loi Hogp

d’estimation bayésienne d’un parametre de position lorsque la variable Z;| X;, £, 0 est

distribuée selon une loi He;pp, est robuste a une valeur aberrante en ordonnée.

Considérons maintenant I'estimé du parameétre d’échelle o lorsque le point Pjg est aber-
rant en ordonnée. L’analyse de la figure 3.2 (b) représentant le comportement de I’estimé
de ¢, ainsi que du tableau 3.3 illustrant & pour certaines valeurs de 3¢ semblent indiquer
que le point aberrant P)g a une influence sur I'estimation du parameétre ¢ qui s’estompe
a mesure que yjg tend vers plus ou moins l'infini. L’estimé de ¢, lorsque I'ordonnée
du point Pyg tend vers plus ou moins 'infini, tend vers dgrp = 2,4324, soit la valeur
de ¢ lorsque le point P)g est soustrait de ’ensemble de données. Bien qu'il s’agit d’un
comnportement auquel on s’attend pour une méthode d’estimation robuste, la conver-

ence de ¢ vers dgep est trés lente. Néanmoins, I'analyse nuinérique tend & montrer
GE ) Y
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Figure 3.2 Comportement de (a) 'estimé b et de (b) 'estimé & pour différentes valeurs

de la coordonnée yjg lorsque la variable Z;| X;, 3, o est distribuée selon une loi Hoep.

que la méthode d'estimation bayésienne d’un parametre d’échelle lorsque Z;| X5, 8, o est

distribuée selon une loi Hogp est robuste a une valeur aberrante en ordonnée.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la robustesse d’estimateurs du parametre § de
Iéquation y; = S z; + €; et du parametre d’échelle o, lorsque le jeu de données contient
un point aberrant. Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a des méthodes
d’estimations basées sur I'approche fréquentiste. Sous la supposition que g; est i.i.d
N(0;02), nous avons d’abord analysé un cas classique, c’est-a-dire I'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance des parametres J (correspondant a l'estimateur des moindres
carrés) ¢t . Nous avons vu que cette méthode d’estimnation n’est pas robuste & unc
valeur aberrante tant en abscisse qu’en ordonnée. Nous avons alors étudi¢ quelques
alternatives & la méthode des moindres carrés afin d’estimer de fagon robuste les pa-
rametres § et o. Parmi ces méthodes alternatives, nous avons exploré la robustesse des
estimateurs-M. Les estimateurs-M se sont avérés ne pas étre robuste & une valeur aber-
rante en abscisse et ce, tant pour le parametre § que pour le parametre d’échelle o. En
revanche, cette méthode d’estimation a permis de calculer des estimateurs présentant
une certaines robustesse pour les parametres § et ¢, lorsqu’il y avait présence d’une va-
leur aberrante en ordonnée. Cependant, pour la majorité des estimateurs-M, les estimés
obtenus manquaient de finesse en ce sens que, bien que I'influence de la valeur aberrante
soit limitée, la méthode ne réussit pas & écarter complétement le point extréme, ce qui
lui confere un certain poids dans le calcul de I'estimé. Par conséquent, la plupart des
estimés obtenus, surestimaient ou sous-estimaient la valeur de I'estimé calculée lorsque
le point aberrant était exclus du jeu de données. Enfin, nous avons conclu notre analyse
des méthodes d’estimations d'un contexte fréquentiste par I'exploration de la technique
d’estimation de la droite résistante. Contrairement aux estimatcurs-M, cette méthode
a produit un estim¢ de S robuste & une valeur aberrante tant en abscisse qu’cn or-
donnée. Cependant, tout. comme les cstimateurs-M, 'estimé obtenu manquait de finesse

en surestimant ou sous-estimant la valeur de I'estimé calculée a partir de I'échantillon
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de données auquel on a retiré le point aberrant.

Nous avons cnsuite proposé une méthode d’estimation basée sur un contexte bayésien.
Cette approche repose sur des résultats théoriques selon lesquels des densités ayant des
ailes relevées sont nécessaires afin de faire de I'inférence robuste. Cependant, la théorie
étant développée essentiellement pour des problemes d’estimations d’un parameétre de
position, avec parametre d’échelle connu (et vice-versa), nous avons reformulé ’estima-
tion de la pente de la droite y = 82 + ¢ en un probléme d’estimation d'un paramétre
de position 3 avec parametre d’échelle ¢ connu. Afin de modéliser les ailes des densités,
nous avons considéré deux lois : la loi de Student avec quatre degrés de liberté et la

loi GEP de type V avec paramétres é = v = 0,

)

a =1, A=4et zg = 2. Nous avons
montré qu'une densité de Student posséde des ailes plus relevées que celles d’une densité
normale et qu’une densité GEP de type V possede des ailes plus relevées que celle de
la densité de Student. Les ailes peu relevées de la densité normale sont a l'origine de
I’estimation non robuste par la méthode des moindres carrés observée au chapitre 1.
D’aillcurs, sous certaines conditions, nous avons vu que la méthode d'estimation des
moindres carrés était un cas particulier de la méthode bayésicune. La méthode d’es-
timation bayésienne, lorsqu’on considere la densité de Student s'est avérée posséder
quleques similarités avec les estimateurs-M, en ce sens que, lorsqu’il y a présence d’une
valeur aberrante en ordonnée, la méthode n’écarte pas complétement le point aberrant
comme on pourrait s'y attendre d’une méthode robuste, alors que la méthode ne pro-
duit pas un estimateur robuste a une valeur aberrante en abscisse. Cependant, ce léger
manque de finesse observé pour la méthode bayésienne est loin d’étre aussi flagrant que
pour la méthode d’estimation-VM. Enfin, lorsqu’on consideére la densité GEP de type V,
la méthode bayésienne a permis d'obtenir un estimateur du parameétre § robuste autant

a une valeur aberrante en abscisse, qu’en ordonnée.

Nous avons conclu en explorant les résultats d’une estimation bayésienne simultanée
des parametres 0 et o, et ce, malgré que les résultats théoriques d'une telle estimation
n’aient pas encore été publiés. Les résultats d’estimation de la méthode bayésienne avec

densité GEP de type V se sont avérés robustes autant pour le parametre § que pour le
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parametre ¢ annongant une approche fort prometteuse dans le domaine de la robustessc

d’cstimateurs de paramétres de la régression.



APPENDICE A

PROGRAMMES INFORMATIQUES

Les résultats obtenus dans ce mémoire ont été calculés avec I’aide du logiciel R. Il s’agit
d’un progiciel disponible gratuitement sur Internet et dont le language de programma-
tion cst trés similaire a celui de S-PLUS. Ce logiciel peut ¢tre téléchargé du site internet
hittp ://www.r-project.org/. Nous allons maintenant ¢numdérer le code de programmination
nous ayant. permis de réaliser les caleuls pour les différents cstimateurs étudiés dans ce
mémoire. Dans ce qui suit, les commentaires sont précédés du caractére #. De plus, afin

de les distinguer du code informatique, ce dernier est écrit en italique.

#Le jeu de données.

y=c(2.4, 0.5, 7.6, 10.3, 6.4, 9.2, 10.7, 15.6, 13.6, 18.8)
r=c(1.1,1.2 1.5, 8 3.7, 89, 89,5, 57, 7.1)

#Bstimateur du paramnetre 4 par la inéthode des moindres carrdés avee ordonuée a

l'origine a = 0.

bme = Im(y ~ 0+ z)$coef

#Estimateur du parameétre d’échelle par la méthode du maximum de vraisemblance.
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e =y —x *bhanitial

sigma.me = sigma.initial = sqrt((1/n) * sum(e"2))

#Estimation des parametres 3 et ¢ par la méthode des moindres valeurs absolues en
utilisant le processus d’itération des moindres carrés repondérés. L’estimé b des moindres

carrés est utilisé comme valeur initiale.

psi.MV A = function(e)sign(e)
b.initial = lm(y ~ 0 + z)8coe f
e.k =y —xx*b.initial

w.initial = (pst. MV A(e = e.k))/(e.k)
sigma.initial = mad(e.k)

n = length(x)

b.k = banitial

w.k = w.initial

vecteur.b = ¢(b.initial)
vecteur.sigma = c(sigma.initial)
test = 10

compteur =1

while(test > 0.0000001){

b.kplusl = (sum(z * y x w.k))/(sum((z"2) * w.k))
vecteur.b = c(vecteur.b, b.kplusl)

b.k = b.kplusl

ek=y—xzxbk

w.k =psi. MV A(e = e.k)/(e.k)

sigma.k = mad(e.k)
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vecteur.sigma = c(vecteur.sigma, sigma.k)
compteur = compteur + 1

test = abs(vecteur blcompteur|—vecteur.blcompteur—1|)+abs(vecteur.sigmalcompteur]—

vecteur.sigmalcompteur — 1))}

b.mva = vecteur.blcompteur]

sigma.muva = vecteur.sigmalcompleur]

#Estimation des parametres ( et ¢ par la méthode de Huber en utilisant le processus
d’itération des moindres carrés repondérés. L’estimé b des moindres carrés est utilisé

comme valeur initiale.

pst.huber = function(e, m, sigma){ifelse(abs(e/sigrna) <= m, (2 x e)/(sigma)"2,
2« (m/sigma) = sign(e/sigma))}

b.initial = Im(y ~ 0+ z)8coef

ek =y — xxbinitial

sigma.initial = mad(e.k)

w.anitial = (pst.huber(e = e.k, m = Constante.m, sigma = sigma.initial))/
(e.k/sigma.initial)

n = length(x)

b.k = b.initial

sigma.k = sigma.initial

w.k = w.inttial

vecteur.b = c(b.initial)

vecteur.sigma = c(sigma.initial)

test =10

compteur =1
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while(test > 0.0000001){

b.kplusl = (sum(z * y x w.k))/(sum((z"2) * w.k))

vecteur.b = c(vecteur.b, b.kplusl)

b.k = b.kplusl

ek=1y—xxbk

sigma.k = mad(e.k)

w.k = psi.huber(e = e.k, m = Constante.m, sigma = sigma.k)/(e.k/sigma.k)
vecteur.sigma = c(vecteur.sigma, sigma.k)

compteur = compteur + 1

test = abs(vecteur.bjcompteur|—vecteur.b[compteur—1|)+abs(vecteur.sigmalcompteur|—

vecteur.sigmal[compteur — 1))}
if(compteur > 5000){ #Lorsque b oscille entre deux valeurs, choisit le max
test = 0.000000001
b.kplusl = mazx(vecteur.blcompteur|, vecteur.bjcompteur — 1])

vecteur.b = c(vecteur.b, b.kplusl)}}

b.huber = vecteur.b[compteur]

sigma.huber = vecteur.sigmalcompteur]

#Estimation des parameétres § et ¢ par la méthode de Andrews en utilisant le processus
d’itération des moindres carrés repondérés. L’estimé b des moindres valeurs absolues est

utilisé comme valeur initiale.

psi.andrews = function(e, A, sigma){ifelse(abs(e/sigma) <= pi * A,
(A/sigma) = (sin((e)/(sigma * A))), 0)}
poids.andrews = function(e, A, sigma){ifelse(e == 0, A, psi.andrews(e, A, sigma)/

(e/sigma))}
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Constante. A = 2.1

b.initial = bomva

e.k =y — xxbinitial
sigma.initial = sigma.mua
w.initial = poids.andrews(e = e.k, A = Constante. A, sigma = sigma.inilial)
n = length(x)

b.k = b.initial

stgma.k = sigma.initial

w.k = w.anitial

vecteur.b = c(b.initial)
vecteur.sigma = c(sigma.initial)
test = 10

compteur =1

while(test > 0.0000001){

b.kplusl = (sum(z xy *x w.k))/(sum((z"2) * w.k))

vecteur.b = c(vecteur.b, b.kplusl)

b.k = b.kplusl

ek=y—xzxbk

sigma.k = mad(e.k)

w.k = poids.andrews(e = e.k, A = Constante. A, sigma = sigma.k)
vecteur.sigma = c(vecteur.sigma, sigma.k)

compteur = compteur + 1

test = abs(vecteur.b[compteur|—vecteur.b[compteur—1])+abs(vecteur.sigmalcompteur|—

vecteur.sigmalcompteur — 1)}
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b.andrews = vecteur.blcompteur|

sigma.andrews = vecteur.sigmalcompteur]

#Estimation des parameétres 3 et ¢ par la méthode bipoids de Tukey en utilisant le
processus d’itération des moindres carrés repondérés. L’estimé b des moindres valeurs

absolues est utilisé comme valeur initiale.

psi.biweight = function(e, B, sigma){ifelse(abs(e/sigma) <= B,
(e/sigma) * (1 — (e/(sigma = B)"2)"2),0)}

Constante.B = 8

b.initial = b.mva

ek =y —x = banitial

stgma.initial = sigma.mva

w.initial = psi.biweight(e = e.k, B = Constante. B, sigma = sigma.initial)/
(e.k/sigma.initial)

n = length(z)

b.k = banitial

sigma.k = sigma.initial

w.k = w.initial

vecteur.b = c(b.initial)

vecteur.sigma = ¢(sigma.initial)

test = 10

compteur =1
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while(test > 0.0000001){

bkplusl = (sum(z * y = w.k))/(sum((z"2) » w.k))

vecteur.b = c(vecteur.b, b.kplusl)

b.k = b.kplusl

ek=y—xzx*bk

sigma.k = mad(e.k)

w.k = psi.biweight(e = e.k, B = Constante.B, sigma = sigma.k)/(e.k/sigma.k)
vecteur.sigma = c(vecteur.sigma, sigma.k)

compteur = compteur + 1

test = abs(vecteur.blcompteur]—vecteur.blcompteur —1|)+abs(vecteur.sigma|compteur]—

vecteur.sigmalcompteur — 1])}

b.bipoids = vecteur.bjcompteur|

sigma.bipoids = vecteur.sigmalcompteur)

#Estimation du parameétre § par la méthode de la droite résistante de Tukey. Tout
d’abord, définition de différentes fonctions. Notons que les fonctions décrites ci-dessous
ont été créées pour étre utilisées avec l'ensemble de données composé des vecteurs z et
y. Une généralisation de ces fonctions sera nécessaire afin de pouvoir les utiliser avec

tout autre échantillon de données.

#La fonction ci-dessous retournce les valeurs initiales en créant, cutre autres, les sous-

ensemble G et D selon 'ordre des observations du vecteur z.
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Initial. Resis. Line < — function(z,y, n, correction, choiz.resultat){

if (2[10] < z[4]){

y.ordon = ylorder(z)] #Ordonne les observations y selon I'ordre des x.
z.ordon = sort(z) #Ordonne les observations x en ordre croissant.

G = chind(z.ordon|1 : 4], y.ordon[1 : 4])
#correspond aux valeurs originales indicées 1,2,3 et 10 (pas nécessaircinent dans

cet ordre)

C = chind(z.ordon[b : 6], y.ordon[5 : 6]) #correspond aux valeurs originales indicées 5

et 6.

D = cbind(z.ordon|[7 : 10],y.ordon|[7 : 10]) #correspond aux valeurs originales indicées

6,78 et 9.
sous.ensemble = rbind(G, D)
.G < —median(G|, 1]) #médiane des z a droite.
z.D < —median(D|,1]) #médiane des z & gauche.
y.G < —median(G|, 2]) #médiane des y a droite.
y.D < —median(D],2]) #médiane des y & gauche.
b0 < —((y.D —y.GY/(z.D —x.G)) #premier estimé de la pente.
ee.0 < —(y.ordon — (b.0 x z.ordon)) #valeurs résiduelles.
ee.D.0 < —median(ee.0[7 : 10]) #médiane des résidus a droite.
ee.G.0 < —median(ee.0[1 : 4]) #médiane des résidus & gauche.
ee.b.0 < —((ee.D.0 — ee.G.0)/(z.D — z.G)) #pente des résidus.

bb.1 < —b.0 4 ee.b.0 4 correction #deuxieme estimé de la pente avec correction si les
médianes
#des résidus sont de méme signes.

ee.l < —(y.ordon — (bb.1 % x.ordon)) #valeurs résiduelles.

ee.D.1 < —median(ee.1[7: 10]) #médiane des résidus a droite.
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ee.G.1 < —median(ee.1|1 : 4]) #médiane des résidus & gauche.

eebl < —((ee.D.1 — ee.G.1)/(x.D — z.G)) #tpente des résidus.

note < —1} #Indicateur de la position de z.10.

else{if(z[10] == z[4]){

y.ordon = ylorder(x)] #O0rdonne les observations y selon I'ordre des z.
z.ordon = sort(z) #Ordonne les observations z en ordre croissant.

G = cbind(x.ordon|l : 5], y.ordon[1 : 5])
#correspond aux valeurs originales indicées 1,2,3,4 ¢t 10 (pas nécessaircinent dans

cet ordre)
C = cbind(Pvide”,"vide”} #vide.
D = cbind(z.ordon[6 : 10], y.ordon|6 : 10]) #correspond aux valeurs originales indicées
56,78 et 9.
sous.ensemble = rbind(G, D)
z.G < —median(G[, 1]) #médianc des z & droite.
z.D < —median(D], 1]) #médiane des x a gauche.
y.G < —median(G|, 2]) #médiane des y a droite.
y.D < —median(D], 2]) #médiane des y & gauche.
b.0 < —((y.D — y.G)/(z.D - 2.G)) #premier estimé de la pente.
ee.0 < —(y.ordon — (b.0 x z.ordon)) #valeurs résiduelles.
ee.D.0 < —median(ee.0[6 : 10]) #mdcdiane des résidus a droite.
ee.G.0 < —median(ee.0[1 : 5]) #médiane des résidus a gauche.
ee.b.0 < —((ee.D.0 — ee.G.0)/(z.D — z.G)) #pente des résidus.

bb.1 < —b.0 -+ ee.b.0 + correction #deuxieme estimé de la pente avec correction si les
médianes
#des résidus sont de méme signes.

ee.l < —(y.ordon — (bb.1 x x.ordon)) #valeurs résiduelles.




ee.D.1 < —median(ee.1[6 : 10]) #médiane des résidus a droite.
ee.G.1 < —median(ee.l[l : 5]) #médiane des résidus & gauche.
ee.bl < —({ee.D.1 —ee.G.1)/(z.D — x.G)) #pente des résidus.
note < —2} #Indicateur de la position de z.10.

else{if((z[4] < z[10]&z[10] < z[6])){

y.ordon = ylorder(z)] #Ordonne les observations y selon lordre des .

z.ordon = sort(x) #Ordonne les observations z en ordre croissant.

G = cbind(z.ordon[1 : 4], y.ordon[1 : 4])

#correspond aux valeurs originales indicées 1,2,3 et 4
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C = chind(z.ordon[5 : 6], y.ordon[5 : 6]) #correspond aux valeurs originales indicées 5

et 10.

D = cbind(z.ordon|7 : 10|, y.ordon[7 : 10]) #correspond aux valeurs originales indicées

6,7,8 ct 9.
sous.ensemble = rbind(G, D)
z.G < —median(G|, 1]) #médiane des z & droite.
z.D < —median(D],1]) #médiane des z & gauche.
y.G < —median(G/, 2]) #médiane des y & droite.

y.D < —median(D], 2]) #médianc des y & gauche.

b0 < —((y.D — y.G)/(x.D — z.G)) #premier estimé de la pente.

ee.0 < —(y.ordon — (b.0 x z.ordon)) #valeurs résiduclles.
ee.D.0 < —median(ee.0|7 : 10]) #médiane des résidus & droite.
ee.G.0 < —median({ee.0[1 : 4]) #médiane des résidus & gauche.

ee.b.0 < ~({ee.D.0 — ee.G.0)/{z.D — .G)) #pente des résidus.

bb.1 < —b.0 + ee.b.0 4 correction #dcuxieme cstimé de la pente avee correction si les

médianes

#des résidus sont de méme signes.



ee.l < —(y.ordon — (bb.1 * x.ordon)) #valeurs résiduelles.

ee.D.1 < —median(ee.1[7 : 10]) #médiane des résidus a droite.
ee.G.1 < —median(ee.1[l : 4]) #médiane des résidus & gauche.
ee.b.l < —((ee.D.1 —ee.G.1)/(z.D — z.G)) #pcutc des résidus.

note < —3} #Indicateur de la position de z.10.

else{if(z[10] == z[6]){

y.ordon = ylorder(z)] #Ordonne les observations y selon Iordre des z.

z.ordon = sort(x) #Ordonne les observations x en ordre croissant.

G = chind(z.ordon[1 : 5], y.ordon|l : 5])
#correspond aux valeurs originales indicées 1,2,3,4 ¢t 5

C = chind("vide”,”vide” ) #vide.
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D = chind(z.ordon[6 : 10],y.ordon[6 : 10]) #correspond aux valeurs originales indicées

10,6,7,8 et 9

#(pas nécessairement dans cet ordre).
sous.ensemble = rbind(G, D)
z.G < —median(G|, 1]) #médiane des z & drotte.
z.D < —median(D|,1]) #médiane des = a gauche.
y.G < —median(G|,2]) #médiane des y a droite.
)

y.D < —median(D], 2]) #médiane des y & gauche.

60 < —((y.D — y.G)/(z.D — 2.G)) #premicr estimé de la pente.

ee.0 < —(y.ordon — (b.0 x z.ordon)) #valcurs résiduelles.
ee.D.0 < —median(ee.0[6 : 10]) #médiane des résidus & droite.
ee.G.0 < —median(ee.0[1 : 5]) #médiane des résidus a gauche.

ee.b.0 < —((ee.D.0 — ¢e.G.0)/(z.D - z.G)) #pente des résidus.

bb.1 < —b.0 + ee.b.0 + correction #deuxieme cstimé de la pente avee correction si les

médianes

#des résidus sont de méme signes.
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ee.l < —(y.ordon — (bb.1 * z.ordon)) #valeurs résiduclles.
ee.D.1 < —median(ee.1[6 : 10]) #médiane des résidus a droite.
ee.G.1 < —median(ee.1[1 : 5]) #médiane des résidus a gauche.
ee.b.l < —((ee.D.1 —ee.G.1)/(x.D — x.G)) #pente des résidus.
note < —4} #Indicateur de la position de z.10.
else{if(z[10] > z[7]){
y.ordon = ylorder(z)] #Ordonne les observations y selon V'ordre des z.
x.ordon = sort(x) #Ordonne les observations x en ordre croissant.
G = chind(x.ordon[l : 3],y.0rdon|1 : 5])
#correspond aux valeurs originales indicées 1,2 et 3

C = cbind(z.ordon[4 : 7],y.ordon[4 : 7]) #correspond aux valeurs originales indicées

456 et 7.

D = c¢hind(xz.ordon[8 : 10], y.ordon|8 : 10]) #correspond aux valeurs originales indicées
8,9 et 10

#(pas nécessairement dans cet ordre).
sous.ensemble = rbind(G, D)
2.G < —median(G|,1]) #médiane des z & droite.
z.D < —median(D], 1]) #médiane des z & gauche.
y.G < —median(G|,2]) #médiane des y & droite.
y.D < —median(D|,2]) #médiane des y & gauche.
b0 < ~((y.D —y.G)/(z.D — 2.G)) #premier estimé de la pente.
ee.0 < —(y.ordon — (b.0 = z.ordon)) #valeurs résiduelles.
ee.D.0 < —median(ee.0[8 : 10]) #médiane des résidus & droite.
ee.G.0 < —median(ee.0[1 : 3]) #médiane des résidus & gauche.

ee.b.0 < —((ee.D.0 — ee.G.0)/(z.D — 2.G)) #pente des résidus.
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bb.1 < —b.0 + ee.b.0 + correction #deuxiéme cstimé de la pente avee correction si les
médianes
#des résidus sont de méme signes.

ee.l < —(y.ordon — (bb.1 x z.ordon)) #valeurs résiduelles.

ee.D.1 < —median(ee.1[8 : 10]) #médiane des résidus & droite.

ee.G.1 < —median(ee.1[1 : 3]) #médianc des résidus a gauche.

ee.b.l < —((ee.D.1 —ee.G.1)/(z.D — z.G)) #pente des résidus.

note < —5}}}}} #Indicateur de la position de z.10.

colnames(sous.ensemble) = c("z”,”y”)

resultats < —c¢(z.D,x.G,b.0,bb.1,ee.b.0, ec.b.1, note)

names(resultats) < —c("med(z)adroite”,"med(xz)agauche”,”b.0”,”b.1”, "penteresid0”,
"penteresidl”, " localisationdex.10")

if(choiz.resultat == 1){return(resultats)}

else{return(sous.ensemble)}}

#La fonction ci-dessous assure que e(by) et e(bhy) sont toujours de signes opposés.

assignation < — function(b.0,b.1, b.vr.0, b.vr.1){

if (sign(valeur.initiale|5]) + sign(valeur.initiale[6]) == 0){
# Les médianes des erreurs sont de signes opposés

un = b.0

deur =b.1

trois = b.ur.0

quatre = b.wr.l

resultat = c(un, deuz, trois, quatre) }
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else{if(sign(valeur.initiale[5]) + sign(valeur.initiale[6]) == —2){
#Les médianes des erreurs sont de méme signe négatif.

#Une correction de l'estimé b.1 s’impose.

valeur.initiale < —Initial. Resis.Line(x = z,y = y,n = length(x),

correction = —1, choiz.resultat = 1)

un = valeur.initiale[3]

deuzr = valeur.initiale[4]

trois = valeur.anitiale[5]

quatre = valeur.initiale[6)

resultat = c(un, deuz, trois, quatre)}

else{ #Les médianes des erreurs sont de méme signe positif.
#Une correction de 'estimé b.1 s’impose.

valeur.initiale < —Initial. Resis.Line(x = z,y = y,n = length(z),

correction = 1, choix resultat = 1)
un = valeur.initiale[3)
deur = valeur.initiale[4]
trois = valeur.initiale[5)
quatre = valeur.initiale[6]
resultat = c(un, deuz, trois, quatre)}}

resultat}

#La fonction ci-dessous assure que, durant le processus itératif, e(by)t et e(b;)™ sont

toujours de signes opposés.

reassignation < — function(pente.resid.k, petit.resid, grand.resid){
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if(sign(pente.resid.k) == sign(petil.resid)){
c(b.petit.resid < —b.k, petit.resid < —pente.resid.k)}
else{c(b.grand.resid < —b.k, grand.resid < —pente.resid.k)}

c(petit.resid, grand.resid, b.petit.resid, b.grand.resid)}

#Le procédé itératif permettant de calculer I'estimé de la pente 8.

long < —length(z)

valeur.initiale = Initial. Resis.Line(x = x,y = y,n = long, correction = 0, choixz.resultat =
1)

Sous.Ensemble = Initial Resis.Line(x = z,y = y,n = long, correction = 0, choiz.resultat =
2)

distribution = assignation(b.0 = valeur.initiale[3], b.1 = valeur.initiale[4],
bur.0 = valeuranitiale[5], b.or.l = valeur.initiale[6])

b.0 = distribution][l]

b.1 = distribution|2]

b.v.0 = distribution[3]

bar.1l = distribution[d]

1felse(abs(b.ur.0) < abs(b.vr.1), c(b.petit.resid = b.0, b.grand.resid = b.1,
petit.resid = b.or.0, grand.resid = b.wr.1), c(b.petit.resid = b.1,b.grand.resid =
b.0,

petit.resid = b.vr.1, grand.resid = b.ur.0}))
vecteur.pente = numeric()
vecteur.pente = c(vecteur.pente, b.0,b.1)

compteur = 2
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k=10

ifelse(petit.resid == 0&grand.resid == 0, vecteur.pente[compteur],

longueur = length(Sous. Ensemble], 1]))
while(k > 0.0000001){
b.k = b.petit.resid—petit.resid«((b.petit.resid—b.grand.resid)/(petit.resid—grand.resid))
vecteur.pente < —c(vecteur.pente, b.k)
residuelles < —(y — (b.k x x))
resid < —(Sous.Ensemble], 2] — (b.k x Sous.Ensemble|, 1]))
med.resid.r < —median(resid[((longueur/2) + 1) : longueur])
med.resid.l < —median(resid[l : (longueur/2)])
pente.resid.k < —((med.resid.r—med.resid.l)/(valeur.initiale[l]|—valeur.initiale|2]))
redistribution < —reassignation(pente.resid.k, petit.resid, grand.resid)
petit.resid < —redistribution|l]
grand.resid < —redistribution[2]
b.petit.resid < —redistribution[3]
b.grand.resid < —redistribution[4]
compteur < —compteur + 1

k = abs(vecteur.pente|compteur| — vecteur.pente[compteur — 1))}

b.DR = vecteur.pente|compteur]

#Estimation du parametre § par la méthode d’estimation bayésienne avec parameétre

d’échelle o connu. Dans un premier temps, on suppose que la variable aléatoire Z; est

o, . 2,27
distribuée sclon une loi t4(8; ’165
1

), c'est-a-dirc une loi de Student avec 4 degrés de

liberté, avec paramotre de position 8 ot paramctre d’échelle connu égal 4 ===
Y

2,2765
x,
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#Définitions des fonctions permettant de calculer les densités a posteriori.

#Les données sans le point P.10
Y =c¢(24, 0.5, 7.6, 10.3, 6.4, 9.2, 10.7, 15.6, 13.6)

X =c(1.1, 1.2 1.5, 3, 3.7, 3.9, 3.9, 5, 5.7)

#vraisemblance des erreurs avec parametre d’échelle sigma fixé

student = function(err){1/((1 + (err"2)/(4))"(5/2))}

#densité a posteriori de beta
pt.S1 = function(b, sigma2){
z=y/x

prod{student(err = (z — b)/sigma2 x z)/sigma2 * )}

integre.S1 = function(sigma,db = .1, min.b = 0, maz.b = 50){
b = seq(min.b+ db/2, max.b — db/2, by = db)

f2 = apply(as.matriz(b), 1, pi.S1, sigma2 = sigma)

cten = sum(f2) = db

f2 = f2/cten

return(f2)}

#densité a posteriori de beta sans le point P10
p1.S2 = function(b, sigma?2){
Z=Y/X

prod(student(err = (Z — b)/sigma2 * X)/sigma2 x X)}



integre.S2 = function(sigma,db = .1, min.b = 0, maz.b = 50){
b= seq(min.b+ db/2, max.b — db/2,by = db)

2 = apply(as.matriz(b). 1, pi.52, sigma2 = sigma)

cten = sum(f2) = db

£2 = f2/cten

return(f2)}

#densité a posteriori de beta pour le i-¢éme point
pi.S3 = function(b, sigma?2,1){
z = yli] /=i

student(err = (z — b)/sigma2 = x[i])/sigma?2 = x[1]}

integre.S3 = function(sigma, j,db =1, min.b = 0, maz.b = 50){
b = seq(min.b + db/2, maz.b — db/2, by = db)

f2 = applylas.matriz(b), 1, pi.S3, sigma2 = sigma,i = j)

cten = sum(f2) = db

f2 = f2/cten

return(f2)}

valeur.sigma = 2.2765

#Définition du domaine d’intégration

db =.001
min.b=10
max.b = 50

b = seq(min.b+ db/2, max.b — db/2, by = db)
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#Estimé bayésien de la pente donné par 'espérance a posteriori de 3.

b.student = sum(b*integre.S1(sigma = valeur.sigma, db = .001, min.b = 0, maz.b =

50)) * db

#Estimation du parameétre § par la méthode d’estimation bayésienne avee paramétre
d’échelle ¢ connu. On suppose maintenant que la variable aléatoire Z; cst distribude
selon une loi Fogp, ¢'est-a-dire une loi GEP de type V avec parametre de position § et

. . 4,277
parametre d’échelle connu I—B

#Définitions des fonctions permettant de calculer les densités a posteriori.

#Les données sans le point P.10
Y =c(2.4, 0.5 7.6, 10.3, 6.4, 9.2, 10.7, 15.6, 13.6)

X =c(1.1, 1.2 1.5 3 3.7, 8.9, 3.9, 5, 5.7)

#vraisemblance des erreurs avec parametre d’échelle sigma fixé

GEP = function(err){(abs(err) + 2)"(=1) x (log(abs(err) + 2))*(—4)}

#densité a posteriori de beta
pi.GEP1 = function(b, sigma2){
z=y/z

prod(GEP(err = (z — b)/sigma2 x x)/sigma2 = z)}



integre. GEPL = function(sigma, db = .1, min.b = 0, maz.b = 50){
b= seq(min.b+ db/2, maz.b — db/2, by = db)

f2 = apply(as.matriz(b), 1, pi. GEP1, sigma2 = sigma)

cten = sum(f2) * db

f2=f2/cten

return(f2)}

#densité a posteriori de beta sans le point P10
pi.GEP2 = function(b, sigma2){
Z=Y/X

prod(GEP(err = (Z — b)/sigma2 x X)/sigma2 « X)}

integre. GEP2 = function(sigma, db = .1, min.b = 0, maz.b = 50){
b= seq(min.b+ db/2, max.b — db/2, by = db)

f2 = apply(as.matriz(b), 1, pi. GE P2, sigma2 = sigma)

cten = sum(f2) = db

f2=f2/cten

return(f2)}

#densité a posteriori de beta pour le i-éme point
pi.GEP3 = function(b, sigma?2,i){

z = ylil/=li]

GEP(err = (z — b)/sigma2 x x[i]) /sigma2 x x[i]}

integre. GEP3 = function(sigma, j, db = .001, min.b =0, maz.b = 50){

b= seq(min.b+ db/2, max.b — db/2, by = db)

f2 = apply(as.matriz(b), 1, pi. GEP3, sigma2 = sigma,i = j)

137



138

cten = sum/(f2) x db
f2=f2/cten

return(f2)}

valeur.sigma = 4.2773

#Définition du domaine d’intégration

db = .001
min.b =0
mazx.b = 50

b = seq(min.b+ db/2, max.b — db/2,by = db)

#Estimé bayésien de la pente donné par I'espérance a posteriori de (.

b.GEP = sum(bxintegre.GEP1(sigma = valeur.sigma, db = .001, min.b = 0, maxz.b =
50)) = db

#Estimation des parametres § et ¢ par la méthode d’estimation bayésienne simultanée.
On suppose que la variable aléatoire Z.i est distribuée selon une loi t4 ([3;0 (%)),

c’est-a-dire une loi de student avec 4 degrés de liberté, avec parametre de position § et

parametre d’échelle inconnu o (0’91—%06)

#vraisemblance des erreurs

student = function(err){1/((1 + (err™2)/(4))"(5/2))}

#Calcul des densités a posteriori de beta et de sigma, respectivement

pi.51 = function(b, sigma?2, tau = 0.9106){
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z=y/x

prod(student(err = (z—b)/(sigma2xtau)*x)/(sigma2«tau)*x)*(1/(sigma2 «tau))}

integre.lb = function(sigma,db = .1, min.b = 0, maz.b = 50){
b = seq(min.b + db/2, max.b — db/2, by = db)
f2 = apply(as.matriz(d), 1, pi.S1, sigma?2 = sigma, taw = 0.9106)

return(f2)}

integre.ls = function(b2, dsigma = .1, min.sigma = 0, max.sigma = 50){
sigma = seq(min.sigma + dsigma/2, mazx.sigma — dsigma/2, by = dsigma)
f2 = apply(as.matriz(sigma), 1, pi.S1, b = b2, tau = 0.9106)

return(f2)}

tau = 0.9106

#Définition du domaine d’intégration pour I’estimé b

db = .001
min.b=10
maz.b = 50

b= seq(min.b+ db/2, max.b — db/2, by = db)
#Définition du domaine d’intégration pour l'estimé o
dsigma = .001

min.sigma = 0

mazx.sigma = 50

sigma = seq(min.stgma + dsigma/2, mazx.sigma — dsigma/2,by = dsigma)
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#Calcul de la constante de normalisation

post.conjoint =0

for{vinrange. sigma){

print{i)

dist.posterior = (integre.1b(sigma = i,db = .001, min.b = 0, maxz.b = 50))
post.conjoint = {post.conjoint) + (dist.posterior)}

constante = sum(post.conjoint) = db * dsigma

#Calcul de la densité marginale a posteriori de

dist.posterior = sum(integre. 1s(b2 = i, dsigma = .001, min.sigma = 0, mazx.sigma =

50)) * dsigma
marg.beta = c(marg.beta, dist.posterior)

post.marginal.beta = (marg.beta)/constante

#Estimé bayésien de la pente donné par 'espérance a posteriori de (.

b.student = (sum(b * post.marginal.beta) * db)

#Calcul de la densité marginale a posteriori de o

dist.posterior = sum(integre.1b(sigma = i,dsigma = .001, min.sigma = 0, maz.sigma =

50)) * db
marg.sigma = c(marg.sigma, dist.posterior)

post.marginal.sigma = (marg.sigma)/constante

#Estimé bayésien du parametre d’échelle donné par I'espérance a posteriori de o.
b.student = (sum(b = post.marginal.beta) = db)

#FEstimé bayésien de la pente donné par I'espérance a posteriori de 3.
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sigma.student = (sum(sigma = post.marginal.sigma) x dsigma.)

#Estimation des parameétres (3 et o par la méthode d’estimation bayésienne simultanée.
On suppose que la variable aléatoire Z; est distribuée selon une loi Hggp, c'est-a-dire

une loi GEP de type V avec parametre de position 3 et paramétre d’échelle inconnu

o (w)
I,

#vraisemblance des erreurs

GEP = function(err){(abs(err) + 2)"(—=1) * (log(abs(err) + 2))"(—4)}

#Calcul des densités a posteriori de beta et de sigma, respectivement
pi.GEP1 = function(b, sigma2, taw = 1.7109){
z=y/x

prod(GEP(err = (z — b)/(sigma2 x tau) x )/ (sigma?2 = tau) * z) * (1/(sigma2 * taw))}

integre.lb = function(sigma,db = .1,min.b = 0, maz.b = 50){
b = seq(min.b+ db/2, max.b — db/2, by = db)
2 = apply(as.matriz(h), 1, pi. GEPL, sigma2 = sigma, taw = 1.7109)

return(f2)}

integre.ls = function(b2, dsigma = .1, min.sigma = 0, maz.sigma = 50){
sigma = seq(min.sigma + dsigma/2, max.sigima — dsigma/2, by = dsigmau)
f2 = apply(as.matriz(sigma), 1, pi. GEP1, b = b2, tau = 1.7109)

return(f2)}

tau = 1.7109



142

#Définition du domaine d’intégration pour 'estimé b

db = .001
min.b=0
mazx.b =50

b = seq(min.b+ db/2, max.b — db/2, by = db)
#Définition du domaine d’intégration pour I'estimé o
dsigma = .001

min.sigma = 0

max.sigma = 50

sigma = seq(min.sigma + dsigma /2, maz.sigma — dsigma/2, by = dsigma)

#Calcul de la constante de normalisation

post.conjoint = 0

for(iinrange.sigma){

print(i)

dist.posterior = (integre.1b(sigma = 1, db = .001, min.b = 0, maz.b = 50))
post.conjoint = (post.conjoint) + (dist.posterior)}

constante = sum(post.conjoint) = db * dsigma

#Calcul de la densité marginale a posteriori de 3

dist.posterior = sum(integre.ls(b2 = 1, dsigma = .001, min.sigma = 0, max.sigma =

50)) x dsigma
marg.beta = c¢(marg.beta, dist.posterior)

post.marginal.beta = (marg.beta)/constante
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#Estimé bayésien de la pente donné par l'espérance a posteriori de [.

b.GEP = (sum(b = post.marginal.beta) = db)

#Calcul de la densité marginale a posteriori de o

dist.posterior = sum(integre. 1b(sigma = 1, dsigma = .001, min.sigma = 0, maz.sigma =

50)) x db
marg.sigma = c(marg.sigma, dist.posterior)

post.marginal.sigma = (marg.sigma)/constante

#Estimé bayésien du parametre d’échelle donné par I'espérance a posteriori de o.
b.GEP = (sum(b * post.marginal.beta) = db)
#Estimé baydsien de la pente donné par Uespérance a posteriori de f.

sigma.GEP = [sum(sigma * post.marginal.sigma) * dsigma)
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