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RESUME

Les polyominos sur les réseaux carré et hexagonal ayant des propriétés de convexité
ont été largement étudiés, et leurs classes de symétrie ont été dénombrées (par leurs
séries génératrices selon divers parametres : 'aire, le périmetre, la largeur, la hauteur,
etc.). Les polyominos pouvant étre considérés comme des objets dans ’espace, on les
dénombre a translations, & rotations et & réflexions prés. Un résultat classique de la
théorie des groupes, le lemme de Burnside nous aidera a ce niveau. On s’intéresse donc
au dénombrement des classes de polyominos convexes ayant des propriétés de symétries.

Dans ce mémoire on s’'intéresse aux polyominos sur le réseau triangulaire. Quelques tra-
vaux ont été faits sur ce réseau, notamment sur les polyominos parallélogrammes, les
polyominos dirigés et les animaux. Ce mémoire porte entre autres sur le dénombrement
des classes de symétrie des polyominos F-convexes (convexité forte) sur le réseau trian-
gulaire. On présente aussi quelques résultats concernant les polyominos HV-convexes
(I’équivalent des polyominos EG-convexes sur le réseau hexagonal, soit une convexité
selon un axe horizontal et un axe vertical).

Les formes de convexité vont étres définies dans l'introduction. On introduira aussi une
classe particuliére de polyominos, soit les polyominos filiformes.

Le premier chapitre porte sur le dénombrement des polyominos triangulaires F-convexes.
On utilisera pour cela les méthodes de Fouad Hassani et de Mireille Bousquet-Mélou,
qui ont fait leurs preuves sur le réseau hexagonal. On obtient ainsi des formes closes
remarquables pour leurs séries génératrices selon plusieurs parameétres, dont la largeur,
Paire et le périmetre.

Le deuxiéme chapitre porte sur les polyominos HV-convexes, dont on donne les équations
fonctionnelles.

Le troisieme chapitre dénombre des polyominos convexes triangulaires particuliers, comme
les polyominos partages, les polyominos tas et les polyominos parallélogrammes.

Le quatrieme chapitre dénombre les classes de symétries des polyominos F-convexes,
soit leurs orbites. On fait aussi un rappel de quelques résultats de la théorie des groupes
et de leur action, notamment sur les groupes diédraux Dg des isométries de I’hexagone
et Dy, sous-groupe de Dy des isométries du carré.

En se basant sur la dualité des graphes plans, on présente dans le cinquieéme chapitre
une bijection entre les polyominos C-convexes du réseau hexagonal et des structures
“polyominomiales” sur le réseau triangulaire. Ces structures généralisent les polyominos



xiii

triangulaires en admettant des parties filiformes tout en satisfaisant les conditions de
C-convexité. De plus, nous donnons des formules simples de passage pour ce qui est des
parameétres largeur, aire et périmeétre selon cette bijection. On en déduit, par restriction,
une bijection entre les polyominos F-convexes des réseaux hexagonal et triangulaire.

Notons que tous les calculs sur les séries génératrices ont été faits sur le logiciel Maple.
Mots clés :

Polyomino(s)

Polyomino(s) convexe(s)

Réseau triangulaire

Dénombrement



INTRODUCTION

0.1 Introduction

L'objet de ce travail est ’énumération de certaines classes de polyominos convexes sur

le réseau triangulaire.

Plusieurs travaux ont été fait sur le réseau carré, entre autres dans (Bousquet-Mélou,
1991), (Bousquet-Mélou, 1996), (Leroux, Rassart et Robitaille, 1998), (Enting et Gutt-
mann, 1989), (Privman et Svrakié, 1989), (Lin et Chang, 1988) etc. Certains résultats
de ces travaux seront utilisés plus tard (au chapitre 3). Sur le réseau hexagonal, les tra-
vaux sur les polyominos fortement convezes ou F-convexes (voir (Ibn-Majdoub-Hassani,
1996), (Denise, Diirr et Ibn-Majdoub-Hassani, 1997) et (Gouyou-Beauchamps et Leroux,
2004), les polyominos convezes ou C-convexes (voir (Gouyou-Beauchamps et Leroux,
2004)) et enfin les polyominos EG-convexes (voir (Enting et Guttmann, 1989), (Lin
et Wu, 1990), (Fereti¢ et Svrtan, 1993) et (Ibn-Majdoub-Hassani, 1996)) sont les plus
proches de ceux qu’on développera ici. Sur le réseau triangulaire, mentionnons entre
autres les contributions de (Oppenheim et Owczarek, 2002) et (Oppenheim, 2000) sur

les polyominos parallélogrammes et (Barcucci, Lungo, Pinzani, 1975) sur les animaux.

Ce travall est structuré comme suit : la suite de l'introduction présente principale-
ment la définition des convexités utilisées; le premier chapitre donne les équations
fonctionnelles des polyominos F-convexes en utilisant les techniques développées par Mi-
reille Bousquet-Mélou dites d’effeuillage ou décomposition par strates (Bousquet-Mélou,
1991), (Bousquet-Mélou, 1996). On définira ensuite la série explicite des polyominos F-

convexes.

Le deuxiéme chapitre donne les équations fonctionnelles des polyominos HV -convexes.



Le troisiéme chapitre dénombre des polyominos convexes triangulaires particuliers, comme
les polyominos partages, les polyominos tas et les polyominos parallélogrammes. Nous

utilisons dans certains cas des résultats du réseau carré.

Au quatriéme chapitre, nous nous intéressons aux classes de symétries des polyominos F-
convexes en introduisant des notions d’algebre comme I’action de groupes diédraux sur
chacune des familles de polyominos. Nous suivons la démarche entreprise dans (Leroux,
Rassart et Robitaille, 1998) pour le réseau carré. Les classes de symétries des polyominos
F-convexes ont été entierement étudiées dans (Gouyou-Beauchamps et Leroux, 2004)
et dans (Amroun, 2004) sur le réseau hexagonal et sont développées ici sur le réseau

triangulaire.

En se basant sur la dualité des graphes plans, on présente dans le cinquieéme chapitre
une bijection entre les polyominos C-convexes du réseau hexagonal et des structures
“polyominomiales” sur le réseau triangulaire. Ces structures généralisent les polyominos
triangulaires en admettant des parties filiformes tout en satisfaisant les conditions de
C-convexité. De plus, nous donnons des formules simples de passage pour ce qui est des
parametres largeur, aire et périmetre selon cette bijection. On en déduit, par restriction,

une bijection entre les polyominos F-convexes des réseaux hexagonal et triangulaire.

0.2 Notions préliminaires

Les réseaux considérés dans 1'étude des polyominos sont des graphes réguliers ayant
un ensemble infini de sommets et laissés invariants sous les translations. La figure 0.1

montre les réseaux carré, hexagonal et triangulaire.

Dans un réseau, la forme unitaire (carré, hexagone, triangle, etc.) est appelée case ou
cellule. Un chemin dans un réseau est une suite de cases ¢y, ¢g, - - - ¢; telle que pour tout

1 <1 <k, ¢; aune aréte en commun avec ¢;4.

Définition 1. Un polyomino P sur un réseau est un ensemble fini et connexe de cellules



Réseau carré Réseau hexagonal Réseau triangulaire

Fig. 0.1 Les réseaux.

dans le sens ou si ¢ et ¢’ sont deux cases de P, alors il existe un chemin dans P entre ¢

et ¢. Les polyominos sont définis & translation pres.

La figure 0.2 donne des exemples de polyominos sur les trois réseaux. On note que ces
polyominos ont des trous, ce qui ne sera pas le cas des classes que nous étudierons dans

ce travail.

0.2.1 Les convexités

Définissons la notion de convexité sur le réseau triangulaire.

On dit qu'un polyomino est convere selon une direction si son intersection avec toute

droite paralléle & cette direction et passant par le centre des triangles est connexe.

C-convexité

La C-convexité est définie par les trois directions paralleles aux c6tés d’une case. Les

directions choisies sont paralleles aux axes suivants : I’axe vertical, appellée direction
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Fig. 0.2 Polyominos sur les réseaux carré, hexagonal et triangulaire.
Nord; ’axe qui fait 30 degrés avec I’horizontale, appellée direction Nord-Est-Est ; ’axe
qui fait -30 degrés avec 'horizontale, appellée direction Sud-Est-Est (voir figure 0.3).

Un polyomino est donc dit C-conveze s'il est convexe par rapport & ces trois directions.

F-convexité

La F-convexité est définie par les trois directions passant par le centre d’un triangle
et un de ses sommets. Les directions choisies sont paralleles aux axes suivants : 'axe
horizontal, appellée direction Est; 'axe qui fait 60 degrés avec ’horizontale, appellée

direction Nord-Nord-Est ; 'axe qui fait -60 degrés avec I’horizontale, appellée direction

Sud-Sud-Est (voir figure 0.4).
Un polyomino est donc dit F-conveze s’il est convexe par rapport & ces trois directions.

On note que la F-convexité d’un polyomino entraine sa C-convexité.
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Fig. 0.3 Un polyomino C-convexe et les directions privilégiées.

HV-convexité

La HV-convexité est définie par les deux directions orthogonales principales, soient la

direction Nord et la direction Est (voir figure 0.5).
Un polyomino est donc dit HV -conveze s'il est convexe par rapport & ces deux directions.

On note que la HV-convexité d’un polyomino entraine sa C-convexité.

0.2.2 Les orbites

Un des principaux objectifs de ce mémoire est de dénombrer les polyominos F-convexes
a rotation et réflexion pres, selon ’aire et le périmeétre principalement. Nous devons alors
connaitre les différentes classes de symétries agissant sur les polyominos triangulaires,
ce qui est déterminé par l'action d’un groupe diédral. Le groupe des isométries de
I’hexagone Dg agit sur les polyominos F-convexes. Sur les polyominos HV-convexes,
c’est le sous-groupe non-cyclique Dy = {id, 7, h,v} qui agit (sous-groupe du groupe Dy

des isométries du carré). Nous allons traiter ce sujet au chapitre 4.
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Fig. 0.4 Un polyomino F-convexe et les directions privilégiées.

Les orbites sont alors les classes d’équivalence des polyominos. Autrement dit, en comp-
tant les polyominos & symétrie pres, on compte les orbites de I’action du groupe qu’on

fait agir (ici Dg principalement).

Une fois les différentes classes de symétrie dénombrées, nous utiliserons le Théoréme de
Cauchy-Frobenius, ou Lemme de Burnside, qui donne le nombre d’orbites de ’action

d’un groupe fini sur un ensemble (la figure 0.6 donne un exemple d’orbites).

0.2.3 Les séries génératrices

Définissons la notion de séries génératrices.

Soit R[z,v,q,u,v,t,...]| Palgébre des séries formelles & coefficients réels en les variables
z,9,q,u,v,t,... S X(x,vy,q,u,v,t,...) est une série dans cette algébre, nous la noterons
plus simplement, par exemple, X (u) si nous voulons mettre ’emphase sur la variable wu.

De plus, sa dérivée par rapport a u est notée 0X/0u ou X'(u).

Nous définissons aussi la sous-algebre A de R[[z,v,q,u,v,t,...]] formée des séries Y telles
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Fig. 0.5 Un polyomino HV-convexe et les directions privilégiées.

que Y(z,y,q,1,v,t,...), Y'(z,y,q,1,v,t,...) sont bien définies dans R[[z,y, q,u,v,t,...]].
Soit P un ensemble de polyominos P. Alors sa série génératrice est la série formelle
P(z,q,v,t) = Z 2HP)ga(P)yha(P)ype(P)
PeP
ou [(P) est la largeur totale (le nombre de colonnes occupées par le polyomino), a(P)
est 'aire du polyomino P (le nombre de ses cellules), hy(P) est la taille & droite (le
nombre de segments de la colonne filiforme la plus a droite), pe(P) le périmetre (le

nombre de segments sur le contour extérieur). On peut voir un exemple & la figure 0.7.

Si une variable n'est pas considérée dans une série génératrice, elle sera posée égale a 1.

0.3 Polyominos filiformes

Nous verrons plus loin la nécessité de considérer des polyominos triangulaires filiformes.

Voicl comment ils sont définis :

Définition 2. Un polyomino triangulaire est dit filiforme s’il n’est formé que de seg-
ments consécutifs dans une méme direction. Son aire est nulle et son périmetre est deux

fois sa longueur, ¢’est-a-dire deux fois le nombre de segments qui le composent. Sa lar-



Fig. 0.6 Polyominos C-convexes d’aire 4 : 14 polyominos, 3 orbites.

geur est le nombre de colonnes qu’il occupe (ce nombre peut étre nul). Un point est un

polyomino filiforme de largeur, d’aire et de périmetre nuls.

La figure 0.8 montre quelques exemples de ces polyominos.



Fig. 0.7 Un polyomino F-convexe de largeur {(P) = 4, d’aire a(P) = 40, de périmetre
pe(P) = 18 et de derniére colonne hy(P) = 3.
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Fig. 0.8 Polyominos filiformes.



CHAPITRE I

DENOMBREMENT DES POLYOMINOS TRIANGULAIRES
F-CONVEXES

Nous présentons dans ce chapitre les équations fonctionnelles des polyominos triangu-

laires F-convexes ainsi que leurs séries génératrices.

1.1 Equations fonctionnelles des polyominos F-convexes

Soit P un polyomino F-convexe et C Ly, CLs, ..., CLyg ses colonnes numérotées de gauche

a droite.

On peut insérer un polyomino F-convexe P dans un rectangle minimal R. On remarque
que le haut et le bas de R touchent un seul point de P alors que les cotés de R touchent

les cotés verticaux de P.

Soit I'; la premiére colonne (de gauche a droite) de P qui touche le c6té haut de R, I’y
celle qui touche le ¢6té bas de R et I'3 la premiére colonne du polyomino située a droite

de T'; et I'g, si elle existe.

On peut alors partitionner I’ensemble des polyominos F-convexes en quatre parties;
I'ensemble Fpp des polyominos dont la derniere colonne contient Ty et Ty (ie. que les
coins supérieur droit et inférieur droit du rectangle sont touchés par P) et dont la série
génératrice est Fyo(x,q,v,t); 'ensemble Fop des polyominos dont la derniere colonne
filiforme contient I'1 (i.e. que le coin supérieur droit du rectangle est touché par P)

avec 'y & gauche de I'y, et dont la série génératrice est Fpo(z,q,v,t); 'ensemble Fao
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des polyominos dont la derniére colonne contient I's (i.e. que le coin inférieur droit
du rectangle est touché par P) avec I'i & gauche de I';, et dont la série génératrice
est Fyo(z,q,v,t) et I’ensemble Fyy des polyominos dont I's existe (i.e. qu'aucun des
coins supérieur droit et inférieur droit du rectangle sont touchés par P) et dont la série

génératrice est Fao(z,q,v,t).

On note que les polyominos filiformes verticaux sont placés dans la classe Fpg par

convention.

Ainsi, tout polyomino P qui est F-convexe entre dans un des quatre cas exclusifs sui-

vants :

Si T’y = 'y et T'3 n’existe pas, alors P € Foo (voir figure 1.1).

Fig. 1.1 Polyomino de la classe Fyo.

Si I'1 est strictement & droite de I's et si I'3 n'existe pas, alors P € Fyo (voir figure 1.2).

Si Ty est strictement & gauche de I'p et si I's n’existe pas, alors P € Fyo (voir figure

1.3).
Si T's existe, alors P € Fop (voir figure 1.4).

Soit F(v) = 3. fiv' la série génératrice des polyominos F-convexes. On a alors F(v) =
i>0
Foo(v) + Foz(v) + Fao(v) + Fao(v).
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Fig. 1.2 Polyomino de la classe Fgpq.

Théoreéme 1. Les séries génératrices Foo(v), Foa(v), Fao(v), Fao(v) vérifient les équations

sutvantes :
F00($>Q7Uyt) = 1 — vt2 +$qvt3F00($,q,Uq27t)> (11)
FOQ'(I',(],U,IJ)) = xtz (FOO(QJ»quQQ, t) +F02($,Q;U‘12>t)> ) (12)
F20(£7Q>Uat) = F02(x7Q7vat)v (13)
zt
F22($) q,7, t) - q_’l) (FOO(qu) + QFOZ(qu) + F2221 (Uq2)> (14)

ou F22>l(vq2) est la série génératrice des polyominos Foy-converes dont la derniére

colonne filiforme est de taille supérieure ou égale a 1.

Preuve
Pour Fyo(z,gq,v,t) :

Le terme 1_—1vt7 génere tous les polyominos filiformes colonnes, qui sont par convention

dans la classe Fqp.

Quand on enléve la derniére colonne d’un élément de Foo qui admet une colonne ou plus,
on obtient un autre polyomino de Fyg. Donc pour obtenir un polyomino de Fgg d’une

colonne ou plus, on remplace la variable v par vg”® dans la série Foo du polyomino initial
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ou

Fig. 1.3 Polyomino de la classe Fop.
et on ajoute une cellule a la nouvelle colonne. On note qu’alors le périmeétre augmente
de 3 et la largeur de 1, d’oti le terme zqut> Foo(z, g, vg?, t).
Pour Fpo(z,q,v,t) :

Quand on enléve la derniére colonne d’un polyomino de Fpyy, on obtient un polyomino

de Foo U Foo.

Pour obtenir un polyomino de Fgo & partir d’un polyomino de Fyg, on remplace la
variable v par vg? dans la série Foo du polyomino initial. On note qu’alors le périmétre

augmente de 2 et la largeur de 1, d’ou le terme xt?Foo(z, g, vg?, ).

Pour obtenir un polyomino de Foz & partir d’'un polyomino de Foy, on remplace la
variable v par vg® dans la série Fo2 du polyomino initial. On note qu’alors le périmetre

augmente de 2 et la largeur de 1, d’out le terme xt? Foo(z, ¢, v¢?, t).
Pour Fyy(z,q,v,t) :

Ces polyominos s’obtiennent par réflexion horizontale des polyominos de la classe Fpo

(voir les figures 1.2 et 1.3). lls ont donc la méme série génératrice.

Pour Fyn(z,q,v,t) :
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Fig. 1.4 Polyomino de la classe Fas.

Quand on enléve la derniere colonne d’un polyomino de Fao de plus d’une colonne, on
obtient un polyomino de FogUFooUF20UFoo, ,, ou Fao,, est 'ensemble des polyominos

Fyo-convexes dont la derniere colonne filiforme est de taille supérieure ou égale & 1.

Pour obtenir un polyomino de Fas & partir d’'un polyomino de Fgo, on remplace la
variable v par vq? dans la série Fgo du polyomino initial et on soustrait une cellule. On

note qu’alors le périmétre augmente de 1 et la largeur de 1, d’ou le terme %FOO(UQQ).

Pour obtenir un polyomino de Fay a partir d’'un polyomino de Fp2, on remplace la
variable v par vg® dans la série Fgp du polyomino initial et on soustrait une cellule. On
multiplie par deux car on aura la méme série si on part avec un polyomino de Fag. On

note qu'alors le périmetre augmente de 1 et la largeur de 1, d’ou le terme 22—3}702(11(12).

Pour obtenir un polyomino de Fao & partir d’un polyomino de Fso dont la derniere
colonne est de hauteur supérieure ou égale & 1, on remplace la variable v par v¢® dans la
série Foo du polyomino initial et on soustrait une cellule. On note qu’alors le périmetre

augmente de 1 et la largeur de 1, d’ol1 le terme 2£Fh,, (vg?).
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1.2 Enumération de polyominos F-convexes suivant la largeur, 1’aire

et le périmetre

Dans cette section nous donnons la forme close de la série génératrice des polyominos
F-convexes. Cette formule est déduite grace aux équations fonctionnelles données dans

la section précédente.

Théoréme 2. La série génératrice des polyominos F'-convezes comptés suivant la lar-

geur, l'aire et le perimétre est donnée par

1 + quitQ (FOO)?(xv q, t)
1— $q2it2 $2i

F(z,q,t) = Z (1.5)

i>0
ot (Fpo); est la série des polyominos de Fop dont la derniére colonne filiforme est de

taille i et est donnée par

1
(Foo)ilz,q,t) = 3 27 g¥=7"¢%+7, (1.6)
3=0

Preuve :

D’apres le découpage des polyominos F'-convexes effectué a la section précédante, F est
la réunion disjointe de Foq, Fo2, Foo et de Fap. Calculons alors les séries génératrices

des polyominos de chaque classe.

Posons d’abord que (Foo)i(z,q,t) = [v*]Foo(z, q,v,1).
Calcul de Fy(z,q,v,t)

D’apres ’équation 1.1 du théoreme 1, on a

F()O(:E,q,’l),t) = +:Eqvt3Foo(m,q,vq2,t).

1 — vt?

Mais nous pouvons aussi trouver une formule close pour Foo{z, q,u,t) en observant que

les polyominos de la classe Fgo sont des trapezes isoceles (voir la figure 1.5).
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Fig. 1.5 Polyomino de la classe Fyp.

On voit que pour une largeur donnée j, ce polyomino est construit a partir d’un triangle
équilatéral de cotés égaux a j. Ce triangle contient ;2 cellules et donc sa série est

A partir de 13, nous pouvons ajouter un nombre arbitraire de rangées par dessus, ce qui

. N T 1
revient & multiplier par T=gZoiZ

Ajnsi, nous obtenons directement la série

1—q¥ut?’

FOO(IU, q, U>t) = Z

720

On veut cependant écrire la série Foo(, g, v, t) sous la forme Foo(z,q,v,t) = 3 (Foo):v?,
i>1
ou (Fpo); est la série des polyominos de Fgo dont la derniére colonne filiforme est de

taille <.

On peut voir les polyominos (Fpg); comme des trapezes isoceles de bases 4 et ¢ — 7. Alors

on obtient la série génératrice (aire= 1% — (i — j)2 = 2ij — j2 et périmetre= 3i— (i—j) =

2i + j par la figure 1.5)
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i
F(z,q,t) = ijq%j_jzt%ﬂ avec i > 0.
j=0

On a aussi une équation récursive pour (Fy);, soit

(FOO)i(maq7t) = t2i + $q2i_1t3(F00)i_1($,q,t), avec 1 2 1 et (FOO)O =1

Calcul de Fup(z,q,v,t) et de Fy(z,q,v,1)
D’apreés 1'équation 1.2 du théoreme 1, on a
FOQ(:E) q, Uat) = $t2 (FOO(:E) q, Uq2, t) + FO?(:E) q, Uq2a t)) -

Nous pouvons trouver directement la forme close de la classe Fyo(z, q,v,t) d’aprés la

figure 1.2.

zq®t?(Foo)i(z, q,t) Vi
1 — 2q%¢2 '

FO?(:an;Uat) = Z

12>0

(1.7)

On a déja mentionné que les classes Foo et Fag ont les mémes séries génératrices par

symétrie.

Calcul de Fy(z,q,v,t)

Nous pouvons voir chaque polyomino de Foy comme un collage d’un polyomino de
FooUFoaUFo dont la derniere colonne est de taille © et d’un polyomino de Fyg (renversé

et non-filiforme) dont la derniére colonne filiforme est aussi de hauteur 7 (voir figure 1.6).

Calcul de F(z,q,t)
Nous pouvons maintenant calculer la série génératrice des polyominos F-convexes

F(z,q,v,t) = Foo(z, q,v,t) + Foa(z,q,v,t) + Folz,q,v,t) + Fao(z,q,v,t).
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Fig. 1.6 F55 vu comme collage de deux polyominos.

Posons

Foo(z, q,v,t) + Foa(z, q,0,t) + Fao(z,q,v,t) = Y giv®.

i>0

On a alors, directement par la figure 1.6 a)

F(z

De plus

gi(z,q,1)

D’ou on a par 1.8 et par 1.9

i b) ,t F Z b 7t
’%ﬂzzg@qﬂﬁwwq)_ (1.8)
>0
g%t (Foo)i(z, ¢, 1)

= (Foo)i(z,q,t) +2

zq
= 1+42———
( + 1 — zq2it?

B (1 + zg*it?

1 — zq2it?

) (Foo)i(z,q,t)

2it2

1— zq%t?

yRMM%W (1.9)
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gi(x7 q, t)(FQO)i(:Ev 4, t)

Fi(z,q,t) = 2
1 242\ (Foo)?(x, g, t
trq ( 00)1(? e ), avec i > 0. (1.10)
1-— $q22t2 $2
Ainsi, on a
1+ zq%t? (Foo)?(z, q,t)
t) = : SR
F(z,q,t) ; T R T

ce qui conclut la preuve du théoréme 2.

Voici les quelques premiers termes de cette série génératrice :

Flg,t) =1438242¢°+ (343 t4 + 6% + (3+8¢ + ¢85 + (645 +6¢7)t7 +
5P +2¢1(2¢"+ ) +6°+3+¢0) B+ (12¢" +2¢° + 240 +647)1°
+(3+8q12+3q14+6q8+2q6(2q8+q10)+q16+2q8(2q4+q6))t10
+(6q9+14q15+2q19+6q17+2q6(2q9+2q13))t11+~--



CHAPITRE II

DENOMBREMENT DES POLYOMINOS TRIANGULAIRES
HV-CONVEXES

Nous présentons dans ce chapitre les équations fonctionnelles des polyominos triangu-
laires HV-convexes. Nous présentons d’abord les différents opérateurs qui seront utilisés

4 cet effet,

2.1 Opérateurs de dénombrement

Les opérateurs vont servir & établir les équations fonctionnelles de la classe des poly-
ominos HV -convexes, quoi qu’ils soient définis dans la présente section pour une classe

quelconque X.
On définit deux types d’opérateurs, que nous appelons ¢ et 1, et qu’on applique aux
polyominos d'une famille X. On définit ainsi des regles d’ajout de colonnes & droite

d’un polyomino P d’une certaine classe X, pour qu’'en lui ajoutant cette colonne, le

polyomino résultant reste dans la méme classe.

Soit X une certaine classe de polyominos convexes de série génératrice X (v).

p  X—X P X — X




P — o(P) P s (P)

On peut aussi définir des opératenrs correspondants sur les séries géuératrices, quon
note ¢ et . Ces opérateurs transforment une série X () dans 'algehre des séries for-
welles Af[v]] en une série ©(X (¢)) (resp. W(X (1)) ausst dans A[[v]]. Plus formellement

0l a

o Al Al W Alle]] — Alle]

X(e) = @(X(v)) X(e) WX ()

2.1.1 Relation entre les opérateurs o et ¢

Liopérateur ¢ est fouction de la dernicre colonne (iliforme duw polyowino swr lequel il

sera appliqud.

Relation entre les opérateurs ¢ et ®

b
L)

N
\VAVAVAVAVAY

Fig. 2.1 Lopérateur o.

Soit P un polvomino appartenant a une certaine classe X de polyominos convexes et

soit DC" la dernicre colonue de P.que nous posons de taille n. L'opératenr o agira sur
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P en collant & la droite de DC une nouvelle colonne de taille au plus n+ 1, de telle sorte
que la cellule la plus haute de la nouvelle colonne soit située au Nord-Est de la cellule
la plus haute de DC' (voir figure 2.1 a) ). Toutes les tailles possibles seront produites.

Ainsi, ¢(P) est 'ensemble des polyominos ainsi obtenus.

On note que l'opérateur ¢ sera appliqué & la classe HVqgq (voir figure 2.3 de la section
suivante) pour produire des polyominos de la classe HVgo (voir figure 2.4 de la section

suivante).

Proposition 1. Soit & Uopérateur défini sur les séries formelles X (v) = X(z,q,v,t)

par la formule
r@?vt? X (1)  zg®vt?X (vg?)
1—q%v 1-q%v

B(X(v)) = (2.1)

alors

¢(X)(z,q,v,t) = ®(X(z,q,v,1)).

Preuve :

Pour tout polyomino P dans X, on commence par ajouter deux cellules au Nord-Est
de DC (voir figure 2.1 b) en mauve). Notons qu’en ajoutant une nouvelle colonne au
polyomino P, la variable qui tenait compte de la taille de la derniére colonne filiforme n’a
plus de sens, donc on remplace v par 1 dans X (v). Ainsi on obtient la série zq?vt2X (1),
car la largeur augmente de 1, I'aire de 2, le périmétre augmente de 2, et la taille de
la. derniére colonne filiforme du nouveau polyomino est 1. Ensuite, on colle un nombre
arbitraire pair de cellules au dessous des deux cellules ajoutées précédemment, ce qui

2,42
nous donne le facteur 1—_223 et on obtient le terme Iqllfq)i D,

Mais en faisant cela on construit des polyominos indésirables, soient ceux dont la taille de
la nouvelle colonne ajoutée dépasse n. Ces polyominos doivent donc étre enlevés. Ainsi,
on remplace la variable v par vg? dans la série X (v) (voir figure 2.1 c) en rose) et on pose
la colonne obtenue au Nord-Est du polyomino initial. Puis, pour créer des polyominos
indésirables, il faut que la taille de la derniére colonne de ces derniers polyominos dépasse

n. Alors on ajoute deux cellules en bas de la derniére colonne (voir figure 2.1 ¢) en
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niauve). Il reste & ajonter un nombre arbitraire pair de celhiles awcdessows de la derniere

rq? v X (vg?)

colonne et on awra le terme =7y

2.1.2 Relation entre les opérateurs « et ¥

L opérateur ¢ est fonction de la derniére colonue filiforuie du polvomino sur lequel il

sera. appliqud.

Relation entre les opérateurs v et W

b VA VO

Fig. 2.2 L'opérateur w,

Lopérateur ¢ consiste a coller & droite de la deruicre colome DC de taille n du poly-
omino £ une colonne de taille an plus 7 de sorte que cette colonne soit située au plus
haut, a la méme hauteur que la cellule Ta plus haute de DCL et au plus bas. a la méme

hauteur que la cellule la plus basse de DC (voir figure 2.2 a) ).

On note que Nopératewr ¢ sera appliqué aux classes HVoo, HVo2 et H Va0 pour produire

des polvominos de la classe HVyy (voir la section suivante).
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Proposition 2. Soit W lopérateur défini sur les séries formelles X (v) = X(z,q,v,t)
par la formule

zgt  O(X(v)) 3 r@dutX(1)  zqtX(vg?

TX) = (1-q%) Ov o= (1-¢%)% " (1-g%)*

(2.2)

alors

b(X)(z,q,v,8) = ¥(X(2,9,,1)).

Preuve :

On commence par coller une cellule. On a v choix de la placer pour qu’elle soit située
au plus haut & la méme hauteur que la cellule la plus haute de DC, et au plus bas a
la méme hauteur que la cellule la plus basse de DC (voir figure 2.2 b) en mauve). En
dérivant par rapport a v, nous obtenons une multiplicité de n dans la série. On remplace
v par 1 dans la dérivée car on ne tient plus compte de la taille de la colonne DC dans
ce dernier polyomino. Puis on ajoute un nombre arbitraire pair de cellules au dessous

de la nouvelle cellule, ce qui nous donne le terme Zl—f‘ﬁv—)Whﬂ.

Mais en faisant cela on construit des polyominos indésirables, soient ceux dont la taille
de la nouvelle colonne ajoutée dépasse n. Ces polyominos doivent donc étre enlevés.
Ainsi, on ajoute trois cellules & droite de DC' (voir figure 2.2 ¢) en mauve), puis on
ajoute un nombre arbitraire pair de cellules au dessus et au dessous de ces trois cellules.
Notons qu’en ajoutant une nouvelle colonne au polyomino P, la variable qui tenait
compte de la taille de la derniére colonne n’a plus de sens, donc on la neutralise en

3
remplagant v par 1 dans X (v), ce qui nous donne le terme %)%)1%.

Il se trouve maintenent qu’on a enlevé trop de cas. On les rajoute en remplacant la
variable v par vg? dans la série X (v) du polyomino initial (voir figure 2.2 d) en rose),
puis en ajoutant une cellule en dessous (voir figure 2.2 d) en mauve). On ajoute ensuite

un nombre arbitraire pair de cellules au dessus et au dessous de cette colonne, et on

zqt X (vq?)

aura le terme =gt -
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2.2 Polyominos triangulaires HV-convexes

Soit P un polyomino HV-convexe et CLy,CLo,...,CLy ses colonnes numérotées de
gauche & droite. On peut partitionner I’ensemble des polyominos H V-convexes en quatre
parties disjointes : I'ensemble HVgg des polyominos qui augmentent en haut et en bas
dont la série génératrice est HVpo; 'ensemble HVgy des polyominos qui augmentent
en haut et diminuent en bas dont la série génératrice est HVj,; 'ensemble HVqg des
polyominos qui diminuent en haut et augmentent en bas dont la série génératrice est
HVy et enfin ensemble H Voo des polyominos qui diminuent en haut et en bas dont la

série génératrice est H Vao.
On note que les polyominos filiformes sont placés dans la classe HVyo par conventjon.

Intuitivement, on peut insérer un polyominos HV-convexe P dans un rectangle minimal

R.

Soit I'; [a colonne de P qui contient la cellule touchant le haut de R ; I' celle qui contient
la cellule qui touche le bas de R et I's la premiére colonne qui se trouve 3 droite de I'y

et I'y si elle existe.
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On peut alors caractériser les ensembles H Vo, HVo2, HV20 et HV9o de la facon sui-

vante :

I'y =Ty et I's n’existe pas, alors P € H V.

b

\/%

[

Fig. 2.3 Polyomino de la classe HVqp.

Si Ty est & droite de T's et si I's n’existe pas, alors P € HVps.

Fig. 2.4 Polyomino de la classe H V2.
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Si I'; est & gauche de I'y et si '3 n’existe pas, alors P € HVaq.
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Fig. 2.5 Polyomino de la classe HVag.

Si I'3 existe, alors P € HVags.

Fig. 2.6 Polyomino de la classe HVoo.
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Soit HV (z,q,v,t) = 3 e;v* la série génératrice des polyomino HV-convexes. On a alors
i>0

HV(U) = HVOO(U) + HVOQ(U) + HVQ()(U) + HVQQ(U).

Théoréme 3. Les séries génératrices H Vyo(v), H Voo (v), H Vag(v) et H Voo (v) vérifient les
équations suivantes :

HVio(v) = — T (2.3
00\Y) = 1—vt2+ (1= o) w(z,q,vq",t), 3)

®(H Voo(u) + HVpy(u))

HVO?(U) = 1— qgth ’ (24)
HVyo(v) = HVy(z,q,v,t), (2.5)
HVn(v) = W(HVai(o) (26)

ou HV>1(v) est la série génératrice des polyominos HV -convezes dont la derniére co-

lonne filiforme est de taille supérieure ou égale a 1.

Preuve
Pour HVyo(z,q,v,t) :

Le terme 1—_11127 géneére tous les polyominos filiformes colonnes, qui sont par convention

dans la classe HVyo(z, ¢, u,t).

Quand on enléve la derniére colonne d’un élément de HVgy qui admet une colonne
ou plus, on obtient un autre polyomino de HVgg. Donc pour obtenir un polyomino de
HVgo d’une colonne ou plus, on remplace la variable v par vg? dans la série HVgo du
polyomino initial puis on ajoute une cellule au-dessous de la colonne rajoutée et ensuite

on lui ajoute un nombre pair arbitraire de cellules en-dessous et au-dessus.

Pour HVpo(z,q,v,t) :

Quand on enléve la derniére colonne de H Vg2, on obtient un polyomino de HVooUH Vgs.
Donc pour obtenir un polyomino de HVg2, on applique l'opérateur ¢ aux polyominos
de HVgo et de HVp2. On peut ensuite ajouter des cellules (en nombre pair) au-dessus

de la nouvelle colonne. Ceci revient & multiplier par la fraction 1_q1 —~7-
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Pour HVy(z,q,v,t) :

La série de HVy(z, q,v,t) est la méme que celle de HVip(z,q,v,t) par symétrie hori-

zontale.

Pour HVy(z,q,v,t) :

Quand on enléve la derniére colonne d'un polyomino de HVas d’une colonne ou plus, on
obtient un polyomino de HVgo U H Voo U HVoo U HVQQZI, ou HVQQZl est I’ensemble des
polyominos H Vas-convexes dont la derniére colonne filiforme est de taille supérieure ou

égale 2 1. Donc on applique l'opérateur ¥ a chacune de ces classes.



CHAPITRE III

DENOMBREMENT DE QUELQUES CLASSES PARTICULIERES
DE POLYO-MINOS CONVEXES

Quelques classes familieres de polyominos convexes du réseau carré se retrouvent natu-
rellement sur le réseau triangulaire. C’est le cas notamment des polyominos partages et

parallélogrammes.

Introduisons la notation suivante, soit pour 0 < k < n,

est le polynéme g-binomial (Gaussien) ou

(an=(;¢)n=0-a)(l—-aq)---(1— aq"‘l), n > 0.

m+k
1l est bien connu que le polynéme ¢-binomial dénombre tous les chemins

k

g
possibles du point A au point B (voir figure 3.1 b) ) selon I’aire au-dessous du chemin,
ce qui revient & dénombrer tous les polyominos contenus dans un rectangle m x k selon

Paire.
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3.1 Les polyominos partages

Cette classe de polyominos a été étudiée sur le réseau carré dans (Leroux, Rassart et
Robitaille, 1998), puis une correspondance a été faite avec le réseau hexagonal dans
(Gouyou-Beauchamps et Leroux, 2004). Nous présentons ici une correspondance entre
le réseau carré et le réseau triangulaire. 1l suffit de prendre deux triangles pour former
un losange (voir figure 3.1 ¢) ). Ainsi, pour trouver les séries des polyominos partages
du réseau triangulaire, il suffit de remplacer q par ¢° dans les séries des polyominos
partages du réseau carré. La variable x comptera la largeur (la longueur de la part la

plus longue) et y comptera la hauteur (le nombre de parts).

On a alors les propositions suivantes, dont les équations du réseau carré sont issues de

(Leroux, Rassart et Robitaille, 1998).

B

k k T
’ k - /".“ >:I
EEEER | >
& <>
A K

mn | A
m
a) b c)

Fig. 3.1 Correspondance entre les polyominos partages sur les réseaux hexagonal, carré

et triangulaire.
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Proposition 3. La série génératrice des polyominos partages sur le réseau carré P(z,y, q)

étant donnée par

P(z,y,q) = Y,
w51 Wam
) | mtk-2
_ Z meykqm—*—k 1 ,
m>1k>1 k—1

alors la série génératrice des polyominos partages sur le réseau triangulaire PT(z,v,q)

est donnée par

PT(z,y,q) = P(z,y,¢°). (3.1)

Preuve :

La figure 3.2 donne une preuve directe.

Fig. 3.2 Correspondance entre les polyominos partages P et PT.
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Proposition 4. La série génératrice des polyominos partages avec rangées vides per-

mises sur le réseau carré Py(z,vy,q) étant donnée par

Py(z,v,9)
m>0 (y)m+1
m+k—1
— Z meykqm ’
m>0k>1 k-1

alors la série génératrice des polyominos partages avec rangées vides permises sur le

réseau triangulaire PTy(z,y,q) est donnée par

PTy(z,y,9) = Po(z,9,4%). (3.2)

Preuve :

La figure 3.3 donne une preuve directe.

A
B
[
] k
k J
1 -
Y
Y
A
e -

Fig. 3.3 Correspondance entre les polyominos partages avec rangées vides permises Py

et PTy.
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Proposition 5. La série génératrice des polyominos partages avec parts distinctes sur

le réseau carré Ps(z,v,q) étant donnée par

PS(%%Q) = Z Imqu(_
m2>1
_ m k m+ m—1
:‘;‘ g k-1 |

alors la série génératrice des polyominos partages avec parts distinctes sur le réseau

triangulaire PTs{x,y,q) est donnée par

PTS(%?J,CI) = PS($>?J>CI2)- (33)

Preuve :

La figure 3.4 donne une preuve directe.

Fig. 3.4 Correspondance entre les polyominos partages avec parts distinctes Ps et PTs.
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3.2 Les polyominos tas

VAVAVAN

VAVAVAY,
VAVAVA

7

7
/N

\

Fig. 3.5 Polyominos tas sur le réseau triangulaire.

Les polyominos tas sont des polyominos triangulaires C-convexes décroissants en haut

et en bas (voir la figure 3.5 a) ).

Soient T la classe des polyominos tas et T(x,y,q) leur série génératrice, la variable
x comptant la largeur, la variable ¥ la hauteur de la premiere colonne filiforme et la

variable ¢ l'aire, chaque colonne ayant un nombre de cellules impair.

Soit aussi Ty la classe des polyominos tas tels que la plus grande colonne contient
possiblement des cellules vides en haut et en bas (voir la figure 3.5 b) ). On note
To(z,y,q) la série génératrice des ces tas. En extrayant le coefficient de la hauteur, on

définit pour n > 1 :

To(z,q) = y"|T(2,9,9) et Ton(z,9) = [v"|To(2,9,9).

Tn(z,q) est la série génératrice des tas dont la plus grande colonne est de hauteur n.
De méme, Tpn(z,q) est la série génératrice des tas dont la plus grande colonne est de

hauteur n, incluant les cellules possiblement vides aux deux bouts.
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Proposition 6. Les séries génératrices des polyomsnos tas satisfont les relations sui-

vantes :
Tal(w,q) = 2¢* Ton1 (3, 9), (3.4)
Ton(z,q) = 2+ 2¢*" )T n-1(z,q) — Ton-2(z,9), (3.5)
avec
Too(z,q) =1 et Toa(z,q) =1+ zq.
Preuve :

Pour ’équation 3.4, il suffit de regarder la figure 3.6.

> L
-

n = > n-1 g o
|\ | :"-.\‘7 !
< <D

™~
T.(x,q) = xq™! * Tou1(x,q)

Fig. 3.6 Polyomino tas.

Pour ’équation 3.5, nous avons illustré dans la figure 3.7 les quatre cas possibles pour

un polyominos tas Ty, dont la premiére colonne est de hauteur n :

1. Les polyominos dont la premiére colonne est pleine (aucune cellule vide). Cest le

terme zq2"_1To,n—1($, q)-

2. Les polyominos tas dont la premiere cellule (celle d’en haut) de la premiere colonne

est vide.
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ou

NN,
VAVAVATATAN

X

K2 4
<>

Xq* " To.wr (X,q)

To, s (x,q) Tonz (x,q)

Fig. 3.7 Les formes possibles pour un polyomino Tg .

3. Les polyominos tas dont la derniére cellule (celle d’en bas) de la premiére colonne

est vide.

Ces deux cas ont la méme série. D’ou le terme 275 ,-1(z, q).

4. Les polyominos dont la premiére et la derniére cellules de la premiére colonne sont
vides. Leur série génératrice est Ty ,_2(z,q). Mais comme ces polyominos sont

déja comptés deux fois dans les cas précédents on les retranche une fois.

Proposition 7. La série génératrice des polyominos tas Ty, selon la largeur et l'aire

est donnée par

n n—m y N
2 m+j—1 n—j

TO,n(I)q) = Z Imqm
m=1 §=0 m—1 m

(3.6)
Preuve :

Observons la figure 3.8 :

Tout polyomino de Tp,, de largeur m a un noyau central qui est une pyramide qui a
m? cellules. Le découpage de ce noyau se fait le plus bas possible au sud du polyomino

(voir figure 3.8, région bleue).
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Fig. 3.8 Construction d’un polyomino de Tp 5.

En partant de ce noyau, on peut découper un polyomino de Tp . en trois parties : les
cellules qui sont au dessous du noyau, correspondant a un polyomino partage inscrit
dans un rectangle de taille j x (m — 1), le noyau lui-méme de hauteur et de largeur m et
le polyomino partage au dessus du noyau, ce polyomino étant inscrit dans un rectangle

(n —m — j) x m. D’ou la proposition.

Proposition 8. La série génératrice des polyominos tas est donnée par

mmm2

_ z™y™q
e 7:{‘1 (= sy (= g@ O =g 7
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Preuve :

Tout polyomino de P, de largeur m a un noyau central qui est une pyramide symétrique

qui a m? cellules, d’oti le terme xmqumz).

A partir de ce noyau, on peut construire tous les polyominos tas de la facon suivante :

On peut ajouter un nombre arbitraire pair de cellules & la plus grande colonne (la

premigre) en haut et en bas, cela se traduit par la multiplication par (1_;(1 ik

Si on ajoute un nombre arbitraire pair de cellules seulement a la deuxiéme colonne, le
polyomino ne sera plus un polyomino tas, donc a chaque cellule ajoutée en haut ou en

bas de la deuxiéme colonne, il faut ajouter une cellule & la colonne précédente, cela se

. . . . 1
traduit par la multiplication par =Tk

Ainsi de suite, jusqu’a ’avant-derniére colonne.

Si on ajoute un nombre arbitraire de cellules en haut de la derniére colonne (la plus
courte), il faut, comme précédement, a chaque paire de cellules ajoutées, en ajouter une
paire & toutes les colonnes précédentes. On remarque qu’on ne peut en ajouter qu'en

haut par construction, d’ou la multiplication par (1—qu Y-

3.3 Polyominos tas symétriques

On note Ts,(x,q) la série génératrice des tas symétriques par rapport & I’horizontale
et dont la premiere et la plus grande colonne est de hauteur n, la variable z comptant

le nombre de colonnes et la variable ¢ Iaire (figure 3.9 a) ).

La série T'so (1, q) est la série génératrice des tas symétriques par rapport a I'horizontale
dont la plus grande colonne est de hauteur n mais avec des cellules possiblement vides

aux deux bouts (figure 3.9 b) ).
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VAVA

\83%/
2<\ i
2#/
TS‘ T\'ll
a) b)

Fig. 3.9 Polyominos tas symétriques sur le réseau triangulaire.

Proposition 9. La série génératrice des polyominos tas symétriques satisfait la relation

suivante :
TSO,n(xy Q) = xq2n_1TSO,n—1(x> Q) + TSO,n—Q(xv Q), n =1, (38)
avec
Tsoo(z,q) = Tso,-1(z,q) = 1.
Preuve :

La figure 3.10 illustre la signification de la formule de récurrence 3.8 :

Si la colonne la plus grande de T'sg, n’a aucun vide, alors & cette colonne est attaché
un polyomino de Tso,—1. Sinon c’est un polyomino de T'sg,_2, auquel est ajoutée une

cellule vide a chaque bout de la plus grande colonne.

Proposition 10. Les séries génératrices des polyominos tas symétriques satisfont les

relations suvantes :

TS,TL(x7 q) = zq2n-1TSO,n—l(xa Q), (39)
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n _
TS'(I, n (x, q) = xq n-1 TS'II, n-I (x,q) T.S‘l), n-2 (x, q)
Fig. 3.10 Construction d’un polyomino de T'sg .
TS,n($> Q) = qun_l(TS,n—l(xv Q) + TS,n—3($> Q) + - ) (310)
Preuve :

Pour 1’équation 3.9, il suffit de regarder la figure 3.11.

* Tso.ni (x,q)

Fig. 3.11 Construction d’un polyomino de T,
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Prouvons 'équation 3.10 par calcul. D’apres les formules 3.8 et 3.9, on trouve
Tson = Tsmn + Ts0,n-2-
Par itération, on déduit
TS0, =Tsn+Tsn-2+Tsn_yg "
En posant n:=n -1, on a
Tson—1=Tsn-1+Tsn-3+Tsn5""

En remplagant dans 1’équation 3.9, on obtient ’équation 3.10.

Calculons la série génératrice des polyominos tas symétriques Notons cette série

s(z,5,9) = Y Tsnlz, y"

n>1

Proposition 11. La série génératrice des polyominos tas symétriques est donnée par

Ts(z,y,q) = Ts,(2,9,9) + Ts,(z,9,9) (3.11)
auec 5
Ts, (@00 = 3 Ty q8(>1 D (312
Ts,(z,y,q) = gl T ;c(’:y_‘?’:; )’”*2(’:* o (3.13)
Preuve :

Soit P un polyomino tas symétrique par rapport a I'horizontale dont la largeur est m.
Deux cas se présentent : soit la hauteur de la derniére colonne filiforme est paire, soit

elle est impaire.
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Premier cas : Hauteur paire

On aura nécessairement au moins une pyramide réguliére au centre du polyomino (région

bleue dans la figure 3.12 a) ) avec une largeur et une hauteur m et donc m? cellules.
; ’ ~.JL1
. TN
S
% . .
-1 §- } impair

X
/

Fig. 3.12 Construction d’un polyomino de Ts

On pourra prolonger symétriquement la plus grande colonne (la premiére) de ce noyau

en ajoutant quatre cellules a la fois (deux en haut et deux en bas). Cela signifie qu’on

multiplie par (1_(y1q2)2) = (l_ylzq4)-

Mais aussi, on pourra ajouter des bouts de colonne aux deux premiéres colonnes, 8
cellules & la fois, quatre a la plus grande colonne et quatre & la colonne suivante. On

ERT 1
.multlphe donc par =)
Ainsi de suite, jusqu’a ajouter des bouts de colonnes aux m colonnes de la pyramide

centrale, 2 cellules & la fois, c’est-a-dire qu’on ajoute deux fois 2m cellules. On multiplie
1
par gty

D’ou le terme T, (z, 9, q)-

Deuxiéme cas : Hauteur impaire
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On aura au moins une pyramide réguliere au centre du polyomino avec une largeur
et une hauteur m et donc m? cellules, plus une rangée supplémentaire pour avoir une

hauteur impaire, soit 2m cellules (région bleue dans la figure 3.12 b) ).
On procede ensuite comme pour le cas pair pour ajouter des bouts de colonnes.

D’ou le terme T, (z,v,q).

3.4 Les polyominos parallélogrammes

Les polyominos parallélogrammes ont été largement étudiés sur le réseau carré (voir
(Bousquet-Mélou, 1996) et (Leroux et Rassart, 2001)) et sur le réseau hexagonal (voir
(Gouyou-Beauchamps et Leroux, 2004)). Comme il existe une correspondance naturelle
entre les polyominos parallélogrammes du réseau carré et ceux du réseau triangulaire,

comme le montre la figure 3.13, il est facile d’étendre ’étude au réseau triangulaire.

Soit Pa ’ensemble des polyominos parallélogrammes sur le réseau triangulaire et Pa(u) =
Pa(v,z,y, q) leur série génératrice, ol v compte la taille de la derniére colonne (& droite),

z la largeur, y la hauteur totale et g l’aire.

Théoréme 4. La série génératrice Pa(v, z,y,q) des polyominos parallélogrammes sur

le réseau carré (Lerouz et Rassart, 2001) étant donnée par

Jl(v’ x’ y,q)

ou

)
JO(m’y’q)—,;) (Dnlyq)n

_ (—1)*1ang("2)
Ji(v,z,9,9) = ;;1 (@)rn-1(¥@)n-1(1 — vyg™)
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alors la série génératrice PaT(v,xz,vy,q) des polyominos parallélogrammes sur le réseau

triangulaire est donnée par

PaT(v,2,y,q) = Pa(v, z,y,¢%)

Preuve :

La figure 3.13 donne une preuve directe.

Fig. 3.13 Polyominos parallélogrammes en bijection.



CHAPITRE 1V

DENOMBREMENT DES CLASSES DE SYMETRIES DES
POLYOMINOS F-CONVEXES

Dans ce chapitre, nous calculons les séries génératrices des classes de symétries des
polyominos F-convexes. Nous commencons par faire quelques rappels sur des notions
d’algebre et définir la série des polyminos tas F-convexes, car ces résultats seront utilisés

plus tard dans le chapitre.

Les classes de syméries des polyominos F-convexes sur le réseau hexagonal ont été
étudiées par Pierre Leroux et Dominique Gouyou-Beauchamps dans (Gouyou-Beauchamps
et Leroux, 2004) et par Anissa Amroun dans (Amroun, 2004). Nous présentons ici des

résultats analogues sur le réseau triangulaire.

4.1 Action de groupe

Il est particuliréement utile de dénombrer les polyominos F-convexes a certaines rota-
tions et réflexions pres car les symétries d’ensembles de polyominos (F-convexes, C-
convexes et HV-convexes sur les réseaux carré, hexagonal et triangulaire) forment un
groupe qui agit de fagon naturelle sur ces ensembles. Dénombrer le nombre d’orbites
de I'action de ce groupe sur un de ces ensembles c’est dénombrer le nombre de classes
de symétrie de cet ensemble. Autrement dit, en comptant les polyominos a symétrie
pres, on compte les orbites de I'action du groupe qu’on fait agir. Ainsi, le Théoreme de

Cauchy-Frobenius (Lemme de Burnside) sera utilisé (voir section 4.2.7) pour trouver
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le nombre d’orbites distinctes pour une cardinalité pondérée par le périmetre ou ['aire

dans les séries génératrices.

Le groupe des isométries de ’hexagone Dg agit sur les polyominos F-convexes. Sur les

polyominos HV-convexes, c’est le groupe non-cyclique Dq qui agit.
Le groupe diédral Dg des isométries de I’hexagone, d’ordre 12 est défini comme étant
DG = {Zda 7 72) 7,3, T4) 7.5’ da11 da?a da3a dsl y dS?y ds3}>

ol id est I'identité,  est une rotation de 7/3 radian, 72 est une rotation de 27/3 radian,
r3 est une rotation de 7 radian, ds; (1=1..3) sont les réflexions selon les axes sommet-
sommet, da; (i=1..3) sont les réflexions selon les axes aréte-aréte (voir figure 4.1 a) ).
On note v = dag la réflexion par un axe vertical et h = ds3 la réflexion par un axe

horizontal.

Le groupe diédral Dy est un sous-groupe du groupe D4 des isométries du carré et est

défini comme étant

Dy = {1,r3,h,v}.

Ce groupe agit sur les polyominos HV -convexes (& translation prés) de facon naturelle,
en les faisant tourner de 7 radian ou réfléchir selon les axes vertical ou horizontal (voir

figure 4.1 b) ).

ds,=h T B

a) h)

Fig. 4.1 Les réflexions de Dg et de D,
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Le tableau 4.1 présente la table de multiplication de D¢ et le tableau 4.2 présente la

table de multiplication de D».

o 1 r r2 | 2t | 5 | day | v | dag | dsy | dsy | R

1 1 r 2 Pl | 5 | dag| v |das | ds; |dsy | h

T r T I S 1 |dsy|dsy| h v | das | day
r? r2 | ot PP 1 r v |dag | day |dsy | h | dsp
r3 O A 1 r 2 |dsy | h | dsi |dag|dag | v
v ot | 1 r | 72 | 3 |dag|day | v h | dsy | dsg
P rd 1 r A T h | dsy | dsg | dag v | dag

day | day | h |daz | dss| v | ds 1 A B I IS r

v v dsy | day h | das | dso r? 1 rd r rd s
dag || dag | dsy | v |dsg|day | h | v4 | 2 1 r3 r .
dsy || dsy | day | h |dag| dsy | v r | 1]t 2

dsy || dsy | v |dsy|day| h |dasg| 73 r r® | 72 1 rd

h h |das|dsy| v |dsy|dag | »® | »3 | v | r4 | 2 1

Tab. 4.1 Table de multiplication de Dg.

Introduisons maintenant les notations nécessaires 4 la présentation du Lemme de Burn-
side. Soit P un ensemble fini de polyominos d’aire et de périmetre donnés et soit W
un groupe agissant sur 7. Alors tout sous-groupe G de W agit évidemment sur P. Les
G-orbites sont les classes d’équivalence des polyominos modulo les actions de G. On

note P/G 'ensemble des G-orbites des polyominos de P.
On a alors le Théoréme de Cauchy-Frobenius ou Lemme de Burnside :

Lemme 1. Le nombre de G-orbites distinctes des polyominos de P est donné par

P/G| = |1?| S |Fizp(g)| (4.1)

geG
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Tab. 4.2 Table de multiplication de Ds.

ou Fizp(g) est le sous-ensemble de P formé des polyominos invariants sous l'action
de g. On appelle Fizp(g) la classe de symétrie de g et on dit que ses éléments sont

g-symétriques.

4.2 Les symétries des polyominos triangulaires F-convexes

4.2.1 Les polyominos tas F-convexes

Théoréme 5. La série génératrice des polyominos tas F-convexes est donnée par

h
Fras(2,9,0,1) Z Z 2l qPh=DI=L=1) 2Rt

R>0 (=0
h 2
_ Z Zthzhz—z (2htl b (4.9)
R>01=0

Preuve :
Tous les polyominos tas F'-convexes sont des trapezes isocéles (voir figure 4.2).

Comme ! est la largeur du polyomino, on a directement le terme z!. On note qu’une

largeur nulle est admissible et représente les polyominos filiformes colonnes.

La base (la premiere colonne & gauche) étant toujours avec un nombre de cellules impair,

on a 2h—1 cellules pour cette colonne. Chaque colonne supplémentaire a deux cellules de
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h

Fig. 4.2 Polyomino tas F'-convexe.

moins que la précédente. Ainsi, pour [ colonnes, on multiplie 2k —1 par [, auquel nombre

il faut soustraire (04 2+4+6+...) = {(I—1). On a alors le terme g{2*~Di=H=D = e

La hauteur du coté gauche est h, la largeur est I et le coté droit a une hauteur de h —I.

On a donc un périmeétre de h + 2{ + (h —1), ce qui nous donne le terme 2+,

La premiére colonne filiforme & gauche a-une taille 2. On assigne ici cette valeur & la
variable v car les polyominos tas seront utilisés plus loin indépendamment du sens (selon

une réflexion verticale).

Corollaire 1. La série génératrice des polyominos tas F'-convexes calculée selon [aire

et le périmétre est donnée par

h
2
Fros(q,t) = Fras(1,¢.1,t) = ZZQQM Rt (4.3)
(=0

h>0

Voici les premiers termes de la série donnée par le théoréme 5 :
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Fras(,q,v,1) = 14+ t20 4 2qt3v + t40? + 2¢3t50% 4+ 12502 + 1003 + 2%t 703 + 2281803 +
I3q9t9'()3 + t8,U4 + xq7t9,u4 + I2q12t10'()4 + I3q15t11'04 + I4q16t12'04 + th,U5 + (qutllvs +

22104125 4 1321413405 4 2424145 1 5254155 4 .
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4.2.2 Polyominos F-convexes v-symétriques

Théoreme 6. La série génératrice des polyominos F-convezes v-symétrigues est donnée

par

h
h>01=0

AVAVAVAVAVAVY
VAVAVAVAY

Fig. 4.3 Polyomino F-convexe v-symétrique.

Preuve :

On remarque que les polyominos v-symétriques sont composés de deux polyominos tas

F-convexes de hauteur h collés dos a dos (voir la figure 4.3).

Pour la largeur et ’aire, on n’a alors qu’a doubler la valeur trouvée au théoréme 5

puisque les polyominos doublent de largeur et d’aire.

Pour le périmetre, on double la valeur trouvée au théoréme 5 puis on soustrait deux fois

la hauteur. Donc on a 2(2h + 1) — 2h = 4h + 2] — 2h = 2h + 2] = 2(h + 1).
On somme ensuite pour toutes les hauteurs et les largeurs possibles, d’ou le théoreme.

0
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Corollaire 2. La série génératrice des polyominos F-convezes v-symétriques suivant

Uaire et le périmétre est donnée par

h
Fy(q,t) = Fy(1,q,1,t) = 3 5 g#@r=0g2040), (4.5)
h>01=0

Voici les premiers termes de la série donnée par le théoreme 6 :

F (CE g,1 t) — 1+16q114t28+Izq50t28—}—11712(]1207528+Iloq130t28+I4q88t28+1¢14q98t28+
vy @y 4y

.’1,‘8q112t26+:1:10q110t26+.’L‘6q102t26+$2q46t26+l‘12q96t26+$4q80t26 +a:6q90t24 +.’L‘2q42t24+
q72t24+l‘12q72t24+:1:10q90t24—}—.’1,‘8(1967524—}—11710(]701522+:1:2q38t22+120+I6q78t22+18q80t22+

64t22+t18+l‘ q64t20+117 q56t20+2310 50t20+117 q66t20+117 q34t20 54t18 30t18

32t16

z'q q +x%

26t16

+a:q

48t18 +x q40t16 + q42t16 +x2q +I4q48t18 +.’L‘8q +x4q32t14 4+ q30t14 +
q24t12 +.’1,‘2q18t12+.Z‘6q18t12+.Z‘4q16t10+.’1)2q14t10+.’122q10t8 +I2q22t14 +I4q8t8 +.’122q2t4+

2646 4 8128428 | 428 4 426 4 410 4 424 4 422 4 416 | 414 4 412 48 4 6 4 g g2 4

Voici les premiers termes de la série donnée par le corollaire 2 :

Fy(g,t) = 1+ 20 4 $18 4428 4 426 1 410 4 424 4 422 |\ 416 | 414 L 412 4 48 4 46 4 44 | 42 |
114428 4 120428 4 (98428 | (128,28 | (130428 4 112426 | (96,26 4 (80426 | 1102426 4 46426
GHI0f26 | 42424 | (06424 | (80422 | (T0122 4 (38;22 | (78492 4 64422 4 066,20 | 64,20 |
G020 4 86420 | 34420 4 30418 | 054418 | (42416 4 (40416 4 (96416 | (32,16 | 22414
G324 g 30414 4 24412 4 14410 | (16410 | (848 4 1048 4 0646 4 (244 | 0 (72424 4 9 00424 |
9 "8418 4 0 q18412 | 50428 4 (88,28 |

Et aussi

Fo(t) =8t + 7t + 7424 + 6422 1 6120 + 5418 + 5416 4 4414 14412 13410 1 318 4246 +
2t 2 414
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4.2.3 Polyominos F-convexes h-symétriques

Théoréme 7. La série génératrice des polyominos F'-convexes h-symétriques est donnée

par
h h
.F'h(l',q, ].,t) _ Z Z xl1+l2qll((2h—])—(ll—1))+l2((2h—1)—(12—-1))t2h+ll+l2
h>01,=012=0
h h
— Z Z ml1+l2qll(2h—ll)+lg(2h—l2)t2h+l1+l2. . (46)
h>01;=01y=0
Preuve :

Fig. 4.4 Polyomino F-convexe h-symétrique.

On remarque que les polyominos h-symétriques sont composés de deux polyominos tas
F-convexes de hauteur A collés dos & dos et de largeur quelconque chacun, disons [

pour 'un et [y pour I'autre (voir la figure 4.4).

Pour la largeur on a donc l; + lo.

L’aire de chacun des polyominos tas est donnée par le théoréme 5. On a donc ¢! (2h—li)+12(2h~l2)

Pour le périmeétre, par le théoreme 5 ona 2h+ 1, +2h +1lo —2h=2h+ 1+l et on a

donc #2hthitiz,
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On somme ensuite pour toutes les hauteurs et les largeurs possibles, d’ot1 le théoréme.

4

Corollaire 3. La série génératrice des polyominos F-convezes h-symétriques suivant

Uaire et le périmétre est donnée par

h h
Fu(g,t) = Fu(l,q,1,8) = 3 3 S ghChmtthGhota) ittty (4.7)
h>01,=01,=0

Voici les premiers termes de la série donnée par le théoreme 7 :

Fh((l], q, t) =142 (E6q28t14 +92 :1:2q20t14 +2 $4q24tl4 + 2:1:4q30t14 +2 (E5q23t13 + (E6q30t14 +
$4q24t12 + $2q22t14 + .’1}6q18t12 + (E2q18t12 + $4q8t8 + $2q10t8 + (E2q6t6 + $2q2t4 + t14 4
tl2 + th + t8 + t6 + t4 + t2 + :1:2q14t10 + $4q16t10 + :1:4q32t14-+ 21‘q11t13 + 2$3q21t13 +
2$3q25t13 + 2$5q27t13 + 2:1}4q16t12 + 2$4q22t12 + 2$2q16t12 + 2$3q19t11 + 2$3q15t11 4
22¢%t" 4+ 22517111 4 222012410 1 22414410 1 223134 + 2 2710 4 2 230910 + 2 224818 +
223¢7t" + 2 z@®t’ + 2 $2q4t6 +2 22113155 42 xqt3 + -

Voici les premiers termes de la série donnée par le corollaire 3 :

Fu(g,t) = 142241 4 g16¢10 1 2214 | 32414 | 9 28414 | 9 120414 | 414 | 412 4 410 | 48 |
16 444 4124 244 4 816 4+ 3.q30¢14 4 g0 12 11113 12 27413 | 0 ¢23413 4 0418412 | 4 016412 |
2¢22412 4 0lTell 4 9 1541l | 9 9411 1 9 19411 | 9 012410 | 314410 4 90949 4 9749 4
2130 + 335 + 2657 + 2¢7tT + 26 + 2635 + 213 + 412 4 242113 1 225413 ...

Et aussi

Fo(t) = 1+40¢% + 39¢28 1 38127 + 35¢26 + 32¢25 + 31¢24 + 28¢23 + 26122 4 24121 +
22120 1 20¢19 + 19418 4 16417 + 15416 1 14415 +12¢14 4 10413 4 10412 1 8¢1L 4 7410
619+ 58 4417 +4t6 4285 2t 4283 412 4.
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4.2.4 Polyominos F-convexes z-symétriques

Théoréme 8. La série génératrice des polyominos F'-convezes % -symétriques est donnée

par

CE q’ Zle 612 t6l (48)
>0

INININ/N,

/

Fig. 4.5 Polyomino F-convexe Z-symétrique.

Preuve :

En observant la figure 4.5, nous remarquons que les polyominos F'-convexes 7-symétriques
sont des hexagones réguliers. La largeur est alors égale & (2[), le périmétre est égal a

(61) et I'aire vaut (612), d’ou le résultat.

Corollaire 4. La série génératrice des polyominos F'-convezes T-symétriques suivant

Uaire et le périmétre est donnée par

Fr(q,t) = Fr(1,q,8) = > ¢ (4.9)
>0



s
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Corollaire 5. La série génératrice des polyominos F'-convexes T-symétriques suivant

le périmétre est donnée par

F.(t) = Fr(l) 1,t) =

(1—1¢8)
Preuve :
F(1,t) = Yt
>0
= 1488+t 424
B 1
(1=t

Voici les premiers termes de la série donnée par le théoréme 8 :

FT(IL‘, q, t) — x10q150t30 + x8q96t24 + 26q54t18 + x4q24t12 + 2'2(]6t6 +14--

Voici les premiers termes de la série donnée par le corollaire 4 :

Fi(g,t) = %0630 4 ¢96124 4 54418 4 24412 | o646 1 o ...

Voici les premiers termes de la série donnée par le corollaire 5 :

Fr(t)=t30+t24+t18+t12+t6+1+"'

(4.10)
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4.2.5 Polyominos F-convexes 2—3’5-symétriques

P L. L . . o oy - .
Théoréme 9. La série génératrice des polyominos F'-convezes 5 -symétriques est donnée

par
r—1
Fa(g,)=1+23 ¢t + 3 ¢"¢" (1 +2(%° q6r1-3z2t31)> .
r21 r>1 =1
r—1 7-
2 Z q6r2+6r+1t6r+3 (1 + Z q6rl—3[2t3[ + Z qe(r+1)l_3[2t3l> . (411)
1"21 l=1 l=1
Preuve :

Le seul polyomino filiforme %T-—symétrique est le point, d’ou le terme 1.

On remarquera que les polyominos de la figure 4.6 sont trop petits pour avoir une forme
de base. Ainsi, pour éviter d’ajouter ces cas a part et comme ils forment des triangles
équilatéraux, j’ai décidé de produire a part tous les polyominos triangles équilatéraux,

d’ou le terme 2 3 qr2t3r.
r>1

Fig. 4.6 Polyominos F-convexe %l-symétrique particuliers.

La forme de base des polyominos F-convexe 2T’T-symétrique dépend de lendroit ou le

centre de rotation est situé. Ainsi, nous avons deux cas :
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Premier cas : Le centre de rotation est au milieu d’un hexagone

Fig. 4.7 Polyomino —231-symétrique avec centre de rotation au milieu d'un hexagone.

On part avec une forme de base qui est un polyomino 7/3-symétrique (en bleu dans la
figure 4.7) et dont la série génératrice est donnée par le corollaire 4, ce qui nous donne

le terme 3 q6r2t6r.

r>1

En observant les axes de rotation dans la figure 4.7, on distingue trois endroits ol on peut
placer simultanément des polyominos tas F-convexes (en orange dans la figure 4.7). On
a deux facgons de faire cela, d’ott le fait que le terme soit multiplié par deux. En ajoutant
ces tas & la région de base le nombre de cellules augmente de 3(2r1 — I?) = 671 — 312 et
le périmetre augmente de 3(I) = 3! et donc on a le terme Q(E:1 gSri=3131)  On arréte la

=1
sommation & r — 1 & cause de la remarque ci-haut.

D’ou le deuxieme terme

r—1
Zq672t67 (1 + Q(quﬂ—al?taz)> _

r>1 =1

Deuxiéme cas : Le centre de rotation est au centre d’un triangle
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Il y a deux orientations possibles (vers la gauche ou vers la droite, figure 4.8) pour le

triangle, d’ot le fait que la série soit multipliée par deux.

4

/
AN
RXA/

-

AVAVAVAVAVA
\/\
i, i
7

N/
/
\/

%

.<
) < !
=) ? ( .~ . \>

MBPHK

Fig. 4.8 Polyomino %’r—symé‘crique avec centre de rotation au milieu d’un triangle.

Partons de la forme de base qui est un hexagone minimal de cotés r et 7 + 1 et de

hauteur A = 2r + 1 (en rose dans la figure 4.8).

La forme de base se compose du collage de 6 triangles équilatéraux de c6tés r (en rose
dans la figure 4.9), de trois ailettes (en vert) et d’une cellule centrale (en rouge). Pour
les six triangles équilatéraux on a 672 cellules. Pour les trois ailettes on a 3 ¥ 2r = 6r
cellules. Il ne reste qu’a ajouter la cellule centrale et on obtient 6r2 + 6 4 1 cellules. Le

périmeétre est 3r + 3(r + 1) = 67 + 3.

Maintenant, on a deux possibilités, soit de coller simultanément trois tas de base r sur
les cotés de taille » (en bleu dans la figure 4.9 a) ), soit de coller simultanément trois
tas de base r + 1 sur les cotés de taille » + 1 (en bleu dans la figure 4.9 b) ). On arréte

la sommation & » — 1 et & r respectivement & cause de la remarque ci-haut.
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AVAN

va;

/\

VAYAY

\
Py,

2h+1

P

S

l:
AVAVAY
\

Fig. 4.9 Forme de base d’un polyomino 2T’r—symétrique.

D’ou le terme

r—1 T
9 Z q6r2+6r+1t6r+3 (1 n Z q6rl—3l2t3l T Z q6(r+l)l—312t3l> .
r>1 =1 =1

Voici les premiers termes de la série donnée par le théoréme 9 :

Foa(g,t) = 1+ g8t 4 gB%418 4 q24¢12 4 g646 | 9 4109427 | 0 (81427 | 9 121427 | o (07427 |
9 qO4124 10 gT8424 12 q94424 | 988424 1 9 4T3¢21 4 9 069421 | 9 g61y21 | 0 (49421 | 9 (46,18 |
252418 4 2 ¢36418 1 9 33415 1 9 37415 | 925415 | 9 416412 4 9 22412 | 9 4949 1 9 41349 4
248 + 2t + 21747 4 ...

Et aussi

Fo(t)=10t% 4+ 924 + 8421 4 7¢18 4 6415 4 5¢12 4 449 + 3¢5 1265 4+ 1 4+ - -
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4.2.6 Polyominos F-convexes m-symétriques

Théoréme 10. La série génératrice des polyominos F-convezes 7-symétriques est donnée

par
Fs(gt) = 1433 ¢
r>1
2q8h2+8ht8h+4 2h 8hl_12 21
+Z( P 1+2 9 t
h>1 \ =1
2h T
+ Z Z q8h1—212t4h+21 142 Z q4zy—2y2t2y
A>1 \z=1 y=1
2¢%h* 248k = 8hi—41—212 21
3 (gt 14 3 e
h>1 7
2h—1
+3Z q8ha: —4z—2z° t4h+2a: 2 1 +22q4zy 2y? t2y (412)
h>1 \ z=1 y=1
Preuve :

On compte d’abord les polyominos filiformes. Il y a le point, plus trois fois les polyominos

colonnes, d’ou le premier terme du théoréme.

La forme de base des polyominos F-convexe m-symétriques dépend de ’endroit ou le
centre de rotation est situé, c’est-a-dire dépend de si la hauteur de la colonne filiforme

du milieu est paire ou impaire. Ainsi, nous avons deux cas :

Premier cas : Le centre de rotation est un sommet

Les figures 4.10 a) et 4.11 a)

Nous pouvons distinguer deux sous-cas :

Premier sous-cas : La forme de base est un losange augmenté

Un losange est un collage de deux pyramides dos & dos de hauteur 2h.
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Fig. 4.10 Polyominos F'-convexes m-symétriques.

La série génératrice de ces losanges est qQ(Qh)th(s*Qh_Qh) = q8h2t8h par le théoréme 5.

On ajoute & chacun des c6tés opposés de ce losange une rangée de 2 x (2h) = 4h cellules
(en rose dans la figure 4.10 a) ). Il y a deux fagons de le faire (en bas : & gauche ou &
droite), d’out le facteur 2. En ajoutant ces deux lignes, le nombre de cellules augmente
donc de 8h et le périmetre de 4. On peut répéter ce processus indéfiniment, c’est-3-dire
qu’on multiplie la série du losange par ﬁgt—q. De plus, des deux cotés de ces lignes
nous pouvons ajouter des polyominos tas (en vert dans la figure 4.10 a) ) de base 2h et
de largeur allant de 1 & 2h. Leur série génératrice est % q8hl_2’2t4h+2l par le théoreme

=1
5).

R Lo L 8n2,8h 2k o
D’ou on multiplie la série du losange 21_q ftq par (1 + 5 BRIP4k 2L ) o o trouve
1=1
ainsi le deuxiéme terme du théoreme.
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Deuxieme sous-cas : La forme de base est un losange non-augmenté et pos-

siblement tronqué
La. série génératrice de ces losanges tronqués est (par le théoreme 5)

2h 2h
h)z—2z? - —2x2 :
Z q2*(2(2 Jr—2 )tQ*(Q(Qh)+I) 2%2h _ Z q8ha: 2z t4h+2r’

r=1 =1

la largeur z variant de 1 & 2h.

Puis, on a deux choix pour placer deux polyominos tas sur deux cotés opposés de ce

losange tronqué, c’est-a-dire qu'on multiplie la série du losange tronqué par

x
1+2 Z q4:v'y—2'y2t2:r+2y.
y=1

D’ou le troisiéme terme du théoréme.

Deuxieme cas : Le centre de rotation est au centre d’une aréte

%z%\ :

Fig. 4.11 Polyomino F-convexe m-symétrique.

Il y a trois cas de figure, selon les trois directions possibles d’arétes. Considérons le cas

de la direction verticale. Dans ce cas, la forme de base est de hauteur impaire.

Nous pouvons distinguer deux sous-cas :
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Premier sous-cas : La forme de base est un losange augmenté
Un losange est un collage de deux pyramides dos a dos de hauteur 2h — 1.

PR 12 —1)—(2h— _ _
La série génératrice de ces losanges est ¢2(2h~1) 203+(2h-1)-(2h-1)) — qgh2 8h+248h—4 par

le théoreme 5. Il y a trois facon de placer le losange, d’ou le facteur 3 devant la série.

On ajoute & chacun des c6tés opposés d’un losange une rangée de 2% (2h — 1) = 4h — 2
cellules (en rose dans la figure 4.10 b) ). Il y a deux fagons de le faire, d’ot1 le facteur
2. En ajoutant ces deux lignes, le nombre de cellules augmente donc de 8h — 4 et le
périmetre de 4. On peut répéter ce processus indéfiniment, c¢’est-a-dire qu’on multiplie
la série du losange par T_—(;g}mg. De plus, des deux cétés de ces lignes nous pouvons
ajouter des polyominos tas (en vert dans la figure 4.10 b) ) de base 2k — 1 et de largeur
allant de 1 & 2h — 1. Leur série génératrice est 2’12_1 qghl—‘”_zﬂt“’”'zl_2 par le théoreme

=1
5).
D’ou le quatriéme terme du théoréme.

Deuxiéme sous-cas : La forme de base est un losange non-augmenté et pos-

siblement tronqué

La série génératrice de ces losanges tronqués est (par le théoreme 5)

2h—1
Z 8hx—4z—2x2 Aht2z-2
q )

=1

la largeur z variant de 1 & 2h — 1. Il y a trois fagons de les placer.

Puis, on a deux choix pour placer deux polyominos tas sur deux cotés opposés de ces

losanges tronqués, c’est-a-dire qu’on multiplie par

z
142 Z q4wy—2y2t2z+2y.
y=1

D’ou e cinquiéme terme du théoréme.
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Voici les premiers termes de cette série génératrice :

F,.S(q,t) =1+ q54t18 + q24t12 + 6q126t28 + 6q106t28 + 6q112t28 + 3q120t28 + 3q114t28 +
3¢%t%8 4312843426 13124+ 3122 134201 ¢%124 1 34184 34164 34144 34124 34104348+
3¢6 + 3¢ +3 2 + q6t6 +3 q128t28 +3 q130t28 +9 q98t28 + 6q48t28 +6 q122t28 + 6q80t28 +
6 q110t28+6 q66t28+6 q96t28+6 q86t28+6 q70t28+6 q118t28+6 q26t28+6 q90t28+6 q102t28+
3 q46t26+3 q96t26+3 q102t26+3 q110t26+6q100t26+3 q112t26+6 q64t26+6 q84t26+6 q24t26+
6 q94t26 49 q80t26 +6 q60t26 46 q72t26 46 q104t26 46 q78t26 +6 q88t26 46 q108t26 +6 q92t26 +
6 q44t26 +12 q70t24 +6 q64t24 +6 q22t24 +6 q40t24 +6 q88t24 +6 q78t24 +6 q54t24 +6 q72t24 +
6 q90t24 +6 q94t24 +3 q42t24 46 q58t24 +19 q82t24 +6 q62t22 +3 q80t22 +3 q70t22 +6 q76t22 +
6 q48t22 +6 q56t22 +6 q60t22 +6 q68t22 + 3q78t22 +6 q72t22 +3 q64t22 +6 q20t22 +3 q38t22 +
6 q36t22 +6 q52t22 +3 q34t20 +3 q66t20 + 6q48t20 +6 q54t20 +3 q50t20 +6 q58t20 +6 q32t20 +
3 q64t20 +3 q56t20 +6 q42t20 +6 q18t20 + 6q46t20 +6 q62t20 +6 q52t18 +6 q46t18 +6 q16t18 +
3 q30t18 +6 q28t18 +6 q48t18 +6 q36t18 + 12q40t18 + 3q42t16 +6 q38t16 +6 q14t16 +3 q40t16 +
6 q24t16 +6 q30t16 +6 q34t16 +3 q32t16 + 3q26t16 +6 q20t14 +6 q24t14 +6 q12t14 +3 q32t14 +
3 q22t14 + 6q28t14 +3 q30t14 +6 q22t12 + 6q18t12 +6 q16t12 +6 q10t12 +3 q16t10 +3 q14t10 +
6 ¢t + 6510 + 6¢5® + 3¢%® + 3" + 6¢*® +34%* + - -

Et aussi

Foa(t) = 117428 4+ 105126 4+ 91124 4 78122 4 66120 + 55¢18 4 4516 +- 36 ¢14 - 2812 4 21 ¢10
+ 15t +10¢8 + 64 + 382+ 1+ -+

4.2.7 Les orbites des polyominos F-convexes

Compter des objets & symétrie pres revient a compter les orbites de ’action du groupe
qui agit. On peut donc dénombrer les polyominos F-convexes a rotations et a réflexions
prés en utilisant le Lemme de Burnside, en posant G = Dg et P = F ’ensemble de tous

les polyominos F-convexes.

Rappelons le lemme :
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1 .
|F/D6|w = '1_2 Z |F74$(g)|wa (4.13)
g€Ds

ol |Fiz(g))w est la série génératrice pondérée par V'aire ou le périmetre des polyominos

g-symétriques.

On a donc, d’apres les résultats trouvés aux chapitres 1 et 4

[Fiz(1)|w = F(g,t) donnée par 1’équation 1.5,

|Fiz(da1)|w = |Fiz(dag)|w = |Fiz(das)|w = Fy(g,t) donnée par I’équation 4.4,
|Fiz(ds1)|w = |Fiz(dsg)|w = |Fiz(ds3)|w = Fr(g,t) donnée par I’équation 4.6,
|Fiz(r)|w = |Fiz(r®)|, = Fr(g,t) donnée par 'équation 4.8,

|Fiz(r?)]y = |Fiz(r*)|, = Fr2(g,t) donnée par I'équation 4.11,

|Fiz(r3)]. = F,3(g,t) donnée par I'équation 4.12.

Alors on a

Proposition 12. La série génératrice (F'/Dg)(q,t) des polyominos F'-convexes d symétrie

prés selon Uaire et le périmétre est donnée par

F/Ds(q,t) |F/ Dg o

- 1—12 (|Fim(1)|w + 2| Fiz(r)|w + 2| Fiz(r®)|y) + |Fiz(r3) ]y + 3| Fiz(v)]y + 3|Fi:v(h)|w)

1
= 15 (F(@.t) +355(q,t) + 3Fh(q,t) + 2F7(q,) + 2F2(g,1) + Fis(g, 1))

Corollaire 6. La série génératrice (F//Dg)(t) des polyominos F-convexes & symétrie

prés selon le périmétre est donnée par

F/Dg(t) = |F/Dslw

(4.14)

- 1i2 (|Fz'm(1)|w + 2| Fiz(r)|w + 2| Fiz(r?)|w) + [Fiz(r)]w + 3| Fiz()|y + 3|Fi:c(h)|w)

= —115 (F(t) + 3F,(t) + 3Fy(t) + 2F.(t) + 2F.2(t) + F.3(t)) .

(4.15)
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Voici les premiers termes (les orbites pondérées par t) donnés par le corollaire 4.15 :

F/Dg(t) = 42t%7 + 48126 + 3312 4+ 42¢24 + 27¢% + 33¢22 4+ 232 + 27¢20 + 17¢19 +
23¢18 + 13417 + 17410 4 1115 + 1341 + 7B 4 11412 4 581 1 7410+ 44% + 543 + 247 +
48+ 420+ B3+ 2+ 1+

En pondérant selon un périmetre fixe (par le 4.15), on obtient le tableau 4.3. L’avant
derniére colonne représente le nombre d’orbites, calculés par le Lemme de Burnside
alors que la derniére colonne donne le nombre de polyominos asymétriques (selon (Am-
roun, 2004), puisque selon les résultats trouvés au chapitre 5, il y a bijection entre les

polyominos F-convexes des réseaux hexagonal et triangulaire).

En pondérant selon une aire fixe on obtient le tableau 4.4.
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Tab. 4.3 Polyominos F-convexes selon le périmetre
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r3 = 7 | Orbites

12

15

12

12

15

19

18

0

0

0

0

5

5

1

\%

1

1

1

id

12104

15

181012
181012

15

12104

12122

12 (0| 4

17

14106

1802

Aire

7

10

11

12

13

14

1524|104

16 | 23

17

18

1912404

2013002

21

22

2313|014

24| 31

25

26 | 21

27130106

2813004

29

Tab. 4.4 Polvominos F-convexes selon 'aire




CHAPITRE V

BIJECTION ENTRE LES RESEAUX TRIANGULAIRES ET
HEXAGONAUX

5.1 Généralités

Les réseaux hexagonal et triangulaire sont en dualité, comme le montre la figure 5.1, ol
le centre d’un triangle est le sommet d’un hexagone et le centre d’un hexagone est le

sommet d’un triangle.

Fig. 5.1 Dualité des deux réseaux.

Il s’ensuit une bijection entre les polyominos C-convexes du réseau hexagonal et ceux
du réseau triangulaire, sauf pour certaines structures particuliéres que ’on verra plus

loin. On verra de plus que cette bijection se restreint aux polyominos F-convexes et
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transforme les polvominos hexagonaux ECG-convexes cn polyominos triangulaires HV -
convexes. De plus, cette bijection s¢ comporte bienr par rapport aux parametres largeur,
aire et périmetre. Il ne semble pas y avoir une bijection entre tous les polyowinos hexa-

gonaux et triangulaires (sans condition de convexité) ayant des propriété intéressantes.

Fig. 5.2 Polyominos C'-convexes sur les deux réseaux.

Afin de distinguer les polyominos de chacun des réseanx, nous assignerons des lettres
majuscules powr les variables des hexagones ot des lettres minuscules pour les variables
des triangles. Par excinple. P désigne un polyomino hexagonal et p désigne un polvomino

triangulaire.

Soit P un ensemble de polyominos hexagonaux P dont la série génératrice est la série
forinelle

P(X.Q,jﬂ) — Z ‘XI,(P)QA(P)IJJ)U(P).
pPep

olt L(P) la largeur totale, A(P) l'aire ¢t Pe(P) le demi-périmetre du polyomino P.

Soit @ wun ensemble de polyominos triangulaires p dont la série génératrice est la série
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formelle

Qz,q,t) = Y o!P)gelP)pel@))
peQ

ot I(p) la largeur totale, a(p) l'aire et pe(p) le périmeétre du polyomino p.

Si P est un polyomino hexagonal C-convexes, alors le polyomino triangulaire qui lui
sera associé est le polyomino maximal p qui est inclus dans P. La figure 5.2 montre un
24414 (

exemple, ol le polyomino triangulaire C-convexe p; : z°q en rose) est associé au

polyomino hexagonal C-convexe P; : X5Q?°T'7 (en rose et vert).

Cette construction fait apparaitre la nécessité de considérer des polyominos triangulaires
filiformes associés aux polyominos hexagonaux rectilignes. La figure 5.3 montre quelques

exemples de ces polyominos.

Fig. 5.3 Polyominos filiformes.

Nous avons créé une classe particuliére de structures que nous avons baptisée “polyomi-
nomiales” (et ses éléments “polyominémes”) et qui doit étre considérée si on veut que la

bijection fonctionne pour tous les polyominos C-convexes. Ces structures généralisent
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les polyominos triangulaires en admettant des parties filiformes tout en satisfaisant les

conditions de C-convexité. La figure 5.4 montre un exemple de cette structure.

Fig. 5.4 Polyominéme.

5.2 Définition de la bijection

Soit H la classe des polyominos hexagonaux C-convexes et soit T" la classe des polyomi-

nos triangulaires C-convexes.

On convient que la classe T' contient les polyominos filiformes ainsi que, plus généralement,

les polyomindmes.

Définition 3. Définissons la fonction

P — p=f(P)
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qui, & un polyomino hexagonal P de H, associe de fagon unique le polyomino maximal
p de T contenu dans P. On remarque que le polyomino p, vu comme un graphe plan,

est le dual du graphe plan de P.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 13. La transformation f associant ¢ un polyomino P de H le polyomino

mazimal p = f(P) de T inscrit d l'intérieur de P est bijective.

De plus, la transformation f posséde les propriétés suivantes :

i(p) = L(P) -1 (5.1)
pe(p) = Pe(P) 3 (5.2)
et
a(p) = 2A(P) —Pe(P) +1 (5.3)
ou réciproquement
AP) = a(p) z pe(p) | 4 (5.4)

Preuve :

La transformation f est bijective car elle a un inverse. En effet, f associe & un polyomino
P de H le polyomino maximal p = f(P) de T inscrit & I'intérieur de P. On définit f~1
la fonction qui, & un polyomino p de T associe le polyomino minimal P = f~%(p) de
H contenant p. La figure 5.5 montre clairement que f~X(f(P)) = P et que f(f(p)).

Ainsi, la fonction est bijective.



=]
o d

Fig. 5.5 Bijection eutre les polyomninos p et P.

La preuve de I'équation (5.1) est directe, comme le montre la fignre 5.5.

On remarque sur la figure 5.5 que. a chaque seginent du contour de p. on peul associer
un trio de points auquel correspond quatre demi-unités de ¢oté d’hexagone. ¢'est-a-
dire deux cotés d'hexagone, soit une unité de demi-périnetre hexagonal. 11 reste six
cases vertes sans point, correspoudant a douze demi-unités de coté d'licxagone. soit. six
cObés dhexagone. soit trois unités de demi-périmetre hexagonal. Ainsi, le périmétre ' un
polyomino triangulaire est le méme que le demi-périmétre hexagonal moins trois unités.

On a done pe(p) = Pe(P) — 3. don I'équation (5.2).

Powr ce qui est de L'aire. on remarque sur la igiwe 5.5 que aire d’un triangle couvre trois
sections d'un hexagone, soit la moitié d'un hexagone. Done a wn hexagone correspond

deux triangles. Comme on compte les triangles a partir des hexagones, on a que a(p)
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est approximativement égal & 2A(P). Mais en réalité, si on fait cela, on a compté trop
de triangles, comme le montre la région verte de la figure 5.5. Il faut donc oOter cette
zone. On remarque que chaque trio de points dans cette zone représente 4 la fois une
unité de périmetre triangulaire et une unité d’aire triangulaire. Soustraire le périmetre
revient donc & soustraire l'aire d’autant de triangles comptés en trop. Comme il reste

six sections d’hexagone sans point, il reste deux aires de triangles a soustraire.

Ainsi, on a

a(p) = 2A(P)—pe(p) -2
2A(P) — (Pe(P)—3) -2 par (5.2)

2A(P) — Pe(P) + 1.

Et aussi, a(p) = 2A(P) — pe(p) — 2 signifie que

2A(P) = a(p) + pe(p) + 2

et donc

a(p) + pe(p)

APy = =22

+ 1.

Il est & noter que les polyominos filiformes sont pris en compte par la proposition 5.5. La
figure 5.3 montre quelques exemples de polyominos filiformes en bijection : p3 : 2°¢%¢°
associé au P : X'QMT? (en bleu); py : z%¢%° associé au Py : X'Q4T® (en orange);

ps : 21¢%® associé au Ps : X°Q®T'! (en vert).

Proposition 14. La transformation associant & la série génératrice H(X,Q,T) des po-
lyominos P de H, la série génératrice T(z, q,t) des polyominos p de T selon la bijection

f, est donnée par
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t
T(z,q,t) = —=H(z, ¢, il (5.5)

xt

Preuve :

Par la proposition 13, on a

T(z,q,t) Z 2! P) qalp) ¢pe(p)

peT
— Z IL(P)—Iq2A(P)—Pe(P)+1tPe(P)—3
PeH

q t\pe
= -3 Z D) (g2)AP) (ZyPe(P)
PeH q

q 9 1
- LHGeY.
23 (z,9 ’q)

Proposition 15. La transformation f respecte les polyominos F-convezxes, c¢’est-a-
dire qu’un polyomino hezagonal F-conveze est envoyé sur un polyomino triangulaire

F-conveze.

Preuve :

On n’a qu’a observer la figure 5.6 pour le constater.

5.3 Exemples d’application

Appliquons la proposition 13 a la formule des tas sur le réseau hexagonal et voyons si

on retrouve bien la formule des tas sur le réseau triangulaire (figure 5.7).
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Fig. 5.6 Polvominoes F-convexes sur les deux réscanx.

On note que les hauteurs définies dans les formules des tas satisfont la relation suivante

(par le mémne raisonnement que pour la largeur dans la preuve de la proposition 13) -

hip) = H(P) -1 (5.6)

La série géucratrice des polyominos tas F-convexes Fi Q. T) sur le réscan hexagonal
5 A L : )

(théoréme 10 de (Awrou, 2004)) est donnée par

H QHL L2 .
FaslQT)= 3 S @7 L (5.7)

H>1 L=|

alors que la série génératrice des polyomninos tas F-convexes Fqa.(q. 1) swr le réscau

triangulaire (théoreme 5) est donnée par

h
P‘Ius(l- q. 1, f) — Z Z (IZIII,—I-fEh.-L.I. ('}8)

h>11=1
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On a par 5.2 et par 5.7

pe(p) = Pe(P)-3
= 2H+L-3
= 2h+1)+(1+1)—3

= 2h+!

et par 5.3 et 5.7 on a

a(p) = 2A(P)—-Pe(P)+1
2HL - L*+ L
2
= 2h+ D)+~ (+1)2+(+1)~2h+1) - (+1)+1

= 2( )—(2H+L)+1
= QW +2h+2A+2 -2 -2 —1+14+1-2h-2—-1—-1+1
= Ohl -2

ce qui correspond bien & ce qu’on avait trouvé au théoréme 5 (équation 5.8). La figure
5.7 donne un exemple avec h =6, H = 7,1 =4, L = 5 et ¢*?t'6 (en bleu) associé au

X5Q%T" (en orange).

Exemple

Appliquons maintenant la proposition 14 & quelques polyominos du réseau hexagonal
et voyons si on retrouve bien dans chaque cas le polyomino du réseau triangulaire qui

leur est associé.

Prenons le polyomino hexagonal P; = X6Q2°T7 (figure 5.2 en vert) et appliquons lui

la proposition 13.
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Fig. 5.7 Polyominos tas p et P.

1
q
g t

_—[3:1"“[(/2)2“( )17
arf q

q ‘ 2
pr.at) = —ZPlrg. )

ST

pL{e.q.h).

el on trouve le hon polyomino (Agure 5.2 cn rose).

Exemple

. x4 [~ | . P . .
Prenons le polyonino hexagonal Py = X QT (figure 5.3 en vert) et appliquons lui la

proposition 13.

q 5 1
p(r.q.t) = fiP,c,(.z:ﬁq).-)
xt q
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et on trouve le polyomino filiforme correspondant (figure 5.3).

Ces exemples montrent qu’a partir d’un théoréme ou d’un polyomino du réseau hexa-

gonal on peut trouver 1’équivalent sur le réseau triangulaire (et vice versa).



CONCLUSION

Le dénombrement des polyominos sur les différents réseaux trouve des applications dans
différents domaines. Il semble cependant que tous les résultats présentés ici soient inédits.
Pour réaliser ce parcours, j'al suivi en paralléle le travail d’Anissa Amroun pour les
quatres premiers chapitres, cherchant un résultat similaire & chacun des siens. Ensuite,
M. Leroux et moi avons développé une bijection entre les polyominos F-convexes des

réseaux hexagonal et triangulaire.

Les chapitres 1 et 4 montrent que le travail semble maintenant assez complet concernant
les polyominos F'-convexes. Comme on sait qu’il y a bijection entre les polyominos F'-

convexes des deux réseaux, on sait que les résultats asymptotiques seront les mémes.

Il est intéressant de noter, contre toute attente, avec quelle facilité certaines classes
particuliéres de polyominos sur le réseau carré se retrouvent sur le réseau triangulaire.

Le chapitre 3 montre le cas des polyominos partages et parallélogrammes.

La dualité des réseaux hexagonal et triangulaire est évidente et facile & définir : le centre
d’un triangle est le sommet d’un hexagone et le centre d’un hexagone est le sommet d’'un
triangle. Nous avons vu les deux réseaux superposés au chapitre 5, mais nous n’avons
pas réussi & établir une bijection entre tous les polyominos d’un réseau vers l'autre.
Cependant, ce travail est maintenant fait pour les polyominos F-convexes. On pourra
donc systématiquement appliquer la bijection & toutes les formules des hexagones ayant

une convexité pour trouver les équivalents triangulaires.

Pour ce qui est des polyominos C-convexes, nous avons trouvé des cas litigieux. Une
étude plus approfondie est nécessaire. Par exemple, je crois qu’on devra élargir la

définition de connexité.
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11 est évident que tout ce travail de recherche m’a grandement enrichi. J’ai développé
quelques avenues personnelles (mais un peu trop tortueuses) dans le dénombrement des
polyominos F-convexes 2él—symétriques et m-symétriques mais qui m’ont appris sur la
dynamique de la recherche et sur 'entétement a trouver, de méme que sur la beauté de
ce sur quoi je travaillais. Et le plus important, j'ai constaté a quel point le travail que
’on confronte & d’autres (je pense ici & mes deux directeurs) éléve notre vision et notre

niveau.
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