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RESUME

«

Le projet s’intéresse a 'estimation non paramétrique d’une fonction de survie
lorsque les données sont censurées par intervalle et & une application & 1’étude
d’une cohorte de survivants de leucémie lymphoblastique aigué infantile. Nous
mettons en forme de maniére détaillée la présentation de I’algorithme de Turnbull
comme un algorithme EM. Nous comparons cet algorithme & une approche plus
naive basée sur ’estimation de Kaplan-Meier pour données imputées. Cette com-
paraison repose sur une étude de simulation adaptée a I’application réelle visée.
Nous introduisons & cette occasion un modéle de mélange pour la construction
d’un taux de survie de forme non usuelle adapté au probléme étudié. Puis dans
Papplication nous étudions la dépendance entre le surpoids et certaines covariables

de traitement de la leucémie.

Mots-clés : censure par intervalles, survie, algorithme EM, mélange, estimation non-

paramétrique.



INTRODUCTION

Ce mémoire est consacré a ’estimation non paramétrique d’une fonction de survie lorsque
les données sont censurées par intervalle. Ce travail est aussi motivé par une applica-
tion a I’étude d’une cohorte de survivants de leucémie lymphoblastique aigué infan-
tile & plusieurs phases basée au Centre de santé de I'Université Sainte-Justine (CHU
Sainte-Justine, Montréal, Canada) Marcoux et al. [2017]. Cette étude est appelée étude
PETALE pour « Prévenir les effets tardifs des traitements de la leucémie aigué lympho-
blastique chez l’enfant ». Il s’agit d’un projet de recherche multidisciplinaire visant a
caractériser de maniére exhaustive les effets indésirables tardifs et & identifier les bio-
marqueurs prédictifs associés chez les survivants de la leucémie lymphoblastique aigué
infantile. L’effet indésirable qui nous intéressera dans ce projet est la survenue éventuelle

d’un surpoids lié au traitement recu.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres. Dans le chapitre 1, nous décrivons plus pré-
cisement le schéma, d’étude utilisé dans PETALE jusqu’a la formalisation mathématique
de la censure par intervalle. Puis dans le chapitre 2 nous proposons deux approches pour
Pestimation non paramétrique de la fonction de survie basée sur les données censurées
par intervalle : I'une est basée sur ’estimation de Kaplan-Meier sur données imputées et
Pautre sur P’algorithme de Turnbull. Ces deux approches sont comparées a travers une
étude de simulations construite spécifiquement & partir d’'informations a priori sur les
vraies données. Enfin, le chapitre 3 s’intéresse a l’application aux données de la leucémie
pédiatrique. Nous présentons une description et une analyse préliminaire des données,
puis nous étudions la dépendance entre la survenue du surpoids et certaines variables de

traitement en utilisant les outils du chapitre 2.

Ce mémoire se termine par un récapitulatif de nos principales contributions ainsi que

par des perspectives de recherche envisagées.



CHAPITRE I

DESCRIPTION ET MODELISATION DES DONNEES REELLES

Les données de 1’étude PETALE considérées dans ce mémoire portent sur 246 individus
et 22 variables. Les individus sont des survivants de la leucémie pédiatrique qui ont
suivi un traitement basé sur les corticostéroides. Il est connu que certains patients ont
un gain de poids rapide durant la phase intensive de ce traitement. D’autres patients
auront aussi un gain de poids lié naturellement a une augmentation de leur 4ge. Nous

nous intéresserons dans la suite au premier temps d’apparition du surpoids.

Dans ce qui suit, nous présentons schématiquement le déroulement de I’étude PETALE.
On fait un suivi d’une cohorte de patients depuis leur diagnostic de leucémie. Dans
la premiére étape, certaines caractéristiques des survivants sont extraites des dossiers
médicaux, ce qui nous permet de faire un diagnostic du surpoids en mesurant l’indice de
masse corporelle (IMC) au diagnostic du cancer. A cette étape, presque aucun patient
n’est en surpoids puisque la prévalence du surpoids est relativement faible chez les enfants
en bas age et les prépubéres. Le poids du patient est également disponible aprés la fin du
traitement, soit environ deux ans apreés le diagnostic (deuxiéme étape). Dans la troisiéme
étape, qui correspond & la date d’entrevue de ’étude PETALE, des mesures complétes
de la santé de ces survivants sont obtenues. Cette visite médicale intervient au moins 5
ans et en moyenne 15.5 ans aprés le diagnostic de la leucémie. Pour étre considéré dans
I’étude, il faut étre en rémission et vivre assez longtemps pour participer aux 3 étapes.

L’étude clinique est résumée dans la figure 1.1.



Schéma d'étude
Indice de masse
corporelle (IMC)
Diagnostic En surpoids {oui ou non)? En surpoids (oui ou non)?
) L :hblas rées a
mesu
la fin du traitement Entrevue PETALE

Temps jusqu'a 'entrevue PETALE

Variables mesurées
au diagnostic

Figure 1.1 Conception de I’étude : Des variables sont mesurées a trois moments. Au
moment du diagnostic de la leucémie, de nombreuses variables ont été mesurées, y
compris I'IMC. Le traitement dure approximativement 2 ans, a4 quel point d’autres

variables ont été mesurées. Le délai minimum est de 5 ans entre le diagnostic et

I'entrevue PETALE.

Comme on peut le voir dans la figure 1.1, les médecins ou intervenants en santé peuvent
déterminer si le patient est en surpoids & chacune des trois rencontres (diagnostic initial,
fin du traitement et début de I'entrevue PETALE). Notre intérét réside dans le temps
écoulé entre le diagnostic de leucémie et la date a laquelle un patient devient en surpoids

pour la premiére fois.

Nous notons par T cette variable aléatoire et utilisons des méthodes d’analyse de survie
pour modéliser le temps jusqu’au moment ou l'on devient en surpoids en fonction des
autres variables collectées. Notons que pour simplifier la présentation, nous parlerons

souvent de T comme le temps du surpoids.



Les patients qui sont initialement en surpoids au moment du diagnostic n’entrent pas
dans notre analyse. Notre analyse porte donc sur les patients qui ne sont pas en surpoids
au diagnostic, dont une certaine proportion d’entre eux le deviendra. Le surpoids est
censé étre lié au traitement ou a ’augmentation de I’4ge. Pour les patients de notre
base de données qui deviendront en surpoids, le temps écoulé jusqu’au moment ot 'on
devient en surpoids (& partir du diagnostic initial) est soit censuré par intervalle, soit
censuré & droite. Par exemple, un patient qui devient en surpoids aprés le diagnostic et
avant la fin du traitement a son intervalle de temps de surpoids censuré par le diagnostic
et la date du premier rendez-vous juste aprés la fin du traitement. Un patient qui devient
en surpoids entre la date de fin du traitement et I’entrevue PETALE a également son
intervalle de temps de surpoids censuré par la fin du traitement et la date du deuxiéme
rendez-vous (entrevue PETALE). D’un autre coté, un patient qui devient en surpoids
aprés son entrevue PETALE a un temps de surpoids qui est censuré a droite. Notez que
dans notre base de données, nous ne pouvons pas faire la distinction entre les patients qui

ne deviennent jamais en surpoids et ceux qui le deviennent et ont un temps de surpoids

censuré a droite.

1.1 Notations et exemple

Avant d’introduire formellement la censure par intervalle dans la section 1.2, nous pré-
sentons un exemple hypothétique avec quatre patients. Soit G; la j° date du rendez-vous
du i° sujet, avec j = 1,2,3 et 1 = 1,2,3,4. La figure 1.2 illustre les dates de rendez-vous
et les réalisations des dates hypothétiques du surpoids d; pour chaque sujet . Le début
et la fin de I’étude PETALE sont indiqués par des lignes verticales en pointillés tel que
décrit dans Marcoux et al. [2017]; P'étude PETALE a débuté en 2013 et s’est terminée
en 2015.

Pour chaque sujet i le premier intervalle d’observation entre le diagnostic G;; et la fin du
traitement G;o est indiqué en bleu, le deuxiéme intervalle d’observation entre la fin du

traitement G et le début de I’entrevue PETALE Gj3 est indiqué en noir (ligne épaisse)



tandis que le temps entre le début de I'entrevue PETALE Gj3 et la fin de 'étude (2015)
est indiqué en rouge (ligne fine). Lors de cette étude, le statut en surpoids ou non en
surpoids de chaque patient i aprés la fin de I'entrevue PETALE en 2015 (lorsqu’on a
cessé d’interroger les patients) n'est pas connu. Pour les quatre patients, le délai entre le
diagnostic Gj; et la fin du traitement Gj2 est d’environ 2 ans. Par contre, le temps entre
la fin du traitement Gj; et ’entrevue PETALE Gj3 varie d’un patient a ’autre. Dans
notre exemple hypothétique, ce deuxiéme intervalle d’observation s’étend sur 9 ans pour

le patient 1, 10 ans pour le patient 2, 12 ans pour le patient 3 et 13 ans pour le patient
4,

Les figures 1.2 et 1.3 illustrent le suivi de 4 patients.

- —————

i d,
: ' 1 - L |
Patient 1 Y | r | r | 1
H Gu G Chs .
‘. i
i 2 b 3 :
Patient 2 ! : +1 - r | -
' G G Gy ;
] 1
E . d E
Patient 3 1 C? . r | i y
! 31 Gy Gus !
i |
: P
' 1 b | b |’
Paticnt 4 ! I r | I ': f
i+ Ga Ga Guas i
Date de diagnostic Fin de Pétude (2015)
la plus ancienne de
I'étude

Figure 1.2 Schéma pour quatre patients hypothétiques recrutés pour ’entrevue
PETALE. Pour chaque patient i, G;; est la date du diagnostic, G;; est la date de
fin du traitement et G;3 est I'entrevue PETALE. La date du surpoids pour chaque

patient est indiquée par d;.



La notation et I’analyse présentées dans la section suivante ne se référent pas aux dates
du surpoids, mais au temps écoulé entre le diagnostic et le début du surpoids. Par
conséquent, dans la figure 1.3, nous présentons les quatre patients hypothétiques de la
figure 1.2 sur une échelle de temps commune ol ¢t = 0 est le moment du diagnostic pour
chaque patient. Maintenant le temps jusqu’au surpoids pour chaque sujet ¢ est noté ¢;.
Le premier intervalle d’observation (en bleu) pour le sujet ¢ va de 0 & Gj2 — Gi1 et le

second intervalle d’observation (en noir épais) pour le sujet i vade Gi2 — G A Giz— G

La notation (L;, R;] dont la valeur de réalisation (I;, ;] est I'intervalle contenant t; (le
temps du surpoids) pour chaque sujet 7 est également introduite dans la figure 1.3. Pour
les patients 2 et 3 qui sont censurés par intervalle, nous avons (lz, 2] = (G2 — Ga21,Ga23 —
Go1] et (I3, 73] = (0,G32 — G31]. D’autre part, les patients 1 et 4 deviennent en surpoids
aprés leur entrevue PETALE et ont donc des temps de surpoids qui sont censurés a

droite. La censure & droite est incluse dans la notation (L;, R;] en permettant & R; de

prendre la valeur oo. Donc pour les patients 1 et 4 on a (I3,71) = (G13 — G11,00) et

(lg,74) = (Ga3 — G41,00) respectivement.



ti=d1-Gn
Patient 1 : : : }
0 G2 = Gn Giz-Gu=1h =00
L}
1
1
i
L}
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Patient 2 : } :
P Gy —Gn =1 Gz —Gay =12
1
'
!
1
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Paticnt 3 : ’ | :
0Fl3 G32—G31 =13 Gaz — G3
‘
H
'
L}
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Patient 4 : : : {
i Gy - Ga Gizs—-Ga=1l 4=
1
)
- —
Dia.gn/o\stic

(t=0)

Figure 1.3 Les quatre patients sont représentés sur une échelle de temps commune
ol t = 0 correspond au diagnostic. Les réalisations de valeurs (l;, ;] pour chaque

sujet ¢ sont également indiquées.

Dans ce mémoire, il est important de rappeler que nous travaillons dans ’échelle de la

figure 1.3, autrement dit que le diagnostic a lieu au temps ¢t = 0 pour tous les individus.

1.2 Cadre mathématique de la censure par intervalle

Dans cette section, nous allons introduire la censure par intervalle et formaliser les

notations introduites dans la section 1.1.

Le temps de défaillance T représente le temps du suivi d’un individu, depuis son diag-
nostic jusqu’a I’apparition du surpoids. Ce temps a pour fonction de répartition F(t) =
P(T < t), pour fonction de survie S(t) = P(T > t) =1 — F(t), et pour densité, f(t), si

elle existe.



Dans cette étude, T n’est pas observé directement. En effet, le surpoids peut se produire
entre le début du suivi G;, qui coincide avec le diagnostic de la leucémie, et la fin du
traitement G ou entre celle-ci et I’entrevue PETALE Gs. 1l est également possible que
le surpoids survienne aprés I’entrevue (fin du suivi) ou ne survienne jamais. On a donc
que T est censuré par intervalle, autrement dit, que la seule information disponible pour
T constitue un intervalle noté I = (L, R], ou les bornes L, R sont aléatoires, tel que
T € I. On note f( gy la densité conjointe de L et R telle que P(L < R) = 1. Notons
que la censure par intervalle contient aussi la censure & droite comme cas spécial, cette
derniére se réalisant lorsque R = oo. Cela correspond au cas ol on n’observe pas de

surpoids avant la fin du suivi.

Définition 1.2.1. Un modéle de données censurées par intervalle est décrit par la fonc-
tion de répartition conjointe F(y p 1) entre la variable aléatoire T et l'observation de
censure aléatoire (L, R)], avec support {(I,r,t): 0 <l <t <r < o0},

c’est-a-dire sous la contrainte que P(T € (L, R]) = 1.

Dans notre étude portant sur n individus, on note T7,...,T, les temps de défaillance
représentant le moment d’apparition du surpoids depuis le diagnostic de leucémie. Dans
ce chapitre, on suppose 11,...,T, ii.d. de méme loi que T. Les valeurs de réalisations
de T3, ..., T, sont inconnues et nous observons des intervalles qui contiennent les valeurs

non observées de T1,...,T7, :

(1) Soit {(Li,Ri];i=1,...,n}, les intervalles de censure ou L; est le dernier temps
d’observation pour le ¢ individu avant I’apparition du surpoids et R; indique la
premiére fois que le surpoids a été observé. De fagon formelle, nous observons des

vecteurs de censure aléatoire (L;, R;], ¢ = 1,...,n i.i.d. de méme loi que (L, R].

(ii) Pour un jeu de données fixé, les réalisations ti,...,t, des temps de défaillance

ne sont pas observées et I’ensemble des données observables est alors

O= {(ll,rl],...,(ln,rn]}, (1.1)

ou l;, r; sont des réalisations de L;, R;, respectivement.



On suppose ici que la censure est non informative au sens de Peace et al. [2012], p. 7—8,
Gomez et al. [2004], p. 143 — 144 et Klein et al. [2013] voir équation (18.3) chapitre 18.

En d’autres termes, on a mathématiquement la relation

P(T<t|L=L,R=r,L<T<R)=P(T<t|[I<T<r). (1.2)

L’équation (1.2) signifie que la seule information fournie par I'intervalle de censure (I, ]

a propos du temps de survie t est que l'intervalle contient .

Remarque 1.2.2. Certains auteurs comme Sun [2007], p.14, parlent de censure indé-

pendante dans le cas (1.2).

Exemple 1.2.3. (Censure non informative)

On a des visites pré-programmeées qui ne sont pas reliées au statut de surpoids du patient.

Vu la maniére dont les données ont été collectées (on a trois rendez-vous pour tout le

monde), on se limite dans ce chapitre et dans la suite & la censure non informative.

1.3 Vraisemblance

On définit la vraisemblance comme la densité conjointe des observations (L;, R;), ¢ =
1,...,n, évaluée en les réalisations (l;,r;), i = 1,...,n. En statistique, il est commun
d’utiliser la vraisemblance des données observées pour estimer un paramétre d’inté-
rét. Pour nous, il s’agira de la fonction de survie S de T. Afin d’exprimer facilement
cette vraisemblance en fonction de S, on peut par exemple faire ’hypothése de somme

constante.

Définition 1.3.1. Un modéle de censure est 6 somme constante si et seulement si pour

tout t > 0 tel que S(t) # 0, l’équation suivante est vérifiée

fa.r(l,T) B
//lr)tE(lrl} P(T e, r])dldr 8 (1:3)
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La condition (1.3) est toutefois difficile & interpréter concrétement. Aussi, nous avons
privilégié dans ce mémoire I’hypothése de censure non informative, qui est en fait un cas

particulier de (1.3).

Théoréme 1.3.2. Si un modéle de censure est & somme constante alors la vraisemblance

est proportionnelle & la vraisemblance réduite suivante

n
£(s|0)=TJs@) - s, (1.4)
i=1
ot O est défini en (1.1). Le facteur de proportionnalité est positif et ne dépend pas de
S.

Démonstration. Voir Oller Piqué [2006] a

Proposition 1.3.3. Supposons que nous observons le temps de défaillance T qui tombe
dans lintervalle aléatoire (L, R)]. Soit fi1 1 g)(t,l,7) la densité conjointe du vecteur par-

tiellement observé (T, L, R) tel que P(L<T < R) = 1.

(i) L’égquation (1.2) est égquivalente a

fr(t)
— . 1
(i1) Siun modéle de censure est non informatif, alors le modéle est & somme constante.

Le résultat de la proposition 1.3.3 est déja connu (voir Proposition 1, de Oller et al.

[2004]). Dans ce qui suit, nous en donnons une autre démonstration.

Démonstration. On note fr|r r) la densité conditionnelle de T sachant (L, R); f(r,riT)

la densité conditionnelle de L, R sachant T'; f(7 1 r) la densité conjointe de T', L, R.



(i) D’aprés I’équation (1.2), on a

PT<t e I<T<r)

P(T<t|L=1,R=r,L<T<R)= PT<T<7)
ST

0, sit<l

_ 1 .

T P(Te(,r) Fr(t)—-Fr(l) sil<t<r
Pl<T<r)sit>r.

En dérivant (1.7) par rapport a ¢ on obtient

0, sit<l

f(TlL,R)(t”a"') i ﬁ%ﬁ sil<t<r

O0sit>r,

d’oul

¢
faiLr) (L) = F&%H{te(l,ﬂ}-

La réciproque est immédiate en remontant les calculs de (1.8) & (1.6).

11

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(ii) Pour tous ¢, I, r tels que | < t < r, d’apreés les régles de densité conditionnelle

et la condition non informative (1.8), on a

ferm@,rlt) = f (T,L}:)((t';’l’r)
_ @) fr L)
B fr(t)
_ fr@®)fwr(l,T)
~ P(T € (I,7]) fr(t)
fe,ry(l,7)
P(T € (I,7])"




Il s’ensuit de ’équation (1.9)

fap(, //
I,r|t)dldr = 1.
//“‘)tetr]}PTE(lT (r)ted]) fwrm)lrlt)

Par conséquent, la condition de la somme constante est vérifiée.

12



CHAPITRE II

ESTIMATION NON PARAMETRIQUE DE LA FONCTION DE SURVIE

Dans ce chapitre, la source principale est Sun [2007]. Nous présentons ici I’estimation
non paramétrique de la fonction de survie .S pour données censurées par intervalle, ou le
qualificatif non paramétrique fait référence au fait que nous ne supposons pas un modéle
parameétrique quelconque (par exemple, exponentiel, gamma, Weibull, etc.) pour la loi du
temps de défaillance. Pour commencer, nous rappelons dans la section 2.1, estimateur
non paramétrique usuel dans le cas particulier de données censurées a droite : I’estima-
teur de Kaplan-Meier. Puis dans les sections 2.2 et 2.3 nous présentons deux approches
non paramétrique dans le cas général de données censurées par intervalle. La premiére
approche consiste en un algorithme de Kaplan-Meier basé sur des données imputées
(imputation par point milieu), puis la deuxiéme approche est basée sur 1’algorithme de

Turnbull. A la fin nous comparons les deux approches par une étude de simulation.

2.1 Estimateur de Kaplan-Meier

Dans le cas particulier ol les données sont censurées a droite, un bon estimateur non
paramétrique de S est 'estimateur de Kaplan-Meier, aussi appelé estimateur produit

limite Kaplan et Meier [1958], Klein et Moschberger [2003].

Soit ¢; le temps de censure aléatoire pour I'individu 4, au lieu d’observer ¢; nous observons
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le couple (z;,d;), pour le ¢ individu on z; = min(t;,¢;) et

1,sit; <¢
0,si ¢; < ;.

On appelle I'échantillon des (zi,d;)i=1,.n des données censurées a droite.

Considérons une discrétisation du temps formée par les temps d’événements (aussi bien
temps de défaillance que censures) et notons 0 = z() < z(1) < 2(g) < ... < zk) les k
valeurs distinctes prises dans I’échantillon des (2;), i = 1,...,n et rangées dans I'ordre
croissant. Si par exemple la défaillance correspond & un décés, alors l'estimateur de
Kaplan-Meier découle de l'idée que, survivre aprés un temps 2;), c’est étre en vie juste

avant z(;) et ne pas mourir au temps 2(;), 1.e., si z(j_2) < 2(j—1) < z(j) on a

S(Z(j)) — P({T > Z(j)} n {T > z(j_l)}) = P(T > 2(5) ‘ T> z(j—l])P(T > z{j_l)}.

Par récurrence, on obtient

S(ZU}) — P(T > Z(5) | ' z[j—l)) .o P(T > 2(2) I T> 2(1])P(T > 2{1))
= iz <20y P(T > 2y | T > 2(i-1))
= Hi:zu)EZ(J)(l - P(T < 2(i) J T> z{i—l]))

-1 1 - Py <T < z)
= i:z(i}Szm - P(T > Z(“_l))

= Hizz(i)ﬁzm(l - Q:'),

P(24-1)<T<2(0))
ou g = -—gﬂ-—l——)u—;z{i_” :

Pour estimer S, on estime les ¢; & partir des données. Considérons
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— n; = Y-, I(z; > 2(j)) qui représente le nombre de sujets a risque & z(;y (ni
défaillances, ni censures juste avant z(j)),
— dj = Y1 I(2i = 2(j), 8 = 1) qui représente le nombre de temps de défaillance
8 3(3).
Une estimation de g; est donnée par
d;
9= Py .

Ainsi I'estimateur de la fonction de survie S proposé par Kaplan-Meier est donné par

= 1, siz< Z(1)
S}(M(Z) = (2.2)

Hi:zh)Sz (1 - %) 1 siz 2 Z(1)-
L’estimateur de Kaplan-Meier est constant par morceaux, cadlag (continu & droite avec

limite a gauche) et les points de sauts sont les z(;;. On déduit de la relation (2.2) que

1, siz< Z(1)

S‘KM(Z) = (2.3)

f:l (1 5 %) , ol j est défini par 2(;) < z < 2(j41).
On voit bien que cet estimateur n’est défini que sur [0, z( k]) et pas sur [0, +00). Ce n’est

donc pas une fonction de survie sur [0, +00).
2.2 Estimateur de Kaplan-Meier sur données imputées

En général lorsqu'une donnée est manquante, la fagon la plus naturelle de procéder
consiste a remplacer cette donnée manquante par une valeur supposée l'estimer : c’est
ce qu’on appelle de 'imputation (De Waal et al. [2011], Carpenter et Kenward [2012]).
Dans le contexte de la censure par intervalle, la donnée manquante est I'instant précis

de défaillance.

Une pratique courante dans les études médicales et de fiabilité est de simplifier la struc-

ture des données censurées par intervalle en une situation de censure a droite en rem-
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plagant les intervalles observés par leur point milieu. Cela s’appelle de I'imputation par
point milieu, voir Sun [2007]. En effet, il est plus simple de se ramener & la censure a

droite parce que 'on dispose de plus d’outils et techniques dans ce contexte.

Plus précisément, la méthode d’imputation par point milieu consiste & remplacer I'in-

tervalle (l;, ;] par

— 2= L%’i, si r; est fini;

— zf =1, sir =+o00.

En posant

1,si r; est fini
= (2.4)

0, sinon
on peut appliquer aux données (z},d;) les techniques pour la censure & droite. Par
exemple, on peut estimer la fonction de survie S des T; par 'estimateur de Kaplan-Meier
basé sur ces données imputées. On note cet estimateur Sg sy et [0,trarr) Vintervalle

sur lequel I'estimateur S kM1 est défini, ol tx sy est le max des z].

Algorithme 1 : Algorithme de Kaplan-Meier basé sur l'imputation par point

milieu

pour i =1,...,n faire

i) Sir; < +00, calculer z* = 4“2 poser §; = 1;
i 2
(i) Si r; = +o0, calculer 2} = l;, poser §; =0
fin

En utilisant (2.3), calculer I’estimateur de Kaplan-Meier S kum1 de S basé sur le jeu de

données censurées a droite (z],d;), pour i =1,...,n.

2.3 Maximisation de la vraisemblance non paramétrique

L’objectif est de trouver un estimateur S, (t) de la fonction de survie S qui maximise la

fonction de vraisemblance réduite introduite en (1.4). La maximisation non paramétrique
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de la vraisemblance est beaucoup plus difficile avec censure par intervalle qu'avec censure
a droite. Deux fonctions de répartition qui prennent les mémes valeurs en les [; et r;, 1 =
1,...,n ont la méme vraisemblance. En particulier, méme si 1'estimateur du maximum
de vraisemblance existe, il peut y avoir des intervalles de temps ot la forme de la courbe
de survie est ambigué, du fait que la maximisation de la vraisemblance ne fixe les valeurs
de la solution qu'aux l;, r;. Par ailleurs, il n'y a pas de forme explicite pour I'estimateur
du maximum de vraisemblance. Il existe un algorithme pour obtenir le maximum de
vraisemblance non paramétrique de la fonction de survie sous la censure par intervalle.
Cet algorithme est appelé algorithme d’auto convergence (« self-consistent algorithm »)
et a été suggéré par Turnbull [1976]. 11 est basé sur une technique d’optimisation connue
sous le nom d’algorithme Espérance - Maximisation (EM) introduite par Dempster et al.

[1977], méthode qui permet de trouver une approximation de la solution numériquement.

23.1 Discrétisation du probléme

Considérons une étude de temps de défaillance qui consiste en n sujets indépendants
d’une population homogéne avec une fonction de survie S(t). Soit ¢;, le temps de survie
d’intérét pour le sujet ¢, i = 1,...,n. On note O comme défini en (1.1) I'ensemble des
données observables, ou I; = (I;, ;] désigne I'intervalle auquel ¢; appartient. Pour décrire
l’algorithme de Turnbull, nous faisons une partition de R4, telle que chaque intervalle
censuré au cours duquel un événement pourrait se produire est une union d’intervalles

de la partition. Désignons par

0=7<7T1<... < Tm-1 < T = 00, (2.5)

les éléments distincts de {0, {li};, ,{ri}\-, , 0} rangés dans 'ordre croissant. En fait,

la partition est formée par les intervalles J; = (19, 71), J2 = (11,72}, .. ., S = (Tm=1,Tm]
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(voir la figure 2.1). Soit

1, si Jj - Ii,
oy =1L 3 75) =1(J; = (7j-1, 73] € Li) = (2.6)
0, sinon,
pour¢=1,...,n,j=1,...,m. Le poids o;; indique si I’événement qui se produit dans

Iintervalle I; = (l;, ;] aurait pu se produire en 7;. Soient p; les poids assignés aux classes
Jj, 3 =1,...,m, dans la maximisation de la vraisemblance non paramétrique de S par

l’algorithme de Turnbull. On a

pj = p(7j-1 < T < 75) = 8(75-1) — S(75) > 0, (2.7)
tel que
m
ij = S(To) = 1, (28)
j=1

oup; >0 (j=1,...,m) (voir la figure 2.1).
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(a) Cas o les r; sont finis (pas de censure & droite). Dans cet
exemple, la fonction de survie en escalier est constante égale a

zéro a partir de 7.

Survie

1. ——

| |
T R iz "

To n T J T

o . T
Jy 2y Jy Jy Js

(b) Cas on certains r; ne sont pas finis (censure a droite). Dans cet
exemple, la fonction de survie en escalier est constante (non nulle)
entre 15 et 74 = +00.
Figure 2.1 Discrétisation du probléme : Représentation des p; pour une fonction

de survie S quelconque (en bleu). En rouge, fonction de survie en escalier qui

coincide avec S en les 7;. Dans cet exemple n = 3.
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On peut écrire les intervalles de censure sous la forme d’une union finie d’au plus m

intervalles disjoints

(li,'l"i] = U{j|aij=1}(7—j—l77-j]' (29)

L’intervalle (l;,r;] est donc une union finie des (7_1,7;] pour lesquels les a;; = 1 (en

d’autres termes, les (7;_1,7;] sont dans (I;,7;]). Par conséquent, on a

S(l;) — S(r;) = Ea,,(S(T, 1)—5(71))_2%7),, (2.10)

j=1 Jj=1

d’aprés (2.7). Ceci nous conduit au théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1. Le probléme de mazimisation de la fonction de vraisemblance réduite

est équivalent au probléme de mazimisation de

n

Le(py,.-.,pm) = [ [ [S() — S(ri)] = Hza,,p,, (2.11)

i=1 i=1j=1

sous les contraintes définies par (2.7) et (2.8), et o oy est défini en (2.6).

Ce résultat a été mentionné par Peto [1973], puis un peu plus tard formalisé par Turnbull

[1976] qui énonce le lemme 2.3.2.

Lemme 2.3.2. Pour des valeurs fizées de S(7j_1) et S(7;), 7 =1,...,m, la fonction de
vraisemblance est indépendante du comportement de S a lintérieur de chaque intervalle

(Tj-1, 75]-

Il découle du lemme 2.3.2 que la fonction de vraisemblance L, donnée en (2.11) dépend
de S seulement en des valeurs {S (Tj)};”zl et non du comportement de S entre les 7;.

En d’autres termes, le maximum de vraisemblance non paramétrique de S peut étre
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déterminé uniquement en ses valeurs 7;, et sa détermination est équivalente a maximi-
ser L,(p) par rapport & p sous les contraintes données par (2.7) et (2.8). A partir de

I’estimation de vraisemblance maximale p de p on a

R 1, site[0,n]
S(t) = . (2.12)
l—zleﬁl, si Tj §t<‘rj+1 (1 S]Sm—l)
Pour déterminer une estimation du maximum de vraisemblance non paramétrique, il

faudrait maximiser

n m
lr(p) =log L-(p) = Y log | Y ayp; | »
i=1 j=1

sur le sous ensemble de R™

m
P=Spel0,1]™) pj=1p;>0}. (2.13)
j=1
Or, en notant
ol-(p)
di(p =
2.14
Z Zz 1 Otupl ( )
ol j = 1,...,m, on se rend compte que trouver une forme explicite pour les points

critiques de la log-vraisemblance sous la contrainte (2.13) semble impossible.

23.2 Estimateur de Turnbull (EM ou auto convergent)

Une estimation auto convergente se référe généralement a une estimation qui peut étre

caractérisée par une équation d’auto convergence et est la limite des itérations obtenue
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a partir de cette équation, voir Efron [1967]. Turnbull [1976] a développé un algorithme
d’auto convergence pour estimer S(t) avec des données censurées par intervalle. Pour
dériver I’équation d'auto convergence pour les données censurées par intervalle, on peut
traiter les données censurées par intervalle comme des données incomplétes puis appli-

quer 'algorithme EM.

2.3.2.1 Les étapes E et M

Dans la dérivation de I’estimateur de Turnbull (EM ou auto convergent) nous introdui-
sons les notations Tf de T; pour signifier que I'on fait une approximation et que T: suit
une loi discréte a valeurs dans {71,...,7n} avec probabilités p;,...,pm. On définit T;
4 partir de T; en posant pour j = 1,...,m, {T: = ‘r_,-} = {T; € (1j-1,7;]}. Voir aussi la
figure 2.1.

Pour 'instant, supposons que les données de temps de défaillance exactes {t;}!_, sont
disponibles. Si on observe T; = t, on peut déterminer dans quel intervalle (7j_1,7;] se

trouve t, et puis on pose T: = 7;. La fonction de log-vraisemblance pour ces données

complétes est

log P(T; = t;)

Il
M:s

f?(p; tl!' ol !tn)

i=1

-
Il

Il
NE

Y I(t; = 75) log P(rj-1 < Ty < 75)

-
Il

-
et
]

-

I(t; = 75) log p;

M-
NE

f=] jm]
m
j=1
ou d; =Y I(t; = 1), J = 1,...,m, est le nombre de personnes avec un temps de

défaillance t; € (Tj_l,'l"j].
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En utilisant I'approche de Lagrange a I’équation (2.15) sous la contrainte p € P, on

maximise

¢(p,\) = ) _ d;logp; - A (ij - 1) :
=1 =1

tel que

Ay d;

Op; pj (2.16)
op e B
5]{ =0= j;pj = 1. (217)

De (2.16), ona 377%  pj = 30L, aG-/,\, et de (2.17) on a

A=Y d;. (2.18)

—

Jz
Cecidonne A = 377, 370 I(ti € (75-1,75]) = n, car pour chaque i on a soit ¢; € (70, 71},

j=]

soit t; € (T],‘J'z], ..., S0it t; € (Tm_l,oo).

De (2.16) et (2.18), on obtient

__ % 4

de sorte que l'estimation de p; correspond & la proportion de temps de défaillance qui

tombent dans l'intervalle (7;_1, 75].

Revenons au cas ol seules les (I;, ;] sont observées. Soit p"* une estimation préliminaire
de p, ou le symbole init veut dire initial. Nous présentons d’abord un résultat qui sera
utilisé dans ’algorithme EM.
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Sa.Cllﬂ.ﬂt que a‘-j — ]I((liyri] 3 TJ) et P(I‘; = leﬁiﬂit) ﬁ;ﬂ‘it na

n

d’ltmt O) =ZE(H( '_T)l amto
i=1

= Z LP(T; = 7[p™",0)

—-ZP(T = 7lp"™, 4 < T; <)

Zt_ ( L =75l <T < r;|p*Ht)
P{l, < T, < r;|pinit)

iﬂ.ﬁt

Z atjp 3
- Stmt L ) _ Smit(r‘.)

ﬂajp;mt
e Zl—l o Imim‘t
= d Amst) ASﬂ‘lt’ (220)

ot dj(p) est défini en (2.14). Voici les étapes de I'algorithme EM :

- A P’étape E : On calcule I'espérance conditionnelle de £€(p; T}, ..., T,) étant donné

-

P et les données observées O, qui prend la forme (voir (2.15))

Ma

E[€mT,,. ... T)#"™,0] = Y B(d)|5"™,0)logp;

.
Il
-

[V]a

d. (pimt) ;mt log Pi, (2.21)

<,
Il
s

d’aprés ’équation (2.20).

- A létape M : Soit ™% D'estimation mise & jour de p, o le symbole maj signifie
mise & jour. Il faut maximiser I’espérance conditionnelle donnée en (2.21) sur la région

P (voir (2.13)). Pour maximiser I’espérance conditionnelle donnée en (2.21) sur la région



P, on a par analogie avec (2.19)

ds (pzmt) sinit

e _
4 e d; (Pm“)P}m
Or d’apreés (2.14), on a
m n m ~init
g e a,Jp
dj (pzmt)pzmt — R

Par conséquent, (2.22) devient

ﬁmaj _ d: (ﬁzmt)ﬁ}mt

J n

D’apreés (2.14), 'équation (2.23) devient

n Ainit
smaj 1 @ijD; Ty

J tmt
i= 121 101

25

(2.22)

(2.23)

(2.24)

ce qui conduit & I’algorithme de Turnbull pour le maximum de vraisemblance non para-

métrique.

Remarque 2.3.3. Notez que ™% est une mise & jour de p™. En résumé, les étapes

E et M de l'algorithme sont telles que si nous avons pi™t

une estimation préliminaire

de p, elle peut étre mise & jour en calculant p™¥. Les étapes E et M de l’algorithme

représentent une étape de mise & jour.

2.3.2.2 Convergence de I’algorithme de Turnbull

Turnbull [1976] définit la notion d’auto convergence de la fagon suivante.
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Définition 2.3.4. Un vecteur p = (p1,...,pm) est dit auto convergent si

y Q;;pj

bj =~ v )
n &= 3 Koy CikPk

7=1...,m. (2.25)

Remarque 2.3.5. On remarque qu’un point fize de l’algorithme EM est auto convergent

(comparer (2.24) et (2.25)).

Supposons maintenant que nous augmentons un p; donné de € > 0; alors, on doit diviser
tout les px(k = 1,...,m, pour k # j) et p; +¢, par 1+ € afin de maintenir la somme des
pr(k =1,...,m) égale & 1. On définit e;(p) la dérivée de I (voir (2.14)) par rapport a

€, évaluée 4 € =0, i.e.,

= — 2.2
P Oe \1+€ " 14€ 14+€e’14+€¢ " '1+c¢€ (2.26)

Théoréme 2.3.1. Turnbull [1976]

0 p; Pj-1 Pjt+€ pjt1 Pm
eJ( ) |e=0

1 Si p est un estimateur du mazimum de vraisemblance de p, alors p satisfait

Uégquation d’auto convergence (2.25).

2 Inversement, la solution p de ’équation d’auto convergence (2.25) est un esti-
mateur non paramétrique du mazximum de vraisemblance de p d condition que

e;(p) < 0 lorsque p; = 0.

La clé du théoréme 2.3.1 est la proposition suivante

Proposition 2.3.6. Turnbull [1976]
De Véquation (2.26) , pour j=1,...,m on a

e;(p) = d;(p) — Y _ prd(p), (2.27)
k=1

Iv_ogp (., @)
n;Z”‘ : (1+ = )pj. (2.28)
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Démonstration. En prenant la dérivée de la fonction composée de I, par rapport a pi
(voir (2.26)), on a

ol op
i(p) Z By B =0

6‘1’ ﬁ J4! PR, 3 al, [0 pjt+€ + ol; _2 Pi+1
6p1 Oe \1+¢ Opj de \ 1 + € Opjy1 [0 \1+¢
Apm |0e \1+€¢)]'°
_Bpl( (1+£)2)+“'+3pj 86(1+e t e \T7e

ol, Pj+1 a‘r( Pm )
- - = 29
+apj+1( (1+e)2)+ * om \ T +07) (2.29)

et de 1'équation (2.29) on a

o0 =g ()t oy Tt A
o () + - s () o
-3 5 () + 5 [ e

o ipk = i o (2.30)

m
=" prdi(p),
k=1

par conséquent de (2.30) on a

m mn n
QikPk Qg ;
ej(p) = = Vvoir (2.14
j(P g = El 10’1IPI =1 E?=1 aikpk‘ )
=n
= ¢;(p)p; = —np; + i Suh
m
im1 2 k=1 CikPk
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1 - Qy5D5 ej(p)
= — ,X;___Zk— P ( ) (2.31)

Donc, de I'équation (2.31), on en déduit que si p est un maximum de vraisemblance alors

e;j(p) = 0ou (e;(p) < 0 avec p; =0), pour j=1,...,m. (2.32)

Ainsi de (2.31)-(2.32), on en déduit que le maximum de vraisemblance p satisfait

a!jpj . .
_S_ = p4, pour tout j,
Ek—l Qi Pk !

et par conséquent est auto convergent. Inversement, si 1'algorithme converge avec une
valeur limite p, alors p doit satisfaire (2.32). Un argument de continuité montre que nous

ne pouvons pas avoir e;(p) > 0 avec p; = 0. Voir aussi Gomez et al. [2004] (p.149). O

Concernant la convergence de 1'algorithme de Turnbull, soit p et p' des approximations

successives. De I'équation (2.28) on a

J=(1+e—j@l)pj, pour 1 < j<m. (2.33)
n

Cette équation permet de faire I’analogie avec un estimateur de type produit limite

comme l'estimateur de Kaplan-Meier. En utilisant le développement de Taylor, on a
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m , F) e ,
L) -Le) =Y - pj)aipj +o(lF - )

7=1

1w ol, _
~ ;;pjﬁj(p)a_pj, voir (2.33)

= f:; D _pid;(p) (dj(l’) - prds (p)) , voir (2.14) et (2.27)
j=1 k=1

m m :
- %ijdj(l’)z - % (Zpkdk(rﬂ)) ;
j=1 k=1
m m 2
==Y (d,-(p) - Zpkdk(p)) : (2:34)
j=1 k=1
j=1

oil nous avons négligé les termes de second degré et d’ordre supérieur. Notez que les qua-
triéme et cinquiéme lignes du calcul précédent ne sont autres que les formules usuelles
de la variance. Une autre maniére de le voir serait de développer 1'équation (2.34) et

d’utiliser le fait que E;n:] pj =1

De I'équation (2.35) on a I.(p') > I.(p), avec égalité seulement si, pour chaque j, soit
pj = 0 ou d;(p) = 0. Ainsi la vraisemblance croit a chaque itération, au moins pour p©
assez proche de p pour que les termes d’ordre supérieur puissent en effet étre négligés.
11 est clair que nous devons choisir ﬁ;o) > 0 (sinon f:;k) = 0 pour tout k). En effet &
I’étape d'initialisation de ’algorithme de Turnbull, on choisit les valeurs initiales 5 de
p. Celles-ci peuvent étre n'importe quel ensemble de nombres positifs sommant a I'unité,

par exemple ﬁgo) =1/m,pour j=1,...,m.
2.3.2.3 Bilan de 'algorithme de Turnbull

Dans cette section, nous faisons un bilan des étapes de la dérivation de I'algorithme de

Turnbull (voir algorithme 2) données a la section 2.3.2.1. On construit une suite p*)
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pour approcher I’estimation de vraisemblance maximale de p, en itérant plusieurs fois
les étapes E et M de la partie 2.3.2.1 jusqu’a convergence, c’est-a-dire jusqu’a ce qu'un
critére d’arrét soit vérifié. Nous proposons deux types de critéres : 'un est basé sur
la stabilisation de la vraisemblance (voir algorithme 2, ligne 7), l’autre est basé sur la
stabilisation de la suite p(*) (voir algorithme 2, ligne 8). Dans nos simulations, nous
utiliserons le premier critére. On en déduit I'estimateur de Turnbull S de S défini &

I’équation (2.12). On définit ¢7 le plus grand des 7; finis.

2.4 Construction de données simulées

Dans ce qui suit nous allons faire une étude de simulation afin de comparer les deux
méthodes, Turnbull et Kaplan-Meier sur données imputées. Nous allons calculer la dis-
tance entre S et S pour n = 250. Nous expliquons ici comment générer des données
censurées par intervalle de telle sorte que les données simulées soient non informatives
par rapport & la variable principale de temps d’intérét au sens décrit dans (1.2). Nous
décrivons également la simulation des temps de défaillance selon un taux de survie non

conventionnel, pour ainsi mieux correspondre & celui sous-jacent aux données réelles.

24.1 Construction du taux de survie
On appelle taux de survie du temps de défaillance T', la fonction h définie par h(z) =
f(z)/S(z), avec la convention h(z) = 0 lorsque S(z) = 0.

Nous allons définir le taux de survie a partir d’'un modéle de mélange (voir Marshall et
Olkin [2007], p.120 — p.126). On a choisi un mélange & deux classes parce qu’on a deux

types de patients. Le premier type de patient est susceptible de développer le surpoids

da au traitement et le deuxiéme non.

La construction du taux de survie se fait ainsi. On a une densité f de la forme

f(z) =pfi(z) + (1 - p) fa(x), (2.36)
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Algorithme 2 : L’estimateur de Turnbull « auto convergent »
Entrées : A partir d’un ensemble de données, nous construisons la partition de R et

a une matrice (n x m) avec des coefficients a;; tels que décrits en (2.6).
Sortie : On obtient un vecteur  de dimension m qui représente les sauts de Sr en Tis
pour j = 1,...,m. On a finalement un estimateur non paramétrique de S.

1 lére étape de I’algorithme : Calculer les 7;, pour j = 1,...,m;

2 Initialisation : 5© = (1/m,...,1/m), k = 0;
3 tant que les conditions d’arrét ne sont pas atteintes faire
4 pour j =1,...,m faire
5
A(k)ya(k A(k
J - T n «m _ k)’
n T i Liet aupf ;
6 k=k+1;
7 Condition d’arrét
n mo -ﬁ(kH)
™ Qi
L (%) = 1,.(p®) = ZIOg (—j'—l—J-’——) <€, poure>0.
m (k)
i=1 =1 XijP;
8 Une autre condition d’arrét pourrait étre
m
Z{ﬁ;k“) -~ ﬁ;k))z < €, 00 max ;ﬁ“‘"‘” - ﬁ(k)| <¢€ poure >0,
ar j=1,...m" 7 J
j=
9 fin
10 fin

11 pour 0 <t < 7 faire
| S'T(t) =1
13 fin

1

14 pour j=1...m—1 faire

15 pour 7; <t < 754 faire

- i a(k+1
o | | S =1-Ti, 55
17 fin

18 fin
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ou fi et fy sont des densités connues et p € [0,1] (proportion du mélange). Puis on

calcule la fonction de survie

S(z) = pSi(z) + (1 - p)Sa(=), (2.37)

ou S et Sy sont les fonctions de survies de f; et f3, respectivement. Le taux de survie

est donné par

_ flz) _ phi(z)+ (1 -p)faz)
") = 5@) = pSi@) + (- p)S) .
Ici, on choisit S; de la forme
S1(z) = So(z)Sa(z). (2.39)

1l s’agit de la fonction de survie d’'un temps minimum, voir aussi I’algorithme 4.

Remarque 2.4.1. Certains patients ont un gain de poids rapide durant la phase inten-
swe du traitement basé sur les corticostéroides, d’autres patients auront plutét un gain
de poids uniquement lié & une augmentation de leur dge. D’otu le choix de la forme de
la fonction de survie Sy (pour le premier type de patient) donnée & l’équation (2.39). Ici
So représente la loi du temps d’apparition du surpoids due au traitement, puis Sz la loi

du temps d’apparition du surpoids due & une augmentation de l’dge.

En substituant Péquation (2.39) dans (2.37), on obtient

S(z) = pSo(z)Sa(z) + (1 — p)Sa(x)

= S3(x)(pSo(z) + (1 - p))- (2.40)

D’autre part, par définition et en vertu de (2.39) on a
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fi(2) = =81 (x) = ~So(x)Sa(z) — So(2)S)() |
= fo(@)Sa(x) + So(2) fa(z). (2.41) |

En substituant (2.41) dans (2.36) on a

f(x) = fa(z)(1 — p+ pSo(x)) + pfo(x)Sa(x). (2.42)

Puis en substituant (2.42) et (2.40) dans (2.38) on obtient

_ fa(x) pfo(z)S2(z)
M=) = 5@ T H@pS@ +1-7)
pho(x)So(x)
(pSo(z) +1-p)’

olt hg = ﬁf, ho = é%, et Sy est la fonction de survie de fy. Ce qui conduit a la dérivation

= ho(z) + (2.43)

de l'algorithme suivant.

Algorithme 3 : taux de survie a partir d'un modéle de mélange
Entrées : p € [0,1] (proportion du mélange) et z € R (point ol on évalue la

fonction), (fo, So), (f2,52)

Sortie : Taux de survie h(z)

Densité : Calculer f(z) = pfi(x) + (1 — p)f2(z), ot f; est donnée par (2.41);

Fonction de survie : Calculer S(z) = pSi(z) + (1 — p)Sz2(z), ot S; est donnée
par (2.39);

Taux de survie : Calculer h(z) = hy(z) + G;;u;’{gi“l—%, ol hy = S%, ho = é%, et
Sy est la fonction de survie de fy (voir (2.43)).

Exemple 2.4.2. Dans cet exemple on propose un choix de Sy et Sy qui vérifie la re-

marque 2.4.1. On a pris pour Sy la fonction de survie d’une lot Log-normale recentrée et

renormalisée telle que So(x) =1 - Go(£™), oum =1/2, 0 = {2,3,4,5,6,7} et Go est
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la fonction de répartition de la loi Log-normale de paramétre de position 0 et de para-
meétre d’échelle 1/2. Ensuite on a posé Sy(x) = 1 — G2(x/15) la fonction de survie d’une
loi de Weibull renormalisée, ou G est la fonction de répartition de la loi de Weibull de
paramétre de forme 2.572 et de parameétre d’échelle 4.537. Awnsi, en prenant p = 0.266,
on obtient les figures suivantes de la fonction de survie Sy et la fonction de survie Sy
(voir figure 2.2), la fonction de survie S (2.40) (voir figure 2.3), la fonction du tauz de
survie h (voir figure 2.4) et la densité f (2.42) (voir figure 2.5).
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Figure 2.2 Fonction de survie Sy et S,
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Figure 2.3 Fonction de survie obtenue & partir d’'un modéle de mélange
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Figure 2.5 Densité f obtenue a partir d’'un modéle de mélange

24.2 Simulation du temps de défaillance

On rappelle que si Xg ~ Sp et Xy ~ S sont deux variables aléatoires indépendantes,
alors X; = min(Xp, X3) ~ S;, oit ) est défini par (2.39). Dans ce qui suit, nous
présentons 1’algorithme de génération de temps de défaillance pour le taux de survie

donné en (2.43).
24.3 Simulation de données censurées par intervalle

On suppose que 'on posséde un échantillon 21, ...,t, généré selon 'algorithme 4. Pour
générer les intervalles (Iy,71),..., (In,7n), le mécanisme de censure de T imite une étude
longitudinale avec un suivi périodique et des visites programmées, et ceci selon un modéle
inspiré de Schick et Yu [2000]. Dans ce cas, et pour chaque individu ¢, on définit :

— les temps d’inter-suivi indépendants &;; = Gis — Gi et €5 = Giz — Gio
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Algorithme 4 : temps de défaillance pour le taux de survie (2.43)
Entrées : p € [0,1] (proportion du mélange), Sy (loi du temps d’apparition du

surpoids due au traitement) et Sy (loi du temps d’apparition du
surpoids due & une augmentation de 1’age)
Sortie : temps de défaillance T
On tire : Xy ~ Sy et X5 ~ 53, ou Xy et X5 sont indépendantes ;
On simule Z ~ B(p) ;
Si Z =1, on pose T = min(Xg, X2) ~ 51
SiZ=0,onposeT =X;~ 5.

— les temps écoulés entre chaque rendez-vous et le premier rendez-vous vy = 0,
Vit =Gip— Gin =& et vig = Giz — Ga = &1 + &2

— les bornes des intervalles observés

l; = max {vig,a € {0,1,2} : vig < t;}, et 7, = min {vig, a € {1,2,3} : vig > i},
ou v;3 = o0. Le paramétre E(§;;) = p, j = 1,2 garantit un contréle du pourcentage

d’observations censurées a droite.

2.5 Etude de simulation

Nous présentons ici les résultats de I’étude de simulation congue pour évaluer la per-
formance de ’algorithme 2, tout en comparant les deux méthodes i.e., 'algorithme 2 et
Palgorithme 1 pour n = 250. Cette étude de simulation a été congue en nous basant sur
des connaissances a priori sur les données réelles étudiées dans le chapitre suivant (les

simulations ont été réalisées avant d’avoir accés a ces données).

2:5:1 Description de I’étude

Le temps de défaillance T est simulé tel que décrit a la section 2.4.2 en utilisant les

parameétres p, Sy et Sy de I’exemple 2.4.2 avec 0 = 7.
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La loi du 1* inter-suivi (entre le diagnostic v;o et le 1 rendez-vous v;1) sera fixe pour la
suite : il s’agit de la loi uniforme sur l'intervalle (2—5/12,2+5/12). Cette loi est centrée
en 2 et 'amplitude de son support est de 10 mois. Le 1°* rendez-vous intervient donc en
moyenne 2 ans aprés le diagnostic. On fera varier la loi du deuxiéme inter-suivi (entre
le 1¢* rendez-vous G5 et le 2e rendez-vous G3) afin d’étudier 'impact de la longueur du
deuxiéme intervalle sur le comportement des méthodes. Une expérience correspond au
choix de la loi du deuxiéme inter-suivi et de ses paramétres. On répéte 500 fois chaque

expérience avec un échantillon de taille 250.
2.5.1.1 Loi du deuxiéme inter-suivi

Les densités des lois utilisées dans les simulations sont données dans la figure 2.6.

Premier cas : loi uniforme. On donne dans le tableau 2.1, les paramétres des lois

uniformes utilisées dans 1’étude de simulation, et notées Ul, U2 et U3.

Deuxiéme cas : loi exponentielle tronquée. La loi du 2¢ inter-suivi est la loi ex-
ponentielle tronquée d’intensité A et de support [a,b], avec a = 0, b = 40. Elle a pour

densité

g9(z) ;
T—Gla)’ sia<z<b
f(z) = ¢

0, sinon

(2.44)

oll g et G sont la densité et la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramétre
A, respectivement Nadarajah et al. [2006]. L’espérance de la loi du 2° inter-suivi est

donnée par

1 bexp(—Ab) — aexp(—Aa)
e A exp(=Xa) — exp(—Ab) (245)
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Figure 2.6 Densités des lois des 2¢ inter rendez-vous utilisées dans les simulations.

En haut loi uniforme, au milieu loi exponentielle tronquée et en bas loi béta

renormalisée.
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On peut simuler la loi exponentielle tronquée & partir d'une loi exponentielle usuelle en

utilisant 1'algorithme 5.

Algorithme 5 : Simulation du deuxiéme inter rendez-vous selon la loi exponen-

tielle tronquée
Entrées : n (taille de 'échantillon), a = 0, b = 40, A (parameétre a spécifier)

Tirer : uy,...,uy ii.d. de loi uniforme sur (0,1) ;
Calculer : &; = G™1(G(a) + u; x (G(b) — G(a))), ot G est la fonction de répartition

de la loi exponentielle de paramétre A et G~! son inverse.

On donne dans le tableau 2.2, les paramétres des lois exponentielles tronquées utilisées

dans ’étude de simulation, et notées ET1, ET2 et ET3.

Troisiéme cas : loi béta. La loi du 2° inter-suivi est la loi béta de paramétre de forme
a et d’échelle b, renormalisée pour étre & support dans [0, 35] au lieu de [0, 1]. Cette loi a
pour espérance E = 35:%;. On donne dans le tableau 2.3, les paramétres des lois Beta

renormaliées utilisées dans 1'étude de simulation, et notées B1, B2 et B3.

2.5.2 Mesures de distance

On aimerait savoir lequel de deux estimateurs est le meilleur autrement dit le plus proche
de la fonction de survie S. Pour cela on a besoin de définir des distances entre fonction
de survies. La premiére distance utilisée ici est inspirée du test de Kolmogorov-Smirnov
(voir Thas [2010], p. 124-125). Etant donné 0 < ¢* < 400 et S un estimateur de S, on
définit

dks(S,8,¢*) = sup |S(t) - S(t)|.
0<t<g*

Si de plus, il existe une partition 0 = g(;) < ... < g() = ¢* telle que S est constante sur

chaque intervalle [g(;), (i+1), alors



Tableau 2.1 Paramétres des lois uniformes du deuxiéme inter-suivi

Exemple | Support | Espérance (en année) | Amplitude du support
Ul 13.5 £8/12 13.5 16 mois
U2 25+5 25 10 ans
U3 40 £ 11 40 22 ans

Tableau 2.2 Paramétres des lois exponentielles tronquées du deuxiéme inter-suivi

Tableau 2.3 Parameétres des lois Beta renormalisées du deuxiéme inter-suivi

Exemple [ a | b A | Espérance (en année)
ET1 0|40 | 0.052 13.5
ET2 0(42| 0.04 15
ET3 0|40 | 0.025 17

Exemple | Support | a | b | Espérance (en année)
B1 [0,35] |5 8 13.5
B2 [0,35] |2]8/3 15
B3 [0,35] |3] 3.2 17
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0<i<p-1 | g St<gusny () St<q(i+1)

dks(S,$,¢") = max { sup  (S(t) - S(®); sup  (S(t) - 9(*))} -
Comme S est constante sur chaque intervalle [q(i), g(i+1)| et que —S est croissante, alors

sup  (S(t)-S(t)= sup  (S(ge) — S())
qi) S<qi11) (i) St<q(i+1)

= S(gu)) — S(4s1))s

qui correspond a I'écart entre les points (g(i+1), S(q@+1))) et (g+1), S'(qm)). De méme,

comme S est constante sur chaque intervalle [a(i)» gi+1)[ et que S est décroissante, alors

sup  (S(t) - S'(t)) = S(gq)) - S(q{;}),

93) St<q(e+1)

qui correspond a 'écart entre les points (g(;), S(g(;))) et (q(i},.g'(q(i))). En conclusion,

on a

0<i<p—1 0<i<p-1

dks(S,5,q*) = max{ max (5'((}(1)) = S(Q(i+1))) ; max (S(Q(n) - 3(‘1(;’)))} .

Notons que S‘Km et S'T sont constants par morceaux, sur des partitions différentes de
(0, +00).

La deuxiéme distance utilisée est la distance renormalisée associée a la norme L, sur

l'intervalle (0, ¢*), o ¢* est un réel strictement positif. On note

0(5,8,4") = \/ [ (s - 30270 (2.46)

Dans la pratique on choisit ¢* = t7 (voir section 2.3.2.3) ou ¢* = txar (voir section

2.2), et on approche I'équation (2.46) par une somme de Riemann.
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2.6 Résultats de simulation

Dans cette section, on présente les résultats des simulations pour I’étude qu’on a décrite
a la section 3.1. On donne dans la suite pour chaque cas le tableau de résumé statistique
des distances entre l'estimateur St et la vraie fonction de survie S, puis entre I’estima-~

teur S‘K M1 et la vraie fonction de survie S.

Nous présentons des notations qui seront utilisées dans la légende des figures de la partie
résultats de simulation. On notera les distances dx s entre 57' et S, puis entre S'KM 7 et
S respectivement par

— D_Turnbull = dgs(S, Sr, ),

— D KaplanMeier = dgg(S, Skmitkmi),

— D_Turnbull_Mekm = dgs(S, S, txmi).
Les distances associées  la norme L, entre Sy et S, puis entre Sk et S, sont notées

par

— L2norm_Turnb = da(S, Sr, tr) ot tr est le plus grand des 7; fini,
— L2norm_ KM = dg(S,SKMI,tKMf),
— L2norm_Turnb_Mekm = dy(S, ér,tx,w).

On notera que par définition fx sy est inférieur a ¢p. D’ol intérét de calculer les dis-

tances entre S et S7 ou S et Sk sur intervalle (0, Ltk Mr)-

Une premiére illustration de cette expérience pour n = 250 est donnée dans les figures
2.7, 2.9 et 2.11 pour différentes lois du 2¢ inter-suivi, les lois uniformes, exponentielles
tronquées, béta renormalisées introduites dans la section 3.1. Les résultats des 500 simu-
lations pour chaque loi sont présentés sous forme de boite & moustaches dans les figures

2.8, 2.10, 2.12 et sous forme de tableaux numeériques 2.6, 2.5 et 2.6.

Dans le cas de la loi uniforme lorsque 1'espérance de la loi du 2¢ inter-suivi croit (13.5

ans a 40 ans), les performances de chaque estimateur se dégradent légérement, voir le
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tableau avec valeurs numeériques 2.6. Dans le cas de la loi exponentielle tronquée, lorsque
I’espérance varie (13.5 ans & 17 ans) cela n’a pas d’effet marquant sur les performances
de chaque estimateur. Il en est de méme dans le cas de la loi béta renormalisée. Il semble
donc que le fait de faire varier 'espérance de la loi (tout en restant dans une plage de
valeurs réalistes pour notre application) n’a qu’un léger impact sur les performances des

estimateurs.

Pour toutes les lois considérées dans cette étude, I’estimateur de KMI est meilleur que
Pestimateur de Turnbull pour les distances dgs et Lz sur [0,txp]; voir les figures
2.8, 2.10, 2.12 et les tableaux. Dans le cas des lois uniformes, la médiane des distances
D_KaplanMeier (respectivement L2norm_Turnb_Mekm) est 1.3 & 2.5 fois inférieure
a la médiane des distances D_Turnbull _Mekm (respectivement L2norm_K M), voir
tableaux numériques 2.6. Par contre pour les autres lois on ne voit pas de différence a

10~2 prés.

Visuellement, il semble que quelle que soit la loi, ’estimation de Turnbull ait moins
de sauts que le KMI. Mais, il semble difficile de dégager une conclusion globale sur la

comparaison de ’allure des estimations. Par exemple :

— dans le cas des lois uniforme et Beta renormalisée, on a l'impression que 'esti-
mation de KMI est mieux au début, alors que quand le KMI s’arréte 1’estimation
de Turnbull continue & donner des détails pertinents, voir les figures 2.11, 2.7;

— dans le cas de la loi exponentielle tronquée, visuellement il est difficile de dépar-

tager les estimations.

Ces différences semblent liées a la position des données imputées (instants de sauts du
KMI ) par rapport aux 7;, 7 = 1,...,m — 1 (instants de sauts possibles du Turnbull)

représentées dans ces figures par des barres noires (tic).



Fonctions de survie
100~ T
Legende
= = Kaplan Meser
= 050
w = Tumbul
— vrwe
025~
oo0=
y ¥y - y s 5 ' . . ' ' ' y » '
-] ] 10 15 0 25 o B 40 & S 55 & &5 mo s B0
Temps x en annéo

(a) Loi uniforme de support (13.5—8/12,13.5+8/12) pour le 2¢ inter-suivi.
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(b) Loi uniforme de support (25 — 5,25 + 5) pour le 2¢ inter-suivi.
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(c) Loi uniforme de support (40 — 11,40 + 11) pour le 2¢ inter-suivi.
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Figure 2.7 Exemple de comparaison entre la vraie fonction de survie S, 'estima-

teur de survie de Turnbull Sy et de Kaplan-Meier Sk, pour n = 250, et pour

différentes lois uniformes du 2° inter-suivi. Les barres noires (tic) représentent les

données.



ar

os

oz
4e e+__on- ° m— -

o4
cm o

o3
L

o1z

o
i

ALY
L

oo o010
i L

T T
Lincers Tumb  Livern_Tumb_Melen  Lanorm_KM

(a) Loi uniforme de support (13.5 — 8/12,13.5 4+ 8/12) du 2¢ inter-suivi.
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