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RESUME

La théorie des variétés symplectiques munies d’une action hamiltonienne de tore
de dimension maximale prend ses origines dans 1’étude classique des systémes
hamiltoniens intégrables. Gréace aux théorémes célébres de convexité d’Atiyah
et de Guillemin-Steinberg, ainsi que du théoréme de classification de Delzant,
les variétés symplectiques compactes munies d’une telle action de tore (appelées
variétés toriques) constituent aujourd’hui la classe la plus importante des variétés
projectives complexes sur laquelle des calculs spécifiques sont réalisables et ou
de nombreuses conjectures clefs en géométrie complexe ont été testées. Dans ce
mémoire, nous étudions la théorie générale menant a la classification des variétés
toriques, en passant par des notions de géométrie différentielle, d’algebre linéaire
complexe et d’actions hamiltoniennes. Nous examinons aussi une partie de la
preuve du théoréme de Delzant.

Peu d’exemples aussi riches sont connus en dehors de la catégorie de variétés sym-
plectiques. Cependant, un résultat récent de Eliashberg-Murphy établit ’existence
d’une structure localement conformément symplectique (LCS) sur toute variété
presque-complexe compacte & premier nombre de Betti non-nul. En méme temps,
Apostolov-Dloussky ont démontré que toute surface complexe compacte est do-
minée par une telle structure. Nous faisons donc I’étude systématique des variétés
LCS munies d’une action hamiltonienne tordue d’un tore. En se restreignant a
la classe des variétés localement conformément kihlériennes (LCK), N. Istrati est
arrivée récemment & démontrer qu'une variété LCK torique compacte posséde né-
cessairement une métrique de Vaisman. Nous examinons en détails ce résultat qui,
avec les travaux de Pilca et de Lerman, méne a la classification des variétés LCK
toriques compactes.

Mots-clés : Géométrie symplectique, variété kihlérienne, action hamiltonienne,
application moment, variété torique, variété localement conformément symplec-
tique.






INTRODUCTION

Ce mémoire est une étude détaillée de I'article A characterisation of toric lck ma-
nifolds (Istrati, 2016) de Nicolina Istrati. Nous présentons l’essentiel du bagage
mathématique nécessaire a la compréhension de cet article.

Dans le premier chapitre, nous introduisons 1’algébre linéaire complexe, dont nous
aurons besoin pour définir les variétés complexes et kihlériennes.

Dans le second chapitre, on donne les définitions de base de la géométrie diffé-
rentielle et énongons les résultats dont nous aurons besoin. Voir le chapitre 1 de
(Kobayashi et Nomizu, 1963) pour une introduction approfondie de la géométrie
différentielle. Nous introduisons trois différentes structures sur des variétés dif-
férentiables : complexe, riemannienne et symplectique, puis nous introduisons la
théorie de base liée & chacune de ces structures. Nous énongons aussi les résultats
de topologie algébrique dont nous aurons besoin (pour une étude détaillée, voir
(Hatcher, 2002) ).

Dans le chapitre 3, nous présentons la définition d’une action d’un groupe de Lie
sur une variété. Plus spécifiquement nous étudions les actions symplectiques et ha-
miltoniennes dans le cas ol notre variété est symplectique. Ceci nous méne au cas
des variétés toriques, c’est-a-dire des variétés symplectiques compactes et connexes
munies d’une action hamiltonienne de tore fidéle et maximale. Nous donnons en
détail une des deux parties de la preuve du théoréme de Delzant (1988) permet-
tant de réduire I’étude des variétés toriques a ’étude des polytopes convexes dans
I’espace euclidien.

Finalement, dans le chapitre 4 nous révisons en détail les théories des variétés

localement conformément symplectiques (LCS) et localement conformément kih-



lériennes (LCK), ce qui nous permet de démontrer le théoréme d’Istrati (2016)
qui stipule qu’une variété LCK torique admet une métrique dont la forme de Lee

est paralléle par rapport & la connexion de Lévi-Civita.



CHAPITRE I

ALGEBRE LINEAIRE

Nous suivrons les références suivantes : (Huybrechts, 2006) ; (Kostrikin et Manin,

1997).

1.1 Algébre linéaire complexe

1.11 Espaces vectoriels complexes

Définition 1.1.1.1. Soit L un C-espace vectoriel de dimension complexe n. L est
aussi un R-espace vectoriel (obtenu en oubliant le scalaire ¢) que I’on dénote Lg,

la forme réelle de L.
Ezemple 1.1.1.2. L =C" = R?" = Lg.

Définition 1.1.1.3. Soit f : L — M une application C-linéaire, ou L,M sont

deux C-espaces vectoriels. On note
fR : LR - MR
Papplication R-linéaire correspondante.

Théoréme 1.1.1.4.
i) Si E = {e1,...,em} est une C-base de L, alors

Egr ={e1,....emie1,. .. ien}



est une R-base de Lg. En particulier, 2dim¢ (L) = dimg(Lg).

i) Soit f : L — M une application C-linéaire, et Ay = (akj)nxm la matrice

correspondante dans les bases E = {ey,...,.em} de L et E' = {e},...,€e,} de M,

avec agj = byj +icg;. Alors
B -C

Agp =
C B

dans les bases réelles correspondantes Er et Eg.

Démonstration.

i) Tout élément [ € L s’écrit

m

l—z:leJ Zaj—kzb ZaJeJ+Zb ie;)

7=1
Alors ER génére LR. Voyons la R—independance linéaire de Eg.

Supposons que

avec b;, ¢; € R. Par C-indépendance linéaire de E, on a pour tout j € {1,...,

que
bj + iCj =0,
ce qui implique que tous les coefficients b;, c; sont nuls, tel que voulu.

ii) On a que

f(e;) = Ale;) = (B +1iC)(ej) = Ble;) +iC(e;) Z brj€r + Z cxj(ter)

n

f(z'ej) = A(zeJ) = Z(B + ZC)(GJ) = ZZ(ka + ’l.ij)e;c = Z(—ij + z'bkj)e;

k=1

n n

/ -/

= E —ckj€) + E bi;(iey)
k=1 k=1

m}



Ainsi, dans les bases Eg et Eg, on peut écrire
B -C
Afn = .
C B

Corollaire 1.1.1.5. det(fg) = |detc(f)|2.

Démonstration. On utilise les transformations de Gauss-Jordan, sous lesquelles

nous savons le déterminant invariant :

B -C B+iC —-C+iB B +1iC 0
det(Ayg) = det = det ’ " = det i
C B C B C B-iC

= det (A E = det(A) det(A) = det(A)det(A) = | detc(A)|? .
C A

O
Ezemple 1.1.1.6. C & M;,;(C) = {(z + iy) | z,y € R}. La forme réelle des

x —
matrices complexes 1 x 1 est { v l z,y € ]R}.
y T

Définition 1.1.1.7. Une structure complexe sur un espace vectoriel réel V est
un opérateur linéaire J : V — V t.q. J2 = —Idy. On note (V,J) un R-espace

vectoriel muni d’une telle structure.
Remarque 1.1.1.8. Si V = Lg, 'endomorphisme
J:Lg = Lg
l—il
définit une structure complexe dite canonique sur Lg.

Lemme 1.1.1.9. Si J : V = V est structure complexe, alors on a que J €

Gl (V).



Démonstration. On a que
—1 = det(—Idy) = det(J?) = (det(J))? .
Ainsi det(J) # 0. O
Proposition 1.1.1.10. Pour (V,J) donné, on pose
z-vi=zv+yJ(v), Vz=z+1iyeC.
Ceci introduit une structure d’espace vectoriel complexe L surV telle que Lg = V.

Corollaire 1.1.1.11. Pour (V,J) donné, dimg(V) = 2n, et V posséde une base
réelle E; = {ey, ... ,en, J(€1),...,J(en)}.

Démonstration. Par le théoréme (1.1.1.4), on a que dimg (V') = 2dim¢(L), donc V
est bien de dimension paire. E = {ey,...,e,} est C-base de L. Alors dimg(V) =
2n. 1l suffit alors de montrer que {ey,...,e,,J(e1),...,J(en)} sont des vecteurs

linéairement indépendants. Supposons alors que

n

n
0= E akex + beJ(ex) = Z(ak + ibg) - ex, -

k=1 k=1
Comme les vecteurs e, sont C-linéairement indépendants, on a pour tout k €
{1,...,n} que ax + iby = 0, ce qui implique que tous les coefficients a,b; sont
nuls, tel que voulu.

Ainsi, dans la base E;, 'opérateur linéaire J s’écrit
0 -I,
I, 0
O

Définition 1.1.1.12. Pour (V,J) donné, on a que —J est aussi une structure

complexe sur V et que 'on appelle structure complexe conjuguée.



Définition 1.1.1.13. Soit L un C-espace vectoriel. Son conjugué L est le C-espace

vectoriel muni de la multiplication scalaire

zxl:=%zZ-1,V2e€C,
ol * est la multiplication scalaire sur L, et - celle sur L. Ainsi, si L est 1’espace
complexe associé & (V, J), alors J est I’espace complexe associé & (V, — J).

1.1.2 Complexification

Soit V un R-espace vectoriel.

Définition 1.1.2.1. A V ® V on donne la structure complexe

J:VeV-aVeV

(v1,v2) — (—vg,v1) -

Alors (V @ V,Jp) est forme réelle d’un espace vectoriel complexe qu’on note Vg,

la complexification de V. ie. (Ve)r=V ® V.

Remarque 1.1.2.2. On remarque que

e=2VeC.

R
En effet, si E = {es,...,en} est R-base de V, une base de V % C est
{e_’i®lvej®i | JE {1,,TL}} )
ce qui donne deux copies de V. Ainsi, on a que
dimm(V) = dimc(Vc) .

Cette décomposition nous donne I'inclusion

VoV, vouv®l.



La conjugaison complexe sur V¢ est donnée par v® a := v ® @ que 'on étend
R-linéairement. Alors V C V¢ est caractérisé comme étant le sous-espace U de V¢
telque U =U.

En termes de V % C, Jp correspond & la multiplication par i. Ainsi V¢ posséde la

structure complexe
i: Ve Ve, v®@a—vQ (ia) .

Parallélement, si V' a une structure complexe J, nous pouvons I’étendre & V¢, en

posant
Jwv®a)=Jv)®a,
et en ’étendant R-linéairement. Voyons que J € End(V¢) :
J(a(v®p))=J(v® (af)) = J(v) ® (af) = a(J(v) ® B) =a(J(v® B)) -
De plus,
JJw®a)=JJv)®a)=—vQ«.
Ainsi J est aussi une structure complexe sur V¢.

Lemme 1.1.2.3. Si J est une structure compleze sur Vg, alors Spec(J) = {=*i}.

Démonstration. Comme P(t) := t2 + 1 = (t + 7)(t — ¢) est un polynoéme tel
que P(J) = 0, on a que Spec(J) C {=%:}. Il suffit ensuite de remarquer que si
{e1,...,en} est R-base de V, alors les vecteurs e; + iJ(e;) et e; —iJ(e;) sont des

vecteurs propres de J de valeurs propres respectives —i et 4. O

Définition 1.1.2.4. Soit J une structure complexe sur V' dont on note par abus
de notation J € End(V¢) son extension C-linéaire. On dénote les espaces propres
de J par

V0= {ve V| J(v) =i}

Vol = {v eV | J(v) = —iv}.



Proposition 1.1.2.5. On a que V¢ = (V0 @ V®') et que la conjugaison induit
un R-isomorphisme
Vl,O o VO,l .
Démonstration. D’abord, V10 N V%! = {0}. En effet, si v € V2N V%! alors
Jw) =iv = —iv,
donc v = 0. Nous allons montrer que I’application suivante est un isomorphisme

0 V@V 5

vOw —Hvtw.

On a que ¢ est clairement C-linéaire. Voyons qu’elle est injective :

Ker(p) = {v@w € V@V | v4w = 0} = {vow € V@V |v = —w} = {0} .
Son inverse est
ol Ve o VIO @ VO by %(v —iJ(v) @ %(v +iJ(v)) .
Comme V¢ = V0@ V%1 il est clair que V10 = V%! yu que la conjugaison
v —iJ(v) = v —iJ(v) =T +iJ(D)
définit bien un R-endomorphisme de V1 & V%! qui est son propre inverse. [

Lemme 1.1.2.6. Soit V un R-espace vectoriel muni d’une structure complezre J.
Soit V* = homg(V,R) son dual (réel). Celui-ci est muni d’une structure complexe

naturelle donnée par
J(a)(v) == a(J(v)) .
On a ausst que

(Ve = (Ve)*,
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ce qui nous donne la décomposition suivante

(V)Y = {f € homg(V,C) | f(J(v)) =if(v)} = (V)"
(V)% = {f € homg(V,C) | f(J(v)) = —if(v)} = (V)" .

Démonstration. Vérifions d’abord que (V*)¢ = homg(V,R) %C = homg(V,C). On

prend le morphisme
¥: (V*)e = homg(V,C), f®1— f, firrif.
On a que f € (V*)¢ peut s’écrire comme
f=9g®1+hQ®i,
ou g,h € homg(V,R). Alors
Ker(w) = {f € (V")c | 9(f) = 0}
={f=9g®1+h®ic (V*)c|g+ih=0}={0}.

Alors 9 est injective. Si f € homg(V,C), on peut décomposer f en partie réelle et
imaginaire
f=u+iv.
On a donc que Y(u ® 1+ v ®1i) = f. Ainsi 9 est bien un C-isomorphisme.
Maintenant, pour f € homg(V,C), on définit f € home(Ve,C) = (Ve)* par f(v ®
1+w®i) = f(v) +if(w). Soit alors ¢ : f — f ce morphisme C-linéaire. On a
que
Ker(p) = {f € homg(V,C) | f = 0}
= {f € homg(V,C) | f(v) = —if(w)} = {0} .

De plus, on a que

dimg (homg (V,C)) = 2dimg(V) = dimg(V¢) = dimg((Vc)*) -
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Donc ¢ est un C-isomorphisme. En combinant i et ¢, on obtient I’isomorphisme

(V*)e = (Vo) .

Ainsi, il est justifié d’écrire V¢ sans ambigiiité, et on a

Vé — (V*)I,O @ (V*)O,l .
1.1.3 Algébre extérieure

. Définition 1.1.3.1. Soit V un R-espace vectoriel de dimension d. On définit sa

k-algébre extérieure par
A¥(V):={f:V* 5 R k-linéaire alternée} .
d
Alors on a l'algébre extérieure A(V) := @ A¥(V).
k=1

Lemme 1.1.3.2. Soit w € A%2(V) non-dégénérée, avec dimg(V) = 2n et n > 2.

Alors Uapplication

AY(V) = A¥(V)

amalAw

est injective.

Démonstration. w est une forme bilinéaire alternée non-dégénérée sur V. Soit

{e1, ..., €2} une base symplectique de V dans laquelle w = e;Aepy1+- - -+epAeon.
2n
Dans cette base, a = Z aje;. Supposons que a Aw = 0. On a que
=1
2n 2n

0=a/\w=Zajej/\el/\en+1+---+Zajej/\en/\egn.
j=1 j=1
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On remarque que chaque terme ejAexAen 1k n’apparait qu’une fois dans la derniére

égalité. Il faut donc que a; =0, Vj € {1,...,2n}. Donc @ = 0, comme voulu . [

De la méme facon, on définit

A*(Ve) = {f : (V£)* - C k-linéaire alternée} ,

et on pose A(Vg) : @ A¥(V¢). On remarque que
k=0

(Vo) = AV 9 €) = (A(V) @ € = (A*(V))c

et alors A(V) C A(V¢) est le sous-espace invariant par la conjugaison complexe.
On définit alors
APY(V) == AP(V1O) % AY(VOL

Proposition 1.1.3.3. Pour (V,J) donné, on a les propriétés suivantes :

(1) APV C AP+9(Vg);
(2) A*(Ve) = €D AP(V);

p+g=k
(3) APa(V) = A®P(V);
(4) A APYV) x A™*(V) = APTRI+s(V) |
Démonstration. Comme V est un espace vectoriel de dimension finie,
Al OV Alle (Vl 0)* ~ VlO
Soient donc {vy,...,v,} et {wy,...,w,} bases respectives de V1.0 et VO1. Alors

{’Uj1®"'®1)j ®w,~1®~'®wi |1S]1<'<] §net ].S_Zl <<qun}
4 q P
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est une base de A?4(V). Ceci montre (1), car vy @ wy € AP*4(V¢).

Ainsi @ AP9(V) C A¥(Vc). Comme {v, ... ,Un,w1,. .. ,wn} est base de Vg, l'in-
clusioxp;+j&—"lc(Vc) C @ APYV) est claire, d’ou (2). L’énoncé (3) découle de la
proposition 1.1.2.5p;tqidku fait que la conjugaison commute avec le produit exté-
rieur, c’est-a-dire a; A az = a; A @3.

Ayant trouvé une base explicite pour AP4(V), (4) est évident. O

Remarque 1.1.3.4. On considére 1’algébre extérieure A(Vg). Il découle de ce qui

précéde que

A(VE) = AV @ A(V*)21 .

On a ensuite que

APAVE) = R (V)0 @ ALV

ou, par convention, AP?(V¢) = 0'si p,g < 0. De plus, on a aussi nécessairement que

AP9(V¢) = 0si p ou ¢ > d, ot d = dimg(V). La proposition précédente implique

que
A1) = @ A()
ptg=r
et aussi que
2d 2d
AV =AWV =P P A ().
r=0 r=0 p+q=r

1.14 Produit hermitien

Soit L un espace vectoriel complexe, et V := Ly sa forme réelle, munie d’une

structure complexe J.

Définition 1.1.4.1. Un produit hermitien sur L est une application h : LxL — C
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telle que Vu,o,w € Vet Vo, € C :

(1) h(u,v) = h(v,u);
(2) h(au + Bv,w) = ah(u,w) + Bh(v,w);

(3) h(u,u) >0, et h(u,u) =0 si et seulement si u =0 . [défini positif]

Ezemple 1.1.4.2. Sur L := C", nous avons le produit hermitien standard
n
Hal(21,- 2l 0n)) o= 3 240
i=1

Proposition 1.1.4.3. Soit h un produit hermitien sur L, avec g := Re(h) et w :=
Im(h) sa partie réelle et imaginaire. On a que

I) g est un produit euclidien J-invariant sur (V,J) ;

II) w(v1,v2) = g(v1,Jv2), V1,02 € V, et w est anti-symétrique ;

III) il y a une bijection entre les produits hermitiens sur L et les produits euclidiens

J-invariants sur (V,J).

Démonstration. Comme h est R-bilinéaire sur les deux arguments, g et w sont
bilinéaires sur (V,J). De plus, on a que

g(v1,v2) + tw(v1,v2) = h(v1,v2) = h(v2,v1) = g(va,v1) — w(vz,v1) .

Alors g est symétrique et w anti-symétrique.

De plus, on a que
g(Jv1,Jvg) + iw(Jvy,Jvg) = h(iv1,ive) = 11h(v1,02) = g(v1,v2) + fw(vy,v2) -

Ainsi, g et w sont J-invariants sur V. Il est clair que g est définie positive vu que

h l'est. Ensuite, on a que

9(Jv1,v2) + iw(Jv1,v2) = h(ivy,ve) = th(vy,v2) = —w(vy,v2) + ig(v1,v2) .
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d’ott que —w(v;,v2) = g(Jv1,v2) = g(J?v1,Jv2) = —g(v1,Jv2). Ainsi, on a bien que

w(vy,v2) = g(v1,Jvs) .

Pour la bijection, on prend h — g := Re(h). Par I), c’est bien défini. On définit
son inverse

g hyi=g+iw,

ou w(vy,v2) = g(v1,Jv2). Comme hy est bien un produit unitaire sur L (simple a

voir), on a que c’est une bijection. O






CHAPITRE I

VARIETES

2.1 Variétés différentiables

Nous supposons acquises les notions de bases de la géométrie différentielle (cha-
pitre 1 de (Kobayashi et Nomizu, 1963)) et énongons ici simplement les résultats

dont nous aurons besoin.

Soit M une variété lisse, avec T'M son fibré tangent. On désigne par X(M) I’espace
des champs de vecteurs de M. Nous supposerons toujours que nos variétés sont

connexes.

2.1.1 Rappels

Pour une étude plus approfondie des notions dans cette sous-section, voir (War-

ner, 2013), p.11 - 16 et (Kobayashi et Nomizu, 1963), chapitre 1.

La dérivée de Lie d’une fonction f € C*°(M) dans la direction d’un champ X €
X(M) est la fonction lisse Lx f := X(f) = df(X) = & t_o(qbf()*(f), ol ¢ est le
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flot de X. Pour un (0,p)-tenseur, on définit
Lyx : T((T*M)®P) - I‘((T* )®P)

Dans le cas d’'un champ de vecteurs Y € %(M ), sa dérivée de Lie équivaut au

crochet de Lie de champs de vecteurs LxY := dt (¢f‘ WY =[X)Y]=XY-YX.

Une k-forme différentielle sur M est une section de Pespace des formes extérieures
sur le fibré tangent. On note ’espace des k-formes différentielles par Q¥(M) =

['(A¥(TM)), avec la convention que Q°(M) = C*(M).

Proposition 2.1.1.1. Pour tout tenseur T € T'((T*M)®"), on a que
Lx(T(Ys,....Y,)) = (LxT)(%, . +ZT<Y1, L LxY;,. Vi),

pour X, Y;,...,Y,. € X(M).

Corollaire 2.1.1.2. La dérivée de Lie est une dérivation, c¢’est-a-dire
Lx(aAB) =(Lxa) AB+aA(Lxp)

et ce, VX € X(M),Va,B € Q(M).

Définition 2.1.1.3. Si X € X(M), le produit intérieur d’une k-forme différentielle

sur M est
tx (M) = QF1(M)
w e ixw : (M) x - x (M) = Q°(M)
(XY LX) s w(X X X
Par convention, on dira que tx f = 0, si f € Q°(M).
Proposition 2.1.1.4.
ex(wAn) = (xw) An+ (=1 w A (exn)

ovw € Q*(M) et n € QY (M). De plus, tx est R-linéaire.



Théoréme 2.1.1.5 (identités de Cartan).
(@) Lx =txod+doux = (d+tx)%
(0) yxy)=Lxoty —tyolLx,
pour X)Y € X(M).
Corollaire 2.1.1.6. Lyod=do Lx:
Corollaire 2.1.1.7. Si w € Q" (M), on a que
1 « . N
dw(Xo, X1,... X;) = e g(-nmx‘, (w(Xo, ..., Xi, ..., X))

1
r+1

0<i<j<r

VX0,X1,...,Xr € X(M). En particulier, si w est une I-forme, on a que

dw(X,Y) = 3 (Lx(w(Y) ~ Ly (w(X)) ~ w(X.YD) .

2.2 Géométrie complexe

—1)Hiy Xi,X',XO,---:Xi""’X.""
j J
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» Xr)

Définition 2.2.0.1. Soit M variété lisse. J € I'(End(T'M)) est une structure

presque complexe sur M si pour tout p € M, J, € End(T,M) est une structure

complexe sur T,M. (i.e. J? = —Idr,p). Alors on dit que (M,J) est une variété

presque complexe.

Proposition 2.2.0.2. Toute variété presque-complere est de dimension paire et

orientable.

Démonstration. Soit M variété presque-complexe n-dimensionnelle, et J sa struc-

ture presque-complexe. Alors J2 = —Id. En prenant le déterminant, on obtient

det(J)? = det(J2) = det(~Id) = (=1)" .
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Comme M est une variété différentiable réelle, on a det(J) € R, donc il faut que
n soit pair.
Pour chaque p € M, on se donne une base {ey,...,en, J(€1),...,J(en)} sur T,M

(voir théoréme (1.1.1.4)). Ceci définit une orientation sur M. O

Définition 2.2.0.3. Une variété complexe M est une variété différentiable de
dimension 2n munie d’une structure analytique complexe. En d’autres mots, si

{U;,¢i}ier est un atlas différentiable sur M, les changements de carte
@j;o QDZ_l : (,Oi(U,; N U]) cC'—> (pj(Ui N UJ) cCc®
sont holomorphes.

Ezxzemple 2.2.04.
cp™ = \{ }/(C,.

est une variété complexe, ’ensemble des droites vectorielles complexes de C™+!.
On note une classe d’équivalence [z, . . .,2n,) qu’on appelle aussi coordonnées ho-

mogenes. Un atlas de cartes pour CP™ est
U; == {[z0y---,2m] € CP™ | z; # 0}
avec les difféeomorphismes

Wi . Ui - c™

=z
(20, - - - yZm) l—)(z,...,l,...,f)
et alors on a que les changements de carte
giowi': €t C7
2 Z 1 2
1y yzm) = (22,5, 2,
Zm Zj Z]' Zj
, . . S2m+1 L1,
sont holomorphes. On remarque qu’on peut aussi voir CP™ = //g1. ou I'ac-

tion de S! est (e',z) > e - 2, ol |z| = 1. Nous reviendrons plus précisément sur
b

la notion d’action de groupe sur une variété dans la section (3.1).
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Pour U C M un ouvert d’'une variété complexe de dimension 2n, on note 1’en-

semble des fonctions lisses sur U par C*(U) = {f : U &, C}. Soient zy, . . . ,Zn, Y1, - - -

des coordonnées locales sur U, correspondant aux coordonnées usuelles sur C* £
R2". Alors TU est R-engendré par {%, 3%}15,-5” et les éléments duaux corres-
pondants {dz;, dy;}1<j<n forment une R-base de T*U. On peut choisir d’autres
coordonnées locales, en posant que z; := z; +iy;. En étendant la différentielle par

C-linéarité,
de = dIIIj + Zdyj et dEJ- = d.’l?j - 'LdyJ

sont des 1-formes dont les éléments duaux sont donnés par

22 2) w Zal(Eed)

Ce choix de changement de coordonnées est cohérent vu qu’en développant les

expressions, on obtient que

af dz; = df = Z fd?!j-
.7

2.2.1 Champs holomorphes

Définition 2.2.1.1. Un champ de vecteurs X € X(M) sur une variété presque-
complexe (M,J) est dit holomorphe si LxJ = 0, o la dérivée de Lie agit sur la
structure presque-complexe par

d
=] @o T o6,

LxJ =
Lemme 2.2.1.2. Soient X)Y € X(M).
Lx(J(Y)) = (LxJ)(Y) + J(LxY) .

Corollaire 2.2.1.3. X est un champ holomorphe si et seulement si on a pour

tout champ Y € X(M) que [X,J(Y)] = J[X,Y].
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Définition 2.2.1.4. Soit A € End(TM). Le tenseur de Nijenhuis est défini par
Na(X)Y) = —A%[X,Y] + A([AX,Y] + [X,AY]) — [AX,AY] .
Vérifions que N4 est un tenseur. Soient f,g € C*°(M), on a que
Na(fX,gY) = —A*[fX,gY] + A[A(fX), gY] + Alf X, A(gY)] - [A(fX), A(gY)]
— —fgAPX,Y] — f(Xg)APY + g(Y /) APX + fgA[AX.Y]+ f(AXg)AY
—g(Y)A’X + fgA[X,AY] + f(Xg)A’Y — g(AY f)AX — fg|AX,AY]
— f(AXg)AY + g(AY f)AX
= fgNa(X)Y) .
Ainsi N4 est un tenseur, et vu qu’il prend comme valeur deux champs de vecteurs
et en retourne un, c’est un (1,2)-tenseur.

Définition 2.2.1.5. Soit (M,J) une variété presque complexe. Alors J est dite
intégrable si

N;(X,)Y)=0,VX)Y € X(M) .
Théoréme 2.2.1.6 (Newlander-Nirenberg). Une variété presque compleze (M,J)

est une variété compleze si et seulement si J est intégrable.

Lemme 2.2.1.7. Soit (M,J) une variété compleze. Si X est un champ holo-

morphe, alors J(X) Uest aussi.

Démonstration.
(LyxJ)(Y) = (L;xJY) — JL;xY  (2.2.1.2)
= [JX,JY] - J[JX,Y] = —N;(X,Y) + [X,Y] + J[X,JY]
= [X, Y]+ J[X,JY] (2.2.1.6)
=[X,)Y]+J3[X)Y] (221.3)
=0.
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2.3 Géométrie riemanienne

Nous survolons briévement les notions de géométrie riemannienne dont nous au-
rons besoin, en particulier pour la fin de la preuve du théoréme central du mémoire

(4.2.3.6). Pour plus de détails, voir le livre (Gallot et al., 1990).

2.3.1 Variétés riemanniennes

Définition 2.3.1.1. Une variété riemannienne (M,g) est M une variété lisse mu-
nie d’un produit euclidien g, sur chaque espace tangent T, M tel que g soit lisse
sur M. C’est-a-dire que I'on demande que g € I'((T"* M)®?)) soit une section lisse.
Soient (5%) les champs de vecteurs coordonnées dans une carte locale autour de
p € M. Soient u,v € T,M, avec u = 3 u;()lp et v = 31 vi(2)lp. Alors
si on pose

9i5(p) = 9((%) l» (Bia:,)lp) y

on a que
gp(u,v) = E 9i;(P)uivj .
1,

Théoréme 2.3.1.2. I existe toujours au moins une métrique riemannienne sur

une variété lisse.

Démonstration. On commence par construire des métriques riemanniennes sur
les domaines des cartes locales de M, puis on utilise une partition de 'unité pour
rendre la construction globale. Soit {(Uk,fx)}kex un atlas tel que {Ux} est un
recouvrement localement fini de M, et {a;};es une partition de 'unité qui lui est
subordonnée. Notons n = dim(M) et ¢ un produit scalaire de R". Soit k € K.
On définit alors gx := f;(g). On a que gx est une métrique riemannienne sur Uy.

En effet, ¢, est définie positive vu que (fi). est un isomorphisme et que ¢ est
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euclidien. De plus, g est lisse car ¢ est lisse et que fi est un difféomorphisme.
Maintenant, raffinons notre construction de partition de I’'unité pour que {ax }rex
soit une partition de 'unité subordonnée & {U;} (avec les mémes indices). Ceci
peut étre fait puisque {Ux} est localement fini et M est paracompacte. Alors on

peut poser

g-= Zaqu .

kEK

Nous allons vérifier que g est une métrique riemannienne sur M. D’abord, il est
clair que g est lisse. Ensuite, pour p € M, il existe au moins un j € K tel que
a;j(p) > 0. Aussi, pour u, € T,M\{0}, on a pour tout k € K que gx(up,up) >0

étant donné que g est définie positive. Alors

9(up,up) = Z ak(P) g (Upsup) 2> ;(p)g;(up,up) > 0
keK

tel que voulu. O

Définition 2.3.1.3. Soient (M,g) et (N,h) deux variétés riemanniennes. On dit
qu’un difféomorphisme ¢ : M — N est une isométrie riemannienne si p*h = g.
Si (N,h) = (M,g), on note Isom(M,g) = {¢ € Diff(M) | ¢*g = g} le groupe
d’isométries de (M,g).

Définition 2.3.1.4. On dit qu’un champ de vecteurs K est de Killing si son flot
¥ € Isom(M,g). De maniére équivalente, K est de Killing si et seulement si

LKg =0.

Définition 2.3.1.5. Soient (M,g) et (N,h) deux variétés riemanniennes. Une im-

mersion riemannienne est une immersion lisse ¢ : M — N telle que ¢*h = g.

Ezemple 2.3.1.6. Soit S™(r) = {z € R"*! | ||z|| = r}. L’inclusion i : S*(r) —
R™*! est une immersion. La métrique canonique sur S™(r) est donnée par g5" (") :=

1* g,
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Définition 2.3.1.7. Soient (M,g) et (N,h) deux variétés riemanniennes. Une sub-
mersion lisse ¢ : (M,g9) — (N,h) est une submersion riemannienne si ¢ est surjec-

tive et Vp € M, on a que

(0a)p : (Ker(ea)p)*s 9) = (T N,h)
est une isométrie d’espaces euclidiens.

Exzemple 2.3.1.8. Les projections orthogonales p : (R™g®*¢) — (R¥,g®*¢) avec
n > k sont des submersions riemanniennes. En effet, on a p, = Id sur (Ker(p,))*.

Alors on a que
9°(ps (v),p.(w)) = g°“(v,w)

et cela Yv,w € (Ker(p.))*.

Définition 2.3.1.9. Pour p € M, lisomorphisme g, : T,M — T;M,v — gp(v,)
induit un isomorphisme entre I'(T'M) et ['(T*M). Pour X € I'(TM), on définit
X" := g(X,) € T(T*M), et § l'isomorphisme inverse (i.e. (X°)! = X). On les

appelle les isomorphismes musicaux.

2.3.2 Connexions

Définition 2.3.2.1. Une connexion V sur T'M est une application R-bilinéaire
V:X(M) x X(M) - X(M)
telle que Vf € C*°(M), on a que

)Vx(fY)=df( X)Y + fVxY [Leibniz]

it) VyxY = fVxY  [C®(M)-linéarité sur le premier facteur |

Ezemple 2.3.2.2. Sur une variété lisse avec un fibré tangent trivial (TM = R* x

M), on peut définir la connexion plate

%(Y) := (@Yi(X),...,dYi(X)) .
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Remarque 2.3.2.3. Une connexion V sur TM induit une connexion sur T*M,
définie par

(Vxa)(Y) := d(«(Y))(X) — a(VxY) ,
oua e I(T*M), X)Y € X(M).
Définition 2.3.2.4. La torsion de V est le tenseur de type (1,2) défini par
TV : X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) = VxY - VyX — [X)Y].

Définition 2.3.2.5. Une connexion V sur TM est dite symétrique si TV = 0.
Elle est dite g-métrique si Vg = 0, oul

(V9)(X,Y,Z) := Lx(9(Y,2)) — 9(VxY,Z) — g(Y,VxZ) .

Théoréme 2.3.2.6 (Lévi-Civita). Pour (M,g) une variété riemannienne, il existe

une unique connexion V9 sur TM, telle que
)TV =0,
it) VIg=0.
Proposition 2.3.2.7. Un champ de vecteurs K est de Killing si et seulement si

il satisfait ’équation

(VxK')(Y) = dK*(X)Y)

ou X,Y € (TM), et V la connection de Lévi-Civita.

Démonstration. Soit V la connexion de Lévi-Civita pour la métrique g. Notons
a =K"= g(K,) € Q' (M). Nous remarquons d’abord que
(Vxa)(Y) = d(a(Y))(X) — a(VxY) = Lx(9(K)Y)) — g(K, VxY)
=9(VxK)Y) . [Vg=0]
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Etant donné que K est de Killing si et seulement si Lxg = 0, nous obtenons que

K est de Killing si et seulement si

0=(Lxg)(X,Y) = Lk(9(X)Y)) — 9(Lx X,Y) —g(X,LxkY)  (2.1.1.1)
— Le(g(X,Y)) — g(ViX — VxK,Y) — g(X,.VkY — VyK) [V est symétrique |
=Vg(K,X,)Y) +g(VxK,Y) + 9g(X,VyK) = g(VxK,Y) + g(X,VyK)
= (Vxa)(Y) + (Vya)(X) ,

donc que (Vxa)(Y) = —(Vya)(X). Par le corollaire (2.1.1.7), nous avons de plus

que

(Vxa)(Y) — (Vya)(X) = Lx(aY)) — «(VxY) — Ly (a(X)) + «(Vy X)
= Lx(aY)) — Ly(a(X)) — a([X,Y])
= 2da(X)Y) .

Finalement, ceci implique que

2da(X,Y) = (Vxa)(Y) — (Vya)(X) = 2(Vxa)(Y) ,

d’otl le résultat.
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24 Géométrie symplectique

24.1 Variétés symplectiques

Définition 2.4.1.1. Une variété pré-symplectique est une paire (M,w), ou M est
une variété lisse et w € Q2(M) est une 2-forme non-dégénérée. Rappelons qu’une
2-forme w est non-dégénérée si Vp € M, on a que w, : T,M — T, M est un

isomorphisme, i.e.
V¢ € T,M\{0},3n € T,M t.q. w(én) #0.

Lemme 2.4.1.2. Une variété M est pré-symplectique si et seulement si elle admet

une structure presque compleze.

Démonstration.
(=)
Soit J une structure presque-complexe sur M. Par le théoréme (2.3.1.2), il existe

une métrique riemannienne g sur M. Soit

_g(&m) +g(J(€),J(n)
2

go(§:m) ==

une nouvelle métrique riemannienne qui est J-invariante par construction. Défi-

nissons maintenant
wo(+*) = go(J(),") -
Il est clair que wy est lisse, vu que go et J le sont. Comme go est bilinéaire et que

J est linéaire, wyg est bilinéaire. Voyons que wy est alternée :

wo(&,m) = go(J(€):m) = 9o(n, J(€)) = go(J (1), J © J(£)) = —go(J(),€) = —wo(n,£) -

Alors wy € Q%(M). Vérifions que wp est non-dégénérée. Soit p € M et £, €
T,M\{0}. Par le lemme (1.1.1.9), J(§,) # 0 € T,M. Comme g est non-dégénérée,
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I, € T, M tel que go(J(&p),mp) # 0. Alors wy est non-dégénérée et (M,wp) est pré-
symplectique.

(=)

Soit w une forme présymplectique, et g une métrique riemannienne sur M. La non-
dégénérescence de w et de g permet de voir celles-ci comme des isomorphismes en

chaque fibre entre les fibrés tangent et cotangent :
gw:TM > T*M .

Définissons L := g~! ow € End(TM). En chaque point p € M, L, € Gl,(T,M).
Par le théoréme de décomposition polaire, on peut décomposer L de fagon unique
comme L = OS = SO, ou O est orthogonale par rapport a g et S est symétrique.
Plus explicitement, S = VLLT. 1l faut voir que S est lisse malgré la racine.
D’abord, LLT est symétrique, donc diagonalisable. Soit A une valeur propre de

LLT et v un vecteur propre lui étant associé. Alors
|LTv|? = (LTv,LTv) = (LLTv,v) = (\v,w) = A|v|?.

En outre, les valeurs propres de LL” sont toutes strictement positives. Nous aurons

besoin du lemme suivant pour s’assurer que S est bien lisse.

Lemme 2.4.1.3. L’abplication f 1 X = X? est un difféomorphisme global de

l’espace des opérateurs auto-adjoints définis positifs.

Démonstration. Par ce qui précéde, f est surjective, et il est clair que f est lisse.
Voyons que f est injective. Supposons que X2 = Y2. Soit v un vecteur propre de
X (de valeur propre A > 0 vu que X est définie positive). Posons w := Y (%).
Alors

Y2w) _ X*v) _
A A
Nous voyons qu’ainsi V(v —w) =Y (v) — Y (w) = Aw — lv = —A(v — w). Comme

Y (w) = v

Y est définie positive, il faut que v = w. Donc v est vecteur propre de Y de valeur
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propre A, et dans une base diagonalisant X, on voit que X =Y.

Remarquons que dfx(A) = 3‘% t=0(X +tA)?2 = XA + AX. Montrons que dfx est
injective. Supposons que XA + AX = 0. Soit v un vecteur propre de X avec
valeur propre correspondante A > 0. Alors X(A(v)) = —AA(v). Puisque X est
définie positive, A(v) = 0. On répéte ce procédé sur une base diagonalisant X
et on obtient que A = 0. Par le théoréme du rang, on a directement que dfx est
surjective. Alors la différentelle df est un isomorphisme en chaque point. On peut

donc inverser f localement (théoréme d’inversion locale) de fagon lisse. Toutefois,

comme f est bijective, il faut que ce soit un difféomorphisme global. O

Etant donné que S? est symétrique et définie positive, f~1(52) = S est lisse. On
a alors que O = S7!'L est lisse. De plus, puisque w = g o L est alternée, alors
9(L&m) + g(&,Ln) = 0, c’est-a-dire que L est anti-auto-adjoint. En conséquence,

on obtient
9(5%¢,m) = g(S€,Sn) = 9(0SE,08n) = g(LE,Ln) = —g(L*¢ )
Par non-dégénérescence de g, S = —L?. Alors
2= 0% = ~O*L2 .
Comme L est inversible, L? ’est aussi, et on a finalement que
-0*=1d,

donc O est une structure presque complexe sur M, comme voulu. a

Définition 2.4.1.4. Une variété symplectique est une variété pré-symplectique

(M,w), ou on a de plus que w est fermée (dw = 0).
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Ezemple 2.4.1.5. Soit R® muni des coordonnées usuelles (p1,...,pn,q1,- - - ,dn),
et doté de la forme symplectique wo := Y1, dp; A dg;, qu'on appelle la forme
symplectique st@dmd sur R?". On remarque que wy := Yo pidg € QY (M) est
telle que dw; = wop. Ainsi wy est bien fermée, vu qu’elle est exacte.

Exzemple 2.4.1.6. On considére C™ variété lisse munie des coordonnées linéaires
21, .- y2n. La 2-forme w := %Z';:l dz, N dZy est symplectique. Identifions C* &
R .

zx = Tg + Yk > (Tk, Yk) -

Alors

w = % D d(z + iye) A d(zk — iye)

= %Z(dﬂ:k + idyk) A\ (dzy — idyx) [car holomorphe = i-linéarité|

= %z -22'(dzk AN dyk)
= Zd.’l,‘k Adyy .

Ainsi, cette forme symplectique est la forme symplectique standard, sous I'identi-

fication R?" =~ Cn.

Corollaire 2.4.1.7. Une variété symplectique est de dimension paire et orien-

table.

Démonstration. Par le lemme (2.4.1.2), une variété symplectique admet une struc-
ture presque complexe. Le résultat découle directement de la proposition (2.2.0.2).

a

Définition 2.4.1.8. Soient (M;,w;) et (Ma,w2) deux variétés symplectiques. Lors-
qu’une application f : M; — M, préserve la structure symplectique (i.e. f*ws =
w1), on dit que f est un morphisme symplectique. Si de plus f est un difféomor-
phisme global, f est un symplectomorphisme. On note 1’ensemble des symplecto-

morphismes de (M,w) dans (Mw) par Symp(M,w).
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Définition 2.4.1.9. Soit (M,w) une variété symplectique. Une carte de Darboux
est une carte (U,p) avec fonctions coordonnées (py, - .. ,pn, q1,- - -, 4n) telle que
n
wly =wp = dei/\d%' :
=1
Théoréme 2.4.1.10 (Théoréme de Darboux). Soit (M,w) une variété symplec-
tique 2n-dimensionnelle. Alors, Vp € M, il existe une carte de Darbouz centrée en

p. En d’autres termes, (M,w) est localement symplectomorphe a (R?",wy).

Ezemple 2.4.1.11. 52 = {v € R® | ||v|| = 1} est une variété lisse. On peut iden-
tifier les vecteurs tangents en p € S2 aux vecteurs de R® orthogonaux & p. Ainsi,
T,5% = {p}*. A Daide de cette identification, on définit une forme symplectique
sur S2:

wp(u,v) =< p,u Xv> .

Comme w € Q2(S?), w est nécessairement fermée, vu que c’est une forme volume
(i.e. Q3(S?) = 0). De plus, c’est une forme différentielle non-dégénérée, étant donné

que pour u # 0, il suffit de prendre v = u X p pour voir que

wp(u,w) =< p,u x (u X p) >

=<p,<up>u—<uu>p> [ égalités du double produit vectoriel]
=<p,—<uu>p>=—|ul> <pp> [car < u,p >=0]
= —[ul®*#0. [car < p,p >= |p|* = 1]

Donc w est bien une forme symplectique sur S%. On prend les coordonnées cylin-
driques locales 6 € [0,27) et h € (—1,1) sur S? sans ses pdles (qu’on note n et s).
Sur 'ouvert S\ {n,s}, on a que w|s2\(ns} = df A dh, c’est-a-dire qu'on a trouvé
explicitement une carte de Darboux. En effet, soit p € S?\{n,s} et &,,m, € TpS?.
SO(3), I'ensemble des isométries de R? qui préservent l’orientation (c-a-d les rota-
tions), agit sur le triplet {p,&,,m,} sans modifier le volume du parallélipipéde en-

gendré. Alors aprés une rotation, on peut placer p en (1,0,0) € R3. Ainsi, &, et 1,
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sont dans le plan yz. Alors on a

1 00 -
wiGm) =0 & &|=1|"
2 .3 o "

0 n mp

Avec nos coordonnées locales, 7,57 a pour base {3|,, Z|,}, et en identifiant TS

au plan yz = {p}*, on a que

£ - di(&); & o dh(&); n2 o di(np); 7 > dh(n) .

Alors
w(épanp) =< p’gp X Mp >= dé A dh(&p’ np) .

On dit que w € Q2(S?) telle que définie est la forme symplectique naturelle de S2.

2.4.2 Champs hamiltoniens

Soit (M,w) une variété symplectique.

Proposition 2.4.2.1. Soit X € X(M), et ¢ : M — M son flot. Les énoncés

suivants sont équivalents :

(1) (¢7)*w = w, pour tout t ou le flot est défini
(3) d(txw) =0 .

Démonstration.

(1)=1(2) Ona

Lxw= i

d
X)* = — ==
o t=0(¢t)w w=20.

dt lt=0
(2) <= (3)

Par le théoréme (2.1.1.5) (a), on a que Lxw = tx(dw) + d(txw). Mais comme w
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est fermée, Lxw = d(txw).

(2) = (1) D’abord,

d * d * _ d * *
Ziz t=8¢tw N a‘t=0¢t+sw - —d—t—‘tzoqss ° ¢tw
* d * % _
=¢30E t=0¢tw—¢sowa—0.

De plus, comme ¢jw = w, alors le calcul précédent implique que ¢jw = w, V¢ ol

le flot est défini. O

Définition 2.4.2.2. Soit X € X(M). On dit que X est symplectique si X satisfait

une des trois conditions de la proposition (2.4.2.1).

Remarque 2.4.2.3. La non-dégénérescence d’une 2-forme w € Q%(M) nous livre

une bijection entre les 1-formes et les champs de vecteurs :

w: X(M) — QY(M)

X Lxw
vu que w, : T,M — T*M est un isomorphisme en chaque point p € M.
p p p

Définition 2.4.2.4. On dit qu’un champ X € X(M) est hamiltonien s'’il existe
une fonction H € C*(M) telle que

X =—-wY(dH) .

On appelle H une fonction hamiltonienne de X. Parfois on note Xg un champ
hamiltonien de fonction hamiltonienne H. Une fonction hamiltonienne n’est pas
unique. En effet, si on prend ¢ € R une constante, H + ¢ est aussi fonction ha-
miltonienne de Xg. On remarque que tout champ hamiltonien Xg est symplec-
tique. En effet, d(x,w) = d(~dH) = —d?H = 0. Toutefois le contraire n’est pas

toujours vrai, comme dans l’exemple (2.4.2.6). Une autre propriété des champs
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hamiltoniens est la linéarité par rapport aux fonctions hamiltoniennes associées.

C’est-a-dire que ’égalité suivante est vérifiée :
aXs+bXy = Xofing
et ce, Vf,g € C®(M) et Va,b € R. En effet, on a que
X opingwW = —d(af +bg) = —adf — bdg = atx,w + bix,w = tax,+bx,W -
L’égalité découle de la non-dégénérescence de w.

Remarque 2.4.2.5. Par dualité symplectique, Hi,(M) mesure I'obstruction des
champs symplectiques & étre hamiltoniens. Par exemple, I’égalité Hjp(R") = 0
implique que sur une variété M, tous les champs symplectiques sont localement
hamiltoniens (dans des cartes). Si Hip(M) = 0, alors tous les champs symplec-

tiques sont globalement hamiltoniens.

Ezemple 2.4.2.6. Soit T? = S x S? le 2-tore. les difféomorphismes

61,0, : S'\{0} — (0,27)

et ot

sont des systémes de coordonnées locales sur chaque cercle S! respectivement,
et ils induisent des coordonnées locales sur le tore. On dote T? d’une structure
symplectique par la forme symplectique w qui, localement, s’exprime comme w|y =
df, A df; dans une carte de Darboux U. Les champs X; = 3%1 et Xp = 8% sont

symplectiques sans étre hamiltoniens, ce qui implique que H}p(T?) # 0.
243 Crochet de Poisson

Définition 2.4.3.1. Soient f,g € C*(M). Leur crochet de Poisson est une fonc-

tion lisse & valeurs réelles, notée {f,g}, définie par :

{f.g} :=dg(Xy),
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ol Xy = —w™(df) € X(M). On a ainsi les équivalences suivantes :
{f’g} = —Lng(Xf) = —w(Xg’Xf) = w(vaxg) = —df(Xy) .
On dit que deux fonctions hamiltoniennes f et g Poisson-commutent si { f,g} = 0.

Théoréme 2.4.3.2. Soient f,g € C*°(M). Le crochet de Poisson est lié au crochet

de Lie de la maniére suivante :

Xra = (X5, X -

'Démonstration. Soient X ,Y € X(M) deux champs symplectiques. Par le théoréme

(2.1.1.5) (b), on a que
Lx(tyw) = yxyw + tyLxw .

Comme X et Y sont symplectiques, Lxw = 0 et d(tyw) = 0. Par le théoréme

(2.1.1.5) (a), on a que
txyw = Lx(tyw) = d(txtyw) + txd(tyw) = d(ixtyw) = dw(¥,X)) = —d(w(X,Y)) .

Alors w(X,Y) est fonction hamiltonienne du champ [X,Y], i.e. [X,Y] = X,x,v)-
Ainsi on a bien que

(X5 Xg] = Xux;.x5) = X{t0} -

Proposition 2.4.3.3 (propriétés du crochet de Poisson).

I) {f.g} =—{9.f} [antisymétrie]
II) {f + g,h} = {f.,h} + {g,h} [ distributivité]
IIT) {fg,h} = {f,h}g + f{g,h} [Leibniz]
1V) {f{g.h}} + {g.{h.f}} + {h, {f.g}} =0 [Identité de Jacobi]
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Démonstration. I) découle directement de la définition, vu que

{f.9} = w(X5,X,) = —w(Xg,X5) = —{9,f} -

IT) et 11I) découlent aussi directement de la définition du crochet de Poisson.

L’identité de Jacobi découle du théoréme (2.4.3.2). En effet, on remarque que

Xisdanyy = [ X5, [XgXn]] -

Mais comme le crochet de Lie [-,-] satisfait 'identité de Jacobi, on a que

0= X(s{ga1 + Xig,in. 1} + Xin 1.9} = X (oD +o (h SN +HA{F.0)) -

Ainsi IV') découle de la non-dégénérescence de w. O
2.5 Topologie algébrique

Nous énongons ici briévement les notions de topologie algébrique dont nous aurons

besoin. Pour un exposé plus complet incluant les preuves, voir (Hatcher, 2002).
2.5.1 Groupe fondamental

Soit M une variété lisse et connexe. Un lacet basé en un point p € M est une
application continue [ : [0,1] — M telle que I(0) = {(1) = p. On dit que deux lacets
f,g basés en p sont homotopes s’il existe une application continue H : [0,12 —
M telle que H(t,0) = H(t,1) = p,Vt € [0,1]; H(0,s) = f(s) et H(1,s) = g(s).
La relation d’homotopie est une relation d’équivalence, et I’ensemble des classes
d’équivalences forme un groupe pour la concaténation de lacets. Ce groupe, appelé
le groupe fondamental de M, ne dépend pas du point de base p, et on le note

7!'1(M).

Ezemple 2.5.1.1. m(S?) = Z.
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Proposition 2.5.1.2. Soient M,N deuz variétés lisses. Alors mi(M x N) est
isomorphe & m (M) x m (N).

Ezemple 2.5.1.3. Par la proposition précédente, on a que
™ (Tn) =7Z".

Définition 2.5.1.4. M est dite simplement connexe si son groupe fondamental

est trivial.

2.5.2 Revétements

Définition 2.5.2.1. Un revétement de M est une variété lisse M munie d’une
application lisse p : M — M satisfaisant la condition suivante : il existe un
recouvrement ouvert {U;}:c; de M tel que pour chaque i € I, p~*(U;) est une
union disjointe d’ouverts, dont chacun est diffeomorphe & U; par p. On dit que deux
revétements p; : ]\7[,- — M, j = 1,2, sont isomorphes s’il existe un difféomorphisme

f: My — M, tel que p; = pao f.

Lemme 2.5.2.2 (ordre partiel sur les revétements). La relation My, < M, définte
par M, revét My, ou M, M, sont deur revétements de M, est un ordre partiel

sur les revétements de M.

Proposition 2.5.2.3. Un revétement simplement connexe de M revét nécessai-

rement tous les autres revétements de M.

Théoréme 2.5.2.4 (classification des revétements). Les sous-groupes de m(M)

sont en bijection avec les revétements de M, a isomorphisme prés.

Définition 2.5.2.5. Le théoréme de classification (2.5.2.4) nous assure qu’'un
revétement simplement connexe de M existe (c’est le revétement associé au sous-

groupe trivial de m (M)) et qu’il est unique & isomorphisme prés. De plus, la
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proposition (2.5.2.3) nous assure que celui-ci revét tous les autres revétements de

M. Nous l'appelons le revétement universel de M.

Définition 2.5.2.6. Le groupe de transformations du revétement (M ,p) de M

est le groupe des difféomorphismes v : M — M qui satisfont
p=pory.
On le note G(M).

Proposition 2.5.2.7. Si M est le revétement universel de M, alors
G(M) = m(M) .

Proposition 2.5.2.8. Si le sous-groupe associé au revétement M par le théoréme

(2.5.2.4) est un sous-groupe normal de m (M), alors

M -~ ~s
/e =M -

Proposition 2.5.2.9. Tout revétement M, de M est de la forme M/7l'1( My’ ou

M est le revétement universel de M.

Nous aurons besoin de la proposition suivante, qui est un corollaire de trois im-
portants résultats de topologie algébrique : le théoréme de deRham, le théoréme
des coefficients universels et le théoréme de Hurewicz. Nous les mentionnons sans
détails dans la preuve, tout en référant a (Hatcher, 2002) pour les détails de ces

théorémes.

Proposition 2.5.2.10. Si M est simplement conneze, alors Hip(M) = 0.

Démonstration. Le théoréme de deRham nous dit que Hj,(M) = H?(M,R). De

son coOté, le théoréme des coefficients universels pour la cohomologie nous donne
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que H?(MK) = Hom(Hy(M,Z),K), pour K un corps. En combinant ces deux
résultats, on a Vp € N que

HgR(M) = HP(M,R) = Hom(Hp(M,Z),]R) :
Maintenant le théoréme de Hurewicz nous dit que
~ m(M
Hy(M,z) = ™ )/[WI(M),WI(M)]

Comme par hypothése m; (M) = 0, ceci nous livre que H;(M,Z) = 0. Ainsi, lorsque

p=1, on a que
H}n(M) = Hom(H,(M,Z),R) = Hom(0O,R) =0,

tel que voulu. O



CHAPITRE III

ACTIONS TORIQUES

3.1 Actions

Nous référons au livre (Warner, 2013) pour la base de la théorie des groupes et

algebres de Lie, et citons les résultats dont nous aurons besoin.

3.1.1 Préliminé.ires sur les groupes de Lie

Un groupe de Lie G est une variété lisse munie d'une structure de groupe com-
patible. Ceci veut dire que (g,h) — gh™! est une application lisse, Vg,h € G. Soit
e l’élément neutre du groupe. Pour o € G, on nomme translation & gauche le
difféomorphisme I, : G = G; g — og. On dit qu'un champ de vecteurs X € X(G)
est invariant & gauche si Vo € G,dl,(X) = X ol,. Cette relation nous permet
de déduire que X (o) = X(oe) = dl,(Xe), c’est-a-dire que X est complétement
déterminé par X (e). L’espace des champs invariants & gauche g est une algébre
de Lie (le crochet de Lie est celui de X(G)) isomorphe & TG par l'isomorphisme
X — X(e). T.G hérite donc de la structure d’algébre de Lie de g. Nous dénote-
rons alors sans ambigiiité Lie(G) := g = T, G ’algébre de Lie de G. On dit qu’une

algeébre de Lie est abélienne si son crochet de Lie est trivial.

Proposition 3.1.1.1. Tout groupe de Lie abélien a une algébre de Lie abélienne.
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Ezemple 3.1.1.2. (gl(n,R),][-,-]) est 'algébre de Lie des matrices carrées inver-
sibles Gl(n,R), ot le crochet de Lie est [4,B] := AB — BA.

Ezemple 3.1.1.3. S! C C est un groupe de Lie abélien et son algébre de Lie
Lie(S') = Tn,0S' = iR =R

est abélienne. De méme, le groupe de Lie T® = S! x --- x S! a une algébre de Lie

abélienne. Son algébre de Lie est

t" = Lie(T") =iR x --- x iR R"™ .

Soit G un groupe de Lie et g son algébre de Lie. Chaque vecteur tangent £, € g

donne lieu & un unique champ de vecteurs £ par la relation

59 = dly(&&) ]

ou ly : G = G;h — gh est la multiplication & gauche du groupe. Ce champ de

vecteurs est complet, et alors I’application exponentielle est bien définie :

exp:g—>G
& ¢i(e)

ou ¢f est le flot de £. exp est un difféomorphisme local entre un voisinage de
0 € get e € G. On peut voir que le flot de £ € g est en fait exp(t€), c’est-a-dire
que

d
E =0 exp(t{) = 6 )

que exp((t + 5)€) = exp(t£) exp(s§) et que exp(t§) " = exp(—t§).
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Proposition 3.1.1.4. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes de Lie (c’est-a-

dire un morphisme de groupes qui est lisse). Alors le diagramme suivant commute :

Pa

b
exp lexp
—~ 3 H

(-]

@Q

Proposition 3.1.1.5. Si G est un groupe de Lie compact, alors l’application

exponentielle est surjective.
Proposition 3.1.1.6. Soient £,n € g. On a que
[€.n] =0 = exp(£ + n) = exp(£) exp(n) .
Proposition 3.1.1.7. Soit
0-GE5HS K0

une suite exacte courte de groupes de Lie, avec H compact et K abélien. Alors

cette suite induit une suite exacte courte sur les algébres de Lie
0ogpEn0
Démonstration. Voyons d’abord que B, est injective. Procédons par 1’absurde,

supposons que Ker(B,) # {0}. Alors Ker(B.) est un sous-espace vectoriel non-

trivial de g. On a que
expoB,(Ker(B,)) = exp(0y) = ey -
Par la proposition (3.1.1.4), ceci est équivalent & ce que

Boexp(Ker(B,)) =en .
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Donc exp(Ker(B,)) C Ker(B). Sauf que exp est un diffeomorphisme local d’un
voisinage de 0 dans un voisinage de eg, alors Ker(B) contient un élément non-
trivial. C’est une contradiction et donc il faut que B, soit injective. Voyons main-
tenant que C, est surjective. Soit z € €. Comme C est surjective, il existe h € H tel
que C(h) = exp(z). Comme H est compacte, on a par (3.1.1.5) que exp: h —» H
est surjective. Alors il existe y € b t.q. exp(y) = h. Par (3.1.1.4), on a que
expoC,(y) = exp(z). Par la proposition (3.1.1.1), ’algébre de Lie ¢ = Lie(K)
est abélienne, vu que le groupe de Lie K est abélien par hypothése. La proposi-

tion (3.1.1.6) implique que

exp(z — C.(y)) = exp(z) exp(~Ci(y)) = exp(z) exp(Ci(y)) " =e .

Comme exp est un difféeomorphisme local autour de e, alors z = C,(y). Donc C,
est bien surjective.
Il reste & montrer que

Im(B.) = Ker(C.)

(S)
Comme Ker(C) = Im(B), on a alors que C o B = ek. Par la régle de dérivation

en chaine, la différentielle satisfait
0=d(CoB)=C,0B,

Donc il faut que I'm(B,) C Ker(C,).
(2)

Soit £ € Ker(C,). On considére le chemin exp(t{) dans H qui représente £ € b.
Par (3.1.1.4), on a que

C o exp(tf) = exp oC.(t§) = exp otC.(€) = exp(0) = ex .

Alors exp(t§) € Ker(C) = Im(B),Vt € R. Soit alors g; un chemin préimage
dans G (i.e. B(g¢) = exp(tf)). On remarque que B(gy) = exp(0) = ey, et alors
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comme B est injective, go = eg. Donc le chemin g¢; passe par eg et alors ce
chemin représente un élément dans g, qu’on note [g]. Alors la différentielle B,,

par définition, est telle que
B.([gt]) = [B o gt] = [exp(t8)] =€ .
Donc & € I'm(B,), tel que voulu. O

Définition 3.1.1.8. U C R" est un sous-ensemble discret si Vz € U,3de >
0 t.q. B(z,e) NU = {z}.

Définition 3.1.1.9. Un réseau A C R" est un sous-groupe discret de R™ (avec

opération I’addition), et tel que le sous-espace vectoriel engendré par A soit R™.

Proposition 3.1.1.10. Soit T un n-tore, et t son algébre de Lie. Alors R™ posséde
un réseau A C R" tel que

exp : "/27r A—T
soit un isomorphisme.
Démonstration. La surjectivité est claire, par la proposition (3.1.1.5), vu que T

est un groupe de Lie compact. Pour l'injectivité, il suffit de voir que si exp(§;) =

exp(§2) € T, alors

exp(§1 — &2) = exp(&1) exp(—¢2) [ par (3.1.1.6) |
= exp(§2) exp(—&2)
=exp(0) =e .

Cest-a-dire que & — & € exp™'(e). On prend donc exp~'(e) =: 27A, ce qui nous

donne l'injectivité dans le quotient. a
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Le théoréme suivant réduit le probléme de classification des groupes de Lie connexes
simplement connexes 4 la classification des algébres de Lie réelles. Pour une preuve,

voir les théorémes 3.27 et 3.28 de (Warner, 2013) .

Théoréme 3.1.1.11 (Correspondance de Lie). A isomorphisme preés, il existe une
bijection entre les groupes de Lie connezes simplement connezes et les algébres de

Lie réelles.

Ezemple 3.1.1.12. Soit T un n-tore et t = R™ son algébre de Lie. On consi-
dére sa complexification € = t® C = R % C = C". La correspondance de Lie
(3.1.1.11) nous assure qu’il exist: un groupe de Lie TC tel que son algébre de Lie
est €. Remarquons que C* est un groupe de Lie dont I’algébre de Lie est C. Alors
Lie((C*)") = C™ = €. Donc TC = (C*)". De plus, on a un difféomorphisme

S x Ryg = C*

0,7r) > re?
qui nous donne que

TC = (C*)" = (S* x Ryg)" =T x (Rso)" .
3.1.2 Actions de groupes de Lie sur des variétés

Définition 3.1.2.1. Une action d’un groupe de Lie G sur une variété M est un
homomorphisme de groupes p : G = Dif f(M), ou p(g)(p) = g - p.- On dit alors
que M est une G-variété. On définit ’application évaluation d’une action par

ev,:GxM—>M

(9,p) = pg)(p)

qui est une action de groupe de Lie & gauche. On dit que p est lisse si ev, I'est. On

assera librement d’un point de vue & ’autre pour une action de groupe de Lie.
|y
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Ezemple 3.1.2.2. Soit X € X(M) un champ complet. Son flot nous donne une

action lisse de R sur M :

¢* : R — Dif f(M)

t > ¢X

Définition 3.1.2.3. Soit G un groupe de Lie agissant sur M. Soit z € M. On

note son orbite par

G-z={g9-z|geG},
son stabilisateur (ou groupe d’isotropie) par
G:={9€G|g-z=z},
et 'ensemble des points fixes de M par
Mg={yeM|g-y=y, Vg€ G}.

Définition 3.1.2.4. Une action ¢ : G — Dif f(M) est dite fidéle si ¢ est injective.
C’est-a-dire que

Vge G\{e},IpeMtq. g-p#p.

Une autre maniére de le formuler est

() G=={e} .

zEM
Définition 3.1.2.5. Une action est dite transitive si G-z = M,Vz € M, C'est-
a-dire que 'action n’a qu’une seule orbite. Une variété homogéne est une variété

sur laquelle un groupe de Lie agit de maniére transitive.

Définition 3.1.2.6. Une action est dite libre si
Vz e M,G, = {e}

c’est-a-dire que tout élément différent du neutre agit sans point fixe.
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Remarque 3.1.2.7. 1l est clair que libre =—> fidéle.

Théoréme 3.1.2.8. Soit G un groupe de Lie compact agissant sur une variété
M. Alors les orbites sont difféomorphes auz quotients par les stabilisateurs, c’est-

a-dire que Vp € M, on a que
G-p= G/G,, .
Corollaire 3.1.2.9. dim(G - p) < dim(G).
Corollaire 3.1.2.10. Si l’action est transitive, on a que M = G/Gp'

Corollaire 3.1.2.11. Si l’action est libre, les orbites sont difféomorphes au groupe

de Lie G qui agit.

Théoréme 3.1.2.12. Supposons qu’un groupe de Lie compact agisse de fagon

fidéle sur une variété M. Soit r := inf ep(dim(G,)). On appelle
M, ={pe M| dim(G,) =r}

l’ensemble des orbites principales de laction. Alors M, est une sous-variété ou-
verte, dense et conneze de M et M\ M, est une union de sous-variétés de codi-

mension > 2. De plus, si G est abélien, alors r = 0.

Les deux résultats suivants viennent de (Bredon, 1972), p.34.

Proposition 3.1.2.13. Si¢: G x M —» M est une action d’un groupe de Lie G

compact, alors ¢ est fermée.

Corollaire 3.1.2.14. Si G est compact agissant sur M, alors (G X F) est fermé
dans M,YF C M fermé, et (G X F') est compact si F est compact. En particulier,

les orbites d’une action par un groupe de Lie compact sont compactes car G -p =

¢(G x {p}).
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Proposition 3.1.2.15. Soit G un groupe de Lie compact agissant sur M. Il existe

une métriqgue G-invariante sur M.

Démonstration. Sur G on a une mesure de Haar du qui est une forme volume bi-
invariante, et telle que Vo € G, Ad}u = p. On cherche & construire une métrique
g bi-invariante qui soit G-invariante (i.e. Vn € G,n*§ = §). Soit g une métrique

riemannienne sur G. Posons
g :=/a*gdu(a).
G
Alors on aura que
n'g= /G n*o*gn*du(o) = /G (no)*dn*u(o) = /G Y'gdu(y) =g .

Ainsi cette métrique descend au quotient M/G. [

Nous référons & (Kirillov, 2008) section 4.6, pour plus de détails sur la mesure de

Haar.

3.1.3 Actions adjointe et coadjointe

Définition 3.1.3.1. Tout groupe de Lie G agit sur lui-méme par conjugaison :

Y:G - Dif f(G)
g Y: GG

h— ghg™
Le diffeomorphisme v, a une dérivée en l'identité e € G :

(d"py)e :T.G - T.G
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qu’on note Ady := (diy). et qui est une application sur 1’algébre de Lie de G,
Ad, : g = g. Comme 1), est un diffeomorphisme, alors Ad, est un isomorphisme,

donc Ady € Gl(g). En laissant varier g € G, on obtient ’action adjointe de G :
Ad: G — Glg) .

C’est un morphisme de groupe. En effet, soient o, 7,y € G. On remarque d’abord

que Y, 0 Y, = Y, En effet,

Yo 09 (7) = Yo(ryr ™) = oryr !
= (om)(o7) ™" = %or(7) -
Alors on a que
Ad(oT) = (dor)e = (A5 0 Yr))e = (dths)y, () © (d¥r)e
= (d¥s)e 0 (dypr)e = Ad(0)Ad(T) .
De plus, Ad(e) = (dibe). = Idr,c = Idj.

Définition 3.1.3.2. Soit Ad : G — Gl(g) l'action adjointe de G. On définit

I’action coadjointe de G par
Ad': G - Gl(g")

g+ Ad(g™)*

ol Ad(g~')* est l'application duale de Ad(g~!). Par définition de ’application
duale, Ad*(g) satisfait que VX € g et VY™ € g*, on a

(Ad*(g)(Y™), X) = (Y™, Ad(g™")(X))

ou (-,-) est le couplage naturel entre g et g*. L’action coadjointe est elle aussi un

morphisme de groupes.

Définition 3.1.3.3. On note ad := (Ad.). : g — gl(g).
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Lemme 3.1.3.4. ad satisfait que
7,) ade = [X,Y] N
ii) adxY = L0 Adexpiex)Y .

Proposition 3.1.3.5. Le diagramme sutvant commute :

g —2 gi(g)

exp exp

G -4, Gl(g)

Démonstration. Découle directement de la définition de ad et de la proposition

(3.1.1.4). m]

3.1.4 Champs fondamentaux

Définition 3.1.4.1. Soit ¢ : G x M — M une action de G sur M. Pour chaque
p € M, lapplication lisse
0y:G—-M
g ¢(g.p)

est appelée application orbite, car Of(G) = G - p. Soit e € G I'élément neutre du
groupe de Lie G. Pour p € M, on considére la différentielle

(dOY). : g = T,M

Ainsi, (dOf). associe & chaque élément { € g un vecteur tangent en p, qu'on
note (X¢)p. En variant p € M on obtient un champ de vecteurs X, qu’on appelle
le champ de vecteurs fondamental de £&. Comme la courbe exp(t§) : R —» G

représente £ € g, on a par définition de la différentielle que exp(tX) - p représente
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(X¢)p- En effet,
(dO%)e: @ - T,M
[exp(tX)] = [OF 0 exp(tX)] = [exp(tX) - p]

On obtient alors la relation suivante (X¢), = 0exp(tX ) - p . L’application

d
dt|,_
suivante est un morphisme d’algébre de Lie

o:g— X(M),
c’est-a-dire que V&,n € g, on a que

[(Xe,Xn) = Xigm) - (3.1)
En effet,
(X[EJI])P = (Xadeﬂ)P = (XB!IOAdexp(tﬁ)(n))p [ par (3'1'3'4)]

= 0| 0c|, exp(t€) exp(en) exp(—t€) - p = Oy o (exp(t€)sX) (p) = (Lx X0)(p) = [Xe, Xlp -

Lemme 3.1.4.2. Supposons que G compact agisse sur M. Alors a € Q%(M) est

G-invariante si et seulement si Lx,a =0,V € g.

Démonstration.
Soit p: G — Dif f(M) Paction de G sur M.
(=)

On suppose que p(g9)*a = a,Vg € G. On a directement que pour & € g,
Lx.a= 3t|0p(exp(t§))*a = 6t|0a =0.
(<)
On remarque que
|, p(exp(t€))*a = 8y plexp((t + 5)€))*
= 0y, (p(exp(t€))p(exp(s€)))
= p(exp(s{))*Lxea =0.
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On pose
Y, := p(exp(t¢))'a — o .

Alors on a que

8t|t=sYt =0.

Donc Y; est constante. On remarque maintenant que
Yo = p(exp(0))*'a —a=p(e)’'a—a=Idya—a=0.

Donc il faut que Y; = 0,Vt. Comme G est compact et connexe, (3.1.1.5) nous
donne que exp est surjective. Donc on a bien que p(g9)*a = a,Vg € G, tel que

voulu. : O

Définition 3.1.4.3. Une action est dite holomorphe si les champs fondamentaux

engendrés par I'action sont holomorphes. C’est-a-dire que Lx,J = 0,V € g.

Lemme 3.1.4.4. Soit G un groupe de Lie dont l’exponentielle est surjective. L’ac-

tion par G sur M est fidéle si et seulement si V€ € g\{0},3p € M | (X¢), # 0.

Démonstration.

(=)

Supposons que 'action p : G — Dif f(M) soit fidéle. Par ’absurde, soit £ # 0 tel
que X, = 0. Soit p € M. D’abord, notons que

t=0

Gi|,_ plexp(t€))(p) = 0| _ plexp((t + 5)))(p) = 8| _ plexp(sE))p(exp(ts))(p)

= p(exp(s€))u(Xe)p = 0.

Alors p(exp(t€))(p) est constante. Mais p(exp(0))(p) = p, donc p(exp(t€))(p) = p.
Comme p était quelconque, on a que p(exp(tf)) = id. Comme p est injective,
exp(tf) = e,Vt € R. Ceci est une contradiction au fait que exp est un difféomor-

phisme local entre un voisinage de 0 et un voisinage de e. Donc il faut qu’il existe
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un po € M | (X¢)p, # 0.

(=) |

Supposons que V€ # 0,3p € M | (X¢), # 0. Supposons que p(g) = id. On peut
trouver t et & tels que g = exp(t€), vu que exp est surjective (3.1.1.5). Par I’ab-
surde, supposons que g # e. Donc t # 0 et £ # 0. Par hypothése, il existe p € M
tel que (X¢), # 0. Mais

(Xe)p =04 t=op(eXP(t§))(P) =0 = 0.

C’est une contradiction, et donc il faut que g = e, comme voulu. O

3.1.5 Action hamiltonienne et application moment

Définition 3.1.5.1. On dit qu’une action ¥ : G — Diff(M) d’un groupe de
Lie G sur une variété symplectique (M,w) est symplectique si ¥(G) C Symp(M),

c’est-a-dire que Vg € G, ¥, est un symplectomorphisme.

Ezemple 3.1.5.2. On poursuit 'exemple (2.4.2.6), avec le tore (T?,w) muni de sa
forme symplectique standard, qui est localement df; A df,. Comme T? = S? x S1,
on considére les groupes de difféomorphismes donné par rotation autour de chaque

cercle S! :

U1 4(61,02) = (61 + ¢,062)
\Ilz,t(01,02) = (91, (92 + t)

qui sont des actions symplectiques de S! sur le tore.

Remarque 3.1.5.3. Reprenons le contexte du théoréme (3.1.2.12) : un groupe
de Lie compact G agit de facon fidéle sur M, avec M, l'’ensemble des orbites
principales de ’action. Dans le cas ot G = T est un tore, on a que 7 = 0, et

donc que dim(T,) = 0, si p € M,. Toutefois, rien ne nous assure que T, soit
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connexe. Cependant, si I'action est symplectique (disons de forme symplectique
w) et telle que ses orbites soient w-isotropes (c’est-a-dire que si O est une orbite
de I'action, toute paire de vecteurs u,, v, € T,0, pour p € O quelconque, est telle
que w(uy,, vp) = 0), alors tous les stabilisateurs sont des tores connexes. Pour une
preuve de ceci, voir ((Benoist, 1998), lemme 6.7). En particulier, on a dans ce cas

que T agit sur My de maniére libre. C’est-a-dire Vp € My, T, = {e}.

Définition 3.1.5.4. Soit G un groupe de Lie agissant sur deux variétés M et N
et soit p : M % N. On dit que ¢ est équivariante par rapport a ’action si
Vp € M,Vg € G, on a que

o(g-p)=g-¢(p) .
Définition 3.1.5.5. Une action ¢ : G = Symp(M) de G sur M est dite ha-

miltonienne s’il existe u : M — g* lisse qu’on appelle application moment et qui

satisfait ces deux conditions :

i) Vg€ G,uop,=Adyopu, (équivariance)
i1) Pour chaque £ € g, X¢ est hamiltonien, de fonction hamiltonienne

He: M >R, ot g(p) i= u(p)(€)
Ainsi, la condition i7) signifie qu’il faut que du; = —tx,w.

Ezemple 3.1.5.6. On a (S2,w) variété symplectique, avec w la forme symplectique
standard sur la sphére, donnée dans ’exemple (2.4.1.11). Le champ X = —8% est ha-
miltonien, de fonction hamiltonienne la fonction hauteur —h. Soit U := S?\{n,s}.
Nous avons vu que w|y = df A dh. De plus, {Z,2} est base de X(U). Voyons

Veffet de w|y sur ces champs :

0 0

0
0 0 0
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Alors on a que localement, txw = dh = —d(—h). Nous avons déduit la fonction
hamiltonienne du champ hamiltonien. Faisons l'inverse, déduisons le champ ha-
miltonien de la fonction hamiltonienne. On cherche le champ de vecteurs associé
a h par la structure symplectique. On a que Vp € S*\{n,s}, —w~(dh), € T,5>.
Comme E, = {Z],, Z|,} est base de T,5?, on peut écrire —w=!(dh), = (l1,l2)

dans cette base. Comme (dh),(Z1,) = 0, on obtient que

0 0 _ 0 -
0= (dh)p(%lp) = w(@lpa ~w ™ (dh),) = d A dh(%lp’ —w™(dh),)
| ascg angly | _|1 o _,
df(—w=(dh),) dh(—w™(dh),) I I
De la méme maniére, on obtient que (dh),(Z|,) = 1 = —l;. Cest-a-dire qu’on a
que (Xi)(p) = —w™(dh), = (L,le) = (-1,0) = —% p- Donc on a trouvé que le
champ X}, est localement (partout sauf aux poles nord et sud)
0
1 -
w™(dh) 20 -

Cherchons les courbes intégrales de ce champ. On a le systéme différentiel suivant

4 résoudre

) Y'(t) = (—w™(dR) (¥(t) = — Zlye
¥(0) = po = (6o,20) € S*

Une solution de () est donnée par y(t) = (6y — t, 2p). Alors le flot de ce champ
est un sous-groupe & un parametre
#*r : R — Symp(S?)
t ¢r 852 o §2
P y(t)

ou y(t) est solution du systéme (*), de donnée initiale po. De plus, comme la

période des flots est de 2w, il s’agit bien d’une action circulaire de S* sur S2.
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Ainsi, h est une application moment dont I’action tourne la sphére sur son axe pble
nord-poéle sud, avec les poles étant les points fixes de ’action. Voyons maintenant
que le champ —;% est en fait un champ fondamental. L’action (en coordonnées

cylindriques sur S?) est

@ : 8 = Symp(S?)
e Peit © S22 > 52

(07 h) — (0_ t h)

On sait que Lie(S!) = iR. Soit —i € Lie(S!). Alors le chemin e~* représente —i.

On a que

0

; d
—it | —_ — — (— —_ —
6,h) = Zleo® =8, ) = (-1,0) = —55| -

d
X_i(9, h) = EZIt:Oe

Remarque 3.1.5.7. L’application moment détermine ’action de G sur M. Inver-

sement, I’action est déterminée par une application moment modulo translations.

Proposition 3.1.5.8. L’équivariance de l’application moment est équivalente a

ce que

due(Xy) = ~piin, Ve € 9 ,

ot u est lapplication moment de l’action hamiltonienne.

Démonstration. Soit (-,-) le couplage entre g et g*. Il suffit d’appliquer en un point
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d
d(e)p(Xn) = ( dt‘ xp(tn) -p) = Eilt=o“5 o exp(tn) - p
d
= _O(u(exP(tﬂ) p) 5) = E'tzo(u o Qoexp(tn)(p),é)
= Tl (Adexp(tn) o u(p), §) [ équivariance |
= t—O( p(p), Adexp(tn)-1(£)) [ définition action coadjointe |

d
_ ((0), Adexg(-en)(€)) = (up), | _ Aderot-1n)(©))

(e
d
dt
d
dt
d
dt
d
Tt
= (u(p), ad—_n&) = (u(p), [-n:£]) [ par (3.1.3.4) ]
= (u(p), —=n€]) = —(u(p), €]) = —ppma (@) -

a

Corollaire 3.1.5.9. L’équivariance de l’application moment est équivalente a ce
que
{ue, o} = —pem, VEME 8

ou {-,-} est le crochet de Poisson.

Démonstration. En effet, on a que

{e, n} = w( Xy, Xp,) = w(Xe, X)) [ condition ii) application moment |

= dun(Xe) = — ey - [ par (3.1.5.8) ]
O

Proposition 3.1.5.10. Soit ¢ : G — Dif f(M) action de G sur M, avec p : M —
g* une application moment pour cette action. Soit p : H — G un homomorphisme
de groupe de Lie, ce qui fait que H agit aussi sur M par pop: H — Dif f(M).
L’application dp agit sur les algébres de Lie g et by et (dp)e a une application
duale (dp): : g* — b*. Alors Uaction de H est aussi hamiltonienne, d’application

moment (dp)to ¢ : M — b*.
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Remarque 3.1.5.11. Le cas qui nous intéressera de la proposition (3.1.5.10) sera

lorsque H < G, avec p l'inclusion.
3.1.6 Réduction symplectique

Nous référons a I'ouvrage (Da Silva et Takens, 2001) (section 23) pour plus de
détails sur la réduction symplectique, et aussi pour la preuve du théoréme de

Marsden-Weinstein (3.1.6.1).

Soit p : G — Symp(M) une action symplectique de groupe de Lie sur (M,w) une

variété symplectique.

Théoréme 3.1.6.1 (Marsden-Weinstein). Supposons que G soit compact, et que
Uaction soit hamiltonienne, d’application moment u. Soit i : p=1(0) = M Uinclu-
sion et supposons que G agisse librement sur p~1(0). Alors

I) Uespace orbite Myeq := “-1(0)/6' est une variété ;

II) Bwreq € Q% (M,eq) symplectique telle que i*w = IT*wyeq-

Remarque 3.1.6.2. Ici, on suppose que 0 € Im(u). Dans le cas d’une action de
tore, si ce n’est pas le cas, par (3.2.1.3), on peut choisir une application moment

de ’'action telle que 0 soit dans son image, en ajoutant une constante.

Définition 3.1.6.3. La paire (M, eq, wreq) €st appelée la réduction symplectique
de (M,w) par rapport & G et p.

Ezemple 3.1.6.4. Soit wo = Y _,_, Tkdrk A df la forme symplectique standard sur
C". S? agit sur C* par multiplication :

Vit (21, - - - 12n) i= (€21, ..., €%2,) .
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Vérifions qu’une application moment pour cette action est

p:C"— R
l21*

2+c

zZ

ot ¢ € R est une constante quelconque. D’abord, il est clair que dpu = Y p_, rxdrs.

Ensuite, on a que %'(10) =i € T1,0)S" génere Lie(S') = iR. Le champ corres-

pondant est 2 € X(S"). Calculons le champ fondamental

_d i .0 0
(X%)z_atzoe z—zz—(zzl,...,zzn)—aol z1+ +39n

Zn

Donc Xa% =a%l+---+£-;. Ainsi on a bien que .
sz%w= —Zrkdrk=—d,u .
On remarque aussi que
. . 1 . .
uo ’l/)eit(Z) =Ho (ettzh ce 7ettzn) = _E(leltzlp +-et Ieltz‘n|2) tc= M(Z) ’

donc que p est invariante par rapport a l'action de S!. Ainsi u est bien une
application moment de ’action. Maintenant, notons qu’en choisissant ¢ = %, on
obtient que

2
p0) = {zeCt | 5= %} = 51,

ce qU.l nous permet de voir que
-1 2n—1
K (0)/51 = S /Sl = CP"_l

est une variété symplectique dont la forme symplectique wrs donnée par le théo-
réme de Marsden-Weinstein (3.1.6.1) s’appelle la forme de Fubini-Study. Soit
m : u~1(0) — CP™ ! I'application quotient, et j : x~1(0) — C” l'inclusion. wgg
satisfait donc que

Twrps = ¥ wo .
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Lemme 3.1.6.5. Soient G;, G, deuz groupes de Lie compacts et connezes. Soit
G = G; x Gy leur produit. Soit (M,w) une variété symplectique munie d’une
action par G et qui est hamiltonienne, avec application moment

v:M—g =g10g;,

et ot on note v = (1,). Alors le fait que v soit égquivariante implique que v, est

invariant par Uaction de Gy et v, est invariant par l'action de G,.

Démonstration. Soient m; : g* — g; les deux projections. On remarque que -
si yp : G —» Diff(G) est l’action de conjugaison sur G (i.e. (g, g,)(h1,h2) =
(g1h1g7 ", gahags '), alors Yie, ) = Idg, X . Conséquemment, on aura que

- Ad(e,,q,) = Idg, x (dth3)e, et donc que
M 0 Adg, g,y =1 -
L’équivariance de v signifie que

VO Pg1,9) = AdZy1,gz) ov

ou l'action ¢ : G x M — M étend naturellement les actions de G; et Gy -sur M.

C’est-a-dire qu’on a que Ye,,g) = Pg, €t P(gy,e2) = Pg;- Alors on a que

V10 ¥g, = T1 0V 0 P(er,92)
=T 0 Adj,, 40V [ équivariance |

=mpov=r.

Alors on a bien l'invariance de v; par rapport a I’action de G3. On obtient de la

méme facon 'invariance de v, par rapport a l'action de G;. 0

Proposition 3.1.6.6. Dans les conditions du lemme (3.1.6.5), soit Z; := v*(0),
et supposons que G agisse librement sur Z,. Par le théoréme de Marsden- Weinstein
(3.1.6.1),

M, = Zl/G1
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est une variété symplectique. Soit w, la forme symplectique donnée par le théoréme.
On a que Gy agit symplectiquement sur (My,w;) et qu’il eriste une application
moment

po = My — g3

telle que

H20P1 =20l

ot pr : Z1 — M est la projection canonigque, ety : Z1 — M est Uinclusion.
3.2 Variétés Toriques

On note T™ un tore n-dimensionnel, et t = R™ son algébre de Lie.

3.2.1 Actions toriques et le théoréme d’Atiyah-Guillemin-Sternberg

Remarque 3.2.1.1. Supposons qu’un tore T™ agisse sur une variété M de maniére
hamiltonienne. La définition d’application moment se simplifie alors. En effet, on
a vu que l’algébre de Lie du tore est abélienne (exemple (3.1.1.3)). En outre le tore
est abélien et ’action de conjugaison est triviale, ce qui implique directement que
les actions adjointe et coadjointe sont triviales. Ainsi la condition d’équivariance

pour une application moment H : M — R est simplement
Hoyp,=H ,

Vg € T*, avec ¢ : T* — Symp(M) I'action. Comme le couplage entre t = R” et
t* = (R™)* est bilinéaire, le deuxiéme critére s’énonce comme suit : pour {e;}},
base de t, e; induit un champ fondamental X, sur M par la relation

d
(Xe)p = Tt oo exp(te;) - p .
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Si on note H,, : M — R la fonction H, (p) := H(p)(e;), alors il suffit que Ve; € R®

élément de la base choisie, on ait que

dH,, = —ix,w .
Remarque 3.2.1.2. Supposons qu’'on ait n applications moments fi,...,f, €
C*®(M) d’actions circulaires correspondantes ¢',. .., ot

o R— Symp(M)

est périodique et tel que ces fonctions Poisson-commutent deux-a-deux et sont
indépendantes. Alors
F: M - R
p = (filp),---, fa(P))

est application moment de I’action torique hamiltonienne ¢, définie par
oF - ™ — Symp(M)
(t1y--stp) — cpf':,'_"tn Mo M
pr ofio- ool (p)
Lemme 3.2.1.3. Soit une action torigue hamiltonienne ¢ sur (M w). Toutes les
applications moment de cette action ne différent que par une constante, et toute

application p' : M — R" différant d’une application moment par une constante

est aussi une application moment.

Démonstration. D’abord, soit 1 : M — R™ une application moment pour ¢. Soit

¢ € R™. On considére alors I'application

p+c: M- R

p—u(p) +c
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On a que (1 + ¢); : M — R définie par (u + ¢)i(p) = p:i(p) + ¢; est une fonction
lisse sur M. Alors d(u; + ¢;) = du; = —tx, w, vu que p est application moment.
De plus, on a que

(Mit+c)opp=piopptciopp=pitc,

et c’est pourquoi u + ¢ est application moment de ’action.
Réciproquement, soient u, v : M — R™ deux applications moments pour ®. Alors,

par définition d’application moment on a
dp; = —tx, w = dv; ,
ce qui implique directement qu’elles ne différent que par une constante. O

Théoréme 3.2.1.4. Soit p : TF — Symp(M) une action symplectique sur (M,w).

Alors laction est hamiltonienne si et seulement si V€ € t,3f; € C®°(M) tel que

LXEUJ = —dff .
Démonstration.
(=)

Supposons que I’action soit hamiltonienne. Alors ’application moment p : M — t*
satisfait que V€ € t, X, € X(M) est hamiltonien, de fonction hamiltonienne

pe € C°(M), c’est-a-dire que
txw = —dpyg ,

comme voulu.

(=)

Soit {£1,...,8k} une base de t, et par hypothése, soient fi,..., fy € C®(M) les
fonctions hamiltoniennes correspondantes (i.e. LXe,W = —df; ). Soit alors £ € t

quelconque, qui s’écrit dans notre base comme £ = Zf=l a;&;. Posons

k
fe= Z a:fi
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On veut montrer que f; est fonction hamiltonienne de X;. Comme T est abélien,

son algébre de Lie est abélienne, et par (3.1.1.6) on a que

k
exp(t€) = exp(t ) ai&;) = exp(tarfy) - - - exp(tarty) -

i=1

Alors le champ fondamental induit est

d d
(Xe)p = | _ exp(t) -p==| _exp(tarty) - exp(tars) - »
Maintenant, remarquons que

d a
EL:Oetal{l . (et 2§2 'P) =m (X&)p + a2(ng)p .

Soit la fonction f (a:,y) = %0181 . g¥9282 . p Les variables z et y dépendent de ¢ :

z(t),y(t), et alors on a que
% (=(t),y(t) = 2’ (£)0=£ (x(t),y(2)) + ¥'(t)8, f ((t),y(t)) -

Si z(t) = y(t) =t (ce qui est notre cas), on a que z'(t) = y/(t) = 1, et alors
d
Ef(t’t) = azf(tat) + ayf(t’t) .

A travers le changement de variables z = za;, on a que a1 & = & et alors
d
azf(x,y) = ald_zezél (eyagfg . P)

et comme TF est abélien, on a aussi que 9,f(z,y) = ar2e¥’* - (€*4¢ - p), ont
w = yag. Ceci nous permet de calculer

d

=| _Ftt) = aXe (e - p)|

7t a2 X, (e - p) o= a1 X¢, (p) + a2 X, (p)

tel que voulu, vu que exp envoie 0 € t sur I’élément neutre e € T*. En itérant le

procédé, on obtient que

d
(Xi)p — aL=Oet01£1 ... eloRtk p

k
=2 X () .
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Alors on a réussi 2 montrer que pour £ = 3% a;§; €t,ona Xe = Sor_ a: X, €
X(M).
Par hypothése, on a que

—dfe = —d(z aifi) = - Z a;df; = Zai(_dfi)
= Za,-LX&w = Zaiw(X&, )= w(z ;i Xg, ) = Lx,W -

Donc f; tel que défini est fonction hamiltonienne de X¢. Il nous suffit maintenant

de définir ’application moment
w: M-t

par pe(p) = p(p)(§) = fe(p), avec la construction précédente. Alors p satisfait
la deuxiéme condition pour étre application moment par construction. Il reste &
vérifier ’équivariance de l’action par rapport é.l’application moment. On a vu
(corollaire (3.1.5.9)) que I’équivariance de I’application moment est équivalente &
ce que

w(Xe, Xp) = {pe,tin} = _#[E,n],vé:n et.

Mais comme t est abélienne, [£,7] = 0,VE,n € t. Comme po = fo = 0 par construc-
tion, il nous reste 4 montrer que w(Xe, X,) = 0,V€,n € t. On a vu que chaque
champ fondamental est hamiltonien (condition ii) ), donc en particulier symplec-

tique. On sait par la proposition (2.4.2.1) qu’alors
Lxw=0,V€€t.
Par la proposition (2.1.1.1), on a que
Lx, (w(Xe,Xy)) = (Lx,w)(Xe,Xn) + w(Lx, Xe, Xy) + w(Xe, Lx, Xy) =0

vu que Lx, X¢ = [X;, X¢] = Xjrgg = 0, par (3.1). Alors on a que w(Xe, X;) =: f
est une fonction constante sur chaque orbite O C M de I'action p. En effet,
d

OZLX'rf: E t=0fo¢zv" Y
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puis, comme T* est connexe et compact, on a que exp : t — T* est surjective par

(3.1.1.5). Alors

Orbpe(p) ={g-p| g€ TF} = {exp(§) -p| £ € t} = {exp(t&) -p |t ER,E €} .

Il s’ensuit que chaque orbite est I'image du flot d’un champ fondamental, donc
que f est constante sur les orbites de 'action. Maintenant, on sait par (3.1.2.8)

que les orbites sont des variétés homogénes :

~ Tk
Orbee(p) 2 T/ Sta (p)

Soit 7 la surjection canonique du quotient. Comme T* est compact, m(T*) =
Orbrx(p) est compact. Alors si on prend pe : M — R restreinte & O compact, g

a un point critique, i.e. d(u¢) s’annule en un point ¢ € O. En ce point, on a

0= _(dl‘f)((Xn)q) = "ngq((Xn)q) = wa((Xe)g» (Xn)q)

Mais on a vu que la fonction f était constante sur O. Donc elle est identiquement
nulle sur . Comme on a pris une orbite quelconque, w(X¢,X,) = 0 sur M, comme
voulu. Alors y : M — t* est application moment de ’action hamiltonienne de T*

sur M. O

Ezemple 3.2.1.5. Considérons la variété symplectique (C*, wy = % S hey dzkNdZk)
. On généralise ’exemple (3.1.6.4) en faisant agir T" sur C" par 9y, +.(21,- - - ,2n) =
(th1zy,... thoz,), ot t; € S1. Montrons que I’application moment de cette action

est
p: C* - R"
(210 ) = SRkl Kalzal?)
L’invariance est simple & montrer :
B0ty (ot 2m) = Wt 0e) = (Rl AP, Raltoza?)

|
= §(k1|z1|2, ... ,kn|zn|2) = pu(z1,...,2n) -
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On se place sur I'ouvert dense

(C™° = {(21,...,2n) | Vi € {1,...,n}, 2 # 0}
pour pouvoir écrire wy en coordonnées polaires

zr = 1 cos(b) ,
Y = Tk sin(9k) .

Avec ce changement de variables, on obtient que

n
wo = Zrkdrk A dby .
k=1
De plus, p;(rie?, ... rpe?) = 3k;r?. Alors du; = kyrjdr;. Comme t 2 4R x
- x iR, on prend ie; € t, ou e; est j*¢ élément d’une base de R". Alors
exp(tie;) = (1,...,1,e",1,...,1) est une courbe représentant ¢e;. Son champ fon-

damental (Xiej)z € T,C™ est représenté par la courbe

exp(ite;) - 2 =Yy 1eit1,.1(215. .- ,20) = (21,... ,e“"fzj, ceesZn) -

Alors on a que
d d

(Xiej)z = 7 t=0¢1 ..... lLeitl,..., (21,0 ,20) = Tt e (21, ,eitkaj, ce v Zn)
. . 0
= (0,...,7,kj2j,...,0) = kj(O,...,ZZj,...,O) = k](a_ﬁj>z .
On peut ainsi calculer
Lx, Wo = zn:rkdrk A d0;c(lc~i ) = ridr; A d9~(k~—a— )
iej P Jaej’ MAativ] J Jaej’

= —rjkjdrj = —dﬂj .

Alors p est application moment sur (C™)° et donc sur C™ par continuité. On

remarque que si k; = 1,Vj € {1,...,n}, alors

donc que 'image de ’application moment g est le premier quadrant.
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Théoréme 3.2.1.6 (Atiyah-Guillemin-Sternberg). Soit (M,w) une variété sym-
plectique compacte et connezxe. Soit ) : TF — Symp(M) une action hamiltonienne

torique d’application moment u: M — RF. Alors on a que

1) les courbes de niveau de p sont connezes

2) limage de p est l’enveloppe convere des images des points fizes de l’action

Démonstration. Voir (McDuff et Salamon, 2017), p.173. O

Définition 3.2.1.7. L’'image u(M) = I'm(u) est appelée le polytope moment de

I’action hamiltonienne de tore.

Remarque 3.2.1.8. La condition que M soit compacte dans le théoréme (3.2.1.6)

peut étre remplacée par une condition sur l’application moment (qu’elle soit

propre).

Ezemple 3.2.1.9. A la lumiére du théoréme (3.2.1.6), on réinspecte l'exemple
(3.1.5.6). On a que P’application moment de l’action est la fonction hauteur A :
52 - R. Comme S? est une variété symplectique compacte connexe sur laquelle
le cercle agit, le théoréme s’applique. On remarque que

1) le théoréme (3.2.1.6) nous dit que les courbes de niveau de h sont connexes. C’est
bien le cas, vu que les courbes de niveau h~!(c), ¢ € (—1,1) sont des coupures de S?
paralléles & I’équateur et homéomorphes a S, alors que h=1(—1) =s et A71(1) =
n, les poles nord et sud, connexes en tant que singletons.

2) I'image de h est [—1,1], qui est convexe. Les points fixes de l’action sont les
poles nord n et sud s. On a h(n) =1 et h(s) = —1. Donc 'enveloppe convexe de

'image des points fixes de 'action est [—1,1] = h(S?).
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3.2.2 Action fidéle de tore

Soit (M,w) une variété symplectique, avec p : T¥ — Dif f(M) une action de tore

hamiltonienne, d’application moment .

Théoréme 3.2.2.1. Si l’action de tore est fidéle, alors dim(M) > 2k.

Démonstration. Soit My C M 'ouvert dense dont les points ont tous des orbites
principales (donné par le lemme (3.1.2.12)). Soit O une orbite principale de I'action
de tore, i.e. dim(OQ) = k. Soit p € O. Alors T,0 est de dimension k. Montrons
que T,0 C T,M est un sous-espace wp-isotrope. Nous reprenons une partie des
arguments dans la preuve du théoréme (3.2.1.4). Comme T* agit sur M de facon
symplectique, on a que Lx,w = 0,V € t. On a vu qu’alors la proposition (2.1.1.1)
nous permettait de déduire que Ly, (w(X¢, Xp)) = 0,VE,n,7 € t. Ceci implique
que f := w(X¢, X;) est une fonction constante sur O. Comme T* est compact, O
est compact, par le corollaire (3.1.2.14). Alors pe : M — R restreinte & O a un

point critique. En ce point, disons p, on a (du¢), = 0. Alors
wy(X,p, Yy) = 0,VX,, Y, € T,O .

C’est-a-dire que T,0 C T, M est un sous-espace isotrope. Alors il existe une base

0 In
dans laquelle w, s’écrit comme w, = . Le plus grand sous-espace
—I, O
isotrope est de dimension M. Alors
im(M
k = dim(0) = dim(T,0) < %—) .

O

Définition 3.2.2.2. Une variété torique symplectique est une variété symplec-

tique (M,w) compacte et connexe munie d’une action hamiltonienne de tore T"

dim(M

fidéle et maximale (i.e. n = ==

, avec un choix d’application moment p pour
7

I’action de tore.
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Remarque 3.2.2.3. Etant donné une variété torique (M,w,T™, i), on a par le
théoréme d’Atiyah (3.2.1.6) que A := u(M) est un polytope convexe compact
dans R".

Définition 3.2.2.4. Deux variétés toriques (M;,w;,T;, u:), 7 € {1,2}, sont équiva-
lentes s'il existe

i) A: Ty = T, un isomorphisme de groupes de Lie;

ii) ¢ : My — M, un symplectomorphisme A-équivariant, c’est-a-dire que Vp €

My,¥g € Ty, 0(g-p) = A(9) - ¢(p)-

3.2.3 Théoréme de Delzant version symplectique

Définition 3.2.3.1. On dit que A C (R")* = t* est un polytope de Delzant si

i) A est simple : chaque sommet est point de rencontre de n arétes;

ii) A est rationnel : toutes les arétes se rencontrant en un sommet p sont ration-
nelles, c’est-a-dire que chaque aréte est de la forme p + tu;, avec u; € Z™;

iii) A est lisse : pour chaque sommet p, les arétes sont p + tu; et les u; constituent

une Z-base de Z™.

Définition 3.2.3.2. Un élément v € Z" est dit primitif s’il ne peut étre écrit
comme v = ku avec u € Z" et k € Z,. Par exemple, (2,2) et (4,6) € (R?)* ne

sont pas primitifs, alors que (1,1), (4,3) et (1,0) le sont.

Remarque 3.2.3.3. Un polytope de Delzant A C (R™)* peut étre décrit de fagon
unique comme intersection d’hyperplans. En effet, un hyperplan est complétement
déterminé par un vecteur normal. Soit d le nombre de faces de A. Soient v; € (R™)*
les d vecteurs normaux primitifs pointant vers I'intérieur des d faces de A. Chaque

hyperplan H,, déterminé par v; est décrit algébriquement par

Hy, = {z € (R")" | z(v:) 2 A}
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pour un \; € R donné. Alors

d
A =()He={z€ R | 2(v;) = Nyi € {1,...,d}} .

i=1
Théoréme 3.2.3.4 (Delzant). Les variétés toriques sont classifiées par leurs po-

lytopes de Delzant et la bijection est donnée par l’application moment :

variété toriques équivalentes} ~—> polytopes de Delzant modulo transformation
q q y

(M w, T p)  — p(M)

Démonstration. Nous ne montrerons que la surjectivité de la correspondance,
c’est-a-dire qu’a un polytope de Delzant donné, nous associerons une variété to-
rique symplectique (Ma,wa,T?, ua) telle que pa(Ma) = A. Pour linjectivité,
voir P’article de Delzant (Delzant, 1988).

Soit E = {ey,...,eq} la base standard de R?, ou d est le nombre de faces de

A C (R™)*. On considére I’application

7:R* > R

e; — U;

étendue par linéarité, ou v; est un vecteur primitif et normal 3 la i-éme face de A

et pointant vers l’extérieur du polytope moment.

Lemme 3.2.3.5. 7 est surjective et envoie Z¢ sur Z".

Démonstration. E est base de R% mais aussi Z-base de Z¢. On remarque que

{v1,...,v4} engendre Z". En effet, & un sommet p € A, comme A est simple, il
y a n vecteurs ui,...,u, € (Z")* correspondant aux n arétes se joignant en p.
Comme A est lisse, {uy,...,u,} forme une Z-base de Z". Comme on considére

les polytopes de Delzant modulo transformation affine, on suppose sans perte

de généralité que {uy,...,u,} est en fait la base standard R™. Alors les vecteurs

affine}
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primitifs normaux extérieurs aux faces adjointes & p sont —uy,..., —u, et donc
{v1,...,u4} contient ces vecteurs et forme bien une base de Z". Alors 7 est sur-
jective et m(Z4) = Z". o

Ainsi 7 induit une application surjective entre tores
- R4 n
T 74 — /Zn

et dont le noyau est N := Ker(7). N est un sous-groupe de Lie de T¢, vu que N
est fermé (car N = 771(1,...,1)). Comme N est un fermé dans un compact, il est
compact. De plus, T¢ est abélien, donc N est abélien. Voyons que N est connexe.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.3.6.
Ker(7) =K er(”)/zd .

Démonstration. On utilisera la commutativité du diagramme suivant :

R¢ —~ R"

| la..

T¢ = T"

(2)
Soit y + 2¢ € & er(”)/zd. On a directement que

#([yla) = [*(¥)ln = [0]n -

Donc [y]q € Ker(T).
(S)

Soit = + Z* € Ker(#). On remarque que

Ker(w) = {[z]a € T? | #[z]la = [0]a} = {[z]la € T! | [7(2)]n = [0]n} = {[z]a € T | n(z) € 2"} .
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Alors on a que 7(z) € Z", avec 7 surjective envoyant Z¢ sur Z™. Alors soit y € Z¢

tel que m(y) = 7(z). On a donc que
[Zla=2+2Z'=(@-y)+2Z°=[z -y,
mais m(z —y) = 7(z) — 7(y) = 0, donc ¢ — y € Ker(r), et ainsi
4+ 2= (z—-y)+2%€ K”(”)/Zd ;

comme voulu. O

Comme Ker(m) est un espace vectoriel, il est connexe et alors le quotient N
est connexe (vu qu'’il est I'image d’un connexe par une application continue :
'application quotient). A;nsi, N est un sous-groupe de Lie compact, abélien et
connexe. Donc N est un sous-tore de T¢ de dimension (d — n), par le théoréme
du rang (vu que 7 est surjective). Soient j : N < T l'inclusion et n = Lie(N).

Considérons la suite exacte courte suivante :
0= NS TE T - [0, (3.2)

qui est bien exacte, car
- j est injective;
- Ker(7) = Im(j) = N;
- T est surjective. La proposition (3.1.1.7) implique que la suite d’algébres de Lie
induite
0= nHREISR 50

est exacte. De plus, celle-ci induit une suite exacte duale :

0= RY 2 R Snr—o0. (3.3)

Remarque 3.2.3.7. Par abus de langage, nous avons noté 7, par 7, et (7.)* par

m*. De méme, j* est en fait (j.)*.
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Considérons maintenant (C¢,wp) munie de I’action de tore hamiltonienne standard

(donnée dans I’exemple (3.2.1.5)) :

™ x ¢ — c?

((e™,...,e%),(21,...,24)) = (B2, ..., €M 2)
On a vu qu’une application moment de cette action est
¢: C* - (RY)*

(21y. - v2a) = %(|21|2,...,|zd|2) +A

On pose A := (Ay,...,Aa) € (RY)*, ou les \; sont donnés par
A={zeR")|z(vn) <Nie{l,....d}}.

Par la proposition (3.1.5.10), on a que N C T¢ agit sur C? de maniére hamilto-

nienne, avec application moment
j*og:C4 .
Lemme 3.2.3.8.
(7" 0 9)71(0) = ¢~ (m* (D)) .

Démonstration. On remarque que

Im(g) = {(@1,. -7 € (RY" | A1) € ¥ g At 3]l = (@, 20}
— {(21,. z4) € (RY)* | Iz, r20) € CFt.q. 24 = As + %lz,-|2,\7’i €{L,....d}}
={(z1,...,xa) € RH* | z; > N\,Vi € {1,...,d}} .

D’un autre c6té, on remarque que

7" (2)(y) = z(ma(y))

=z(m(y1,.--,Yd)) [ car 7 est linéaire |

d d
= x(z Yiv;) = Z%-’E(”i) .
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Et donc 7*(z) = (z(v1),...,z(v4)) € (R?)*. Conséquemment,
Im(a) = (s, a) € (RO | 3o € (RY)" tq. gs = 2(u0), Vi € {1,.....d})
= {(z(v1),...,x(vg) € R)* | z € (R")*} .

Alors

Maintenant, on a que
(0 9) 7 (0) = {2 € C?| 5" 0 ¢(2) = 0} = {z € C | ¢(2) € Ker(j*)}
= {2 €C?| ¢(2) € Im(n")},
et aussi que
¢~ (7" (D)) = {2 € C? | §(2) € 7*(A)} = {2 € C?| ¢(2) € Im(n") N Im(¢)}
= {2z € C?| ¢(2) € Im(n")} .

Alors on a bien ’égalité voulue. O

Comme A # 0, alors *(A) = Im(n*) N Im(¢) # 0 et on a que ¢~ (7*(A)) =
(j* 0 9)71(0) # 0. On peut donc définir
Z:=(j"0¢)7(0) =¢"'(r"(8)) S C°
qui a la propriété que
#(2) =7"(4) . (3.4)

En effet, (Z) = ¢ o ¢~ 1(n*(A)) C 7*(A). De plus, comme 7*(A) = Im(¢) N
Im(n*), pour 7*(p) € m(A),3z € Cl t.q. #(2) = p, et z € Z = ¢~ (n*(A)) vu
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que ¢(z) € 7 (A).
La suite exacte (3.3) nous dit que j* est linéaire surjective. Alors 0 est valeur
réguliére de j* o ¢ (en voyant la définition de ¢), et ainsi, par le théoréme de la

préimage, Z est une sous-variété lisse de C¢ de dimension réelle
2d — dim(n*) =2d —dim(N) =2d - (d—n)=d+n.

Lemme 3.2.3.9. Z est compacte et N agit librement sur Z.

Démonstration.

compacité : La compacité de Z découle du fait que ¢ est propre. Alors, comme
on a vu que Z = ¢~ }(7*(A)) et que 7*(A) est compact, Z est compacte.

action libre : il nous faut montrer que Vz € Z,N, = {(1,...,1) = en}. Soit
z € Z. Par (3.4), il existe p € A t.q. 7*(p) = ¢(z). Supposons que 2; = 0, pour

un certain i € {1,...,d}. Donc |z|? = 0 et on a alors que
1
)\,; = )\i + 5'2,"2 =< ¢(Z), e >=< n‘(p),e,- >
=< P,Tx (ei) >=< p,ﬂ-(ei) >=L Py >= p('Ui) .

Ceci signifie que p € A associé & z € Z est sur le bord du i*™ hyperplan H,,. Alors
un point intérieur de A a que son point associé dans Z n’a aucune composante
nulle, donc ’action de N sur un tel élément est libre. Soit p € A un sommet, et
z son point associé dans Z. Alors, par simplicité de A, p est a la jonction de n
arétes, et alors n composantes de z sont nulles. Sans perte de généralité, disons

que z=(0,...,0,2n41,--.,2q4). Alors
T¢ = {(t1,-- - otn, 1,...,1) € T4} .

Comme notre polytope est de Delzant, on peut choisir des vecteurs normaux
V1, ... ,Un qui forment une Z-base de Z". Alors I'application 7 restreinte a T¢ est

bijective. Vu que N = Ker(7), on a alors que

N, =NNT¢= Ker(#) N T¢
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et on a donc N, = {en}, car T¢ est en bijection avec T". Alors pour tous les
sommets ainsi que pour tous les points intérieurs, les stabilisateurs sont triviaux.
Soit p € A sur une face. On a que z € Z correspond & r coordonnées nulles. Sans
perte de généralité, disons que ce sont les r premiéres. Soit &« € A un sommet
a l'intersection des r hyperplans donnés par les coordonnées nulles. Soit z, € Z
le point lui correspondant selon la relation (3.4). Soit g € N,. Sans perte de

généralité, on suppose que g = (t4,...,t,1,...,1). On remarque que
9 2= (t1,...trl,...,1) 2o = 2o ,
puisque z, = (0,...,0,1,...,1) et il y a n > r zéros. Ainsi, on a que
N., 2 N,,

mais on a vu que NV, est trivial. Alors le stabilisateur de z est aussi trivial, et on

a couvert tous les cas, établissant que ’action est libre. O

On considére la réduction symplectique
Mp=2/y .

Comme N agit librement sur Z, le théoréme de Marsden-Weinstein (3.1.6.1) nous

dit que MA est une variété symplectique de dimension
dim(Mp) = dim(Z) — dim(N) =d+n—(d—n) =2n .

Soit k : Z — C? I'inclusion, et p : Z — M, la projection canonique. Alors la

forme symplectique wa de M, satisfait la relation
P'wa = jwo .

On note aussi que comme Z est courbe de niveau de I’application moment j* o ¢

d’une action torique hamiltonienne, le théoréme d’Atiyah (3.2.1.6) nous dit que
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Z est connexe, puisque j* o ¢ est propre. De plus, comme Z/ v est munie de la
topologie quotient, avec application quotient p, alors p est continue, p(Z) = Ma,
et donc Ma est compacte et connexe. Nous allons maintenant doter M, d’une
structure de variété torique, avec application moment ua, telle que ua(Ma) = A.
Soit p € A C (R™)* un sommet de notre polytope, et soit z € Z t.q. 7*(p) = ¢(2).

On a vu que ’application restreinte
7:T¢— T

est une bijection, car p est un sommet. Soit alors ¢ : T® — T? son inverse. Vu que
nous avons trouvé un inverse a droite de 7, le lemme de scindage nous dit que la

suite exacte courte (3.2) est en fait scindée, et que donc
TI2XNxT"2NxT. (3.5)

Laissons agir T := T* = T¢ C T¢ (sous-tore n-dimensionnel) sur Z C C¢. Soit
¢ : T x Z — Z cette action. Cette action est la restriction de celle de T¢ sur
C4. 11 faut voir qu’elle est bien définie. Soit v € Z et g € T. Par invariance de

I’application moment ¢, on a que
¢ o pg(v) = B(v) .

Donc ¢(py(v)) € ¢(Z) = m*(A). Alors pg4(v) € ¢~H(n*(A)) = Z et laction est
bien définie.

On veut faire descendre cette action au quotient Z/ V- On définit 'action
G:TxZ/ny -2/

par @g([2]) := [p4(2)]. Voyons que ceci est bien défini. Soient 21,2, € Z tels que
[21] = [22]. Alors 3n € N tel que n - 2, = 2. Comme n,g € T¢, ils commutent.
Maintenant, il suffit de remarquer que n - pg(22) = Qg0 1 - 22 = pPy(z1), et alors
Pglz1] = @gl22], comme voulu.

Alors ¢ est une action sur M. On considére maintenant le diagramme
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zZ 5t 2 RY) 2o (RY) 2 RV
l”
Ma

ol o™ est la projection sur le deuxiéme facteur. On pose K := g*o¢ok : Z — (R")*.

On remarque que pour n € N,

Kn-2)=0"ogok(n-z)=0c"o¢(n-2)
= 0" 0 ¢(2) [ invariance |

=c*opok(z) =K(z),

avec - I’action de N sur Z. Ainsi la propriété universelle des quotients nous livre

le diagramme commutatif suivant :

A
|
Mp > (RP)?

Ha

Par la proposition (3.1.6.6), on a que ua est application moment pour . De plus,

on a que

ka(M) = i 0 p(2) = K(2) = 0" 0 0 k(2) = 0" 0 4(2)
=c*om*(A)=(roo) (D) =A,

tel que voulu. On a donc construit une variété torique symplectique (Ma,wa, T, ua)

& partir de A € (R™)* qui est telle que pa(Ma) = A. O
3.3 Géomeétrie kihlérienne

Soit (M,w) une variété symplectique.



81

Définition 3.3.0.1. Soit J une structure presque-complexe sur M. Si

i) Vp € M, on a que w(&p,J&p) > 0, V€, € T,M\{0}, alors on dit que J est dominée
par w.

ii) Vp € M,w(&p,mp) = w(J&, INp),Yép,mp € Tp,M, alors J est transformation
symplectique de w.

Si on a i) et ii), on dit que J est compatible avec w.

Proposition 3.3.0.2. Si J et w sont compatibles, alors on a que

9,1 (€psMyp) = w(&p, INp)
est une métrigue riemannienne sur M.

Définition 3.3.0.3. Une métrique riemannienne g sur M est dite w-compatible

si elle est telle que J : TM — TM définie par
9p(Jp(u),v) := wy(u,v),V¥p € M,VYu,v € T,M

est une structure presque-complexe sur M. Cette équation définit bien J de fagon
unique vu que g et w sont non-dégénérées. Alors on dit que (g,J) est une structure

presque kihlérienne sur M qui est w-compatible.

Définition 3.3.0.4. Une structure kihlérienne w-compatible est une structure
presque-kihlérienne w-compatible telle que sa structure presque-complexe J est
intégrable (i.e. Ny = 0, voir (2.2.1.5)). Alors (g,J) est une structure kihlérienne

compatible sur (Mw).

Ezemple 3.3.0.5. Pour C™*!, on a la métrique standard plate
m m 1 m
go =) dzP’+dyP? = dr® +r2dgP = 5 Y dz ®dz; + dz; ® dz;
=0 3=0 =0
qui est wo-compatible (wo = YTy dz; Ady; = § 371 dz; A dz;). La structure

complexe correspondante Jy est la structure complexe standard sur C™*! :

(J())z = iIdeCm+1 .
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Vérifions que go,wp et Jo sont compatibles. Commengons par Jy et wp (selon la

définition (3.3.0.1)) :

i) wo(€,Jo (€) Zdz; A d%;(6,i6) = Zdzxf )dZ;(i€) — dZ;(€)dz;(i€)
=3 Z —i(dz(§;)d% (&) + d7;(6)d% (&) = 5 Z —2idz;(€;)dz;(&;)

= Z dzi(&)dz;(&) =D _(daj + idy;) (€)= + i(&5)y) (dx; — idy;)((§)x + (&;)y)

J

= 2 (&) +iE)) (€)= — 1E)y) = 2_(E)2 + (&) Z|£J|2>o

J

car £ # 0.

i) wo(Jo(€),Jo(n)) Zdz,mr (é€,im) Zdz, i€)dz; (in) — dz; (in)dz; (i€)

=3 Z dz;(€)dz;(n) — dz;(n)dZ;(€) = wo(€m) -

Comme on a 7) et i), alors wg et Jp sont compatibles. Voyons que gq est bien la

structure kihlérienne déterminée par wqg et Jy :

g0(Jo(€):m) Zdz] ® dz;(i€,n) + dz; ® dz;(i6,n) = Zdzj(ze n) + dz;(i€)dz;(n)

G Z dz;(€)dz dz;(€)dzi(n) = wo(€m) .

Alors (go,Jo,wo) est une structure kihlérienne compatible sur C™*!.
Considérons ’action torique de T™*! sur C™*! donnée par
p: T x CcmH! - cmt!
((toy - - - stm), (20, - - - y2m)) = (020, - - -y tm2m)
On a vu (3.2.1.5) que cette action est hamiltonienne d’application moment
p: C™1 oo R™H1

1
(20: (RN Zm) = §(|z0|27 SRR |zm|2)
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Comme ’action est hamiltonienne, elle est en particulier symplectique, c’est-a-dire
qu’on a que plwy = wp, oit t € T™F1. Voyons que p}go = go, i.e. que p; est une

isométrie. On remarque que

Tj 0 pe(20,. . y2m) = Tj(tozm oo tmZm) = Tj(tjzj)

= Tj(Zj) . [car tj (S Sl ]
De plus, on a que

¢j (o} pt(Zo, e ,Zm) = d)j(toZo, e ,thm) = ¢j(tj2j) = ¢j(6ia§ . 'rjewj)

= ¢;(r;e %)) = 6, + 0} = ¢;(z0, . . . ,2m) + 0},

ol 6; est une constante. Alors d(¢; o p;) = d(¢; + 6;) = d¢;. Par conséquent,

m
pigo =D d(r; 0 p)®% + (rj 0 pr)?d(; 0 pr)®
J:O
= E dr®? + r2dg®* = go .

=0
Donc ’action p préserve wg et go. On a donc sur C™*! une structure kihlérienne
plate (car go est plate) qui est T™*l-invariante. La métrique canonique sur C™
donne la métrique canonique ronde sur S2m+1 : ¢S = g gt = i*go, OU
i: 8%+l «y C™ est l'inclusion.
Soit 7 : S+l — S 2m+l/51 = CP™ la fibration de Hopf. T™*! agit sur $*™*! par

restriction. Cette action descend au quotient : en effet,
(to, ce ,tm) . eioz = ew(to, P ,tm) *Z

ot €2 est un élément dans la classe [z] € CP™. Alors ceci montre que t-[z] = [t-2],

donc que l'action est bien définie sur CP™. De plus, le sous-groupe diagonal

Sl > N := (e¥,...,e%) c T™*! agit sur S?™*! par restriction. Donc on a
+1 2m+1 2m+1
que le quotient ™ /N & T™ agit sur CP™ & s /g1 = s /N et que
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(CP™,wFS T™) est une variété torique symplectique sous cette action. On re-

marque que N agit sur C™*! par restriction, avec application moment
1 m
2
pn(2) =3 E
Jj=0

Ainsi, S?™*1 = 431(3) et N agit sur S?™+! de maniére libre. C’est un cas de

réduction kihlérienne.



CHAPITRE IV

GEOMETRIE LOCALEMENT CONFORMEMENT SYMPLECTIQUE

Les références pour ce chapitre sont principalement les trois articles suivants :
(Istrati, 2016) ; (Madani et al., 2017); (Chantraine et Murphy, 2016). On donne
les détails de la preuve du résultat de Nicolina Istrati dans (Istrati, 2016) qui

montre que toute variété LCK torique compacte est de Vaisman.

Remarque 4.0.0.1. Nous supposerons dans tout le chapitre que M est une va-

riété lisse connexe.

4.1 Définitions et préliminaires

Soit M une variété lisse de dimension paire 2n > 4.

Définition 4.1.0.1. Une forme différentielle 2 € Q?(M) non-dégénérée est dite
localement conformément symplectique (LCS) s'il existe § € Q'(M) fermée et

non-exacte (autrement dit, [0] # 0 € Hjz(M)) qui satisfait
dY=0AQ. - (41)

On appelle  la forme de Lee de Q. Notons que si 2n > 4, la relation (4.1) définit

6 de maniére unique, par le lemme (1.1.3.2).

Définition 4.1.0.2. Si 2 est LCS et s’il existe une structure complexe J sur M
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telle que

pour une métrique riemannienne J-invariante (g = J*g), alors Q est dite locale-

ment conformément kihlérienne (LCK).

Lemme 4.1.0.3. Si Q est LCS (resp. LCK), alors Yu € C*(M),Q, := e“Q) est
aussi LCS (resp. LCK), avec forme de Lee correspondante 0, := 6 + du.

Démonstration. D’abord, comme e* est une fonction positive, 2, est aussi non-

dégénérée. On remarque que

dQ, = d(e*Q) =d(e*) AQ+e"dQ =e"du A QU+ e 0 A Q
=@+du)AQ,=60,AQ, .

De plus, 8, est fermée, car
d6+du) =df+d°u=0.
On remarque que comme du est une 1-forme exacte, alors
6] = [0+ du] = (6] # 0 € Hip(M) .

Ainsi nous avons notre résultat pour le cas LCS. Dans le cas LCK, §(-,-) :=
Qu(-, J:) = €e*g(:,") est une métrique J-invariante, vu que g l'est (on garde la

méme structure complexe). O

Remarque 4.1.0.4. Ce lemme implique que les notions LCS et LCK sont confor-
mément invariantes. Ainsi, vu que la conformalité est une relation d’équivalence,

on peut définir la classe conforme d’une forme LCS (ou LCK) 2 par

Q) :={e"Q | uel®(M)}.
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Proposition 4.1.0.5. Q est LCS (LCK resp.) si et seulement s’il existe un re-

couvrement ouvert {U, }aer de M tel que 2| = e¥=Q,, avec 2y une forme sym-

«

plectique (resp. kdhlérienne) sur U, et tel que la forme de Lee associée 8| = dpq,

Uo

ne soit pas globalement exacte.

Remarque 4.1.0.6. Si @ était globalement exacte, on aurait § = df et alors
de Q) = —efdf ANQ+ e fd2 =0

et donc 2 serait conforme & une forme symplectique. On traiterait alors de la

théorie des variétés (globalement) conformément symplectiques.

Remarque 4.1.0.7. Si dim(M) = 2, toute 2-forme est fermée. Dans ce cas une
forme LCS est nécessairement symplectique. La théorie devient donc intéressante
a compter de dim(M) = 4, car alors il peut a priori y avoir des formes LCS non

symplectiques.

Définition 4.1.0.8. Une variété M avec un choix de classe conforme LCS [Q] est
appelée une variété LCS. Une variété complexe avec un choix de classe conforme

compatible LCK [Q2] est appelée une variété LCK.

Théoréme 4.1.0.9 (Vaisman). Une forme LCK sur une variété compleze (M,J)
compacte est globalement conformément kdhlérienne si et seulement si la variété

admet une métrique kdhlérienne.

Démonstration. Voir larticle (Vaisman, 1980). O

Remarque 4.1.0.10. Une forme LCS (resp. LCK) telle que définie est parfois ap-
pelée LCS (resp. LCK) stricte. Dans la définition classique, on permet que notre
forme soit globalement conformément symplectique (resp. kihlérienne), corres-
pondant & ce que la forme de Lee soit exacte. Le dernier théoréme nous dit que
la classe des variétés LCK est différente de celle des variétés CK (conformément

kihlériennes).
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41.1 Revétements d’une variété LCS ou LCK

Soit (M,[Q]) une variété LCS, avec 6 la forme de Lee de (2. Soit M son revétement

universel, avec m; : M — M sa projection.
Lemme 4.1.1.1. Le relévement de la forme de Lee est exacte. C’est-a-dire, il

existe ¢ € C*(M) t.q. 0 =dpe QYM).

Démonstration. D’abord, comme 8 est fermée, on a que
d(my0) =my(d8) =0.
De plus, 7}, 0 est exacte vu que H,(M) = 0, par la proposition (2.5.2.10). O

Corollaire 4.1.1.2. La forme Q := e™¥n;, Q2 € Q2(M) est symplectique.

Démonstration. Voyons que )y est fermée :
dQ = —e Pdp A + e P dQ) = —e P 0 AT+ e T (A Q) =0 .

Pour voir que )y est non-dégénérée, on remarque que 7y; est un difféomorphisme
local surjectif, par définition de revétement. Soit § € M, avec p := 7y (D). Soit

e (T,—,M) \{0}. Alors
QO(f, ) = e—‘P(I-’);,r;;IQ(E, ) = e_w(ﬁ)Q((ﬂ-M)*€7 (ﬂ-A:I)*) .

Comme (7). est un isomorphisme, on a que (7). # 0. Comme Q est non-

dégénérée, on a qu'il existe n € T,M t.q. Q(mj).&,m) # 0. Mais ()| est
| B

surjective, donc il existe 7 € T;M t.q. (my).7 = 1. De plus, 7 # 0, vu que

Q((my)«&m) # 0 et (my)«| est injective. Ainsi, on a bien que
b

Qo(&,7) = e P PIU((mg)a&, (mg)afl) # 0

Alors €2y est non-dégénérée. O
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Remarque 4.1.1.3. Dans le cas LCK, si 2 est LCK relativement & une struc-

ture complexe J € End(TM), alors € est kdhlérienne relativement & J :=
(mi)7 Y (7 47)s. En effet, il suffit de définir

§(-) == (-, J)
Puis on remarque que g est J-invariante :

§(J€,dn) = —Qo(JE,n) = Qo(n, JE) = §(n,€) = §(Em) -

Remarque 4.1.1.4. Ainsi, le revétement universel d’une variété LCS est une

variété symplectique, et celui d’une variété LCK est une variété kihlérienne.

Soit I' C Dif f(M) le groupe de transformations du revétement M (en anglais,

"deck transformations").

Lemme 4.1.1.5. Tout tiré en arriére ty @, avec a € QF(M), est I'-invariant.

Démonstration. Pour v € I', on a que

Yrge= (o) *a=mgo.

Corollaire 4.1.1.6. w;.le est I'-invariante.

Lemme 4.1.1.7. Vv € ', v*p — ¢ est constante.

Démonstration. On a que 76 = dyp, par le lemme (4.1.1.1). Par le corollaire

précédent (4.1.1.6), on remarque que
dp =750 =710 =v"dp .
Ainsi,

d(v'p — ) =d(v"p) —dp =7"dp —dp =0 .
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Proposition 4.1.1.8. L’application

p:(T,0) = (R,+)

Y Y-

est un morphisme de groupes.

Démonstration. On a que

p(yom)=(yon)'v—p=n0"(v¢)—¢
=n"(p(7) +¢) —p=0"(p(7)) + 0" —
= p(y) on+ p(n)

= p(7) + p(n) [ car p(7y) est constante |
et il est clair que p(Id;;) = 0. O

Proposition 4.1.1.9. T agit sur (M ,$0) par homothéties.

Démonstration.

7*90 = ’y* (e"‘pﬂ;;!Q) = 6_7‘('0’)’*71'}19

— e—p('r)—cpﬂ.}[Q — e—meo )
O

Proposition 4.1.1.10. Les données (M ,I, p,$20) déterminent complétement la
variété LCS (M,[S]).

Démonstration. Comme par le corollaire (2.5.2.8), on a M = M/F, le probléme

est de récuperer la classe conforme de la forme LCS. Soit U ouvert de trivialisation
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locale de M, i.e. (my)~}(U) = UyerU,, avec U, = U,Vy € I'. La forme symplec-
tique €2 est définie sur U,, donc sur U C M. Pour un autre ouvert difféomorphe
alU,ona

U, 5 U,

Qo —> 7]'90 = e_”(”)Qo .
Alors g est définie sur U modulo facteur conforme, c’est-a-dire que €2y définit

une classe conforme & une forme symplectique sur U. Par (4.1.0.5), cela définit

une forme LCS Q sur M. O

Remarque 4.1.1.11. Le revétement universel M de M est tel que la forme LCS se
reléve & une forme symplectique. Toutefois, il n’était pas nécessaire de considérer
le revétement universel. Il suffit de considérer le revétement minimal (selon I’ordre
défini en (2.5.2.2)) de notre variété tel que sa forme de Lee 0 se reléve & une forme

exacte. Par la proposition (2.5.2.9), tout revétement p; : M; - M a la forme
M, ~/7F1(M1)‘
Si 7 : M — M, est la projection au quotient, alors p; satisfait la relation
ploﬁ:wM:M—)Ml—)M.
(p1)*0 est fermée, vu que 6 I’est. On remarque que
dp = 156 = 7*(p1)"0 .

Alors pour que (p;)*@ soit exacte, il suffit que dp descende au quotient par 7,
c’est-a-dire que

Yo =, Vy € m(M),

pour que ¢ € C®(M,;). Mais alors v € Ker(p), c’est-a-dire qu'il faut que

7!'1(M1) S Ker(p) .
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La bijection entre les revétements de M et les sous-groupes de 7 (M) (2.5.2.4) est
telle que I'ordre partiel de I'un et ’autre des ensembles ordonnés est inversé. Donc
le revétement minimal que ’on cherche est associé au plus grand sous-groupe de
m (M) tel que notre construction fonctionne. C’est donc le revétement associé au

sous-groupe Ker(p). Ainsi, le revétement minimal est défini par

~

3= Y er (o)

qui a pour groupe de transformations [' = m(M )/Ker( p) = I'm(p). Alors [ est
un sous-groupe abélien de (R,+). Lorsque M est compacte, m (M) est finiment
engendré, et alors il existe un k € N tel que I & Z*. Comme @ descend & C°°(M ),
alors la forme symplectique 2y descend au quotient M qui, tel que voulu, est une
variété symplectique qui revét notre variété LCS M. Tous les résultats précédents

s’appliquent sur ce revétement minimal.

4.1.2 Différentielle tordue

Soit (M,[Q2]) une variété LCS, et 6 la forme de Lee de €.

Définition 4.1.2.1. La différentielle tordue d’ : Q¥(M) — Q**1(M) est définie
de la maniére suivante

d=d-6n-
Lemme 4.1.2.2. La différentielle tordue vérifie

Q=0 et (d)?=0.

Démonstration. En effet, on a d’abord que

PQ=d2-0AQ=0,
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par définition. De plus, pour a € Q¥(M), on a que

doda)=d(da—0Aa)=d’a—d@Aa)—O0Ada+0A(OA)
=—dlANa)—O0ANda=—(d0ANa—0Ada)—0ANda=0.

a

Lemme 4.1.2.3. Si Q, = e*Q € [Q] est un autre représentant, la différentielle
tordue s’exprime par

d =d® —dun-,

ou 0, = 0+ du est la forme de Lee de €,.

Démonstration.

d=d—0,N-=d-—(O+du)A-=d—OA-—dun-=d® —dun-.

Pour la proposition suivante, nous aurons besoin d’un lemme analytique :

Lemme 4.1.2.4. Soit U C R™ un ouvert contenant 0, et f(z),...,z,) € C®(U)
tel que df — f0 =0, o2 0 € QY (U). Si nous avons que f(0) =0, alors f = 0.

Démonstration. Procédons par induction. Dans le cas ou n = 1, on a I’équation
f/(z) = f(z)0(z), dont la solution est f(z) = ce9®), avec g(x) = [; 6(y)dy. Ainsi,
si £(0) =0, comme €9 > 0, il faut que ¢ = 0. Donc f = 0.

Maintenant supposons que ce soit vrai pour n — 1. Par hypotheése, f vérifie ies
équations a%% = f6, Vk = 1,...,n. Posons hy(z;) := f(x,,0,...,0). hy vérifie
que Oz, h1(z1) = h(z1)6, et h1(0) = f(0) = 0, par hypothése. Donc ’hypothése
d’induction nous donne que h; = 0. Ainsi f(z,,0,...,0) =0,Vz; € R. De méme,

pour x; quelconque, on a que

f@,...,0,z;,0,...,0)=0.
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Posons g;(z1,...,&;,...,2) == f(21,...,Zj,...,%p), pour un z; fixé. Alors g;
vérifie les n — 1 équations %’f = g;0k, avec k # j. De plus, on a que g;(0) =
f(0,...,0,2;,0,...,0) = 0. Par hypothése d’induction, on a que g; = 0, et cela Vj

en itérant. Ainsi on a bien que f = 0, ce qui conclut I'induction. O
Proposition 4.1.2.5. Comme [f]4r # 0, on a que
d® : C®(M) — QY(M)

est tnjective.

Démonstration. Soit f € Ker(d®). Alors f satisfait 'équation différentielle linéaire
d’ordre un suivante :

df —f0=0.

Supposons que f ne s’annule en aucun point de M. Alors on pourrait écrire

0=g=dlog|f|.

f

Ceci est une contradiction car € n’est pas exacte par hypothése. Ainsi f doit
s’annuler en au moins un point, disons o € M. En utilisant une carte autour
de zo, le lemme (4.1.2.4) nous donne que f = 0 dans un voisinage de zo. On
peut écrire M comme réunion de cartes : M = U,c;U;. Comme M est connexe,
on ne peut ’écrire comme union d’ouverts disjoints. Soit Uy une carte telle que
UNUyg # 0, 0uk € J. Comme f = 0 sur UNUyg, ’argument précédent nous améne
a conclure que f = 0 sur Ug. Donc f = 0 sur U U Ug. En itérant ce procédé, on
peut annexer toutes les cartes et voir que f = 0 sur U;,Vj € J. Ainsi on a que

f=0sur M. O

Définition 4.1.2.6. Soit (M,J,[?]) une variété LCK avec métrique correspon-
dante g et forme de Lee #. On dit que g est de Vaisman si 6 est paralléle par

rapport & la connection de Lévi-Civita (V99 = 0). En d’autres mots, si on a que

d(O(Y))(X) = 6(VLY) VXY € X(M) .
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4.1.3 Automorphismes

Avant d’introduire les automorphismes d’une variété LCS, introduisons les auto-

morphismes conformes d’une variété symplectique.

Définition 4.1.3.1 (automorphismes conformément symplectiques).
Aut(M,[w]) :={p € Dif f(M) | 'w = fw, ot f € C*(M)\{0}}

est I’ensemble des automorphismes conformes de la variété symplectique (M,w).
Soit aut(M,|w]) := Lie(Aut(M,[w])). Si X € aut(M,[w]), on a par définition que
¢¥ € Aut(M,[w]),Vt. Ainsi, on obtient que

d

waz—

il 07w = Blofur = fu,

avec f € C*°(M) . Donc on a que

aut(M,w]) = {X € X(M) | Lxw = fxw, avec fx € C®(M)} .

La preuve du théoréme suivant provient de (Kobayashi, 2012), 1.6 :

Théoréme 4.1.3.2. Soit (M,w) une variété symplectique. Si f € Aut(M,[w]) et
dim(M) > 4, on a alors que

flw=aw
avec ¢ # 0 une constante.
Démonstration. Comme f € Aut(M,w]), on a que Jp € C*(M)\{0} t.q. f*w =
¢w. Comme le tiré en arriére et la différentielle commutent, f*w est fermée. Ainsi
0=d(f*w) =d(pw) =dp Aw + pdw =dp AN w .

Par le lemme (1.1.3.2), dp = 0. Donc ¢ est une fonction constante non-nulle sur

M. O
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Définition 4.1.3.3. Pour une variété LCS (M,[Q]), on note Aut(M,[Q]) 'en-
semble des difféomorphismes conformes. C’est-a-dire ’ensemble des ¢ € Dif f(M)
tel que ¢*Q € [Q]. Pour une variété LCK (M,J,[Q]), Aut(M,J,[Q]) est 'ensemble

des biholomorphismes conformes.
Lemme 4.1.3.4.

Lie(Aut(M,[Q)])) =: aut(M,[Q]) ={X € X(M) | LxQ = fxQ }
ot fx € C*(M).

Démonstration.

(<)
On suppose que X € aut(M,[Q]). Alors (¢)*Q € [Q)]. Donc on a que

LxQ = 5t‘0(¢f)*9 = at|0€f‘xQ = fxQ

N X
ol fx = 3t|06f‘ )

(2)
On a X € X(M) tel que LxQ = fxQ. On remarque que Q= (¢%)*82 vérifie

Ol = Oi,_o(85.)7Q = (63)"(Lx Q) = (83" (fxQ) = (fx 0 ) -

Donc %flt = (fx 0 ¢{). De plus, Q = Q. Ceci forme un systéme d’EDO et
admet donc une unique solution. Cherchons une solution de la forme ; = h,Q,

ou h; € C*°(M) tel que hy = 1. Il faut donc que h; satisfasse %ht = (fx o ¢ )hs.

t
hs :=exp (/0 fxo ¢>de>

résout ’EDO. Ainsi on a bien que (¢;X)*Q = h2, avec h; > 0. O

On obtient que

Lemme 4.1.3.5. On a

(fx — 0(X))Q2 = d’(1x9) .
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Démonstration. En effet, il suffit d’utiliser les propriétés de base du produit inté-

rieur :
dxQ) =dexQ) —0AxQ=LxQ—1x(dQ) —0AxQ  (2.1.1.5)
= fo—Lx(Q/\Q) —0/\Lxﬂ
=fxQ—[(txO)ANQ—0AxQ) —0AxQ  (2.1.14)
= (fx —6(X))Q2.

Lemme 4.1.3.6. Les identités suivantes sont satisfaites :

1) &((fx - 6(X))2) =0,
2) (dfx —d@(X)) AQ2=0.

Démonstration. 1) découle directement du lemme précédent et de (4.1.2.2), car
&((fx = (X)) = (&) (ex) = 0.
En développant ’expression 1), on obtient que
0 =d(fx0 - 6(X)Q2) — I A (fxQ - 0(X)Q) = d(fxQ2) — d(O(X)Q) — fx(I A Q) +6(X)(OAQ)
= (dfx) NQ+ fxdQ — (d(6(X))) A — 6(X)dQ — fxdQ+ 6(X)d2
= (dfx) A Q= (d(6(X))) AQ = (dfx — d((X))) A Q.
O

Remarque 4.1.3.7. Comme on suppose que dim(M) > 4 (voir la remarque
(4.1.0.7)), on a que 0 = (dfx — d(6(X))) A € (M), mais que Q3(M) # 0. Par
le lemme (1.1.3.2), il faut alors que dfx — d(8(X)) = d(fx — 0(X)) = 0. Ainsi on
a que la fonction 6(X) — fx est constante. On note cx cette constante. Vérifions

que cette constante ne dépend que de X, et non du choix du représentant 2 de
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la classe conforme [Q]. Soit Q, = €9 un autre représentant de la classe. On a

d’abord que
9xQg = LxQy = Lx(e9Q) = Lx(e?) NQ+e? A (Lx2)
=d(e?)(X) A Q +€e*(fxQ)
=e9dg(X)NQ+ fxQy
= (fx + dg(X))Sy
Ce calcul nous livre donc la relation gx = fx +dg(X), par laquelle on obtient que
gx — 05(X) = fx + dg(X) — 0(X) — dg(X) = fx — (X) ,

comme voulu.

4.14 Homomorphisme de Lee

Définition 4.1.4.1. La remarque précédente nous permet de définir sans ambi-

guité ’homomorphisme de Lee :
l:aut(M,[Q]) = R
X = Cx Z=9(X)—fx

Lemme 4.1.4.2. [ est un morphisme d’algébres de Lie.

Démonstration. Montrons d’abord que [ est R-linéaire. Soient a,b € Ret XY €

X(M). On remarque que
fax+5vQ = Lax15vQ = aLxQ + bLy
=afx +bfy .
On a alors que

l(CLX + bY) = CaX+bY = 0((1X + bY) - faX+bY
= ab(X) + b(Y) — afx — bfy = al(X) + bI(Y) .
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Ainsi [ est R-linéaire et comme R est une algébre de Lie abélienne il faut, pour que
[ soit un morphisme d’algébres de Lie, que I([X,Y]) = cx,y) = 0, VXY € X(M).

Remarquons que comme 6 est fermée, le corollaire (2.1.1.7) donne
0([X,Y]) = X(6(Y)) — Y (6(X)) .
Trouvons maintenant une expression plus explicite pour fix,y] :

fixyit = Lixy)Q = LxLyQ) — LyLxQ2 = Lx(fyQ) — Ly (fx§)
= Lx(fy)Q+ fyLxQ - Ly(fx) — fxLyQ  (2.1.1.2)
=X(fr)+ frfxQ=-Y(fx)Q - fx fr§
= (X(fy) - Y(fx))Q .

Ainsi nous avons 'égalité fixy) = X(fy) — Y (fx). Par définition, comme 0(X) =
fx + cx, alors d(0(X)) = dfx, donc

Y(6(X)) = d0(X))(Y) = dfx(Y) =Y (fx) .
De méme, on a que X(6(Y)) = X(fy). Ainsi, on obtient

axy = 0((X.Y]) — fixy) = X(O(Y)) = Y(0(X)) — (X(fy) - Y(fx))
= X(6(Y)) - Y (6(X)) — (X(6(Y)) - Y(6(X))) =0
tel que voulu. O

Définition 4.1.4.3. On définit la sous-algébre des champs horizontaux comme le
noyau de [ :
aut'(M,[Q)]) := Ker(l) = {X € aut(M,[Q]) | fx =6(X)}
={X € aut(M,[Q]) | LxQ = (X))}

Vérifions que aut'(M,[2]) bien défini, c’est-a-dire que ce noyau est bien conformé-

ment invariant. On a €, := €9(2 un autre représentant de la classe conforme. On



100

suppose que Lx) = 8(X)Q. Alors
LxQy = Lx(e9Q) = Lx(e?)Q + e?(LxQ) = d(e?)(X)Q + e76(X)
= e9dg(X)Q + e76(X)Q = (0 + dg)(X)Qy = 6,(X)Q, .

Ainsi aut’(M,[Q?]) est bien défini.

Soit m : (M,Q) — (M,[Q)]) la projection du revétement minimal de M (qui
est une variété symplectique, tel que vu précédemment). Pour X € X (M), soit

X :=(m) o X o € X(M) son relévement.
Lemme 4.1.4.4. On a

Ly =e*n*(LxQ2 — 6(X)Q)
En particulier, si X € aut(M,[Q]), on a que

LyQo = —1(X) .

Démonstration. On remarque qu’a priori, le push-forward par 7 d’un champ quel-
conque Y € X(M) n’est pas nécessairement défini. Mais comme X = (m,) o X o,

on a que

~

7(,.X=7F*OXO7F_1 =X
est bien défini. Alors on calcule
LS = Lg(e™¥n"Q) = Ly (e™*)n*Q + e ¥ Lg(n*Q)
=d(e?)(X)m* Q+ e L, 30 = —e Pdp(X)1*Q + e ¢n* Lx
= —e ?1*9((m.) Lo X o m)7*Q + e ¢7* Lx )

=e 1 (—0(X)Q) + e ¥m*LxQ = e ¥ (LxQ — (X)) .
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En particulier, supposons que X € aut(M,[€]). On a alors que
Ly =e ?m*(fxQ - 0(X)Q)
=e ?m*(-{(X)Q) = ~l(X)e ¥m*Q
= —1(X)Q .

Proposition 4.1.4.5. On a un isomorphisme
aut(M,[Q]) 5 aut(M,[Q])"

ot aut(M Q)T est lalgebre de Lie des automorphismes conformes infinitési-
mauz de (M ) qui sont I'-invariants, et I' est le groupe de transformations du

revétement minimal. Cet isomorphisme se restreint en une bijection
aut’ (M,[Q)]) €= aut(M, Q)T

o aut(M, Q)T est Ualgebre de Lie des symplectomorphismes infinitésimauc de

Qo gqui sont I'-invariants.

Démonstration. Soit X € aut(M,[Q)]). Par le lemme (4.1.4.4); on a que
P(X) := X € aut(M, [Q)) .
Pour n € T', on a que
n*f(='r].,7r*'loXo7r=7r:loXo7r=)A(.

Ainsi X est Iinvariant, donc X € aut(M,[Q))T, et I'application est bien un mor-
phisme, par linéarité de (m,)~!. Voyons que c’est une bijection :

injectivité : Supposons que X = Y, pour X,Y € aut(M,[Q2)) et X,Y leur reléve-
ment respectif. Soit § € M. Comme 7, est un isomorphisme en chaque fibre, on a

que

X(n(p)) = (ma)s0 X(B) = (m)p 0 Y (8) = Y (n(p))
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Comme 7 est surjective, on a bien que X =Y.

surjectivité : Soit X € aut(M , [Q0)])F. Comme X. est T-invariante, on peut définir
le push-forward m,X := m, 0 X o' € X(M) sans ambigﬁ'ité. Vérifions que
X € aut(M,[Q)) : ‘

Xy =a), (woas{‘ovr-‘)*ﬂ
1) (@) mQ = (1718 (65)* (e°)
= (1)L (e*Q) = (w*)*((Ler)Qo +¢#Lz Q)

= (1) (dp(X)m*Q + gg7*Q) = (171)"(dp(X) + 93)Q

L, Q= at| (¢7
(

ou f, 3 := (m71)*(dp(X) + gz). Donc on a bien que 7,X € aut(M,[2]), tel que
voulu.

Ainsi, ¢ est un isomorphisme. Si X € aut'(M,[(?]), alors le lemme (4.1.4.4) nous
dit que Lz = —I(X)Q = 0. Donc X € aut(M,Qp). Ainsi

Y(aut' (M,[Q)) C aut(M,Q)"

On sait que ¥ est injective. Soit Y € aut(M ,Q0)T. Par I-invariance, on peut

définir X := Y. Par le lemme (4.1.4.4), on a que
0=LyQo=e"%1"(LxQ2—6(X)Q) .

Donc LxQ = 6(X)(Q, et alors X € aut'(M,[€)]) est par construction tel que Y(X) =
7710 X om =Y. Donc ¢ est une bijection entre aut'(M,[Q]) et aut(M,Q)F. O

Définition 4.1.4.6. Une forme LCS (Q,0) est dite exacte si Q est d?-exacte,

c'est-a-dire s'il existe n € Q1(M) tel que

dn=0Q.
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Remarque 4.1.4.7. Supposons que (£2,0) soit exacte. Prenons une forme LCS

de la méme classe conforme : (e*Q, 80 + du) = (£2,, 6,). Alors on a que

d®(e*n) = d®(e*n) — du A (e“n) (4.1.2.3)
=d(e"n)— 0 A (e*n) — e*duAn
=eduAn+etdn—e"0An—e‘duny
=e'(dn—0An) =ednp=e'Q=0Q, .

D’ou que (€2,,0,) est aussi exacte. Ainsi 1'exactitude est une notion conformément

invariante.

Définition 4.1.4.8. On dit qu’une variété LCS (M,[(?]) est exacte si un repré-

sentant de la classe est exact. Ceci est bien défini par la remarque précédente.

Proposition 4.1.4.9. L’homomorphisme de Lee | est surjectif si et seulement si

(M,[?]) est ezacte.

Démonstration. Soit (2,0) € [€].
(=)

Supposons que [ soit surjectif. Soit B € aut(M,[(Q]) tel que {(B) = 1. On a que
6(B)2 — Q= (6(B) — I(B))2 = (6(B) — (6(B) — fp))2
= fpd = LgQ = 15dQ2 + d(:.502)
= (tBO) ANQ—O0 A 12+ d(t50)
=6(B)Q+d°(159) .

Ainsi on a bien que

de(—LBQ) =0.

(=)
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Supposons que (M,[Q]) soit exacte. Alors il existe n € Q(M) tel que d’n = Q.
Comme 2 est non-dégénérée, on peut trouver un B € X(M) tel que 152 = —.

Ainsi

LpQ = 15(0 AQ) + d(159)
=0(B)Q — 6 A (t92) + d(tB92)
=0(B)Q+0An—dn=6(B)Q—dn
=(6(B) - 1) = fBQ2.

Ainsi on a que B € aut(M,[Q]). Donc
I(B)=0(B)-fs=1.
Comme [ est linéaire, pour ¢ € R on aura que
[(cB)=cl(B)=c.

Conséquemment, [ est bien surjectif. O

4.2 Actions sur des variétés LCS ou LCK

Soit (M,[€]) une variété LCS avec 6 la forme de Lee de .

4.2.1 Champs hamiltoniens tordus

Définition 4.2.1.1. On dit que X € X(M) est un champ hamiltonien tordu s’il

existe une fonction f € C*(M) telle que
Lxﬂ = def .

On peut alors noter Xy le champ hamiltonien tordu de fonction hamiltonienne f.



105

Remarque 4.2.1.2. Voyons que cette notion est conformément invariante. Soit
Xs € X(M) un champ hamiltonien tordu, de fonction hamiltonienne correspon-

dante f. Soit Q, = e*Q € [Q], avec forme de Lee 6, = 6 + du. Alors
Lx!Qu = fo(e"ﬂ) = e“LXfQ
= e*d’ f = e*(df — f6)
=e%df —e"f0+e"fdu —e*fdu
=d(e*f) — (6 +du)e*f = d®(e*f) .

Ainsi Xy est également hamiltonien tordu pour (€),6,), mais cette fois-ci de

fonction hamiltonienne e*f.

Définition 4.2.1.3. Par la remarque précédente, la notion de champ hamiltonien

tordu est conformément invariante. On peut donc définir
ham(M,[Q]) := {X € E(M) | If € C°(M) tel que txQ =d°f} .

Lemme 4.2.1.4. Pour un champ hamiltonien tordu X, avec fonction hamilto-

nienne f lui correspondant par 2, on a que

Lx,Q = 0(Xp)Q .

Démonstration. On a en effet

Lx,Q = tx,dQ + d(ex,Q) = tx,(6 A Q) +d(df)
= (ex,0) ANQ— O A (1x,92) + d*f — d(f9)
=0(Xp)Q—O0NA(Lf)—df NO— fdb
=0(X;)9 .
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Corollaire 4.2.1.5.
ham(M,[Q]) C aut'(M,[Q]) .

Définition 4.2.1.6. Une forme LCS Q définit un crochet de Poisson

{fag} = Q(Xg’Xf)
ou f,g € C>*(M).

Proposition 4.2.1.7.
Xiray = [ X5 Xq] -

Démonstration. On remarque d’abord que

&{f.9} = d{f,9} — Xs(9)0 + 98(X;)6 . (4.2)

En effet, il suffit de remarquer que

oA {f7g} =6A (I’XfLXgQ) =6 A (I’deog)
=0 A (ex,dg) — g0 A (tx,0)
= X1(9)0 — 90(Xy)0 .

On peut maintenant calculer

ux,x,) = L, (tx,9) — tx, (Lx, ) (2.1.1.5)
= tx,(dex, Q) + d(ex;ex,Q) — tx,(0(Xf)Q2)
= ux,dd’q + d{f.g} — 0(Xy)d’g
= —ux,d(g0) + d{f,g} — 0(Xy)dg + g6(Xy)6
= —ux,(dg A 0) + d{f,g} — 0(X;)dg + gb(X)6
= —X1(9)6 + (X ;)dg + d{ f,g} — 6(X;)dg + 98(X)6
= d{f,9} — X;(9)0 + g0(Xy)0 = &’{f.9} (4.2)

=X $ [ par définition |

Puisque {2 est non-dégénérée, on a alors que [X;,X ] = X(s4, tel que voulu. O
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Corollaire 4.2.1.8. L’espace ham(M,[(2]) est une sous-algébre de Lie de aut' (M , [Q)).

Proposition 4.2.1.9. Le morphisme ¢ défini en (4.1.4.5) se restreint en une
injection

ham(M,[Q]) < ham(M ) .

Démonstration. Par le corollaire (4.2.1.5), nous avons que ham(M,[Q]) C aut'(M,[9]),
et alors ¢ peut se restreindre a ham(M,[Q2]) et cette application est aussi néces-
sairement injective. Il suffit de voir que ¥(ham(M,[Q])) C ham(M ). Soit donc
X; € ham(M,[Q]). On a 9(Xs) = X; = (7.)~' o X o 7. Par construction on a
que 7. X; = X}, et il s’ensuit que

1z, = e (1x, 7 0) = e (1,, %, )
=e 1" (1x,?) = e7Pn*(df — f0)
= e (dn*f — (n*f)dp) = d(e™*x"f) .
Ainsi ¥(ham(M,[Q])) C ham(M,Q%), puisque le champ X ¢ est hamiltonien de
fonction hamiltonienne —e=%7*f. O

Définition 4.2.1.10. Soit 2 € [2]. On définit ’application

A% : C™(M) — ham(M,[Q))
f = X

Proposition 4.2.1.11. A% est un isomorphisme d’algébres de Lie.

Démonstration. Par la proposition (4.2.1.7), A? est un morphisme d’algébre de
Lie. En effet,

AT({f.9}) = Xis.0 = (X5, X,] = [A7f, A%] .
La proposition (4.1.2.5) nous donne que d® : C*(M) — Q}(M) est injective. En

prenant en compte que d’f = tx,8 et que Q2 est non-dégénérée, nous déduisons
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que A% est aussi injective.

De plus, A? est surjective, car si X; € ham(M,[()), alors A%(f) = X;. O

Remarque 4.2.1.12. Par la remarque (4.2.1.2), si A%(f) = X/, alors A% (e f) =
Xjs. Il s’ensuit que
A™(f) = A%e™f) .

4.2.2 Actions hamiltoniennes tordues

Définition 4.2.2.1. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété LCS (M,[Q2]).
On dit que ’action est hamiltonienne tordue si
g := Lie(G) C ham(M,[Q]) .

Toutefois, comme g C X(G) et ham(M,[2]) C X(M), il est sous-entendu qu’on
prend les champs fondamentaux X, € X(M) associés aux champs £ € g. C’est-
a-dire que l'action est hamiltonienne tordue si V¢ € g,3f, € C®(M) tel que
xS = d? fe.

Définition 4.2.2.2. On définit une application moment pour une action hamil-
tonienne tordue. Pour un choix Q € [Q], vu que g C ham(M,[Q?]), on décrete
que

pft = (A1 . 1 g = C®(M)

est une application moment pour l’action (et qui peut aussi étre vue comme une

application M — g*). Par construction, pour £ € g, on a que
ix Q=dug, o pud == u(8)
et que p est un morphisme injectif d’algébres de Lie.

Remarque 4.2.2.3. Soit Xy le champ hamiltonien tordu associé & f par 2. Par

la remarque (4.2.1.12) on a que A% (e*f) = X, alors

u (X)) = (A%)7| (X)) = ef = (X))
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d’ott que ™ = e*u®.

Lemme 4.2.2.4. Si G est compact et agit conformément sur (], on peut trouver
un représentant G-invariant Q€ € [QQ]. De plus, la forme de Lee correspondante

0% est aussi G-invariante.

Démonstration. L’action p : G — Dif f(M) de G est conforme sur [Q] si Vg €
G,3f, € C®(M) tel que p(g)*Q = 9. Soit dv une mesure de Haar normalisée

sur G. Posons
hi= / £,dv(9)
e
et
Qs = /G p(9)" () .
On a alors que
Q¢ = / e’ Qdv(g) = e"Q .
e
Donc Q€ € [ est un représentant de la classe. Soit j € G.
P = pli)" [ o) dota) = [ plai)Qpts)anta
= [ o0y aniyae)  xi=gi

= /G p(N)*Qdv(N) = QF .
Donc Q€ est G-invariante. La forme de Lee de Q€ est 6 := 6 4 dh. Il suffit de
calculer
dQC = d(e*Q) = e"dh AQ + " A Q
=dhAQC+0AQC = (dh+6)AQC .
De plus, cette forme de Lee est elle aussi G-invariante. En effet, on a que
¢ A QF = dQ° = d(p(9)*Q°) = p(g9)*d°®
= p(9)"(6° A Q°) = (p(g)"6°) A Q° .



110

En utilisant le lemme (1.1.3.2) et comme dim(M) > 4, on a que 8¢ = p(g)*8¢ Vg €
G. O

Lemme 4.2.2.5. Si G est abélien et agit de facon hamiltonienne tordue sur
(M,[Q), alors
Q(XfaXn) = O,Vﬁ,n €g.

Démonstration. Remarquons d’abord que d?(Q(X¢, X)) = 0,V€,n € g. En effet,

& (UXe, X)) = P s fe}) = SRS
=y xg®  [(4.2.1.7)]
= x4 [(3.1)]
=0. [ G est abélien |

Posons maintenant f := Q(X,,X,). On vient de démontrer que
0=d'f=df - f6.
Comme d° est injective (4.1.2.5), f = 0, tel que voulu. O

Corollaire 4.2.2.6. Dans le cadre du lemme précédent, nous avons que

dug(Xy) = g - 6(Xy),Vém € g .

Démonstration. On a

0= Q(XE7X7)) = LX,,LXfﬂ

= ux, @ = dud (X)) — p - 6(X,) -
O

Proposition 4.2.2.7. Supposons que G agit de fagon hamiltonienne tordue et

fidele sur (M,[S?]). Si G est abélien, compact et conneze, les énoncés suivants sont
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équivalents :

(1) Q est G-invariante ;
(2) g C ker(6) ;

(8) 1 est G-invariante.

Démonstration.

Soit p: G — Dif f(M) une action lisse de G.

(1) = (2):

On suppose que p(g)*Qt = Q, Vg € G. Soit £ € g. On a que

Lx Q2 = 8| p(exp(tf))* Q=8| ,2=0.
Ainsi on obtient que

0= LX€Q = dbxfﬂ + Lxe(a A Q) = d(doff) + (LXEO) AQ—OA deff
= (€)(fe) +8(Xe)2 = 6(X) .
Il en résulte que 8(X¢) = 0, tel que voulu.

2 = (1):
Supposons que 6(X¢) = 0,V€ € g. Par le lemme (4.2.1.4), on a que

0=6(X)Q = Lx,Q .

Par le lemme (3.1.4.2), on déduit directement que 2 est G-invariante.
(2) = (3):
On suppose que 6(X,) = 0,V€ € g. Par le corollaire (4.2.2.6), on a donc que

0= du?(X,,) = LX,, (N?),Vf,n €9.

Par le lemme (3.1.4.2), uf est G-invariante.
B) = 2):

Supposons que u soit G-invariante. Par le lemme (3.1.4.2), on a que Lx, (uf!) =
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dug(X,) = 0,V€,n € g. Par le corollaire (4.2.2.6), on a alors que ug' - 8(X;) = 0.
Soit n € g. Par I'absurde, supposons que §(X,) # 0. Alors il existe un voisinage

ouvert U pour lequel 0(X,,)‘U # 0. Il faut donc que

u?] —0VEcg.
U
Comme I’action est hamiltonienne tordue, sur U on a que
— Q _
0 — dollf — LX§Q .

En utilisant que ) est non-dégénérée, ceci implique que X;{ = 0,V¢ € g. Ainsi,
U

sur U l'action est triviale. C’est-a-dire que

Orbg(p) = {p},Vp € U.

Le théoréme (3.1.2.12) nous dit que les orbites principales sont denses dans M.
Donc U intersecte nécessairement une orbite principale. Ainsi, on a que dim(Orbg(p)) =
0 est la dimension des orbites principales. Mais par définition, cette dimension est
celle de G, dont dim(G) > 1. Ceci est une contradiction, alors 6(X,) = 0,Vn € g,

car on a choisi 7 arbitrairement dans notre raisonnement. a

Proposition 4.2.2.8. Si (M,[Q1]) est LCS ezacte, avec G compact agissant confor-

mément sur M et g C aut’(M,[QQ]), alors action est hamiltonienne tordue.

Démonstration. Par le lemme (4.2.2.4), on peut prendre (£2,6) une forme LCS avec
sa forme de Lee correspondante, toutes deux G-invariantes. Comme ’exactitude
est conformément invariante, on a que 3In € Q(M) tel que Q = d’7n. Posons

maintenant
n® = /G p(9)*ndv(g) ,

qui est G-invariant par construction, oit dv est une mesure de Haar normalisée.
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Alors on a que
d®n® =dn® -6 An° = / p(g)* (dn)dv(g) — /G p(9)*0 A p(g)*ndv(g)
= [ dtar@nive) = [ ployinte) = [ adv(a) -

Soit £ € g. Puisque Q est G-invariante, la proposition (4.2.2.7) nous donne que

6(Xe) = 0,V€ € g. Alors on a que

PRVES thdenG = fodnc - (tx O A n° +6A (LxeT]G)
= 1x,dn® +n%(Xe)0 = Lxn® — dex,n® +n%(Xe)0
= —d(n°(Xe)) + 0 An®(Xe)) = P (—n°(Xe)) .

Donc —n€ est application moment de l’action, et ainsi g C ham(M,[Q)]), tel que

voulu. O

4.2.3 Action torique tordue

Proposition 4.2.3.1. Soit (M,[(Q?]) une variété LCS, et T un tore agissant sur
M par automorphismes conformes. Alors l'action se reléve & M si et seulement

si Lie(T) C aut'(M,[S]).

Démonstration. Sans perte de généralité, on réduit le probléme au cas ou T = S?.
En effet, si T = T*, alors chaque sous-ensemble {e} x---x {e} x S x {e} x - - - x {e}
engendre une action du cercle sur M par restriction de 1’action de tore. Si nous
réussissons a relever les k-actions circulaires, alors nous obtiendrons une action de
T* sur M.

Fixons Q € [Q). Soit p : S* = Dif f(M) une action circulaire par automorphismes
conformes. Soit £ € Lie(S') un générateur de l'algébre de Lie, et X, son champ
fondamental, vu comme le générateur de 'action infinitésimale. Soit ¢; le flot de

X¢. Comme ’action est circulaire, ce flot est périodique. Sans perte de généralité,
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supposons que la période de ¢, soit 1 (i.e. ¢ = ¢141, Vt € R). Soit Xg le relévement
de X, au revétement minimal, et é: son flot. Par définition, ¢ : R — Dif f(M)
reléve I'action de p & M. Toutefois, on veut que S* agisse sur M. Ce sera le cas si
et seulement si @; est périodique, par définition d’action circulaire. Pour obtenir
notre résultat, il nous suffit donc de montrer que by est périodique si et seulement
si Lie(S') C aut'(M,[Q)]).
(=)
On suppose que Lie(S') C aut'(M,[?]). On a donc que X¢ € aut'(M,[Q]). Par la
proposition (4.1.4.5), X'E € aut(M ,Q)T. Comme f({ reléve X, leurs flots respec-
tifs satisfont la relation

rod = omVteER. (4.3)
En particulier, 7 o (;31 = ¢, o = 7w. Donc q31 € I'. De plus, comme d;t est un
symplectomorphisme, on a que

e Q= Qp = $1Q = Fi (71 Q) = e NP = e~bion*Q .

Il en résulte que ¢p = o, c’est-a-dire que ¢; € Ker(p). Comme T' = G(M) =
m (M )/Ker( p)’ J)l = Idy, et J)t est bien périodique.
(=)

Supposons maintenant que @, soit périodique. Comme par hypothése Xe € aut(M,[Q)),

le lemme (4.1.4.4) nous donne que Lg Qo = —I(X){. Cette équation nous dit
qu'il existe une fonction périodique lisse ¢ : R — R tel que gz§§90 = ¢(t)p. De

plus, on a Vi1 ,t; € R que
c(ti +t2)% = &fl(dsfﬂo) = 65:1(0(752)9) = c(t2)c(t1)$ -

Donc ¢(t1 + t2) = c(t1)c(t2). Ainsi on obtient V¢ € R que

d;‘i o(r) = tim R =c®) _ ) cWe®) =cl) _ o SR ZL @

Comme c est périodique, elle doit avoir un point critique s € R. C’est-a-dire que

0= 42

dr

e(r) = c(s)% r=0c(r). Nous n’avons que deux choix possibles : soit

r=s8

r=t h—0 h h—0 h h—0 h drlr=0

ce(r) .
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¢(s) = 0, soit & _Oc(r) = 0. Supposons que ¢(s) = 0. Alors ¢ = ¢(s)Q%p = 0,
ce qui implique que (¢,). = 0. Mais ¢, € Dif f(M), et alors (@), # 0. C’est une
contradiction et alors nous en déduisons que ad;| 0c(r) =0, et donc

d

d
= o

= E o C(t)QO =0.

L S $:

Nous avons ainsi démontré que X, € aut(M,Q)". Par la proposition (4.1.4.5),

on a que X;¢ € aut’(M,[Q)]) et donc que Lie(S*) C aut’(M,[R]), comme voulu. O

Remarque 4.2.3.2. En général, une action d’un groupe G sur M descend & une

action de G sur M si et seulement si G commute avec I.

Corollaire 4.2.3.3. Toute action de tore T hamiltonienne tordue sur une va-
riété LCS (M,[Q]) se releve a une action hamiltonienne de tore sur le revétement

symplectique minimal (M ).

Démonstration. Comme 1’action de tore est hamiltonienne tordue, alors Lie(T) C
ham(M,[QQ]) C aut(M,[S2]). Alors le tore agit par automorphismes conformes sur
(M,[€?]). Le corollaire (4.2.1.5) nous dit aussi que ham(M,[Q?]) C aut’(M,[?]), d’on
que Lie(T) C aut’(M,[Q)]). Par la proposition précédente, 'action de tore se reléve
a M. Posons [ := —e~¢m*u®. Voyons que /i ne dépend pas du choix de € Q).
Soit 2, = €*Q € [Q2]. On a vu que 6, = 6 + du. Alors

0, =7 (0 +du) =dp +dr*u=d(p+uom).

Donc ¢, = ¢ +uom € C°(M) est une fonction telle que 76, = dy,. Maintenant

on remarque que

—e Purt e = —e7PTUT ¥ (e ) (4.2.2.3)
—uom juor,_* , (2

= —e Pe e M u

—po_x. Q A
= —€ ¢7Tp‘ =H,
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c’est-a-dire que fi est conformément invariante. On prétend que fi est une appli-

cation moment de l’action relevée. En premier lieu, pour £ € Lie(T),

—djig = —d(—em*pg) = d(e™n*pd) = —edp At pg + e~ dpg
= e (=m0 A m*pg + mdpug) = e P (dugd — 0 A pg) = e ()

_ e“"'/r*(bxfﬂ) — e—wﬂ-*(bmxeﬂ) = e“"(,xeﬂ’*Q = LXEQO .

11 nous reste & vérifier I’équivariance de i. Comme A% est un isomorphisme, alors

pud = (A1 L (T)(O) =0 € C®(M). D’ou que jip = 0 € C®(M). Par la proposi-
(14
tion (3.1.5.8), I’équivariance est équivalente & ce que

A~

dﬂE(XT]) = _'p‘['rl,ﬁ] =—fo=0,¥¢n € LZG(T) :
Vérifions donc :

d/:‘E(Xn) = _L)“QQO(X')) = “QO(XE:Xn) = —e—(pﬂ'*Q(XEvXn)
= —e Q) (Xe, Xy) =0 (4.2.2.5) .

Ainsi 'action de tore sur (M ,{)) est hamiltonienne, et /i est ’application moment.
O

Proposition 4.2.3.4. Supposons qu’un tore réel T™ agisse conformément et fi-

deélement sur une variété LCS (M?,[Q)]). Alors on a que
m<n+1.
De plus, si Lie(T™) C aut’(M,[Q)]), alors m < n et les orbites de laction sont

isotropes par rapport & n'importe quel représentant de [S2).

Démonstration. Soit T C T'M la distribution générée par T™ sur M. C’est-a-dire
que pour chaque p € M, T(p) = {(X¢), | £ € t} € T,M. Supposons d’abord

que t C aut’(M,[Q2]). Par la proposition (4.2.3.1), 'action se reléve au revétement
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minimal M. Alors on a la distribution 7' générée par P’action relevée, i.e. T(p) =
{(X¢)s | € € t}. Par la proposition (4.1.4.5), V€ € t, X € aut(M,Q)", donc
L4 S% =0,V€ € t. Par (2.1.1.5)(a) et le fait que 2 est fermée, nous avons que

0= LXEQO = dLXEQQ + LXEdQO = dLXEQQ .
Pour &, € ¢, on a aussi que
[vaXﬂ] = X[{,n] =0,
vu que t est abélienne. Alors

0= L[Xe’)‘(n]ﬂo = L)‘QL)‘{"QO - L)A{,,L)‘(EQO (2115)(b)
= LXeLXnQO = Lf(edl’f(,,QO + dLXELXnQO (2.1.1.5)(a)
= d(Q(X,, Xe)) -

Ainsi Qo(X,, X¢) =ceRet
efc= (W‘Q)()A(,,,X'e) = Q) ( Xy Xe) -

Par construction du revétement minimal, ¢ n’est pas I'-invariante (voir (4.1.1.11)),
mais comme Qn.)(Xy, X¢) Test, il faut que ¢ = 0. Alors Q(X,,X;) = 0 =
Qg(X,,,X}),V{,n € t et donc les orbites de l'action sont isotropes par rapport a
n’importe quel représentant de [2]. Comme les champs fondamentaux générent
les distributions T et T' et elles sont et isotropes respectivement, on en
déduit que pour p € M, dim(T(p)) < n et dim(T(n(p))) < n. Maintenant,
considérons My, C M l'ensemble des orbites principales, dont les orbites sont
de dimension m. Pour p € M, on a que si {&,...,&n} est base de t, alors

dim(Spang{(Xe,)p - - -, (Xe,.)p}) = m, c’est-a-dire que

c:Myxt—>T
Mo

(P, E) — (XE)P
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est injective. Comme dim({p} x t) = m et o est injective, nous en déduisons que
m < dim(T(p)) < n.
Maintenant, supposons que t ¢ aut’(M,[Q2]). Alors I¢ € t tel que ¢ := [(X) # 0.

Considérons 7 := % € t. Ceci nous donne
1 1 '
U(Xy) = U Xe) = JUX) =1

Comme [ est linéaire, nous avons une décomposition t = RX, @ ¢, ou ¢ C
aut'(M,[?]). Par le théoréme du rang, et comme dim(¥) < n par ce qui a été

fait précédemment, nous obtenons que
m = dim(t) = dim(Im(l)) + dim(Ker(l)) = 1 + dim(aut'(M,[Q])) < 1+n,
comme voulu. O

Définition 4.2.3.5. Une variété LCS (M?",[Q)]) est dite LCS torique si elle admet
une action hamiltonienne tordue fidéle par un tore de dimension maximale T™.
Une variété LCK (M?", J,[Q]) est LCK torique si (M?",[€]) est torique LCS pour

une action de tore T™ holomorphe.

Théoréme 4.2.3.6. (Istrati, 2016) Soit (M?",J,[Q], T) une variété LCK torique,
compacte et connexe. Alors il eriste ' € [Q] une forme LCK pour laquelle
laction de T est hamiltonienne tordue, et telle que la métrique correspondante

g = (-, J-) soit de Vaisman.

Démonstration. Soit p: T — Aut(M.,J,[Q]) l'action de tore fidéle, holomorphe et
hamiltonienne tordue. Soit 2 € [} une forme LCK T-invariante, de forme de Lee
6 aussi T-invariante, dont ’existence nous est assurée par le lemme (4.2.2.4). Cette
action s’étend & une action fidéle holomorphe du tore complexifié¢ TC¢ = (C*)* =
T x (Rxo)™ (voir ’exemple (3.1.1.12)). En effet, on a que t C aut(M,J) vu que

I’action est holomorphe. Notons 7 : t — aut(M,J) 'homomorphisme induit par
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cette inclusion. On veut étendre 7 & € = t ® C en posant
R

7: € 5 aut(M,J)

f] + 252 — Xfl + J(X&)
Voyons d’abord que 7 est bien défini :
LX51+JX€2J = LX51J+ LJX&J = 0 y

car X, et X, sont holomorphes, et que J(X¢,) est aussi holomorphe, par le lemme

(2.2.1.7). Vérifions que 7 est un morphisme d’algébres de Lie abéliennes :

[X& + JXfm Xm + JXm] = [Xfl)Xm] + [Xfl’ JXfrz] + [JX&’Xm] + [J‘Xﬁzv JXm]
= [X&’Xm] + J[Xﬁu Xfrz] + J[sz’Xm] - [X€27X7r2] (2.2.1.3)
= X[ﬁl,m] + JX[&,’R] + JX[fz,m] - X[&z,m] (31)
=0.

11 existe un unique sous-groupe de Lie G C Aut(M,J) tel que Lie(G) = t€. Comme
l'action du tore T est générée par t C t©, alors T C G. De plus, it C € est iso-
morphe & (R5o)" par l'exponentielle. L’action de (Ro)™ sur M est générée par
les champs fondamentaux JX¢, et I'action est holomorphe vu que ceux-ci le sont.
Ainsi l’action de T¢ = T x (Rs0)" sur M est déterminée par 7. De plus, on a
directement par le lemme (3.1.4.4) que P’action induite de (R5o)™ sur M est fidéle.
Soit (M, J, ) le revétement minimal kihlérien de (M, J,[Q]). Par le corollaire
(4.2.3.3), l'action de tore hamiltonienne tordue de T sur (M,[2]) se reléve a une
action p de tore hamiltonienne sur (M , ). Voyons que p est une action holo-

morphe. Soit )AQ un champ fondamental de cette action, avec qASt son flot, et ¢; le
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flot de X, = W,Xé. Alors
L)‘{Ej = c’)t’o((f)t):l om; o Jom o ().

=0 0((¢t)* om) toJo(¢)som, (4.3)

=7r;1LXEJo7r*=O.

Alors p est une action holomorphe. Par le lemme (3.1.4.4), j est fidéle. En effet,
pour £ € t\{0},3p € M tel que (X¢), # 0. Soit p € 7~ *(p). Alors (X'g)ﬁ = (m) o
Xe(m(p)) # 0. Donc 'action de tore relevée est effective. Comme précédemment,
le morphisme 7 : ¢ — aut(M L J ) induit une action holomorphe effective du tore
complexe TC sur (M ,J ), dont la restriction & T C T est I’action hamiltonienne
que nous avons obtenu. Soit & : M — R™ Papplication moment de cette action
hamiltonienne o := ;3|T. Soit Mg C M l’ensemble dense, connexe et ouvert des
orbites principales de l'action a. Comme t C ham(M, [Q]) C aut’'(M,[?]), nous
avons vu dans la preuve de la proposition (4.2.3.4) que les orbites de ’action a
sont isotropes par rapport a . Par la remarque (3.1.5.3), T agit sur M, de fagon
libre. En fait, vu que T -p = T/’]I‘,,’ M, est exactement l’ensemble des points de
M sur lesquels T agit de fagon libre.

Voyons que TC préserve M,. Ce sera le cas si Vp € Mo, tu-p € Mo, Vt € T,Vu €
(Rso)™. Mais tu-p € M si T agit librement sur tu - p, i.e. si pour r € T\{e},
r- (tu-p) # tu- p. Il suffit donc que ru - p # u - p, vu que 7t et ¥ commutent.
Supposons que ru - p = u - p. Alors 7 - p = p. Ainsi r € T; = {e} vu que I'action
de T sur Mo est libre. C’est une contradiction, et donc TC préserve Mo,.
Montrons maintenant que TC agit librement sur M,. Soit donc g € T et # € M,
tels que g- & = #. On peut décomposer g = tu, avec t € T et u € (R>o)". Ecrivons
4 laide de ’exponentielle u = exp(i£),& € t. Posons § :=t-Z. Alorsu-§ = Z. On

définit maintenant une courbe ¢ : R — M, dans la (Rso)"-orbite :

c(s) :=exp(isf) -y, s € R.
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Cette courbe relie les deux points £ et ¢, qui sont aussi situés dans la méme T-
orbite. Par invariance de ’application moment, la fonction /i, est constante le long

des T-orbites, donc
fie(2) = fe(9) - (4.4)

Ainsi, les orbites de T sont les courbes de niveau de jfi;. Remarquons maintenant

que c(s) est le flot du champ J(X,) = 7(i€), par définition :
o(s) = ¢ () -

Supposons que £ # 0. Comme ¢ L &, alors f(Xf) est en chaque point per-
pendiculaire & X’e. En d’autres mots, J(X,) est le champ gradient de fi. Soit
f:=jfigoc: R — R. Voyons que f doit étre strictement croissante ou décrois-
sante. Par I’absurde, soit z € R tel que (df), = 0. Soit p := ¢(z). Ainsi, comme
fie est constante dans la direction de XE #0 (XE est non-nul étant donné que
ze€ Mo) et de son champ gradient, on a (dfi¢)s = 0. C’est une contradiction vu
que df, = —L)*QQO ne peut étre identiquement nulle, par non-dégénérescence de
(. Ainsi, comme df ne s’annule pas, /i est strictement croissante ou décroissante
le long de c. Ceci est une contradiction avec 1’équation (4.4), vu que c relie Z et
7. Alors il faut que £ =0. Donc u =1 € (R5o)". AinsionaqueZ=g-&=1¢-%.
Comme T agit librement sur M,, alors t = e. Donc T€ agit sur M librement.

Montrons que T€ agit sur M, de maniére transitive. Soit # € Mp. On considére

I’application orbite
F. & . TC — Mo
g—g-%
qui est clairement holomorphe vu que g ’est. De plus, F; est injective. En effet,

supposons que g- £ = h- %, avec g,k € T€. Comme T€ agit librement sur M, on a

que g~k € TS = {e}. Donc g = h, comme voulu. Comme T€ et M, ont la méme



122

dimension, le théoréme d’invariance du domaine nous donne que comme Fj; est
continue et injective, elle est une application ouverte. De plus, toute application
injective, continue et ouverte est un plongement. Donc Fj; est un plongement
ouvert holomorphe. Alors F3(T€) = TC-2 C M, est une orbite ouverte. Supposons
que l'action ne soit pas transitive. Considérons le cas ou il n’y a que 2 orbites.

Comme les orbites sont disjointes,
My=TC-2uTC.g

et alors on a réussi & écrire M, comme l'union de deux ouverts disjoints. Ceci
constitue une contradiction car My est connexe. L’idée est la méme s’il y a plus
que 2 orbites. Donc il n’y a qu’une seule orbite et I’action est transitive. Ainsi, F;
est un biholomorphisme TC-équivariant ((C*)" agit sur lui-méme par multiplica-
tion), et TC = M.

Montrons maintenant que I" préserve M. Par la remarque (4.2.3.2), TC commute
avec I'. Soit t € T et v € T'. Supposons que t-v(Z) = vy(&). Alors y(&) =t- (&) =
¥(t - £). Donc t - & = &. Mais comme T agit sur M, librement, t = e. Ainsi,
v(2) € My, vu que My est exactement Pensemble des points sur lesquels T agit
librement. De plus, I" agit librement sur M, par définition du groupe d’automor-
phismes du revétement minimal. Ainsi, on peut voir I' comme sous-groupe des
biholomorphismes de (C*)* agissant librement sur My = (C*)™.

Montrons que I' C T€. Soit § € M,. Comme Fj; est un biholomorphisme, on
peut écrire § = F3(g), pour un certain g € TC. Soit v € T'. De la méme fagon,

¥(%) = F3(g,), pour un certain g, € TC. Comme I" et T® commutent, on a que

A

@) =v(g-2)=g-v(E) =99y T=9y-7-

Ainsi, chaque élément h € TC est un biholomorphisme de M 2 (C*)™ par I’action
libre de T sur Moy, et T est un biholomorphisme de (C*)™ agissant librement. La

derniére équation nous donne que v = p(g,), tel que voulu.
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~y

Soit v € T' = Z* un générateur. Notons I' = Z le sous-groupe généré par 7.
Ainsi, comme sous-groupe de I', T agit sur M,. On peut étendre cette action &
une action de R. En effet, comme ~ est un automorphisme de M, = (C*)™, on

peut écrire

v: (CH* > (C)"
(z1,---y2n) > (0121, ..., Qn2p)

ou a; € C* s'écrit a; = p_.,-e"of en coordonnées polaires. On définit alors I’action de

R par

®: R — Aut((C*)")
t— ®,: (CH) - (CH)

(21,...,20) = (pLe®izy, ..., plen2,)

Pour t € R, ®; s’identifie donc & (ptei®®,..., pte) € TC c Aut((C*)"), car
® =v=(a,...,an) € TC. Toutefois, tout élément de TC agit sur M (et pas
seulement Mo), et donc ’action de R sur Mg s’étend a une action sur M. Comme
T€ commute avec I', alors R C T€ commute avec I' et alors, par la remarque
(4.2.3.2), la R-action & descend & une action 7 de R C T sur M. C’est-a-dire que

pour ¢t € R, on a la relation suivante : m o ®; = 7, o w. Ainsi, on obtient que
T=moy=7mo®; =nom.

Comme 7 est surjective, 7y = Idy. Donc n: R = Dif f(M) n’est pas injective.
Elle le devient & travers le quotient R/P’ =~ G ce qui nous donne une action
fidéle de S* C TC sur M (qu’on note aussi 7). Cette action est holomorphe car
n=p| .Soit C € X(M) un générateur infinitésimal de cette action circulaire

R ]
holomorphe.

Lemme 4.2.3.7. Il existe sur M une forme LCK Q€ compatible avec J, de forme
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de Lee 6°, telle que C préserve QF et €. De plus, laction de tore est hamilto-

nienne tordue par rapport a Q°.

Démonstration. D’abord, si S* C T, le résultat est trivial puisque Q et 6 sont
T-invariantes et que I’action est hamiltonienne tordue par hypothése. Supposons
alors que S' ¢ T. Soit ¢ € R. Posons f; := ®¢ — ¢ € C°(M) et h := fol fedt €
C>(M). Remarquons d’abord que les fonctions f; sont I-invariantes. Soit § € T,

on a
0 fi=0"®ip — 0% =B p — 0%y [ car I commute avec R |
=®;(p(6) + ) — (p(8) + ) =Pt —0 = [ .

Alors h est aussi -invariante. Ainsi les fonctions {f;}:cr €t h descendent & M.
Nommons h € C*®(M) la fonction h "descendue", qui satisfait h o7 = h.
Comme T agit sur (M,[Q?]) de maniére hamiltonienne tordue et fidéle, la propo-
sition (4.2.2.7) nous donne que t C ker(6). Alors ¢ est T-invariante. En effet, il
suffit que pour £ € t, on ait que L %P = 0. Mais

Ly o = do(Xe) = 70(X¢) = 6(m, Xe) = 0(Xe) =0,

tel que voulu. Comme {®;};cg C T, ®; commute avec T, donc les fonctions f;
aussi. En effet, pour g € T, p(g)*f = ®;p(g9)*v — A(9)*¢ = fi, vu que ¢ est
T-invariante. Alors h est aussi T-invariante.

On définit maintenant la forme de Lee
1 1 1
¢ .= /Sl n; Odt =/o (7~ 1)*®;n*0dt =/0‘ (7™ 1)* ®rdpdt = (7r_1)*d/0 O3 pdt
= (" )*d(p+h) = (x7)dp + (7})*dh = 6 + dh .
Cette 1-forme est C-invariante par construction. En effet,

n6 = [ (netat = [ nipda—0°,
St S
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ol a :=t + s. De plus, elle est T-invariante, car pour £ € t,
Lx8° = Lx, (0 +dh) = dLx,h = do dh(X¢) =0

Posons Qf := e"Q € [QY], et aussi QF = Js1 Mt Qgdt. Comme action 7 est holo-

morphe et que {5 est J-compatible, alors Q€ l'est aussi. On a que
A% =dhAQz+0A Q=0+ dR) A% =60° ANQ;,
ce qui indique que € est forme de Lee de Q. De ceci, on obtient que
dQf = /51 N, dQpdt = ./51 nt6° A niQzdt = 6 A /51 nQrdt = ¢ A Q° .

En outre, §€ est aussi la forme de Lee de Q€, qui est bien une forme LCK, vu
que [#€] = [6] # 0 € Hiz(M). De la méme fagon que pour montrer que 6€ est
C-invariante, on obtient que Q¢ est C-invariante. Maintenant, vérifions que ¢
est T-invariante. Soit g € T. Comme ®; commute avec T, alors 7, aussi. Ainsi on

a que
p0r0° = [ play it = [ niolo) Qs
= /; 1 n; Qdt = Q° . [ Q5 est T-invariante |
Comme 6€ est C-invariante, on a que
0 = Lob° = 1cdf° + ducb© = d(6°(C)) ,

ce qui implique que #¢(C) est constante. Nous reportons & plus tard la preuve du
fait suivant : le revétement minimal correspondant & (M, [2€]) est M. Remarquons

que
0 =10+ m*dh =d(p + h) ,
d’oi1 que € := ¢ + h. Ainsi on a que

6 (C) = 0(C) + dh(C) = n*8(C) + 7*dh(C) = d(p + h)(C) = dp®(C) = LpeC .
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Si on avait que 8°(C) = 0, alors Ls¢® = 0 et donc ¢ serait I'-invariante et
descendrait donc au quotient M/l—v. Mais ceci contreviendrait & la minimalité de
M. 11 faut donc que #°(C) =: X # 0. On veut voir que [ : aut(M,[Q]) — R est

surjective. Comme 0 = LoQC = foQF, alors fc = 0. Donc
UC)=6°(C)— fc =6°(C) =1 +#0,

ce qui fait que l((%) = 1, par lindarité de [, et alors [ est bien surjective. Par la
proposition (4.1.4.9), (M,[QC]) est exacte. En posant 7 := —1.cQ° € Q(M), on
a que Q€ = d°“n. Comme C et Q€ sont T-invariantes, n 'est aussi. On a donc

que le tore T agit conformément sur (M,[Q€]). De plus, pour £ € t,0 =L XEQC et
6°(Xe) = dp®(Xe) = Ly o+ Lg h =0,
car ¢ et h sont T-invariantes. Donc
t C aut'(M,[Q°)) .
Par la proposition (4.2.2.8), Paction est hamiltonienne tordue, d’application mo-

ment u© := —n, vu que 7 est T-invariante. O

Pour conclure, nous devons montrer le lemme suivant :

Lemme 4.2.3.8. Le revétement minimal de (M,[Q€]) est le méme que celui de

(M, [Q)), c’est-a-dire M.

Démonstration. Soit Mc le revétement minimal kihlérien de (M,[QC]), avec 7c :
Me —» M la projection de ce revétement, et I'c son groupe de transformations.
De la méme fagon, M est le revétement minimal de (M,[Q]), de projection 7 et

de groupe de transformations I". D’abord, remarquons que

70 = 10 + dh = d(p + h) = d© .
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Mais Mc est le revétement minimal de (M, [Q2€]) tel que 758C est exacte. Par le
calcul précédent, il faut donc que M revét M. Par construction de M, n50C =:

d est exacte. Donc dp = 750 = w50 + dn h, d’ou que
c c C
n50 = d( — nh)

est exacte. Ainsi, comme M est par construction le revétement minimal tel que
7*0 est exacte, il faut que M revét M. Comme Mg > M et M > Mg, on a que
Mo = M, tel que voulu. O

A la lumiére du lemme (4.2.3.7), nous avons une forme LCK J-compatible que
nous noterons {2, de forme de Lee 6, telles que L2 = 0 = L#, avec 'action du
tore T hamiltonienne tordue par rapport & Q. Soient 7 : t€ — itet m : tC o ¢
les projections naturelles de t€ = t @ it. Considérons le champ de vecteurs B’ :=
74(C) € it. Comme () est T-invariante, la proposition (4.2.2.7) nous donne que

t C ker(). Par conséquent, nous avons que
6(B") =6(B' +m(C))=60(C)=A#0.

Ainsi, pour B := —3B', on a que §(B) = —1. Par notre construction de € c

aut(M,J), nous avons 1'égalité
Jomy=modJ
qui nous permet de voir que J(B) € t:
1 1
J(B) = =5 J(mu(C)) = —3m(J(C)) -

Alors J(B) préserve (2, vu que 2 est T-invariante. Comme C préserve ) par

construction, —¢ aussi. Comme B = m;(—$), on peut exprimer

c
-5 =D+B,
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pour un certain D € t. Donc B est la différence de deux champs préservant €2, et
ainsi B préserve 0.

Considérons maintenant sur le revétement minimal kihlérien (M, Sy, J) la mé-

trique correspondante go = Qp(+, J:). Comme LgQ = 0, alors fg = 0. Ainsi nous

avons par le lemme (4.1.4.4) que
LpQy = —I(B)Q = —0(B)hp = .
Par construction, on a que LﬁB?) = J(B). Alors
L5 = Lp(e™9)m"Q + € °L 7 (7"Q) = —e *m*9(JTB)7*Q + e ¢7* L 150
=—e%4(JB)m*Q2 =0,
car J(B) € t C ker(8). Posons 7 := ¢ 50 et fo := || BI%, = (B, JB) = no(JB).
Ainsi, nous voyons que {2 est exacte :
dno = diegQlo + t5dQ% = Ly = (Yo .

Souvenons-nous que 7 : t€ — aut(M,J) est un morphisme d’algébres de Lie
abéliennes, donc JB commute avec B. Comme [B, fE] = 7 ![B, JB], alors B

commute avec JB. Ainsi nous obtenons que JB préserve 1 :
Lz = Lig(tpQo) = L[J’B,B]QO + 5L =0. (2.1.1.5)
Comme Jng = Qo(B, J-) = —QO(jB’, -), nous obtenons que
0= Lyzno = desgno + typdno = dfo + ¢ 7580 = dfo — Jno
c’est-a-dire que g = —jdfo. Ainsi, on peut exprimer 2y comme
Q = dno = ~dJdfo = ~d(d° — dJ) fo = —dd’f ,
ot d¢ := Jd + dJ. Comme 6(B) = —1, B ne peut s’annuler nulle part, et alors B

non plus. Il sensuit que fo = || B||? est strictement positive. Remarquons mainte-

nant que
Qo e ?m () 7*Q)

= = 0.(B.JB) _ W.(B.JB)
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est [-invariante, et descend donc & ' := ?ZTP?J_B) € O%(M). Posons f := Q(B,JB) €
C>(M). Comme f, > 0, alors
efo=fomr>0,

et comme 7 est surjective, f > 0. Alors ' = % = e~ fQ) € [QQ]. Cest donc une

forme LCK de forme de Lee &' = § — d(In f). Remarquons que
d(e*fo) _ _dfo

™0 =dp—dr*lnf=dp—dhne’fo=dp— —=— =——"F=—dln f .
p f=dy fo=dy o, T, fo
Alors
* * 1 1 e_‘p *

g =m (?LJBQ) “For" B8 = o BT Q

1 1. dfo
=13V =—>JInp=—F =—-dhn fo=n0".

R o

Comme 7, est un isomorphisme en chaque fibre, on a que
¥ =6
Soit ¢’ la métrique riemannienne associée a (€2, J). On a alors que
¢ =Q(JB,")=g(-B,),
donc que (¢')* = —B. Maintenant, comme C est holomorphe, B l’est aussi. Re-
marquons que
df (B) = n*df(B) = d(e* fo)(B) = €* fof(B) + e?dfo(B) = —e* fo + € fo = 0.

En outre, comme Lg{) = 0, on a que

LeS = d(%)(B)Q +lrp0--L1

f f?
Puisque B est holomorphe, la proposition (2.1.1.1) ainsi que le corollaire (2.2.1.3)

df(B)2=0.

nous donnent que

La(d(X,Y)) = Le(@(X,JY)) = (LsQ)(X,JY) + X(LsX, JY) + ¥ (X,L5JY)
= (Le)(X,JY) + Q(LsX, JY) + (X, JLgY)
= (LgY)(X,JY) + ¢ (LsX,Y) + ¢'(X,LgY) .
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Donc Lgg’ = Lg¥(-,J-) = 0, vu que B préserve 2. C’est-a-dire que B est un
champ de Killing. Par la proposition (2.3.2.7), la 1-forme §' = (—B)® vérifie

VI9 =do =0,

et ainsi ({2, #') est Vaisman, tel que voulu. O

Ainsi, le théoréme précédent nous montre qu’une variété compacte LCK torique

posséde toujours une métrique de Vaisman.



CONCLUSION

La géométrie LCK est a l'intersection de plusieurs grands domaines de la géo-
métrie : géométrie symplectique, géométrie riemannienne, géométrie complexe,
géométrie kihlérienne. Dans ’argument de Nicolina Istrati exposé dans le théo-
réme (4.2.3.6), il est crucial de se placer dans le contexte de la géométrie LCK, au
lieu de celui plus large de la géométrie LCS. Le théoréme d’Istrati mis en commun
avec les résultats contenus dans les articles (Lerman et al., 2002) et (Pilca, 2016)
meéne 4 une classification des variétés LCK toriques compactes. Il convient main-
tenant de se demander si une autre sous-classe des variétés LCS est susceptible
d’étre classifiée, en vue d’éventuellement obtenir une classification compléte de la

classe des variétés LCS.
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