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RÉSUMÉ 

La théorie des variétés symplectiques munies d'une action hamiltonienne de tore 
de dimension maximale prend ses origines dans l'étude classique des systèmes 
hamiltoniens intégrables. Grâce aux théorèmes célèbres de convexité d'Atiyah 
et de Guillemin-Steinberg, ainsi que du théorème de classification de Delzant, 
les variétés symplectiques compactes munies d'une telle action de tore (appelées 
variétés toriques) constituent aujourd'hui la classe la plus importante des variétés 
projectives complexes sur laquelle des calculs spécifiques sont réalisables et où 
de nombreuses conjectures clefs en géométrie complexe ont été testées. Dans ce 
mémoire, nous étudions la théorie générale menant à la classification des variétés 
toriques, en passant par des notions de géométrie différentielle, d'algèbre linéaire 
complexe et d'actions hamiltoniennes. Nous examinons aussi une partie de la 
preuve du théorème de Delzant. 

Peu d'exemples aussi riches sont connus en dehors de la catégorie de variétés sym
plectiques. Cependant, un résultat récent de Eliashberg-Murphy établit l'existence 
d'une structure localement conformément symplectique (LCS) sur toute variété 
presque-complexe compacte à premier nombre de Betti non-nul. En même temps, 
Apostolov-Dloussky ont démontré que toute surface complexe compacte est do
minée par une telle structure. Nous faisons donc l'étude systématique des variétés 
LCS munies d'une action hamiltonienne tordue d'un tore. En se restreignant à 
la classe des variétés localement conformément kahlériennes (LCK), N. Istrati est 
arrivée récemment à démontrer qu'une variété LCK torique compacte possède né-· 
cessairement une métrique de Vaisman. Nous examinons en détails ce résultat qui, 
avec les travaux de Pilca et de Lerman, mène à la classification des variétés LCK 
toriques compactes. 

Mots-clés : Géométrie symplectique, variété kahlérienne, action hamiltonienne, 
application moment, variété torique, variété localement conformément symplec
tique. 





INTRODUCTION 

Ce mémoire est une étude détaillée de l'article A characterisation of tarie lck ma

nifolds (Istrati, 2016) de Nicolina Istrati. Nous présentons l'essentiel du bagage 

mathématique nécessaire à la compréhension de cet article. 

Dans le premier chapitre, nous introduisons l'algèbre linéaire complexe, dont nous 

aurons besoin pour définir les variétés complexes et kahlériennes. 

Dans le second chapitre, on donne les définitions de base de la géométrie diffé

rentielle et énonçons les résultats dont nous aurons besoin. Voir le chapitre 1 de 

(Kobayashi et Nomizu, 1963) pour une introduction approfondie de la géométrie 

différentielle. Nous introduisons trois différentes structures sur des variétés dif

férentiables : complexe, riemannienne et symplectique, puis nous introduisons la 

théorie de base liée à chacune de ces structures. Nous énonçons aussi les résultats 

de topologie algébrique dont nous aurons besoin (pour une étude détaillée, voir 

(Hatcher, 2002) ) . 

Dans le chapitre 3, nous présentons la définition d'une action d'un groupe de Lie 

sur une variété. Plus spécifiquement nous étudions les actions symplectiques et ha

miltoniennes dans le cas où notre variété est symplectique. Ceci nous mène au cas 

des variétés toriques, c'est-à-dire des variétés symplectiques compactes et connexes 

munies d'une action hamiltonienne de tore fidèle et maximale. Nous donnons en 

détail une des deux parties de la preuve du théorème de Delzant (1988) permet

tant de réduire l'étude des variétés toriques à l'étude des polytopes convexes dans 

1 'espace euclidien. 

Finalement, dans le chapitre 4 nous révisons en détail les théories des variétés 

localement conformément symplectiques (LCS) et localement conformément kah-
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lériennes (LCK), ce qui nous permet de démontrer le théorème d'Istrati (2016) 

qui stipule qu'une variété LCK torique admet une métrique dont la forme de Lee 

est parallèle par rapport à la connexion de Lévi-Civita. 



CHAPITRE I 

ALGÈBRE LINÉAIRE 

Nous suivrons les références suivantes : (Huybrechts, 2006) ; (Kostrikin et Manin, 

1997). 

1.1 Algèbre linéaire complexe 

1.1.1 Espaces vectoriels complexes 

Définition 1.1.1.1. Soit L un C-espace vectoriel de dimension complexe n. Lest 

aussi un IR-espace vectoriel (obtenu en oubliant le scalaire i) que l'on dénote LJR, 

la forme réelle de L. 

Exemple 1.1.1.2. L =en~ IR2n =La. 

Définition 1.1.1.3. Soit f : L --+ M une application C-linéaire, où L,M sont 

deux C-espaces vectoriels. On note 

1 'application IR-linéaire correspondante. 

Théorème 1.1.1.4. 

i) SiE= {et, ... ,em} est une C-base de L, alors 
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est une :IR-base de LR. En particulier, 2dirnc(L) = dimR(LR)· 

ii) Soit f : L ---+ M une application C-linéaire, et A1 = (akj)nxm la matrice 

correspondante dans les bases E = { e1, ... ,em} de L etE' = { e~, ... , e~} de M, 

avec a ki = bki + icki. Alors 

AIR= (B -C) 
C B 

dans les bases réelles correspondantes ER et E~. 

Démonstration. 

i) Tout élément l E L s'écrit 
m m m m 

l = L liei = L(ai + ibi)ei = L aiei + L bi(iei) . 
j=l j=l j=l j=l 

Alors ER génère LR. Voyons la :IR-indépendance linéaire de ER. 

Supposons que 
m m 

0 = LbJei + Lci(iei) 
j=l j=l 

m 

= L(bj + icj)ej , 
j=l 

avec bi, ci E :IR. ParC-indépendance linéaire de E, on a pour tout jE {1, ... , m} 

que 

ce qui implique que tous les coefficients bi, ci sont nuls, tel que voulu. 

ii) On a que 
n n 

f(ei) = A(ei) = (B + iC)(ei) = B(ej) + iC(ei) = L bkie~ + L Ckj(ie~) , 
k=l k=l 

n n 

f(iei) = A(iej) = i(B + iC)(ej) = i L(bki + icki)e~ = L( -cki + ibki)e~ 
k=l k=l 

n n 

= L -Ckje~ + L bkj(ie~) . 
k=l k=l 
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Ainsi, dans les bases Ba et E~, on peut écrire 

A,R = (B -C) 
C B 

0 

Corollaire 1.1.1.5. det(fa) = ldetc(f)l2
• 

Démonstration. On utilise les transformations de Gauss-Jordan, sous lesquelles 

nous savons le déterminant invariant : 

det(A~a) = det ( ~ -:) =det (B;iC -C +iB) (B +iC 0 ) = det 
B C B-iC 

= det (; :) = det(A)det(A) = det(A)det(A) = ldetc{A)I2
. 

0 

Exemple 1.1.1.6. C ~ M 1x 1(C) = {(x+ iy) 1 x,y E lR.}. La forme réelle des 

matrices complexes 1 x 1 est { (: ~Y) 1 x ,y E lR}. 

Définition 1.1.1. 7. Une structure complexe sur un espace vectoriel réel V est 

un opérateur linéaire J : V ~ V t.q. P = -Idv. On note (V,J) un lR.-espace 

vectoriel muni d'une telle structure. 

Remarque 1.1.1.8. Si V= LR., l'endomorphisme 

l !---+ il 

définit une structure complexe dite canonique sur LR.. 

Lemme 1.1.1.9. Si J : V ~ V est structure complexe, alors on a que J E 

Gln(V). 
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Démonstration. On a que 

-1 = det(-Idv) = det(J2
) = (det(J)) 2

. 

Ainsi det(J) =/=O. D 

Proposition 1.1.1.10. Pour (V,J) donné, on pose 

z · v := xv + yJ (v), V z = x + iy E C. 

Ceci introduit une structure d'espace vectoriel complexe L sur V telle que LJR. = V. 

Corollaire 1.1.1.11. Pour (V,J) donné, dimR(V) = 2n, et V possède une base 

réelle EJ ={el, ... ,en, J(e1), ... , J(en)}. 

Démonstration. Par le théorème ( 1.1.1.4), on a que dimJR (V) = 2 dimc ( L), donc V 

est bien de dimension paire. E = {e1, ... ,en} est C-base deL. Alors dimJR(V) = 

2n. Il suffit alors de montrer que {e1, ... ,en,J(ei), ... ,J(en)} sont des vecteurs 

linéairement indépendants. Supposons alors que 

n n 

0 = L akek + bkJ(ek) = L(ak + ibk) · ek . 
k=l k=l 

Comme les vecteurs ek sont C-linéairement indépendants, on a pour tout k E 

{1, ... ,n} que ak + ibk = 0, ce qui implique que tous les coefficients ak,bk sont 

nuls, tel que voulu. 

Ainsi, dans la base EJ, l'opérateur linéaire J s'écrit 

J= (0 -In) . 
In 0 

D 

Définition 1.1.1.12. Pour (V,J) donné, on a que -J est aussi une structure 

complexe sur V et que l'on appelle structure complexe conjuguée. 
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Définition 1.1.1.13. Soit L un C-espace vectoriel. Son conjugué Lest le C-espace 

vectoriel muni de la multiplication scalaire 

z * l := z · l, Vz E C , 

où * est la multiplication scalaire sur L, et · celle sur L. Ainsi, si L est l'espace 

complexe associé à (V, J), alors] est l'espace complexe associé à (V,- J). 

1.1.2 Complexification 

Soit V un lR.-espace vectoriel. 

Définition 1.1.2.1. À V EB V on donne la structure complexe 

Jo : V EB V ~ V EB V 

Alors (V EB V,J0 ) est forme réelle d'un espace vectoriel complexe qu'on note Vc, 

la complexification de V. i.e. (Vc)IR =V EB V. 

Remarque 1.1.2.2. On remarque que 

Vc~V®C. 
IR 

En effet, siE= { e~, ... ,en} est lR.-base de V, une base de V® C est 
IR 

{ eJ ® 1, eJ ® i 1 j E {1, ... ,n}} , 

ce qui donne deux copies de V. Ainsi, on a que 

dimiR(V) = dimc(Vc) . 

Cette décomposition nous donne l'inclusion 

V c........t Vc, v 1---+ v® 1. 
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La conjugaison complexe sur Vc est donnée par v 0 a := v 0 Œ que l'on étend 

IR-linéairement. Alors V c Vc est caractérisé comme étant le sous-espace U de Vc 

tel que U = U. 

En termes de V 0 C, J0 correspond à la multiplication par i. Ainsi Vc possède la 
IR 

structure complexe 

i : Vc -+ Vc, v 0 a f-+ v 0 ( ia) . 

Parallèlement, si V a une structure complexe J, nous pouvons l'étendre à Vc, en 

posant 

J(v0a) := J(v)0a, 

et en l'étendant IR-linéairement. Voyons que JE End(Vc) : 

J(a(v 0 {3)) = J(v 0 (af3)) = J(v) 0 (af3) = a(J(v) 0 {3) =.a(J(v 0 {3)) . 

De plus, 

J(J(v 0 a))= J(J(v) 0 a)= -v 0 a. 

Ainsi J est aussi une structure complexe sur Vc. 

Lemme 1.1.2.3. Si J est une structure complexe sur Vc, alors Spec(J) = {±i}. 

Démonstration. Comme P(t) := t 2 + 1 = (t + i)(t - i) est un polynôme tel 

que P(J) = 0, on a que Spec(J) Ç {±i}. Il suffit ensuite de remarquer que si 

{e1 , ... ,en} est IR-base de V, alors les vecteurs ei + iJ(ei) et ei- iJ(ei) sont des 

vecteurs propres de J de valeurs propres respectives -i et i. D 

Définition 1.1.2.4. Soit June structure complexe sur V dont on note par abus 

de notation JE End(Vc) son extension C-linéaire. On dénote les espaces propres 

de J par 

V 1
•
0 :={v E Vc 1 J(v) =iv} 

V0
•
1 :={v E Vc 1 J(v) =-iv} . 
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Proposition 1.1.2.5. On a que Vc = (V1•0 E9 V0•1) et que la conjugaison induit 

un lR-isomorphisme 

Démonstration. D'abord, V1
•
0 n V0

•
1 = {0}. En effet, si v E V1

•
0 n V0

•
1

' alors 

J(v) =iv= -iv , 

donc v= O. Nous allons montrer que l'application suivant~ est un isomorphisme 

'P : vl,O E9 vo,l -+ Vc 

vœw t---+v+w. 

On a que cp est clairement C-linéaire. Voyons qu'elle est injective : 

Ker(cp) = {vE9w E V1
•
0 E9V0

•
1

1 v+w = 0} = {vE9w E V1
'
0 E9V0

•
1

1 v= -w} = {0}. 

Son inverse est 

1 . 1 . 
'P-l : Vc-+ V1

•
0 E9 V0·1, v t---+ 2(v- zJ(v)) E9 2(v + zJ(v)) . 

Comme Vc = V1
•
0 E9 V0

•
1

' il est clair que V1
•
0 ~ V0

•
1 vu que la conjugaison 

v- iJ(v) t---+ v- iJ(v) =v+ iJ(v) 

définit bien un JR-endomorphisme de V1•0 à V0•1 qui est SOn propre inverse. 0 

Lemme 1.1.2.6. Soit V un lR-espace vectoriel muni d'une structure complexe J. 

Soit V* = homiR(V,lR) son dual {réel). Celui-ci est muni d'une structure complexe 

naturelle donnée par 

J(a)(v) := a(J(v)) . 

On a aussi que 

(V*)c ~ (Vc)* , 
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ce qui nous donne la décomposition suivante 

(V*) 1
'
0 ={fE homJR(V,C) 1 f(J(v)) = if(v)} = (V1

'
0 )* , 

(V*)0
'
1 ={fE homlR(V,C) 1 j(J(v)) = -if(v)} = (V0

'
1 )* . 

Démonstration. Vérifions d'abord que (V*)c = homJR(V,JR) ®C ~ homJR(V,C). On 
lR 

prend le morphisme 

'If;: (V*)c---+ homJR(V,C), f ® 1 f--+ j, f ®if--+ if . 

On a que f E (V*)c peut s'écrire comme 

f=g®1+h®i, 

où g,h E homJR(V,JR). Alors 

Ker('lf;) ={fE (V*)c 1 '1/J(J) = 0} 

= {f = g ® 1 + h ® i E (V*)c 1 g + ih = 0} = {0} . 

Alors 'If; est injective. Si f E homJR(V,C), on peut décomposer fen partie réelle et 

imaginaire 

f = u +iv. 

On a donc que 'lf;(u ® 1 +v® i) = f. Ainsi 'If; est bien un C-isomorphisme. 

Maintenant, pour fE homJR(V,C), on définit fE homc(Vc,C) = (Vc)* par /(v® 

1 + w ® i) := f(v) + if(w). Soit alors <p: f f--+ j ce morphisme C-linéaire. On a 

que 

Ker(<p) ={fE homJR(V,C) 1 f = 0} 

={fE homJR(V,C) 1 f(v) = -if(w)} = {0} . 

De plus, on a que 
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Donc <pest un C-isomorphisme. En combinant 'lj; et <p, on obtient l'isomorphisme 

(V*)c ~ (Vc)* . 

0 

Ainsi, il est justifié d'écrire Vê sans ambigüité, et on a 

Vê = (V*)l,O ffi (V*)o,l . 

1.1.3 Algèbre extérieure 

- Définition 1.1.3.1. Soit V un JR-espace vectoriel de dimension d. On définit sa 

k-algêbre extérieure par 

Ak(V) := {/: Vk -t 1R k-linéaire alternée} . 

d 

Alors on a l'algèbre extérieure A(V) := E9 Ak(V). 
k=l 

Lemme 1.1.3.2. Soit w E A2 (V) non-dégénérée, avec dimR(V) = 2n et n ;::: 2. 

Alors l'application 

A1(V) -t A3 (V) 

Q !--+- Q 1\ w 

est injective. 

Démonstration. w est une forme bilinéaire alternée non-dégénérée sur V. Soit 

{e1 , ... , e2n} une base symplectique de V dans laquelle iv= e11\en+l +· · ·+enl\e2n· 
2n 

Dans cette base, a= L aiei. Supposons que a 1\ w =O. On a que 
j=l 

2n 2n 

0 = a 1\ w = L aiei 1\ e1 1\ en+l + · · · + L aiei 1\ en 1\ e2n . 
j=l j=l 
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On remarque que chaque terme eil\ekAen+k n'apparaît qu'une fois dans la dernière 

égalité. Il faut donc que ai = 0, Vj E {1, ... , 2n }. Donc a= 0, comme voulu. 0 

De la même façon, on définit 

Ak(Vc) = {!: (Vc)k--+ C k-linéaire alternée}, 

d 

et on pose A(Vc) := E9Ak(Vc). On remarque que 
k=O 

et alors A(V) C A(Vc) est le sous-espace invariant par la conjugaison complexe. 

On définit alors 

AP,Q(V) := AP(Vl,O) 0 Aq(VO,l) . 
c 

Proposition 1.1.3.3. Pour (V,J) donné, on a les propriétés suivantes : 

(1) AP,q(V) c AP+q(Vc); 

(2) Ak(Vc) = E9 AP·Q(V); 
p+q=k 

(3) AP·Q(V) = Aq,p(V); 

(4) A: AP,Q(V) X Ar,s(V)--+ AP+r,q+s(V) . 

Démonstration. Comme V est un espace vectoriel de dimension finie, 

Soient donc {VI, ... ,vn} et { WI, ... ,wn} bases respectives de V1•0 et V0•1 . Alors 

{ v3· 0 · · · 0 v· 0 w· 0 · .. 0 w· Il< J.1 < .. · < J. <net 1 < i1 < .. · < i < n} 1 )p Zl tq - p - - q -
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est une base de AP,q(V). Ceci montre (1), car VJ ® w1 E AP+q(Vc). 

Ainsi E9 AP,q(V) Ç Ak(Vc). Comme {vt, ... ,vn,Wt, ... ,wn} est base de Vc, l'in
p+q=k 

clusion Ak(Vc) Ç E9 AP,q(V) est claire, d'où (2). L'énoncé (3) découle de la 
p+q=k 

proposition 1.1.2.5 et du fait que la conjugaison commute avec le produit exté-

rieur, c'est-à-dire a1 1\ a2 = a1 1\ a2. 

Ayant trouvé une base explicite pour AP,q(V), (4) est évident. 0 

Remarque 1.1.3.4. On considère l'algèbre extérieure A(Vê). Il découle de ce qui 

précède que 

A(Vê) = A(V*) 1
•
0 EB A(V*)0

•
1 

. 

On a ensuite que 

où, par convention, AP,q(Vê) = 0 si p,q <O. De plus, on a aussi nécessairement que 

AP,q(Vê) = 0 si pou q > d, où d = dimJR(V). La proposition précédente implique 

que 

Ar(Vê) = EB AP,Q(Vê) 
p+q=r 

et aussi que 
2d 2d 

A(Vê) = Ef1Ar(Vê) = EB EB AP,Q(Vê) · 
r=O r=O p+q=r 

1.1.4 Produit hermitien 

Soit L un espace vectoriel complexe, et V := LJR sa forme réelle, munie d'une 

structure complexe J. 

Définition 1.1.4.1. Un produit hermitien sur Lest une application h: LxL-+ C 
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telle que \lu,v,w E V et Va, f3 E C : 

(1) h( u,v) = h( v,u); 

(2) h(au + f3v,w) = ah(u,w) + f3h(v,w); 

(3) h(u,u) ~ 0, et h(u,u) = 0 si et seulement si u = 0. [défini positif] 

Exemple 1.1.4.2. Sur L :=en, nous avons le produit hermitien standard 

n 

Hst((zl, ... ,zn),( wb ... ,wn)) := L ZiWi . 

i=l 

Proposition 1.1.4.3. Soit h un produit hermitien sur L, avec g := Re(h) et w := 

I m( h) sa partie réelle et imaginaire. On a que 

I) g est un produit euclidien J -invariant sur (V,J) ; 

II) w(v1,v2) =g(v1,Jv2),\lv1,v2 EV, etw est anti-symétrique; 

III) il y a une bijection entre les produits hermitiens sur L et les produits euclidiens 

]-invariants sur (V,J). 

Démonstration. Comme h est :IR-bilinéaire sur les deux arguments, g et w sont 

bilinéaires sur (V,J). De plus, on a que 

Alors g est symétrique et w anti-symétrique. 

De plus, on a que 

Ainsi, g et w sont ]-invariants sur V. Il est clair que g est définie positive vu que 

h l'est. Ensuite, on a que 
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Pour la bijection, on prend h f-t g := Re(h). Par 1), c'est bien défini. On définit 

son inverse 

g f-t hg := g + iw , 

où w(v17v2) = g(v1,Jv2 ). Comme hg est bien un produit unitaire sur L (simple à 

voir), on a que c'est une bijection. D 





CHAPITRE II 

VARIÉTÉS 

2.1 Variétés différentiables 

Nous supposons acquises les notions de bases de la géométrie différentielle (cha

pitre 1 de (Kobayashi et Nomizu, 1963)) et énonçons ici simplement les résultats 

dont nous aurons besoin. 

Soit M une variété lisse, avec TM son fibré tangent. On désigne par X(M) l'espace 

des champs de vecteurs de M. Nous supposerons toujours que nos variétés sont 

connexes. 

2.1.1 Rappels 

Pour une étude plus approfondie des notions dans cette sous-section, voir (War

ner, 2013), p.11 - 16 et (Kobayashi et Nomizu, 1963), chapitre 1. 

La dérivée de Lie d'une fonction f E C00 (M) dans la direction d'un champ X E 

X(M) est la fonction lisse Lxf := X(f) = df(X) = tftlt=o(<t>f)*(f), où <Pf est le 
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flot de X. Pour un (O,p)-tenseur, on définit 

1---7 dd 1 (cp~)* s . 
t t=O 

s 

Dans le cas d'un champ de vecteurs Y E X(M), sa dérivée de Lie équivaut au 

crochet de Lie de champs de vecteurs Lx Y:= ft! (cpf)*Y = [X,Y] = XY -YX. 
t=O 

Une k-forme différentielle sur M est une section de l'espace des formes extérieures 

sur le fibré tangent. On note l'espace des k-formes différentielles par Ok(M) = 

r(Ak(TM)), avec la convention que 0°(M) = C00 (M). 

Proposition 2.1.1.1. Pour tout tenseurT E r((T*M)®r), on a que 

r 

Lx(T(YI, ... ,Y;.))= (LxT)(Yl, ... ,Y;.)+ LT(Y1, ... , Lx}}, ... Y;.), 
j=l 

pour X, Y1, ... , Yr E X(M). 

Corollaire 2.1.1.2. La dérivée de Lie est une dérivation, c'est-à-dire 

Lx(a 1\ {3) = (Lxa) 1\ {3 +a 1\ (Lx/3) 

et ce, \IX E X(M), \/a,/3 E O(M). 

Définition 2.1.1.3. Si X E X(M), le produit intérieur d'une k-forme différentielle 

sur M est 

tx : nk(M)-+ nk-1(M) 

w 1---t txw : X(M) x · · · x X(M) -+ 0°(M) 

(Xl' ... ' xk-1) ~---+ w(X,Xl' ... 'xk-1) 

Par convention, on dira que txf = 0, si fE 0°(M). 

Proposition 2.1.1.4. 

où w E Ok(M) et TJ E f2l(M). De plus, tx est :IR-linéaire. 



Théorème 2.1.1.5 (identités de Cartan). 

pour X,Y E X(M). 

(a) Lx =txod+dotx = (d+tx?; 

(b) t(x,Y) = Lx o ty - ty o Lx , 

Corollaire 2.1.1.6. Lx o d =do Lx.-

Corollaire 2.1.1.7. Si w E nr(M), on a que 

VX0,Xb ... ,Xr E X(M). En particulier, si w est une 1-forme, on a que 

1 
dw(X,Y) = 2(Lx(w(Y))- Ly(w(X))- w([X,Y])) . 

2.2 Géométrie complexe 

19 

Définition 2.2.0.1. Soit M variété lisse. J E r(End(TM)) est une structure 

presque complexe sur M si pour tout p E M, Jp E End(TpM) est une structure 

complexe sur TpM. (i.e. J; = -IdrpM)· Alors on dit que (M,J) est une variété 

presque complexe. 

Proposition 2.2.0.2. Toute variété presque-complexe est de dimension paire et 

orientable. 

Démonstration. Soit M variété presque-complexe n-dimensionnelle, et J sa struc

ture presque-complexe. Alors P = -1 d. En prenant le déterminant, on obtient 

det(J)2 = det(J2
) = det(-Jd) = (-1t. 



20 

Comme M est une variété différentiable réelle, on a det( J) E JR, donc il faut que 

n soit pair. 

Pour chaque p E M, on se donne une base {eb ... ,en, J(e1), ... , J(en)} sur TpM 

(voir théorème (1.1.1.4)). Ceci définit une orientation sur M. D 

Définition 2.2.0.3. Une variété complexe M est une variété différentiable de 

dimension 2n munie d'une structure analytique complexe. En d'autres mots, si 

{Ui,'PihEI est un atlas différentiable sur M, les changements de carte 

sont holomorphes. 

Exemple 2.2.0.4. 

est une variété complexe, l'ensemble des droites vectorielles complexes âe cm+l. 

On note une classe d'équivalence [Zo, ... ,zm] qu'on appelle aussi coordonnées h<r 

mogènes. Un atlas de cartes pour cpm est 

avec les difféomorphismes 

Zo .-.. Zm 
[zo, ... ,zm] ~ ( -, ... , 1, ... ,-) 

Zi Zi 

et alors on a que les changements de carte 

-1 tr'ffi 'PJ 0 'Pi : IL-

( Z1, ... ,zm) ~ ( ~, ... , Zj, ... , 2_, ... , Zm) 
Zm Zj Zj Zj 

s2m+l 
sont holomorphes. On remarque qu'on peut aussi voir cpm = /s1· où l'ac-

tion de S 1 est (eit,z) ~ eit · z, où lzl = 1. Nous reviendrons plus précisément sur 

la notion d'action de groupe sur une variété dans la section (3.1). 
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Pour U Ç M un ouvert d'une variété complexe de dimension 2n, on note l'en

semble des fonctions lisses sur u par C00 (U) = {!: u ccx\ C}. Soient X!, ... ,Xn, Yb ... ' Yn 

des coordonnées locales sur U, correspondant aux coordonnées usuelles sur en ~ 
lR2n. Alors TU est lR-engendré par { 8

8 . , âyâ. h9 <n et les éléments duaux carres-x, J -

pondants {dxi, dyih9~n forment une lR-base de T*U. On peut choisir d'autres 

coordonnées locales, en posant que Zj := xi+ iyi. En étendant la différentielle par 

C-linéari té, 

et 

sont des 1-formes dont les éléments duaux sont donnés par 

et 8 1(8 .8) -·-- -+z-
Ozi .- 2 8xi 8yi 

Ce choix de changement de coordonnées est cohérent vu qu'en développant les 

expressions, on obtient que 

n 8J âj n 8J 8J 
"'"'-8 dzj + ~ azj = df = "'"' -8 dxj + -8 dyj . ~ Z· uZ· ~ X· y· 
j=l J J j=l J J 

2.2.1 Champs holomorphes 

Définition 2.2.1.1. Un champ de vecteurs X E X(M) sur une variété presque

complexe (M,J) est dit holomorphe si LxJ = 0, où la dérivée de Lie agit sur la 

structure presque-complexe par 

d 1 x x LxJ = -d (4>-t)* o Jo (4>t )* . t t=O 

Lemme 2.2.1.2. Soient X,Y E X(M). 

Lx(J(Y)) = (LxJ)(Y) + J(LxY) . 

Corollaire 2.2.1.3. X est un champ holomorphe si et seulement si on a pour 

tout champ Y E X(M) que [X,J(Y)] = J[X,Y]. 



----- -- ---------------------------------------

22 

Définition 2.2.1.4. Soit A E End(TM). Le tenseur de Nijenhuis est défini par 

NA(X,Y) := -A2 [X,Y] + A([AX,Y] + [X,AY]) - [AX,AY] . 

Vérifions que NA est un tenseur. Soient j,g E C00 (M), on a que 

NA(fX,gY) = -A2 [jX,gY] + A[A(JX),gY] + A[fX,A(gY)]- [A(fX),A(gY)] 

= - fgA2 [X,Y] - f(Xg)A2Y + g(Y f)A2 X+ fgA[AX,Y] + f(AXg)AY 

- g(Yf)A2X + fgA[X,AY] + f(Xg)A2Y- g(AYf)AX- jg[AX,AY] 

- f(AXg)AY + g(AYJ)AX 

= fgNA(X,Y) . 

Ainsi NA est un tenseur, et vu qu'il prend comme valeur deux champs de vecteurs 

et en retourne un, c'est un (1,2)-tenseur. 

Définition 2.2.1.5. Soit (M,J) une variété presque complexe. Alors J est dite 

intégrable si 

NJ(X,Y) = 0, V X, Y E X(M). 

Théorème 2.2.1.6 (Newlander-Nirenberg). Une variété presque complexe (M,J) 

est une variété complexe si et seulement si J est intégrable. 

Lemme 2.2.1. 7. Soit (M,J) une variété complexe. Si X est un champ holo

morphe, alors J(X) l'est aussi. 

Démonstration. 

(LJxJ)(Y) = (LJxJY)- JLJxY (2.2.1.2) 

= [JX,JY]- J[JX,Y] = -NJ(X,Y) + [X,Y] + J[X,JY] 

= [X,Y] + J[X,JY] (2.2.1.6) 

= [X,Y] + J 2 [X,Y] (2.2.1.3) 

=0. 

D 
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2.3 Géométrie riemanienne 

Nous survolons brièvement les notions de géométrie riemannienne dont nous au

rons besoin, en particulier pour la fin de la preuve du théorème central du mémoire 

( 4.2.3.6). Pour plus de détails, voir le livre (Gallot et al., 1990). 

2.3.1 Variétés riemanniennes 

Définition 2.3.1.1. Une variété riemannienne (M,g) est M une variété lisse mu

nie d'un produit euclidien 9p sur chaque espace tangent TpM tel que g soit lisse 

sur M. C'est-à-dire que l'on demande que gE r((T* M)®2)) soit une section lisse. 

Soient ( 8~J les champs de vecteurs coordonnées dans une carte locale autour de 

p E M. Soient u,v E TpM, avec u = E~1 ui( 8~JIP et v= E~=l vi( 8~Jip· Alors 

si on pose 

on a que 

9p(u,v) = L9iJ(p)uivi . 
i,j 

Théorème 2.3.1.2. Il existe toujours au moins une métrique riemannienne sur 

une variété lisse. 

Démonstration. On commence par construire des métriques riemanniennes sur 

les domaines des cartes locales de M, puis on utilise une partition de l'unité pour 

rendre la construction globale. Soit {(Uk,Jk)heK un atlas tel que {Uk} est un 

recouvrement localement fini de M, et {ai heJ une partition de l'unité qui lui est 

subordonnée. Notons n = dim(M) et q un produit scalaire de Rn. Soit k E K. 

On définit alors qk := J:(q). On a que Qk est une métrique riemannienne sur Uk. 

En effet, Qk est définie positive vu que (fk)• est un isomorphisme et que q est 
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euclidien. De plus, qk est lisse car q est lisse et que fk est un difféomorphisme. 

Maintenant, raffinons notre construction de partition de l'unité pour que { ak}kEK 

soit une partition de l'unité subordonnée à {Uk} (avec les mêmes indices). Ceci 

peut être fait puisque {Uk} est localement fini et M est paracompacte. Alors on 

peut poser 

g := Lakqk. 
kEK 

Nous allons vérifier que g est une métrique riemannienne sur M. D'abord, il est 

clair que g est lisse. Ensuite, pour p E M, il existe au moins un j E K tel que 

a1(p) > O. Aussi, pour up E TpM\{0}, on a pour tout k E K que qk(up,up) > 0 

étant donné que qk est définie positive. Alors 

tel que voulu. 

g(up,up) = L ak(p)qk(up,up) ~ a1(p)q1(up,up) > 0 
kEK 

0 

Définition 2.3.1.3. Soient (M,g) et (N,h) deux variétés riemanniennes. On dit 

qu'un difféomorphisme r.p : M --+ N est une isométrie riemannienne si rp* h = g. 

Si (N,h) = (M,g), on note Isom(M,g) = {4> E Diff(M) 1 cj>*g = g} le groupe 

d'isométries de (M,g). 

Définition 2.3.1.4. On dit qu'un champ de vecteurs K est de Killing si son flot 

cj>f E I som( M,g). De manière équivalente, K est de Killing si et seulement si 

LKg =o. 

Définition 2.3.1.5. Soient (M,g) et (N,h) deux variétés riemanniennes. Une im

mersion riemannienne est une immersion lisse r.p : M --+ N telle que r.p* h = g. 

Exemple 2.3.1.6. Soit sn(r) = {xE JRn+l lllxll = r}. L'inclusion i : Sn(r) Y 

JRn+l est une immersion. La métrique canonique sur sn(r) est donnée par g8 n(r) := 

i*geuc. 
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Définition 2.3.1. 7. Soient (M,g) et (N,h) deux variétés riemanniennes. Une sub

mersion lisse r.p: (M,g) --t (N,h) est une submersion riemannienne si r.p est surjec

tive et Vp E M, on a que 

est une isométrie d'espaces euclidiens. 

Exemple 2.3.1.8. Les projections orthogonales p : (IRn,geuc) --t (JRk,geuc) avec 

n > k sont des submersions riemanniennes. En effet, on a p. = Id sur (K er(p.))l.. 

Alors on a que 

geuc(p.( v),p.( w)) = geuc(v,w) 

et cela Vv,w E (Ker(p.))l.. 

Définition 2.3.1.9. Pour p E M, l'iso~orphisme gp: TpM --t T;M,v t-+ gp(v,·) 

induit un isomorphisme entre r(T M) et r(T* M). Pour X E r(T M), on définit 

X~ := g(X,·) E r(T* M), et ü l'isomorphisme inverse (i.e. (X~)U = X). On les 

appelle les isomorphismes musicaux. 

2.3.2 Connexions 

Définition 2.3.2.1. Une connexion V sur TM est une application IR-bilinéaire 

V: X(M) x X(M) --t X(M) 

telle que Vf E C00 (M), on a que 

i)Vx(fY) = df(X)Y + fV x Y [Leibniz] 

ii) V1xY = fVxY [C00 (M)-linéarité sur le premier facteur] 

Exemple 2.3.2.2. Sur une variété lisse avec un fibré tangent trivial (TM= JRk x 

M), on peut définir la connexion plate 

V~(Y) := (dY1(X), ... ,dYk(X)) . 
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Remarque 2.3.2.3. Une connexion V' sur TM induit une connexion sur T* M, 

définie par 

(V'xa)(Y) := d(a(Y))(X)- a(V'xY), 

où a E f(T* M), X,Y E X(M). 

Définition 2.3.2.4. La torsion de V' est le tenseur de type (1,2) défini par 

Tv: X(M) x X(M)--+ X(M) 

(X,Y) ~ V'xY- V'yX- [X,Y]. 

Définition 2.3.2.5. Une connexion V' sur TM est dite symétrique si Tv = O. 

Elle est dite g-métrique si V' g = 0, où 

(V'g)(X,Y,Z) := Lx(g(Y,Z))- g(V'xY,Z)- g(Y, Y'xZ) . 

Théorème 2.3.2.6 (Lévi-Civita). Pour (M,g) une variété riemannienne, il existe 

une unique connexion V' Y sur TM, telle que 

i) Tv9 
= 0, 

ii) V'9g=O. 

Proposition 2.3.2. 7. Un champ de vecteurs K est de Killing si et seulement si 

il satisfait l'équation 

où X,Y E r(T M), et V' la connection de Lévi-Civita. 

Démonstration. Soit V' la connexion de Lévi-Civita pour la métrique g. Notons 

a:= KfJ = g(K,·) E 0 1 (M). Nous remarquons d'abord que 

(V'xa)(Y) = d(a(Y))(X)- a(V'xY) = Lx(g(K,Y))- g(K, V' x Y) 

= g(V'xK,Y). ( V'g = 0] 
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Étant donné que K est de Killing si et seulement si LKg = 0, nous obtenons que 

K est de Killing si et seulement si 

(2.1.1.1) 

= LK(g(X,Y))- g(VKX- VxK, Y)- g(X,VKY- VyK) [V est symétrique] 

= Vg(K,X,Y) + g(VxK, Y)+ g(X,VyK) = g(VxK, Y)+ g(X,VyK) 

= (V xa)(Y) + (Vya)(X) , 

donc que (V xa)(Y) = -(Vya)(X). Par le corollaire (2.1.1.7), nous avons de plus 

que 

(Vxa)(Y)- (Vya)(X) = Lx(a(Y))- a(VxY)- Ly(a(X)) + a(VyX) 

= Lx(a(Y))- Ly(a(X))- a([X,Y]) 

= 2da(X,Y). 

Finalement, ceci implique que 

2da(X,Y) = (V xa)(Y) - (Vya)(X) = 2(V xa)(Y) , 

d'où le résultat. 

0 
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2.4 Géométrie symplectique 

2.4.1 Variétés symplectiques 

Définition 2.4.1.1. Une variété pré-symplectique est une paire (M,w), où M est 

une variété lisse et w E 0 2 (M) est une 2-forme non-dégénérée. Rappelons qu'une 

2-forme w est non-dégénérée si Vp E M, on a que wp : TpM ---+ r; M est un 

isomorphisme, i.e. 

VÇ E TpM\{0}, 3ry E TpM t.q. w(Ç,rJ)-/= 0. 

Lemme 2.4.1.2. Une variété M est pré-symplectique si et seulement si elle admet 

une structure presque complexe. 

Démonstration. 

({=) 
Soit June structure presque-complexe sur M. Par le théorème (2.3.1.2), il existe 

une métrique riemannienne g sur M. Soit 

((: ) ·- g(Ç,TJ) + g(J(Ç),J(TJ)) 
9o ~,7] .-

2 

une nouvelle métrique riemannienne qui est ]-invariante par construction. Défi

nissons maintenant 

wo(·, ·) := 9o( J(· ), ·) · 

Il est clair que w0 est lisse, vu que g0 et J le sont. Comme g0 est bilinéaire et que 

J est linéaire, w0 est bilinéaire. Voyons que w0 est alternée : 

wo(Ç,rJ) = 9o(J(Ç),TJ) = 9o(TJ, J(Ç)) = 9o(J(TJ), Jo J(Ç)) = -go(J(TJ),Ç) = -wo(rJ,Ç). 

Alors w0 E 0 2 
( M). Vérifions que w0 est non-dégénérée. Soit p E M et Çp E 

TpM\ {0}. Par le lemme (1.1.1.9), J(Çp) =/= 0 E TpM. Comme g0 est non-dégénérée, 



29 

31]p E TpM tel que g0 (J(Çp),1Jp) f= O. Alors w0 est non-dégénérée et (M,w0 ) est pré

symplectique. 

(~) 

Soit w une forme présymplectique, et g une métrique riemannienne sur M. La non

dégénérescence de w et de g permet de voir celles-ci comme des isomorphismes en 

chaque fibre entre les fibrés tangent et cotangent : 

g,w:TM~T*M. 

Définissons L := g-1 o w E End(TM). En chaque point p E M, Lp E Gln(TpM). 

Par le théorème de décomposition polaire, on peut décomposer L de façon unique 

comme L =OS= SO, où 0 est orthogonale par rapport à getS est symétrique. 

Plus explicitement, S = V LLT. Il faut voir que S est lisse malgré la racine. 

D'abord, LLT est symétrique, donc diagonalisable. Soit ). une valeur propre de 

LLT et v un vecteur propre lui étant associé. Alors 

En outre, les valeurs propres de LLT sont toutes strictement positives. Nous aurons 

besoin du lemme suivant pour s'assurer que S est bien lisse. 

Lemme 2.4.1.3. L'application f : X ~ X 2 est un difféomorphisme global de 

l'espace des opérateurs auto-adjoints définis positifs. 

Démonstration. Par ce qui précède, f est surjective, et il est clair que f est lisse. 

Voyons que f est injective. Supposons que X 2 = Y2
• Soit v un vecteur propre de 

X (de valeur propre ). > 0 vu que X est définie positive). Posons w := Y(x)· 
Alors 

Y(w) = y2;v) = x;v) = ÀV. 

Nous voyons qu'ainsi Y( v- w) =Y( v)- Y(w) = Àw- Àv =-À( v- w). Comme 

Y est définie positive, il faut que v= w. Donc v est vecteur propre de Y de valeur 
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propre À, et dans une base diagonalisant X, on voit que X = Y. 

Remarquons que dfx(A) = ftlt=/X + tA) 2 = XA + AX. Montrons que dfx est 

injective. Supposons que X A + AX = O. Soit v un vecteur propre de X avec 

valeur propre correspondante À > O. Alors X(A(v)) = -ÀA(v). Puisque X est 

définie positive, A( v) = O. On répète ce procédé sur une base diagonalisant X 

et on obtient que A= O. Par le théorème du rang, on a directement que dfx est 

surjective. Alors la différentelle df est un isomorphisme en chaque point. On peut 

donc inverser f localement (théorème d'inversion locale) de façon lisse. Toutefois, 

comme fest bijective, il faut que ce soit un difféomorphisme global. D 

Étant donné que 8 2 est symétrique et définie positive, f-1(82 ) = S est lisse. On 

a alors que 0 = s-1 L est lisse. De plus, puisque w = g o L est alternée, alors 

g(L~,TJ) + g(~,LTJ) = 0, c'est-à-dire que L est anti-auto-adjoint. En conséquence, 

on obtient 

g(S2~, TJ) = g(S~,STJ) = g(OS~,OSTJ) = g(L~,LTJ) = -g(L2~,TJ) . 

Par non-dégénérescence de g, 8 2 = -L2
• Alors 

Comme Lest inversible, L2 l'est aussi, et on a finalement que 

-02 =Id 
' 

donc 0 est une structure presque complexe sur M, comme voulu. D 

Définition 2.4.1.4. Une variété symplectique est une variété pré-symplectique 

(M,w), où on a de plus que w est fermée (dw = 0). 
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Exemple 2.4.1.5. Soit 1R2n muni des coordonnées usuelles (p1 , ••. ,pn,q1 , .•. ,qn), 

et doté de la forme symplectique w0 := E~1 dpi 1\ dqi, qu'on appelle la forme 

symplectique standard sur lR2n. On remarque que w1 := E~1 pidqi E ~V(M) est 

telle que dw1 = w0 . Ainsi w0 est bien fermée, vu qu'elle est exacte. 

Exemple 2.4.1.6. On considère en variété lisse munie des coordonnées linéaires 

Zl, ... ,Zn· La 2-forme w := ~ E~=l dzk 1\ azk est symplectique. Identifions en à 

JR2n: 

Alors 

w = 4 L d(xk + iyk) 1\ d(xk- iyk) 

= 4 L(dxk + idyk) 1\ (dxk- idyk) 

= 4 L -2i(dxk 1\ dyk) 

= Ldxk 1\ dyk. 

[car holomorphe= i-linéarité) 

Ainsi, cette forme symplectique est la forme symplectique standard, sous l'identi

fication .IR2n ~ en. 

Corollaire 2.4.1. 7. Une variété symplectique est de dimension paire et orien

table. 

Démonstration. Par le lemme (2.4.1.2), une variété symplectique admet une struc

ture presque complexe. Le résultat découle directement de la proposition (2.2.0.2). 

0 

Définition 2.4.1.8. Soient (M1,w1) et (M2 ,w2 ) deux variétés symplectiques. Lors

qu'une application f : M1 -+- M 2 préserve la structure symplectique (i.e. f*w2 = 

wl), on dit que fest un morphisme symplectique. Si de plus fest un difféomor

phisme global, fest un symplectomorphisme. On note l'ensemble des symplecto

morphismes de (M,w) dans (M,w) par Symp(M,w). 
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Définition 2.4.1.9. Soit (M,w) une variété symplectique. Une carte de Darboux 

est une carte (U,<.p) avec fonctions coordonnées (p1 , ... ,pn, q1 , ... , qn) telle que 

n 

wlu = Wo = LdPi 1\ dqi. 
i=l 

Théorème 2.4.1.10 (Théorème de Darboux). Soit (M,w) une variété symplec

tique 2n-dimensionnelle. Alors, Vp E M, il existe une carte de Darboux centrée en 

p. En d'autres termes, (M,w) est localement symplectomorphe à (1R2n,w0 ). 

Exemple 2.4.1.11. 8 2 = {v E 1R3 
1 !lvii = 1} est une variété lisse. On peut iden

tifier les vecteurs tangents en p E S2 aux vecteurs de 1R3 orthogonaux à p. Ainsi, 

Tp82 ~ {p }..L. À l'aide de cette identification, on définit une forme symplectique 

sur 8 2 : 

wp(u,v) :=< p, u x v> . 

Comme w E 0 2(82
), west nécessairement fermée, vu que c'est une forme volume 

(i.e. 0 3(82 ) = 0). De plus, c'est une forme différentielle non-dégénérée, étant donné 

que pour u =/= 0, il suffit de prendre v = u x p pour voir que 

wp(u,v) =< p, u x (u x p) > 

=< p, < u,p > u- < u, u > p > [ égalités du double produit vectoriel] 

=< p,- < u,u > P >= -llull 2 < p,p > 

= -llull 2 
=/= 0 · 

[car < u,p >= 0] 

[car < p,p >= IIPII 2 
= 1] 

Donc w est bien une forme symplectique sur 82 • On prend les coordonnées cylin

driques locales() E [0,27r) et hE ( -1,1) sur 8 2 sans ses pôles (qu'on note net s). 

Sur l'ouvert 8 2
\ { n,s }, on a que wiS2\{n,s} = d() 1\ dh, c'est-à-dire qu'on a trouvé 

explicitement une carte de Darboux. En effet, soit p E 8 2
\ { n,s} et Çp, 'f]p E TpS2

. 

SO ( 3), 1 'ensemble des isométries de 1R3 qui préservent 1 'orientation ( c-à-d les rota

tions), agit sur le triplet {p,Çp,7]p} sans modifier le volume du parallélipipède en

gendré. Alors après une rotation, on peut placer pen (1,0,0) E 1R3 . Ainsi, Çp et 'f]p 
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sont dans le plan yz. Alors on a 

1 0 0 

w(Çp,TJp) = 0 ç; ç; ç; ç; 
,; ,; 

0 ,; ,; 
Avec nos coordonnées locales, TpS2 a pour b~e { ~ IP, th IP}, et en identifiant TpS2 

au plan yz = {p }j_, on a que 

Alors 

On dit que w E 0 2(82) telle que définie est la forme symplectique naturelle de 82 • 

2.4.2 Champs hamiltoniens 

Soit ( M,w) une variété symplectique. 

Proposition 2.4.2.1. Soit X E X(M), et <l>f : M ~ M son flot. Les énoncés 

suivants sont équivalents : 

Démonstration. 

(1) (</>;)*w = w, pour tout t où le flot est défini, 

(2) Lxw = 0, 

(3) d(txw) = 0 . 

(1) ===} (2) On a 

Lxw = dd 1 (<l>;)*w = dd 1 w = 0. 
t t=O t t=O 

(2) ~ (3) 

Par le théorème (2.1.1.5) (a), on a que Lxw = tx(dw) + d(txw). Mais comme w 
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est fermée, Lxw = d(txw). 

(2) ====* (1) D'abord, 

! lt=s <P;w = ! lt=O <P;+sw = ! lt=O <P: 0 <P;w 

= <P: o dd 1 <P;w = <P: o Lxw = 0 . 
t t=O 

De plus, comme <Pôw = w, alors le calcul précédent implique que <P;w = w, Vt où 

le flot est défini. D 

Définition 2.4.2.2. Soit X E X(M). On dit que X est symplectique si X satisfait 

une des trois conditions de la proposition (2.4.2.1). 

Remarque 2.4.2.3. La non-dégénérescence d'une 2-forme w E 0 2 (M) nous livre 

une bijection entre les 1-formes et les champs de vecteurs : 

vu que Wp : TpM ~ r; M est un isomorphisme en chaque point p E M. 

Définition 2.4.2.4. On dit qu'un champ X E X(M) est hamiltonien s'il existe 

une fonction H E coo ( M) telle que 

On appelle H une fonction hamiltonienne de X. Parfois on note XH un champ 

hamiltonien de fonction hamiltonienne H. Une fonction hamiltonienne n'est pas 

unique. En effet, si on prend c E R une constante, H + c est aussi fonction ha

miltonienne de XH. On remarque que tout champ hamiltonien XH est symplec

tique. En effet, d(txHw) = d( -dH) = -~ H =O. Toutefois le contraire n'est pas 

toujours vrai, comme dans l'exemple (2.4.2.6). Une autre propriété des champs 
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hamiltoniens est la linéarité par rapport aux fonctions hamiltoniennes associées. 

C'est-à-dire que l'égalité suivante est vérifiée : 

aX1 + bX9 = Xaf+bg 

et ce, \lf,g E C00 (M) et \la,b E lR. En effet, on a que 

L'égalité découle de la non-dégénérescence de w. 

Remarque 2.4.2.5. Par dualité symplectique, HJR(M) mesure l'obstruction des 

champs symplectiques à être hamiltoniens. Par exemple, l'égalité HJR(Rn) = 0 

implique que sur une variété M, tous les champs symplectiques sont localement 

hamiltoniens (dans des cartes). Si HJR(M) = 0, alors tous les champs symplec

tiques sont globalement hamiltoniens. 

Exemple 2.4.2.6. Soit 'f2 ~ 8 1 x S1 le 2-tore. les difféomorphismes 

sont des systèmes de coordonnées locales sur chaque cercle 8 1 respectivement, 

et ils induisent des coordonnées locales sur le tore. On dote 'f2 d'une structure 

symplectique par la forme symplectique w qui, localement, s'exprime comme wlu = 

d81 /\ d82 dans une carte de Darboux U. Les champs X 1 = at et X2 = ~2 sont 

symplectiques sans être hamiltoniens, ce qui implique que HJR('f2) =JO. 

2.4.3 Crochet de Poisson 

Définition 2.4.3.1. Soient f,g E C00 (M). Leur crochet de Poisson est une fonc

tion lisse à valeurs réelles, notée {f,g}, définie par : 

. {f,g} := dg(XJ) , 
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OÙ x!= -w-1(df) E X(M). On a ainsi les équivalences suivantes : 

On dit que deux fonctions hamiltoniennes f et g Poisson-commutent si {f,g} = O. 

Théorème 2.4.3.2. Soient f,g E C00 (M). Le crochet de Poisson est lié au crochet 

de Lie de la manière suivante : 

Démonstration. Soient X, Y E X(M) deux champs symplectiques. Par le théorème 

(2.1.1.5) (b ), on a que 

Lx(tyw) = L[x,Y]W + tyLxw. 

Comme X et Y sont symplectiques, Lxw = 0 et d(tyw) = O. Par le théorème 

(2.1.1.5) (a), on a que 

L[x,Y]W = Lx(tyw) = d(txtyw) + txd(tyw) = d(txtyw) = d(w(Y,X)) = -d(w(X,Y)) . 

Alors w(X,Y) est fonction hamiltonienne du champ [X,Y], i.e. [X,Y] = Xw(X,Y)· 

Ainsi on a bien que 

Proposition 2.4.3.3 (propriétés du crochet de Poisson). 

1) {f,g} = -{g,J} 

II) {f + g,h} = {f,h} + {g,h} 

III) {jg,h} = {f,h}g + f{g,h} 

[ antisymétrie] 

[distributivité] 

[Leibniz] 

IV) {f,{g,h}} + {g,{h,j}} + {h, {f,g}} = 0 [Identité de Jacobi] 

D 
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Démonstration. I) découle directement de la définition, vu que 

11) et 11 1) découlent aussi directement de la définition du crochet de Poisson. 

L'identité de Jacobi découle du théorème (2.4.3.2). En effet, on remarque que 

Mais comme le crochet de Lie [·,·] satisfait l'identité de Jacobi, on a que 

o = x{!,{g,h}} + X{g,{h,JH + x{h,{J,un = x{f,{g,h}}+{u,{h,f} }+{h,{J,un . 

Ainsi IV) découle de la non-dégénérescence de w. D 

2.5 Topologie algébrique 

Nous énonçons ici brièvement les notions de topologie algébrique dont nous aurons 

besoin. Pour un exposé plus complet incluant les preuves, voir (Hatcher, 2002). 

2.5.1 Groupe fondamental 

Soit M une variété lisse et connexe. Un lacet basé en un point p E M est une 

application continuel : [0,1] ~ M telle que l(O) = l(1) =p. On dit que deux lacets 

j,g basés en p sont homotopes s'il existe une application continue H : [0,1]2 --+ 

M telle que H(t,O) = H(t,1) = p, Vt E [0,1]; H(O,s) = f(s) et H(1,s) = g(s). 

La relation d'homotopie est une relation d'équivalence, et l'ensemble des classes 

d'équivalences forme un groupe pour la concaténation de lacets. Ce groupe, appelé 

le groupe fondamental de M, ne dépend pas du point de base p, et on le note 

1r1(M). 

Exemple 2.5.1.1. 1r1 (S1) = Z. 
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Proposition 2.5.1.2. Soient M,N deux variétés lisses. Alors 1r1(M x N) est 

isomorphe à 1r1 ( M) x 1r1 ( N). 

Exemple 2.5.1.3. Par la proposition précédente, on a que 

Définition 2.5.1.4. M est dite simplement connexe si son groupe fondamental 

est trivial. 

2.5.2 Revêtements 

Définition 2.5.2.1. Un revêtement de M est une variété lisse M munie d'une 

application lisse p : M --+ M satisfaisant la condition suivante : il existe un 

recouvrement ouvert {UihEI de M tel que pour chaque i E J, p-1(Ui) est une 

union disjointe d'ouverts, dont chacun est difféomorphe à Ui par p. On dit que deux 

revêtements Pi : Mi --+ M, j = 1,2, sont isomorphes s'il existe un difféomorphisme 

f : M1 --+ M2 tel que P1 = P2 o f. 

Lemme 2.5.2.2 (ordre partiel sur les revêtements). La relation M1 :::; M2 définie 

par M2 revêt M 11 où M1 , M2 sont deux revêtements de M, est un ordre partiel 

sur les revêtements de M. 

Proposition 2.5.2.3. Un revêtement simplement connexe de M revêt nécessai

rement tous les autres revêtements de M. 

Théorème 2.5.2.4 (classification des revêtements). Les sous-groupes de 1r1 (M) 

sont en bijection avec les revêtements de M, à isomorphisme près. 

Définition 2.5.2.5. Le théorème de classification (2.5.2.4) nous assure qu'un 

revêtement simplement connexe de M existe (c'est le revêtement associé au sous

groupe trivial de 1r1(M)) et qu'il est unique à isomorphisme près. De plus, la 
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proposition (2.5.2.3) nous assure que celui-ci revêt tous les autres revêtements de 

M. Nous l'appelons le revêtement universel de M. 

Définition 2.5.2.6. Le groupe de transformations du revêtement (M,p) de M 

est le groupe des difféomorphismes 'Y : M ~ M qui satisfont 

p=pO"f. 

On le note G(M). 

Proposition 2.5.2.7. SiM est le revétement universel de M, alors 

G(M) ~ 7rt(M) . 

Proposition 2.5.2.8. Si le sous-groupe associé au revétement M par le théorème 

(2.5.2.4) est un sous-groupe normal de 1r1(M), alors 

M/ _ rvM 
/G(M) = · 

Proposition 2.5.2.9. Tout revétement Mt de M est de la forme M/7rt(Mt)' où 

M est le revétement universel de M. 

Nous aurons besoin de la proposition suivante, qui est un corollaire de trois im

portants résultats de topologie algébrique : le théorème de deRham, le théorème 

des coefficients universels et le théorème de HureWicz. Nous les mentionnons sans 

détails dans la preuve, tout en référant à (Hatcher, 2002) pour les détails de ces 

théorèmes. 

Proposition 2.5.2.10. SiM est simplement connexe, alors HJR(M) =O. 

Démonstration. Le théorème de deRham nous dit que H~R(M) ~ HP(M,IR). De 

son côté, le théorème des coefficients universels pour la cohomologie nous donne 
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que HP(M,K) ~ Hom(Hp(M,Z),K), pour Kun corps. En combinant ces deux 

résultats, on a Vp E N que 

Maintenant le théorème de Hurewicz nous dit que 

Comme par hypothèse 1r1(M) = 0, ceci nous livre que H1(M,Z) =O. Ainsi, lorsque 

p = 1, on a que 

HJR(M) ~ Hom(H1(M,Z),IR) = Hom(O,IR) = 0, 

tel que voulu. D 



CHAPITRE III 

ACTIONS TORIQUES 

3.1 Actions 

Nous référons au livre (Warner, 2013) pour la base de la théorie des groupes et 

algèbres de Lie, et citons les résultats dont nous aurons besoin. 

3.1.1 Préliminaires sur les groupes de Lie 

Un groupe de Lie G est une variété lisse munie d'une structure de groupe com

patible. Ceci veut dire que (g,h) ~--+ gh-1 est une application lisse, Vg,h E G. Soit 

e l'élément neutre du groupe. Pour u E G, on nomme translation à gauche le 

difféomorphisme lu: G-+ G; g ~--+ ug. On dit qu'un champ de vecteurs XE X(G) 

est invariant à gauche si Vu E G, dlu(X) = X o lu. Cette relation nous permet 

de déduire que X(u) = X(ue) = dlu(Xe), c'est-à-dire que X est complètement 

déterminé par X(e). L'espace des champs invariants à gauche g est une algèbre 

de Lie (le crochet de Lie est celui de X(G)) isomorphe à TeG par l'isomorphisme 

X ~--+ X(e). TeG hérite donc de la structure d'algèbre de Lie de g. Nous dénote

rons alors sans ambigüité Lie(G) := g ~ TeG l'algèbre de Lie de G. On dit qu'une 

algèbre de Lie est abélienne si son crochet de Lie est trivial. 

Proposition 3.1.1.1. Tout groupe de Lie abélien a une algèbre de Lie abélienne. 
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Exemple 3.1.1.2. (gl(n,IR), [·, ·]) est l'algèbre de Lie des matrices carrées inver

sibles Gl(n,IR), où le crochet de Lie est [A,B] :=AB- BA. 

Exemple 3.1.1.3. 8 1 cC est un groupe de Lie abélien et son algèbre de Lie 

est abélienne. De même, le groupe de Lie 1rn = 8 1 x · · · x 8 1 a une algèbre de Lie 

abélienne. Son algèbre de Lie est 

Soit G un groupe de Lie et g son algèbre de Lie. Chaque vecteur tangent Çe E g 

donne lieu à un unique champ de vecteurs Ç par la relation 

où l9 : G ----* G; h 1--7 gh est la multiplication à gauche du groupe. Ce champ de 

vecteurs est complet, et alors l'application exponentielle est bien définie : 

exp: g----* G 

Ç 1--7 cf>i ( e) 

où cf>Î est le flot de Ç. exp est un difféomorphisme local entre un voisinage de 

0 E g et e E G. On peut voir que le flot de Ç E g est en fait exp(tÇ), c'est-à-dire 

que 

d
d j exp(tÇ) = Ç , 
t t=O 

que exp((t + s)Ç) = exp(tÇ) exp(sÇ) et que exp(tç)-1 =exp( -tÇ). 
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Proposition 3.1.1.4. Soit r.p: G---+ H un morphisme de groupes de Lie {c'est-à

dire un morphisme de groupes qui est lisse). Alors le diagramme suivant commute: 

g~[J 

expl lexp 
G~H 

Proposition 3.1.1.5. Si G est u~ groupe de Lie compact, alors l'application 

exponentielle est surjective. 

Proposition 3.1.1.6. Soient Ç,TJ E g. On a que 

[f.,TJ] = 0 ==> exp(Ç + TJ) = exp(Ç) exp(TJ) . 

Proposition 3.1.1. 7. Soit 

B C 
0---+G-tH-tK---+0 

une suite exacte courte de groupes de Lie, avec H compact et K abélien. Alors 

cette suite induit une suite exacte courte sur les algèbres de Lie 

Démonstration. Voyons d'abord que B* est injective. Procédons par l'absurde, 

supposons que Ker(B*) =1 {0}. Alors Ker(B*) est un sous-espace vectoriel non

trivial de g. On a que 

expoB*(Ker(B*)) = exp(OH) =eH. 

Par la proposition (3.1.1.4), ceci est équivalent à ce que 

B o exp(Ker(B*)) =eH . 
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Donc exp(Ker(B*)) Ç Ker(B). Sauf que exp est un difféomorphisme local d'un 

voisinage de 0 dans un voisinage de ea, alors K er(B) contient un élément non

trivial. C'est une contradiction et donc il faut que B* soit injective. Voyons main

tenant que C* est surjective. Soit x E t Comme C est surjective, il existe h E H tel 

que C(h) = exp(x). Comme H est compacte, on a par (3.1.1.5) que exp : ~ ---+ H 

est surjective. Alors il existe y E ~ t.q. exp(y) = h. Par (3.1.1.4), on a que 

exp oC*(y) = exp( x). Par la proposition (3.1.1.1), l'algèbre de Lie t = Lie(K) 

est abélienne, vu que le groupe de Lie K est abélien par hypothèse. La proposi

tion (3.1.1.6) implique que 

exp( x- C*(y)) =exp( x) exp( -C*(y)) =exp( x) exp(C*(y))-1 = e. 

Comme exp est un difféomorphisme local autour de e, alors x= C*(y). Donc C* 

est bien surjective. 

Il reste à montrer que 

(Ç) 

Comme Ker(C) = Im(B), on a alors que CoB= eK. Par la règle de dérivation 

en chaîne, la différentielle satisfait 

0 = d(C oB)= C* oB* 

Donc il faut que Im(B*) Ç Ker(C*). 

(2) 

Soit Ç E Ker(C*). On considère le chemin exp(tÇ) dans H qui représente Ç E ~· 

Par (3.1.1.4), on a que 

Co exp(tÇ) =exp oC*(tÇ) =exp otC*(Ç) = exp(O) = eK . 

Alors exp(tÇ) E Ker(C) = Im(B), Vt E :IR. Soit alors 9t un chemin préimage 

dans G (i.e. B(gt) = exp(tÇ)). On remarque que B(g0) = exp(O) = eH, et alors 
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comme B est injective, g0 = ec. Donc le chemin 9t passe par ec et alors ce 

chemin représente un élément dans g, qu'on note [gt]· Alors la différentielle B., 

par définition, est telle que 

B.([gt]) = [B o 9t] = [exp(tÇ)] = Ç . 

Donc Ç E Im(B.), tel que voulu. D 

Définition 3.1.1.8. U c an est un sous-ensemble discret si Vx E U, 3f > 

0 t.q. B(x,f) nU= {x}. 

Définition 3.1.1.9. Un réseau A c an est un sous-groupe discret de an (avec 

opération l'addition), et tel que le sous-espace vectoriel engendré par A soit an. 

Proposition 3.1.1.10. Soit 'lr un n-tore, et t son algèbre de Lie. Alors an possède 

un réseau A c an tel que 

exp : Y27r A ~ 'JI' 

soit un isomorphisme. 

Démonstration. La surjectivité est claire, par la proposition (3.1.1.5), vu que 'JI' 

est un groupe de Lie compact. Pour l'injectivité, il suffit de voir que si exp(6) = 

exp(Ç2) E 'JI', alors 

exp(6 - 6) = exp(6) exp( -6) 

= exp(Ç2) exp(-6) 

= exp(O) = e. 

[ par (3.1.1.6) ] 

C'est-à-dire que Ç1 - 6 E exp-1(e). On prend donc exp-1(e) =: 21rA, ce qui nous 

donne l'injectivité dans le quotient. D 
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Le théorème suivant réduit le problème de classification des groupes de Lie connexes 

simplement connexes à la classification des algèbres de Lie réelles. Pour une preuve, 

voir les théorèmes 3.27 et 3.28 de (Warner, 2013) . 

Théorème 3.1.1.11 (Correspondance de Lie). À isomorphisme près, il existe une 

bijection entre les groupes de Lie connexes simplement connexes et les algèbres de 

Lie réelles. 

Exemple 3.1.1.12. Soit 11." un n-tore et t ~ JR.n son algèbre de Lie. On consi

dère sa complexification tC = t 0 e ~ ]Rn 0 e ~ en. La correspondance de Lie 
lR lR 

(3.1.1.11) nous assure qu'il existe un groupe de Lie 1rc tel que son algèbre de Lie 

est tC. Remarquons que e* est un groupe de Lie dont l'algèbre de Lie est e. Alors 

Lie((e*)n) =en~ tc. Donc 1rc = (e*)n. De plus, on a un difféomorphisme 

8 1 x lR>o ---+ e* 

(B,r) 1--+ rei8 

qui nous donne que 

3.1.2 Actions de groupes de Lie sur des variétés 

Définition 3.1.2.1. Une action d'un groupe de Lie G sur une variété M est un 

homomorphisme de groupes p: G---+ Dif f(M), où p(g)(p) = g ·p. On dit alors 

que M est une G-variété. On définit l'application évaluation d'une action par 

ev P : G x M ---+ M 

(g,p) 1--+ p(g)(p) 

qui est une action de groupe de Lie à gauche. On dit que pest lisse si evp l'est. On 

passera librement d'un point de vue à l'autre pour une action de groupe de Lie. 
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Exemple 3.1.2.2. Soit X E X(M) un champ complet. Son flot nous donne une 

action lisse de lR sur M : 

cpx : lR-+ Dif f(M) 

t t-t cp{ 

Définition 3.1.2.3. Soit G un groupe de Lie agissant sur M. Soit x E M. On 

note son orbite par 

G · x = {g · x 1 g E G} , 

son stabilisateur (ou groupe d'isotropie) par 

Gx ={gE G 1 g ·x= x}, 

et 1 'ensemble des points fixes de M par 

Ma = {y E M 1 g · y = y, Vg E G} . 

Définition 3.1.2.4. Une action <p: G-+ Dif f(M) est dite fidèle si cp est injective. 

C'est-à-dire que 

Vg E G\{e}, 3p E M t.q. g · p =/=p. 

Une autre manière de le formuler est 

ncx={e}. 
xEM 

Définition 3.1.2.5. Une action est dite transitive si G ·x = M, V x E M, c'est

à-dire que l'action n'a qu'une seule orbite. Une variété homogène est une variété 

sur laquelle un groupe de Lie agit de manière transitive. 

Définition 3.1.2.6. Une action est dite libre si 

Vx E M,Gx = {e} 

c'est-à-dire que tout élément différent du neutre agit sans point fixe. 
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Remarque 3.1.2. 7. Il est clair que libre ~ fidèle. 

Théorème 3.1.2.8. Soit G un groupe de Lie compact agissant sur une variété 

M. Alors les orbites sont difféomorphes aux quotients par les stabilisateurs, c'est

à-dire que Vp E M, on a que 

Corollaire 3.1.2.9. dim(G · p)::; dim(G). 

Corollaire 3.1.2.10. Si l'action est transitive, on a que M ~ G/c . 
p 

Corollaire 3.1.2.11. Si l'action est libre, les orbites sont difféomorphes au groupe 

de Lie G qui agit. 

Théorème 3.1.2.12. Supposons qu'un groupe de Lie compact agisse de façon 

fidèle sur une variété M. Soit r := infpEM(dim(Gp)). On appelle 

Mr := {p E M 1 dim(Gp) = r} 

l'ensemble des orbites principales de l'action. Alors Mr est une sous-variété ou

verte, dense et connexe de M et M\ Mr est une union de sous-variétés de codi

mension ~ 2. De plus, siG est abélien, alors r =O. 

Les deux résultats suivants viennent de (Bredon, 1972), p.34. 

Proposition 3.1.2.13. Si cjJ: G x M-t M est une action d'un groupe de Lie G 

compact, alors cjJ est fermée. 

Corollaire 3.1.2.14. SiG est compact agissant sur M, alors cjJ(G x F) est fermé 

dans M, V F Ç M fermé, et cjJ( G x F) est compact si F est compact. En particulier, 

les orbites d'une action par un groupe de Lie compact sont compactes car G · p = 

cjJ(G x {p} ). 
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Proposition 3.1.2.15. Soit G un groupe de Lie compact agissant sur M. Il existe 

une métrique G-invariante sur M. 

Démonstration. Sur G on a une mesure de Haar d~-t qui est une forme volume bi

invariante, et telle que VuE G, Ad;J.t = J.t. On cherche à construire une métrique 

{J bi-invariante qui soit G-invariante (i.e. VTJ E G, TJ*{J = g). Soit g une métrique 

riemannienne sur G. Posons 

{J := L u*gdJ.t(u) . 

Alors on aura que 

Ainsi cette métrique descend au quotient M/c· 0 

Nous référons à (Kirillov, 2008) section 4.6, pour plus de détails sur la mesure de 

Haar. 

3.1.3 Actions adjointe et coadjointe 

Définition 3.1.3.1. Tout groupe de Lie G agit sur lui-même par conjugaison : 

'tf;: G ~ Diff(G) 

g f-+ 'l/;9 : G ~ G 

hf-+ ghg-1 

Le difféomorphisme 'l/;9 a une dérivée en l'identité e E G : 
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qu'on note Ad9 := (d'ljJ9 )e et qui est une application sur l'algèbre de Lie de G, 

Ad9 : g--+ g. Comme 'ljJ9 est un difféomorphisme, alors Ad9 est un isomorphisme, 

donc Ad9 E Gl(g). En laissant varier gE G, on obtient l'action adjointe de G : 

Ad: G--+ Gl(g) . 

C'est un morphisme de groupe. En effet, soient CI, T, 'Y E G. On remarque d'abord 

que '1/Ju o 'I/J7 = '1/JuT· En effet, 

Alors on a que 

'1/Ju 0 '1/JT('Y) = '1/Ju(T'"'fT-1
) = CIT'"'(T-1CI-1 

= (CIT)'"'f(CIT)-1 
= '1/JuA'Y) · 

Ad(CIT) = (d'l/JuT)e = (d('l/Ju 0 '1/JT))e = (d'l/Ju)t/Jr(e) 0 (d'l/JT)e 

= (d'l/Ju)e 0 (d'l/J7 )e = Ad(CI)Ad(T) . 

De plus, Ad(e) = (d'l/Je)e = IdreG = Idg. 

Définition 3.1.3.2. Soit Ad : G --+ Gl(g) l'action adjointe de G. On définit 

l'action coadjointe de G par 

Ad* : G --+ Gl(g*) 

g f--7 Ad(g-1 )* 

où Ad(g-1 )* est l'application duale de Ad(g-1 ). Par définition de l'application 

duale, Ad* (g) satisfait que V X E g et W* E g*, on a 

(Ad*(g)(Y*), X) = (Y*, Ad(g-1 )(X)) 

où ( ·, ·) est le couplage naturel entre g et g*. L'action coadjointe est elle aussi un 

morphisme de groupes. 

Définition 3.1.3.3. On note ad:= (Ad*)e : g --+ gl(g). 



Lemme 3.1.3.4. ad satisfait que 

i) adxY = [X,Y]; 

ii) adxY = ftlt=oAdexp(tx)Y. 

Proposition 3.1.3.5. Le diagramme suivant commute : 

g ~ gl(g) 

expl }xp 
G ~ Gl(g) 
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Démonstration. Découle directement de la définition de ad et de la proposition 

(3.1.1.4). 0 

3.1.4 Champs fondamentaux 

Définition 3.1.4.1. Soit cp: G x M ~ M une action de G sur M. Pour chaque 

p E M, l'application lisse 

o;:G-tM 

g t-t cp(g,p) 

est appelée application orbite, car Ot( G) = G ·p. Soit e E G l'élément neutre du 

groupe de Lie G. Pour p E M, on considère la différentielle 

Ainsi, (dOt)e associe à chaque élément Ç E g un vecteur tangent en p, qu'on 

note (Xç)p· En variant p E Mon obtient un champ de vecteurs Xç qu'on appelle 

le champ de vecteurs fondamental de Ç. Comme la courbe exp( tÇ) : lR -t G 

représente Ç E g, on a par définition de la différentielle que exp( tX) · p représente 
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(Xç)p. En effet, 

( do;)e : g --+ TpM 

[exp(tX)] H [o; o exp(tX)] = [exp(tX) · p] 

On obtient alors la relation suivante (Xç)p = ft 1 exp(tX) · p . L'application 
t=O 

suivante est un morphisme d'algèbre de Lie 

a : g --+ X(M) , 

c'est-à-dire que VÇ,ry E g, on a que 

(3.1) 

En effet, 

(X[ç,TJJ)p = (XadeTJ)P = (x~J Ad (TJ)) [par (3.1.3.4)] 
vt 0 exp(te) p 

= ôtJ 0ô€J 0 exp(tÇ) exp(ETJ) exp( -tÇ) · p = ôtj 0 (exp(tÇ)*XTJ)(p) = (LxeXTJ)(p) = [Xç, XTJ]P . 

Lemme 3.1.4.2. Supposons que G compact agisse sur M. Alors a E f2k(M) est 

G-invariante si et seulement si Lxea = 0, VÇ E g. 

Démonstration. 

Soit p: G--+ Dif f(M) l'action de G sur M. 

(===>) 

On suppose que p(g)*a = a, Vg E G. On a directement que pour Ç E g, 

(~) 

On remarque que 

Ôtlt=sp(exp(tÇ))*a = ôtj 0p(exp((t + s)Ç))*a 

= ôtj
0
(p( exp(tÇ) )p(exp(sÇ)) )*a 

= p(exp(sÇ))* Lxea = 0. 
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On pose 

Yt := p(exp(tÇ))*a- a . 

Alors on a que 

Donc Yt est constante. On remarque maintenant que 

Y0 = p(exp(O))*a- a= p(e)*a- a= !d'Ma- a= 0. 

Donc il faut que Yt = 0, \lt. Comme G est compact et connexe, (3.1.1.5) nous 

donne que exp est surjective. Donc on a bien que p(g)*a = a, \lg E G, tel que 

voulu. D 

Définition 3.1.4.3. Une action est dite holomorphe si les champs fondamentaux 

engendrés par l'action sont holomorphes. C'est-à-dire que LxeJ = 0, VÇ E g. 

Lemme 3.1.4.4. Soit G un groupe de Lie dont l'exponentielle est surjective. L'ac

tion par G sur M est fidèle si et seulement si VÇ E g\{0}, 3p E M 1 (X~)p =1 O. 

Démonstration. 

(===?) 

Supposons que l'action p: G -t Dif f(M) soit fidèle. Par l'absurde, soit Ç =1 0 tel 

que X~= O. Soit p E M. D'abord, notons que 

8t't=sp(exp(tÇ))(p) = 8t't=Op(exp((t + s)Ç))(p) = 8tlt=Op(exp(sÇ))p(exp(tÇ))(p) 

= p(exp(sÇ))*(X~)P = 0 . 

Alors p(exp(tÇ))(p) est constante. Mais p(exp(O))(p) = p, donc p(exp(tÇ))(p) =p. 

Comme p était quelconque, on a que p( exp( tÇ)) = id. Comme p est injective, 

exp(tÇ) = e, \lt E R. Ceci est une contradiction au fait que exp est un difféomor

phisme local entre un voisinage de 0 et un voisinage de e. Donc il faut qu'il existe 
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un Po E M 1 (Xç)p0 =1- O. 

(~) 

Supposons que VÇ =1- 0, 3p E M 1 (Xç)p =1- O. Supposons que p(g) =id. On peut 

trouver t et Ç tels que g = exp(tÇ), vu que exp est surjective (3.1.1.5). Par l'ab

surde, suppos"ons que g =1- e. Donc t =1- 0 et Ç =1- O. Par hypothèse, il existe p E M 

tel que (Xç)p =1- O. Mais 

(Xç)p = Ôt't=Op(exp(tÇ))(p) = Ôtlt=Op = 0 · 

C'est une contradiction, et donc il faut que g = e, comme voulu. 0 

3.1.5 Action hamiltonienne et application moment 

Définition 3.1.5.1. On dit qu'une action \li : G ---* Dif f(M) d'un groupe de 

Lie G sur une variété symplectique (M,w) est symplectique si w(G) Ç Symp(M), 

c'est-à-dire que Vg E G, w 9 est un symplectomorphisme. 

Exemple 3.1.5.2. On poursuit l'exemple (2.4.2.6), avec le tore ('f2 ,w) muni de sa 

forme symplectique standard, qui est localement dfh A d02 . Comme 'f2 ~ 8 1 x 8 1
, 

on considère les groupes de difféomorphismes donné par rotation autour de chaque 

cercle S1 : 

wl,t( B1,B2) = ( B1 + t, B2) 

w2,t(Bt,02) = (Ot, B2 + t) 

qui sont des actions symplectiques de 8 1 sur le tore. 

Remarque 3.1.5.3. Reprenons le contexte du théorème (3.1.2.12) : un groupe 

de Lie compact G agit de façon fidèle sur M, avec Mr l'ensemble des orbites 

principales de l'action. Dans le cas où G = 'f est un tore, on a que r = 0, et 

donc que dim('fp) = 0, si p E M 0 • Toutefois, rien ne nous assure que 'fp soit 
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connexe. Cependant, si l'action est symplectique (disons de forme symplectique 

w) et telle que ses orbites soient w-isotropes (c'est-à-dire que si 0 est une orbite 

de l'action, toute paire de vecteurs up, Vp E TpO, pour p E 0 quelconque, est telle 

que w(up, vp) = 0), alors tous les stabilisateurs sont des tores connexes. Pour une 

preuve de ceci, voir ((Benoist, 1998), lemme 6.7). En particulier, on a dans ce cas 

que 1r agit sur M0 de manière libre. C'est-à-dire 'tp E M0 , 'lrp = { e }. 

Définition 3.1.5.4. Soit G un groupe de Lie agissant sur deux variétés Met N 

et soit r.p : M ~ N. On dit que r.p est équivariante par rapport à l'action si 

'tp E M, 'tg E G, on a que 

r.p(g. p) = g. r.p(p) . 

Définition 3.1.5.5. Une action r.p : G -+ Symp(M) de G sur M est dite ha

miltonienne s'il existe 11- : M-+ g* lisse qu'on appelle application moment et qui 

satisfait ces deux conditions : 

i) 'tg E G, 11- o r.p9 = A<t; o 11- , (équivariance) 

ii) Pour chaque Ç E g, Xe est hamiltonien, de fonction hamiltonienne 

11-e : M-+ lR, où 11-e(p) := 11-(p)(Ç) . 

Ainsi, la condition ii) signifie qu'il faut que d{te = -txew. 

Exemple 3.1.5.6. On a (S2 ,w) variété symplectique, avec w la forme symplectique 

standard sur la sphère, donnée dans l'exemple (2.4.1.11). Le champ X= :0 est ha

miltonien, de fonction hamiltonienne la fonction hauteur -h. Soit U := 8 2\{n,s}. 

Nous avons vu que wlu = dO A dh. De plus, {~,;h} est base de X(U). Voyons 

l'effet de wlu sur ces champs : 
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Alors on a que localement, txw = dh = -d( -h). Nous avons déduit la fonction 

hamiltonienne du champ hamiltonien. Faisons l'inverse, déduisons le champ ha

miltonien de la fonction hamiltonienne. On cherche le champ de vecteurs associé 

à h par la structure symplectique. On a que Vp E S2\{n,s},-w-1(dh)p E TpS2. 

Comme Ep = {%0 lp, thiP} est base de TpS2, on peut écrire -w-1(dh)p = (l1h) 

dans cette base. Comme (dh)p(:O lp) = 0, on obtient que 

0 = (dh)p(:
0

ip) = w(:
0

1P, -w-1(dh)p) =dO 1\ dh(:olp, -w-1(dh)p) 

d0(:01p) dh(:01p) 1 0 

dO( -w-1(dh)p) dh( -w-1(dh)p) 

De la même manière, on obtient que (dh)p(thiP) = 1 = -h. C'est-à-dire qu'on a 

que (Xh)(p) = -w-1(dh)p = (h,l2) = ( -1,0) = -:0 lp· Donc on a trouvé que le 

champ Xh est localement (partout sauf aux pôles nord et sud) 

Cherchons les courbes intégrales de ce champ. On a le système différentiel suivant 

à résoudre 

{

y'(t) = (-w- 1(dh))(y(t)) = -%0 ly(t) 
(*) 

y(O) =Po = (Oo,zo) E 8 2 

Une solution de(*) est donnée par y(t) = (00 - t, z0 ). Alors le flot de ce champ 

est un sous-groupe à un paramètre 

cpxh : 1R ~ Symp(S2) 

t ~--+ cfJth : s2 ~ s2 

p 1--7 y(t) 

où y(t) est solution du système ( * ), de donnée initiale p0 . De plus, comme la 

période des flots est de 21r, il s'agit bien d'une action circulaire de S1 sur S 2• 
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Ainsi, h est une application moment dont l'action tourne la sphère sur son axe pôle 

nord-pôle sud, avec les pôles étant les points fixes de l'action. Voyons maintenant 

que le champ -:0 est en fait un champ fondamental. L'action (en coordonnées 

cylindriques sur 8 2
) est 

cp: 8 1 --+ 8ymp(82
) 

eit t---+ 'Peit : 82 --+ 82 

(0, h) t---+ (0- t, h) 

On sait que Lie(81) = ilR. Soit -i E Lie(81 ). Alors le chemin e-it représente -i. 

On a que 

d . d a 1 
X_i(O, h) = dt lt=Oe-tt. (O,h) = dt lt=O(O- t, h) = ( -1,0) = -80 (O,h) • 

Remarque 3.1.5. 7. L'application moment détermine l'action de G sur M. Inver

sement, l'action est déterminée par une application moment modulo translations. 

Proposition 3.1.5.8. L'équivariance de l'application moment est équivalente à 

ce que 

d~-tE.(X11 ) = -~-t[11,E.]l Vf,,r7 E g , 

où {t est l'application moment de l'action hamiltonienne. 

Démonstration. Soit(·,·) le couplage entre g et g*. Il suffit d'appliquer en un point 
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pEM: 

d(JLç)p(XTJ) = d(JLç)p (dd 1 exp(try) · p) = dd 1 Jlç o exp(try) · p 
t t=O t t=O 

= ! lt=O (JL(exp(try). p), Ç) = ! lt=O (JL o 'Pexp(tTJ)(p), Ç) 

= ! lt=O (Ad:xp(tTJ) o JL(p), Ç) [équivariance] 

= ! lt=O (JL(p), Adexp(tTJ)-1 (Ç)) [définition action coadjointe] 

= !lt=O(JL(p),Adexp(-tTJ)(Ç)) = (JL(p), !lt=
0
Adexp(-tTJ)(Ç)) 

= (JL(p), ad_TJç) = (JL(p), [-ry,Ç]) [par (3.1.3.4)] 

= (JL(p), -[ry,Ç]) = -(JL(p), [ry,Ç]) = -JL[TJ,ç](P) . 

D 

Corollaire 3.1.5.9. L'équivariance de l'application moment est équivalente à ce 

que 

où { ·, ·} est le crochet de Poisson. 

Démonstration. En effet, on a que 

{JLç, JlTJ} = w(X~-'e' X p..,) = w(Xç, X~-''~~) [condition ii) application moment] 

= dJ1TJ(Xç) = -JL[ç,TJ] . [ par (3.1.5.8) ] 

D 

Proposition 3.1.5.10. Soit cp : G---+ Dif f(M) action de G sur M, avec J1 : M---+ 

g* une application moment pour cette action. Soit p : H ---+ G un homomorphisme 

de groupe de Lie, ce qui fait que H agit aussi sur M par <pop: H---+ Diff(M). 

L 'application dp agit sur les algèbres de Lie g et (J et ( dp) e a une application 

duale (dp): : g* ---+ [J*. Alors l'action de H est aussi hamiltonienne, d'application 

moment (dp): o <P: M---+ [J*. 
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Remarque 3.1.5.11. Le cas qui nous intéressera de la proposition (3.1.5.10) sera 

lorsque H::; G, avec p l'inclusion. 

3.1.6 Réduction symplectique 

Nous référons à l'ouvrage (Da Silva et Takens, 2001) (section 23) pour plus de 

détails sur la réduction symplectique, et aussi pour la preuve du théorème de 

Marsden-Weinstein (3.1.6.1). 

Soit p: G ~ Symp(M) une action symplectique de groupe de Lie sur (M,w) une 

variété symplectique. 

Thêorême 3.1.6.1 (Marsden-Weinstein). Supposons que G soit compact, et que 

l'action soit hamiltonienne, d'application moment IL· Soit i : J.L-1(0) '-t M l'inclu

sion et supposons que G agisse librement sur J.L-1(0). Alors 

I) l'espace orbite Mred := ~-"- 1 (0yG est une variété; 

II) 3wred E !12 (Mred) symplectique telle que i*w = IT*wred· 

Remarque 3.1.6.2. Ici, on suppose que 0 E Im(J.L). Dans le cas d'une action de 

tore, si ce n'est pas le cas, par (3.2.1.3), on peut choisir une application moment 

de l'action telle que 0 soit dans son image, en ajoutant une constante. 

Définition 3.1.6.3. La paire (Mred, Wred) est appelée la réduction symplectique 

de ( M,w) par rapport à G et J.L. 

Exemple 3.1.6.4. Soit w0 = 2::::~=1 rkdrk A dfh la forme symplectique standard sur 

en. 8 1 agit sur en par multiplication : 

,.,, . ( ) ·- ( it it ) 'f/ett Zt, ... ,Zn .- e Zt, ... , e. Zn . 
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Vérifions qu'une application moment pour cette action est 

J.L : en --+ :IR 

z M lzl2 + c 
2 

où cE :IR est une constante quelconque. D'abord, il est clair que dJ.L = E~=1 rkdrk. 

Ensuite, on a que :01 = i E T{l o)S1 génère Lie(S1
) = i:JR. Le champ corres-

(1,0) ' 

pondant est %o E X(S 1 ). Calculons le champ fondamental 

(x ) d 1 it . ( . . ) a 1 a 1 ..ft... = -d e · Z = 'tZ = 'tZ1, ... , 'tZn = an + · · · + an · 
89 Z t t=O U1 Zl Un Zn 

Donc X -Jg = 8~1 + · · · + 8~n • Ainsi on a bien que . 

On remarque aussi que 

donc que J.L est invariante par rapport à l'action de 8 1. Ainsi J.L est bien une 

application moment de l'action. Maintenant, notons qu'en choisissant c = ~' on 

obtient que 

ce qui nous permet de voir que 

-1(0) s2n-1 
J.L '/s1 = /s1 = epn-1 

est une variété symplectique dont la forme symplectique WFS donnée par le théo

rème de Marsden-Weinstein (3.1.6.1) s'appelle la forme de Fubini-Study. Soit 

1T : J..L-1 (0) --+ epn-1 l'application quotient, et j : J..L- 1 (0) Y en l'inclusion. WFS 

satisfait donc que 
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Lemme 3.1.6.5. Soient C 1 , C 2 deux groupes de Lie compacts et connexes. Soit 

C := C1 x C 2 leur produit. Soit (M,w) une variété symplectique munie d'une 

action par C et qui est hamiltonienne, avec application moment 

v : M ---+ g* = g~ œ g; , 

et où on note v = ( ll1 ,ll2). Alors le fait que li soit équivariante implique que ll1 est 

invariant par l'action de C2 et ll2 est invariant par l'action de C1 . 

Démonstration. Soient 7ri : g* ---+ gi les deux projections. On remarque que · 

si 'ljJ : C ---+ Dif f(C) est l'action de conjugaison sur C (i.e. 'l/l(gt,g2 )(h17h2) = 

(g1h1g!\g2 h2g21
)), alors 'l/J(e1 ,92) = ldc1 x 'l/J2· Conséquemment, on aura que 

. Ad(e1 ,92 ) = ldfH x (d'l/J2)e2 et donc que 

L'équivariance de li signifie que 

où l'action cp : C x M ---+ M étend naturellement les actions de C 1 et C2 · sur M. 

C'est-à-dire qu'on a que 'P(e1 ,92 ) = cp92 et 'P(gt,e2 ) = cp91 • Alors on a que 

ll1 o cp92 = 1r1 o li o 'P(et.Y2) 

= 7rl o Ad(et,92) o li 

= 7r 1 0 v = lll . 

[ équivariance ] 

Alors on a bien l'invariance de ll1 par rapport à l'action de C2 • On obtient de la 

même façon l'invariance de v2 par rapport à l'action de C1. 0 

Proposition 3.1.6.6. Dans les conditions du lemme (3.1.6.5), soit Z1 := ll!1(0), 

et supposons que C1 agisse librement sur Z1 . Par le théorème de Marsden- Weinstein 

(3.1.6.1), 
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est une variété symplectique. Soit w1 la forme symplectique donnée par le théorème. 

On a que G2 agit symplectiquement sur (M1,w1) et qu'il existe une application 

moment 

telle que 

où P1 : Z1 ...,.-t. M1 est la projection canonique, et t-1 : Z1 Y M est l'inclusion. 

3.2 Variétés Toriques 

On note 1rn un tore n-dimensionnel, et t ~ ]Rn son algèbre de Lie. 

3.2.1 Actions toriques et le théorème d'Atiyah-Guillemin-Sternberg 

Remarque 3.2.1.1. Supposons qu'un tore 1rn agisse sur une variété M de manière 

hamiltonienne. La définition d'application moment se simplifie alors. En effet, on 

a vu que l'algèbre de Lie du tore est abélienne (exemple (3.1.1.3)). En outre le tore 

est abélien et l'action de conjugaison est triviale, ce qui implique directement que 

les actions adjointe et coadjointe sont triviales. Ainsi la condition d'équivariance 

pour une application moment H : M ---+ ]Rn est simplement 

Ho t.p9 = H, 

\lg E 1rn, avec <p : 1rn ---+ Symp(M) l'action. Comme le couplage entre t ~ ]Rn et 

t* ~ (JRn)* est bilinéaire, le deuxième critère s'énonce comme suit : pour { ei}f=1 

base de t, ei induit un champ fondamental Xei sur M par la relation 
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Si on note Hei: M---+ 1R la fonction Hei(p) := H(p)(ei), alors il suffit que \leiE Rn 

élément de la base choisie, on ait que 

Remarque 3.2.1.2. Supposons qu'on ait n applications moments lb ... Jn E 

C00 (M) d'actions circulaires correspondantes cph, ... 'cpfn OÙ 

cpli : 1R---+ Symp(M) 

est périodique et tel que ces fonctions Poisson-commutent deux-à-deux et sont 

indépendantes. Alors 

P 1--t (JI (p), · · · 'fn(p)) 

est application moment de l'action torique hamiltonienne <pF, définie par 

---+ Symp(M) 

(tb ... , tn) 1--t 'P~, ... ,tn : M---+ M 

p 1--t cp{: 0 ..• 0 cp{; (p) 

Lemme 3.2.1.3. Soit une action torique hamiltonienne r.p sur (M,w). Toutes les 

applications moment de cette action ne diffèrent que par une constante, et toute 

application Jl : M ---+ Rn différant d'une application moment par une constante 

est aussi une application moment. 

Démonstration. D'abord, soit J1.: M---+ Rn une application moment pour r.p. Soit 

cE Rn. On considère alors l'application 

p 1--t Jl.(p) + c 
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On a que (J-L + c)i : M --+ R définie par (J-L + c)i(p) = J-Li(P) +Ci est une fonction 

lisse sur M. Alors d(J-Li +ci) = dJ-Li = -txe.w, vu que J-L est application moment . . 
De plus, on a que 

et c'est pourquoi J-L + c est application moment de l'action. 

Réciproquement, soient J-L, v : M --+ Rn deux applications moments pour <I>. Alors, 

par définition d'application moment on a 

ce qui implique directement qu'elles ne diffèrent que par une constante. D 

Théorème 3.2.1.4. Soit p: 'Jrk--+ Symp(M) une action symplectique sur (M,w). 

Alors l'action est hamiltonienne si et seulement si VÇ E t, 3fe E C00 (M) tel que 

txew = -dfç. 

Démonstration. 

Supposons que l'action soit hamiltonienne. Alors l'application moment J-L : M--+ t* 

satisfait que VÇ E t, Xç E X(M) est hamiltonien, de fonction hamiltonienne 

I-LE. E C00 (M), c'est-à-dire que 

comme voulu. 

(.ç=) 

Soit {f;t, ... ,Çk} une base de t, et par hypothèse, soient f1, ... , fk E C00 (M) les 

fonctions hamiltoniennes correspondantes (i.e. txe
3
w = -dfi ). Soit alors Ç E t 

quelconque, qui s'écrit dans notre base comme Ç = E:=l aiÇi. Posons 

k 

fe:= L:adi 
i=l 
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On veut montrer que if. est fonction hamiltonienne de Xf.. Comme 'Jrk est abélien, 

son algèbre de Lie est abélienne, et par (3.1.1.6) on a que 

k 

exp(tÇ) = exp(t L aiÇi) = exp(ta16) · · · exp(takÇk) . 
i=l 

Alors le champ fondamental induit est 

(Xf.)p = dd 1 exp(tÇ) · p = dd 1 exp(ta1Ç1) · · · exp(takÇk) · p 
t t=O t t=O 

Maintenant, remarquons que 

d
d 1 eta16 · (eta2f.2 

• p) = a1(Xf.I)P + a2(Xe2)P · 
t t=O 

Soit la fonction f(x,y) := exa1f.1 · eYa2f.2 ·p. Les variables x et y dépendent de t : 

x(t), y(t), et alors on a que 

d 
dtf(x(t),y(t)) = x'(t)8xf(x(t),y(t)) + y'(t)8yf(x(t),y(t)) . 

Si x(t) = y(t) = t (ce qui est notre cas), on a que x'(t) = y'(t) = 1, et alors 

d 
dtj(t,t) = 8xf(t,t) + 8yj(t,t) . 

A travers le changement de variabies z = xa1 , on a que a1 fz = fx et alors 

d 
8xf(x,y) =al dz ezf.1(eYa2f.2 . p) 

et comme 'Jrk est abélien, on a aussi que 8yf(x,y) = a2 ;!ewf.2 · (exa1f.1 · p), où 

w = ya2 • Ceci nous permet de calculer 

tel que voulu, vu que exp envoie 0 E t sur l'élément neutre e E 'Jrk. En itérant le 

procédé, on obtient que 

(Xe) = !!:_ 1 eta16 ... etakf.k . P 
'> p dt t=O 

k 

= L:aixf.i(p). 
i=l 



66 

X(M). 

Par hypothèse, on a que 

-dfe = -d(L aifi) = - L aidfi = Lai( -dfi) 

= L:aitxeiw = L:aiw(Xeil·) =w(LaiXei,·) = txew. 

Donc fe tel que défini est fonction hamiltonienne de Xe. Il nous suffit maintenant 

de définir l'application moment 

J..L: M--+ t* 

par J..Le(P) = J..L(p)(Ç) := if.(P), avec la construction précédente. Alors J..L satisfait 

la deuxième condition pour être application moment par construction. Il reste à 

vérifier l'équivariance de l'action par rapport à l'application moment. On a vu 

(corollaire (3.1.5.9)) que l'équivariance de l'application moment est équivalente à 

ce que 

Mais commet est abélienne, [Ç,7J] = 0, VÇ,7] Et. Comme J..Lo =Jo= 0 par construc

tion, il nous reste à montrer que w(Xe, X 71 ) = 0, VÇ,7J E t. On a vu que chaque 

champ fondamental est hamiltonien (condition ii) ), donc en particulier symplec

tique. On sait par la proposition (2.4.2.1) qu'alors 

Par la proposition (2.1.1.1), on a que 

vu que LxTXe = [Xn Xe] = X[r,eJ = 0, par (3.1). Alors on a que w(Xe, X 71 ) =: f 

est une fonction constante sur chaque orbite 0 c M de l'action p. En effet, 
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puis, comme 'Jrk est connexe et compact, on a què exp: t --7 'Jrk est surjective par 

(3.1.1.5). Alors 

Orbyk(p) = {g · p 1 gE 'Jrk} = {exp(Ç) · p 1 Ç Et}= {exp(tÇ) · p 1 tE lR,Ç Et}. 

Il s'ensuit que chaque orbite est l'image du flot d'un champ fondamental, donc 

que f est constante sur les orbites de l'action. Maintenant, on sait par (3.1.2.8) 

que les orbites sont des variétés homogènes : 

'Jrk 
Orbyk (p) ~ / Stabyk (p) 

Soit 1r la surjection canonique du quotient. Comme 'Jrk est compact, 1r('Jrk) ~ 

Orbyk(p) est compact. Alors si on prend J.Le : M --7 lR restreinte à 0 compact, J-Le 

a un point critique, i.e. d(J.Le) s'annule en un point q E O. En ce point, on a 

Mais on a vu que la fonction f était constante sur 0. Donc elle est identiquement 

nulle sur O. Comme on a pris une orbite quelconque, w(Xe,X11 ) = 0 sur M, comme 

voulu. Alors J.L: M --7 t* est application moment de l'action hamiltonienne de ']I'k 

sur M. 0 

Exemple 3.2.1.5. Considérons la variété symplectique (en, w0 = ~ L:~=l dzkl\azk) 

. On généralise l'exemple (3.1.6.4) en faisant agir 1rn sur en par 'l/Jt1 , ... ,tn (z1, ... ,zn) := 

(t~1 z1 , ••• ,t~zn), où ti E 8 1. Montrons que l'application moment de cette action 

est 

J.L : en --7 ]Rn 

(z1, ... ,zn) f-t ~(k1lz11 2 , .•• , knlznl 2
) 

L'invariance est simple à montrer : 

J.L o '1/Jt~. ... ,tn(Zt, ... ,zn)= J.L(t~ 1 Z!, ... , t~zn) = ~(k1lt~1 Z11 2 , ••• , knlt!nznl 2
) 

= ~(k1lz11 2 , ... , knlznl 2
) = J.L(Zt, ... ,zn) . 
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On se place sur l'ouvert dense 

pour pouvoir écrire w0 en coordonnées polaires 

Xk = rk cos({h) , 

Yk = rk sin( Ok) . 

Avec ce changement de variables, on obtient que 
n 

Wo = L rkdrk A d()k . 
k=1 

De plus, J-LJ(r1eifh, ... ,rnei0n) = !kJrJ. Alors dJ-LJ = kJrJdrJ. Commet~ ilR x 

· · · x ilR, on prend ieJ E t, où eJ est lme élément d'une base de JRn. Alors 

exp(tieJ) = (1, ... ,1,eit,1, ... ,1) est une courbe représentant ieJ. Son champ fon

damental. (XieJ)z E Tzcn est représenté par la courbe 

exp(ite3·) • z = q"' 1 eit 1 1 (z1, ... ,zn) = (z1, ... ,eitkJ z3·, .•• ,zn) . 'f/ , ... ,' ', ... , 

Alors on a que 

(Xiej)z = ! lt=O ~1, ... ,1,eit,1, ... ,1(z1, ···,zn)= :t lt=O (z1, ... , eitkJ Zj, ... ,zn) 

= (0, ... , ikJzJ, ... ,0) = kJ(o, ... ,izJ, ... , O) = kJ ( 8~.) z . 
J 

On peut ainsi calculer 

Alors J-L est application moment sur (cm )0 et donc sur cm par continuité. On 

remarque que si kJ = 1, Vj E {1, ... ,n }, alors 

donc que l'image de l'application moment J-L est le premier quadrant. 
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Théorème 3.2.1.6 (Atiyah-Guillemin-Sternberg). Soit (M,w) une variété sym

plectique compacte et connexe. Soit 'ljJ: 'Jrk-+ Symp(M) une action hamiltonienne 

torique d'application moment J..L : M -+ lR k. Alors on a que 

1) les courbes de niveau de J..L sont connexes 

2) l'image de J..L est l'enveloppe convexe des images des points fixes de l'action 

Démonstration. Voir (McDuff et Salamon, 2017), p.l73. 0 

Définition 3.2.1.7. L'image J..L(M) = Im(J.L) est appelée le polytope moment de 

l'action hamiltonienne de tore. 

Remarque 3.2.1.8. La condition que M soit compacte dans le théorème (3.2.1.6) 

peut être remplacée par une condition sur l'application moment (qu'elle soit 

propre). 

Exemple 3.2.1.9. A la lumière du théorème (3.2.1.6), on réinspecte l'exemple 

(3.1.5.6). On a que l'application moment de l'action est la fonction hauteur h : 

S2 -+ JR. Comme S 2 est une variété symplectique compacte connexe sur laquelle 

le cercle agit, le théorème s'applique. On remarque que 

1) le théorème (3.2.1.6) nous dit que les courbes de niveau de h sont connexes. C'est 

bien le cas, vu que les courbes de niveau h-1(c), cE ( -1,1) sont des coupures de S2 

parallèles à l'équateur et homéomorphes à S1, alors que h - 1 ( -1) = s et h - 1 ( 1) = 

n, les pôles nord et sud, connexes en tant que singletons. 

2) l'image de h est [-1,1], qui est convexe. Les points fixes de l'action sont les 

pôles nord net sud s. On a h(n) = 1 et h(s) = -1. Donc l'enveloppe convexe de 

l'image des points fixes de l'action est [-1,1] = h(S2
). 
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3.2.2 Action fidèle de tore 

Soit ( M,w) une variété symplectique, avec p : 'fk -+ Di f f ( M) une action de tore 

hamiltonienne, d'application moment J-L. 

Théorème 3.2.2.1. Si l'action de tore est fidèle, alors dim(M) ~ 2k. 

Démonstration. Soit Mo Ç M l'ouvert dense dont les points ont tous des orbites 

principales (donné par le lemme (3.1.2.12)). Soit 0 une orbite principale de l'action 

de tore, i.e. dim(O) = k. Soit p E O. Alors TpO est de dimension k. Montrons 

que TpO Ç TpM est un sous-espace wp-isotrope. Nous reprenons une partie des 

arguments dans la preuve du théorème (3.2.1.4). Comme 'fk agit sur M de façon 

symplectique, on a que Lxew = 0, VÇ Et. On a vu qu'alors la proposition (2.1.1.1) 

nous permettait de déduire que Lxr (w(Xç, XTJ)) = 0, VÇ,ry,r E t. Ceci implique 

que f := w(Xç, XTJ) est une fonction constante sur O. Comme '['k est compact, 0 

est compact, par le corollaire (3.1.2.14). Alors J-Lç : M -+ R restreinte à 0 a un 

point critique. En ce point, disons p, on a (dJ-Lç)p =O. Alors 

C'est-à-dire que TpO Ç TpM est un sous(-es~aœ ;~)trope. Alors il existe une base 

dans laquelle wp s'écrit comme wp = . Le plus grand sous-espace 
-lm 0 

. t t d d" · dim(M) Al 1so rope es e 1mens10n 2 . ors 

k = dim( 0) = dim(TpO) ~ dim~ M) 

D 

Définition 3.2.2.2. Une variété torique symplectique est une variété symplec

tique (M,w) compacte et connexe munie d'une action hamiltonienne de tore 'fn 

fidèle et maximale (i.e. n = dimJM) ), avec un choix d'application moment J-L pour 

l'action de tore. 
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Remarque 3.2.2.3. Étant donné une variété torique (M,w,'fn, J.L), on a par le 

théorème d'Atiyah (3.2.1.6) que b. := J.L(M) est un polytope convexe compact 

dans lR.n. 

Définition 3.2.2.4. Deux variétés toriques (Mi,wi,'fi, f..Li), i E {1,2}, sont équiva

lentes s'il existe 

i) À : 'f 1 ~ 'f 2 un isomorphisme de groupes de Lie ; 

ii) cp : M1 ~ M2 un symplectomorphisme À-équivariant, c'est-à-dire que Vp E 

Mt, Vg E 'ft, cp(g · p) = À(g) · cp(p). 

3.2.3 Théorème de Delzant version symplectique 

Définition 3.2.3.1. On dit que b. C (JR.n)* = t* est un polytope de Delzant si 

i) !:::. est simple : chaque sommet est point de rencontre de n arêtes ; 

ii) !:::. est rationnel : toutes les arêtes se rencontrant en un sommet p sont ration

nelles, c'est-à-dire que chaque arête est de la forme p + tui, avec Ui E zn; 

iii) !:::. est lisse : pour chaque sommet p, les arêtes sont p + tui et les ui constituent 

une Z-base de zn. 

Définition 3.2.3.2. Un élément v E zn est dit primitif s'il ne peut être écrit 

comme v = ku avec u E zn et k E Z>l· Par exemple, (2,2) et (4,6) E (lR2)* ne 

sont pas primitifs, alors que (1,1), (4,3) et (1,0) le sont. 

Remarque 3.2.3.3. Un polytope de Delzant!:::. C (JR.n)* peut être décrit de façon 

unique comme intersection d'hyperplans. En effet, un hyperplan est complètement 

déterminé par un vecteur normal. Soit d le nombre de faces de b.. Soient vi E (JR.n)* 

les d vecteurs normaux primitifs pointant vers l'intérieur des d faces de!:::.. Chaque 

hyperplan Hvi déterminé par vi est décrit algébriquement par 
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pour un Ài E IR donné. Alors 

d 

~ = nHvi ={xE (!Rn)* 1 x(vi) ~ Ài,i E {1, ... ,d}}. 
i=l 

Théorème 3.2.3.4 (Delzant). Les variétés toriques sont classifiées par leurs po

lytopes de Delzant et la bijection est donnée par l'application moment : 

{variété toriques équivalentes} ~ {polytopes de Delzant modulo transformation affine} 

1---+ !-L(M) 

Démonstration. Nous ne montrerons que la surjectivité de la correspondance, 

c'est-à-dire qu'à un polytope de Delzant donné, nous associerons une variété to

rique symplectique (M6 , w6 , 'Fn, {L~::,.) telle que {L~::,.(M6 ) = ~- Pour l'injectivité, 

voir l'article de Delzant (Delzant, 1988). 

Soit E = { e1, ... ,ed} la base standard de JRd, où d est le nombre de faces de 

~ C (Rn)*. On considère l'application 

étendue par linéarité, où vi est un vecteur primitif et normal à lai-ème face de~ 

et pointant vers l'extérieur du polytope moment. 

Lemme 3.2.3.5. 1r est surjective et envoie zd sur zn. 

Démonstration. E est base de JRd mais aussi Z-base de zd. On remarque que 

{v1 , .•. ,vd} engendre zn. En effet, à un sommet p E ~'comme~ est simple, il 

y a n vecteurs u 1 , ..• , un E (zn)* correspondant aux n arêtes se joignant en p. 

Comme ~ est lisse, { U!, ... 'Un} forme une Z-base de zn. Comme on considère 

les polytopes de Delzant modulo transformation affine, on suppose sans perte 

de généralité que {u1, ... ,un} est en fait la base standard !Rn. Alors les vecteurs 
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primitifs normaux extérieurs aux faces adjointes à p sont -u1, ... , -un et donc 

{ v1, ... , vd} contient ces vecteurs et forme bien une base de zn. Alors 1r est sur-

0 

Ainsi 1r induit une application surjective entre tores 

et dont le noyau est N := Ker( fr). N est un sous-groupe de Lie de 1I'd, vu que N 

est fermé (carN= fr-1(1, ... ,1)). Comme N est un fermé dans un compact, il est 

compact. De plus, 'JI'd est abélien, donc N est abélien. Voyons que N est connexe. 

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 3.2.3.6. 

Démonstration. On utilisera la commutativité du diagramme suivant : 

]Rd~ ]Rn 

0dl lon 
']['d ~ ~ 

(2) 

Soit y+ zd E Ker(1ryzd· On a directement que 

Donc [y]d E Ker(ir). 

(Ç) 

Soit x + zd E Ker( fr). On remarque que 
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Alors on a que 1r(x) E zn, avec 1r surjective envoyant zd sur zn. Alors soit yEzd 

tel que 1r(y) = 1r(x). On a donc que 

mais 1r(x- y)= 1r(x)- 1r(y) = 0, donc x- y E Ker(1r), et ainsi 

comme voulu. 0 

Comme Ker( 1r) est un espace vectoriel, il est connexe et alors le quotient N 

est connexe (vu qu'il est l'image d'un connexe par une application continue : 

l'application quotient). Ainsi, N est un sous-groupe de Lie compact, abélien et 

connexe. Donc N est un sous-tore de 'Fd de dimension (d- n), par le théorème 

du rang (vu que 1r est surjective). Soient j : N Y 'Fd l'inclusion et n = Lie(N). 

Considérons la suite exacte courte suivante : 

qui est bien exacte, car 

· j est injective; 

· Ker( if)= Im(j) = N; 

(3.2) 

· if est surjective. La proposition (3.1.1.7) implique que la suite d'algèbres de Lie 

induite 

est exacte. De plus, celle-ci induit une suite exacte duale : 

(3.3) 

Remarque 3.2.3.7. Par abus de langage, nous avons noté** par 1r* et (ir*)* par 

1r*. De même, j* est en fait (j*)*. 
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Considérons maintenant (Cd, w0 ) munie de l'action de tore hamiltonienne standard 

(donnée dans l'exemple (3.2.1.5)) : 

(( itl itd) ( )) ( itl itn ) e , ... , e , z1, ... ,zd ~--+ e z1, ... , e zd 

On a vu qu'une application moment de cette action est 

4>: cd ~ (JRd)* 

(zb · · · ,zd) ~--+ ~(lz1l 2 , ... , lzdl2
) +À 

On pose À:= (Àb ... ,Àd) E (JRd)*, où les Àï sont donnés par 

Par la proposition (3.1.5.10), on a que N Ç 'lrd agit sur Cd de manière hamilto

nienne, avec application moment 

j* 0 4> : cd ~ n* . 

Lemme 3.2.3.8. 

Démonstration. On remarque que 

lm( cf>)= {(xb ... ,xd) E (:!Rd)* 1 3(zb ... ,zd) E Cd t.q. À+ ~lzl 2 = (xb ... ,xd)} 

= {(x1, ... ,xd) E (:!Rd)* 1 3(zl, ... ,zd) E Cd t.q. Xi = Ài + ~~zil 2 , ViE {1, ... ,d}} 

= {(xl, ... ,xd) E (lR.d)* 1 Xi ~ Ài, Vi E {1, ... , d}} . 

D'un autre côté, on remarque que 

7r*(x)(y) = x(7r.(y)) 

= x( 7r(Yb ... ,yd)) [ car 7!" est linéaire ] 

d d 

= x(L= Yi vi) = LYïX( vi) . 
i=l i=l 
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Et donc 1r*(x) = (x(vi), ... ,x(vd)) E (Rd)*. Conséquemment, 

Im(1r*) = {(y1, ... ,yd) E (Rd)* 1 3x E (Rn)* t.q. Yi= x( vi), \liE {1, ... ,d}} 

= {(x( v1), ... ,x( vd) E (Rd)* 1 x E (Rn)*} . 

Alors 

1r*(6) = {(x(v1), ... ,x(vd)) E (Rd)* t.q. xE 6} 

= {(x(v1), ... ,x(vd)) E (Rd)* t.q. x( vi)~ Àï, ViE {1 ... , d}} 

= lm(1r*) n nf=dYï ~ Àï} 

= Jm(7r*) n lm( cf>) . 

Maintenant, on a que 

(j* o c/>)-1(0) = {z E Cd 1 j* o cf>(z) = 0} = {z E Cd 1 cf>(z) E Ker(j*)} 

= {z E Cd 1 cf>(z) E Jm(1r*)}, 

et aussi que 

cjJ-1(1r*(6)) = {z E Cd 1 cf>(z) E 1r*(6)} = {z E Cd 1 cf>(z) E lm(1r*) n Jm(cf>)} 

= {z E Cd 1 cf>(z) E lm(1r*)} . 

Alors on a bien l'égalité voulue. D 

Comme 6 =/= 0, alors 1r*(6) = Im(1r*) n Jm(cf>) =1- 0 et on a que cjJ-1(1r*(6)) = 

(j* o cf>)-1 (0) =/= 0. On peut donc définir 

qui a la propriété que 

cf>(Z) = 1r*(6) . (3.4) 

En effet, cf>(Z) = cf> o cjJ-1(1r*(6)) Ç 1r*(6). De plus, comme 1r*(6) = lm( cf>) n 
Im(1r*), pour 1r*(p) E 1r*(6), 3z E Cd t.q. cf>(z) = p, et z E Z = 4>- 1(1r*(6)) vu 
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que 4>(z) E 1r*(.6). 

La suite exacte (3.3) nous dit que j* est linéaire surjective. Alors 0 est valeur 

régulière de j* o 4> (en voyant la définition de 4>), et ainsi, par le théorème de la 

préimage, Z est une sous-variété lisse de Cd de dimension réelle 

2d- dim(n*) = 2d- dim(N) = 2d- (d- n) = d + n. 

Lemme 3.2.3.9. Z est compacte et N agit librement sur Z. 

Démonstration. 

compacité : La compacité de Z découle du fait que 4> est propre. Alors, comme 

on a vu que Z = 4>-1(7r*(.6)) et que 1r*(.6) est compact, Z est compacte. 

action libre : il nous faut montrer que Vz E Z, Nz = {(1, ... ,1) = eN}. Soit 

z E Z. Par (3.4), il existe p E .6 t.q. 1r*{p) = 4>(z). Supposons que Zi = 0, pour 

un certain i E {1, ... ,d}. Donc lzil2 = 0 et on a alors que 

Ài = Ài + ~lzil 2 =< 4>(z), ei >=< 1r*{p), ei > 

=< p,1r*(ei) >=< p,1r(ei) >=< p,vi >= p(vi) . 

Ceci signifie que p E .6 associé à z E Z est sur le bord du iême hyperplan Hvi. Alors 

un point intérieur de .6 a que son point associé dans Z n'a aucune composante 

nulle, donc l'action de N sur un tel élément est libre. Soit p E .6 un sommet, et 

z son point associé dans Z. Alors, par simplicité de .6, p est à la jonction de n 

arêtes, et alors n composantes de z sont nulles. Sans perte de généralité, disons 

que z = (0, ... , 0, Zn+b ... , zd)· Alors 

Comme notre polytope est de Delzant, on peut choisir des vecteurs normaux 

Vt, ... ,Vn qui forment une Z-base de zn. Alors l'application ir restreinte à 'JI'~ est 

bijective. Vu que N = Ker(ir), on a alors que 

Nz = N n'JI'~= Ker( ir) n'JI'~ 
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et on a donc Nz = {eN}, car 'JI'~ est en bijection avec 1rn. Alors pour tous les 

sommets ainsi que pour tous les points intérieurs, les stabilisateurs sont triviaux. 

Soit p E D. sur une face. On a que z E Z correspond à r coordonnées nulles. Sans 

perte de généralité, disons que ce sont les r premières. Soit a E D. un sommet 

à l'intersection des r hyperplans donnés par les coordonnées nulles. Soit Za E Z 

le point lui correspondant selon la relation (3.4). Soit g E Nz. Sans perte de 

généralité, on suppose que g = (t1 , ... ,tr,l, ... ,1). On remarque que 

g · Z0 = (tb ... ,tr,1, ... ,1) · Z0 = Z0 , 

puisque Z0 = (0, ... ,0, 1, ... ,1) et il y an > r zéros. Ainsi, on a que 

mais on a vu que Nzo. est trivial. Alors le stabilisateur de z est aussi trivial, et on 

a couvert tous les cas, établissant que l'action est libre. D 

On considère la réduction symplectique 

Comme N agit librement sur Z, le théorème de Marsden-Weinstein (3.1.6.1) nous 

dit que M6 est une variété symplectique de dimension 

dim(M~::.) = dim(Z)- dim(N) = d + n- (d- n) = 2n . 

Soit k : Z Y Cd l'inclusion, et p : Z --+ M6 la projection canonique. Alors la 

forme symplectique w6 de M6 satisfait la relation 

p*w~::, = j*wo. 

On note aussi que comme Z est courbe de niveau de l'application moment j* o <P 

d'une action torique hamiltonienne, le théorème d'Atiyah (3.2.1.6) nous dit que 
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Z est connexe, puisque j* o </> est propre. De plus, comme Z / N est munie de la 

topologie quotient, avec application quotient p, alors pest continue, p(Z) = M6 , 

et donc M 6 est compacte et connexe. Nous allons maintenant doter M 6 d'une 

structure de variété torique, avec application moment fL~::,., telle que J.L~::,.(M6 ) = 6. 

Soit p E 6 C (lRn)* un sommet de notre polytope, et soit z E Z t.q. 1r*(p) = </>(z). 

On a vu que 1 'application restreint~ 

est une bijection, car p est un sommet. Soit alors a : 'fn ~ 'f~ son inverse. Vu que 

nous avons trouvé un inverse à droite de 7r, le lemme de scindage nous dit que la 

suite exacte courte (3.2) est en fait scindée, et que donc 

(3.5) 

Laissons agir 'f := 'fn ~ 'f~ c 'fd (sous-tore n-dimensionnel) sur Z c Cd. Soit 

cp : 'f x Z ~ Z cette action. Cette action est la restriction de celle de 'fd sur 

Cd. Il faut voir qu'elle est bien définie. Soit v E Z et g E 'f. Par invariance de 

l'application moment </>, on a que 

</> o cp9 (v) =</>(v) . 

Donc </>(<p9(v)) E </>(Z) = 1r*(.6). Alors cp9 (v) E </>-1(1r*(6)) = Z et l'action est 

bien définie. 

On veut faire descendre cette action au quotient Z/N· On définit l'action 

par cp9 ([z]) := [cp9 (z)]. Voyons que ceci est bien défini. Soient z1,z2 E Z tels que 

[z1] = [z2]. Alors 3n E N tel que n · z2 = z1 . Comme n,g E 'fd, ils commutent. 

Maintenant, il suffit de remarquer que n · cp9 (z2 ) = cp9 on· z2 = cp9 (z1 ), et alors 

cp9[z1] = cp9[z2], comme voulu. 

Alors cp est une action sur M 6 . On considère maintenant le diagramme 
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Mt:. 

où a* est la projection sur le deuxième facteur. On pose K := a*ocf>ok : Z---+ (JRn)*. 

On remarque que pour n E N, 

K(n · z) =a* o 4> o k(n · z) = CJ* o cf>(n · z) 

= CJ* o cf>(z) [ invariance ] 

= CJ* o 4> o k ( z) = K ( z) , 

avec · l'action de N sur Z. Ainsi la propriété universelle des quotients nous livre 

le diagramme commutatif suivant : 

Par la proposition (3.1.6.6), on a que J-Lt:. est application moment pour(/;. De plus, 

on a que 

J-Lt:.(M~::,.) = J-Lt:. o p(Z) = K(Z) = CJ* o 4> o k(Z) = CJ* o cf>(Z) 

= (J* 0 7r*(~) = (7r 0 CJ)*(~) = ~ ' 

tel que voulu. On a donc construit une variété torique symplectique (M~::,., w~::,., 1rn, J-Lt:.) 

à partir de~ E (JRn)* qui est telle que J-L~::,.(M~::,.) = ~. 0 

3.3 Géométrie kiihlérienne 

Soit ( M,w) une variété symplectique. 
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Définition 3.3.0.1. Soit June structure presque-complexe sur M. Si 

i) Vp E M, on a que w(Çp,JÇp) > 0, VÇp E TpM\{0}, alors on dit que J est dominée 

par w. 

ii) Vp E M,w(Çp, 'f/p) = w(JÇp, JTJp), VÇp,'f/p E TpM, alors J est transformation 

symplectique de w. 

Si on ai) et ii), on dit que J est compatible avec w. 

Proposition 3.3.0.2. Si J et w sont compatibles, alors on a que 

est une métrique riemannienne sur M. 

Définition 3.3.0.3. Une métrique riemannienne g sur M est dite w-compatible 

si elle est telle que J : TM --+ TM définie par 

est une structure presque-complexe sur M. Cette équation définit bien J de façon 

unique vu que g et w sont non-dégénérées. Alors on dit que (g,J) est une structure 

presque kahlérienne sur M qui est w-compatible. 

Définition 3.3.0.4. Une structure kahlérienne w-compatible est une structure 

presque-kahlérienne w-compatible telle que sa structure presque-complexe J est 

intégrable (i.e. NJ = 0, voir (2.2.1.5)). Alors (g,J) est une structure kahlérienne 

compatible sur (M,w). 

Exemple 3.3.0.5. Pour cm+I, on a la métrique standard plate 

qui est w0-compatible (w0 = 2:,7=o dxi !\ dyi = 4 '2:,7=0 dzi !\ dZi)· La structure 

complexe correspondante J0 est la structure complexe standard sur cm+l : 

(Jo)z = ildr"cm+l . 



82 

Vérifions que g0 ,w0 et J0 sont compatibles. Commençons par J0 et w0 (selon la 

définition (3.3.0.1)) : 
. m . 

i) wo(Ç,Jo(Ç)) = ~ L: dz1 1\ az1(ç,iç) = ~ L: dz1(ç)az1(iÇ) - az1(Ç)dz1(iÇ) 
j=O j 

= ~ L: -i(dz1(ç1)az1(ç1) + az1(ç1)dz1(ç1)) = ~ L: -2idz1(ç1)az1(ç1) 
j j 

= L dzJ(ÇJ)àZJ(ÇJ) = L(dxJ + idyJ)((ÇJ)x + i(ÇJ)y)(dx1 - idy1)((Ç1)x + i(Ç1)y) 
j j 

= L((Çj)x + i(Çj)y)((Çj)x- i(Çj)y) = L(Çj); + (Çj)~ = L IÇJI 2 > Ü 
j j j 

car Ç =!= O. 

ii) Wo(Jo(Ç),Jo("l)) = ~ L dzj 1\ azj(iÇ,i'f]) = ~ L dzj(iÇ)azj(i"l)- dzj(i'f])àZj(iÇ) 
j j 

= ~ L dz1(Ç)az1("7)- dz1("l)az1(Ç) = w0 (Ç,'f]) . 
j 

Comme on ai) et ii), alors w0 et J0 sont compatibles. Voyons que g0 est bien la 

structure kahlérienne déterminée par w0 et J0 : 

1 1 
go(Jo(Ç),,) = 2 L: dzj 0 az1(iç,,) + az1 0 dz1(iç,,) = 2 L: dz1(iç)az;(,) + az1(iÇ)dzj(,) 

j j 

= ~ L: dz1(ç)az1(,)- az1(ç)dz1(,) = wo(c;,,) . 
j 

Alors (g0 ,J0 , w0 ) est une structure kahlérienne compatible sur cm+1. 

Considérons l'action torique de 1rm+I sur cm+l donnée par 

( ( to, ... ,tm), ( Zo, ... ,zm)) !---+ ( tozo, ... , tmzm) 

On a vu (3.2.1.5) que cette action est hamiltonienne d'application moment 

J-l : cm+I ---+ JR.m+l 

1 2 1 12 (zo, ... , Zm) 1---+ 2(lzol , ... , Zm ) 
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Comme l'action est hamiltonienne, elle est en particulier symplectique, c'est-à-dire 

qu'on a que p;w0 = w0 , où t E 'JI'm+1. Voyons que p;g0 = g0 , i.e. que Pt est une 

isométrie. On remarque que 

De plus, on a que 

·e' ·e c/>j o Pt(Zo, ... ,zm) = c/>j(tozo, ... ,tmzm) = c/>j(tjzj) = c/>j(e' 3 • Tje~ 3) 

= if>i(rjei(Bj+Bj)) = ()i + Oj = c/>j(zo, ... ,zm) + Oj , 

où Oj est une constante. Alors d(if>i o Pt) = d(if>i + Oj) = dif>i· Par conséquent, 

m 

p;go = L d(ri o Pt)®2 +(rio Pt)2d(if>i o Pt)®2 

j=O 
m 

= L drf2 + rJ dif>f2 
= go . 

j=O 

Donc l'action p préserve Wo et 90· On a donc sur cm+l une structure kahlérienne 

plate (car g0 est plate) qui est 'JI'ffi+1-invariante. La métrique canonique sur cm 

donne la métrique canonique ronde sur S2m+l : g82
m+l := 9ol = i*go, où 

S2m+l 

i : S2m+l c.......t cm est l'inclusion. 

S2m+1 
Soit 1r: S2m+l --+ /s1 = cpm la fibration de Hopf. 'JI'ffi+1 agit sur S2m+l par 

restriction. Cette action descend au quotient : en effet, 

i8 i8 (to, ... ,tm) · e z = e (to, ... ,tm) · z 

OÙ ei8 z est un élément dans la classe [z] E cpm. Alors ceci montre quet· [z] = [t· z]' 

donc que l'action est bien définie sur cpm. De plus, le sous-groupe diagonal 

S1 ~ N : = ( ei8 , ... , ei8 ) c 'JI'ffi+ 1 agit sur S2m+ 1 par restriction. Donc on a 
'JI'm+ 1 s2m+ 1 s2m+ 1 

que le quotient /N ~ 1I'm agit sur cpm ~ /s1 = /N et que 
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(CPm, wF8 , 1rm) est une variété torique symplectique sous cette action. On re

marque que N agit sur e,m+l par restriction, avec application moment 

Ainsi, S2m+l = J.L.N1 (~) et N agit sur S 2m+l de manière libre. C'est un cas de 

réduction kahlérienne. 



CHAPITRE IV 

GÉOMÉTRIE LOCALEMENT CONFORMÉMENT SYMPLECTIQUE 

Les références pour ce chapitre sont principalement les trois articles suivants : 

(Istrati, 2016); (Madani et al., 2017); (Chantraine et Murphy, 2016). On donne 

les détails de la preuve du résultat de Nicolina Istrati dans (Istrati, 2016) qui 

montre que toute variété LCK torique compacte est de Vaisman. 

Remarque 4.0.0.1. Nous supposerons dans tout le chapitre que M est une va

riété lisse connexe. 

4.1 Définitions et préliminaires 

Soit M une variété lisse de dimension paire 2n ~ 4. 

Définition 4.1.0.1. Une forme différentielle n E f22(M) non-dégénérée est dite 

localement cmiformément symplectique (LCS) s'il existe () E f2 1(M) fermée et 

non-exacte (autrement dit, [0] =/= 0 E HJR(M)) qui satisfait 

(4.1) 

On appelle() la forme de Lee den. Notons que si 2n ~ 4, la relation (4.1) définit 

()de manière unique, par le lemme (1.1.3.2). 

Définition 4.1.0.2. Si n est LCS et s'il existe une structure complexe J sur M 
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telle que 

g(·,·) := 0(·, J·) 

pour une métrique riemannienne }-invariante (g = J*g), alors n est dite locale

ment conformément kahlérienne (LCK). 

Lemme 4.1.0.3. Si 0 est LCS {resp. LCK), alors Vu E C00 (M), Ou := eun est 

aussi LCS {resp. LCK), avec forme de Lee correspondante Bu:=()+ du. 

Démonstration. D'abord, comme eu est une fonction positive, Ou est aussi non

dégénérée. On remarque que 

dOu = d(eun) = d(eu) 1\ 0 + eudn = eudu 1\ n +eue 1\ n 

= ( () + du) 1\ Ou = Bu 1\ Ou . 

De plus, Bu est fermée, car 

On remarque que comme du est une 1-forme exacte, alors 

[Bu) = [0 +du] = [0) #- 0 E HJR(M) . 

Ainsi nous avons notre résultat pour le cas LCS. Dans le cas LCK, g(·,·) := 

Ou(·, J·) = eug(·,·) est une métrique }-invariante, vu que g l'est (on garde la 

même structure complexe). 0 

Remarque 4.1.0.4. Ce lemme implique que les notions LCS et LCK sont confor

mément invariantes. Ainsi, vu que la conformalité est une relation d'équivalence, 

on peut définir la classe conforme d'une forme LCS (ou LCK) 0 par 
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Proposition 4.1.0.5. n est LCS (LCK resp.) si et seulement s'il existe un re

couvrement ouvert {Uo}oE/ de M tel que ni = e<{Jano, avec no une forme sym
Ua 

plectique (resp. kiihlérienne) sur Ua et tel que la forme de Lee associée el = dcp0 
Ua 

ne soit pas globalement exacte. 

Remarque 4.1.0.6. Si() était globalement exacte, on aurait () = df et alors 

et donc n serait conforme à une forme symplectique. On traiterait alors de la 

théorie des variétés (globalement) conformément symplectiques. 

Remarque 4.1.0. 7. Si dim(M) = 2, toute 2-forme est fermée. Dans ce cas une 

forme LCS est nécessairement symplectique. La théorie devient donc intéressante 

à compter de dim( M) = 4, car alors il peut a priori y avoir des formes LCS non 

symplectiques. 

Définition 4.1.0.8. Une variété M avec un choix de classe conforme LCS [n) est 

appelée une variété LCS. Une variété complexe avec un choix de classe conforme 

compatible LCK [n) est appelée une variété LCK. 

Théorème 4.1.0.9 (Vaisman). Une forme LCK sur une variété complexe (M,J) 

compacte est globalement conformément kiihlérienne si et seulement si la variété 

admet une métrique kiihlérienne. 

Démonstration. Voir l'article (Vaisman, 1980). 0 

Remarque 4.1.0.10. Une forme LCS (resp. LCK) telle que définie est parfois ap

pelée LCS (resp. LCK) stricte. Dans la définition classique, on permet que notre 

forme soit globalement conformément symplectique (resp. kahlérienne), corres

pondant à ce que la forme de Lee soit exacte. Le dernier théorème nous dit que 

la classe des variétés LCK est différente de celle des variétés CK (conformément 

kahlériennes). 
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4.1.1 Revêtements d'une variété LCS ou LCK 

Soit (M,[n]) une variété LCS, avec() la forme de Lee den. Soit M son revêtement 

universel, avec 1r!Vf : M----+ M sa projection. 

Lemme 4.1.1.1. Le relèvement de la forme de Lee est exacte. C'est-à-dire, il 

existe 'P E C00 (M) t.q. 1rÂ4() = d<p E 0 1(M). 

Démonstration. D'abord, comme() est fermée, on a que 

De plus, rrÂ4() est exacte vu que HJR(M) = 0, par la proposition (2.5.2.10). D 

Corollaire 4.1.1.2. La forme no := e-cp1rÂ4n E n2 (M) est symplectique. 

Démonstration. Voyons que no est fermée : 

Pour voir que no est non-dégénérée, on remarque que 1r M est un difféomorphisme 

local surjectif, par définition de revêtement. Soit p E M, avec p := 7r!Vf(p). Soit 

Ç E (riiif)\{0}. Alors 

no(Ç, ·) = e-cp(ii)rrÂ4n(ç, ·) = e-cp(P)n((rrM)*Ç, (rrM)*·) . 

Comme ( 1r M )* est un isomorphisme, on a que ( 1r M )*Ç =!= O. Comme n est non

dégénérée, on a qu'il existe 1J E TpMt.q. n((rrM)*Ç,1J) =!=O. Mais (rrM)*Iii est 

surjective, donc il existe il E TpM t.q. ( 1r M )*il = 1J. De plus, il =!= 0, vu que 

n((rrM)*Ç,1J) =!= 0 et (rrM)*Iii est injective. Ainsi, on a bien que 

Oo(Ç, il)= e-cp(ii)n((rrM)*Ç, (rrM)*il) =!= 0 

Alors no est non-dégénérée. D 
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Remarque 4.1.1.3. Dans le cas LCK, si n est LCK relativement à une struc

ture complexe J E End(T M), alors no est kahlérienne relativement à J := 

(1rM);1J(1rM)*. En effet, il suffit de définir 

g(·,·) :=no(·,].) 

Puis on remarque que g est ]-invariante: 

g(J~,JrJ) = -no(J~, rJ) = no(rJ, ]~) = g(rJ,~) = g(~,rJ) . 

Remarque 4.1.1.4. Ainsi, le revêtement universel d'une variété LCS est une 

variété symplectique, et celui d'une variété LCK est une variété kahlérienne. 

Soit r Ç Dif f(M) le groupe de transformations du revêtement M (en anglais, 

"deck transformations"). 

Lemme 4.1.1.5. Tout tiré en arrière 1r~a, avec a E nk(M), est f-invariant. 

Démonstration. Pour 'Y E r, on a que 

* * ( ) * 'Y 1r Ma = 1r M o 'Y * a = 1r Ma . 

D 

Corollaire 4.1.1.6. 1r~O est r -invariante. 

Lemme 4.1.1. 7. Vr Er, !*cp- r.p est constante. 

Démonstration. On a que 1r~O = dcp, par le lemme (4.1.1.1). Par le corollaire 

précédent ( 4.1.1.6), on remarque que 

Ainsi, 

d(r*cp- cp)= d(,*cp)- dcp = r*dcp- dcp =o. 

D 
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Proposition 4.1.1.8. L'application 

p : (r, o) --+ (R, +) 

'Y 1--t 'Y* cp - cp 

est un morphisme de groupes. 

Démonstration. On a que 

p("'f o TJ) =('Y o TJ)*cp- cp= TJ*("'f*cp)- cp 

= TJ*(p( 'Y) +cp) -cp= TJ*(p( 'Y)) + TJ*cp- cp 

= p("Y) 0 TJ + p(TJ) 

= p("Y) + p( TJ) [ car p( 'Y) est constante ] 

et il est clair que p(IdM) =O. D 

Proposition 4.1.1.9. r agit sur (M, 0 0 ) par homothéties. 

Démonstration. 

"'1*00 = 'Y*(e-cp7r~O) = e--y•cp'Y*7r~O 

= e-p('"Y)-cp1r~O = e-Pb)f20 . 

D 

Proposition 4.1.1.10. Les données (M, r, p, 0 0 ) déterminent complètement la 

variété LCS (M,[O]). 

Démonstration. Comme par le corollaire (2.5.2.8), on aM = .M/r, le problème 

est de récuperer la classe conforme de la forme LCS. Soit U ouvert de trivialisation 
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locale de M, i.e. (7r.M)-1(U) = U-yErU-y, avec U-y ~ U, \11Er. La forme symplec

tique no est définie sur U-y, donc sur U cM. Pour un autre ouvert difféomorphe 

à U, on a 

U-y -4 Urn 

no 1--t 17*no = e-P('7)no . 

Alors no est définie sur U modulo facteur conforme, c'est-à-dire que no définit 

une classe conforme à une forme symplectique sur U. Par (4.1.0.5), cela définit 

une forme LCS n sur M. 0 

Remarque 4.1.1.11. Le revêtement universel M de M est tel que la forme LCS se 

relève à une forme symplectique. Toutefois, il n'était pas nécessaire de considérer 

le revêtement universel. Il suffit de considérer le revêtement minimal (selon l'ordre 

défini en (2.5.2.2)) de notre variété tel que sa forme de Lee(} se relève à une forme 

exacte. Par la proposition (2.5.2.9), tout revêtement p1 : M 1 -+- M a la forme 

Ml ~ M/7rl(Ml) . 

Si ir : M -+- M1 est la projection au quotient, alors p1 satisfait la relation 

(p1)*(} est fermée, vu que(} l'est. On remarque que 

Alors pour que (p1)*(} soit exacte, il suffit que dcp descende au quotient par ir, 

c'est-à-dire que 

pour que cp E C00 (M1). Mais alors 'Y E Ker(p), c'est-à-dire qu'il faut que 
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La bijection entre les revêtements deMet les sous-groupes de 1r1(M) (2.5.2.4) est 

telle que l'ordre partiel de l'un et l'autre des ensembles ordonnés est inversé. Donc 

le revêtement minimal que l'on cherche est associé au plus grand sous-groupe de 

1r1 (M) tel que notre construction fonctionne. C'est donc le revêtement associé au 

sous-groupe Ker(p). Ainsi, le revêtement minimal est défini par 

~ M 
M := '/Ker(p) 

qui a pour groupe de transformations Î' = 1ri(MyKer(p) ~ Im(p). Alors Î' est 

un sous-groupe abélien de (IR,+). Lorsque M est compacte, 1r1 ( M) est finiment 

engendré, et alors il existe un k E N tel que Î' ~ 7!}. Comme <p descend à coo ( M), 

alors la forme symplectique 0 0 descend au quotient M qui, tel que voulu, est une 

variété symplectique qui revêt notre variété LCS M. Tous les résultats précédents 

s'appliquent sur ce revêtement minimal. 

4.1.2 Différentielle tordue 

Soit (M,[O]) une variété LCS, et 8 la forme de Lee den. 

Définition 4.1.2.1. La différentielle tordue d0 : Ok(M) -t Ok+1(M) est définie 

de la manière suivante 

cf:= d- () Â. 

Lemme 4.1.2.2. La différentielle tordue vérifie 

c!n = o et 

Démonstration. En effet, on a d'abord que 



par définition. De plus, pour a E nk(M), on a que 

fi o fil(a) = lf(da- 01\ a) = d2a- d(O 1\ a) - 01\ da+ 01\ (0 1\ a) 

= -d(O 1\ a)- 01\ da= -(dO 1\ a-() 1\ da)- 01\ da= 0 . 
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0 

Lemme 4.1.2.3. Si nu = eun E [n] est un autre représentant, la différentielle 

tordue s'exprime par 

filu = fil - du 1\ · , 

où Ou = (} + du est la forme de Lee de nu. 

Démonstration. 

filu = d - Ou 1\ · = d - ( 0 + du) 1\ · = d - (} 1\ · - du 1\ · = fil - du 1\ · . 

0 

Pour la proposition suivante, nous aurons besoin d'un lemme analytique: 

Lemme 4.1.2.4. Soit U Ç Rn un ouvert contenant 0, et f(x 17 •.• ,xn) E C00(U) 

tel que df- JO= 0, où 0 E n1(U). Si nous avons que f(O) = 0, alors f =O. 

Démonstration. Procédons par induction. Dans le cas où n = 1, on a l'équation 

f'(x) = f(x)O(x), dont la solution est f(x) = ce9(x), avec g(x) =fox O(y)dy. Ainsi, 

si /(0) = 0, comme eg(x) > 0, il faut que c =O. Donc f = O. 

Maintenant supposons que ce soit vrai pour n - 1. Par hypothèse, f vérifie les 

équations If; = fOk, Vk = 1, ... , n. Posons h1(x1) := f(x 17 0, ... , 0). h1 vérifie 

que 8x1 h1(xi) = h(x1)017 et h1 (0) = /(0) = 0, par hypothèse. Donc l'hypothèse 

d'induction nous donne que h1 =O. Ainsi f(x 1 ,0, ... , 0) = 0, Vx1 E lR.. De même, 

pour x J quelconque, on a que 

/(0, ... , O,xj,O, ... ,0) = 0 . 
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Posons gi(x1 , ... , Xj, ... , Xn) := f(x 1, .•• , Xj, ... , Xn), pour un Xj fixé. Alors gi 

vérifie les n - 1 équations ~ = g/h, avec k =/= j. De plus, on a que gi(O) = 

f(O, ... ,0, xi,0, ... , 0) =O. Par hypothèse d'induction, on a que gi = 0, et cela Vj 

en itérant. Ainsi on a bien que f = 0, ce qui conclut l'induction. D 

Proposition 4.1.2.5. Comme [B]dR =/= 0, on a que 

est injective. 

Démonstration. Soit f E Ker( d8 ). Alors f satisfait l'équation différentielle linéaire 

d'ordre un suivante : 

df- JO= 0. 

Supposons que f ne s'annule en aucun point de M. Alors on pourrait écrire 

df e = f = dlog 1!1 . 

Ceci est une contradiction car B n'est pas exacte par hypothèse. Ainsi f doit 

s'annuler en au moins un point, disons x0 E M. En utilisant une carte autour 

de x0 , le lemme (4.1.2.4) nous donne que f = 0 dans un voisinage de x0 . On 

peut écrire M comme réunion de cartes : M = UjEJUi. Comme M est connexe, 

on ne peut l'écrire comme union d'ouverts disjoints. Soit Uk une carte telle que 

Un Uk =/= 0, où k E J. Comme f ::::::: 0 sur Un Uk, 1 'argument précédent nous amène 

à conclure que f::::::: 0 sur Uk. Donc f::::::: 0 sur U U Uk· En itérant ce procédé, on 

peut annexer toutes les cartes et voir que f = 0 sur Uj, Vj E J. Ainsi on a que 

f = 0 sur M. D 

Définition 4.1.2.6. Soit (M,J,[O]) une variété LCK avec métrique correspon

dante g et forme de Lee B. On dit que g est de Vaisman si () est parallèle par 

rapport à la connection de Lévi-Civita (''\190 = 0). En d'autres mots, si on a que 

d(B(Y))(X) = B(V'~Y),VX,Y E X(M) . 
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4.1.3 Automorphismes 

Avant d'introduire les automorphismes d'une variété LCS, introduisons les auto

morphismes conformes d'une variété symplectique. 

Définition 4.1.3.1 (automorphismes conformément symplectiques). 

Aut(M,[w]) :={cp E Diff(M) 1 <p*w = fw, où fE C00 (M)\{O}} 

est l'ensemble des automorphismes conformes de la variété symplectique (M,w). 

Soit aut(M,[w]) := Lie(Aut(M,[w])). Si X E aut(M,[w]), on a par définition que 

cf>f E Aut(M,[w]), \/t. Ainsi, on obtient que 

Lxw = dd 1 (cf>t)*w = 8tl 0 ftw = fw, 
t t=O 

avec f E coo ( M) . Donc on a que 

aut(M,[w]) ={X E X(M) 1 Lxw = fxw, avec fx E C00 (M)} . 

La preuve du théorème suivant provient de (Kobayashi, 2012), 1.6 : 

Théorème 4.1.3.2. Soit (M,w) une variété symplectique. Si f E Aut(M,[w]) et 

dim(M) ;:::: 4, on a alors que 

f*w = cw 

avec c =F 0 une constante. 

Démonstration. Comme fE Aut(M,[w]), on a que 3cp E C00 (M)\{O} t.q. f*w = 

<pw. Comme le tiré en arrière et la différentielle commutent, f*w est fermée. Ainsi 

0 = d(f*w) = d(cpw) = d<p A w + <pdi.v = d<p A w. 

Par le lemme (1.1.3.2), d<p = O. Donc <pest une fonction constante non-nulle sur 

M. D 
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Définition 4.1.3.3. Pour une variété LCS (M,[n]), on note Aut(M,[n]) l'en

semble des difféomorphismes conformes. C'est-à-dire l'ensemble des <p E Dif f(M) 

tel que <p*n E [n]. Pour une variété LCK (M,J,[n]), Aut(M,J,[O]) est l'ensemble 

des biholomorphismes conformes. 

Lemme 4.1.3.4. 

Lie(Aut(M,[n])) =: aut(M,[n]) ={XE X(M) 1 Lxn = fxn } 

où fx E C00 (M). 

Démonstration. 

(Ç) 

On suppose que XE aut(M,[n]). Alors (cpf)*n E [n]. Donc on a que 

où !x := Btj
0
eff. 

C2) 
On aXE X(M) tel que Lxn = fxrl. On remarque que Ot := (cpf)*O vérifie 

Donc -ftOt = (fx 0 cpf)Ot. De plus, Oo = n. Ceci forme un système d'EDO et 

admet donc une unique solution. Cherchons une solution de la forme Ot = htn, 

où ht E C00 (M) tel que ho = 1. Il faut donc que ht satisfasse ftht = (fx o cpf)ht. 

On obtient que 

h, :=exp ([ fxo<f>;'dr) 

résout l'EDO. Ainsi on a bien que (cpf)*n = htrl, avec ht >O. D 

Lemme 4.1.3.5. On a 
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Démonstration. En effet, il suffit d'utiliser les propriétés de base du produit inté-

rieur : 

d!(t-xO.) = d(t-xO.) - (} 1\ t-xO. = LxO.- t-x(dO.) - (} 1\ t-xO. 

= fxO.- t-x(O 1\ 0.)- (} 1\ t-xO. 

(2.1.1.5) 

= fxO.- [(t-xO) 1\ O.- 01\ t-xO.] - (} 1\ t-xrl 

= (fx - O(X) )O. . 

(2.1.1.4) 

Lemme 4.1.3.6. Les identités suivantes sont satisfaites : 

1) tf((fx- O(X))O.) = 0 , 

2) (dfx- d(O(X))) 1\ O.= 0 . 

D 

Démonstration. 1) découle directement du lemme précédent et de (4.1.2.2), car 

En développant l'expression 1), on obtient que 

0 = d(fxO.- O(X)O.) - (} 1\ (fxO.- O(X)O.) = d(fxO.)- d(O(X)O.) - fx(O 1\ 0.) + O(X)(O 1\ 0.) 

= (dfx) 1\ O.+ fxdO.- (d(O(X))) 1\ O.- O(X)drl- fxdO. + O(X)dO. 

= (dfx) An- (d(O(X))) An= (dfx- d(O(X))) 1\ n. 

D 

Remarque 4.1.3.7. Comme on suppose que dim(M) ~ 4 (voir la remarque 

(4.1.0.7)), on a que 0 = (dfx- d(O(X))) 1\ O. E 0.3 (M), mais que 0.3(M) =/:O. Par 

le lemme (1.1.3.2), il faut alors que dfx- d(O(X)) = d(fx- O(X)) =O. Ainsi on 

a que la fonction O(X)- fx est constante. On note ex cette constante. Vérifions 

que cette constante ne dépend que de X, et non du choix du représentant n de 
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la classe conforme [fl]. Soit f29 = e9f2 un autre représentant de la classe. On a 

d'abord que 

gxf29 = Lxf29 = Lx(ëf2) = Lx(ë) A f2 + e9 A (Lxf2) 

= d(e9)(X) A f2 + e9(Jxf2) 

= ëdg(X) A f2 + fxf29 

= (fx + dg(X))f29 

Ce calcul nous livre donc la relation gx = fx +dg( X), par laquelle on obtient que 

gx - B9(X) = fx +dg( X) - B(X) -dg( X) = fx - B(X) , 

comme voulu. 

4.1.4 Homomorphisme de Lee 

Définition 4.1.4.1. La remarque précédente nous permet de définir sans ambi

guïté 1 'homomorphisme de Lee : 

l : aut(M,[f2]) ---+ lR 

X H ex := B(X) - fx 

Lemme 4.1.4.2. l est un morphisme d'algèbres de Lie. 

Démonstration. Montrons d'abord quel est JR-linéaire. Soient a,b E lR et X,Y E 

X(M). On remarque que 

On a alors que 

!ax+bYn = Lax+bYn = aLxn + bLyf2 

= afx +bfy. 

l(aX + bY) = CaX+bY = B(aX + bY)- faX+bY 

= aB(X) + bB(Y) - afx - bjy = al(X) + bl(Y) . 
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Ainsi lest JR.-linéaire et comme 1R. est une algèbre de Lie abélienne il faut, pour que 

l soit un morphisme d'algèbres de Lie, que l([X,Y]) = C[x,Y] = 0, \iX,Y E X(M). 

Remarquons que comme() est fermée, le corollaire (2.1.1.7) donne 

fJ([X,Y]) = X(fJ(Y)) - Y(fJ(X)) . 

Trouvons maintenant une expression plus explicite pour /[x,Y] : 

/[x,v]n = L[x,v)n = LxLvO- LvLxO = Lx(fvD.)- Lv(fxO) 

= Lx(fv)n + fvLxn- Lv(fx)n- fxLvn (2.1.1.2) 

= X(fv)D. + fvfxO- Y(fx)n- fxfvD. 

= (X(fv)- Y(fx))n. 

Ainsi nous avons l'égalité /[x,Y) = X(fy)- Y(fx). Par définition, comme fJ(X) = 

fx +ex, alors d(fJ(X)) = dfx, donc 

Y(fJ(X)) = d(fJ(X))(Y) = dfx(Y) = Y(fx) . 

De même, on a que X ( fJ(Y)) = X (Jy). Ainsi, on obtient 

C[x,Y) = fJ([X,Y])- /[x,Y) = X(fJ(Y))- Y(fJ(X))- (X(fv)- Y(fx)) 

~ X(fJ(Y))- Y(fJ(X))- (X(fJ(Y))- Y(fJ(X))) = 0 

tel que voulu. 0 

Définition 4.1.4.3. On définit la sous-algèbre des champs horizontaux comme le 

noyau del: 

aut'(M,[D.]) := Ker(l) ={XE aut(M,[O]) 1 /x= fJ(X)} 

={X E aut(M,[D.]) 1 LxO = fJ(X)D.} 

Vérifions que aut'(M,[O]) bien défini, c'est-à-dire que ce noyau est bien conformé

ment invariant. On a 0 9 := e9f2 un autre représentant de la classe conforme. On 



100 

suppose que LxO = 8(X)O. Alors 

Lx09 = Lx(e90) = Lx(e9 )0 + e9 (Lx0) = d(e9 )(X)O + e98(X)O 

= e9dg(X)O + e98(X)O = (8 + dg)(X)09 = 89 (X)09 . 

Ainsi aut'(M,[O]) est bien défini. 

Soit 1r : (M,00 ) -+ (M, [0]) la projection du revêtement minimal de M (qui 

est une variété symplectique, tel que vu précédemment). Pour X E X(M), soit 

X:= (1r*)-1 o X o 1rE X(M) son relèvement. 

Lemme 4.1.4.4. On a 

En particulier, si XE aut(M,[O]), on a que 

LxOo = -l(X)00 . 

Démonstration. On remarque qu'à priori, le push-forward par 1r d'un champ quel

conque Y E X(M) n'est pas nécessairement défini. Mais comme X= (7r*)-1oX o1r, 

on a que 

est bien défini. Alors on calcule 

LxOo = Lx(e-"'7r*O) = Lx(e-"')7r*O + e-"' Lx(7r*O) 

= d(e-"')(X)1r*O + e-"'1r* L1r.xn = -e-"'d<p(X)7r*O + e-"'1r* LxO 

= -e-"'1r*8((1r*)-1 o X o 1r)1r*O + e-"'1r* LxO 



En particulier, supposons que X E aut(M,[O]). On a alors que 

Lxno = e-cp7r*(fx0- O(X)O) 

= e-cp1r*( -l(X)O) = -l(X)e-cp1r*O 

= -l(X)00 • 

Proposition 4.1.4.5. On a un isomorphisme 

~ A r 
aut(M,[O]) ~ aut(M,[00 ]) 
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D 

où aut(M,[00 ])r est l'algèbre de Lie des automorphismes conformes infinitési

maux de (M,00 ) qui sont r-invariants, et r est le groupe de transformations du 

revêtement minimal. Cet isomorphisme se restreint en une bijection 

1 1 A r 
aut'(M,[O]) +--=---+ aut(M, 0 0 ) 

où aut(M, 0 0)r est l'algèbre de Lie des symplectomorphismes infinitésimaux de 

no qui sont r -invariants. 

Démonstration. Soit XE aut(M,[O]). Par le lemme (4.1.4.4), on a que 

'lj;(X) :=X E aut(M, [00]) . 

Pour rJ Er, on a que 

Ainsi X est r-invariant, donc XE aut(M,[00])r, et l'application est bien un mor

phisme, par linéarité de (1r.)-1 . Voyons que c'est une bijection : 

injectivité: Supposons que X =Y, pour X,Y E aut(M,[O]) et X,Y leur relève

ment respectif. Soit p E M. Comme 1r. est un isomorphisme en chaque fibre, on a 

que 
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Comme 1r est surjective, on a bien que X = Y. 

surjectivité: Soit xE aut(M, [Oo])r. Comme x. est r-invariante, on peut définir 

le push-forward 1r*X .- 1r* o X o 1r-1 E X(M) sans ambiguïté. Vérifions que 

1r*X E aut(M,[O]) : 

L • n =a 1 (.+.7r·x)*n =a 1 (1r o ,t..X o 7r-1)*n 1r.X t 0 'Pt t 0 'Pt 

= atl
0
(7r-1)*(cpf)*7r*O = (7r-1)*atl

0
(cpf)*(e<pno) 

= (1r-1)* Lx(e<p00 ) = (7r-1)*((Lxe<p)no + e<p LxOo) 

= (1r- 1)*(d<p(X)1r*O + gx1r*O) = (7r-1)*(d<p(X) + gx)n 

où f1r.x := (7r-1)*(d<p(X) + gx)· Donc on a bien que 1r*X E aut(M,[O]), tel que 

voulu. 

Ainsi, 'lj; est un isomorphisme. Si X E aut'(M,[O]), alors le lemme (4.1.4.4) nous 

dit que Lxno = -l(X)00 =O. Donc XE aut(M,00 ). Ainsi 

'lj;(aut'(M,[O])) Ç aut(M,00)r . 

On sait que '1/J est injective. Soit y E aut(M,Oo)r. Par r-invariance, on peut 

définir X:= 1r*Y. Par le lemme (4.1.4.4), on a que 

Donc Lxn = O(X)n, et alors XE aut'(M,[O]) est par construction tel que 'lj;(X) = 

1r;1 o X o 1r =Y. Donc 'lj; est une bijection entre aut'(M,[O]) et aut(M, 0 0 )r. D 

Définition 4.1.4.6. Une forme LCS (0,0) est dite exacte si n est d8-exacte, 

c'est-à-dire s'il existe TJ E 0 1(M) tel que 
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Remarque 4.1.4. 7. Supposons que (0,0) soit exacte. Prenons une forme LCS 

de la même classe conforme: (eun, 0 +du)= (Ou, Ou)· Alors on a que 

(4.1.2.3) 

= d(eu17)·- 01\ (eu17) - eudu 1\ 1] 

= eudu 1\ 1] + eud1] - euo 1\ 1] - eudu 1\ 1] 

=eu( dT]- 01\ TJ) = eufi11] = eun =nu . 

D'où que (Ou,Ou) est aussi exacte. Ainsi l'exactitude est une notion conformément 

invariante. 

Définition 4.1.4.8. On dit qu'une variété LCS (M,[O]) est exacte si un repré

sentant de la classe est exact. Ceci est bien défini par la remarque précédente. 

Proposition 4.1.4.9. L'homomorphisme de Lee l est surjectif si et seulement si 

(M,[O]) est exacte. 

Démonstration. Soit (0,0) E [0]. 

( ===>) 

Supposons que l soit surjectif. Soit B E aut(M,[O]) tel que l(B) = 1. On a que 

O(B)O- 0 = (O(B) -l(B))O = (O(B) - (O(B)- fB))O 

= JBn = LBn = LBdn + d(tBn) 

= (tBO) 1\ f2- 0 1\ LBfl + d(tBO) 

= O(B)O + fil(tBO) . 

Ainsi on a bien que 

({=) 
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Supposons que (M,[O]) soit exacte. Alors il existe TJ E f2 1(M) tel que d8TJ = n. 

Comme n est non-dégénérée, on peut trouver un B E X(M) tel que LBO = -TJ. 

Ainsi 

LBn = "B(B An)+ d(tBO) 

= B(B)O- (} 1\ (tBO) + d(tBO) 

= B(B)O + (} 1\ TJ- dTJ = B(B)O- d8TJ 

= (B(B)- 1)0 = fBO . 

Ainsi on a que B E aut(M,[O]). Donc 

l(B) = B(B) - fB = 1 . 

Comme l est linéaire, pour c E IR on aura que 

l(cB) = cl(B) = c . 

Conséquemment, lest bien surjectif. 

4.2 Actions sur des variétés LCS ou LCK 

Soit (M,[O]) une variété LCS avec(} la forme de Lee den. 

4.2.1 Champs hamiltoniens tordus 

D 

Définition 4.2.1.1. On dit que X E X(M) est un champ hamiltonien tordu s'il 

existe une fonction f E coo ( M) telle que 

txf2 = clj. 

On peut alors noter X 1 le champ hamiltonien tordu de fonction hamiltonienne f. 
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Remarque 4.2.1.2. Voyons que cette notion est conformément invariante. Soit 

x1 E X(M) un champ hamiltonien tordu, de fonction hamiltonienne correspon

dante f. Soit nu = eun E [n], avec forme de Lee Ou = 0 + du. Alors 

txfnU = txf(eun) = eUtx1 n 

= euff f = eu(df- JO) 

= eudf- eu JO+ eu fdu- eu fdu 

= d(eu f)- (0 + du)eu f = fi'u(eu f) . 

Ainsi X 1 est également hamiltonien tordu pour (nu, Ou), mais cette fois-ci de 

fonction hamiltonienne eu f. 

Définition 4.2.1.3. Par la remarque précédente, la notion de champ hamiltonien 

tordu est conformément invariante. On peut donc définir 

~am(M,[n]) :={X E X(M) 1 3f E C00 (M) tel que txn =fi' f} . 

Lemme 4.2.1.4. Pour un champ hamiltonien tordu x,, avec fonction hamilto

nienne f lui correspondant par n' on a que 

Démonstration. On a en effet 

Lx1n = tx1dn + d(tx1n) = tx1 (0 1\ n) + d(fi' f) 

= (tx10) 1\ n- 0 1\ (tx1n) + d2 f- d(JO) 

= o(x1 )n-o" (fi' J) - df" o- fdO 

= o(x1)n. 

0 
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Corollaire 4.2.1.5. 

~am(M,[O]) Ç aut'(M,[O]) . 

Définition 4.2.1.6. Une forme LCS n définit un crochet de Poisson 

où j,g E C00 (M). 

Proposition 4.2.1. 7. 

Démonstration. On remarque d'abord que 

cf{j,g} = d{j,g}- Xt(g)O + gO(Xt)O. 

En effet, il suffit de remarquer que 

01\ {f,g} = 01\ (L-x1 L-x
9
0) = 01\ (L-x1d0g) 

= (} 1\ (L-x1dg) -gO 1\ (L-x10) 

= Xt(g)O- gO(Xt )(} . 

On peut maintenant calculer 

L-[x1,x
9
Jn = Lx1 (L-x

9
0)- L-x

9
(Lx10) (2.1.1.5) 

= L-x1 (dL-x
9
0) + d(L-x1 L-x

9
0)- L-x

9
(0(X1)0) 

= L-x1dcfg + d{j,g}- O(Xt)cfg 

= -L-x1d(g0) + d{f,g} - O(X 1 )dg+ gO(X 1 )0 

~ -L-x1 (dg 1\ 0) + d{j,g}- O(Xt)dg + gO(Xt)O 

= -Xt(g)O + O(Xt)dg + d{f,g}- O(Xt)dg + gO(Xt)O 

= d{j,g}- Xt(g)O + gO(Xt)O = cf{j,g} (4.2) 

[ par définition ] 

(4.2) 

Puisque 0 est non-dégénérée, on a alors que [Xt,X9 ] = Xu,9 }, tel que voulu. D 
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Corollaire 4.2.1.8. L'espace ~am(M,[O]) est une sous-algèbre de Lie de aut'(M, [0]). 

Proposition 4.2.1.9. Le morphisme 'ljJ défini en (4.1.4.5) se restreint en une 

injection 

~am(M,[O]) Y ~am(M,00) . 

Démonstration. Par le corollaire ( 4.2.1.5), nous avons que ~am(M,[O]) Ç aut'(M,[O]), 

et alors 'ljJ peut se restreindre à ~am(M,[O]) et cette application est aussi néces

sairement injective. Il suffit de voir que 'lj;(~am(M,[O])) Ç ~am(M,00 ). Soit donc 

X 1 E ~am(M,[O]). On a 'lj;(X1) = X1 = (1r.)-1 o X 1 o 1r. Par construction on a 

que 1r.X{= X 1, et il s'ensuit que 

= e-cp7r*(tx
1
0) = e-cp1r*(dj- JO) 

= e-cp(d1r* f- (1r* f)dcp) = d(e-cp7r• f) . 

Ainsi ,P(~am(M,[O])) Ç ~am(M,00), puisque le champ X1 est hamiltonien de 

fonction hamiltonienne -e-cp7r• f. 

Définition 4.2.1.10. Soit 0 E [0]. On définit l'application 

An : C00 (M) --+ ~am(M,[O]) 

f f-t x, 

Proposition 4.2.1.11. An est un isomorphisme d'algèbres de Lie. 

0 

Démonstration. Par la proposition (4.2.1.7), An est un morphisme d'algèbre de 

Lie. En effet, 

La proposition (4.1.2.5) nous donne que d! : C00 (M) --+ 0 1(M) est injective. En 

prenant en compte que d8 f = tx10 et que 0 est non-dégénérée, nous déduisons 
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que An est aussi injective. 

De plus, An est surjective, car si x 1 E (Jam(M,[O]), alors An(!) = X 1. D 

Remarque 4.2.1.12. Par la remarque (4.2.1.2), si An(f) = x1, alors Anu(eu J) = 

X 1. Il s'ensuit que 

4.2.2 Actions hamiltoniennes tordues 

Définition 4.2.2.1. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété LCS (M,[O]). 

On dit que l'action est hamiltonienne tordue si 

g := Lie(G) ç (Jam(M,[O]) . 

Toutefois, comme g Ç X(G) et (Jam(M,[O]) Ç X(M), il est sous-entendu qu'on 

prend les champs fondamentaux Xç E X(M) associés aux champs Ç E g. C'est

à-dire que l'action est hamiltonienne tordue si VÇ E g, 3Jç E C00 (M) tel que 

txen = d0 fç. 

Définition 4.2.2.2. On définit une application moment pour une action hamil

tonienne tordue. Pour un choix 0 E [0], vu que g Ç (Jam(M,[O]), on décrète 

que 

J.Ln := (An)-llg : g ---+ coo(M) 

est une application moment pour l'action (et qui peut aussi être vue comme une 

application M---+ g*). Par construction, pour Ç E g, on a que 

et que J.Ln est un morphisme injectif d'algèbres de Lie. 

Remarque 4.2.2.3. Soit X 1 le champ hamiltonien tordu associé à j par O. Par 

la remarque (4.2.1.12) on a que Anu(eu f) = x1, alors 

J.Lnu(XJ) = (Anu)-11/XJ) = euf = euJ.Ln(XJ)' 



109 

d'où que 1-P·u = euJ.IP. 

Lemme 4.2.2.4. SiG est compact et agit conformément sur [n], on peut trouver 

un représentant G-invariant ne E [n]. De plus, la forme de Lee correspondante 

oe est aussi G-invariante. 

Démonstration. L'action p : G -+ Dif f(M) de G est conforme sur [n] si \/g E 

G, 3f9 E C00 (M) tel que p(g)*n = efgn. Soit dv une mesure de Haar normalisée 

sur G. Posons 

et 

ne := L p(g)*ndv(g) . 

On a alors que 

. ne = L e'9 ndv(g) = ehn . 

Donc neE [n] est un représentant de la classe. Soit jE G. 

p(j)*ne = p(j)* L p(g)*ndv(g) = L p(gj)*np(j)*dv(g) 

= L p()..)*np(j)*dv(g) [).. := gj] 

= L p()..)*ndv()..) = ne . 

Donc ne est G-invariante. La forme de Lee de ne est ()e := () + dh. Il suffit de 

calculer 

dne = d(ehn) = ehdh 1\ n +eh() 1\ n 
= dh Â ne + () Â ne = ( dh + ()) Â ne . 

De plus, cette forme de Lee est elle aussi G-invariante. En effet, on a que 

()e 1\ ne= dOe = d(p(g)*ne) = p(g)*dne 

= p(g)*(()e 1\ ne) = (p(g)*()e) 1\ ne . 
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En utilisant le lemme (1.1.3.2) et comme dim(M) ;::: 4, on a que 8° = p(g)*8°,Vg E 

G. 0 

Lemme 4.2.2.5. Si G est abélien et agit de façon hamiltonienne tordue sur 

(M,[n]), alors 

Démonstration. Remarquons d'abord que d0 (0(Xç,XT/)) = 0, VÇ,ry E g. En effet, 

~(n(Xç, XT})) =~({fT}, fd) = l-xu
71
.Je}n 

= qx71 ,xeJn [(4.2.1.7)] 

= l-x[TJ,eJn [(3.1)] 

= 0 . [ G est abélien] 

Posons maintenant f := O(Xç,XT}). On vient de démontrer que 

0 = ~ f = df - f8 . 

Comme d0 est injective (4.1.2.5), f = 0, tel que voulu. 0 

Corollaire 4.2.2.6. Dans le cadre du lemme précédent, nous avons que 

Démonstration. On a 

0 = O(Xç,XT}) = l-x
71

l-xen 

= l-x71~ ~-"r = dpr(xT}) - J-Lr . e(xT}) . 

0 

Proposition 4.2.2. 7. Supposons que G agit de façon hamiltonienne tordue et 

fidèle sur (M,[O]). SiG est abélien, compact et connexe, les énoncés suivants sont 



équivalents : 

{1} n est G-invariante; 

{2} g Ç ker(O); 

{3} /-ln est G-invariante. 

Démonstration. 

Soit p: G ~ Dif f(M) une action lisse de G. 

(1) ===> (2) : 

On suppose que p(g)*O = 0, Vg E G. Soit Ç E g. On a que 

Ainsi on obtient que 

0 = Lxen = dtxen + txe(O 1\ 0) = d(fil fe)+ (tx/J) 1\ 0- 01\ fil fe 

= (fil?(fe) + O(Xe)O = O(Xe)O . 

Il en résulte que O(Xe) = 0, tel que voulu. 

(2) ===> (1) : 

Supposons que O(Xe) = 0, VÇ E g. Par le lemme (4.2.1.4), on a que 

Par le lemme (3.1.4.2), on déduit directement que 0 est G-invariante. 

(2) ===> (3) : 

On suppose que O(Xe) = 0, VÇ E g. Par le corollaire (4.2.2.6), on a donc que 

Par le lemme (3.1.4.2), J-lr est G-invariante. 

(3) ===> (2) : 
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Supposons que /-ln soit G-invariante. Par le lemme (3.1.4.2), on a que Lx,(J-tr) = 
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dJ-Lr(X17 ) = 0, VÇ,TJ E g. Par le corollaire (4.2.2.6), on a alors que 1-Lr · B(X11 ) = O. 

Soit TJ E g. Par l'absurde, supposons que B(X11 ) =/= O. Alors il existe un voisinage 

ouvert U pour lequel B(X17 ) 1 u =/= O. Il faut donc que 

1-Lr 1 u = 0, VÇ E g . 

Comme l'action est hamiltonienne tordue, sur U on a que 

En utilisant que 0 est non-dégénérée, ceci implique que Xe lu = 0, VÇ E g. Ainsi, 

sur U l'action est triviale. C'est-à-dire que 

Orbc(P) = {p},Vp EU. 

Le théorème (3.1.2.12) nous dit que les orbites principales sont denses dans M. 

Donc U intersecte nécessairement une orbite principale. Ainsi, on a que dim( Orbe (p)) = 

0 est la dimension des orbites principales. Mais par définition, cette dimension est 

celle de G, dont dim( G) ~ 1. Ceci est une contradiction, alors O(X17 ) = 0, VTJ E g, 

car on a choisi TJ arbitrairement dans notre raisonnement. D 

Proposition 4.2.2.8. Si (M,[O]) est LCS exacte, avec G compact agissant confor

mément sur M et g Ç aut'(M,[O]), alors l'action est hamiltonienne tordue. 

Démonstration. Par le lemme (4.2.2.4), on peut prendre (0,()) une forme LCS avec 

sa forme de Lee correspondante, toutes deux G-invariantes. Comme l'exactitude 

est conformément invariante, on a que 3TJ E 0 1 (M) tel que 0 = d0TJ. Posons 

maintenant 

qui est G-invariant par construction, où dv est une mesure de Haar normalisée. 



Alors on a que 

fi!TJG = drJG- () 1\ TJG = L p(g)*(drJ)dv(g) - L p(g)*() 1\ p(g)*rJdv(g) 

= L p(g)*(JlrJ)dv(g) = L p(g)*Odv(g) = L Odv(g) = n . 
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Soit Ç E g. Puisque 0 est G-invariante, la proposition (4.2.2.7) nous donne que 

O(X~) = 0, \:/Ç E g. Alors on a que 

t,xen = t,xelfTJG = t,xedTJG- (t,xeO) 1\ TJG + () 1\ (t,xeTJG) 

= t,xedTJG + TJG(X~)() = LxeTJG- dt,xeTJG + TJG(X~)() 

= -d(TJ0(X~)) + () 1\ TJ0 (X~)) =Ji( -TJ0(X~)) . 

Donc -TJ0 est application moment de l'action, et ainsi g Ç ~am(M,[O]), tel que 

voulu. D 

4.2.3 Action torique tordue 

Proposition 4.2.3.1. Soit (M,[O]) une variété LCS, et 1r un tore agissant sur 

M par automorphismes conformes. Alors l'action se relève à M si et seulement 

si Lie('JI') Ç aut'(M,[O]). 

Démonstration. Sans perte de généralité, on réduit le problème au cas où 1r = 8 1. 

En effet, si 1r = 'JI'k, alors chaque sous-ensemble { e} x · · · x { e} x 8 1 x { e} x · · · x { e} 

engendre une action du cercle sur M par restriction de l'action de tore. Si nous 

réussissons à relever les k-actions circulaires, alors nous obtiendrons une action de 

'JI'k sur M. 
Fixons nE [0]. Soit p: 8 1 --+ Di/ f(M) une action circulaire par automorphismes 

conformes. Soit Ç E Lie(S1
) un générateur de l'algèbre de Lie, et X~ son champ 

fondamental, vu comme le générateur de l'action infinitésimale. Soit cl>t le flot de 

X~. Comme l'action est circulaire, ce flot est périodique. Sans perte de généralité, 
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supposons que la période de <Pt soit 1 (i.e. <Pt = <l>t+b Vt E IR). Soit Xe le relèvement 

de Xe au revêtement minimal, et Jt son flot. Par définition, J : IR -+ Dif f(M) 

relève l'action de p à M. Toutefois, on veut que 8 1 agisse sur M. Ce sera le cas si 

et seulement si Jt est périodique, par définition d'action circulaire. Pour obtenir 

notre résultat, il nous suffit donc de montrer que Jt est périodique si et seulement 

si Lie(S1) Ç aut'(M,[O]). 

(~) 

On suppose que Lie(S1) Ç aut'(M,[O]). On a donc que Xe E aut'(M,[O]). Par la 

proposition (4.1.4.5), Xe E aut(M, 0 0)r. Comme Xe relève Xe, leurs flots respec

tifs satisfont la relation 

1r o Jt = 4>t o 1r, Vt E IR . (4.3) 

En particulier, 1r o J1 = </>1 o 1r = 1r. Donc J1 E r. De plus, comme Jt est un 

symplectomorphisme, on a que 

Il en résulte que Ji'P = <p, c'est-à-dire que J1 E Ker(p). Comme r = G(M) = 

7ri(MyKer(p)' J1 =/dM, et Jt est bien périodique. 

(==?) 

Supposons maintenant que Jt soit périodique. Comme par hypothèse Xe E aut(M,[O]), 

le lemme (4.1.4.4) nous donne que Lxeno = -l(X)00 . Cette équation nous dit 

qu'il existe une fonction périodique lisse c : IR -+ IR tel que J;no = c(t)00 . De 

plus, on a Vtt,t2 E IR que 

Donc c(t1 + t2 ) = c(ti)c(t2 ). Ainsi on obtient Vt E IR que 

.!!._' c(r) = lim c(t + h)- c(t) = lim c(h)c(t)- c(t) = c(t) lim c(h)- 1 = c(t).!!_' c(r) . 
dr r=t h-+0 h h-+0 h h-+0 h dr r=O 

Comme c est périodique, elle doit avoir un point critique sE IR. C'est-à-dire que 

0 = fr 'r=/(r) = c(s) fr 'r=O c(r). Nous n'avons que deux choix possibles : soit 
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c(s) = 0, soit fr lr=O c(r) = O. Supposons que c(s) =O. Alors ~:no = c(s)no = 0, 

ce qui implique que (~s)• =O. Mais ~sE Diff(M), et alors (~8 ). =JO. C'est une 

contradiction et alors nous en déduisons que fr lr=O c(r) = 0, et donc 

d 1 A d 1 • Lx no = -d q;;no = -d c(t)no = 0 . 
e t t=O t t=O 

Nous avons ainsi démontré que Xe E aut(M, no)r. Par la proposition (4.1.4.5), 

on a que Xe E aut'(M,[n]) et donc que Lie(S1) Ç aut'(M,[n]), comme voulu. 0 

Remarque 4.2.3.2. En général, une action d'un groupe G sur M descend à une 

action de G sur M si et seulement siG commute avec r. 

Corollaire 4.2.3.3. Toute action de tore 1r hamiltonienne tordue sur une va

riété LCS (M,[n]) se relève à une action hamiltonienne de tore sur le revêtement 

symplectique minimal (M,n0 ). 

Démonstration. Comme l'action de tore est hamiltonienne tordue, alors Lie(T) Ç 

~am(M,[n]) Ç aut(M,[n]). Alors le tore agit par automorphismes conformes sur 

(M,[n]). Le corollaire (4.2.1.5) nous dit aussi que ~am(M,[n]) Ç aut'(M,[n]), d'où 

que Lie(T) Ç aut'(M,[n]). Par la proposition précédente, l'action de tore se relêve 

à M. Posons [1, := -e-'P'Tr*JJP·. Voyons que [1, ne dépend pas du choix den E [n]. 

Soit nu = eun E [n]. On a vu que Bu = () + du.· Alors 

7r*()u = 1r*(() +du) = d<p + d1r*u = d( <p + u o 1r) . 

Donc 'Pu= <p + u 0 7r E C00 (M) est une fonction telle que 7r*Ou =d'Pu· Maintenant 

on remarque que 

(4.2.2.3) 
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c'est-à-dire que P, est conformément invariante. On prétend que P, est une appli

cation moment de l'action relevée. En premier lieu, pour Ç E Lie(1'), 

-dP,ç = -d( -e-cp7r* 1-lr) = d( e-cp7r* 1-lr) = -e-cp d<p 1\ 7r* 1-lr + e-cp7r* d{lr 

= e -cp ( -7r* () 1\ 7r* 1-lr + 7r* d{lr) = e -cp 7r* ( d{lr - () 1\ 1-lr) = e -cp 7r* (fil 1-lr) 

= e-cp7r*(t.xen) = e-cp7r*(t.11" • .xen) = e-cpt._xe1r*O = t._xeno. 

Il nous reste à vérifier l'équivariance de P,. Comme An est un isomorphisme, alors 

1-l~ = (An)-1
1 (0) = 0 E C00 (M). D'où que [1,0 = 0 E C00 (M). Par la proposi
Lie(1l') 

tion (3.1.5.8), l'équivariance est équivalente à ce que 

Vérifions donc : 

dP,ç(X11 ) = -t..x 0 0 (X11 ) = -no(Xç,X11 ) = -e-cp7r*O(Xç, X 11 ) e 

= -e-cpn11"0 (Xç,X11 ) = o (4.2.2.5). 

Ainsi l'action de tore sur (M,00 ) est hamiltonienne, et P, est l'application moment. 

0 

Proposition 4.2.3.4. Supposons qu'un tore réel1'm agisse conformément et fi

dèlement sur une variété LCS (M2n,[n]). Alors on a que 

m ~ n+ 1. 

De plus, si Lie(1'm) Ç aut'(M,[O]), alors m ~ n et les orbites de l'action sont 

isotropes par rapport à n'importe quel représentant de [0]. 

Démonstration. Soit T Ç TM la distribution générée par 1'm sur M. C'est-à-dire 

que pour chaque p E M, T(p) := {(Xç)p 1 Ç E t} Ç TpM. Supposons d'abord 

quet Ç aut'(M,[O]). Par la proposition (4.2.3.1), l'action se relève au revêtement 
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minimal M. Alors on a la distribution T générée par l'action relevée, i.e. T(p) = 
A A A r 

{ (Xe)fi 1 Ç E t}. Par la proposition ( 4.1.4.5), VÇ E t, Xe E aut(M, no) , donc 

L.xeno = 0, VÇ E t. Par (2.1.1.5)(a) et le fait que no est fermée, nous avons que 

Pour Ç,rJ Et, on a aussi que 

vu que t est abélienne. Alors 

0 = L[xe,x
111

no = L_xeL_x
11
no- L_x

11
L_xen0 (2.1.1.5)(b) 

= L_xeL_x
11
no = L_xedL_x

11
no + dL_xeL_x

11
no (2.1.1.5)(a) 

= d(no(X71 , Xe)) . 

Par construction du revêtement minimal, <p n'est pas r-invariante (voir (4.1.1.11)), 

mais comme n7r(·)(X71 , Xe) l'est, il faut que c = O. Alors n(X71 , Xe) = 0 = 

n0 (X71 , Xe), VÇ,rJ E tet donc les orbites de l'action sont isotropes par rapport à 

n'importe quel représentant de [n]. Comme les champs fondamentaux génèrent 

les distributions T et T et elles sont n et no isotropes respectivement, on en 

déduit que pour p E M, dim(T(P)) ~ n et dim(T(1r(P))) ~ n. Maintenant, 

considérons M0 Ç M l'ensemble des orbites principales, dont les orbites sont 

de dimension m. Pour p E M0 , on a que si {6, ... , Çm} est base de t, alors 

dim(SpanJR{ (Xe1)p, ... , (Xem)P}) = m, c'est-à-dire que 

a : Mo x t ---+ Tl 
Mo 
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est injective. Comme dim( {p} x t) = m et a est injective, nous en déduisons que 

m ~ dim(T(p)) ~ n. 

Maintenant, supposons quet ct aut'(M,[O]). Alors 3Ç E t tel que c := l(Xç) =/=O. 

Considérons TJ := { Et. Ceci nous donne c 

1 1 
l(X11 ) = l( -Xç) = -l(Xç) = 1 . 

c c 

Comme l est linéaire, nous avons une décomposition t = JRX11 EB t', où t' Ç 

aut'(M,[O]). Par le théorème du rang, et comme dim(t') ~ n par ce qui a été 

fait précédemment, nous obtenons que 

m = dim(t) = dim(Jm(l)) + dim(Ker(l)) = 1 + dim(aut'(M,[O])) ~ 1 + n, 

comme voulu. D 

Définition 4.2.3.5. Une variété LCS (M2n, [!1]) est dite LCS torique si elle admet 

une action hamiltonienne tordue fidèle par un tore de dimension maximale 1rn. 

Une variété LCK (M2n, J,[O]) est LCK torique si (M2n,[!1]) est torique LCS pour 

une action de tore 1rn holomorphe. 

Théorème 4.2.3.6. {Istrati, 2016} Soit (M2n,J,[O], 11') une variété LCK torique, 

compacte et connexe. Alors il existe 0' E [!1] une forme LCK pour laquelle 

l'action de 1r est hamiltonienne tordue, et telle que la métrique correspondante 

g' = !1'(·, l·) soit de Vaisman. 

Démonstration. Soit p: 1r---* Aut(M:J,[O]) l'action de tore fidèle, holomorphe et 

hamiltonienne tordue. Soit nE [!1] une forme LCK 11'-invariante, de forme de Lee 

8 aussi 11'-invariante, dont l'existence nous est assurée par le lemme (4.2.2.4). Cette 

action s'étend à une action fidèle holomorphe du tore complexifié 1re = (C*)n = 

1r x (R>o)n (voir l'exemple (3.1.1.12)). En effet, on a que t Ç aut(M,J) vu que 

l'action est holomorphe. Notons T : t ---* aut(M,J) l'homomorphisme induit par 



cette inclusion. On veut étendre r à tC = t ® C en posant 
R 

r: ~ aut(M,J) 

Voyons d'abord que rest bien défini : 
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car Xe1 et Xe2 sont holomorphes, et que J(X6 ) est aussi holomorphe, par le lemme 

(2.2.1.7). Vérifions que rest un morphisme d'algèbres de Lie abéliennes : 

(Xe1 + JX6, X 111 + JX172 ] = [Xen X111 ] + [Xen JX172 ] + (JXç2 , X171 ] + (JXç2 , JX172 ] 

= [Xen X171 ] + J[Xen X172] + J[Xe2 , X171 ] - (Xe2 , X172] (2.2.1.3) 

= X[e1,ml + JX[6,172l + JX[6,ml- X[6,172l (3.1) 

=0. 

Il existe un unique sous-groupe de Lie G Ç A ut( M, J) tel que Lie( G) = tC. Comme 

l'action du tore 1r est générée par t c tc, alors 1r c G. De plus, it c tC est iso

morphe à (1R>o)n par l'exponentielle. L'action de (1R>o)n sur M est générée par 

les champs fondamentaux JXe, et l'action est holomorphe vu que ceux-ci le sont. 

Ainsi l'action de ~ = 1r x (IR>o)n sur M est déterminée parr. De plus, on a 

directement par le lemme (3.1.4.4) que l'action induite de (1R>o)n sur M est fidèle. 

Soit (M,J, no) le revêtement minimallciihlérien de (M, J, (n]). Par le corollaire 

(4.2.3.3), l'action de tore hamiltonienne tordue de 1r sur (M,(n]) se relève à une 

action p de tore hamiltonienne sur (M, no). Voyons que p est une action holo

morphe. Soit Xç un champ fondamental de cette action, avec ~t son flot, et cPt le 
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Lx J = Ôt 1 ( Jt)-; 1 
o 1Ç 

1 
o J o 1r * o ( Jt) * 

( 0 

= Ôtl/(cl>t)* 0 7r*)-1 
0 J 0 (cPt)* 0 7r* (4.3) 

Alors pest une action holomorphe. Par le lemme (3.1.4.4), pest fidèle. En effet, 

pour Ç E t\{0}, 3p E M tel que (Xç)p =/=O. Soit p E 1r-1(p). Alors (Xç)p = (1r*)-1 o 

Xç(7r(p)) =/=O. Donc l'action de tore relevée est effective. Comme précédemment, 

le morphisme f : tC ---+ aut(M, ]) induit une action holomorphe effective du tore 

complexe 'I['c sur (M, ]), dont la restriction à 1[' c 'I['c est l'action hamiltonienne 

que nous avons obtenu. Soit P, : M ---+ :!Rn l'application moment de cette action 

hamiltonienne o: := {Jj'lr. Soit Mo Ç M l'ensemble dense, connexe et ouvert des 

orbites principales de l'action a:. Comme t Ç ~am(M, [0]) Ç aut'(M,[O]), nous 

avons vu dans la preuve de la proposition ( 4.2.3.4) que les orbites de l'action o: 

sont isotropes par rapport à 0 0 . Par la remarque (3.1.5.3), 1[' agit sur M0 de façon 

libre. En fait, vu que 1[' · p = 1['/1[' , M0 est exactement l'ensemble des points de 
p 

M sur lesquels 1[' agit de façon libre. 

Voyons que 'I['c préserve M0 . Ce sera le cas si Vp E M0 , tu· p E M0 , Vt E 1L, Vu E 

(lR>o)n. Mais tu· p E Mo si 1[' agit librement sur tu· p, i.e. si pour r E 1L\{e}, 

r · (tu · p) =/= tu· p. Il suffit donc que ru· p =/= u · p, vu que r,t et u commutent. 

Supposons que ru· p = u ·p. Alors r · p =p. Ainsi r E 'I['.P = { e} vu que l'action 

de 1[' sur M0 est libre. C'est une contradiction, et donc 'I['c préserve M0 • 

Montrons maintenant que 'I['c agit librement sur M0 • Soit donc gE 'I['c et xE M0 

tels que g·x =x. On peut décomposer g =tu, avec tE 1[' et u E (lR>o)n. Écrivons 

à l'aide de l'exponentielle u = exp(iÇ), Ç Et. Posons y:= t ·x. Alors u ·y= x. On 

définit maintenant une courbe c: lR---+ M0 dans la (JR>0)n-orbite : 

c(s) := exp(isÇ) ·y, sE lR. 
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Cette courbe relie les deux points x et f), qui sont aussi situés dans la même 'li'

orbite. Par invariance de l'application moment, la fonction Pt. est constante le long 

des 'li'-orbites, donc 

Pt.(x) = Pt.(iJ) . (4.4) 

Ainsi, les orbites de 'li' sont les courbes de niveau de Pt.· Remarquons maintenant 

que c(s) est le flot du champ }(Xt,) = f(iÇ), par définition : 

( ) _ ,~,.J(Xe)( A) c s - 'f-'8 y . 

Supposons que Ç =1 O. Comme iÇ ..l Ç, alors Î(Xt,) est en chaque point per

pendiculaire à Xt,. En d'autres mots, ](Xt,) est le champ gradient de Pt.· Soit 

f := Pt. o c : lR ---+ lR. Voyons que f doit être strictement croissante ou décrois

sante. Par l'absurde, soit z E lR tel que (df)z = O. Soit p := c(z). Ainsi, comme 

Pt. est constante dans la direction de Xt, =1 0 (Xt, est non-nul étant donné que 

x E M0 ) et de son champ gradient, on a (dPt,)p =O. C'est une contradiction vu 

que dPt. = -txl2o ne peut être identiquement nulle, par non-dégénérescence de 

0 0 . Ainsi, comme df ne s'annule pas, Pt. est strictement croissante ou décroissante 

le long de c. Ceci est une contradiction avec l'équation (4.4), vu que c relie x et 

f). Alors il faut que Ç =O. Donc u = 1 E (lR>o)n. Ainsi on a que x= g ·x= t ·x. 

Comme 'li' agit librement sur M0 , alors t = e. Donc ']I'C agit sur Mo librement. 

Montrons que ']['C agit sur Mo de manière transitive. Soit x E M0 • On considère 

l'application orbite 

c A 

Fx: 'li' ---+Mo 

gl---1-g·x 

qui est clairement holomorphe vu que p l'est. De plus, Fx est injective. En effet, 

supposons que g. x= h. x, avec g,h E rrc. Comme 'li'c agit librement sur Mo, on a 

que g-1h E 'lli = {e}. Donc g = h, comme voulu. Comme 'JrC et M0 ont la même 
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dimension, le théorème d'invariance du domaine nous donne que comme Fa: est 

continue et injective, elle est une application ouverte. De plus, toute application 

injective, continue et ouverte est un plongement. Donc Fa: est . un plongement 

ouvert holomorphe. Alors Fa:('11'e) = ']['C.x Ç M0 est une orbite ouverte. Supposons 

que l'action ne soit pas transitive. Considérons le cas où il n'y a que 2 orbites. 

Comme les orbites sont disjointes, 

)IA,r "'T"e A u "'T"c A 
lVlO = ll • X ll • Y 

et alors on a réussi à écrire M0 comme l'union de deux ouverts disjoints. Ceci 

constitue une contradiction car Mo est connexe. L'idée est la même s'il y a plus 

que 2 orbites. Donc il n'y a qu'une seule orbite et l'action est transitive. Ainsi, Fa: 

est un biholomorphisme '1re-équivariant ((C*)n agit sur lui-même par multiplica

tion), et '1re~ M0 . 

Montrons maintenant que r préserve M0 . Par la remarque (4.2.3.2), '1['C commute 

avec r. Soit tE '11' et 'Y Er. Supposons quet· 'Y( x) ='Y( x). Alors 'Y( x) = t · 'Y(x) = 

'Y(t. x). Donc t. x = x. Mais comme '][' agit sur Mo librement, t = e. Ainsi, 

'Y(x) E M0 , vu que M0 est exactement l'ensemble des points sur lesquels '11' agit 

librement. De plus, r agit librement sur M, par définition du groupe d'automor

phismes du revêtement minimal. Ainsi, on peut voir r comme sous-groupe des 

biholomorphismes de (C*)n agissant librement sur Mo~ (C*)n. 

Montrons que r ç ']['e. Soit y E Mo. Comme Fa: est un biholomorphisme, on 

peut écrire y = Fx(g), pour un certain g E '1re. Soit 'Y E r. De la même façon, 

'Y(x) = Fa;(g-y), pour un certain g-r E '1re. Commer et '1re commutent, on a que 

'YW) = 'Y(g. x) = g. 'Y( x) = g. g-r . x =g-r . y . 

Ainsi, chaque élément hE '1re est un biholomorphisme de M0 ~ (C*)n par l'action 

libre de ']['e sur Mo, et rest un biholomorphisme de (C*)n agissant librement. La 

dernière équation nous donne que 'Y = p(g-y), tel que voulu. 
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Soit 'Y E r ~ zk un générateur. Notons r' ~ Z le sous-groupe généré par 'Y· 

Ainsi, comme sous-groupe der, r' agit sur Mo. On peut étendre cette action à 

une action de JR.. En effet, comme 'Y est un automorphisme de Mo ~ (C*)n, on 

peut écrire 

'Y : (C*t --+ (C*t 

où O:j E C* s'écrit a:i = piei8i en coordonnées polaires. On définit alors l'action de 

lR. par 

<I> : lR.--+ Aut((C*)n) 

tt-+ <l>t : (C*t --+ (C*t 

( Z1' ... ' Zn) t-+ (pi eit81 Zl' ... 'p~ eit8n Zn) 

Pour t E lR., <l>t s'identifie donc à (pieit81 , ... ,p~eitBn) E 1fC c Aut((C*)n), car 

<I>1 = 'Y = ( a:1, ••• , a:n) E 1fC. Toutefois, tout élément de 1fC agit sur M (et pas 

seulement M0 ), et donc l'action de lR sur M0 s'étend à une action sur M. Comme 

1fC commute avec r, alors lR. c 'fe commute avec r et alors, par la remarque 

(4.2.3.2), la lR-action <I> descend à une action 'fJ de lR C 1fC sur M. C'est-à-dire que 

pour t E lR, on a la relation suivante : 1r o <l>t = 'f/t o 1r. Ainsi, on obtient que 

7r = 7r 0 'Y = 7r 0 <I>1 = 'f/1 0 7r • 

Comme 1r est surjective, "71 =!dM. Donc 'fJ: lR--+ Diff(M) n'est pas injective. 

Elle le devient à travers le quotient JR./r' ~ S1, ce qui nous donne une action 

fidèle de S1 c 'fiC sur M (qu'on note aussi 'fJ). Cette action est holomorphe car 

'fJ = pl . Soit C E X(M) un générateur infinitésimal de cette action circulaire 
JR/r' 

holomorphe. 

Lemme 4.2.3. 7. Il existe sur M une forme LCK ne compatible avec J, de forme 
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de Lee ee' telle que c préserve ne et ee. De plus, l'action de tore est hamilto

nienne tordue par rapport à ne. 

Démonstration. D'abord, si 8 1 c 'lr, le résultat est trivial puisque n et () sont 

'lr-invariantes et que l'action est hamiltonienne tordue par hypothèse. Supposons 
A 1 

alors que 8 1 ~ 'lr. Soit t E R. Posons ft := <t>;r.p- r.p E C00 (M) et h := fo ftdt E 

C00 (M). Remarquons d'abord que les fonctions ft sont f-invariantes. Soit 8 E r, 
on a 

[ car r commute avec R ] 

= <t>;(p(8) + r.p)- (p(8) + r.p) = <t>;r.p- <p =ft . 

Alors h est aussi f-invariante. Ainsi les fonctions {fthEIR et h descendent à M. 

Nommons liE C00 (M) la fonction h "descendue", qui satisfait li o 1r = h. 

Comme 1r agit sur (M,[n]) de manière hamiltonienne tordue et fidèle, la propo

sition (4.2.2.7) nous donne que t Ç ker(O). Alors r.p est 'lr-invariante. En effet, il 

suffit que pour Ç E t, on ait que L Xe r.p = O. Mais 

tel que voulu. Comme { <I>t}tEIR Ç 1re, <l>t commute avec 'lr, donc les fonctions ft 

aussi. En effet, pour g E 'lr, p(g)* ft = <t>;p(g)*r.p - p(g)*r.p = ft, vu que r.p est 

'lr-invariante. Alors h est aussi 'lr-invariante. 

On définit maintenant la forme de Lee 

ee := { 17;Bdt = 1
1 

(7r-1)*<I>;7r*Odt = 1\7r-1 )*<t>;dr.pdt = (7r-1)*d1
1 

<t>;r.pdt 
j S 1 0 o 0 

= (7r-1)*d(r.p + h) = (7r-1)*dr.p + (7r- 1 )*dh = () + dli. 

Cette 1-forme est C-invariante par construction. En effet, 
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où a := t +s. De plus, elle est 1r-invariante, car pour Ç E t, 

Posons nïï := eïïn E [n], et aussi ne := fs 1 TJ;nïïdt. Comme l'action TJ est holo

morphe et que nïï est J-compatible, alors ne l'est aussi. On a que 

ce qui indique que 0° est forme de Lee de nïï. De ceci, on obtient que 

dn° = { TJ; dnïïdt = { TJ; 0° A TJ; nïïdt = 0° A { TJ; nïïdt = 0° A ne . ls1 ls1 ls1 
En outre, 0° est aussi la forme de Lee de ne, qui est bien une forme LCK, vu 

que [0°] = [0] -=/= 0 E HJR(M). De la même façon que pour montrer que 0° est 

C-invariante, on obtient que ne est C-invariante. Maintenant, vérifions que ne 

est 1r-invariante. Soit g E 1r. Comme <I>t commute avec 1r, alors TJt aussi. Ainsi on 

a que 

p(g) *ne = f p(g) * "'; nïïdt = f "'; p(g) * nïïdt ls1 ls1 
= { TJ; nïïdt = ne . [ nïï est 1['-invariante ] ls1 

Comme 0° est C-invariante, on a que 

ce qui implique que 0°(C) est constante. Nous reportons à plus tard la preuve du 

fait suivant: le revêtement minimal correspondant à (M, [n°]) est M. Remarquons 

que 

d'où que cp0 := cp+ h. Ainsi on a que 
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Si on avait que 0°(C) = 0, alors Lê'Pc = 0 et donc <p0 serait r'-invariante et 

descendrait donc au quotient M /r'. Mais ceci contreviendrait à la minimalité de 

M. Il faut donc que 0°(C) =: À=!= O. On veut voir quel : aut(M,[n]) -+:IR est 

surjective. Comme 0 = L0 n° = fcn°, alors fe= O. Donc 

l ( C) = 0° ( C) - f c = 0° ( C) = À =/= 0 , 

ce qui fait que l((Ï) = 1, par linéarité de l, et alors l est bien surjective. Par la 

proposition (4.1.4.9), (M,[n°]) est exacte. En posant 'fJ := -±tcnc E n 1(M), on 

a que ne = d80 'fJ· Comme cet ne sont 11'-invariantes, 'fJ l'est aussi. On a donc 

que le tore 'JI' agit conformément sur (M,[n°]). De plus, pour Ç Et, 0 = Lxenc et 

car <p et h sont 'Jr-invariantes. Donc 

t Ç aut'(M,[n°]) . 

Par la proposition (4.2.2.8), l'action est hamiltonienne tordue, d'application mo-

ment f-Lc := -'f], vu que 'fJ est 11'-invariante. 0 

Pour conclure, nous devons montrer le lemme suivant : 

Lemme 4.2.3.8. Le revêtement minimal de (M,[n°]) est le même que celui de 

(M, [n]), c'est-à-dire M. 

Démonstration. Soit Mc le revêtement minimal kahlérien de (M,[n°]), avec rrc: 

Mc -+ M la projection de ce revêtement, et fe son groupe de transformations. 

De la même façon, M est le revêtement minimal de (M,[n]), de projection rr et 

de groupe de transformations r. D'abord, remarquons que 
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Mais Mc est le revêtement minimal de ( M, [Oc]) tel que 1rêOc est exacte. Par le 

calcul précédent, il faut donc que M revêt Mc. Par construction de Mc, 1rêOc =: 

drp est exacte. Donc drp = 1rêOc = 1rêO + d1rêh, d'où que 

est exacte. Ainsi, comme M est par construction le revêtement minimal tel que 

7r*(} est exacte, il faut que Mc revêt M. Comme Mc~ Met M ~Mc, on a que 

Mc = M, tel que voulu. D 

A la lumière du lemme (4.2.3.7), nous avons une forme LCK J-compatible que 

nous noterons 0, de forme de Lee 0, telles que LcO = 0 = LcO, avec l'action du 

tore 1r hamiltonienne tordue par rapport à n. Soient '!rit : tC --+ it et 'lrt : tC --+ t 

les projections naturelles de tC = t œ it. Considérons le champ de vecteurs B' : = 

1rit(C) E it. Comme 0 est 'lr-invariante, la proposition (4.2.2.7) nous donne que 

t Ç ker(O). Par conséquent, nous avons que 

O(B') = O(B' + 7rt(C)) = O(C) =À=/: 0. 

Ainsi, pour B := -f-B', on a que O(B) = -1. Par notre construction de tC c 

aut(M,J), nous avonf:? l'égalité 

J 0 '!rit = 1ft 0 J 

qui nous permet de voir que J(B) Et: 

Alors J(B) préserve 0, vu que 0 est 'lr-invariante. Comme C préserve 0 par 

construction, -~ aussi. Comme B ='!rit(-~), on peut exprimer 

c 
-- =D+B 

À ' 
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pour un certain DE t. Donc B est la différence de deux champs préservant n, et 

ainsi B préserve 0. 

Considérons maintenant sur le revêtement minimal kahlérien (M, n0 , }) la mé

trique correspondante g0 =no(·, J.). Comme LBO = 0, alors JB =O. Ainsi nous 

avons par le lemme (4.1.4.4) que 

LÊno = -l(B)D.o = -O(B)no =no. 

Par construction, on a que J{ii) = J ( Ê). Alors 

Lmno = LJÈ(e-cp)7r*n + e-cp LJÈ(1r*O) = -e-cp1r*O(:fB)1r*n + e-cp1r* LJBn 

= -e-cpO(JB)1r*O = 0, 

car J(B) Et Ç ker(O). Posons TJo := t.ÊOo et Jo:= IIÊII~o = no(Ê, }Ê) = TJo(iB). 

Ainsi, nous voyons que no est exacte : 

Souvenons-nous que T : tc ---+ aut(M,J) est un morphisme d'algèbres de Lie 

abéliennes, donc JB commute avec B. Comme [Ê, iB] = 1r;1 [B, JB], alors Ê 

commute avec :JB. Ainsi nous obtenons que :fB préserve TJo : 

LmTJo = LJÈ(t.ÊOo) = t.[JÈ,.â]Oo + t.ÊLJÈno = 0. (2.1.1.5) 

Comme JTJo = n0 (Ê, J.) = -00 (:fB, ·),nous obtenons que 

0 = LmTJo = dt.mTJo + t.JBdTJo = dJo + t.mOo = dJo- JTJo , 

c'est-à-dire que TJo = -}dJ0 . Ainsi, on peut exprimer 0 0 comme 

no = dT]o = -dJ dJo = -d( de - d}) Jo = -dde Jo ' 

où de:= }d + d}. Comme O(B) = -1, B ne peut s'annuler nulle part, et alors Ê 

non plus. Il s'ensuit que Jo= IIÊII 2 est strictement positive. Remarquons mainte

nant que 
n := no = e-cp1r*O 1r*n 

Jo e-cpn7r.(B,JB) n1r.(B,JB) 
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est r-invariante, et descend donc à n':= n(B~JB) E n2(M). Posons J := n(B,JB) E 

C00 (M). Comme Jo> 0, alors 

e~P Jo = J o 1r > 0 , 

et comme 1r est surjective, J >O. Alors n'= ] = e-Infn E [n]. C'est donc une 

forme LCK de forme de Lee ()' = () - d(ln J). Remarquons que 

* * d( e'P Jo) dJo 
1r ()' = dcp - d1r ln J = dcp - d ln ecp Jo = dcp - ~ = - T = -d ln Jo . 

e'P o JO 

Alors 

* rv * ( 1 n) 1 * n e-cp •n 
7r LJBH = 7r -JLJBH = -J-1r L1r JBH.. = ----ç-LJB1r H 

o 7r • JO 

1 1 " dJo * , 
=Jo '-JBno =-Jo JT]o =-Jo = -dlnJo = 1r () . 

Comme 1r. est un isomorphisme en chaque fibre, on a que 

Soit g' la métrique riemannienne associée à (n', J). On a alors que 

0' = n'(JB, ·) = g'( -B,·) , 

donc que (O')U = -B. Maintenant, comme C est holomorphe, B l'est aussi. Re-

marquons que 

dJ(B) = 7r*dJ(Ê) = d(ecp Jo)(Ê) = ecp JoO(B) + e'PdJo(Ê) = -ecp Jo+ ecp Jo= 0 . 

En outre, comme L 8 n = 0, on a que 

LBn' = d(])(B)n + ]LBn =- ; 2 dJ(B)n =o. 

Puisque B est holomorphe, la proposition (2.1.1.1) ainsi que le corollaire (2.2.1.3) 

nous donnent que 

LB(g'(X,Y)) = LB(n'(X,JY)) = (LBn')(X,JY) + n'(LBX, JY) + n'(X,LBJY) 

= (LBn')(X,JY) + n'(LBX, JY) + n'(X,JLBY) 

= (LBn')(X,JY) + g'(LBX,Y) + g'(X,LBY) . 



130 

Donc LBg' = LBO'(·,J·) = 0, vu que B préserve 0'. C'est-à-dire que B est un 

champ de Killing. Par la proposition (2.3.2. 7), la 1-forme B' = (-B)~ vérifie 

\79' B' = dB' = 0 
' 

et ainsi (0', 0') est Vaisman, tel que voulu. 0 

Ainsi, le théorème précédent nous montre qu'une variété compacte LCK torique 

possède toujours une métrique de Vaisman. 



CONCLUSION 

La géométrie LCK est à 1 'intersection de plusieurs grands domaines de la géo

métrie : géométrie symplectique, géométrie riemannienne, géométrie complexe, 

géométrie kahlérienne. Dans l'argument de Nicolina Istrati exposé dans le théo

rème (4.2.3.6), il est crucial de se placer dans le contexte de la géométrie LCK, au 

lieu de celui plus large de la géométrie LCS. Le théorème d'Istrati mis en commun 

avec les résultats contenus dans les articles (Lerman et al., 2002) et (Pilca, 2016) 

mène à une classification des variétés LCK toriques compactes. Il convient main

tenant de se demander si une autre sous-classe des variétés LCS est susceptible 

d'être classifiée, en vue d'éventuellement obtenir une classification complète de la 

classe des variétés LCS. 
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