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RESUME

La conjecture de Poincaré d’Ozsvath-Szaboé stipule que S® et la sphére d’homolo-
gie de Poincaré sont les seules 3-sphéres d’homologie entiére irréductibles & étre
des L-espaces. Dans ce mémoire, nous étudions et généralisons un critére donné
par Boileau, Boyer et Gordon concernant cette conjecture pour les revétements
cycliques & 2 feuilles de S2 ramifiés sur des noeuds fortement quasi positifs. Pour
ce faire, nous mentionnons quelques notions d’homologie et de cohomologie ainsi
que quelques résultats sur les formes unimodulaires pour prouver le théoréme de
van der Blij. Nous continuons avec un rappel de la théorie des nceuds et de ses ou-
tils de bases et y présentons une démonstration de la formule de Fox qui permet
d’identifier les revétements ramifiés ¥,(K) qui sont des 3-sphéres d’homologie.
Nous énumérons ensuite les différents types de positivité d’un nceud. Le genre et
le 4-genre des nceuds quasi positifs sont déduits & 1’aide de la conjecture locale de
Thom prouvée par Kronheimer et Mrowka. Nous retragons également le travail
de Kauffman pour montrer que le produit d’intersection sur Hy(X,(F')) est pair
lorsque F est isotope & une surface de Seifert et établissons que I’argument pour
le critére trouvé par Boileau, Boyer et Gordon s’étend & tout n > 2 et aux noeuds
quasi positifs. Finalement, nous investiguons dans quelle mesure ce critére peut
étre intéressant pour déterminer si ¥,(K) n’est pas un L-espace.

Mots-clés : Conjecture de Poincaré d’Ozsvath-Szabé, noeuds, L-espace, quasi
positif, revétement cyclique ramifié, sphére d’homologie






ENGLISH ABSTRACT

English title : Cyclic branched covers of quasipositive knots and integer homo-
logy 3-spheres

The Ozsvath-Szabé Poincaré conjecture states that the only irreducible integer
homology 3-sphere L-spaces are S and the Poincaré homology sphere. In this
work, we generalized a criterion for this conjecture for double cyclic branched
covers of strongly quasipositive knots found by Boileau, Boyer and Gordon. First,
we introduce some homology and cohomology theory that we’ll need throughout
our study. We then present unimodular symetric bilinear forms to prove the van
der Blij theorem. Next, we turn our attention to knot theory and and show a
formula of Fox that enables us to detect when X,(K) is a homology 3-spheres.
Notions of positivity are then introduced and we deduce the slice genus (genus)
of quasipositive (strongly quasipositive) knots using the local Thom conjecture
proved by Kronheimer and Mrowka. Following the work of Kauffman, we show
that the intersection product on Hy(X, (F')) is even when F is an embedded surface
in B* isotopic to a Seifert surface relative to K. We prove that the argument
for the criterion of Boileau, Boyer and Gordon generalizes to all n > 2 and all
quasipositive knots. Finally, we investigate whether this theorem can detect cyclic
covers that are not L-spaces.

Keywords : Ozsvath-Szabé Poincaré conjecture, knot, L-space, quasipositive,
cyclic branched cover, homology sphere






INTRODUCTION

La topologie de basse dimension est un sujet trés riche qui occupe encore au-
jourd’hui grandement les mathématiciens. Durant les derniéres années, Ozsvath
et Szab6 ont introduit et développé 1’homologie d’Heegard Floer, un nouvel outil
permettant d’étudier autrement les variétés a trois dimensions. Un L-espace est
une 3-sphére d’homologie rationnelle dont le rang du groupe d’homologie d’'Hee-
gard Floer correspond au nombre d’éléments de son premier groupe d’homologie
(voir définition 5.5.1). Il est en fait conjecturé que seules S et la sphére d’homo-
logie de Poincaré sont des L-espaces qui sont également des 3-sphéres d’homologie
entiére irréductibles (Szab6, 2009). 11 s’agit de la conjecture de Poincaré d’Osvath-

Szabé.

Dans leur article (Boileau et al., 2017), Boileau, Boyer et Gordon étudient les revé-
tements cycliques & n feuilles de la sphére & trois dimensions, ramifiés le long d’un
neeud (fortement) quasi positif, qui sont des L-espaces. Comme ils le remarquent,
leurs travaux permettent d’établir un critére pour la conjecture présentée ci-haut
pour les revétements & deux feuilles ramifiés sur des nceuds fortement quasi positifs

(probléme 12.7 de (Boileau et al., 2017)) :

Théoréme 0.0.1. Soit K un nceud fortement quasi positif. Si Xo(K) est un L-

espace qui est également une 3-sphére d’homologie entiére, alors g(K) = 0 (mod 4).

Leur joli argument s’appuie essentiellement sur un résultat concernant les formes
unimodulaires paires qui stipule que la signature de telles formes est toujours

un multiple de huit. Grosso modo, les auteurs rappellent qu’en fait le produit



d’intersection sur Hy(X2(K)) est une forme isomorphe a la forme de Seifert symé-
trisée définie sur H,(F), ou F est une surface de Seifert pour K. Il est donc pair
puisque cette derniére 1’est clairement. En outre, ’hypothése indiquant que ¥o(K)
est une 3-sphére d’homologie entiére implique que ce produit est unimodulaire.
Enfin, leurs travaux mettent en lumiére la relation entre la signature d’un noeud

fortement quasi positif et son genre lorsque YXo(K) est un L-espace.

Le but du présent mémoire est d’introduire les notions apparaissant dans 1’énoncé
de ce théoréme et sa preuve afin de ’expliquer. Cependant, nous en profitons pour
montrer que leur argument permet de mener au théoréme suivant, une forme plus

générale du précédent.

Théoréme 0.0.2 (Boileau-Boyer-Gordon). Soit K un nceud quasi positif. Si le
revétement ramifié 3,(K) est un L-espace qui est également une 3-sphére d’ho-

mologie entiére pour un certain entier n > 2, alors g4(K)(n — 1) = 0 (mod 4).

Pour ce faire, nous rappelons au premier chapitre quelques résultats importants
d’homologie qui seront utiles pour la suite et introduisons le produit d’intersection
sur des variétés compactes de dimension n. Au second chapitre, nous présentons
la notion de forme unimodulaire ainsi qu’une preuve du théoréme de van der Blij
en s’appuyant sur les arguments de Serre (Serre, 1973). Une conséquence directe
est que les formes unimodulaires, paires et définies ne peuvent exister que dans les
espaces & dimension un multiple de huit, fait essentiel dans la démonstration du
théoréme 0.0.2. Quant au chapitre suivant, nous y étudions la base de la théorie
des noeuds et donnons en détail la construction des revétements cycliques de S3,
ramifié le long d’un noeud. Nous y fournissons aussi un argument menant a la
formule de Fox. Celle-ci sera trés utile pour notamment identifier les 3-spheére
d’homologie. Les notions de tresses et de positivité des noeuds sont présentées

au chapitre quatre. Nous terminons au dernier chapitre par la construction de



3,.(F), un revétement cyclique & n feuilles de la quatre-boule standard, ramifié
sur une surface F', et le calcul du produit d’intersection sur Hy(X,(F)). De 14,
nous établissons que cette forme bilinéaire est toujours paire et procédons & la

preuve du théoréme 0.0.2.
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CHAPITRE I

HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE

1l Théories d’homologie et de cohomologie

I1 est possible d’aborder I’homologie et la cohomologie de diverses maniéres. Par
souci d’efficacité, nous avons choisi ’approche axiomatique décrite dans (May,
1999). Ceci nous permettra d’avoir accés rapidement aux résultats classiques sur
I’homologie et la cohomologie, 1’outil de base avec lequel nous travaillerons. Pour
le lecteur qui préférerait une approche plus géométrique et intuitive, nous re-
commandons 'ouvrage de topologie algébrique de Hatcher (Hatcher, 2002), od

plusieurs détails techniques sont traités.

111y Théorie d’homologie

Définition 1.1.1. Soit G un groupe abélien. Une théorie d’homologie est une
famille de foncteurs covariants H,(—; G), qui envoient les paires d’espaces topolo-

giques (X, A) sur des groupes abéliens, munie d’homomorphismes

8: Hy(X,A;G) = Hyp_1(A,0;G)

satisfaisant les axiomes suivants :

— (Dimension) Ho({*},0; G) = G et H,({x},0;G) = 0 pour ¢ > 0;



— (Exactitude) A chaque paire (X, A), la suite d’inclusions
(4,0) = (X,0) — (X, A)
induit une longue suite exacte
coo = Hy(A,0,G) = Hy(X,0;G) = Hy(X, A,G) S H, 1 (A, 5,G) — ...

— (Excision) Si A et U sont des sous-espaces de X tels que U C int(A), alors

l'inclusion (X — U, A — U) < (X, A) induit un isomorphisme

H, (X -U,A-U;G) = H,(X, A;G);

— (Additivité) Si (X, A) = | |,;(Xi, A;), alors

Hy(X, A;G) = €D Hy(X;, A;; G);
iel
— (Homotopie) Soit f,g: (X, A) — (Y, B) des fonctions continues. S’il existe
une homotopie de f & g, alors les morphismes induits en homologie seront

égaux, c’est-a-dire

Hy(f;G) = Hy(g; G).

Bien que les notations ci-dessus soient précises, elles peuvent rapidement devenir
génantes et poser probléme. Ainsi, afin de les alléger quelque peu, nous noterons
Hy(X;G) en lieu de Hy (X, 0;G) et f. pour les morphismes induits en homologie
Hy(f;G). De plus, nous omettrons de préciser le groupe G lorsque celui-ci sera le

groupe Z.

L’axiome d’excision est équivalent & la suite de Mayer-Vietoris :

Théoréme 1.1.2 (Suite de Mayer-Vietoris). Soit A, B C X tels que X = int(A)U

int(B). Il existe une longue suite exacte

... = H(ANB) =% g (A) @ H,(B) == H(X) % H,_(ANB) = ...



ol 4,4,k et I sont les inclusions ANB — A, ANB— B,A— Xet B— X

respectivement.

La théorie d’homologie qui sera principalement utilisée dans ce qui suit est 1’ho-
mologie singuliére, car elle est trés bien adaptée a 1’étude des variétés compactes
et des nceuds. En fait, il est bien connu que si X est une telle variété, alors Hy(X)
est engendré par un nombre fini de générateurs. Ainsi, le théoréme de structure

des groupes abéliens de type fini implique que
HX)2Z'eZ/mZo...0 Z/nZ

pour certains entiers positifs &, ny,...n;. On peut donc décomposer H,(X) en sa
partie libre Ly(X) := Z* et sa partie de torsion Tory(X) :=Z/mZ ... ®Z/nZ.
Le ¢° nombre de Betti, ou le rang, de Hy(X) est l'entier k, noté S,(X).

Le prochain théoréme, dit & Hurewicz, met en lumiére la relation importante entre

le groupe fondamental et le premier groupe d’homologie d’une variété.

Théoréme 1.1.3. (Hurewicz) Si X est une variété connexe, il existe un homo-

morphisme surjectif
h:m(X) - H(X)

tel que ker h = [m(X), m1(X)]. En particulier, H;(X) est isomorphe & 1’abéliani-

sation du groupe fondamental de X, c’est-a-dire
Hi(X) 2 m(X)/[m(X), 1 (X)).
On dit que Ak est ’'homomorphisme d’Hurewicz.

1.1.2 Théorie de cohomologie

Une théorie de cohomologie se veut une sorte de théorie duale a celle d’homologie.

Elle est donc définie de maniére tout & fait analogue, & quelques distinctions prés.



Définition 1.1.4. Soit G un groupe abélien. Une théorie de cohomologie est
une famille de foncteurs contravariants H?(—; G) qui envoient les paires d’espaces

topologiques (X, A) sur des groupes abéliens munie d’homomorphismes
§: HY(A;G) » H™ (X, A;G)

ot H1(A;G) := HI(A,0;G), satisfaisant les axiomes suivants :
— (Dimension) H°({*}; G) = G et H1({*};G) = 0 pour ¢ > 0;

— (Exactitude) A chaque paire (X, A), la suite d’inclusions
(4,0) = (X,0) — (X, A)
induit une longue suite exacte
o= HI7YA;G) S HY(X, A;G) = HY(X;G) = HYA;G) — ...

— (Excision) Si A et U sont des sous-espaces de X tels que U C int(A), alors
linclusion (X — U, A — U) < (X, A) induit un isomorphisme

HY(X,A;G) » HY(X —U,A-U;G);

— (Additivité) Si (X, A) = | J,;(X;, A;), les inclusions (X;, A;) induisent un

isomorphisme

HY(X, A;G) = @ H(X;, A;; G);
iel
— (Homotopie) Soit f,g: (X, A) = (Y, B). S'il existe une homotopie de f & g,

alors

ou f* = H(f).



Encore une fois, la cohomologie singuliére est un exemple d’une telle théorie et tous
les détails sont faits dans (May, 1999). Bien que ces axiomes soient importants pour
caractériser les théories de cohomologie, les théorémes suivants nous permettent
de faire le pont entre homologie et cohomologie, rendant 1’étude de la cohomologie

plus simple.

Théoréme 1.1.5 (Théoréme des coefficients universels pour la cohomologie).
Pour G un groupe abélien et (X, A) une paire d’espaces topologiques, il existe

une courte suite exacte scindée
0 — Exti(H,_1(X, A),G) = HI(X, A;G) 5 Homg(H,(X, A);G) = 0.,
ol (,) est I'appariement de Kronecker.

Théoréme 1.1.6 (Théoréme des coefficients universels pour ’homologie). Pour G
un groupe abélien et (X, A) une paire d’espaces topologiques, il existe une courte

suite exacte scindée

0= Hy(X,A)® G — H,(X, A;G) = Tort(H,_1(X, A),G) —= 0.

Ces théorémes impliquent les faits suivants.
Corollaire 1.1.7. Si K est un corps, alors
Hy(X,A;K) = Hy(X,A;Z) K.
Corollaire 1.1.8. Si H,_;(X, A) est libre, alors
(,): HY(X,A) - Hom(H,(X, A),Z),
est un isomorphisme, car dans ce cas Exty(H,-1(X, A),Z) = 0.

Corollaire 1.1.9. Si M est une variété compacte & bord M potentiellement

vide, alors

HY(M,0M) = 2P«M3M) ¢ Tor,_,(M,OM).
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Le dernier corollaire nous permet donc de calculer facilement les groupes de coho-
mologie d’une variété compacte, pourvu que 1’on connaisse ses groupes d’homolo-
gie.

Finalement, la formule de Kiinneth permet de calculer les groupes d’homologie

(relative) des produits de CW-complexes. Afin de faciliter la lecture, nous incluons

I’énoncé tiré de (Hatcher, 2002) qui sera utilisé & la section 5.3.

Théoréme 1.1.10 (Formule de Kiinneth pour ’homologie relative). Soit R un
anneau intégre et principal. Si (X, A) et (Y, B) sont deux paires de CW -complexes,

alors il existe une courte suite exacte scindée
0D (I?i(X, A;R) @p Hoi(Y, B; R)) = HA(X x Y, AX Y UX x B; R)
i

P Torf(Hi(X, A; R), Hn_i_1(Y, B; R)) — 0.

o Hj est I’homologie réduite. Voir (Hatcher, 2002) pour plus de détails concernant

I’homologie réduite.
1.2 Dualité

Dans cette section, nous énongons la dualité de Poincaré et donnons une démons-
tration de la dualité d’Alexander. Nous suivons principalement ce qui est fait dans

(Hatcher, 2002).

Définition 1.2.1. Soit (I, <) un ensemble ordonné filtrant , c’est-a-dire que pour
toute paire d’éléments iy, 4; € I, il existe i € I tel que 7 < ¢ et 4; < 4. Un
systéme inductif de groupes abéliens ({G;},{f;i}) indexé par I consiste en une
famille de groupes abéliens {G;}icr et une famille d’homomorphismes de groupes,

fii : Gi = G; pour toute paire ¢ < j, satisfaisants

1. fii =1dg, pour tout i € I;
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2. 8ii < j<k,alors fi; 0 fis = fus-

Considérons maintenant ’ensemble L;¢;G;. Pour deux éléments g; € G et gx € Gk
vus dans cet ensemble, on pose g; ~ g s'il existe ¢ € I pour lequel fi;(9;) = fir(gk)-
Il se trouve que ~ est une relation d’équivalence. Ici, seule la transitivité n’est pas
évidente. Si g; ~ g; et g; ~ gk, alors foi(9:) = faj(9;) et fa;j(9:) = fer(g;) pour
certains a et B € I. Puisque I est filtrant, il existe v € I pour lequel o, § < 7. En

composant les derniéres égalités par f,, et f,3 respectivement, on obtient

Frilgs) = fri(g5) et fri(g5) = Frnlgn)

en vertu de la propriété 2 des homomorphismes du systéme inductif. Ceci implique
bien que g; ~ gk, d’ol la transitivité. On peut alors munir L;e;G;/ ~ d’une
structure de groupe abélien de la fagon suivante. Pour [g;] et [g;] € WierGi/ ~,
il existe k € I tel que 4,5 < k. On pose donc [g;] + [g;] := [fri(g:) + fr;(95)], ot
gi ~ fri(9:) € Gy et g; ~ fri(g;) € Gk, et on vérifier aisément que cette opération
est bien définie. La limite inductive du systéme, notée li_rgG’,-, est définie comme

étant le groupe abélien Lic;G;/ ~.

Proposition 1.2.2. Si J C I et pour tout 7 € I, il existe j € J tel que 7 < j,

alors

lim G; = lig G;.
I J

On dit alors que J est cofini. En particulier, si I posséde un élément maximal 7,

en prenant J = {7}, on obtient I'EQG,- =G,

Démonstration. Supposons que J est un sous-ensemble cofini de I et fixons ¢ € 1.
Si j € J est tel que ¢ < j, alors pour tout g; € G;, on a g; ~ fji(9;) € G4, d’'ou ils
sont égaux dans lim G;. O
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Proposition 1.2.3. Soit ({X;}ier, ) un ensemble ordonné filtrant. Si ’on note
tj; les morphismes en homologie induits des inclusions X; < X, alors pour tout

q20,
1. ({Hy(X)}, {u;}) forme un systéme inductif et

2. si X = |J; Xi, les homomorphismes Hy(X;) = Hy(X) induisent un homo-
morphisme ¢ : lig Hy(X;) — Hy(X).

Démonstration. Fixons g > 0.
1. Les groupes H,(X;) sont bien abéliens. De plus, il est clair que ¢; = Idg,(x;)
et que, par fonctorialité, I’on a ¢, = ¢ 0 ¢j; pour X; C X; C X;.

2. Soit [g;] et [gk] € lim Hy(X;). Par définition, on a

[9i] + [gx] = [445(95) + tir(gr)]

ou Xj,Xk & Xi. Ainsi

o([g5] + [9e]) = ©([1i5(95) + ¢ir(gx)])
= [e15(9) + tirgr)] 1,20
= [44(95)]Ha0x) + [ik(gr)] o000
= @([eik(gx)]) + o([tix(g5)])
= @([g1]) + #([ge)),

d’oll ¢ est bien un homomorphisme de groupes abéliens.

a

Définition 1.2.4. Soit X un espace topologique. Les sous-ensembles compacts
K; de X forme un ensemble ordonné filtrant pour I'inclusion puisque 1'union de

deux compacts est compacte. Ainsi, les groupes abéliens H?(X, X — K) munis des
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‘morphismes évidents H?(X, X — K;) = HY(X, X — K;) pour K; C K; forment un

systéme inductif. Les groupes de cohomologie & support compact sont définis par

HY(X) := lim HY(X, X — K;).

En ayant le concept de cohomologie & support compact, nous pouvons maintenant
énoncer la dualité de Poincaré, dont une preuve peut étre trouvée dans (Hatcher,

2002).

Théoréme 1.2.5 (Dualité de Poincaré). Si M est une n-variété orientable et sans

composante de bord, alors pour tout g > 0,

Hi(M) & Hyo(M).

Pour éviter le concept de cohomologie & support compact, il suffit de travailler

avec les variétés fermées.

Corollaire 1.2.6. Si M™ une n-variété orientable et fermée, alors pour tout g > 0,

HY(M) & Hyo(M).

Démonstration. Puisque M est compacte, HI(M) = HI(M). En effet,
H{(M) =lim H'(M,M — K;) = H'(M, M — M) = H(M),

ol la deuxiéme égalité est donnée par la proposition 1.2.2, M étant 1’élément
maximal de I’ensemble ordonné filtrant formé par les sous-ensembles compacts de

M. Le reste découle du théoréme précédent. O

Gréace a la dualité de Poincaré, nous pouvons maintenant nous concentrer sur la
dualité d’Alexander, qui est un outil 4 la base de plusieurs résultats importants
de la théorie des nceuds. En ce sens, nous donnerons une preuve détaillée de ce

théoréme qui suit ce qui est fait dans (Hatcher, 2002).
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Théoréme 1.2.7 (Dualité d’Alexander). Si K est un sous-ensemble propre, non
vide et compact de S™ qui est localement contractile, alors pour tout g > 0,

H,(S" - K) = A" Y(K).

Démonstration. Pour simplifier, nous ne montrerons que le cas dont nous aurons

besoin pour la suite, c¢’est-a-dire lorsque g > 0.

Considérons donc K un sous-ensemble propre, non vide et compact de S™ qui est
localement contractile. Par la dualité de Poincaré et la définition des groupes de

cohomologie & support compact, nous avons
Hy(S" ~ K) = HY™(S" - K) = lig H*9(S" — K, (S - K) ~ K)

ol K; sont des sous-ensembles compacts de S®™ — K. En particulier, K C S™ — K;
pour tout K; et donc (S™ — K) — K; = (S® — K;) — K. En posant U; := S — K;,
on peut considérer U; comme un voisinage ouvert de K. La limite inductive est

alors équivalente & celle prise sur ’ensemble filtrant ({U;}, D), d’oi1 I'on obtient
H,(S" - K) = liEH"_q(S" - KU —-K) liQH"‘q(S", U;),

le dernier isomorphisme étant donné par excision. Or, les groupes fIP(S") sont
triviaux dés que p # n. On a donc par la longue suite exacte en cohomologie

réduite de la paire (S™, U;) que
H™(S™,U;) = H™9Y(U;) pour tout ¢ > 0
et par surcroit

Hy(S" - K) = liﬂﬁ"‘q_l(U,-) pour tout g > 0.

Pour conclure, il suffit de montrer que

ligg H™~1~(U;) & B*"1(K).
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Puisque K est localement contractile, il existe Uy un voisinage ouvert de K dans
R™ C S™ et une rétraction 7 : Uy — K (pour plus de détails, voir le théoréme A.7
de (Hatcher, 2002)). L’ensemble des ouverts U C U, contenant K est un ensemble
cofini de ({U;}, 2). On peut donc se restreindre & ces ouverts pour le calcul de

]ggfl n=2-1([);) par la proposition 1.2.2. De 13, considérons I’homomorphisme
¢ : lim A" (U) —» A" 7Y(K)
induit des inclusions K < U et montrons qu'’il s’agit en fait d’un isomorphisme.

La surjectivité de 9 découle directement du fait que les rétractions 7|y : U = K

induisent des morphismes

HEE o) =y )= i G ()

Pour 'injectivité, fixons U et montrons qu'’il existe un voisinage ouvert V de K,

contenu dans U, tel que l'inclusion V < U est homotope & V ﬁ@ K<—U.

Pour ce faire, considérons H : U x I — R", I’homotopie linéaire telle que Hy = Idy
et Hy = r|y. Par linéarité, on a également que H(k,t) = k pour tout (k,t) € K x 1.
Il doit donc exister € > 0 tel que si N.(K) = {z € R": 3k € K tel que [z—k| < €},
alors H(N(K) x I) C U. Autrement, pour tout m € N, il existerait (Zp,tn,) €
N 1 (K) x I tel que H(Zp, ty,) € R® —U. Quitte & prendre une sous-suite, on peut
supposer sans perte de généralité que la suite {(Zm,tn)} converge, car N . (K)xI
est compact dans R™ et donc borné. Par construction, elle devra converger vers
un élément (ko,tp) € K x I. Mais

ko = H(ko,to) = H ( lim (mm,tm)) = lim H(Zm,tm) ER"— T,

mM—r00

car H(Zm,tm) € R® — U qui est fermé, contredisant le fait que kg € K C U.

Soit donc V' = int(N(K)), qui est un voisinage ouvert contenant K. L’homotopie
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restreinte & ce voisinage H|y : V x I — U est telle que Hy est 'inclusion V < U

et HyestV Tl_v) K — U, tel que voulu.

Par contravariance du foncteur H*(—), on obtient le diagramme commutatif

HY(U)

/

IE'Iq-—n—l ( K)

Y

HI-""Y(V).

On en déduit donc linjectivité, puisque si un élément de HI""1(U) est en-
voyé sur 0 dans H9"1(K), il sera également nul dans H9-"~1(V) et donc dans

lig H™=4-}(V). O
1.3 Produit d’intersection

Dans cette section, nous introduisons le produit d’intersection d’une variété M,
qui est une forme bilinéaire sur ses groupes d’homologie, en suivant ce qui est fait

dans I’excellente référence (Bredon, 1993).

Soit M une n-variété, fermée, connexe et orientable. Par la dualité de Poincaré,

il existe deux isomorphismes

)3

(=) ~ pne + HI(M) = Hyo(M)
D: Hy (M) S H™ (M),

ol D est l'inverse de (—) —~ ppr et ol pps est un générateur de H,(M) = Z.

Le produit d’intersection est une forme bilinéaire : Hy(M) X Hp(M) = Hpyq—n(M)

définie par

[A] - [B] := D~(D([A]) — D([B])).
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Par les propriétés du produit cup, on en déduit la proposition suivante.
Proposition 1.3.1. Si [A] € H,.(M) et [B] € Hy(M), alors

[B] - [A] = (-1)*=9)[4] . [B].

En fait, le produit d’intersection Hy(M) X Hp_o(M) — Ho(M) = Z peut étre

défini de maniére équivalente par
[A] - [B] := (D([A]) — D([B]), k),

ou (,) est 'appariement de Kronecker du corollaire 1.1.8. De plus, il est possible,
dans certains cas, de dégager une interprétation géométrique du produit d’inter-

section.

Théoréme 1.3.2. Soit M une n-variété lisse, fermée, connexe et orientable. Si A

et B sont deux sous-variétés, transverses I’'une a ’autre, alors

[Alaim(a) - [Blaim(s) = [A N Blaim(a)+dim(B)—n-
Corollaire 1.3.3. Si en plus dim(A) + dim(B) = n, alors

[4]-[B] = [AN B] € Ho(M) = Z.

Autrement dit, [A]-[B] est la somme finie et signée des points d’intersection de A
et B (Hutchings, 2011). Le lecteur est invité & aller lire la section 11 du chapitre

4 de (Bredon, 1993) pour une discussion compléte du théoréme précédent.

La notion de produit d’intersection se généralise aux variétés compactes orien-
tables dont le bord est non vide, simplement parce que la dualité de Poincaré
se généralise & ce genre de variétés. Il s’agit de la dualité de Lefschetz ou de

Poincaré-Lefschetz.
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Théoréme 1.3.4 (Dualité de Poincaré-Lefschetz). Soit M une n-variété orien-

table et compacte. Alors

H(M,0M) = H**(M) et H(M)= H"*(M,oM).

Pour une démonstration de ce théoréme, voir (Hatcher, 2002). On définit alors le

produit d’intersection

Hy(M) x Hy(M) = Hppq_n(M),
Hy(M) x Hp(M,0M) = Hpq—n(M)
Hy(M,8M) x Hy(M,0M) — Hyyqun(M,5M)

de la méme fagon que précédemment, mais en prenant les isomorphismes de la
dualité de Poincaré-Lefschetz du théoréme précédent. Notons que ces définitions
du produit d’intersection coincident. Autrement dit, si l, : H,(M) - H.(M,3M)
est I’homomorphisme induit par l'inclusion ! : (M, §) — (M, M), alors pour tout
o, B € Hy(M),

a-f=a-L(f)=L) B=L()- L)

Lorsque nous parlerons du produit d’intersection sur Hy(M), nous ferons référence
a la premiére forme. Autrement, nous parlerons de ’appariement d’intersection

sur H,(M).



CHAPITRE II

FORMES BILINEAIRES UNIMODULAIRES

Le chapitre précédent s’est terminé sur le produit d’intersection de variétés com-
pactes, une forme bilinéaire définie sur des groupes abéliens, c’est-d-dire des Z-
modules. Par la proposition 1.3.1, cette forme peut étre symétrique ou antisymé-
trique selon la dimension de la variété et des degrés des groupes d’homologie. Au
chapitre V, nous nous intéresserons plus particuliérement au produit d’intersec-
tion lorsque celui-ci est une forme bilinéaire symétrique et unimodulaire. En ce
sens, nous présentons dans ce chapitre ce type de forme bilinéaire particuliére, en

suivant ce qui est fait dans (Serre, 1973).

Définition 2.0.1. Un groupe abélien libre L. de rang r(L) = n est un Z-module
isomorphe & Z". On dit qu'un ensemble E = {e;} est une base de L si tout
élément = € L s’écrit de maniére unique comme une combinaison linéaire entiére

des éléments de E, c’est-a-dire s’il existe d’uniques entiers z1, ..., z, tels que
? ? ?
n
T = E Z;€;.
i=1

On montre aisément la proposition suivante.

Proposition 2.0.2. Soit L un groupe abélien libre de rang n et E = {e;} et
E = {&} deux bases de L. Si & = ZJ. aije; ol a;; € Z, alors la matrice de

changement de base P = (a;;) satisfait
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(i) P € Gl(n,Z) et

(ii) det(P) = +L1.

Démonstration.

(i) Sié& =Y 7, aijej, avec ay; € Z, on peut écrire également chaque élément de

la premiére base dans la seconde, c’est-a-dire e; = > _;._, bjx€x avec bjy, € Z.

Ainsi
n
éi= E a,-jej
Jj=1
n n
=> ay > bikér
j=1 k=1
n n
=E E ijbjk | €k

k=1 \j=1

et donc

n
E aijbjk = ik
=

Autrement dit, la matrice (b;x) € Mat,(Z) est la matrice inverse de (a;;).

(ii) Nous savons que
det(P~') det(P) = det(P~'P) = det(I,,) = 1, (2.1)

ot I, est la matrice identité de dimension n. Puisque P! = (bj) et P =
(ai;) sont deux matrices entiéres, il en découle que leurs déterminants sont

des nombres entiers. De I’équation 2.1, on conclut alors que

det(P) = det(P~') = £1.
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211 Forme bilinéaire unimodulaire

Définition 2.1.1. Soit R un anneau unitaire commutatif et L un R-module libre.
Une fonction B : L x L — R est une forme bilinéaire si pour tout z,y,z € L et
a,B € R,

(i) Blaz+ By, z) = aB(z,z)+ BB(y, 2)

(ii) B(z,oy + Bz) = aB(z,y) + BB(z, 2).
Par ailleurs, B est symétrique si B(z,y) = B(y,z) pour tout =,y € L. La forme

quadratique associée & B est la fonction @ : L — Z donnée par Q(z) := B(z, z).

Définition 2.1.2. Soit (L, B) un groupe abélien libre de rang n muni d’une
forme bilinéaire symétrique B : L x L — Z. Si E = {e;} est une base pour L, le
discriminant de (L, B), noté d(L, B), est ’entier

det BE,

oit BE = (B(e;, ¢;);;). On dit que B est la matrice associée a la forme bilinéaire
B dans la base E. La proposition 2.1.4 ci-bas nous assure que le discriminant de

(L, B) ne dépend pas du choix de la base.

Lemme 2.1.3. Si E = {e;} et E = {&} sont deux bases de (L, B), il existe
P € Gl,(Z) telle que

BE — pTBEp

Démonstration. La matrice de changement de base P = (a;;), oi & = > aije;,

permet de conclure. En effet, pour 1 < %,k < n,

n
B(&,&) = Y _ a;B(ej, e1)an

sl=1

ce qui est équivalent en notation matricielle 3 BE = PTBEP. O



22

Proposition 2.1.4. Le discriminant de (L, B) ne dépend pas du choix de la base
de L et est donc bien défini.

Démonstration. En effet, si E = {e;} et E = {&;} sont deux bases de L, alors il

existe une matrice P € Gl(n, Z) telle que BZ = PTBEP par le lemme précédent.

On a donc
det(B ) det(PTBE P)
= det(PT) det(B*) det(P)
= det(P)% det(BF)
= det(B%),
car det(P) = £1, comme il a été mentionné a la proposition 2.0.2 (ii). O

En général, une forme bilinéaire symétrique est dite unimodulaire si son discri-
minant vaut +1. A moins de préciser le contraire, il sera entendu que (L, B) est

supposé unimodulaire.

Pour définir le concept de signature d’une forme unimodulaire (L, B), nous devons

d’abord mentionner deux résultats importants d’algébre linéaire.

Théoréme 2.1.5. Toute matrice symétrique réelle A est diagonalisable, c’est-a-

dire qu'’il existe P € Gl,(R) telle que PT AP est une matrice diagonale.

Théoréme 2.1.6 (Sylvester). Pour deux matrices diagonales D; et D, dans R,
il existe P € GL,(R) telle que D; = PTD,P si et seulement si D; et D, ont le

méme nombre d’entrées positives, négatives et nulles.

Il en découle directement le corollaire suivant.
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Corollaire 2.1.7. Pour A € Mat,(R) symétrique, il existe P € GL,(R) telle que

PTAP = Diag(l,. —1 B,...;0).

L’entier 0(A) :==s—test la szgnature de A. Si A est 1nver81ble, alors s+t=n. 0O

Puisque Z n’est pas un corps, on ne peut appliquer directement ces résultats sur
(L, B). 11 faut donc «prolonger» la forme (L, B) & un corps, R par exemple. Pour
ce faire, on considére R™X) 2 [ ®; R et on définit la forme bilinéaire symétrique
Br : R"D) x R™E) 5 R de la fagon suivante : pour e ®z z et ¢’ ®zy € R on

pose
Br(e ®z z,€ ®zy) := zyB(e, €)

et I’on étend bilinéairement & tout R™Z), La forme symétrique By a une signature
s —t qui est bien définie sur R"™?) par le corollaire précédent. Ainsi, la signature
de (L, B), que l'on notera o(L, B), est simplement s —¢. Si en plus (L, B) est non
dégénérée, alors r(L) = s + t. Pour la suite, il sera utile d’écrire r(L)* pour s et

r(L)~ pour t.

Proposition 2.1.8. Si (L, B) est non dégénérée, sa signature et le rang de L sont

de méme parité, c’est-a-dire

r(L) = o(L, B) (mod 2).

Démonstration. Puisque (L, B) est non dégénérée, r(L) = r(L)* +r(L)~. Il ’en
suit que r(L) — o(L,B) = r(L)* +r(L)~ — (r(L)* —r(L)~) = 2r(L)~, d’ou le
résultat. [
Définition 2.1.9. On dit que (L, B) est définie si o(L,B) = =+r(L), définie
positive si r(L)~ = 0 et définie négative si r(L)* = 0. Par ailleurs, (L, B) est paire
si la forme quadratique associée est telle que Q(z) = 0 (mod 2) pour tout z € L.
Autrement, on dit que (L, B) est impaire.
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Proposition 2.1.10. La forme (L, B) est définie si et seulement si (L ®z R, Bg)

est définie.

Démonstration. Soit e € Let € R— {0}. Alorse®zz € LRz R et
Br(e®zT,e @z 1) = xz B(e,e).
>

Les deux formes ne peuvent donc étre définies qu’en méme temps. O

Proposition 2.1.11. En toute généralité, une forme bilinéaire symétrique (L, B)
est paire si et seulement si Q(e;) = B(e;, e;) = 0 (mod 2) pour tout e; dans une

base E = {e;} de L.

Démonstration. Soit E = {e;} une base de L. Alors pour z = inei € L, nous

1
avons

Glz)=201 (Z Tie;, szej)
i J
= Zziij(ei, e;)
i,J
= ZI?B(G,‘, ei) + Zziz_,-B(e,-, 6_7‘) + Z z,-z_,-B(e,-, ej)
i

i<j j<i

= Zx?B(ei, e)+2 Zzisz(e,-, ej),
i

i<j
en ré-étiquetant dans la derniére égalité. Comme B(e;, e;) est paire pour tout

1 < i < r(L) par hypothése, Q(z) doit étre paire. La réciproque est triviale. O

2.2 Eléments caractéristiques et théoréme de van der Blijj

Définition 2.2.1. Un élément caractéristique de (L, B) est un élément u € L tel

que pour tout = € L,

B(u,z) = B(z,z) (mod 2).
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Il n’est pas clair qu’un tel élément existe toujours, mais la proposition suivante
nous assure 1’existence d’un tel élément lorsque la forme bilinéaire est unimodu-
laire. Nous suivons I’argument de (de Souza, s d), mais une preuve peut également

étre trouvée dans (Serre, 1973).

Proposition 2.2.2. Un Z-module L muni d’une forme unimodulaire B posséde
toujours un élément caractéristique. En fait, si u est un élément caractéristique,

alors w 'est également si et seulement si w = u + 22/, pour un certain 2’ € L.

Démonstration. Fixons E = {e;} une base de L. Si u = Zujej est un élément

j
caractéristique de (L, B), alors pour e; € F,

B(u, ;) = B(e;, €;) (mod 2) < Z B(ej, ei)u; = Blej, ;) (mod 2).  (2.2)

Ainsi, pour trouver un élément caractéristique de (L, B), il suffit, par bilinéarité,

de trouver un élément u € L satisfaisant
ZB(ei,ej)uj = B(ei,ei), Vi1 S 7 S ’I”(L)
J
ou, de maniére équivalente, tel que
BEy = [B(e1,e1) ... Blerwy, er(L))]T.

Or, comme (L, B) est unimodulaire, (BZ)~! € Gl.(z)(Z) et donc une telle équation
posséde une (unique) solution entiére, prouvant de ce fait ’existence d’un élément

caractéristique :

U= (BE)_1 [B(el, 61) 5o o B(CT(L), CT(L))]T € L.

Pour la seconde partie de la proposition, il est clair que u + 22’ est un élément

caractéristique pour tout 2’ € L, puisque

B(u+27,z) = B(u,z) + 2B(?',z) = B(u,z) = B(z,z) (mod 2).
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Par contre, si w est un autre élément caractéristique, alors forcément w = u + 22’

pour un certain 2z’ € L. En effet, par ’équivalence (2.2), on doit avoir
Z B(e,-, ej)wj = B(e,-, e,-) (mod 2)
J
pour chaque 1 < 4 < r(L). Ainsi, il existe z =), ze; € L tel que
EB(e,-, 6_7')1.0_7' = B(e,-, e,-) e 22&5, V1 << T(L)
J
ou encore tel que
BEw = [B(ey, e1). .. B(er(r)s er(L))]T + 2z.
En multipliant & gauche par (BF) e Gly(1)(Z), on obtient

w= (BE)_l [Bley, e1) - - . Blerwy, erry)]” +2 (BE)—1 z=u+27,

=:z’eLl

comme voulu.

L’élément caractéristique d’une forme unimodulaire (L, B) permet de dégager un

nouvel invariant de cette derniére.

Corollaire 2.2.3. Si u est un élément caractéristique de (L, B) unimodulaire,
alors 7(L,B) := B(u,u) (mod 8) est un invariant de (L, B), c’est-a-dire que

7(L, B) ne dépend pas du choix de ’élément caractéristique.

Démonstration. Si u et w sont deux éléments caractéristiques, alors w = u + 2y

pour un certain y € L et B(u,y) = B(y,y) (mod 2). En particulier, B(u,y) +
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B(y,y) = 2k pour un certain k € Z. Ainsi,

B(w,w) = B(u + 2y, u + 2y)
= B(u,u) + 4(B(u,y) + B(y,v))
= B(u,u) + 8k
= B(u,u) (mod 8).

O
Comme !’illustre le prochain lemme, le nouvel invariant est préservé sous la somme
directe de formes unimodulaires.

Lemme 2.2.4. Si (L, B) et (L', B') sont des formes unimodulaires ayant respec-

tivement u et u’ comme éléments caractéristiques, alors u®v’ en est aussi un pour

(LeL',Bo B'). Deplus, 7(Le® L',B® B')=7(L,B)+ (L', B") € Z/8Z.

Démonstration. Si L= Z" et L' = Z", alors L & L' 22 Z**" et
DU = (Upy ..oy Un, ULy - -, Unys)-
Ainsi, pour tout £ @z’ € L @ L', nous avons

BoBuaov,z®z') = Blu,z) + B'(v,z)
= B(z,z) + B'(z',z') (mod 2)
=BoB(zdr,zdz') (mod 2),

d’ot u ® v’ est un élément caractéristique de (L & L', B @ B’). Un calcul tout a

fait similaire montre que

(Lo L',B® B')=1(L,B) + (L', B') (mod 8).
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Proposition 2.2.5. Soit p, g deux entiers positifs. Si on pose L = ZP*9 et B =
(1) ®g(—1), alors u = (1,...,1) € L est un élément caractéristique de (L, B) et

7(L,B) = p — ¢ (mod 8).

Démonstration. 1l est aisé de constater que 1 € Z est un élément caractéristique
pour (1) ainsi que pour (—1) : pour tout z € Z,

(£1)(1,z) = +2 = +2? = (+1)(z, z) (mod 2).
On conclut alors par le lemme précédent. O
Avec cette proposition, nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de van
der Blij suivant.
Théoréme 2.2.6. (Van der Blij, 1959) Si (L, B) est unimodulaire, alors

o(L,B) = 7(L, B) (mod 8).

Démonstration. Par la proposition précédente, le théoréme est vrai pour les formes
unimodulaires B = p(1) @ g(—1) avec p,q des entiers positifs, car dans ce cas

o(L,B)=p—q.

Soit maintenant u 1’élément caractéristique de (L, B). Du lemme 2.2.4, on sait
que @ :=u®1®1 est un élément caractéristique de (LOZ D Z, B (1) & (—1)).
Cette derniére est impaire, indéfinie et unimodulaire (car B 'est par hypothése).
Dés lors, en vertu du théoréme de structure des formes unimodulaires impaires et

indéfinies (Serre, 1973), il existe des entiers p, g > 1 tels que

(LOZSDZ,Bo (1) (-1)) = (Z°*,p(1) ® q(—1)).
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Ainsi, toujours du lemme 2.2.4, nous avons

o(L,B) = o(L, B) + 0(ZDZ, (1) ® (~1))

=o(LOZDZ,Ba (1) (1))

=o(LOZSZ,p(1) ®g(-1))
=7(LOZSZ,p(1) ®q(-1)) (mod 8)
=7(LOZBZ,B® (1) ®(—1)) (mod 8)
=7(L,B) +T(Z B Z, (1) ® (—1)) (mod 8)
= 7(L, B) (mod 8),

ot la derniére équivalence provient de la proposition précédente :
T(ZDZ,(1)®(-1)) =1—-1=0 (mod 8).

O

Du théoréme de van der Blij, on en déduit facilement les corollaires importants

suivants concernant les formes unimodulaires.

Corollaire 2.2.7. Si (L, B) est paire, alors

o(L,B) =0 (mod 8).

Démonstration. Si (L, B) est paire, alors pour z € L, on a B(z,z) = Q(z).

0 (mod 2). Ainsi, 0 est un élément caractéristique de (L, B) :
B(0,z) =0 = B(z,z) (mod 2).
Il s’en suit que o(L, B) = (L, B) = B(0,0) = 0 (mod 8). m

Corollaire 2.2.8. Si (L, B) est définie et paire, alors (L) = 0 (mod 8).
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Démonstration. Puisque (L, B) est définie, o(L, B) = +r(L), d’ot
r(L) = £o(L, B) =0 (mod 8).

|

C’est ce dernier corollaire qui se trouve au cceur de la preuve du théoréme 0.0.2.



CHAPITRE III

THEORIE DES NGEUDS

I1 serait vain de se lancer dans la preuve du théoréme 0.0.2 sans introduire la notion
de nceuds. Ce chapitre se veut donc un survol de la théorie des nceuds, de ses outils
de base et de certains résultats importants. Il existe plusieurs ouvrages de référence
sur ce sujet, mais nous recommandons au lecteur (Rolfsen, 1976), (Kauffman,
1987) et (Cromwell, 2004). Pour davantage de discussions, les références (Adams,
1994), (Livingston, 1993) et (Lickorish, 1997) sont trés appropriées. Finalement,

plusieurs détails intéressants sont présentés dans (Burde et Zieschang, 2003).

3.1 Quelques définitions

Définition 3.1.1. Un neeud est un plongement topologique K : S — R? ou S3.
Il sera utile de considérer un nceud simplement comme étant 'image K(S!), que

nous dénoterons également par K.

Définition 3.1.2. Deux nceuds Kj et K sont du méme type s’il existe une isotopie
ambiante H : S% x I — S telle que Hy = Idgs et Hi(Kjp) = K. Ceci définit une

relation d’équivalence et le type d’'un nceud K est la classe d’équivalence de K.

Pour éviter certaines pathologies, comme des nceuds infiniment noués, nous in-
troduirons la notion de nceud polygonal. Pour une discussion plus détaillée sur ce

sujet, voir la section 1.11 de (Livingston, 1993).
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Définition 3.1.3. Etant donnés deux points p et g de R3, le segment entre p et
q est ’enveloppe convexe de {p, g}, donné par [p,q] = {tp+ (1 —t)g: t € [0,1]}.
Pour un ensemble fini et ordonné de points {p, . .., p,} de R3, 'union des segments
[pi, Pi+1], est une courbe polygonale. Sip; ¢ [pi—1,Ppi+1], on dit que p; est un sommet
de la courbe polygonale. Les segments [p;, p;+1] sont les arétes de la courbe si p;

et p;41 en sont des sommets.

Définition 3.1.4. Un neud polygonal est un nceud K? : S* — R® dont I'image
est une courbe polygonale (forcément simple et fermée). Un neeud apprivoisé est

un nceud du méme type qu'un nceud polygonal.

Définition 3.1.5. Un point z d’un nceud K est localement plat s’il existe un
voisinage V' de z telle que la paire (V, VN K) est topologiquement équivalente & la

boule B? et un diamétre. Un nceud est localement plat si tous ses points le sont.

Proposition 3.1.6. Un nceud polygonal K? est toujours localement plat.

Démonstration. Soit z € K et A, I’ensemble des arétes de KP qui ne croisent
pas z. On sait que la distance entre un point et un segment est bien définie dans
I’espace euclidien R3. Comme A, est un ensemble fini de segments, considérons
€ la distance minimale entre z et les segments de A,. Comme chaque aréte de
A, n’intersecte pas z, € > 0. La boule B (2) n’intersecte aucun segment de A.,.
Si z est dans l'intérieur d’une aréte a., alors Bg(z) N K C a, et donc la paire
(Bs(2), B<(2) N K) est, par homothétie et translation, homéomorphe & B® et un
diameétre. Si, plutdt, z est un sommet de KP?, c’est-a-dire {2z} = a; N ay pour les
deux seules arétes a1, az ¢ A, alors Bs(2)NK = Bs(2)N(a1Uay). Si 6 est 'angle
entre a; et ay inférieur & m, une rotation qui envoie le secteur d’angle 6 sur un

secteur d’angle m permettra d’envoyer (a;Ua)NBg(2) sur un diamétre de la boule

B (2). De 13, une translation et une homothétie produiront un homéomorphisme

(Bs(2), Bg(2) N K?) = (B®, diamétre).

<
2
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O

Proposition 3.1.7. Tout nceud polygonal K? est du méme type qu’un nceud de

classe C®, c’est-a-dire un plongement lisse K : S < R3.

Démonstration. Donnons une esquisse de la preuve, inspirée de (Cromwell, 2004).
D’abord, on remarque que le nceud est lisse sauf en ses sommets. Soit donc z un
sommet de K? et a; et ag les (seules) arétes contenant z. Par la preuve de la
proposition précédente, il existe € > 0 tel que B.(z) N K? = B(2) N (a; U ay).
On peut donc déformer le noeud & Pintérieur de la boule B.(2) tout en s’assurant
que l'extérieur demeure intact. Le type du nceud ne changera donc pas. Il suffit
alors d’«adouciry le coin de K? par une fonction lisse comme exp(—1/22) sur

[—1,1]\{0} et 0 sur {0}. O

Proposition 3.1.8. Tout nceud apprivoisé K posséde un voisinage tubulaire,

c’est-a-dire qu'il existe un plongement du tore solide dans R® (ou S3)
h:S'x D> R3

tel que hlsixo} : (z,0) — K(z).

Démonstration. Par la proposition 3.1.7, K est du méme type qu’un nceud lisse
que l'on notera K. Par le théoréme du voisinage tubulaire (voir (Bredon, 1993)
théoréme 11.4), K posséde un voisinage tubulaire. L’isotopie qui envoie K™ sur

K préserve le voisinage tubulaire, d’ou le résultat. ]

Définition 3.1.9. Une projection d’un nceud polygonal K? est I’image de ce
dernier par une projection orthogonale m : R® — R2. Une projection de KP? est

réguliére si les énoncés suivants sont satisfaits :

1. Pour tout z € 7(KP?), la préimage 7~ !(z) contient un ou deux éléments de

KP.S’il en contient deux, on dira que z est un point double ou un croisement ;
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2. Aucun point double n’a de sommet de K? comme préimage.
p g

Proposition 3.1.10. Une projection réguliére d’un nceud polygonal ne posséde

qu’un nombre fini de croisements.

Démonstration. Par 1’élément 2, un point double doit étre I'image d’un point
intérieur de deux arétes de K?. Inversement, & deux arétes distinctes a; et ay de
KP?_ il ne peut correspondre qu’au plus un point double. Autrement, on aurait que
les deux segments m(a;) et m(az) s’intersecteraient en plus d’un point du plan.
Par convexité, l'intersection serait en fait un sous-segment des arétes. Or, les
extrémités de ce sous-segment, des points doubles, seraient en fait des extrémités
des segments mw(a,) et 7(az) qui, elles, ont évidemment des sommets de K? comme

préimage. Le point 2 ne serait donc pas satisfait.

Comme il n’y a qu’un nombre fini d’arétes, on conclut qu’il n’y a qu’un nombre
b

fini de croisements. O

Le prochain théoréme nous assure qu’il est toujours possible de considérer une
projection réguliére pour un type de nceud. Ce résultat est le théoréme 1.4.1 de

(Livingston, 1993) ou l'exercice 3.E.2 de (Rolfsen, 1976).

Théoréme 3.1.11. Soit K? un nceud polygonal dont les sommets sont (pi, - - . , Pn)-
Pour tout € > 0, il existe un neeud polygonal K? dont les sommets sont (g1, ... ,qn)
et tel que .

— pour chaque 1 <i < n, |p; — g <,
— KP et K7 sont du méme type et

— K1Y posséde une projection réguliére.

Démonstration. Une légére rotation par un axe passant par un sommet, non pa-

ralléle & 'axe de projection, devrait suffire. U
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(a) Projection réguliére (b) Diagramme orienté

Figure 3.1: Nceud polygonal en figure huit

Définition 3.1.12. Un diagramme d’un nceud est une projection réguliére munie

d’information relative & la hauteur & chaque croisement, comme 4 la figure 3.1b.

Corollaire 3.1.13. Tout nceud apprivoisé posséde un diagramme.

Puisque nous nous intéresserons qu’aux nceuds apprivoisés, nous omettrons a ’ave-

nir de le préciser.

Définition 3.1.14. Il est possible d’orienter un nceud en y induisant une orienta-
tion de S'. Dans un diagramme de nceud, ceci correspond & choisir une direction.
En fait, un diagramme sera orienté lorsqu’il sera augmenté d’une fléche pour
indiquer l’orientation du nceud comme 4 la figure 3.1b. Tout croisement d’un dia-

gramme orienté sera de type positif ou négatif, comme 4 la figure 3.2.

3.2 Surfaces de Seifert

Définition 3.2.1. Une surface de Seifert F pour un nceud K dans S2 est une

surface connexe, orientable et compacte dans S3 telle que OF = K.

Théoréme 3.2.2 (Algorithme de Seifert). Tout noeud posséde une surface de

Seifert dans S°.
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(a) Croisement positif. (b) Croisement négatif.

Figure 3.2: Types de croisement dans un diagramme de noeud orienté

Démonstration. L’argument suit principalement ce qui est fait dans (Cromwell,
2004). Notons que puisque 1’on peut plonger R? dans S8, il suffit de construire la
surface dans l'espace euclidien & trois dimensions. Pour ce faire, utilisons I’algo-

rithme de Seifert. La figure 3.3 illustre le processus avec le noeud en huit.

Soit K un nceud orienté et considérons un diagramme de celui-ci. Dans un petit
voisinage de chaque croisement du diagramme, on efface le croisement et on recon-
necte les bouts de sorte que 1’orientation soit compatible, comme aux figures 3.3a
et 3.3b. On obtient ainsi un ensemble fini de courbes orientées, simples et fermées
{7}, nommées cycles de Seifert. Ceux-ci peuvent étre intriqués les uns dans les
autres. Considérons alors n(7y) le nombre de cycles de Seifert qui bornent . On
s'en sert comme fonction hauteur pour plonger le diagramme dans R® = R? x R

en envoyant chaque courbe 7; sur (7y;, n(v:))-

Pour chaque cycle, il existe un disque A; du plan {(z,y, 2) : 2 = n(%)} C R? tel
que OA; = ;. L'orientation de +y; induit une orientation pour A; en suivant la
régle de la main droite. Dans la figure 3.3c, la couleur orange correspond & une

orientation positive et la couleur bleue & une orientation négative.



37

Py

(a) Diagramme  (b) Cycles de Seifert  (c) Disques A;  (d) Surface de Seifert

Figure 3.3: Algorithme de Seifert

Finalement, & chaque lieu ou il y avait un croisement, on attache une bande
homéomorphe 4 [0, 1]2 ayant une demi-torsion de sorte que le type de croisement

soit le méme que 1’original, comme & la figure 3.3d.

La surface F' ainsi construite aura clairement le noeud K pour bord. Elle est
également connexe (par arcs) et compacte. Il reste seulement & voir qu’elle est
orientable. Pour ce faire, étudions ce qui se passe au site d’un croisement. Il y
aura deux cas & considérer. Soit les disques correspondants sont sur le méme plan,

soit ils sont sur des plans différents.

Dans le premier cas, comme ils sont dans le méme plan, ils ne sont pas intriqués.
En particulier, ils sont d’orientation opposée. Puisque la bande a une demi-torsion,
I'orientation de la bande est compatible avec celles des disques, comme le montre

la figure 3.3d.

Si plutét les disques ne sont pas sur le méme plan, les cycles sont intriqués. Ainsi,
les cycles, et par suite les disques, ont la méme orientation. La demi-torsion de la
bande permet donc de relier les cotés positifs des deux disques ensemble ainsi que
les cotés négatifs ensemble, comme & la figure 3.3d. Encore une fois, ’orientation

sera compatible. O



38

Comme la surface de Seifert F' du nceud K est orientable, compacte et connexe
n’ayant qu’une seule composante de bord, elle est homéomorphe &4 une somme
connexe de g tores privée d’un petit voisinage ouvert autour d’un point. Le genre
de F est g(F) := g. Puisque chaque nceud posséde une surface de Seifert, il est

possible de définir le genre d’un neud K par
g(K) := min{g(F) : F surface de Seifert pour K}.
Définition 3.2.3. Un bicol pour une surface F' est un plongement
h:F x[-1,1] <R3 (ou S%)
tel que h(z,0) = z pour tout z € F'.
En fait, toute surface de Seifert F' pour un nceud K posséde un bicol. Effective-
ment, en prenant v un vecteur unitaire normal & F', la fonction
h:Fx[-1,1] >R

définie par (z,t) — = + Atv pour A > 0 assez petit sera bien un plongement, car

F est orientable et compacte.

La prochaine proposition donne une idée des groupes d’homologie des surfaces de

Seifert d’un neceud.

Proposition 3.2.4. Si F est une surface des Seifert, alors
H\(F) = 7% =~ H,(S* - F),

ou g est le genre de F.

Démonstration. Le premier isomorphisme provient du fait que si M est une surface

orientable, connexe et compacte ayant b > 0 composantes de bord, alors

Hy(M) = 22974,
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ol g est le genre de M. Quant au second, nous savons que
H,(S® - F) = HY(F)
par la dualité d’Alexander vue au premier chapitre et que

HY(F) = Hom(H,(F), Z)

2

par le corollaire 1.1.8. Puisque H,(F) & Z?%, on conclut bien que H;(S® — F)
Hom(H,(F),Z) = Z%.

3.3 . Nombre d’enlacements

Définition 3.3.1. Soit K et K; deux nceuds disjoints dans S3. Si Fy, est une
surface de Seifert pour K;, que ’on suppose sans perte de généralité transverse
a Ky, on définit le nombre d’enlacements entre Ky et K; & 1’aide du produit

d’intersection par
Ik(Ko, K1) := [Ko] - [Fx,]

oll [Ko] € Hy(S®) et [Fk,] € Ha(S®?). Notons que ce dernier est bien défini au
signe prés. En effet, le produit d’intersection est bien défini et ne dépend que
de l'orientation choisie, affectant seulement le signe. De plus, il ne dépend pas du

choix de la surface de Seifert choisie, comme le prouve le lemme 5.7.1 de (Cromwell,

2004).

Remarque 3.3.2. Comme il est mentionné dans (Kauffman, 1987) et (Rolfsen,
1976), en considérant S comme le bord de D*, il est possible de voir autrement le
nombre d’enlacements. En effet, en prenant Fi, et Fi, des surfaces plongées dans
B* transverses au bord S® telles que 8Fk, = K, et Fk, = K;. En les orientant
adéquatement, on obtient lk(Ky, K1) = Fk, * Fk,, ol le produit d’intersection est
pris dans D*. Cette définition du nombre d’enlacements sera entre autre utilisée

3 la section 5.4.
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En fait, plusieurs autres définitions du nombre d’enlacements sont données dans
(Rolfsen, 1976). La proposition suivante présente une définition trés utile qui uti-
lise les diagrammes des noeuds. Il s’agit d’ailleurs d’une version légérement modi-

fiée de celle donnée dans (Cromwell, 2004).

Proposition 3.3.3. Soit Ky et K; deux nceuds orientés et considérons Dy, et
Dk, des diagrammes de ceux-ci. Si Ck, /k, est 'ensemble des croisements entre
les diagrammes Dg, et Dk, pour lesquels le premier passe au-dessus du second,

alors pour tout ¢ € Ck, /k,, on pose

1  sic est positif
elc) =

—1 si ¢ est négatif,

comme 3 la figure 3.2. Alors
lk(Ko, Kl) =+ Z E(C).
ceC, K1/Kg

Démonstration. Comme le nombre d’enlacements ne dépend pas de la surface
de Seifert choisie, n’importe laquelle convient. Considérons alors la surface Fy,
produite par 'algorithme de Seifert & partir du diagramme Dy, . On remarque que
Ky et Fk, ne s’intersectent que dans un voisinage d’un croisement oti D, passe

sous Dg,. Le reste découle du corollaire 1.3.3. ]

Le nombre d’enlacements défini deux applications H;(S® — Kp) — Z et H,(S® —
K1) = Z qui sont linéaires. C’est donc une forme bilinéaire. En fait, comme il
est montré au lemme 5.7.2 de (Cromwell, 2004), il s’agit d'une forme bilinéaire

symétrique.

3.4 Forme de Seifert

Soit K un nceud et (F, h) une surface de Seifert de K de genre g munie d’un bicol

h. Si a est un cycle représentant une classe de Hi(F), on pose a* := h(a,£1). Il
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est clair que at

On peut alors définir la forme de Seifert Sg : Hi(F') x Hy(F) — Z par

n’est pas inclus dans F', donc il est disjoint de tout cycle de F.

SF(x, y) = lk(x) y+)

Si H1(F) est vu comme un Z-module ayant {a;,...,az,} comme base, la matrice
de Seifert associée V est la matrice d’ordre 2g dont les entrées sont

’U,;j — SF(ai,aj) = lk(ai,a;').
11 est possible de trouver une relation entre la forme de Seifert S et le produit

d’intersection H;(F') x Hy(F) — Z que nous noterons ¢ dans cette section. Pour

ce faire, nous aurons d’abord besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.4.1. Le nombre d’enlacements satisfait Ik(z~,y) = k(z, y").

Démonstration. (Esquisse) On s’en convainc facilement lorsqu’on considére la défi-
nition de la proposition 3.3.3 faisant appel aux diagrammes. En effet, étan.t donné
une projection réguliére de deux courbes simples et fermées (dans R?), si I'on
pousse la premiére vers le bas, I’autre sera forcément au dessus, ce qui produit le
méme diagramme que de tirer la seconde vers le haut. Les nombres d’enlacements

seron donc les mémes. d

Lemme 3.4.2. Soit F une surface de Seifert pour un nceud dans S® et {ay, . . . , az,}
une base de H;(F). Il existe une base {ai,...,az,} de H;(S® — F) telle que
lk(ai, aj) = 6,;3'.

Démonstration. Au lemme 5.3.4 du chapitre V, nous donnerons une preuve qui
peut étre adaptée ici. Ceci étant dit, on encourage la lecture de la preuve dans

(Rolfsen, 1976), ol I’auteur présente un joli argument géométrique. O
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Proposition 3.4.3. Soit ¢ : H,(F) x H,(F) — Z la forme bilinéaire donnée par

le produit d’intersection. Alors
1. ¢ est antisymeétrique, c’est-a-dire ¢(y, z) = —¢(z,y) pour tout z,y € H,(F);
2. Si D est une matrice associée & ¢, alors DT = —D;
3. Il existe une base de H,(F) pour laquelle la matrice associée a ¢ est

(0 1 ]

=L B
0 1

0 1
=10

oll les entrées non identifiées sont nulles;
4. Si D est une matrice associée a ¢, alors det(D) =1 et D2 = —1I;

5. Si Sr est la forme de Seifert, alors ¢(z,y) = Sr(z,y) — Sr(y, T).

Démonstration. 1. Ceci découle de la proposition 1.3.1. En effet, avec ces di-

mensions, le produit d’intersection est antisymétrique.
2. Par 1.

3. La fagon la plus simple ici serait de faire un argument géométrique utilisant
le fait qu’il existe une isotopie ambiante qui envoie F sur un disque ayant
des paires de bandes. Les cycles centraux des paires de bandes peuvent
étre déformés par isotopie de sorte que ceux-ci ne s’intersectent qu’une fois,
et chaque paire de cycles est disjointe deux & deux. Ces cycles sont les
représentants de classes de H;(F) formant une base & laquelle la matrice
associée est de la forme souhaitée. Voir le lemme 6.7.6 de (Cromwell, 2004)

pour plus de détails.
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4. 1l est clair que D, satisfait ces identités. Si D est une autre matrice associée,
alors il existe une matrice inversible P telle que D = P~!D,P. On vérifie

alors aisément que D satisfait aussi ces égalités.

5. Soit x et y € H (F). Si T est la surface h(z x [—1,1]) C $2 judicieusement

orientée, alors ¢(z,y) =y - [X]. Comme [0X] = 2~ — =™, on obtient

Sr(z,y) — Sr(y,z) = Kk(z,y") — Kk(y,z7)
S ].k(:L'_, y) = ]-k(y, £L'+)
= ].k(y,IL‘_) _ ]k(y’x-'-)

= ]‘k(ya TR $+)

=y-[Z]

= i(z,y),

ou la seconde égalité découle du lemme 3.4.1. Pour plus de détails, voir le

chapitre 7 de (Kauffman, 1987).

U5 Signature d’un noeud

Au chapitre I1, il a été rappelé comment définir la signature d’une forme bilinéaire
symétrique entiére et par surcroit d’une matrice symétrique entiére. Le but de la
présente section est donc de définir la signature d’un nceud grace aux formes de
Seifert. Or, ces formes dépendent évidemment de la surface de Seifert choisie.
Elles ne sont donc pas des invariants du nceud. Nous devrons donc parler de la
S-équivalence de matrices pour montrer que la signature est bien un invariant des

neeuds.

Définition 3.5.1. Deux matrices carrées de méme ordre sont congruentes, notées

A ~ B, s'il existe une matrice inversible P telle que B = PTAP. Si les matrices A
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et B sont entiéres, 'on dira qu’elles sont entiérement congruentes, notées A ~z B,

s'il existe une matrice entiére P telle que det(P) = +1 et B = PTAP.

Définition 3.5.2. Soit A et B deux matrices carrées. La matrice A est obtenue

par stabilisation de B si

f x 0
B
A= * 0
0 ... 0]0 1
_0 can Q10 0_

Définition 3.5.3. Deux matrices sont S-équivalentes si 1'une des matrices est

obtenue de 'autre 4 la suite d’opérations de congruence entiére et de stabilisation.

Théoréme 3.5.4. Soit K un nceud. Si V et V' sont des matrices de Seifert, alors

elles sont S-équivalentes.

Ce résultat trés important, mais non trivial, nous permettra de bien définir la
signature d’un nceud. Il s’agit en fait du théoréme 8.4 de (Lickorish, 1997), ot la

preuve est bien détaillée.

Si V est une matrice de Seifert pour un nceud K, la matrice symétrique entiére
V + V7 est une matrice associée & la forme de Seifert Sz symétrisée. Cette matrice
est inversible, comme il sera démontré au corollaire 3.6.5 ci-dessous. Il existe donc

une certaine matrice réelle inversible P telle que

PT(V +VT)P = Diag(l,...,1,-1,...,-1)
. 8 t

par le corollaire 2.1.7.

Définition 3.5.5. La signature d’un nceud K, notée o(K), est 'entier donné par

la formule

o(K)=s—t.
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Proposition 3.5.6. La signature d’un nceud est un invariant de celui-ci, c’est-a-

dire qu’elle ne dépend pas du choix de la matrice de Seifert.

Démonstration. Ceci découle directement du fait que deux matrices de Seifert V
et V'’ sont S-équivalentes énoncé au théoréme 3.5.4. En effet, si V ~g V’, alors
V'’ = PTV P pour une certaine matrice P de déterminant égal & +1. Du théoréme

de Sylvester (théoréme 2.1.6) il s’en suit que V' et V' ont la méme signature.

Si plutét V' est obtenue de V par stabilisation, alors

x 0 | 0 0
V+vT V+vT
V'+ (V) = x 0|~z 00
* [t R 0 010 1
i 0 01 0 | 0 0(1 0
Ainsi,
0 O 0 O 0
I 3R V+VT = I
V' + (V)T ~ 0 0 0 0 0
P3| Lo ]
S 0 —1 -3
d’ot V' + (V)T et V + V7 ont également la méme signature. O

Proposition 3.5.7. La signature d’un nceud est toujours paire.

Démonstration. Une matrice de Seifert est toujours d’ordre égal 4 2g. On conclut

donc par la proposition 2.1.8. O
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3.6 Polyndéme d’Alexander

Le polyndéme d’Alexander d’un nceud est un des premiers invariants importants
de la théorie qui a permis de différencier différents types de nceuds de maniére
relativement simple. Apparaissant dans la formule de Fox (théoréme 3.7.16), il
sera d’une grande utilité au chapitre V pour identifier les 3-sphéres d’homologie

rationnelle.

Définition 3.6.1. Si V est une matrice de Seifert pour un nceud K, alors le

polynéme d’Alezander de K est Ak(t) := det(VT — V).

Proposition 3.6.2. Le polynéme d’Alexander d’un noeud est bien défini modulo
la multiplication par £t™, m € Z. On notera ceci par Ak(t) = det(VT — tV),

pour V une matrice de Seifert.

Démonstration. On se souvient que deux matrices de Seifert sont toujours S-
équivalentes par le théoréme 3.5.4. Il suffit ainsi de voir que la congruence entiére
et I'opération de stabilisation n’affectent le polyndme d’Alexander d’un nceud que

par un facteur ¢.

Soit donc V' et V' deux matrices de Seifert pour un nceud K. Si V' ~z V, alors il

existe une certaine matrice entiére P telle que

det(V'T — tV') = det((PTV P)T — t(PTV P))
= det(PT(VT —tV)P)
= det(P)?det(VT — tV)
= det(VT — V),



car det(P) = +1. Si plutdét V' est obtenue de V par stabilisation, c’est-a-dire

alors

VT -

d’ott det(V'T — tV’) = tdet(VT — tV).

tVt =

. ]
|4
Vi=i x 01,
0 01
I 0 0 0 |
—tx 0 [ 0 0
VT —tv VT —tv

—tx 0 | ~ze-1 0 O
* x| 0 =t 0 0 —t
0 (SR | 0 i 0 1 0
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O

Remarque 3.6.3. La notation ~gzj ;-1 de la preuve précédente correspond & des

équivalences par opérations lignes et colonnes avec des facteurs de Z[t.t7!], au

méme titre que.la notation ~z précédemment mentionnée 1’était avec des facteurs

entiers.

Proposition 3.6.4. Pour tout nceud K, on a Ag(1) = 1.

Démonstration. Soit V une matrice de Seifert. On a Ag(1) = det(VT — V). Par

le point 5 de la proposition 3.4.3, VT — V est une matrice associée au produit

d’intersection ¢, d’ott det(VT — V) = 1 par le point 4 de la méme proposition. [

Corollaire 3.6.5. Si V est une matrice de Seifert pour un noeud K, alors la

matrice symétrique V + V7T est inversible.
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Démonstration. On a
det(V + VT) = det(V — VT) = 1 (mod 2).
En particulier, det(V + V7T) # 0. O

3.7 Revétements cycliques

Les variétés qui font ’objet du théoréme de Boileau-Boyer-Gordon sont les re-
vétements cycliques de S® ramifiés le long d’un noeud. Dans cette section, nous
étudierons en détail ces variétés, en présentant leur construction, en calculant leur

premier groupe d’homologie et en démontrant la formule de Fox.

Ce qui suit s’appuie principalement sur ce qui est fait dans (Kauffman, 1987),
(Lickorish, 1997) et (Rolfsen, 1976).

STl Revétements cycliques de l'extérieur d’un noeud

Définition 3.7.1. Soit K un nceud. Si T'(K) est un voisinage tubulaire de K dans
S3, c'est-a-dire 'image d’un plongement T : K x D?> < S3 tel que T'(z,0) = 0 pour
tout z € K, 'extérieur de K est la 3-variété compacte X (K) := S% — int(T(K)).
De plus, on appelle méridien de K la courbe simple et fermée T({1} x 8D?). On

le note px.

Puisque le méridien est unique & isotopie prés (Cromwell, 2004), on parle souvent
du méridien d’un nceud comme étant sa classe d’homologie dans H,(9T(K)),
que l'on note également ux par abus. Il est & noter que le méridien d’un nceud
est le bord d’un disque, & savoir T({1} x D?). Ainsi, il est homotopiquement et

homologiquement nul dans T'(K) (Rolfsen, 1976).

Proposition 3.7.2. Pour tout nceud K, H;(X(K)) = Z est engendré par un

méridien pgx du neeud.



49

Démonstration. Puisque X(K) = S — int(T'(K)) ~ $% — K, nous avons par la

dualité d’Alexander que
Hy(X(K)) & Hy(S* - K) = H'(K) = H'(S") 2 Z.
d

Remarque 3.7.3. Il est possible de prouver la derniére proposition en utilisant la
présentation de Wirtinger des groupes de nceuds 7r1.(.5'3 — K). Briévement, tous les
«méridiens», c’est-a-dire les générateurs de cette présentation sont conjugués deux
3 deux. Autrement dit, si zx et z; sont des méridiens, il existe z; € m (S% — K)
tel que zx = ziz12; !, Or, par ’homomorphisme d’Hurewicz, H;(S® — K) est
isomorphe & la présentation de Wirtinger de m, (S%— K') munie en plus des éléments

de [11(S% - K), m1(S® — K)] comme relations. En particulier, z;z12; 27" = 1, d’od
Tk = BT = 21,

ce qui montre bien que H, (S% — K) = Z est engendré par le méridien de K. Cette

preuve est un probléme de (Clay et Rolfsen, 2016).

On peut construire une 3-variété compacte appelée revétement cyclique de X (K).
Pour ce faire, fixons n € N et considérons F' une surface de Seifert pour K dans

5% munie d’un bicol h. Posons

F = FNX(K) N = h(F x [-1,1]) n X (K)
Y = X(K)-F Ny = h(F x (0,1)) N X (K)
N_ = h(F x [-1,0)) N X(K),

ol les notations sont choisies de sorte qu’un méridien orienté pg de K dans 0X (K)
entre dans N via N_ pour en ressortir par N, tel qu'illustré & la figure 3.4a. Par

définition, X(K) =Y U N et Ny et N_ sont inclus dans N et Y. Nous noterons
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LK
FI ----------------------------

(a) Extérieur de nceud X (K)

(b) Copie de Y (c) Copie de N

Figure 3.4: Construction du revétement cyclique a n feuilles

alors NY la copie de N dans Y et N¥ la copie de N incluses dans N afin de les

distinguer, comme aux figures 3.4b et 3.4c.

Soit maintenant I', := (¢ : t*). Prenons n copies de Y et N que l'on notera
Y ot N,
out! € Ty, donc t"Y =% =Y. Ainsi, tout élément de ' € I',, envoie z € Y (ou

N) sur I’élément 'z correspondant dans la copie 'Y (ou t*N). A I'union disjointe

| | gy uen),
tiel,



o1

s
P2 ’/tN

Figure 3.5: L’espace X, est le revétement cyclique a n feuilles de X (K)

on identifie ! N¥ ~ ! N¥ et ! N¥ ~ t**1 NY via I'identité. L’espace quotient

X, = (#Y Ut N) /
t'GI‘n

est un revétement cyclique & n feuilles de 'extérieur du noeud K. La figure 3.5

donne l'intuition derriére la construction de X,,.

Pour se convaincre que X, est bien un revétement au sens topologique, on re-
marque que le générateur de I',, vu comme une fonction ¢ : X, — X,, est un
homéomorphisme d’ordre n sans point fixe et que par construction X’n/Fn R
(YUN)/(NY ~ NY) ~ X(K). Autrement dit, tout élément de X, s’écrit de ma-
niére unique de la forme t'z, ou t' € T, et z € X(K). Ceci nous motive a définir
la fonction continue p : X, =5 X (K) par t'z — 2. Il est aisé de voir qu’il s’agit
en fait d’un revétement & n feuilles dont le groupe d’automorphismes Aut(p) est
isomorphe & T',. Puisque ce dernier agit transitivement sur X,, il s’en suit que

p: X, = X(K) est un revétement régulier.

Proposition 3.7.4. Le revétement p : X, = X (K) ne dépend pas de la surface
de Seifert utilisée ni de tout autre choix fait dans la construction. C’est en ce sens

que l’on parle du revétement cyclique & n feuilles X,, de 'extérieur du nceud K.
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Démonstration. 11 est suffisant de vérifier que le revétement p : X, — X(K)

correspond au noyau de ’homomorphisme surjectif
hn : m(X(K)) » Hi(X(K)) = Z —» Zn,

ol I'homomorphisme de gauche est ’homomorphisme d’Hurewicz et celui de droite
la projection canonique. En effet, celui-ci est unique & isomorphisme de revéte-

ments prés (théoréme 1.38 de (Hatcher, 2002)). On veut donc montrer que

pu(m(X,)) = ker hy,.

Par la théorie des revétements réguliers (corollaire 7.4 de (Massey, 1967), propo-
sition 1.39 de (Hatcher, 2002)) il existe une courte suite exacte

15 m(Xa) 25 m(X(K)) S Aut(p) 2 Th — 1. (3.1)

Par exactitude, pu(m (X)) = ker(p). Considérons maintenant le morphisme in-

duit ¢ : H1(X(K)) — I, tel que le diagramme
m(X(K)) —=Th
| A
H,(X(K))

commute. I1 en découle que p(m ()Z' n)) = ker(poh). Puisque le diagramme suivant

est aussi commutatif, h, = ¢ o h, on conclut effectivement que

pu(m(X,)) = ker(¢ o h) = ker h,,.
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Remarque 3.7.5. Comme p : X, = X(K) est un revétement fini et X (K) est
compact, X, est également compact. Plus encore, 8X (K) est homéomorphe &
un tore, étant le bord du voisinage tubulaire T(K'). Puisque m (0X(K)) — Z,
est surjectif et comme tout revétement compact d’un tore est forcément un tore,
on conclut que 8X, = p~1(8X(K)) est un tore. En fait, ji, := p~!(uk) est un
méridien pour 8X, qui revét n fois px. En particulier, p,([in]) = nlux] # 0 €
H\(X(K)).

Intéressons-nous maintenant au premier groupe d’homologie H, (X'n) Remarquons
que dans la construction du revétement )Z'n, on a les équivalences d’homoto-
pie Y ~ 83 — F et N ~ F. Ainsi, pour chaque t! € T, il existe des bases
{tias, ..., thag} et {tia, ..., t'ag,} pour Hyi(t'N) et H,(t'Y) respectivement par
la proposition 3.2.4. En adoptant les notations introduites & la section 3.4, les
cycles t"a;.t, pour 1 < j < 2g, représentent des classes de H,(t'Y). Autrement
dit, on peut voir ces représentants de classes d’homologie comme des mots de

l'alphabet {t'cy, ..., t'as,}.
Proposition 3.7.6. Avec les hypothéses ci-dessus, on a la présentation

Hy(Xa) = (Fop, fin : t'a; = t+a]),

ot t* € Ty, 1 < j, k < 29 et fi, est la préimage du méridien py, dans X (K).

Démonstration. Nous suivons ici ce qui est fait dans (Rolfsen, 1976). Comme il
a 6té mentionné & la remarque 3.7.5, la préimage fi, € 8X, de ux € 8X (K) est
un cycle qui revét n fois ux. Pour alléger les notations, la classe d’homologie que

représente ce cycle sera également notée fi,. Posons

V= | #¥ | Ujia ot 8= [0 || 2N U,

tiely tiely,
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oil les Y et ¢! N sont vus dans X,,. Alors

YUN'=X, et YNN' = (|_| (t‘N+th‘N_)) U fin.

ttely,

De plus, Y’ N N’ # () est connexe par arcs (les t*N; étant connexes par arcs et

reliés par fi,), donc la suite exacte de Mayer-Vietoris pour ’homologie réduite
o Hi(Y' N N') 28 H(Y') @ Hy(N') = Hi(X,) = Bo(Y NN') =0
implique que
Hy(X,) & H(Y') @ Hi(N')/Im(u. ® v.), (3.2)

ou u et v sont les inclusions N'NY’ < Y’ et N'NY’ < N’ respectivement.

En premier lieu, étudions H,(Y"). S$i A = | |ucp, t'Y et B = fin, alors AUB = Y" et
ANB = luer, (FY Nfiy) =~ |ler, t**. Encore une fois, la suite de Mayer-Vietoris

Hi(AN B) — Hi(A) ® Hy(B) - Hy(Y') % Ho(AN B) — Hy(A) ® Ho(B)

donne Hy(Y') = H,(A) @ Hy(B), car Hi(AN B) = 0. Par I’axiome d’additivité
de 'homologie, on obtient que Hy(Y") = (@, H1(t'Y)) @ Hi(fin). Autrement
dit,

H(Y') = (toy, fin)
outtel, et 1 <k<2g.

De maniére tout & fait analogue, on vérifie que
H] (N') = (tiaj, ﬁn) et H] (N' N Y') = (tia;, tia;-", ﬁn)

outtel,etl<j<2g.



95

Etudions maintenant Im(u,®v,). Rappelons que dans la construction de X,., nous
avons identifié t'NY¥ ~ tINY et t:NIV ~ t#1NY. Ainsi,

us ® vi(t'a;) = (tay, t'a;)

u, ® vi(t'af) = (tHa], t'a;)

Us D U*(ﬁn) o (ﬁ‘n, ﬁn)
De l'isomorphisme (3.2), on obtient alors la présentation
H\(X,) & (B, tiaj, fin : tia; = t'a;, ti"'la;." s =i

qui se simplifie & la présentation voulue

Hl(f(n) = (o, fin tia; = ti+1aj).

O

Remarque 3.7.7. Il est possible de construire le revétement cyclique infini X —
X(K) de la méme fagon que X,, mais en considérant plutét le groupe I' = (¢). La

preuve de la proposition précédente s’adapte alors pour montrer que

H{(X)= (Pay: tay —1'al),

ou 1 < j,k < 29. En voyant plutét H;(X) comme un Z[t, t~]-module, on obtient

la présentation
Hy(X) = (o : a; = taj),
ol 1 < 7,k < 2g. Il s’agit du module d’Alexander du nceud.

Corollaire 3.7.8. Soit F une surface de Seifert pour un nceud K. Si V est une
matrice de Seifert d’ordre 2g associée, alors VT —tV est une matrice de présenta-

tion pour le Z[t,t!]-module H;(X).
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Démonstration. La preuve suit ’argument présenté dans (Rolfsen, 1976). Soit
{a1,...,a2,} une base de H;(F) de laquelle V est obtenue. Par le lemme 3.4.2, il
existe une base {a, ..., az} de H (S® — F) telle que lk(a;, ;) = ;. Ainsi,

29 29
a;’ = Zlk(aj,ak)ak et a;y = Zlk(a;, ak)Ok.
k=1 k=1

En effet, comme aji € H1(S% — F), il existe des entiers cf tels que

29
L E =2
k=1

Par linéarité et dualité, on obtient pour tout 1 <[ < 2¢g que

2g
k(af, &) = lk (Z Cfak,az)
k=1

29
= cFlk(ox, a)

k=1

2g

E : +
= . 5kl

k=1

+

=Cl.

En fait, du lemme 3.4.1, on a
29
a; = Zlk(aj,a;c")ak.
k=1

Considérons maintenant la présentation du module d’Alexander de la remarque

précédente,
Hy(X) = (o : a; = taf).

Puisque V' est la matrice de Seifert pour la base {a,...,as}, c’est-a-dire v;; =
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lk(a;,a}), on obtient

2g 2g
a; =ta} & Z k(a;, af Yoy = tZlk(aj’, ax)o
k=1 k=1

29 2¢g

& Z ViR Qg — thkjak = 0.
k=1 k=1

& VT -tV)a=0

ot @l = [ay, ..., as), ce qui montre bien que VT —tV est une matrice de présen-

tation pour H;(X) vu comme un Z[t, t~!]-module. O
T2 Revétement cyclique & n feuilles de 53, ramifié sur un nceud K.

A la sous-section précédente, nous avons construit une 3-variété compacte X,
qui ne dépendait que de K et n > 2. Dans cette section, nous produirons une
3-variété compacte, mais sans bord, appelée le revétement cyclique a n feuilles de

$3, ramifié le long d’un nceud.

Définition 3.7.9. Soit f : (X,4) = (X, A) une surjection continue telle que
f(A) = A. On dit que f : X — X est un revétement a n feuilles de X, ramifié

sur A si
1. flg_5:X — A= X — A est un revétement a n feuilles de X — A et

2. fli: A — A est une bijection (continue).

Donnons quelques exemples utiles de tels objets.

Exemple 3.7.10. Si l'on considére le disque D? = {(r,0) : r > 0, 0 < 6 < 27},
alors f : D? — D? définie par (r, §) — (r, nd) est un revétement & n feuilles, ramifié
sur {0}. En effet, f restreint au disque sans I'origine est bien un revétement & n

feuilles de D? — {0} et ’origine est un point fixe de f. Voir la figure 3.6.
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Figure 3.6: Revétement ramifié de I'exemple 3.7.10, qui est également une coupe

meéridionale du revétement ramifié de ’exemple 3.7.11

Exemple 3.7.11. Il est également possible de trouver un revétement d'un tore
solide sur lui-méme, ramifié le long de sa courbe centrale S* x {0}. Pour cela, on
définit simplement p : S* x D? — S' x D? par (z,(r,6)) — (2, f(r,0)), ol f est
le revétement ramifié de I’exemple précédent. En effet, le seul point fixe de f est
'origine de D?. 1l en découle alors clairement que p fixe tout point de la courbe

S! x {0}. De plus, tout autre point est couvert n fois par p.

Soit maintenant T'(K) un voisinage tubulaire d’un nceud K et ux un méridien
vu dans 8T(K). L’exemple précédent produit p : T = S x D - T(K), un
revétement & n feuilles de T(K) ramifié le long de K, car K correspond & la
courbe S! x {0} sous ’lhoméomorphisme T'(K) = S* x D?. Ainsi, p~!(ux) est un
méridien de 8T qui recouvre n fois pg, comme il a été mentionné & la remarque
3.7.5. En fait, sip: X, = X (K) est le revétement cyclique de l'extérieur de K,
on peut identifier p|,%, avec pla7, ce qui nous permet donc d’attacher T a X, par
leur bord respectif de sorte que p~*(ug) corresponde & fin. La nouvelle variété est

notée Xn(K).
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Il est possible de prolonger contindment p & T via p. On aura ainsi une surjection
continue p : ¥,(K) = X(K)UT(K) = S2 qui, par construction, est un revétement

a n feuilles, ramifié le long du nceud K.

Définition 3.7.12. Pour un noeud K, p : Z,(K) — S2 est le revétement cyclique

a n feuilles de S, ramifié la long de K .

On remarquera que X,(K) est une 3-variété qui est bien compacte et qui, par
construction, est sans bord. Ainsi, ¥,(K) est une 3-variété fermée qui ne dépend

que de K et de n > 2.

Proposition 3.7.13. Pour tout noceud K et entier positif n > 2,
Hl(Xn) = Hl(zn(K)) ® Z.

~

Démonstration. De la longue suite exacte en homologie de la paire (£,(K), X,)

on extrait la suite exacte
Hy(Sn(K), %) 2 Hy(X,) & Hy(Sa(K)),

ol la seconde fléche est induite par ’inclusion 17 : Xn — X, (K). 11 se trouve que
cette derniére est surjective. En effet, si [0] € H,(Z,(K)), alors ¢ : ST = &, (K).
Quitte & perturber légérement o par une isotopie ambiante, nous supposerons
sans perte de généralité que o est un plongement lisse (voir corollaire 2.15.4 de
(Bredon, 1993)). On peut alors trouver o’ : 81 — %, (K) satisfaisant o/(S!) C X,

et o’ ~ 0. Ainsi, i.(0’) = o, d’ol la surjectivité.

Soit maintenant le tore solide T' attaché & X, pour construire X, (K). Si E(T)

est un «épaississementy de T' dans X, (K), alors par ’axiome d’excision pris avec

U =2%,(K)— E(T), on obtient I'isomorphisme

Hy(Zn(K), Xn) = Hy(E(T), E(T) — T) = Hy(T, 8T) = Z.
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En effet, (S.(K)—U, X, —U) = (E(T), E(T)-T) ~ (T, 8T) et Hy(S* x D?, S x
S1) 2 7. Aussi, Ho(T', 8T) est engendré par un disque méridional D, de T' (par
la preuve du dernier isomorphisme qui ne sera pas présentée). On peut alors en

déduire que J, est injectif. Pour cela, on constate que
Hy(T,8T) 2 Hy(Xa) 2 Hy(X(K)) = (uk)

est donné par p, 0 8,([Dn]) = pu([0D,]) = pu(fin) = nux # 0 (voir la remarque
3.7.5). Donc p, 08, : Z = Hy(T,8T) — Hy(X(K)) = Z est injectif. En particulier,

0, doit étre injectif.
En résumé, on a la courte suite exacte
022 H(X,) = Hi(S.(K)) > 0

Pour conclure, il suffit de voir que la suite se scinde. On cherche alors o : Hy (X)) —

Z telle que o o 8, = Idg.

Fixons F’ = {°F" une copie de F’ dans X,,, tel qu’illustré en bleu & la figure 3.5. On
définit @ sur H; (X'n) comme étant y — y-[F"], ¢’est-a-dire le produit d’intersection
avec [17"] Il est clair que a(fi,) = 1 puisque toute copie 'F’ n’intersecte qu’une
seule fois fi,, (voir figure 3.5). Ainsi, €08,(1) = a0d,([D,]) = a([8Dy)) = a(jis) =

1, ce qui compléte la preuve. O

Corollaire 3.7.14. En adoptant les notations de la proposition 3.7.6, pour tout

entier positif n > 2, on a

Hi(Zn(K)) = (tog : tha; = ti+1a;'),

o PET,et 155, k<2

Démonstration. La copie Z de la proposition précédente est engendrée par fi,. On

conclut alors directement par la proposition 3.7.6. O
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De maniére tout & fait analogue & ce qui a été fait au corollaire 3.7.8, on montre

la proposition suivante.

Proposition 3.7.15. Si V est une matrice de Seifert pour un nceud K, alors

H,(2,(K)), vu comme Z-module, a pour présentation
(ta: (VT —tV)ta = 0),

otal =[ay...ay],0<i<n—1lett"=1"=1€T,. Autrement dit, la matrice

carrée d’ordre 2gn X 2gn

vl v o0 0 0 0
0 VI v o0 E IS )
0 0 VI v 0 0
0 0 0 0 vt v
_—V 0 0 0 0 VT_
est une matrice de présentation de H;(2,(K)) vu comme Z-module. O

AT Formule de Fox

Nous concluons ce chapitre avec la présentation de la formule de Fox. Ce résultat
est d’'une grande importance en théorie des nceuds puisqu’il permet de calculer
facilement I'ordre du Z-module H;(X,(K)) & l'aide du polynéme d’Alexander du
nceud K. Comme nous ’avons déja mentionné, nous ’utiliserons entre autres pour

identifier les revétements cycliques X, (K) qui sont des 3-sphéres d’homologie.

Théoréme 3.7.16 (Fox). Soit K un nceud et X,(K) le revétement cyclique &
n feuilles de S3, ramifi¢ le long de K. L’ordre du groupe abélien (Z-module)
H,(X.(K)) est donné par la formule

B (Za(K))| = [T 18 (G,

ou {, = exp(2mi/n).



62

Avant d’aborder directement la preuve, donnons quelques résultats préliminaires
concernant les matrices de présentations de H;(X,(K)). Comme & I’habitude, F
dénotera dans ce qui suit une surface de Seifert pour un nceud fixé K de genre
g, {a1,..., a5} une certaine base de Hy(F'), V la matrice de Seifert associée & F
dans la base précédente, D = VT — V la matrice de la forme d’intersection dans
la méme base et I la matrice identité. Rappelons par ailleurs que D? = —I par la

proposition 3.4.3.

Lemme 3.7.17. Si G := DV, alors (G —I)® — G" est une matrice de présentation

pour le Z-module H,(X,(K)).

Démonstration. Nous suivrons ici la preuve faite dans (Gilmer, 1993). Considé-
rons la présentation de H;(X,(K)) de la proposition 3.7.15. Si ’on multiplie les

relations par D & gauche, on obtient la présentation

H\(Zn(K)) = (f'a: (G — I) — tG)t'a = 0)

= (t'a: (G- D' — Gt**la = 0).

En effet,

DVT —tV)=D(V +VT -V —tV)
=D(V+D-tV)
=DV — I —tDV
= (G 1) =1L,
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Autrement dit, une matrice de présentation pour H;(X,(K)) est

(¢-1 ¢ o0 o 0 0
0 G-I -G 0 0 0
0 g LGP =@ 0 0
M=
0 0 0 0 G-I -G
G 0 0 0 au Ser=dp
L < (2gn)x(2gn)

Pour simplifier I’argument, voyons M comme une matrice n X n dont les entrées
sont des matrices carrées d’ordre 2g. L’idée est de trouver une combinaison d’opé-

rations sur M qui préservera le Z -module présenté.

Pour 1 <1 <n -1, posons d’une part

G -1
— -1 _
@(G)=I+G+...+G —
et d’autre part
(G-1) -G' 0 0 o 0 |
0 G-I -G 0 0 0
0 0 G-I -G 0 0
M =
0 0 0 0 G-1 -G
-G 0 0 0 0 G-1I
L 4 (n=l41)x(n-14+1)

Il est & noter qu’en particulier M; = M. Fixons maintenant 1 <[ < n — 2 et

considérons la matrice M;. Sur celle-ci, appliquons les opérations suivantes :

1- additionner & la premiére ligne ¢;(G) fois la deuxiéme ligne;

2- additionner 4 la seconde ligne (G — I) fois la nouvelle premiére ligne;

3- interchanger la nouvelle premiére colonne et la nouvelle deuxiéme colonne.
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Comme le montre la proposition 8.B.1 de (Rolfsen, 1976), ces trois opérations

préservent le module présenté par la matrice M; & isomorphisme prés.

Aprés la premiére opération, la matrice M; devient

(G-I} -I —Ga@G) 0 ... 0 0
& @-Ff -6 @ w. B 0
0 0 G-I -G .. 0 0
0 0 0 B e BT =0
G 0 0 0 0 G-I

Aprés la seconde, on obtient

[ (@-Dt -1 -Ggi6) & ... © @ ]
G- 0 -G o0 ... 0 0
0 0 G-I -G 0 0
0 0 0 08— e T I
| =& 1@ © 0 v W B

et finalement, la derniére étape produit la matrice

-1 G-I} —Ga@) © ... 0 0 |
0 (G-I —G¥' o0 ... 0 0 l=rls @0
0 0 gl =& . ® B[ |8
: ' | M1
0 0 0 0 ..8=F @ | |[®
0 -G 0 0 0 @-1I

En commencant donc avec M = M; et en procédant ainsi jusqu’a !l =n — 2, on
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obtient la matrice

I % * * *

0 -I . * * %

L e | * *

0O 0 ... 0 |(G-D+1t -Gt
| 0 0 ..., 0 -G G-1

Or, il se trouve que ces mémes étapes sur M, _; produisent la matrice
-I (G-I)"!—-Gg,1(G)
0 (G-I -G

Ainsi, en combinant le tout, la matrice

I x * * *
0o -—-I . * * *
0 =T *
0 o ... 0 -—I *
0 0 ... 0 0 G-I)-Ggn

est une matrice de présentation pour H;(X,(K)). Puisque retirer les 2g(n — 1)
premiéres lignes et colonnes correspond & éliminer les générateurs redondants, on
obtient donc bien au final que (G — I)® — G™ est une matrice de présentation de

Hy(Zn(K)). O

Démonstration du Théoréme 8.7.16. La démonstration de la formule de Fox qui
sera présentée repose sur les arguments de (Burde et Zieschang, 2003). Rappelons
que dans C[z,w], si l'on permet aux variables z et w de permuter, c’est-a-dire

zZw = wz, alors

' —ut = f[(z — Cw).
i=1
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De maniére analogue, comme les matrices G et G — I commutent, on a l'identité

(G-I)"-G"= f[ [(G-1)-(.G]. (3.3)

i=1

Par ailleurs, on sait par ce qui a été fait dans la preuve du lemme 3.7.17 précédent

que
D(VT —tvV)=(G-1I) —-tG.
Comme det(D) = 1, on en déduit par la proposition 3.6.2 que
Ak (t) = det(VT —tV) = det(D(VT — tV)) = det((G - I) — tG).
En dernier lieu, puisque (G—I)"—G™ est une matrice de présentation de H; (X, (K))

et qu’elle est carrée, 'ordre de ce Z-module est donné par |det((G — I)* — G*)|,
tel que discuté & la section 8.B de (Rolfsen, 1976). Ainsi, on obtient

|H1(Zn(K))| = | det( -Gl

(G
det(i;l -el)
| de

tl(G - 1) - GG

:: u:::.

| £ ()7 A (G)]

-,
I
A

K(C:l)|7

Il
:;:

-
1
-

oll ¢ est un entier et | £ (}|? = 1 étant une racine de l'unité. E|



CHAPITRE IV

NEUDS QUASI POSITIFS.

Dans leur article (Boileau et al., 2017), les auteurs travaillent avec des entrelacs et
des nceuds quasi positifs et fortement quasi positifs. Dans ce chapitre, nous nous
employons & définir ce qu’est la quasi-positivité d’un noeud. Nous y présentons
également plusieurs résultats relatifs a ces types de nceuds introduits par Rudolph

(Rudolph, 1983b).

4.1 Tresses

Pour définir le concept de positivité d’un nceud, il convient de parler d’abord de
tresses. Une tresse de cheveux, par exemple, est faite de trois méches que l'on
entrecroise pour former de jolis motifs. C’est exactement 1'image que ’on doit
avoir en téte lorsqu’on parle d’une tresse mathématique. Ces objets sont en fait
directement lié & la théorie des noeuds par le théoréme d’Alexander que nous énon-
cerons au théoréme 4.1.8. Dans la présente section, nous suivrons essentiellement
le travail de Clay et Rolfsen (Clay et Rolfsen, 2016) o ils y introduisent la théorie

des tresses de maniére trés élégante.

Afin de définir la notion de tresses, considérons dans le disque unité D? des points
Pi1,---,Pn sur 'axe des abscisses que ’on supposera espacés également pour sim-

plifier.
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Définition 4.1.1. Un brin est un plongement 5; : [0,1] = D? x [0, 1] (ou 'image
d’un tel plongement) tel que

— la projection sur la deuxiéme coordonnée est 1’identité et

— Bi(0) = (p4,0) et B;(1) = (p;,1) pour un certain j € {1,...,n}.
En particulier, f; intersecte D? x {to} pour chaque ¢, € [0, 1] exactement une fois,

c’est-a~dire |5;([0,1]) N D? x {to}| = 1 pour tout t, € [0, 1].
Une tresse a n brins est donc un n-uplet de brins disjoints

B=B(t) = (Bu(t),--.,Bnlt)),

c’est-a-dire que B;(t) # B;(t) si ¢ # j. On parlera parfois de n-tresse pour alléger

le texte.

Définition 4.1.2. S’il existe une isotopie de D?x [0, 1] fixant D?x {0, 1} qui envoie
une n-tresse sur une autre, on dit alors que ces tresses sont équivalentes. Le groupe
de tresses a n brins, noté B,, correspond & ’ensemble des classes d’équivalence
des tresses & n brins muni de I'opération évidente de concaténation puis de remise
a ’échelle. L’identité correspond a la classe de la tresse ayant n brins paralléles.
L’image miroir d’une tresse est l'inverse de cette méme tresse, & savoir 3(1 — t).

Le terme tresse désignera & la fois I’objet et sa classe d’équivalence.

Soit maintenant o;, la classe d’équivalence d’une n-tresse dont S; passe «au-
dessus» de f;+1 exactement une fois et dont les autres brins sont «droits» et
paralléles comme & la figure 4.1b. Par un résultat de Artin (Artin, 1925; Artin,
1947) , il se trouve que chaque tresse peut s’exprimer comme un produit des a;.

Plus précisément, on a le théoréme suivant.
Théoréme 4.1.3 (Artin 1947). Le groupe de n-tresses B, a pour présentation

553 004 = 00; - sili—j]>2
n=\01...,0n-1 .

0;0i410; = 04100441 sinon
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(a) Tresse & 4 brins donnée par g0 ‘05 (b) Générateur o3 de By.

Figure 4.1: Exemple de tresses

Par exemple, la figure 4.1a illustre une 4-tresse écrite dans la présentation du

théoréme précédent.

Définition 4.1.4. Soit § une tresse & n brins plongée naturellement dans R3. En
connectant les bouts des brins de 8 par n chemins disjoints dans le plan y = 0,
on forme sa fermeture, que I’on note ﬁ La fermeture d’une tresse est toujours un

entrelacs. La figure 4.2 illustre un exemple.

Puisque la fermeture de toutes tresses forme un entrelacs, il serait intéressant de
déterminer exactement quand la fermeture d’une tresse est un nceud. Pour ce faire,
considérons S, comme le groupe de permutations de {p,...,p,} dont la compo-
sition se lit de gauche & droite. Il est alors possible de définir un homomorphisme
de groupe ¢ : B, — S, en «suivant les brinsy de la tresse. Par exemple, la tresse
de la figure 4.1a est envoyée par ¢ sur la permutation (2,3) de Sy, car en suivant
les brins de o303 103_ 1 p;est envoyé sur p;, ps SUr ps, P3 sSur ps et finalement p,

Sur py.
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Figure 4.2: Fermeture de la tresse 0105 ‘0105 - € B3 qui est du méme type que le

neeud en huit

Définition 4.1.5. Un k-cycle est une permutation 7 € S, agissant sur {pi,...,Pn}
pour laquelle il existe p;,, . . ., p;, tels que T envoi p;; sur p;,;,, pour 1 < j < k—1let

i, Sur p;,. On dit, qu’une tresse B contient un k-cycle si () contient un k-cycle.

La proposition suivante permet de caractériser les tresses dont la fermeture est un

neeud.

Proposition 4.1.6. Pour 3 une tresse & n brins, sa fermeture est un nceud si et

seulement si (8) est un n-cycle.

Démonstration. On remarque que chaque cycle d’une tresse produit une compo-
sante connexe dans sa fermeture. Puisqu’un noeud est un entrelacs n’ayant qu'une
seule composante, il ne doit y avoir qu’un seul cycle dans la tresse, d’ol1 le résul-

tat. O

Définition 4.1.7. Un neeud de tresse ou neeud tressé est un nceud qui est la

fermeture d’une tresse.

Une question naturelle qui vient en téte & ce stade est de savoir si tous les nceuds ou
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entrelacs peuvent s’écrire comme la fermeture d’une tresse. Bien que le langage des
tresses n’était pas encore développé par I’Autrichien Artin en 1925 (Artin, 1925),

un résultat d’Alexander datant de 1923 répond & cette question par 'affirmative.
Théoréme 4.1.8. (Alexander, 1923) Pour K un nceud , il existe n > 2 et 8 € B,
tels que K = .

Une esquisse de preuve est présentée dans (Clay et Rolfsen, 2016).

Exemple 4.1.9. Le nceud de tréfle peut étre réalisé comme la fermeture de la
tresse 0 € B, et le nceud en huit peut étre vu comme la fermeture de la tresse

0105 0105 € Bs, comme il est illustré & la figure 4.2.

La notion de nceud de tresse devient donc quelque peu désuéte, mais nous conti-
nuerons de ’'utiliser pour insister sur le fait que I’on considére le nceud en question

comme la fermeture d’un mot de la présentation de B, du théoréme 4.1.3.

4.2 Positivité

Pour cette section, nous nous sommes grandement appuyés sur l’efficace résumé

fait dans (Hedden, 2010).

Définition 4.2.1. Un nceud positif est un noeud possédant un diagramme n’ayant
que des croisements positifs, comme & la figure 3.2a.

Définition 4.2.2. Un nceud de tresse positive est la fermeture d’un mot de B,
n’ayant que des exposants positifs, c’est-a-dire B ot 8 = Tl o

Proposition 4.2.3. Tout nceud de tresse positive est un nceud positif.

Démonstration. Chaque générateur o; représente un croisement positif du dia-

gramme d’une tresse. Ainsi, le diagramme usuel d’un mot de la forme []}-, 0;,
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(a) Croisement positif. (b) Croisement négatif.

Figure 4.3: Types de croisement dans un diagramme de nceud orienté

n’a que des croisements positifs. Puisque le diagramme de la fermeture d’une tresse
ne produit pas de croisement additionnel, un nceud de tresse positive posséde bien

un diagramme n’ayant que des croisements positifs. O

Définition 4.2.4. Un noeud quasi positif est un nceud pouvant étre réalisé comme

la fermeture d’une tresse de la forme

m
-1
k=1

ol wy € B,.
Définition 4.2.5. Une bande positive de B, est toute tresse de la forme

0'7;,_7' = (0'7;0'7;+1 { e 0'_7'_2)0'_7'_1(0'7;0'7;+1 b 0'_7'_2)_1

pour 1 < i < j < n. Une bande négative est 'inverse d’'une bande positive. De la
définition, nous avons directement que 0; ;4 = 0;. Ainsi, chaque générateur o; est

une bande positive.

Définition 4.2.6. Un nceud est fortement quasi positif s'il est la fermeture d’une

tresse qui est le produit de bandes positives, c’est-a-dire s’il est la fermeture d’une
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tresse de la forme

m
H Tikgr+
k=1

Proposition 4.2.7. Tout nceud de tresse positive est fortement quasi positif et

tout nceud fortement quasi positif est quasi positif.

Démonstration. La premiére assertion découle directement du fait que 041 = ;.
La seconde quant a elle est évidente puisque les bandes positives o; ; sont, par

définition, des conjugués des générateurs du groupe de tresse. O

Finalement, un théoréme de Rudolph mentionne que tout noeud positif est forte-

ment quasi positif (Rudolph, 1999). Ainsi, nous avons la suite d’inclusions

{nceuds de tresse positifs} C {nceuds positifs}
C {nceuds fortement quasi positifs}

C {nceuds quasi positifs}.

La proposition suivante donne un exemple de nceud fortement quasi positif.

Proposition 4.2.8. Soit K = T, , un nceud torique. Supposons sans perte de
généralité que [p| > |g|- Si ¢/p > 0, alors K est un nceud de tresse positif et si

g/p < 0, K est un nceud de tresse négatif.

Démonstration. Considérons un diagramme de T, , comme il est décrit dans (Adams,
1994) : sur deux cercles concentriques de rayons différents, on trace en pointillé |p
rayons partant du petit cercle sur le plus grand de sorte que I'angle entre chacun
des rayons soit de 27/|p|. L'intersection entre les cercles et un rayon produit deux
points, donc |p| paires de points en tout. On relie chaque point du grand cercle

a un des points du petit cercle qui correspond & ¢/p tour dans le sens horaire si



74

(a) Trs = B ou = (0403020’1)7 € Bs. (b) Tega= ,B ouff = (0201)_7 € Bs.

Figure 4.4: Nceuds toriques comme fermeture de tresses

q/p > 0 ou dans le sens antihoraire si g/p < 0. En effagant les deux cercles de

départ, nous obtenons un diagramme du nceud torique, comme & la figure 4.4.

Tracons maintenant un rayon (rouge) du grand cercle imaginaire qui ne coincide
pas avec ceux précédemment tracés en pointille. Comme ce rayon peut étre vu
comme une coupe méridionale du tore sur lequel T, figure, il y aura |g| brins
qui le croiseront. Il est alors possible de trouver I’expression d’une tresse dans By
dont la fermeture est le nceud torique en question. Pour ce faire, il suffit de tourner
le rayon (rouge) dans le sens antihoraire et de «lire» les croisements & la maniére
d’un radar. Notons que par la construction de la projection, il est suffisant de
comprendre ce qui ce passe dans un secteur d’angle 27/|p| : les croisements se

répétent dans chacun de ceux-ci.

On remarque que si g/p > 0, alors le brin le plus excentré passe sous les |g| — 1
autres brins et ceux-ci ne se croisent pas deux & deux. Si plutét p/q < 0, alors
c’est le brin le plus au centre qui passe sous les autres et ces derniers, encore
une fois, ne se croisent pas deux & deux. Dans le premier cas on obtient la tresse

Olg/-10]g—2 - - - 0201, alors que dans le second cas on obtient plutot o7 a3 . .. aI;|1— 5



75

Au final, aprés un tour complet, on obtient T, , = B avec

- (0lg|-1T)g]—2 + - - 0901)P  siq/p>0

(Olq|-101q]—2 - - - 0201)"1’| si q/p<0

O

Corollaire 4.2.9. A image miroir prés, tout nceud torique est fortement quasi

positif. 0

11 est possible de caractériser les nceuds fortement quasi positifs 4 I’aide de surfaces

particuliéres. Pour simplifier leur construction, nous dirons qu’un m-uplet ordonné

b= (b1,-..,bm) est une représentation par bandes de longueur m de la n-tresse
B(b) = by...bm si chaque by est une bande de By, cest-a-dire by = of*, ot

1< < jr <nete =21 Un neeud est donc fortement quasi positif s’il est la

fermeture d’une tresse qui posséde une représentation par bandes positives.

Pour toute représentation par bandes 5, on construit une surface tressée de b dans
R3, notée S(E), de la fagon suivante (Rudolph, 1992). Considérons ’union de n

copies de D?, notées D;, chacune dans le demi-plan vertical
{(t,y,2) :y >0,z € R}.

On les relie par m copies de [0, 1]?, notées Ay, de sorte que

(i) la copie A est contenue dans la région
{(@y,2) i <2 <jr, y20, k-1< 2 <k}

(ii) A relie D;, et D;, en faisant une demi-torsion positive vers le bas si g = +1
ou une demi-torsion négative vers le haut si ey = —1.
La figure 4.5 illustre un exemple de S(b) pour la représentation par bandes b =

(03‘,,}, 012,01,3)-
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j

T

Figure 4.5: Surface tressée de 3, 101,201,3 = 03 10101,3

Par construction, les surfaces tressées S(b) sont des surfaces de Seifert pour 5(B)
qui est potentiellement un entrelacs. En fait, il n’est pas difficile de se convaincre
que lorsque les bandes de la représentation b ne sont que des générateurs o; et
leurs inverses, la surface tressée ainsi construite correspond & celle produite par
Palgorithme de Seifert pour le diagramme orienté de 4(b) (Rudolph, 1983b). Par
ailleurs, pour F' une surface de Seifert d’un nceud K, il existe toujours une repré-
sentation par bandes b et une isotopie ambiante qui envoie F' sur S(b) (Rudolph,

1992; Rudolph, 1983b). Ce résultat justifie la prochaine définition.

Définition 4.2.10. Une surface de Seifert F' est quasi positive s’il existe une

représentation par bandes positives b et une isotopie ambiante qui envoie F' sur

S(b).

Il en découle directement que les nceuds fortement quasi positifs sont exactement

les nceuds possédant une surface de Seifert quasi positive.
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4.3 Noeuds C-transverses et 4-genre

Dans cette section, nous introduisons la notion de nceuds C-transverses qui per-
met en fait de caractériser les nceuds quasi positifs. Puisque la définition exacte
présentée dans (Rudolph, 2005) nécessite des notions de géométrie de contact et
de variété de Stein que nous n’avons pas couvertes, nous utilisons plutét une dé-
finition simplifiée qui sera plus utile pour la suite et qui permettra d’alléger notre
étude (Rudolph, 1993). Ceci étant dit, (Geiges, 2008) peut étre une excellente

référence pour s’initier 4 la géométrie de contact.

Si f € C[z,w] est un polynéme complexe en deux variables, alors la courbe affine
complexe associée est notée V; := f~1({0}) et I’ensemble de ses points singuliers

est

Sing(Vy) := {(a, b) € C?: g—ﬁ(a, b= g—rf)(a, = O} .

Considérons maintenant la 3-sphére S® comme étant la variété
{(z,w) € C: |2]* + |w|* = 1}.

Lorsque le polynéme complexe f est tel que Sing(Vy) = 0 et tel que V; soit
transverse & S3, alors V; N S® # 0 est en fait d’une 1-sous-variété fermée et lisse
de S3. Autrement dit, V; N S est un entrelacs. Un nceud (ou un entrelacs) est

C-transverse s'il est du méme type que V; N .S3.

Il a été montré par Rudolph (Rudolph, 1983a) que tout entrelacs quasi positif est
C-transverse et il se trouve que la réciproque est également vraie. Elle est due &

Boileau et Orevkov (Boileau et Orevkov, 2001).

Théoréme 4.3.1. Les entrelacs quasi positifs sont exactement les entrelacs C-

transverses.
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Cette caractérisation des nceuds quasi positifs est. essentielle pour déterminer leur
4-genre. Elle permet également de le mettre en relation avec le genre des noeuds
fortement quasi positifs. Avant de procéder, rappelons d’abord que si F est une
surface de Seifert pour un nceud K, alors F' est une surface de S° qui est connexe,
compacte, orientable et qui posséde une unique composante de bord. Ainsi, le

genre de F et sa caractéristique d’Euler sont reliés par la formule
x(F)=2—-29(F)—1=1-2¢g(F), (4.1)
ou encore par

o(F) = 5(1 —x(F). (42

On définit le 4-genre d’un nceud de la méme maniére que g(K), mais au lieu de
se restreindre aux surfaces de Seifert contenues dans S%, on considére toutes les
surfaces lisses F' C B* telles que 8F = K € S® = B*. C'est donc dire que le 4-
genre de K est donnée par g4(K) := min{g(F)}. Puisque les surfaces considérées
pour g(K) sont également prises en compte pour la définition du 4-genre, nous

avons l'inégalité
94(K) < g(K). (4.3)
Finalement, il est possible de définir la 4-caractéristique d’Euler d’un noeud &
’aide de I’équation 4.1 par
Xa(K) =1 — 2g4(K).
Le prochain théoréme de Kronheimer et Mrowka, correspondant & la conjecture

locale de Thom, indique qu’il est suffisant de travailler avec le 4-genre pour les

nceuds fortement quasi positifs, car il coincide avec le genre classique.
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Théoréme 4.3.2. (Kronheimer et Mrowka, 1993) Soit K un nceud quasi positif.
Puisqu’il s’agit également d’'un noeud C-transverse, il existe un polynéme f €
Clz,w] pour lequel K = V; N S3. Si l'on note Fx = V; N B* la surface (lisse,

compacte, orientable et connexe) dans B* telle que 0Fkx = K, alors

94(K) = g(Fk).

En particulier, si K est fortement quasi positif, alors g(K) = g4(K) = g(Fk).

Démonstration. Présentons ’argument donné dans (Boileau et al., 2017). Il a
été prouvé par Rudolph & la section 3 de (Rudolph, 1993) que la plus grande
caractéristique d’Euler d’une surface (lisse, orientable, compacte et connexe) dans
B* dont le bord est K C S® est réalisée par F, c’est-a-dire que x4(K) = x(Fk)-
Ainsi,

1—xa(K) _ 1-x(Fk)

94(K) = 5 9

= g(Fk)-

Comme il est mentionné & la section 2 de (Rudolph, 1993), si K est fortement
quasi positif, alors on peut supposer que Fx est isotope & une surface de Seifert
F’ de K relativement & son bord, & savoir 0Fx = K. Ainsi, par la définition de

9(K) et I'inégalité 4.3, on obtient

9(K) < g(F') = 9(Fk) = 94(K) < g(K),
ce qui conclut la preuve. O
Une conséquence intéressante mentionnée par Rudolph est le corollaire suivant
qui est utile pour calculer facilement le 4-genre d’un nceud de tresse quasi positif.

Corollaire 4.3.3. (Rudolph, 1993) Si 8 = [[I, woyuw™' € By, alors x4(8) =

n—m.






CHAPITRE V

THEOREME DE BOILEAU-BOYER-GORDON

Dans ce chapitre, nous expliquons d’abord comment la formule de Fox permet
d’identifier les 3-sphéres d’homologie parmi les revétements ramifiés X, (K) et
montrons qu’il en existe plusieurs. Ensuite, nous construisons le revétement X, (F')
ramifié sur une surface de Seifert F', démontrons les propriétés du produit d’inter-
section sur ces variétés nécessaires & 1’application du corollaire 2.2.8 et présentons
enfin la preuve du théoréme 0.0.2. Nous poursuivons en prouvant la conjecture de
Poincaré d’Ozsvath-Szab6 dans le cas des revétements cycliques ramifiés sur des
neeuds toriques. Pour finir, nous étudions la possibilité d’utiliser le théoréme de
Boileau-Boyer-Gordon pour déterminer si certains revétements ramifiés sont des

L-espaces.

5.1 Sphére d’homologie
Une n-sphére d’homologie entiére (rationnelle) est une n-variété M telle que pour
tout ¢ € Z,
Hy(M) = Hy(S™) (Hg(M;Q) = Hy(S™;Q)).
De cette définition, toute sphére d’homologie M est connexe, fermée et orientable.

En effet, M est connexe puisque Ho(M;K) = Ho(S™;K) = K, ou K = Z ou Q.

Elle n’a pas de bord, car le n'*™® groupe d’homologie d’une n-variété & bord est



82

toujours trivial. Elle est compacte, car autrement nous aurions
K = Hy(S%K) = Hao(M;K) =0,

ce qui est absurde. Finalement, une n-variété fermée, rappelons-le, est orientable
si H,(M) = Z. Si M est une sphére d’homologie entiére, on a directement que

H,(M)=Z.Si M est plutét une sphére d’homologie rationnelle, alors
Q= Ho(M;Q) = Ho(M)®Q
>~ (M) @ Tor,_,(M)) ® Q

@00,

d’ou B,(M) = 1. De plus, par le corollaire 1.1.9 et le fait que M soit de dimension

n, on sait que

0 & H™H (M) = 7P+ M) @ Tor, (M)
et donc que Tor,(M) = 0, d’ott H,(M) = ZP+M) @ Tor,(M) = Z. Autrement dit,
M est bien orientable.
Pour les sphéres d’homologie & trois dimensions, il est possible de les identifier &
l’aide de leur premier groupe d’homologie.

Proposition 5.1.1. Une 3-variété M connexe, fermée et orientable est une 3-

sphére d’homologie entiére (rationnelle) si et seulement si

Hy(M)=0 (Hl(M;Q) = 0).

Démonstration. Soit K = Z ou Q. Puisque M est connexe, fermée et orientable,
H3(M;K) =2 K = Hyo(M;K). De plus, par la dualité de Poincaré et le théoréme
des coeflicients universels,
Hy(M;K) = H'(M;K) = Hom(H, (M; K), K) 20,
Nt e’

=0
d’olt M est bien une 3-sphére d’homologie sur K. La réciproque est triviale. [
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Corollaire 5.1.2. Une 3-variété connexe, fermée et orientable M est une 3-sphére
d’homologie rationnelle si et seulement si Hy(M) est un groupe fini, c’est-a-dire

§'il est d’ordre |Hy(M)| # 0.

Démonstration. En général, H\(M) 2 Z™"®Z/mZ®...®Z/nZ pour un certain
m € N et donc

Hi(M;Q) = Hi(M)®Q=Q™

De 13, H;(M;Q) = 0 si et seulement si m = 0, c’est-a-dire si et seulement si

Ce corollaire, combiné & la formule de Fox, permet d’identifier rapidement si les
revétements cycliques & n feuilles de S3 ramifiés sur un nceud K sont des 3-sphéres

d’homologie.

Proposition 5.1.3. Le revétement ramifié ¥,(K) est une 3-sphére d’homologie
rationnelle si et seulement si aucune racine n*™® de 1'unité n’est une racine du

polynéme d’Alexander de K. O

Exemple 5.1.4. Si Ag(t) = ¢i5(t) = t8 —t" + 85 —t* +¢3 — ¢t + 1, alors
24(K) est une 3-sphére d’homologie entiére. Pour s’en convaincre, il suffit, par
la proposition 5.1.1, de vérifier que |H;(Z4(K))| = 1. Or, on remarque que pour
(s = exp(2mi/4) =i, 0n a

A(C) =) =B —i"+P® —i*+¥ —i+1=14i+i—1—i—i+1=1
De méme,
Ag(G) =dis(-1) =1 et Ag()=s(—i)=1.

Ainsi, la formule de Fox donne

[H1(Za(K))| = |Ax COll AR (CNAK (CD)] = 1,
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tel que prédit.

Exemple 5.1.5. Le méme argument que ’exemple précédent montre que si K
est un neceud tel que Ag(t) = 1, alors X,(K) est une 3-sphére d’homologie entiére
pour tout n > 2. Nous verrons & la section 5.6 plusieurs nceuds non triviaux qui

satisfont cette condition.

5.2 Propriétés des revétements cycliques ramifiés

Maintenant que nous savons quand X,(K) est une 3-sphére d’homologie ration-
nelle, montrons qu’en fait c’est trés souvent le cas. Pour ce faire, nous avons besoin

de la suite exacte de Milnor.

Lemme 5.2.1. (Milnor, 1968) Soit X(K) l’extérieur du nceud K dans S et
p: X = X(K) son revétement infini. Si Aut(p) & (¢), alors

1—t,: Hi(X;K) » H(X;K)

est un isomorphisme, ot K est un corps ou Z.

Démonstration. Si C.(Y;K) dénote le K-module engendré par les simplexes sin-

guliers de ’espace Y, on a alors une courte suite exacte (Milnor, 1968)
0 = Cu(X;K) == Cu(X;K) 25 Cu(X(K);K) = 0,
qui induit une longue suite exacte en homologie
.. = Hy(X(K);K) = Hi(X;K) 25 H, (X K) 25 Hy (X (K);K)
— Ho(¥X;K) 2= Hy(X;K) - . ..

Cette suite est ce qu’on appelle la suite eracte de Milnor du revétement cy-
clique infini p : X — X(K). Par la dualité d’Alexander, Hy(X(K);K) = 0 et
H (X (K);K) 2 K et par connexité de X,

1—t,: Hy(X;K) 2K = Hy(X;K) 2K
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est trivial. On obtient donc la suite exacte
0— Hi(X;K) 2= Hi(X;K) 23K » K S K.

I1 est possible de montrer qu’en fait p, est trivial.
— SiK = Z, alors K —» K est un isomorphisme, car les seuls homomorphismes

surjectifs de Z dans Z sont plus ou moins l'identité.

— Si K est un corps, nous travaillons avec des applications linéaires sur des es-
paces vectoriels. Par le théoréme du rang, I’homomorphisme K — K surjectif
est un isomorphisme.

L’exactitude de la suite permet de conclure dans les deux cas que p, = 0, d’oil en

fin de compte on obtient

0 — Hy(X;K) = Hy(X;K) - 0,
tel que voulu.
O

Proposition 5.2.2. Si p est un nombre premier, alors X,n(K) est une 3-sphére

d’homologie rationnelle pour tout nceud K et tout n € N.

Démonstration. Soit q : X — X (K) le revétement cyclique infini dont le groupe
d’automorphisme est (). Si X,» — X (K) est le revétement cyclique & p” feuilles,

il est alors aisé de voir que par la construction des revétements cycliques,
X = Xpn

est un revétement cyclique infini dont le groupe d’automorphismes est (¢*"). Consi-

dérons maintenant la section de sa suite de Milnor suivante

~

Hi(X;2,) 25 B (X;2,) 2 Hi(Xpm: Z,) = Ho(X;Z,) =5 Ho(X;Z,).
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Comme le dernier morphisme 1 — 2" est trivial, on a la suite exacte

n

Hy(X;2,) 255 Hi(X;Z,) & Hy(Rypn; Zp) — Z — 0. (5.1)
Plus encore, on sait du lemme précédent que
1—t,: Hi(X;Z,) » Hi(X;Z,)

est un isomorphisme et, par conséquent, (1 — t,)*" : Hi(X;Z,) - Hi(X;Z,)
aussi. Or, en travaillant avec les entiers modulo p, on a (1 —t,)"" =1 —#", d’oil

I’homomorphisme g, de la suite exacte (5.1) est nul. Ceci implique donc que
H\(Xpn;Z,) 2 Z,,.
Par la proposition 3.7.13,
L, = HI(X ni Zp) = Hy(Spn (K); Zp) © Zy,

d’ott Hy(Xpn(K);Zy) = 0. Autrement dit, le Z-module H;(Z,n(K)) est fini par le
théoréme des coefficients universels. Du corollaire 5.1.2, ceci est équivalent & dire

que Z,n(K) est une 3-sphére d’homologie rationnelle. O

En ce sens, il y a «beaucoup» de revétements cycliques ramifiés de S2 qui sont

des 3-sphéres d’homologie.

5.3  Construction de Z,(F)

Soit K C S% un nceud et F une surface (lisse, connexe, compacte et orientable)
dans B* telle que OF = K. Il est possible de construire un revétement cyclique &
n feuilles de B* ramifié sur F, un peu & la maniére de &,(K). Pour ce faire, nous

suivons ce qui est fait dans (Boileau et al., 2017).

Considérons d’abord X := B* — int(T'(F)), ot T(F') est un voisinage tubulaire de

F, c’est-a-dire I'eztérieur de F dans B*. Il est & noter que

T(F)~ F x D
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Effectivement, puisque F et B* sont orientables, le fibré en 2-disques T'(F') est un
fibré orientable. Par ailleurs, comme F # (), il en résulte que F est homotopi-
quement équivalent & un wedge de cercles contenu dans F'. Or, comme un fibré en
2-disque orientable avec base un wedge de cercles est un fibré trivial, on conclut

bel et bien que T'(F') est un fibré trivial.

On munit X de l'orientation induite par celle du plan complexe. De la longue

suite exacte de la paire (B, X), on obtient
H.(X) = H,41 (B, X).

Si E(T(F)) est un «épaississementy de T'(F) dans B* et U := B* — E(T(F)),

alors on remarque que
(B* - U,X —U) = (E(T(F)), E(T(F)) - T(F))
~ (T(F),T(F) - F)
~ (F x D*,F x §%)
et donc par excision

ﬁr(X) = Hr+1(B4’X) = Hr+1(F X Dz, F x Sl)

Plus encore, (F,0) et (D?, S!) sont des paires de CW-complexes, donc la formule

de Kiinneth énoncée au théoréme 1.1.10 implique que

H. 1 (F x D*F x §*) = @ (Hi(F) ®z Hr41-4(D?,8Y)) @

@ Tory(H;(F), Hy41-i-1(D?, 8))
= (Hr—l(F) Xz H2(D27 Sl))
® Tor? (H,—o(F), H, (D?,5Y))
> (H,_1(F) ®z Z) ® Tor? (H,_5(F),Z).
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Comme Z est libre, il est en particulier un module plat, donc Tor? (H,_o(F),Z) =
0. Ainsi

Hyy1(F x D, F x SY) 2 H,_(F) ® Z = H,_,(F)

et on en conclut que

Z sir=1
ﬁr(X) = Hr_]_(F) = Z2g gl =2 ,

0 sinon

ol g est le genre de F. En fait, il sera montré & la proposition 5.3.2 que H;(X)

est engendré par le méridien de T'(F).

Bref, il existe un homomorphisme surjectif
7T1(X) — Hl(X) -7

auquel est associé un revétement régulier infini cyclique p : X — X. Si l'on

considére plut6ét ’homomorphisme
m(X) = Hi(X) = Z — Zy,
on obtient un revétement régulier cyclique a n feuilles p, : X, = X tel que

X—X

N

X

est un diagramme commutatif de revétements. De maniére analogue a la construc-
tion de X,(K), si T'(F) est un voisinage tubulaire de F, on considére p : T,(F) —
T(F) le revétement a n feuilles ramifié sur F' défini essentiellement comme &
I’exemple 3.7.11. Puisque 87, (F) =~ 8(F x D?) ~ p~1(8X) ~ 8X., il est possible

d’attacher T, (F) a X, par le bord de sorte que les méridiens coincident. On note
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la nouvelle 4-variété connexe, compacte et orientable créée X, (F). De cette iden-
tification, on est en mesure de prolonger p : X, — X a X, (F) via p, produisant
ainsi

p:Z,(F) - XUT(F) = B*
le revétement a n feuilles de B4, ramifié sur F. En restreignant cette construction

sur les composantes de bords de F', on obtient exactement la construction de

En(K), d’ot en fait 0X,(F) = X,(K).

Qu’en est-il maintenant des groupes d’homologie de X,(F)? Afin de simplifier
notre étude, supposons que F' est isotope & une surface de Seifert relativement
a OF = K. Montrons que dans ce cas, £,(F) est simplement connexe pour tout
n > 2.

On rappelle le résultat d’algébre suivant.

Lemme 5.3.1. Si le diagramme commutatif d’homomorphismes de groupes

HyGlYG
N

est une somme amalgamée et g est surjectif, alors 9 induit un isomorphisme
G1 / N-oG

ou N =< o (ker ¢g) >> est le sous-groupe normal de G; engendré par les éléments
de ¢y (ker o).

Démonstration. Puisqu’il s’agit d’'une somme amalgamée de groupes, GG est iso-

morphe au produit libre G; * Go muni des relations

o1(h)po(h)™! =1 pour tout h € H.
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Lorsque h € ker(ypg), ces relations deviennent simplement ¢;(h) = 1. Aussi,
puisque (g est surjectif, tout élément de Gy est de la forme ¢g(h) pour un certain
h. Les relations impliquent donc que tout élément de Gy peut étre vu comme un

élément de G;. Dés lors, le facteur Gy est redondant, d’ou
G = G1+Go/ < p1(h)po(R)™ > = G1/ < pi(ker o) > .
O

Proposition 5.3.2. Soit F' une surface (lisse) dans B* qui est isotope & une
surface de Seifert F’ d’un nceud K relativement au bord 0F' = K. Si X est
Vextérieur de F dans B4, alors m;(X) & Z est engendré par le méridien de F. En

particulier, X, (F') est simplement connexe pour tout n > 2.

Démonstration. On pourrait voir F', par exemple, comme étant
F:=h(F' x {1})/(z ~ h(z,1)) pour tout z € F = K,

olt h: $% x [0,1] — B* est le col engendré par un vecteur normal & S® pointant
vers l'intérieur de B*. On peut supposer que F est lisse et que F ~ F' (Kauffman,

1974). Si Iy dénote lintervalle [0, 1], posons
W :=h(F' x I)/(z ~ h(z,1)) pour tout z € OF' = K
ainsi que
C' := B* — int(W).

En particulier, nous avons que W ~ F' x I, OW = F U F' et C' est la boule B*
coupée le long de W, dont la figure 5.2 plus loin permet de se faire une idée. Ces

deux ensembles sont connexes par arcs, tout comme leur intersection C' N W qui
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‘Qk\

|
TF)aB=FxI

(a) Visualisation de l’ensemble (b) L’ensemble A = C U (T'(F’) N B).
C = B* —int(W UT(F)).

/ W i
< .F ( < . > )I} ~Wx )
\ w \ 'l‘(l-‘)\\_/’ J
CN(FxSY)Y~Fxl y A
N N

(c) Coupe méridionale de C. (d) Décomposition de X = AU B

Figure 5.1: Extérieur de F dans B*
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est en fait homotopiquement équivalente & une copie de F’. Par le théoréme de

Seifert-van Kampen, le diagramme suivant

/ \
m(C'NW) & m(F m(B*) =1
\ /

W) & m(F)

est une somme amalgamée, ot i, est induit par I’inclusion évidente. En particulier,

comme i, est un isomorphisme, on conclut par le lemme 5.3.1 que

m(C) = m(C)] < 1> m(B*) =

c’est-a-dire que C’ est simplement connexe.

Pour la suite, il peut étre une bonne idée de garder en téte la figure 5.1. Posons

C:=C'NX et B:=X—int(C),

ol , rappelons-le, X = B* — int(T(F)) et T(F) est un voisinage tubulaire de
F. Les ensembles B et C sont connexes par arcs et X = B U C. En fait, C
est simplement connexe, puisque C ~ C’. De plus, comme le suggére la figure
51d, B & W x I ~ F. On ne peut utiliser Seifert-van Kampen directement
sur C et B pour calculer m;(X) car C N B n’est pas connexe par arcs. Pour
remédier & ce probléme, attachons & C une partie du bord de T'(F") homéomorphe
4 F x S!, comme aux figures 5.1b et 5.1d, et notons ce nouvel ensemble A. En

particulier, A = C U (F x S'). Seifert-van Kampen produit encore une fois une
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somme amalgameée

m (F x St) &2 m(F) x m(S?)

/H(O”OV,

m(CN(F x SY)) 2m(F xI)=m(F) m1(A)
4 7!'1(0) =]l

de laquelle on déduit que
m1(A) & m(F) x m(S?)/ < m(F) x {0} >X 7 (F) x Z/m1(F) x {0} &£ Z.

Ici, on voit bien qu’un générateur de 7 (A) = Z correspond 4 un méridien de F'.
Finalement, on remarque que AN B ~ B ~ F' et donc que m (AN B) & m(B) &

m1(F). On obtient alors la somme amalgamée

/ \
m (AN B) = m(B) _7r1(F) m1(X)
/

1]

Pour la seconde partie de la proposition, comme le générateur de m (X) est le

méridien de F', la courte suite exacte
1o m&) B mX) =252, o1

implique que 7 (X,) & Z et qu’il est engendré par le méridien de 8X,, de maniére
analogue & la remarque 3.7.5 faite au chapitre III. Or, lorsqu’on vient attacher
T,(F) & X,, pour former X, (F), le méridien de 8X,, coincide avec celui de T,,(F) ~
F x D? qui lui est évidemment homotopiquement nul. Il en résulte donc que

m1(Zn(F)) = 1, tel que voulu. O
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Sachant la simple connexité de X, (F), il devient aisé de calculer la plupart de ses

groupes d’homologie.

Lemme 5.3.3. Les groupes d’homologie pour Z,(K) = 8%, (F) sont

P

Z si k=0,
Hy(Zn(K)) sik=1,
Hy(Zn(K)) 2 ZAEK) g k=2

Z sik=3
\ 0 sik>4.
Pour ceux de Z,(F'), nous avons
(
Z sik=0,
0 sik=1,
H(Za(F)) 2 4
Z%™=1 sifp=2
\ 0 si k> 3.
et
(
0 sik=0,
0 sik=1,
220D ik =2,
Hy(Zn(F), Zn(K)) = 4
: 0 gl k=3,
Z sik =4,
{ 0 si k> 5.

Démonstration. Comme X, (K) est une 3-variété fermée et orientable, nous n’avons
qu’a vérifier que Hy(X,(K)) correspond & la partie libre de H,(Z,(K)). Or, ceci

découle directement de la dualité de Poincaré et du corollaire 1.1.9 :

Hy(Zn(K)) = HY(Zo(K)) = 2P ) @ Tory(T,(K)) = ZAE KD

=0
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Pour £,(F), comme il s’agit d’une 4-variété orientable, Hy(Z,(F),Z,(K)) = Z.
Aussi, par connexité, Hyo(Z,(F')) & Z. De plus, puisque Z,(F) est simplement
connexe, ’homomorphisme surjectif d’Hurewicz implique que Hy(X,(F)) = 0. La

longue suite exacte en homologie de la paire (X,(F), X,(K)) donne donc
Hy(Zn(K)) = 0 = Hy(Za(F), Ta(K)) = Z > Z.

En particulier, H1(Z,(F), Zn(K)) est trivial. De 13, puisque X,(F') est compacte,
la dualité de Lefschetz et le corollaire 1.1.8 affirment que

H3(E4(F)) = H'(Zn(F), Za(K)) = Hom(H1 (Z(F), Ba(K)), Z) = 0

=0

et

H3(Zn(F), Sn(K)) & H(So(F)) = Hom(Hy(Sa(F)), Z) = 0.

En analysant la longue suite en homologie de la paire(X,(F), Z,(K)), on obtient
aisément que Ho(X,(F'), Zn(K)) = 0. En effet, nous avons

Z 5 7 — Ho(En(F), a(K)) = 0.

En invoquant toujours la dualité de Lefschetz, mais cette fois-ci le corollaire 1.1.9,

on obtient

Hy(Z,(F)) = HY(Z,(F), 2. (K)) 0.

Pour Hy(XZ,(F)), la preuve sera faite plus loin au lemme 5.4.1. Par contre, on
peut montrer facilement que Hy(Z,(F), Z,(K)) et Ho(X,(F)) sont isomorphes et

libres. L’argument est similaire :

Hy(En(F)) 2 HY(Eu(F), Za(K)) & 255020 @ Tor, (T,(F), Ta(K))
=2

o) Zﬂi’(zn(F),En(K))
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donc ce groupe est libre, c’est-a-dire Hy(X,(F)) = ZP2E(F))| De méme,

Hy(Zn(F), Sn(K)) = HX(Z,(F)) & ZP &) g Tor, (T, (F))
=0
o2 Zﬁz(zn(F))

O
En particulier, les bases des groupes libres Ho(X,(F)) et Ho(X,(F), Zn(K)) ont

le méme nombre d’éléments. On peut ainsi s’attendre & ce que ’appariement

d’intersection sur Ha(X,(F")) soit dual.

Lemme 5.3.4. L’appariement d’intersection Ho(Zn(F)) X Ho(Xn(F), Zn(K)) —
Z est un appariement dual, c’est-a-dire que ’application ¢ : Hp(X,(F), Z,(K)) —
Hom(H,(2,(F)),Z) définie par

p:Bp(B):=(ara-p)

est un isomorphisme. En particulier, pour toute base {ay, ..., am} de Hy(Z,(F)),
il existe une base {fi,...,Bm} de Ha(Z,(F),E,(K)) qui lui est duale pour le

produit d’intersection, donc telle que a; - §; = ;.

Démonstration. Pour voir que ¢ est un isomorphisme, il suffit de vérifier que le

diagramme suivant commute

Hom(Hy(X,(F)), Z)

H3(Zn(F), Zn(K)) 2| ()



ar

car (,) est un isomorphisme par le corollaire 1.1.8 et D = (- —~ pug, (7))~ est
I'inverse de I’homomorphisme de la dualité de Lefschetz, qui est donc aussi un

isomorphisme. La commutativité découle en fait de la formule mettant en relation
les produits cap et cup : pour (o, ) € Ho(Zn(F)) x Ho(Zn(F),X,(K)), nous
avons

((;) e D)(B)(a) = (D(B), )
D(B), D(a) ~ pz.(p))
= (D(B) — D(), pz.F))

Le second énoncé du lemme est une conséquence classique. Si {oy,...,an} est

une base de Hy(XZ,(F)), alors tout élément s’écrit de maniére unique de la forme
m

> zi04, olt z; € Z. On définit alors f; € Hom(Ha(En(F)), Z) par

i=1

fj (Z xiai) =Zj,
i=1

ce qui implique qu’en particulier, f;(e;) = d;;. En posant f; := ¢~!(f;), on re-
marque que

a; - B = (B )(as) = fi(oy) = 8.
De plus, {f1,...,Bm} est une base de Hy(E,(F), En(K)) car {f1,..., fm} en est
une pour Hom(H, (%, (F)),Z). O
Proposition 5.3.5. Le produit d’intersection sur Hy(X,(F')) est une forme bili-
néaire symétrique non dégénérée si et seulement si ¥, (K) est une 3-sphére d’ho-

mologie rationnelle. En particulier, elle est unimodulaire si et seulement si &, (K)

est une 3-sphére d’homologie entiére.
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Démonstration. Soit {ay,...,0n,} une base de Ho(E,(F)) et A = (a; - o) la
matrice associée au produit d’intersection par rapport a cette base. Cette forme

bilinéaire est non dégénérée si et seulement si det(A) # 0.

Notons par /, ’homomorphisme en homologie induit par 'inclusion ! : (3,(F), ) —

(Zn(F),X,(K)) et considérons {1, . . . , Bm} la base pour Ho(Z,(F), Z,(K)) duale
ala prermere donnée par le lemme précédent. Pour tout £ € Hy(X,(F)), on a
£ll= Zwk,@k avec Z € Z. Ainsi,
k=1
m
ai-§=ai~l*(§) =Z az Bk Zwkézk—zz
k=1
On en déduit donc que
m
Liag) =D (ou-oy)B,
i=1
c’est-a-dire que la matrice associée & I, dans la base {@,...,an} est A = (0;- ;).

De 14, on voit que A est une matrice de présentation de H;(3,(K)). En effet, le

segment de la longue suite exacte

.= Hy(Zn(F)) 2 Hy(Zn(F), Ba(K)) = Hi(En(K)) = Hy(En(F)) —
ﬁ?)_/

nous donne la suite exacte
Zm™ 4 7™ — Hy(S.(K)) — 0.
Il s’en suit que le produit d’intersection est non dégénéré si et seulement si
|Hy(En(K))| = | det(A)] # 0, (5.2)

ce qui, par le corollaire 5.1.2, est équivalent & ce que X,(K) soit une 3-sphére

d’homologie rationnelle.

Par I’équation (5.2), le produit d’intersection est unimodulaire si et seulement si

|H1(Zn(K))| = 1, c’est-a-dire si et seulement si H;(X,(K)) = 0. On conclut par la
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proposition 5.1.1 qui affirme que c’est équivalent & ce que T, (K) soit une 3-sphére

d’homologie entiére. O

Remarque 5.3.6. Dans la preuve précédente, il est supposé que F' est isotope a
une surface de Seifert. En effet, nous utilisons le fait que X, (F') est simplement

connexe.
54  Calcul de Ho(X,(F)) et produit d’intersection.

Bien que nous sachions quand le produit d’intersection sur le second groupe d’ho-
mologie de ¥,(F) est unimodulaire, il serait avantageux d’avoir une meilleure
idée de cette forme afin de déterminer, par exemple, si elle est paire ou non. Le
lemme 5.3.3 offre un bon apercu de ce que sont les groupes d’homologie de &,,(F),
sauf peut-étre pour Hz(Z,(F)), que 'on sait seulement étre libre et isomorphe &
Hy(Zn(F),Xn(K)). Dans (Kauffman, 1974) et dans son livre (Kauffman, 1987),
Pauteur présente une construction par blocs du revétement de B* ramifié sur F
& la maniére de la section 3.7.1 qui permet une meilleure compréhension de cet

espace.

Soit C’ comme dans la preuve de la proposition 5.3.2. Le bord de C’ contient deux
copies de W, notée W, et W_, telles que W.NW_ = F. Considérons I, = (¢ : t* =
1) et prenons n copies de C’ que ’on notera t*C’, avec 0 < i < n—1. Le revétement
ramifié¢ T, (F) est alors I'union des t:C’ 4 laquelle t:W, est identifié avec ¢+ W_
pour t* € I',,. Encore une fois, t : £,(F) = Z,(F) est un homéomorphisme qui
fixe F' et

BT A =P Py s R

Notons maintenant par #!CF le cone sur F dans t*C’ dont le sommet est le centre

de t'C’' =~ B*. Puisque t!CF ~ (', on obtient que X/ (F) := CFUptCF Up...Up
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Ww_
="y

C’
i 1 Cl '
Q tC’

2V
t°C / ~

Figure 5.2: Construction par blocs de X, (F)

t"~1CF est du méme type d’homotopie que T,(F). Finalement, si ¢ est une 1-
chaine du complexe C;(F), on note co € Co(E,(F)) le cone sur o de sommet le

centre de C'. Cette construction par blocs est illustrée a la figure 5.2.

Lemme 5.4.1. Soit {ay, . .., ag,} une base pour Hy(F) et S : C1(F) = Co(Zn(F))

lopérateur de suspension donné par
1Y
S: 0~ co— cto.

L’ensemble {S.t'a; : 0 < i < n—2,1 < j < 2g} forme une base de Hy(Z,(F)) qui
est donc isomorphe & Z¥(™-1) o g = g(F).
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Démonstration. 1l suffit de montrer le lemme pour ¥/, (F'). Nous procéderons par
récurrence sur n > 2. Pour ce faire, remarquons que la suite de Mayer-Vietoris
pour la décomposition %, (F) = X;,(F) Up t"CF nous donne la suite exacte
Hy(F) ~ Hy(S,,(F)) ® Hy(t"CF) = Hy(S11(F)) 2 Ha(F)
=0

qui est équivalente & la courte suite exacte
0 = Hy(SL(F)) 2 Hy(Z, (F)) 25 Hy(F) > 0.

En effet, CF est contractile et X/ (F) ~ X,(F) est simplement connexe par la
proposition 5.3.2. De plus, cette courte suite exacte se scinde puisque 0, 0 S, =
Idg, (ry par définition de ;. Ainsi, par I'hypothése de récurrence, S, induit un
isomorphisme

n—1

P Hi(t'F) = Hy(,,(F)) @ Hi(F) = Hy(Zr 11 (F)). (5.3)

=0
En étudiant la preuve du lemme de scission (splitting lemma), on conclut bien
que l'isomorphisme 5.3 est induit de S,. Le cas de base se traite de maniére tout

& fait analogue. O

Nous pouvons dés lors rapprocher le produit d’intersection sur Hy(Z,(F)) & la

forme de Seifert symétrisée sur H;(F') grace au théoréme suivant.

Théoréme 5.4.2. Soit {oy,..., s} une base pour H (F) et {S.tla; : 0 <4 <
n—2,1 <j < 2g} la base pour Hy(X,(F)) du lemme précédent. Alors

( . .
Sp(aj,aj:) +Sp(aj/,aj) si t* =t2l,
. ) —Sr(oy, aj si t¥ = ¢itl
S*tzaj . S*tz aj' _— < ( 7 .7) ) ' »
—Sp(aj:,aj) gif" ="' ot
0 sinon,
\

ol Sr est la forme de Seifert sur H,(F).
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Démonstration. La preuve est un brillant argument présenté dans (Kauffman,
1974). L’idée est de trouver une surface homotopiquement équivalente & un repré-
sentant de S.t'a; en termes des classes of € Hy(S® — F) pour faire apparaitre la

forme de Seifert Sr lors du calcul du produit d’intersection.

Soit a; € H1(F) et o les poussés de o dans Wy tels que définis & la section 3.4.
On note ctioz;-E le cone sur a;.h dont le sommet est le centre de t*C’, comme illustré

en vert & la figure 5.2. On pose alors
d(Sut'ay) := ct'af — el er

que l'on regarde comme le représentant d’une classe de Hy(Z,(F)). On remarque
que ’homotopie de la figure 5.2 induite du bicol de F' dans S® envoie bien 'S,
sur d(S,t'a;). Puisque le produit d’intersection est bien défini sur les types d’ho-

motopie, on obtient les calculs suivants. D’abord,

S*t"aj . S’*tiaj: = S'*tiaj . d(S*tiaj:)
= (ct'e; — ct™ay) - (ctiaf — ct*tlaj)
= (ct'a; - ct'af) — (ctlay - ctitay)

J

-

LN

_Sct’H‘laj N ctza;;z_*_(ct’l'i'la] . Cti+1a;)

=0

= (cay - coify) + (ca - caj)
= lk(ey, o) +lk(ej,05)  par la remarque 3.3.2
=5 ]‘k(aj, a;;) fin ]-k(aj'a a;-)

= Sp(aj, aj/) + SF(aj’a aj)a

ou 'avant derniére égalité provient du fait que le nombre d’enlacements est symé-
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trique et du 3.4.1. Ensuite,

e (ctiaj = cti+1aj—) . (Cti+1aj/ - Cti+2ajl)

== (ct‘la;- . ct‘H-lajl) — (ct‘la;- i ct‘i+2ajl)

- 7 N =7

=0 =0
— (ct™ag - ct™tlay) + (' ag - cttPoy)

=0

= —(coj - car)
= —lk(aj‘, a_,-:)

= —SF(a_,-,aj:).
Le calcul pour montrer que Sit'cy - Syt* oy = —Sp(ay, ;) est tout & fait ana-

logue et sera omis. Finalement, dans tous les autres cas, il n’y a aucun risque

d’intersection et donc le produit ne peut étre que nul. O

En particulier, on a le corollaire immédiat qui suit.

Corollaire 5.4.3. Sous I’isomorphisme induit par ’opérateur de suspension S,, le
produit d’intersection sur Ha(Zo(F')) et la forme de Seifert symétrisée sur H)(F)

coincident. O

Plus généralement, on peut déduire le théoréme suivant.

Théoréme 5.4.4. Soit K un nceud dans S3. Si £,(K) est une 3-sphére d’homo-
logie entiére pour un certain n > 2, alors la signature du produit d’intersection

sur Hy(Z,(F)) est un multiple de huit.

Démonstration. Comme L,(K) est une 3-sphére d’homologie entiére, la propo-

sition 5.3.5 implique que le produit d’intersection sur Hz(X,(F')) est une forme
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symétrique bilinéaire unimodulaire. De plus, par le théoréme 5.4.2, on a
Sit'a; - Sutio; = Sr(ey, ;) + Sr(a, @;) = 0 (mod 2)

Combiné & la proposition 2.1.11, il en découle que le produit d’intersection est

également une forme paire. La conclusion provient du corollaire 2.2.7. O

5.5 Théoréme de Boileau-Boyer-Gordon

Nous savons que le produit d’intersection sur He(X,(F)) est une forme symétrique
bilinéaire qui est paire lorsque F' est isotope & une surface de Seifert. De plus,
lorsque X, (K) est une 3-sphére d’homologie entiére, il est assuré que cette forme
est en fait unimodulaire. Dans cette section, nous donnons la définition d’'un L-
espace présentée dans (Boyer et al., 2013) et démontrons le théoréme 0.0.2 pour

le cas des nceuds fortement quasi positifs.

Définition 5.5.1. Une 3-variété fermée Y est un L-espace si c’est une 3-sphére

d’homologie rationnelle pour laquelle
g (HF(Y)) = |Hy(Y;2)),

ol fIT‘(Y) est le groupe d’homologie d’Heegard Floer de Y.

Pour obtenir plus de détails concernant ’homologie d’Heegard Floer, nous recom-

mandons (Ozsvath et Szab6, 2006).

Théoréme (Boileau-Boyer-Gordon). Soit K un nceud quasi positif. Si X, (K) est

un L-espace et une 3-sphére d’homologie entiére, alors
94(K)(n —1) =0 (mod 4).
En particulier, si K est fortement quasi positif, alors

g(K)(n —1) =0 (mod 4).
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Démonstration du théoréme 0.0.2. Nous démontrons le théoréme pour le cas des
nceuds fortement quasi positifs et donnons une indication pour le cas plus général

des nceuds quasi positifs.

Soit K un nceud quasi positif. Il s’agit en particulier d’un nceud C-transverse par
le théoréme 4.3.1. En somme, il existe un polyndome non constant f € C[z,w]
pour lequel la courbe affine complexe V; = f~1({0}) est sans point singulier,
c’est-a-dire Sing(Vy) = 0, et K = V; N .S3. Par le théoréme 4.3.2, g4(K) est réalisé
par la surface Fi = V; N B%. Considérons alors la variété T,(Fk) et le produit
d’intersection sur son deuxiéme groupe d’homologie que ’on sait étre une forme

bilinéaire symétrique.

Ozsvath et Szabé ont démontré qu’en général, si Y est un L-espace, alors pour
tout remplissage symplectique W de Y, I’appariement du produit cup sur H2(W)

donné par

(&,m) = (€~ n, uwy)

est défini négatif (Ozsvath et Szabo, 2004). En particulier, ’appariement d’inter-
section sur Ho(W,Y) et le produit d’intersection sur Hy(W) sont définis négatifs.
Or, il découle des théorémes 1.3 de (Harvey et al., 2009; Rudolph, 2015) que
Yn(Fk) est un remplissage de Stein de X,(K) et donc en particulier un rem-
plissage symplectique. Voir (Geiges, 2008) pour les notions de remplissages sym-
plectiques et de Stein. De 14, le produit d’intersection sur Ho(X,(Fk)) est défini

négativement.

Si K est fortement quasi positif, alors Fi est isotope & une surface de Seifert (Ru-
dolph, 1993). Ainsi, g(Fx) = g4(K) = g(K) par le théoréme 4.3.2. De plus, I’hy-
pothése que X, (K) est une 3-sphére d’homologie entiére implique que le produit
d’intersection est unimodulaire. Il est également pair par la preuve du théoréme

5.4.4. Du fait que le rang de Ho(X,(Fy)) est 2g(K)(n — 1), on conclut bien que
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g(K)(n —1) =0 (mod 4) en vertu du corollaire 2.2.8.

Si K est seulement quasi positif, les arguments du paragraphe précédent ne
tiennent plus car rien n’indique que Fi sera isotope & une surface de Seifert. Néan-
moins, il est possible de montrer que le rang de Ho(X,,(Fk)) est bien 2g( Fy )(n — 1)
et que le produit d’intersection sur ce dernier groupe d’homologie est pair par un
argument utilisant la théorie des classes caractéristiques que nous ne développe-

rons pas dans ce mémoire. O

Sous les hypothéses du théoréme précédent, on ne peut rien conclure concernant
le 4-genre du neceud lorsque pged(n — 1,4) = 4, mais dans le cas contraire, g4(K)
est toujours pair et méme un multiple de quatre si n — 1 et 4 sont premiers entre

eux.

Dans un autre ordre d’idée, rappelons qu’il est possible d’identifier quand un revé-
tement X, (K) est une 3-sphére d’homologie entiére grace a la formule de Fox. Si
I’on sait en plus qu'il s’agit d’un L-espace, on peut facilement tester la conjecture
de Poincaré d’Ozsvath-Szabé. Ceci étant dit, le théoréme 0.0.2 peut s’avérer fort
utile pour ce genre de vérification puisqu’il permet d’éliminer rapidement plu-
sieurs cas et donc d’alléger les calculs. Pour donner un exemple concernant les
neeuds toriques, nous avons besoin du résultat suivant qui découle entre autres du

corollaire 1.2 de (Boileau et al., 2017).
Théoréme 5.5.2. Si K un nceud torique non trivial, alors X, (K) est un L-espace
si et seulement si

— n=2%et K = Tg,q, T3,4 ou T3,5;

F— n=3etK=T2,3 ouT2,5

—n=5etK=T2,3.



107

Proposition 5.5.3. Si K un nceud torique non trivial, alors ¥,(K) est un L-
espace et une 3-sphére d’homologie entiére si et seulement si X,,(K) est la 3-sphére
d’homologie de Poincaré. Autrement dit, la conjecture de Poincaré d’Ozsvath-

Szab6 est vraie pour les espaces de la forme X,(K), avec K un nceud torique.

Démonstration. D’abord, tout nceud torique, & image miroir preés, est fortement

quasi positif par le corollaire 4.2.9. On peut donc appliquer le théoréme 0.0.2.
— Le cas ol n > 4 est traité par le théoréme précédent.

— Sin = 3, le méme théoréme implique que X3(K) est un L-espace différent de
la 3-sphére d’homologie de Poincaré seulement lorsque K = T3 3. Par contre,
9(T3) = 2 =1%0 (mod 2). Le théoréme 0.0.2 implique alors que T3(T3,3)

ne peut étre une 3-sphére d’homologie entiére.

— Sin = 2, alors X,(K) est un L-espace différent de Xo(T3 5) seulement lorsque
K = Ty4 ou T34. Ceci étant dit, g(T34) = @ = 3 # 0 (mod 4), donc en
particulier, X5(T34) n’est pas une 3-sphére d’homologie entiére. Quant a

K =T,,, pour ¢ = 2]+ 1 impair, on a

g(T2,q)=22£=lEO (mod 4) & ¢—1=2/=0 (mod 8).

Du théoréme de Boileau-Boyer-Gordon, on a que ¥Xo(T54) n’est jamais une
3-sphére d’homologie entiére lorsque ¢ # 1 (mod 8).

Ainsi, il ne reste qu’a vérifier la conjecture pour les espaces de la forme
Yo(To8141) avec I € N—{0}. D’abord, puisque To g;+) €t Tai+1,2 sont du méme
type, il est suffisant de constater que Xo(Ts;41,2) n'est jamais une 3-sphére
d’homologie entiére. Or, on sait que A, ,(t) = %:)) avec f(t) = o, t,
(Agle, 2012). Pour {; = —1, nous avons alors

8l

£G) =Y (-1 =1

i=0
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et

8l
F@)=> 1=8+1.

=0
De 14, on obtient que
1 8l+1
B (2a(Tara)] = 18,056 = |05 = |2 = s 411, e N - (o)

Autrement dit, X2(T511,2) n'est pas une 3-sphére d’homologie entiére pour

tout [ > 1.

O

Remarque 5.5.4. On ne peut espérer mieux du théoréme 0.0.2 au sens ol la

réciproque est fausse : il existe des nceuds fortement quasi positifs pour lesquels
9(K)(n—1) =0 (mod 4)

et Xp(K) est une 3-sphére d’homologie entiére pour un certain n > 2 sans étre
un L-espace. Par exemple, si K est le nceud fortement quasi positif 10,24, alors
9(K) = 4 et Ak(t) = ¢15(t) (voir KnotInfo). Comme nous I’avons vu a Pexemple
9.1.4, le revétement cyclique ramifié X4(K) est une 3-sphére d’homologie entiére.
Par contre, le corollaire 1.2 de (Boileau et al., 2017) assure qu’il ne s’agit pas

d’un I-espace.

Remarque 5.5.5. Il est possible de remplacer g4(K) dans I’énoncé du théoréme
0.0.2 par |7(K)|, I'invariant de concordance introduit par Ozsvéth, Szabé et indé-
pendamment par Rasmussen. En effet, comme le remarque Hedden dans (Hedden,
2010), les travaux de Plamenevskaya (Plamenevskaya, 2004) impliquent que ces

deux invariants coincident lorsque K est quasi positif.

Remarque 5.5.6. Si K est quasi positif, il existe une tresse 8 = [[;-, wo;,, w™ €
By telle que K = ,B Par le corollaire 4.3.3, le théoréme 0.0.2 est équivalent & la

condition

(1-g+m)(n—1) =0 (mod 8).
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5.6 Quelques applications

Bien que le théoréme 0.0.2 donne un critére pour répondre partiellement & la
conjecture de Poincaré d’Ozsvath-Szabé, il pourrait étre intéressant de 1'utiliser
pour montrer que certains revétements cycliques de S® ramifiés sur des noeuds
fortement quasi positifs ne sont pas des L-espaces. Evidemment, pour ce faire, il
est essentiel que le revétement en question soit une 3-sphére d’homologie entiére.
La facon la plus simple de détecter ces espaces est lorsque le polynéme d’Alexander
du nceud est trivial. Effectivement, nous avons vu & l’exemple 5.1.5 que dans
ce cas, L,(K) est une 3-sphére d’homologie entiére pour tout n > 2. Il existe
plusieurs types de noeuds non triviaux qui ont un polynéme d’Alexander trivial

comme certains nceuds bretzel ainsi que tous les doubles positifs sans torsion de

Whitehead.

5.6.1 Nceeuds de bretzel classiques

Dans cette section, nous nous inspirons de ce qui est présenté dans (Tanaka, 1998).

Les entrelacs de bretzel classiques, notés P(p;, ps, p3), peuvent étre décrits comme
étant le bord d’une surface de bretzel F(p;,p2,ps), c’est-a-dire deux disques ho-
rizontaux paralléles reliés par trois bandes, chacune ayant p; demi-tours, le signe

de p; indiquant le sens de la rotation.

Lorsque p; = p; = ps = 1 (mod 2), K = P(p1,p2,p3) est un noeud et il est
facile de remarquer que la surface de bretzel F(p;, p2,ps) est orientable. En fait,
la preuve que l'algorithme de Seifert produit une surface orientable peut étre
facilement adaptée ici pour le démontrer. Ainsi, F(p;,p2,p3) est une surface de
Seifert pour le nceud de bretzel K. Par ailleurs, de par sa construction, cette
surface est de caractéristique d’Euler x(F(p;, ps,p3)) = 2—3 = —1. Son genre est

donc g(F(p1,p2,p3)) = # = 1, qui est minimal si K n’est pas trivial. On en
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Figure 5.3: Le nceud bretzel P(5,7,—3) a un polyndme d’Alexander trivial

conclut donc que g(K) = 1.

Il s’en suit que Hy(F(p1,p2,p3)) = Z*? : les générateurs oy et ap ont comme

représentants les cycles illustrés & la figure 5.3. De plus,

1
k(ai,af) = E(pl + p2)
1
lk(ay, o) E(Pz +1)
1
k(as, of ) = 5(?2 —1) &t
1
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et donc

V=% P1+p2 p2+1
p2—1 pa+p3

est une matrice de Seifert pour K = P(p,, p2, p3). Par conséquent,

ldet (1 +p2)(1—1¢) pa(l—t)—t—1
. pa(1—t)+t+1 (p2+ps)(1—1)
1
4

= ~((p1p2 + P1ps + Paps) (B — 2t + 1) +° + 2t + 1).

Ax(t) = det(VT —tV) =

En particulier, tout noeud de bretzel K = P(p;, ps, p3) dont les entrées sont im-
paires et satisfont p;ps + p1ps + peps = —1 a un polynéme d’Alexander trivial
(Bade, 2016).

Qu’en est-il de leur forte quasi-positivité ? Rudolph a montré qu’une surface de

bretzel est quasi positive si et seulement si

min{p; + p2, p1 + P3, P2+ p3} > 0

(Rudolph, 1993; Rudolph, 2001). Si le nceud K = P(p;,p2,ps) satisfait cette
condition, il est donc en particulier fortement quasi positif (voir la discussion & la

fin de la section 4.2).

Endo exhibe plusieurs familles d’entrées {pi, p2, ps} qui satisfont toutes les exi-

gences ci-dessus (Endo, 1995). Par exemple, si (p;, p2, p3) est de la forme

(4m+3,4m+1,—(2m + 1));

(2m? +4m +1,2m + 3, —(2m + 1));
(m®>+3m+1,2m+5,—(2m +1));
(12m +5,6m+1,—(4m + 1)) ou
(12m + 7,6m + 5, —(4m + 3))
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pour un entier m > 1, alors K = P(p,, ps, p3) est un nceud fortement quasi positif
de genre 1 dont le polynéme d’Alexander est trivial. Le théoréme 0.0.2 implique

alors que ¥, (K) n'est pas un L-espace dés que n #Z 1 (mod 4).

Si plutét ’on demande seulement que K soit quasi positif, cette méthode devient
tout & fait inefficace. En effet, Jabuka a montré que si les p; sont impairs, p;, p; > 0

et p3 < 0, alors

0 si |p3| Z min{Pl,P2},

T(P(pl,P2,p3)) = s .
—1 si |ps| < min{p;, p2}

ol T est l'invariant de concordance (Jabuka, s d). Comme [ps| < min{p;,p,} im-
plique que min{p; +p2, p1+p3, p2+ps} > 0, si 'on demande que K = P(py, pz, ps)
soit quasi positif sans é&tre fortement quasi positif, forcément 7(K) = 0 et donc

g4(K) = 0 par la remarque 5.5.5.

5.6.2 Double de Whitehead positif sans torsion d’un nceud

Pour un nceud K quelconque, on note par W, (K) le double de Whitehead positif
sans torsion de K. Il est bien connu que Aw,(x)(t) = 1 pour tout nceud K.
Par ailleurs, comme il est mentionné au lemme 2.2 de (Rudolph, 1993), si K est
fortement quasi positif, W, (K) l'est également et g(W,(K)) = 1. On conclut
encore une fois que L,(W,(K)) n'est pas un L-espace quand n # 1 (mod 4).
Comme & la section précédente, cette méthode ne donne aucun indice concernant

Lim+1(W4(K)) pour tout entier m > 1.

En fait, pour les noeuds fortement quasi positifs ayant un polynéme d’Alexander
trivial, la méthode utilisant le théoréme 0.0.2 n’est pas & privilégier puisqu’on
peut montrer la proposition suivante. Il s’agit du corollaire 11.3 de (Boileau et al.,

2017).

Proposition 5.6.1. Soit K un nceud fortement quasi positif tel que Ag(t) = 1.
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Si ¥,(K) est un L-espace, alors K est le noeud trivial.

Démonstration. Freedman a montré que si Ag(t) = 1, alors gi?(K) = 0 (Freed-
man, 1982). Or, si K est fortement quasi positif, alors g(K) = g;*(K) = 0 par
le théoréme 1.1.2 de (Boileau et al., 2017). Il s’en suit alors que K est le nceud

trivial. d

De cette maniére, on sait que X, (P(p1, P2, p3)) comme 4 la section 5.6.1 et T, (W (K))
pour K fortement quasi positif et non trivial ne sont pas des L-espaces pour tout

n > 2.

Une question naturelle qui vient & 1’esprit est de se demander s’il en est de méme

pour les nceuds qui sont seulement quasi positifs.

Question 5.6.2. Si K est quasi positif, est-ce que W, (K) est quasi positif ?

Si la réponse était affirmative et g4(W,(K)) # 0 (mod 4), on pourrait en ti-
rer. quelques conclusions intéressantes sur le statut de L-espace de X (W, (K)).
Malheureusement, la derniére condition n’est jamais satisfaite. Effectivement, si
W.(K) est quasi positif, g4(W,(K)) = giP(W,(K)) = 0 par le théoréme 1.12
de (Boileau et al., 2017). On ne peut donc rien conclure avec le théoréme 0.0.2.
Néanmoins, pour le cas général, nous avons tout de méme la proposition suivante,

qui correspond au corollaire 11.3 de (Boileau et al., 2017).

Proposition 5.6.3. Soit K un nceud quasi positif pour lequel Ag(t) = 1. Si
g4(K) > 0, alors £,,(K) n’est jamais un L-espace. ‘

Démonstration. Encore une fois, le théoréme de Freedman implique que gﬁ"p (&)=
0. Si g4(K) > 0 = g (K), alors le théoréme 1.12 de (Boileau et al., 2017) implique
que X,(K) ne peut étre un L-espace. O
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Bref, le théoréme 0.0.2 ne pourrait étre intéressant pour détecter les 3-sphéres
d’homologie entiére qui ne sont pas des L-espaces que lorsque le polynéme d’Alexan-

der n'est pas trivial.



CONCLUSION

Trés peu de résultats concernant la conjecture de Poincaré d’Ozsvath-Szabé sont
connus. En ce sens, ce mémoire se voulait une présentation du critére trouvé
par Boileau, Boyer et Gordon pour cette conjecture. En développant les outils
de base de la théorie des nceuds, nous avons pu reprendre leur argument afin
de généraliser leur théoréme & tout n > 2. Plus encore, une étude de la théorie
des classes caractéristiques méne & une généralisation pour tous les noeuds quasi

positifs.

Par ailleurs, l’article (Boileau et al., 2017) s’inscrit dans le cadre beaucoup plus

large qu’est la conjecture des L-espaces.

Conjecture. Si M est une 3-variété connexe, fermée, orientable et irréductible,

alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :
— M n’est pas un L-espace;
— le groupe fondamental de M est ordonnable & gauche;

— M admet un feuilletage tendu coorienté.

Bien qu’elle soit prouvée lorsque B;(M) > 0, elle est toujours ouverte quand
B1(M) = 0, c’est-a-dire si M est une 3-sphére d’homologie. Dans le cas ou la
conjecture des L-espaces s’avérait étre vraie, on pourrait remplacer dans le théo-
réme 0.0.2 la condition que X, (K) soit un L-espace par la condition que m; (X, (K))
ne soit pas ordonnable & gauche. Il serait donc intéressant pour la suite d’étudier
comment cette condition affecte le produit d’intersection sur Hy (%, (F')) et de voir

si elle permet de conclure qu'il est défini négativement.
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