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RÉSUMÉ 

L'étude des sous-arbres induits pleinement feuillus est un nouveau sujet d 'intérêt 
en théorie des graphes. Un sous-graphe induit est un sous-graphe constitué d 'un 
ensemble de sommets et de toutes les arêtes qui les relient. Un sous-graphe induit 
qui est un arbre est appelé sous-arbre induit. On dit , de plus , qu 'il est pleinement 
feuillu, s'il maximise son nombre de feuilles parmi tous les sous-arbres induits de 
même taille dans le graphe. L'objectif de ce t ravail est d 'étudier ces objets d 'un 
point de vue algorithmique et de tenter de les caractériser. 

Dans un premier temps, on int roduit la fonction feuille d 'un graphe qui à chaque 
entier n , associe le nombre maximal de feuilles qu 'un sous-arbre induit de taille 
n peut réaliser , c'est-à-dire le nombre de feuilles d 'un sous-arbre induit pleine
ment feuillu de t aille n . On mont re que le calcul de la fonction feuille est un 
problème difficile, puis on introduit une structure de données que l'on ut ilise dans 
un algorithme de type séparation et évaluation progressive, pour le calcul de la 
fonction feuille. La démonstration de l'exactit ude de l 'algorit hme est présentée et 
des données empiriques sur sa performance sont analysées. 

Dans un deuxième temps , on int roduit le problème de réalisation de la fonction 
feuille, qui consiste à décider si une fonction donnée est la fonction feuille d 'un 
certain graphe. On ut ilise des outils de la combinatoire des mots pour donner des 
conditions nécessaires afin qu 'une fonction soit réalisable. On présente, ensuite, un 
outil supplémentaire, les mots préfixes normaux. Ces derniers se définissent ainsi : 
il s 'agit des mots binaires dont chaque préfixe cont ient plus de 1 que tous les fac
teurs de la même longueur que ce préfixe. Finalement , à l'aide de cet ensemble de 
mots, on décrit les fonctions feuilles qui peuvent être réalisées par un graphe che
nille et on donne une caractérisation des graphes chenilles ayant la même fonction 
feuille. 

Mots-clés : Théorie des graphes , arbres , NP-complet , chenilles , graphes induits 





ABSTRACT 

Fully leafed induced subtrees 

The study of fully leafed induced subtree is a new area of interest in graph theory. 
An induced subgraph is a subgraph given by a subset of the graph vertices and 
all the edges that connect those together. An induced subgraph which is a tree is 
called and induced subtree. Moreover , we say that it is full y leafed if it maximizes 
its number of leaves among all induced subtrees of the same size in the graph. 
The purpose this thesis is to study those abjects with an algorithmic perspective 
and to try to characterized them. 

First , we introduce the leaf function of a graph. This function maps each integer 
n to the number of leaves of a fully leafed subtree of size n in the graph. We 
show that deciding if a graph has a induced subtree with i vertices and f leaves is 
NP-complete and therefore that computing the leaf function is NP-hard. We then 
introduce a data structure called graph configuration that is used to iterate over 
all induced subtrees of graph. We prove an upper bound on the number of leaves 
that can be reached by extending a subtree. From that bound and the previous 
iterator , we derive a branch-and-bound algorithm for the computation of the leaf 
function and analyze the performance. 

Second, we introduce the leaf realization problem which consist of finding if a 
function is the leaf function of a given graph. We use tools from combinatorics on 
words , in particular the discrete derivative, to give sorne necessary condition for a 
function to be realizable. Moreover , we completely characterize the leaf functions 
that can be realized by a caterpillar graph and give a characterization of all 
caterpillars with the same leaf function . In order to do this, we define a bijection 
between caterpillar and prefix normal words , the binary words such that for each 
length, the prefix is , among all factors of that length , the ones that contains the 
most ls. 

Keywords : Graph theory, trees , P-complete, caterpillars , induced subgraphs 





INTRODUCTION 

En théorie des graphes , l'idée d 'étudier des sous-arbres avec beaucoup de feuilles 

n'est pas nouvelle. Ce genre de question a déjà été étudié pour les arbres couvrants. 

En effet , depuis les années 1990, des chercheurs s'intéressent aux sous-arbres de 

ce type , particulièrement ceux comportant un maximum de feuilles. Ils ont entre 

autres démontrés à l'aide d'algorithme constructif, des bornes inférieures et su

périeures du nombre maximal de feuilles d 'un arbre couvrant en fonction de son 

nombre de sommets et son degré minimal (Kleitman et West, 1991). Les appli

cations en réseautique de cette question ont aussi été étudiées dans (Boukerche 

et al., 2005) où les auteurs développent un protocole écoénergétique de diffu

sion de l'information dans un réseau sans fil en utilisant un arbre · de diffusion 

avec beaucoup de feuilles. L'étude des sous-arbres induits est aussi un sujet qui a 

attiré l'attention des chercheurs. Citons , entre autres, le problème IS, consistant 

à décider s 'il existe un sous-arbre induit de plus de i sommets dans un graphe 

G, qui a été étudié par Erdé5s, Saks et Sos dans (Er dos et al. , 1986). Ces der

niers ont, entre autres , démontré que ce problème est NP-complet. Une autre 

classe de problèmes reliés aux sous-arbres induits est celle des sous-chaînes in

duites. Le problème snake-in-the-box (Abbott et Katchalski , 1988; Goupil et al., 

2018) , consistant à trouver une sous-chaîne induite de longueur maximale dans 

les graphes hypercubiques , en est une illustration. Cette dernière question reste 

d 'ailleurs toujours sans réponse malgré l'intérêt qu 'elle suscite dans les commu

nautés mathématique et informatique. 

Récemment , dans (Blondin Massé et al. , 2018; Blondin Massé et al., 2018a) , les 

auteurs se sont intéressés aux polyominos et polycubes arbres , des sous-ensembles 
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des grilles 71} et Z3 en forme d 'arbre, maximisant le nombre de feuilles pour 

leur t aille. Ces travaux ont mené à la découverte de structures intéressantes et 

inattendues. 

Dans ce mémoire, on présente une généralisation de ce problème aux graphes 

quelconques. Soit G = (V, E) un graphe. Le sous-graphe induit par un sous

ensemble de sommets U noté G[U] est la restriction de G aux sommets de U et 

aux arêtes de E qui relient des sommets de U. On dit que G[U] est un sous-arbre 

pleinement feuillu si G[U] est un arbre et qu 'il n 'exist e pas de sous-arbre induit à 

JUJ sommets dans G qui ait plus de feuilles que G [U]. Le problème des polyominos 

et polycubes se décrit alors comme la recherche de sous-arbres pleinement feuillus 

dans les graphes infinis des réseaux Z2 et Z3 . Ajoutons que l'on nomme fon ction 

f euille de G , la fonction Le qui , à chaque taille de sous-arbre, associe le nombre 

de feuilles d 'un sous-arbre pleinem ent f euillu de cette t aille dans G . 

Dans le chapit re 1, on int roduit les définit ions de base sur les graphes pour pour

suivre avec celles sur les sous-arbres pleinement feuillus, ainsi que le calcul des 

fonctions feuilles de certaines classes de graphe. Le chapitre se poursuit avec 

une brève introduction à la combinatoire des mots , ainsi qu 'à la théorie de la 

complexité. On y aborde l'analyse asymptotique d 'algorit hme, la t héorie la P

complétude et l'analyse de générateur. En part iculier , on procède à une réduction 

pour démontrer que le problème de décision IS décrit précédement est NP-complet . 

Dans le chapit re 2, on 'attaque au problème du calcul de la fonction feuille. 

On démontre d 'abord que décider si un graphe possède un sous-arbre induit à i 

ommet t f feuill e t P-complet , en procédant à une réduction à partir du 

problème IS posé par Erd6s . On pré ent en uit une t ructure de données ap

pelée configuration de graphe et un algorithme de génération récursif permett ant 

de parcourir t ous les sous-arbres induits d'un graphe. Finalement, on établit une 
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borne sur le nombre de feuilles possibles pour une extension d 'une configuration 

appelée potentiel de f euille et on l'utilise pour construire un algorithme de type 

séparation et évaluation afin de calculer la fonction feuille. On analyse finalement 

les performances de l'algorithme. Les résultat s présentés dans ce chapitre sont pu

bliés dans (Blondin Massé et al., 2018c) dont je suis coauteur et l'implémentation 

des algorithmes est disponible dans (Blondin Massé et Nadeau , 2017). 

Dans le chapit re 3, on aborde le problème de réalisation de la fonction feuille. 

Ce dernier qui est conceptuellement l'inverse du calcul de la fonction feuille est 

inspiré du problème des suites graphiques présenté dans (Erd6s et Gallai, 1961) . 

Le problème des suites graphiques consiste à déterminer si, étant donnée une 

suite d 'ent iers (x1 , .. . , Xn) il existe un graphe avec les sommets 1, . .. , n tels que 

le sommet i soit de degré Xi· Plusieurs chercheurs ont démont ré que l'on pouvait 

résoudre ce problème en temps polynomial, que ce soit en vérifiant une système 

d 'inégalités ou à l'aide d 'un algorithme constructif (Havel, 1955; Hakimi , 1962; 

Erdos et Gallai, 1961) . Le problème de réalisation étudié dans ce texte consiste 

à déterminer s' il existe un graphe qui réalise une certaine fonction feuille. On 

introduit le m ot f euille d 'un graphe qui est la dérivée discrète de sa fonction 

feuille. On décrit l 'alphabet des mots feuilles et on caractérise les mots feuilles des 

arbres . Les m ots préfixes norm aux, c'est-à-dire les mots binaires dont les préfixes 

sont les facteurs contenant le plus de 1, introduit dans (Burcsi et al. , 2014) , 

permet tent de caractériser complètement les fonctions qui peuvent être réalisées 

par les graphes chenilles introduits dans (Harary et Schwenk, 1973). On démontre 

que les fonctions pouvant être réalisées par les chenilles sont celles dont la dérivée 

discrète est un mot préfixe normal. Une bijection ent re mots binaires et chenilles 

permet de caractériser les chenilles qui ont la même fonction feuille. Les résultats 

de ce chapitre sont publiés dans (Blondin Massé et al. , 2018) dont je suis un des 

coauteurs. 





CHAPITRE I 

PRÉLIMINAIRES ET SOUS-ARBRES PLEINEMENT FEUILLUS 

Dans ce chapitre, on pose les définitions et notations des différentes théories uti

lisées dans ce mémoire. On introduit aussi les définitions précises et quelques 

résultats concernant les sous-arbres induits pleinement feuillus. 

1.1 Terminologie de base sur les graphe.s 

On débute avec les notions de base en théorie des graphes. La terminologie pré

sentée ici est largement inspirée de (Bollobas , 1998). 

Définition 1.1. Un graphe G est un couple (V, E) où V est l'ensemble des som

mets du graphe et E est un ensemble de paires non ordonnées de sommets. Les 

éléments de E sont appelés les arêtes du graphe. 

Il est d 'usage de représenter les graphes sur le plan en plaçant un point pour 

chaque sommet et une ligne pour chaque arête. On visualise en effet beaucoup 

plus facilement le graphe 

({0,1,2,3,4},{{0,1},{0,2} ,{0,3},{1,2},{1,3}, {2,3},{2,4},{3,4}}) 

en regardant la figure 1.1. 

On dit que deux sommets u et v sont adjacents ou voisins si { u , v} est dans 

l'ensemble des arêtes. On dénote par N(v) (ou G.VOISINS(v) dans le pseudo-
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code) l'ensemble des voisins d 'un sommet v. Le nombre de voisins d 'un sommet 

est son degré et est noté deg (v). On appelle taille d 'un graphe son nombre de 

sommets et on la dénote IGI. 

Figure 1.1 Représentation d 'un graphe dans le plan. 

Une chaîne dans un graphe est une suite de sommets '"Y= ( v0, v1 , . .. , vk) telle que 

{vi, vi+l } soit une arête pour 0 ::; i < k. Le sommet v0 est la source de la chaîne 

et vk en est le but. Deux sommets u et v sont dit connectés s'il existe une chaîne 

de source u et de but v . La longueur d 'une chaîne est le nombre d 'arêtes qu 'elle 

parcourt, et la distance entre deux sommets la longueur de la plus courte chaîne 

]P.. reli ::~ .nt. . Un gr::~,phe est dit connexe si toute paire de sommets est connectée. La 

relation « être connecté » forme une relation d 'équivalence sur les sommets. Une 

classe de cette relation est appelée composante connexe du graphe. Un cycle e t 

une chaîn contenant au moins 3 sommets et dont la source et le but coïncident . 

Un graphe est dit acyclique s'il ne cont ient aucun cycle. En combinant la propriété 

d'être acyclique et connexe, on obtient une classe de graphes importante pour la 

suite. 

Définition 1.2. Un arbre est un graphe acyclique t connexe. Dans un arbre T , 

une feuille est un sommet de degré 1. On dénote !Tl@ le nombre de feuilles de 

La figure 1.2 illustre l 'arbre 

T = ({1,2,3,4,5,6,7},{{1 ,2} ,{1 ,3},{1 ,5},{3,4}, {3, 7} ,{5,6}}) 
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dont les feuilles sont les sommets 2, 4, 6 et 7. 

Figure 1.2 Arbre à 7 sommets et 4 feuilles . 

Au chapitre 3, on porte notre attention sur un sous-ensemble particulier des 

arbres : les graphes chenilles. Ces derniers ont été introduits par Harary et Schwenk 

dans (Harary et Schwenk, 1973) où ils prouvent de deux façons une formule pour 

compter le nombre de chenilles de taille fixée. 

Définition 1.3. Une chenille est un arbre de taille au moins 3 contenant un 

chaîne ry tel que toutes les feuilles soient adjacentes à un sommet de ry. 

De façon équivalente , une chenille est un arbre qui lorsqu 'on lui retire toutes ses 

feuilles devient une simple chaîne. Cette chaîne est appelée colonne de la chenille. 

Figure 1.3 Une chenille avec sa colonne en bleu. 

Une dernière notion importante est celle de sous-graphe. Pour un graphe G = 

(V, E), on dit qu 'un graphe G' = (V' , E') est un sous-graphe de G si V' Ç V et 
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E' Ç EnP2 (V') où P2 (V') = {{ x,y}: x, y EV'} . En particulier , on s'intéresse 

aux sous-graphes induits. 

Définition 1.4. Soit G = (V, E) un graphe et U un sous-ensemble de V. Le 

sous-graphe induit par U sur G est G[U] = (U, En P 2 (U)). 

Un sous-graphe induit est donc un sous-graphe défini par un sous-ensemble de 

sommets et dont les arêtes sont toutes celles qui relient ces sommets dans le graphe 

de départ . En particulier , un sous-arbre induit d'un graphe G est un sous-graphe 

induit de G qui est un arbre. La figure 1.4 (a) montre un sous-graphe induit qui 

n 'est pas un sous-arbre induit car les sommets 7, 8 et 9 induisent un cycle. La 

figure 1.4 (b) illustre un sous-arbre induit. 

(a) (b) 

Figure 1.4 En bleu, le (a) ous-graphe induit par {0 , 1, 3, 7, 8, 9} et (b) sous-arbre 

induit par {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} . 

1. 2 Fonction feuille 

On veut étudier les sous-arbr s induits qui contiennent beaucoup de feuilles. ré

cisément , on s'intéresse à ceux qui contiennent le plus de feuilles pour leur taille. 
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Définition 1.5. Soit G un graphe. Un sous-arbre induit pleinem ent f euillu de G 

est un sous-arbre induit de G tel que tout sous-arbre induit de G de même taille 

n 'ait pas plus de feuilles. 

Par exemple, le sous-arbre induit de la figure 1.4 (b) n 'est pas pleinement feuillu 

car il contient 4 feuilles alors que les sommets {0 , 1, 4, 5, 6, 7, 11} induisent un 

sous-arbre à 5 feuilles . Ce dernier est , par ailleurs , un sous-arbre induit pleinement 

feuillu. En effet , pour t rouver un sous-arbre induit à 7 sommets et 6 feuilles, il 

faudrait que le sous-arbre induit n 'ait qu 'un seul sommet interne et conséquement 

un sommet de degré 6. Or ceci est impossible, car le degré maximal dans le graphe 

de la figure 1.4 est 5. 

Lorsqu 'on considère le nombre de feuilles d 'un sous-arbre induit pleinement feuillu , 

on parle alors de fonction feuille. 

Définition 1.6. La fonction f euille L a : {0 , 1, . .. , IC I} ---+ N U { -oo} d 'un graphe 

G, est la fonction qui à i associe le nombre de feuilles d 'un sous-arbre pleinement 

feuillu de t aille i . Aut rement dit , 

La(i) = max {ITI@ : T est sous-arbre induit de G et IT I = i}. 

Par convent ion on considère que max 0 = -oo. 

La fonction feuille vaut donc -oo si et seulement si le graphe ne cont ient pas de 

sous-arbre induit de taille i . De plus, lorsque i vaut 0 ou 1, la fonction feuille vaut 

systématiquement 0 puisqu 'il ne peut pas y avoir de sommet de degré 1. On peut 

facilement calculer la fonction feuille pour plusieurs familles classiques de graphes. 

On remarque d 'abord que pour les graphes complets Kn = ({1 , . . . , n }, {{i , j } 

i -1:- j }) avec n ~ 3, la fonction feuille est 
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si i = 0, 1 

si i :::::= 2 

sinon . 

En effet , si on prend deux sommets , ils sont reliés par une arête et donc forment 

un arbre avec deux feuilles. Dès que l'on prend trois sommets ou plus, on forme 

un 3-cycle et le sous-graphe induit n 'est pas acyclique. 

Pour les cycles Cn = ( {1 , 2, ... , n }, { { i , i + 1} : 1 ~ i < n} U { {1 , n }}) , avec n 2: 3, 

la fonction feuille est 

si i = 0, 1 

SI ~ = n 

sinon . 

En effet , si on prend n sommets alors le graphe induit est un cycle. On ne peut 

donc pas former d 'arbre induit par n sommets. Dans les autres cas , il suffit de 

prendre une chaîne de longueur i dans le graphe pour obtenir deux feuilles et il 

est clair qu 'on ne peut pas faire mieux. 

Pour la roue Wn construite à partir de Cn en ajoutant un sommet 0 (le moyeu) 

et des arêtes entre tous les sommets de Cn et 0, on a pour n 2: 3 que 

0 si i = 0, 1 

2 si i = 2 

LwJi ) = i- 1 si 3:S;i~l~ J + 1 

2 i l~ J + 2~i~n- 1 
-oo si i = n , n + 1. 

' 

Tout d 'abord , les cas 0, 1, 2, n, n + 1 sont évidents. Si i- 1 est plus petit ou égal à 
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~ alors on peut prendre le moyeu et i - 1 sommets non adjacents dans Cn- l· On 

a alors un arbre à i - 1 feuilles. Dans les autres cas , on ne prend pas le moyeu et 

on prend une chaîne dans Cn de longueur i. 

Pour les graphes bipartis complets 

K n,m = ( {1 , 2, ... , m + n} , { {i, j}: 1:::; i :::; n , n + 1:::; j:::; m + n}) 

la fonction feuille est 

si i = 0, 1 

si i = 2 

si 2 < i ~ max(n , m) + 1 

sinon . 

En effet , on remarque que dès que l 'on prend deux sommets dans chacune des 

parties du graphe, on crée automatiquement un cycle. Pour avoir un sous-graphe 

induit qui soit un arbre , il faut donc qu 'il y ait une des deux parties où l'on prend 

un seul sommet. Le reste en découle facilement. 

Le calcul des fonctions feuilles à aussi fait l'objet de publications. On retrouve 

dans (Abdenbi et al. , 2018) des équations décrivant la fonction feuille des graphes 

séries-parrallèles. Les sous-arbres pleinement feuillus de certains graphes infinis ont 

aussi déjà été étudiés. Dans (Blondin Massé et al. , 2018) et (Blondin Massé et al. , 

2018b) , les auteurs étudient les polyominos , polycubes , polyhexes et polyamants 

arbres pleinement feuillus. On reformule ici deux de leurs résultats dans notre 

terminologie. 

Théorème 1.7. La fonction feuille du graphe dont l )ensemble des sommets est 

'l} et l )ensemble des arêtes est 

u { {(i , j) , (i + 1, j)} , {(i, j), (i, j + 1)}} ' 
(i ,j)EZ2 
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c'est-à-dire la grille des entiers munie de la relation de 4-adjacence, est donnée 

par la récurrence suivant e : 

si i = 0, 1 

si i = 2 

si i = 3, 4, 5 

si i 2 6. 

Théorème 1.8. La fon ction f euille du graphe dont l 'ensemble des sommets est 

Z3 et l 'ensemble des arêt es est 

u { { (i , j , k) , (i + 1, j , k)} , { (i , j , k) , (i , j + 1, k) , {(i , j , k) , (i , j , k + 1)}}} ' 
(i ,j ,k) a ,2 

c 'est-à-dire Z3 muni de la relation de 6-adjacence, est donnée par la récurrence 

suivante : 

avec 

1.3 

/ ~(i) + 1 

si i = 0, 1 

si i = 6, 7, 13 , 19, 25 

·si 2 :::; i :::; 40 et n # 6, 7, 13, 19, 25 

si 41 < i < 81 

Lz3(i) = f (i) 

f(i-41)+28 

l Lz3 (i - 41) + 28 si i 2 82, 

{ 

l ( 2i + 2) /3 J si 0 :::; i :::; 11 

f( i) = l(2i + 3) / 3J si 12:::; i:::; 27 

l(2i + 4)/3J si 28:::; i:::; 40. 

Combinatoire des mots 

On aborde maintenant la terminologi de base sur les mots . Pour une introduction 

détaillée, voir (Lothaire, 1997). Un mot est une suite finie de symboles (appelés 

lettres) w1 w2 ... Wn où chaque symbole wi est pris dans un ensemble fini A appelé 

alphabet. On note Alph(w) l'ensemble des lettres d'un mot w. On nomme longueur 

d 'un mot , et on note [w[ , le nombre de lettres de w. Pour une lettre a E A , on 

note lw la le nombre d 'occurrences de la lettre a dans le mot w. Deux mots w et w' 
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sont dit abéliens équivalents si lwla = lw'la pour tout a E A. Le mot ne contenant 

aucun symbole est appelé mot vide. On note ce dernier c. On appelle langage un 

ensemble de mots. En particulier , le langage contenant tous les mots de longueur 

finie sur l'alphabet A est noté A * et celui des mots de longueur i est noté Ai. Pour 

deux mots w = w1 ... Wn et u = u 1 ... Um on définit la concaténation de w et u 

comme le mot w1 . . . wnu1 ... Um et on la note w · u ou simplement wu. L'ensemble 

A* muni de l'opération de concaténation forme un monoïde d 'élément neutre c. 

Si w =pus on dit alors que u est un facteur de w. De plus , si p = c, on dit que 

u est préfixe de w et si s = c, on dit que u est suffixe de w . On note prefi(w) 

( resp. suffi ( w)) le préfixe ( resp. suffixe) de longueur i de w. Finalement, on note 

Fact(w) l'ensemble des facteurs de w et Facti (w) = Fact(w) n Ai l'ensemble des 

facteurs de longueur i . 

Un langage particulier que l'on utilise au chapitre 2 est celui des mots bien pa

renthésés. 

Définition 1.9. On dit qu'un mot de { [, ]}* est bien parenthésé si l'on peut 

obtenir le mot vide en supprimant successivement des facteurs [] . 

Ce type de mots est bien connu en informatique théorique ainsi qu 'en théorie 

des langages . On y fait aussi souvent référence sous le nom de mot de Dyck. 

Par exemple, le mot [ [] [ []]] est un mot bien parenthésé mais [ [] [ ne l'est pas. 

Remarquons qu'un mot de Dyck est toujours de longueur paire puisqu'on retrouve 

le mot vide en enlevant un nombre pair de lettres. De plus , lorsqu 'on supprime un 

facteur [] d 'un mot de Dyck, on retrouve aussi un mot de Dyck. 

1.4 Théorie de la complexité 

Cette section se veut une brève introduction à la théorie de la complexité. Seules 

les notions essentielles pour la suite du texte sont abordées . Pour une introduction 
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détaillée, le lecteur peut consul ter ( Cormen et al., 2009). 

1.4.1 Analyse d 'algorithme 

Lors de la conception d 'algorithmes, il est important de pouvoir déterminer si 

un algorithme est plus rapide ou efficace qu 'un autre. Pour ce faire, on utilise 

l'analyse asymptotique. Grossièrement , on cherche à comparer la croissance du 

temps nécessaire pour exécuter l'algorithme en fonction de la taille de l'entrée. 

Par exemple, imaginons que l 'on veuille résoudre le problème suivant : 

Problème 1.10. Étant donné L une liste triée de n entiers, est-ce que L contient 

un entier donné x ? 

On compare deux approches pour résoudre celui-ci : la recherche linéaire et la 

recherche binaire. Pour bien comprendre les approches, on les illustre sur la liste 

suivante : 

L = [0, 1, 2 , 2, 3, 4 , 5 , 5 , 5, 5, 7, 7, 8 , 9, 9 , 10] 

L'algorithme de recherche linéaire consiste à regarder 1 un après l'autre les élé

ments de la liste et vérifier si l 'élément recherché est le même. Pour notre exemple, 

il faut donc regarder les 13 premières valeurs pour vérifier si la liste contient un 

8. En général, pour une liste de longueur n on pourrait avoir à faire jusqu'à n 

comparaisons. Remarquons que cette approche n'utilise pas l'hypothèse que la 

li te e t triée. 

Pour la recherche binaire , on compare la valeur de l'élément au milieu de la li te 

avec l'élément recherché x. Si c t élément n 'est pas x, comme la li tee t triée , on 

peut alors déterminer s'il doits trouver à la gauche ou à la droite de cet élément. 

On élimine alors au moin la moitié des valeurs restantes et on répète l'algorithme 

avec la moitié de la liste dans laquelle x peut se trouver. Ainsi , à chaque fois que 
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l'on regarde une valeur on élimine la moit ié des valeurs restantes. Par exemple 

sur L , on regarde seulement les valeurs 5, 7, 9, 8 pour rechercher l'élément 8. La 

figure 1. 5, illustre les étapes d 'une recherche binaire dans L . 

[0 , 1 , 2 , 2, 3 ,4 , 5 , 5, 5 , 5 , 7, 7, 8 , 9, 9 , 10] 

[0 , 1 , 2 , 2, 3 , 4 , 5, 5, 5, 5 , 7, 7, 8 , 9 , 9 , 10] 

[0 , 1, 2 , 2, 3 , 4 , 5, 5 , 5, 5 , 7, 7, 8, 9, 9 , 10] 

[0 , 1, 2 , 2, 3 , 4 , 5, 5, 5, 5 , 7, 7, 8, 9, 9 , 10] 

Figure 1.5 Étapes de la recherche binaire de 8 dans la liste triée L. Les valeurs 

éliminées sont en rouge et les valeurs comparées en bleu . 

Avec cette stratégie , comme on élimine à chaque fois la moit ié des valeurs restantes , 

on examine donc au plus pog2 ( n) l valeurs pour une liste de longueur n. 

Pour formaliser l'int uit ion de « environ au plus », on introduit la notation 0. 

Définition 1.11. Soit f : N---+ IR+, alors O(f) est l 'ensemble de fonctions 

{g : N---+ IR : :3n0 , cE IR+ tel que 0 ::; g(n) ::; cf (n) \::ln 2 no} 

Intuit ivement , on dit qu 'une fonction g est dans O(f ) si f borne sa croissance à 

une constante c près. Ainsi on retrouve dans O(n3
) tous les polynômes de degré 

inférieur à 3, mais pas le polynôme n4 . On dit , par exemple, que le nombre de 

comparaisons à effectuer pour la recherche linéaire dans une liste de taille n est 

dans O(n) alors qu 'elle est dans O(log2 (n)) pour la recherche binaire. Comme 

le logarithme croit significativement plus lentement qu 'une fonction linéaire, on 

conclut que la recherche binaire est plus efficace car elle demande beaucoup moins 

d 'opérations. En général, on ut ilise la notation asymptotique 0 pour borner le 

« nombre d 'étapes » (affectations/ lectures de valeur , opérations mathématiques 
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de base) d 'un algorit hme. Si le nombre d 'étapes d 'un algorithme est dans O(j), 

on dit alors que la complexité temporelle de l'algorit hme est O(f). On dit qu'un 

algorithme est polynomial si sa complexité temporelle est dans O (nk) pour une 

certaine constante entière k . On ut ilise aussi parfois cette notation pour estimer 

l'espace requis (le nombre de valeurs à stocker) d 'un algorithme. On parle alors 

de complexité spatiale. 

1.4.2 NP-complétude 

Dans la section précédente , on a abordé la complexité des algorithmes. On géné

ralise ici cette définition aux problèmes. On dit qu 'un problème P est polynomial 

s'il existe un algorithme avec une complexité temporelle polynomiale permettant 

de résoudre le problème. 

Il xiste un type particulier de problèmes que l'on appelle problème de décision. 

Intuitivement , ces problèmes sont ceux dont la réponse est « oui » ou « non ». 

Par exemple, déterminer si un nombre est premier est un problème de décision , 

mais trouver la factorisation d'un nombrr.:> en facteurs premiers n'en est pas un. 

Aussi, dans un graphe, trouver la plus courte chaîne èntre deux sommets n 'est 

pas un problème de décision , mais déterminer s'il existe une chaîne de longueur 

k entre ces deux derniers en est un. Formellement, étant donné un ensemble E 

et un sous-ensemble S Ç E, un problème de décision consiste à déterminer, étant 

donné xE E , si xE S. On nomme instance d'un problème un élément de E. Si x 

est élément d S alors x st une in tance po itive du probl 'rn . 

L'ensemble des problèmes de décision st organisé en fonction de la complexité 

des problèmes. Deux des classes les plus connues sont le classes P et P. 

Définition 1.12. La classe P (pour Polynomial) est l'ensemble des problèmes 

de décision pour lesquels il existe un algorithme polynomial permettant de le 
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résoudre. 

On considère normalement qu'un problème dans P est un problème traitable sur 

des ordinateurs puisque le temps de calcul requis ne croit pas « trop vite» lorsque 

la taille des instances augmente. 

Pour un problème de décision, un algorithme de vérification est un algorithme 

qui prend en entrée x (une instance du problème) et c (un certificat) . Il doit 

satisfaire la propriété suivante : pour toute instance x, il existe un certificat c tel 

que l'algorithme retourne vrai si et seulement si x est une instance positive du 

problème. Par exemple, pour le problème consistant à décider si un nombre est 

composé, on peut avoir comme certificat c une paire de nombres et l'algorithme 

serait de vérifier si leur produit donne x . 

D éfinit ion 1. 13. La classe NP (pour Non-deterministic Polynomial) est l'en

semble des problèmes de décision pour lesquels il existe un algorithme de vérifi

cation polynomial utilisant un certificat de taille polynomiale. 

Par exemple, tous les problèmes dans P sont dans NP, car on peut utiliser comme 

algorithme de vérification l'algorithme polynomial permettant de résoudre le pro

blème. Toutefois , il n'est pas du tout clair que tout problème dans P. soit dans 

P. En effet, pour plusieurs problèmes dans NP, il n 'y a pas , à ce jour, d 'algo

rithme connu pour les résoudre en temps polynomial. Par exemple, déterminer si 

un graphe possède une clique de taille k (un sous-graphe induit à k sommets qui 

est isomorphe au graphe complet) est dans NP, mais on ne sait pas montrer qu 'il 

est ou qu 'il n 'est pas dans P. Cette question, connue sous le nom « P vs NP », 

est posée pour la première fois dans l'article The Complexity of Theorem-proving 

Procedure (Cook, 1971). Toujours irrésolu malgré l'intérêt qu'il suscite , ce pro

blème fait d 'ailleurs partie des sept problèmes du millénaire du Clay Mathematics 

Institute ( J affe, 2006). 



18 

Certains problèmes P jouent un rôle particulier en théorie de la complexité 

et sont appelés NP-complets . Intuitivement , on pense à ces problèmes comme 

ét ant les problèmes les plus difficiles de la classe P. Formellement , on définit un 

préordre :::S sur les problèmes comme suit : 

Définition 1.14. Soit P et Q des problèmes de décision. On dit que P :::S Q s'il 

existe un algorithme polynomial pour résoudre P en supposant que l'on puisse 

résoudre Q en temps constant . 

On peut aisément vérifier que la relation :::S est réflexive et transitive. On dit que 

P = Q lorsque P :::S Q et Q :::S P . On constate alors que :::S définit une relation 

d 'ordre sur l'ensemble des problèmes de décision dans P quotienté par =· Les 

problèmes P-complets sont les problèmes de la classe d 'équivalence qui est le 

maximum de cette relation d 'ordre. 

Définition 1.15. P est un problème NP-complet si P est dans P et pour tout 

problème Q dans la classe P on a Q :::S P. 

On sait que l'ensemble des problèmes NP-complets n 'est pas vide. En effet , le 

premier problème pour lequel on a démontré sa P-complétude est le problème 

de satisfaisabilité d 'expressions logiques. 

Théorème 1.16 (Cook-Levin , 1971). Le problèm e de satisf aisabilité d 'une ex

pression logique sous form e normale conjonctive (SA T-CNF) est N P- complet. 

Précisément , ce problème consiste à déterminer s'il existe une distribution de 

valeurs d v ' rit' pour n v riables booléennes { P1 , . . . , Pn} qui satisfasse une ex

lo.)quP OP la forme f\,';1 ( v:=l ei,J-) av ei,j E {Pl , -,pl; . . . ; Pn ~ ---, pn }. 

Les problèmes P-complets étant plus difficiles que tous les problèmes dans P, 

s 'il existe un algorithme polynomial pour résoudre un seul des problèmes NP-
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complets alors tous les problèmes de NP peuvent être résolus en temps polyno

mial. Ainsi, trouver un algorithme polynomial résolvant un problème P-complet 

démontrerait que P =NP. À ce jour, on ne connaît aucun algorithme polynomial 

permettant de résoudre un problème NP-complet. 

1.4.3 Réduction 

La technique usuelle pour démontrer qu'un problème est NP-complet est d'utiliser 

une réduction. Supposons que l'on veuille montrer qu'un problème P 1 est NP

complet. On doit d'abord vérifier que le problème est dans NP. Pour ce faire , il 

suffit de donner un algorithme de vérification. On s'assure ensuite que Q :::S P 1 

pour tout problème Q dans NP. Pour ce faire , il suffit de trouver un problème 

P2 qui soit P-complet et tel que P2 :::S P1 . Par transitivité, on trouve alors que 

Q :::S P1 pour tout problème NP-complet Q. Pour démontrer que P2 :::S P1 on 

procède en général comme suit : 

1. on donne une transformation f des instances de P2 en instances de P1 , 

2. on s'assure que cette transformation s'effectue en temps polynomial, 

3. on s'assure que pour une instance x de P2 , f(x) est une instance positive de 

P1 si et seulement si x est une instance positive de P2 . 

On a alors démontré que P2 :::S P1 car si on suppose que l'on peut résoudre P1 en 

temps constant, on peut alors résoudre P2 en temps polynomial en appliquant la 

transformation f à notre instance puis en vérifiant que l'on obtient une instance 

positive de P1. 

On peut, par exemple, montrer que le problème IS (Induced Subtree) consistant 

à déterminer si un graphe contient un sous-arbre induit à plus de i sommets est 

NP-complet. Pour ce faire , on utilise la réduction proposée dans (Erdé5s et al. , 

1986) à partir du problème NP-complet I DEPSET (Independant Set). Ce dernier 

consiste à déterminer si un graphe contient un ensemble indépendant à k sommets 
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(c'est-à-dire un ensemble de k sommets dont aucune paire n 'est adj acente) . Pour 

une preuve de la NP-complétude de I DEPSET voir (Carey et Johnson, 1979) . 

Proposition 1.17 (Erdé5s, Saks et Sos, 1986) . Le problème IS est NP- complet . 

Démonstration. On vérifie d 'abord que IS est bien dans NP. Pour ce faire, on 

prend comme cert ificat un sous-ensemble des sommets et l 'algorithme de vérifica

tion consiste à vérifier que ce sous-ensemble n 'induit pas de cycle et est connexe. 

Cett e vérification s'effectue bien en temps polynomial puisqu 'il suffit de faire un 

parcours de graphe en se restreignant aux sommets du sous-ensemble. 

Pour une instance de I DEPSET, qui est une paire (C, i) avec C un graphe et 

i un ent ier, on associe une instance f (C, i) du problème IS. Pour ce faire on 

construit le graphe H en ajoutant un sommet spécial adj acent à tous les sommets 

de C. On attache ensui te une chaîne de longueur 1 C 1 au sommet sp 'cial. Cette 

transformation est illustrée à la figure 1.6. On définit alors f(G , i) = (H , ICI+i+1). 
La t ransformation f s'effectue bien en temps polynomial puisqu 'on ajoute ICI+ 1 
::>orwuet::) et 2IGI arêt s. 

G H 

Figure 1.6 Transformation polynomiale d 'une instance de INDEPSET en instanc 

de IS. 

De plus, si ( G, 'i) e::>t uu iut>tan · positiv de I DDPSD T , c'est-à-uire si G possèd"' 

un ensemble indépendant de taille i, alors H possède un sous-arbre induit de 

taille ICI + i + 1. Pour le trouver, on prend tous les sommets de la chaîne, et les 
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i sommets de l 'ensemble indépendant. Finalement , si H contient un sous-arbre 

induit à JGJ + i + 1 sommets alors au moins i de ces sommets doivent être des 

sommets de G. Aussi , comme le sous-arbre contient au moins un sommet de la 

chaîne, le sommet spécial doit être inclus dans le sous-arbre. Ainsi , aucun des i 

sommets choisis dans G ne peut être adjacent sans qu 'il n 'y ait de cycle. On a 

donc que ces i sommets forment un ensemble indépendant. 0 

1.4.4 Générateur et complexité amortie 

L'analyse d 'algorithmes s'effectue un peu différemment lorsqu 'on s'intéresse aux 

générateurs, des algorithmes permettant de parcourir tous les éléments d'un en

semble. Une stratégie utilisée pour ce type d'algorithme est d 'utiliser la récursivité . 

Pour une stratégie récursive , on sépare en plus petits problèmes. Par exemple pour 

engendrer les sous-ensembles de S on utilise le fait que P(S) est l'union disjointe 

de P(S\{x}) et {{x} US': S' E P(S\{x})}. La stratégie récursive est celle qui 

sera utilisée au chapitre 2. 

On peut aussi commencer avec un élément de l'ensemble que l 'on veut générer 

et utiliser une transformation bien choisie qui permet de passer d 'un élément 

à l'autre. On utilise une telle stratégie pour générer tous les mots sur {a , b} de 

longueur n. On commence avec w 1 .. . Wn =a . .. a. À partir d 'un mot , pour trouver 

le mot suivant , on part de la droite et on transforme tout les b en a jusqu'à ce 

qu 'on tombe sur un a. On termine en remplaçant ce a par un b. La figure 1.1 

liste les mots que l'on obtient en appliquant successivement cette procédure pour 

n = 4. À partir de l'exemple, on peut facilement se convaincre qu 'en procédant 

ainsi on génère tous les mots d 'une longueur fixée . 

L'analyse de la complexité totale d'un algorithme de génération est souvent peu 

intéressante , d 'autant plus qu 'il est courant que le nombre d'éléments dans l'en

semble soit exponentiel. Ainsi , on analyse plus souvent le délai et l'initialisation 
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W1W2W3W4 nombre W1W2W3W4 nombre 
d 'opérations d 'opérations 

0 aaaa 1 8 ba a a 1 
1 a a ab 2 9 ba ab 2 
2 a a ba 1 10 baba 1 
3 aabb 3 11 babb 3 
4 ab a a 1 12 bbaa 1 
5 a bab 2 13 bbab 2 
6 ab ba 1 14 bbba 1 
7 abbb 4 15 bbbb 

Tableau 1.1 Génération des mots binaires de 4 let t res. La colonne « nombre 

d 'opérations» indique le nombre de lettres qui sont modifiées pour passer au mot 

suivant . En bleu , les lettres qui sont modifiées pour passer au mot suivant . 

du générateur. Le délai d 'un générateur est le temps requis pour t rouver l 'élé

ment suivant alors que l'initialisation est le t emps requis pour obtenir un premier 

élément . Si l 'on tente d 'analyser le temps nécessaire pour obtenir le mot suivant 

dans notre générateur de mots , on observe que peu import la longueur , il y a 

toujours un moment où toutes les lettres doivent être changées (du 7 au 8 dans 

notre oxemplo). Conséquemment, dans le pire cas, pour obtenir le mot uivant on 

doit changer toutes les lettres. Ainsi, le délai est dans O(n) où n est la longueur 

des mots générés . Toutefois, pour la plupart des mots , on ne change que peu de 

lettres. Pour en tenir compte dans notre analyse du délai, on introduit l 'analyse 

de complexité amortie. 

D éfinit ion 1.18 . Soit G un générateur dont la somme des délais est dans O(f (n)) . 

On dit alors que le délai amorti est en O(f (n)/m) où m est le nombre d'éléments 

engendrés par le générateur. 

L'intuition derrière cette défini t ion e t qu 'on effect ue la moyenne des délais pour 

obtenir chacun des éléments . Cette façon d faire l'analyse de complexité amortie 

est appelée la méthode agrégée. Calculons le nombre total de changements de let t re 
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pour notre exemple de générateur de mots. On remarque que w1 n 'est modifié 

qu 'une seule fois , w2 est modifié trois fois , w3 sept fois et ainsi de suite. En général, 

wi est modifié 2i - 1 fois. Ainsi , pour engendrer tous les mots de longueur n on 

effectue 2::~= 1 (2i - 1) = 2n+l - 2 - n changements de lettre. Le délai amorti du 

générateur est donc dans 0 ( 2n+~~2-n) = 0(1). 





CHAPITRE II 

CALCUL DE LA FONCTION FEUILLE D'U GRAPHE 

Dans ce chapitre, on donne un algorithme général pour le calcul de la fonction 

feuille d 'un graphe simple quelconque. On commence par montrer que décider si un 

graphe possède un sous-arbre induit à i sommets et f feuilles est un problème P

complet. Par la suite, on construit une structure de données nommée .configuration, 

que l'on utilise pour construire un algorithme de type séparation et évaluation 

progressive pour le calcul de la fonction feuille. 

2.1 NP-complétude 

On étudie ici la complexité du problème de décision LIS (Leafed Induced Subtree) 

portant sur les sous-arbres induits et leur nombre de feuilles. 

Définition 2.1. Le problème LIS est un problème de décision qui , pour un graphe 

G et deux entiers i et f, consiste à décider s'il existe un sous-arbre induit de G 

qui a exactement i sommets et f feuilles. 

Rappelons que le problème IS consiste à décider si un graphe possède un sous-arbre 

induit à plus de i sommets. On sait qu 'il est P-complet par la proposition 1.17. 

Pour démonter que LIS est NP-complet, on procède donc à une réduction à partir 

de ce dernier. 

Théorème 2.2. Le problème LIS est NP-complet. 
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Démonstration. On vérifie facilement que le problème est dans P. En effet, si 

l'on prend comme certificat un sous-ensemble de sommets de G, on peut vérifier 

en temps polynomial si celui-ci induit un sous-arbre à i sommets et .e feuilles. 

Soit G = (V, E) un graphe simple. On construit H à partir de G en ajoutant pour 

chaque sommet v dans V un sommet v' et l'arête {v, v'}. Explicitement , 

H = (VU V' , EU { {v, v'} :v EV}), 

où V' = {v' : v E V}. Un exemple de cette transformation est illustré à la 

figure 2.1. Cette transformation s'effectue en temps et en espace polynomial puis

qu 'on ne fait qu 'ajouter lVI sommets et lVI arêtes. 

G H 

Figure 2.1 Transformation polynomiale d'une im; ance de IS ea ia::;La,Hce d LIS. 

Soit f(G , i) = (H, 2(i + 1), i + 1) notre transformation. On montre que G possède 

un sous-arbre induit à plus de i sommets si et seulement si H contient un sous

arbre induit à 2 ( i + 1) sommets et i + 1 feuilles . 

1 ===--; 1 Si G possède un sous-arbre induit de plus dei sommets, G a, entre autres, 

un ou -arbre induit de i + 1 sommets. Soit {v1 , ... , vi+1} Ç V, induisant un 

sous-arbre dans G. Alors , l'ensemble de sommets {v1 , v1', ... , vi+1 , vi+1'} induit un 

sous-arbre dans H. En effet, les sommets v1 , ... , vi+1 induisent un ous-arbre dan 

H , car il en induisent un dans G. L'ajout des sommets v1', ... , vi+1' n'induit pas 

de cycle. En effet, aucun cycle de H ne contient un sommet de V ' puisqu'ils sont 

tous de degré 1. Donc, les sommets v1 , v1' , . . . , vi+ 1 , vi+ 1' induisent un sous-arbre 



27 

qui, en outre, a exactement i+ 1 feuilles. Effectivement, chaque sommet de V' doit 

être de degré 1 dans H[{v1 , v1' , ... , vi+l, vi+1'}], car il est de degré 1 dans H. À 

l'opposé, chaque sommet vi E V doit être de degré plus grand ou égal à 2, car Vj est 

connecté à sa copie v/ , ainsi qu 'à un autre sommet de V , puisque les v1 , ... , vi+ 1 

induisent un sous-arbre de H (et forment donc un sous-graphe induit connexe). Par 

conséquent , chaque sommet de V' doit être une feuille alors que chaque sommet 

de V ne peut en être une. Conséquemment , H[{v1 , v1' , ... , vi+ 1 , vi+1'}] est un sous

arbre induit de 2(i + 1) sommets et i + 1 feuilles. 

1 ~ 1 Supposons que H possède un sous-arbre induit à 2(i + 1) sommets et i + 1 

feuilles. Soit U Ç VU V' le sous-ensemble induisant ce dernier. On s'assure que 

1 U n VI 2 i + 1. Si v' E V' est dans U , alors il est nécessaire que le sommet v 

de H soit dans U pour que le sous-graphe induit soit connexe. En effet , c'est le 

seul sommet adjacent à v' dans H. Comme chaque sommet de V' partage l'unique 

arête qui lui est incidente avec un sommet distinct de V , l'ensemble U contient un 

sommet différent de V pour chaque sommet distinct de V' qu'il contient. Ainsi, 

lU n VI 2 lU n V'l· Or, comme lU n VI+ lU n V'l = 2(i + 1) , on obtient que 

lU n VI 2 (i + 1). Comme H[U] est acyclique , on a que H[U n V] l'est aussi. Ce 

dernier graphe est aussi connexe, car les sommets de V' n U sont des feuilles de 

H[U]. Pour cette raison, puisque G = H[V], le graphe G[U n V] est identique à 

H[UnV] et , conséquemment, il est un sous-arbre induit de G à plus dei sommets. 

En conclusion , on a donc que IS =S LIS et donc LIS est P-complet par la propo

sition 1.17. D 

Comme le problème LIS est NP-complet , il est difficile d'espérer mieux pour le 

calcul de la fonction feuille qu 'un algorithme exponentiel. Dans la suite de ce 

chapitre , on développe donc un algorithme de type séparation et évaluation pour 

le calcul de la fonction feuille. 
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2.2 Configuration d 'un graphe 

On décrit maintenant une structure de donnée appelée configuration de sous-arbre 

induit d 'un graphe G qui sert à parcourir t ous les sous-arbres induits de G. Une 

configuration est un sous-arbre induit enrichi d 'informations qui permettent de 

construire d 'autres sous-arbres induits par inclusion , exclusion et retour sur trace. 

On attribue des couleurs aux sommets de G, inspirées des feux de circulation. Les 

sommets coloriés en vert décrivent forcément un sous-arbre induit par (a). On 

appel ce dernier sous-arbre vert ou simplement arbre vert. 

Définition 2.3. Soit G =(V, E) un graphe simple et r = {vert, jaune, rouge, bleu} 

un ensemble de couleurs. Une configuration C sur G est le couple donné par un 

coloriage c : V ---t r et une pile H de coloriage appelée historique de C. 

Tous les coloriages c : V ---t r doivent satisfaire les condit ions suivantes : 

(a) Le sous-graphe induit par c- 1(vert) est un arbre ; 

(b) Si c( u) = vert et { u , v} est dans E , alors c(v ) E {vert, jaune, rouge} ; 

(c) Si c(u) = jaune, alors lc- 1 (vert) n N(u)l = 1 où N(u) et l'ensemble des 

voisins de u . 

La configuration initiale sur G est la paire (cbleu, Ho) où Cbteu(v) = bleu pour tout 

v dans G et H0 est la pile vide. 

Finalement , on dit que deux configurations sur le même graphe sont égales , si elles 

ont la même coloration et le même historique (les mêmes colorations empilées dans 

le même ordre dans H ) . 

. Dans une configuration , le rouge indique le::; ::;o11uuets qui n p uveut pas êtr 

ajoutés au sous-arbre vert . Un ommet p ut être rouge pour deux raisons. Cela 

peut être parce qu 'il est adjacent à deux sommets verts et que conséquemment , 
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son inclusion créerait un cycle. Sinon, c'est qu'il est explicitement exclu pour des 

raisons de génération par l'utilisation de l'opération EXCLURESOMMET. Cette 

seconde possibilité est discutée plus loin dans cette section. Les sommets jaunes 

sont adjacents à un seul sommet de l'arbre vert. Pour cette raison , ils représentent 

les sommets que l'on pourrait colorier en vert , pour augmenter le nombre de 

sommets de l'arbre vert. Finalement , les sommets bleus sont ceux qui ne sont pas 

« visibles », c'est-à-dire qu 'ils sont à une distance d'au moins deux de tous les 

sommets verts. 

Les configurations sont des structures que l'on peut transformer en utilisant plu

sieurs opérations. On verra que l'on peut modifier la coloration de différents som

mets en respectant certaines conditions. Pour des raisons de génération et pour 

permettre un retour sur trace efficace, il est utile de connaître toutes les colorations 

qui ont mené à la configuration actuelle. Aussi, ces colorations sont enregistrées 

dans la pile H. 

La figure 2.2 (a) illustre un exemple de configuration. Les sommets 0, 1, 2, 3, 4, 5 

et 6 induisent un sous-arbre dont les arêtes sont mises en évidence en vert . Les 

sommets 14 et 15 doivent être rouges puisqu'ils sont adjacents à plus d 'un som

met vert. Les sommets 7, 8, 9, 10 et 11 pourraient être jaunes ou rouges puisqu 'ils 

sont voisins d'exactement un sommet du sous-arbre vert. Finalement , les sommets 

12, 13 et 16 pourraient être bleus ou rouges , puisqu'ils ne partagent pas d 'arête 

avec un sommet vert. 

Comme mentionné précédemment , on peut obtenir de nouvelles configurations en 

appliquant différentes opérations à une configuration. On peut d 'abord initialiser 

une configuration à partir d 'un graphe. L'initialisation sur un graphe G consiste 

à créer la configuration initiale sur G, c'est-à-dire la configuration sur G avec 

la coloration à bleu partout et un historique vide. Pour les autres opérations 
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(a) (b) 

Figure 2.2 Configuration de sous-arbre induit. Les arêtes vertes mettent en évi

dence le sous-arbre vert et les arêtes jaunes, les extensions possibles de ce dernier. 

(a) Une configuration C . (b) La configuration C.INCLURESOMMET(ll ). 

possibles, on utilise la définit ion suivante : 

Définition 2.4. Soit G = (V, E) un graphe et C = (r: , H) un e configuration 

sur G. On dit qu 'un sommet v E V et coloriable pour C si c(v) = jaune ou si 

c( v) = bleu et c-1 (vert) = 0. 

En général, un sommet coloriable est donc un sommet qu 'il est possible de colorier 

en vert, tout en continuant de respecter la condit ion que les sommets verts in

duisent un sous-arbre de G. En effet , si le sous-arbre vert est non vide, un sommet 

coloriable est adjacent à exactement un sommet de l'arbre t s'il est vide , alor 

n'importe qu l sommet p ut être choisi. Dans les deux cas on évite les sommets 

rouge pui qu 'on l s con idèr comm exclu . Pour une configuration C = ( c, H ), 

on a les opération uivante : 

- C.EXTE SIO P OSSIBLE() qui retourne n 'importe quel sommet de G qui est 
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coloriable. S'il n 'existe pas de tel sommet , l'opération retourne NUL. Cette 

opération est non déterministe. 

- C.INCLURESOMMET(v) qui empile d 'abord une copie de c sur le dessus de 

H. Il change ensuite la couleur de v à vert et met à jour les couleurs des 

voisins de v pour conserver une coloration valide. Le sommet v doit être 

coloriable. 

C.EXLCURESOMMET(v) qui empile d 'abord une copie de cau sommet de 

H et change ensuite la couleur du sommet v à rouge. Il faut que v soit 

coloriable. 

C.DEFAIRE que l'on décrit à la section 2.2.1. 

On peut illustrer le fonctionnement de ces opérations sur la configuration C de la 

figure 2.2 (a). C.EXTE SIONPOSSIBLE() retourne un des éléments de {7, 8, 10, 11} , 

car ce sont tous les sommets qui sont jaunes . Soit C', la configuration obtenue en 

appliquant INCLURESOMMET(ll) à C. On doit alors faire une mise à jour des 

couleurs de la façon suivante : c(11) +--- vert, c(10) +--- rouge et c(12) +---jaune. C' 

est ill us trée à la figure 2. 2 (b). 

On dit qu'on applique une extension à la configuration si on utilise une opération 

d 'inclusion ou d 'exclusion. De façon analogue, on dira qu 'une configuration C' 

peut être obtenue d 'une configuration C par extension, si on peut l'obtenir en 

n 'utilisant que les opérations INCLURESOMMET et EXCLURESOMMET. 

2.2.1 Opération Défaire 

Finalement , une configuration offre une dernière opération : C.DEFAIRE(). Les 

opérations DEFAIRE, INCLURESOMMET et EXCLURESOMMET forment l'ensemble 

des opérations qui modifient la configuration. On les nomme donc modification. 

Comme son nom l'indique, nous voulons que DEFAIRE annule les extensions effec-
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tuées sur la structure. On veut , en particulier , qu 'une inclusion ou une exclusion 

suivie de DEFAIRE ne modifie pas la coloration. On définit donc cette dernière à 

partir de cette propriété. On montre par la suite, qu 'il existe une opération satis

faisant cette propriété et on démontre certaines des propriét és de cette opération. 

D éfinition 2 .5 . L'opération DEFAIRE() est n 'importe quelle opération qui satis

fait les deux condit ions suivantes : 

1. Il ne peut êt re appliqué à une configuration C que si la pile H est non vide ; 

2. Pour toute configurat ion C et tout sommet coloriable v de C , alors on a 

C = (C.INCLURESOMMET(v).DEFAIRE()) , et 

C = (C.EXCLURESOMMET(v). DEFAIRE()). 

On montre à l'aide du lemme suivant qu 'il existe une t elle opération. 

Lemme 2 .6 . Si DEFAIRE dépile la tête de H et remplace c par celle-ci alors 

DEFAIRE satisfait la définition 2. 5. 

Démonstration. On note d'abord que l'opération ne s'applique que si la pile est 

non vide, puisqu 'on doit dépiler la têt e de celle-ci. De plus , il est clair que l'opéra

t ion satisfait la seconde condit ion. En effet, la coloration n 'est pas modifiée puisque 

la coloration initiale est empilée, puis dépilée pour redevenir la coloration de la 

configuration. D plus, la pile n 'est pas modifiée puisqu 'on ne fait qu 'y empiler 

un élément que l on dépile nsuit . D 

Comme l'illustre le lemme précédent , l'intuition d rri 're DEFAIRE e t qu'il ;agit 

d'une opération qui permet d'annule suce ssivement les dernières modifications 

empilées dans l'historique. 
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Pour bien comprendre l 'effet de DEFAIRE, on étudiera l 'effet d 'une suite de mo

difications sur une configuration. Soit o1 , ... , On une suite de modifications , c'est-à

dire une suite d 'opération lNCLURESOMMET(-) , EXCLURESOMMET(-) et DEFAIRE() . 

On dénote C. ( o1 ... on) la configuration obtenue en appliquant successivement à 

C les opérations o1 , 02 jusqu'à On. On note d'abord que 

pour 1 ::; k ::; n. On dénote par () la suite d 'opération ne contenant aucune 

opération. Ainsi C. () = C. 

2.2.2 Suite de modifications admissibles 

Remarquons que toute séquence d 'opérations ne peut pas toujours être appliquée 

sur une configuration donnée. Par exemple , la suite d 'opérations consistant à in

clure le sommet 11 , puis exclure le sommet 10, ne peut être appliquée à la configu

ration de la figure 2.2 (a), car 10 n 'est pas coloriable dans C.INCLURESOMMET(ll) 

illustrée à la figure 2.2 (b). En général, pour inclure ou exclure un sommet v, il 

faut qu 'il soit coloriable et pour pouvoir appliquer DEFAIRE, il faut que la pile H 

soit non vide. 

Définition 2.7. Soit C = (c, H) une configuration. Alors I CLURESOMMET(v) 

ou Ex cL URESOMMET( v) est une opération admissible pour C, si v est coloriable 

dans C. De plus , DEFAIRE() est une opération admissible pour C, si H est non 

vide. 

On dit qu 'une suite de modifications o1 , o2 , .. . , On est admissible pour une confi

guration C, si pour 1 ::; i::; n, oi est une opération admissible pour C.(o1 ... oi-1)· 

Inspiré par la terminologie de la combinatoire des mots , on dit qu 'un fact eur 

d 'une suite d'opérations o1, o2 , ... , On est une suite de la forme oi, ... , Oj avec 
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1 ::; i ::; j ::; n. On dit aussi qu 'un préfixe est un facteur contenant o1 et un suffixe 

est un facteur contenant On. 

Soit o1 , o2 , ... , On une suite de modifications effectuées sur une configuration de 

départ C. On veut mettre en parallèle les suites de modifications et les mots sur 

l'alphabet { [, ]} . Pour ce faire, on ut ilise la fonction p qui associe une lettre à 

chaque modification. On définit p comme suit : 

p(o) = {; 
si o est une inclusion ou une exclusion, 

si o est l'opération D EFAIRE . 

La fonction p nous permet de t ransformer une suite d 'opérations en un mot w = 

p(o1)p(o2) .. . p(on)· 

Définition 2.8. Soit o1 , ... , On une suite admissible pour une configuration C. 

On dit que o1, .. . , On est bien parenthésée si p( o1)p( o2) .. . p( on) est un mot bien 

parenthésé (voir la définition 1. 9). 

Lemme 2.9. Soit C une configuration et o1 , ... , On une suite de modifications 

admissibles pour C. Si o1 , ... , On e t bien parenthésée alors C. ( o1 ... on) = C. 

Démonstration. On procède par récurrence sur la longueur de la suite d 'opéra

tions. Comme les mots bien parenthésés sont toujours de longueur paire , on pro

cède par bonds de deux. 

Si n = 0, le résultat est trivial. Soit o1 , ... , On une suite de modifications ad

missibles et bien parenthésées. On sait alors que w = p( ol) ... p( on) contient 

un facteur [] . Ainsi, il existe un indice k, t l que ok st I CL URE OMMET ou 

~XCLURESOMMET et Ok+l e~t D EFAIRE. PèLr définition ue D EFAin..r.,, on a donc 

que 
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On en déduit donc , pour k + 2 ::; i ::; n, que 

C.(o1 ... oi) = (C.(o1 . .. ok+1 )).(ok+2 . .. oi) 

= (C.(o1 ... ok- 1)).(ok+2 . .. oi) 

= C.(o1 ... ok- 1ok+2 ... oi)· 

En particulier, on a que 

De plus , o1 , .. . , ok_1, ok+2, . .. , On est admissible pour C. En effet, pour i dans 

{1 , 2 . . . , k - 1} il est clair que oi est admissible pour C.(o1 . .. oi_I) par l'ad-

missibilité de o1, ... , On. Pour i = k + 2, . . . , n, on a que oi est admissible pour 

C .(o1 . .. ok_1ok+2 . . . oi-1 ) , car il l'est pour C.(o1 ... Oi-1) et 

C.(o1 .. . oi-1 ) = C.(o1 ... Dk-1ok+2 ... oi) 

par le raisonnement précédent. Comme o1 ... ok_1ok+2 ... On est une suite admis

sible bien parenthésée de longueur n-2, on a par récurrence que C = C.(o1 .. . on)· 

0 

Corollaire 2.10. Soit C une configuration et o1 , ... , On une suite de modifications 

admissibles. Si oi, . .. , Oj est une suite bien parenthésée, alors o1, ... , oi_1, Oj+1, .. . , On 

est une suite admissible pour C et 

Démonstration. Par le lemme 2.9 , on sait que 

Par un argument similaire à celui de la preuve précédente, on peut montrer que 

o1, ... , oi_1, Oj+1, .. . , On est une suite admissible pour C. Finalement, on a que 
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= (C.(o1 .. . Oi-l)).(oj+l .. ·On) 

= C.(o1 ... Oi- lOj+l . . . On) 

D 

On conclut cette section en montrant que toute configuration obtenue en appli

quant les trois opérations de modification à la configuration initiale peut être 

obtenue en n 'utilisant que des extensions. 

Lemm e 2.11. Soit G un graphe et C0 la configuration initiale sur ce dernier. 

Soit o1, ... , On une suite admissible pour Co et C = Co . ( o1 ... on). Alors) il existe 

1 ::; i1 ::; · · · ::; ik ::; n tel que C = C0 . ( Oi1 . .. oik) et les oiJ soient des extensions . 

Démonstration . On remarque d 'abord qu 'au moins une opération DEFAIRE est 

précédée par une extension. En effet , puisque D EFAIRE() ne peut pas être appli

qué lorsque H est vide , o1 doit être une extension. Ainsi , la première opération 

D EFAIRE de la suite est forcément précédée d 'une extension. 

Si on a une suite d'opérations contenant k fois D EFAIRE, alors par le Corollaire 2.10 

C peut être obtenue par une suite de modifications contenant seulement k - 1 

DEFAIRE. En effet, on sait qu 'il existe une opération DEFAIRE qui est précédée 

d 'une extension. Ces deux opérations forment un facteur bien parenthésé. Par le 

Corollaire 2.10, on peut les retirer de la suite sans effet . On peut conséquemment 

obtenir C par une suite admissible ne contenant que k- 1 opérations D EFAIRE. 

On procède ainsi par suppressions successives d 'opérations DEFAIRE jusqu'à ce 

qu 'il ne reste plus que des extensions dans la suitv. 

0 
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2.3 Implémentation 

Pour utiliser la structure, nous avons besoin d 'une implémentation efficace des 

différentes opérations. On ut ilise une structure de données CONFIGURATION pour 

implémenter la structure de configuration décrite ci-dessus. On montre aussi que 

l'implémentation de tous ses opérations a une complexité linéaire ou moindre. La 

structure de données CONFI GURATION possède les at t ributs suivants : 

un graphe G implémenté avec des listes d 'adj acence (c'est un attribut constant 

qui ne change jamais) , 

un tableau associatif c ayant comme clés les sommets de G, 

un ent ier e, 

une pile de sommets His, 

- un tableau associatif i ayant comme clés les sommets de G. 

La coloration et l 'historique d 'une configuration sont simulés par les attributs de 

la structure de données CONFI GUR ATION de la manière suivante : on retrouve la 

coloration de la configuration dans le tableau associatif c. On verra, dans l'implé

mentation des opérations que l'historique H est simulé à partir des deux attributs 

His et i, en utilisant seulement un espace linéaire au lieu de quadratique. En parti

culier , la hauteur de la pile His indique la hauteur de la pile H puisque chacune des 

opérations d 'extension y empile un élément. L'attribut i permet aussi d 'ajuster f 

pour qu 'il indique en tout t emps le nombre de feuilles du sous-arbre vert . Notons 

que pour cette implémentation, il est plus simple de considérer un sommet de 

degré 0 comme une feuille. L'ajustement pouvant facilement être fait à posteriori , 

on considére dans cette section qu 'une f euille est un sommet de degré 0 ou 1 dans 

un arbre. 

L'implémentation proposée offre toutes les opérations décrites dans la section pré-
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cédente, c'est-à-dire une initialisation, ainsi que les opérations EXTENSIONPOSSIBLE, 

l CLURESOMMET, EXCLURESOMMET et DEFAIRE. 

Soit G un graphe et C0 l'instance de CONFIGURATION représentant la configu

ration initiale sur G. Le tableau c de C0 a toutes ses valeurs à bleu. Pour C0 , 

le t ableau i est init ialisé à NUL, la pile His est vide et f = O. On veut mon

t rer que pour toute suite admissible de modifications o1 , ... , On, la configuration 

C0 . ( o1 ... on) respecte les invariants suivants : 

( i) c décrit une coloration valide (voir la défini t i on 2. 3), 

(ii) fest le nombre de feuilles du sous-arbre induit par c-1(vert ), 

(iii) i[v) est le degré de· v dans l'arbre vert si c( v) = vert , i[v] = UL si c( v) E 

{jaune, bleu} et si c( v) = rouge alors i[v] = u implique c( u) = vert. 

On s'intéresse maintenant à l'implémentation des différentes opérations offertes 

par cette structure. On montre , par la suite , qu 'elles préservent les invariants et 

on analy e leur complexité. On commence par l'init ialisation : 

Lemme 2.12. Soit G un graphe à n sommets. L 'initialisation, c'est-à-dire la 

création de C0 sur G s 'effectue en O(n) et celle-ci re pecte le conditions {i) à {iii). 

Démonstration. On initialise c[v) à bleu pour tous sommets v de G . Ainsi, c re

présente une coloration valide et (i) est satisfait. De même, pour tout v E G, on 

initialise i[v] à UL. La condit ion (iii) est donc vérifiée , car tous le ommet sont 

bleus. On fixe f = 0 et comme le sous-arbre vert est vide, la condition (ii) est 

satisfaite. Finalement, His est la pile vide. Pour chaque attribut, l'initialisation se 

fait en 0 (1) ou O(n) et un simple pointeur vers le graphe donné e t néce aire. 

La complexité t mpor lle totale de l'init ialisation est donc dans O(n). D 

On s'intéresse maintenant aux opérations d 'exclusion et d 'inclusion. Tout d 'abord, 

l'exclusion s'effectue en temps constant. Pour ce faire , on ut ilise l'algorithme 2. 13 
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Algorithme 2.13 Exclusion d 'un sommet de C 
Précondition: v est coloriable 

1: procédure EXCLURESOMMET(v : sommet) 
2: c[v] +--- rouge 
3: His.EMPILER(v) 
4: fin procédure 

Lemme 2.14. Soit C une CONFIGURATION respectant (i) à (iii) et v un som

met coloriable. Alors C.EXCLURESOMMET(v) tel que décrit par l 'algorithme 2. 13 

satisfa it les conditions (i) à (iii) et le temps d 'exécution est dans 0(1) . 

Démonstration. Soit c la coloration de C et c' la coloration de la configuration 

C.EXCLURESOMMET(v). Par hypothèse, on sait que c est valide. On s'assure 

d 'abord que c' vérifie les trois conditions d 'une coloration (voir la définition 2.3). 

Comme les sommets verts ne changent pas , on sait que (a) est satisfait par c' . Pour 

le (b), si c ne colorie pas de sommet en vert , alors c' n 'en colorie pas non plus. 

Aussi , si c colorie des sommets en vert , alors, comme v est coloriable, il passe de 

jaune à rouge. La condition (b) reste donc vérifiée dans les deux cas. Finalement , 

la condition ( c) reste vraie , car aucun nouveau sommet n 'est jaune et les sommets 

verts restent les mêmes. Ainsi , la coloration de C.EXCLURESOMMET(v) est valide. 

Conséquemment, cette configuration satisfait (i) . 

Comme c et c' décrivent le même sous-arbre vert , (ii) est satisfait puisque .e n 'est 

pas modifié. Finalement, i et le sous-arbre vert ne sont pas modifiés et aucun 

nouveau sommet n 'est colorié en bleu ou jaune. Ainsi, (iii) reste vérifié pour les 

sommets bleus , jaunes et verts. Comme i[v] = NUL et que v est le seul nouveau 

sommet rouge, (iii) est, en fait , vérifié pour toutes les couleurs de sommets. 

On voit directement que le temps d'exécution est dans 0(1) . D 

L'ajout d'un sommet est légèrement plus complexe puisqu 'il faut ajuster la couleur 
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de plusieurs sommets p our conserver une coloration valide. Pour ce faire, on ut ilise 

l 'algorithme 2. 15. On prouve un résultat analogue à celui du lemme 2. 14. 

Algorithme 2.15 Ajout d 'un sommet au sous-arbre vert 
Précondition: v est coloriable 

1: procédure I CLURESOMMET(v : sommet) 
2: c[v] +--- vert 
3: e +--- e + 1 
4: i[v] +--- 1 
5: His.EMPILER( v) 
6: pour u E G .VOISINS(v) faire 
7: si c[u] = vert alors 
8: si i[u] = 1 alors 
9: e +--- e- 1 

10: fin si 
11: i[u] +--- i[u] + 1 
12: sinon si c[u] = jaune alors 
13: c[u] +--- rouge 
14: i[u] +--- v 
15: sinon si c[u] = bleu alors 
16: c[u] +--- jaune 
17: fin si 
18: fin pour 
19: fin procé r 

Lemme 2 .16. Soit C une CONFIGURATIO sur un graphe G respectant {i) à 

{iii) et v un somm et coloriable. Alors C.INCLURESOMMET( v) tel que décrit par 

l 1algorithme 2. 15 satisfait les conditions {i) à {iii) et le temps d 1exécution dans 

O (deg(v)). 

Démonstration. Soit c la coloration de C et c' la coloration de la configuration 

C.INCLURE OMMET(v) . Par hypothèse, on sait que c est valide. On vérifie d 'abord 

qu c' atisfait les trois conditions d une coloration ( oir la définition 2.3) . Si 

c- 1 ( vert) = 0, alors c'- 1 ( vert) = {v} induit forcément un sous-arbre. Sinon, comme 

v est coloriable et c est valide , c( v) = jaune. Ainsi, c' - 1 (vert) = c- 1 (vert) U {v} 
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avec v adjacent à un unique sommet de c- 1 ( vert) car v est coloriable. On obtient 

effectivement que c' satisfait (a) . 

Les sommets verts de c sont aussi des sommets verts de c' et aucun sommet n'est 

colorié en bleu lors du passage de c à c'. Tous les voisins des sommets verts de c 

sont donc verts , jaunes ou rouges dans c'. Le seul nouveau sommet vert dans c'est 

v et l'algorithme 2.15 colorie tous ses voisins bleus en jaune. Ainsi , la condition 

(b) est préservée. 

Pour le (c) , les sommets jaunes qui ne sont pas adjacents à v restent jaunes 

et adjacents à un unique sommet vert. De plus , les sommets jaunes de c qui 

sont adjacents à v sont , pour c' , adjacents à deux sommets verts et coloriés en 

rouge. Finalement , les nouveaux sommets jaunes sont les sommets qui ont comme 

seul voisin vert v puisqu'ils étaient bleus dans c. Par conséquent , c' vérifie ( c) et 

l'invariant (i) est préservé. 

Pour le nombre de feuilles, on distingue trois cas , dépendemment de si le sommet 

v est adjacent à une feuille de l'arbre vert (figure 2.3 (a)) , un sommet interne 

de l'arbre vert (figure 2. 3 (b)) , ou aucun sommet vert (si l'arbre vert est vide). 

Dans le premier cas , le nombre de feuilles ne change pas , alors que dans les deux 

autres cas , le nombre de feuilles augmente de 1. L'invariant (ii) est donc préservé 

puisque f est toujours incrémenté de 1, mais qu 'il est décrémenté (Ligne 9) si v 

est adjacent à un sommet vert qui était une feuille. 

Dans i, les sommets verts dont le degré dans l'arbre vert est modifié sont mis à jour. 

En effet , les seuls sommets dont le degré est modifié sont v et le voisin de v dans 

l 'arbre. On voit aussi qu 'aucun sommet rouge ou vert ne change de couleur. Ainsi , 

le tableau i indique toujours NUL pour les sommets bleus et jaunes. Finalement , 

les nouveaux sommets rouges prennent v, qui est maintenant vert , comme valeur 

dans i. Donc, l'invariant (iii) est préservé. D 
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(a) (b) 

Figure 2.3 Inclusion de sommets et modification du nombre de feuilles. (a) On 

n 'ajoute pas de feuille en incluant le sommet 10. (b) On ajoute une feuille en 

incluant le sommet 11. 

Pour l'opération DEFAIRE, on ut ilise la procédure décrite par l'algorithme 2.17. 

On déduit du lemme suivant que l 'implémentation de DEFAIRE satisfait la défini

t ion 2.5. 

Lemme 2 .18 . Sozt C une Co FIGURATION respectant (i) à (iii) et v un sommet 

coloriable. Alors1 avec l 1implémentation de DEFAIRE présentée à l 1algorithme 2.171 

on a 

C = (C.(INCLURESOMMET(v))). DEFAIRE() , et 

C = (C.(EXCL RESOMMET(v) )). DEFAIRE(). 

Démonstration. Po'ur vérifier l'égalité des deux configurations, on doit montrer 

que les attributs ont tous la mê e val ur avant et aprè l'application de la com

position des deux opéra ions. 

Les deux op ' rations d 'extension modifient His en y empilant un sommet alors 

que la procédure DEFAIRE dépile de His. Ainsi, dans les deux cas, His n 'est pas 



Algorithme 2.17 Annulation de la dernière modification 
Précondition: His est non vide 

1: procédure DEFAIRE 
2: v f- His. DEPILER() 
3 : si c[v] = vert alors 
4: e *- e- 1 
5: pour u E G.VOISINS(v) faire 
6: si c[u) = vert alors 
7: i [u] f- i[u) - 1 
8: si i[u) = 1 alors 
9: e *- e + 1 

10: fin si 
11: sinon si c[u) = jaune alors 
12: c[u) f- bleu 
13: sinon si c[u) = rouge et i[u) =v alors 
14: c[u] f- jaune 
15: i[u) f- NUL 
16: fin si 
17: fin pour 
18: fin si 
19: si e > 0 alors 
20: c[v] f- jaune 
21 : sinon 
22 : c[v) f- bleu 
23 : fin si 
24: i[v) f- UL 
25: fin procédure 

modifié. 
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Seule la procédure INCLURESOMMET peut modifier /!. On constate que DEFAIRE 

modifie la valeur de/! si et seulement si v est vert (c'est-à-dire si l'extension est une 

inclusion) et qu 'il procède exactement à l'inverse de INCLURESOMMET(). Ainsi, e 
n 'est pas. modifié. 

On remarque que les valeurs des deux t ableaux associatifs ne sont modifiées que 

pour v et ses voisins. Dans C , v est bleu si le sous-arbre est vide et jaune si non. 

Conséquemment , i[v] = NUL. Ainsi , comme la condition /! > 0 indique si le sous-



44 

arbre est vide , la couleur de v n 'est pas modifiée par la composition d 'opérations. 

De plus , i[v] vaut toujours NUL après avoir appliqué les deux opérations. Ainsi, 

les valeurs de i[v] et c[v] ne sont modifiées par aucune des deux compositions. 

On note que les valeurs de i et c pour les voisins de v sont modifiées si et seulement 

si la première opération est une inclusion. Soit u un voisin de v . On procède selon 

la couleur de u dans C. Si u est rouge alors l'inclusion ne modifie ni i[u], ni c[u] . 

Comme i[u] est différent de v, car v n 'est pas vert dans C, DEFAIRE ne modifie 

pas non plus les valeurs de cet i pour u. Si u est bleu, l'inclusion fixe i[u] et change 

c[u] à jaune. Par la suite , DEFAIRE rechange c[u] à bleu et ne modifie pas i[u]. Si 

u est jaune, i[u] = NUL dans C par (iii) . L'inclusion change alors c[u] à rouge et 

i[u] à v. Ainsi , DEFAIRE() remet c[u] à jaune et i[u] à UL. Finalement , si u est 

vert, la couleur de u n 'est pas modifiée et la valeur de i[u] est incrémentée puis 

décrémentée. On conclut que pour tous les voisins de v , les valeurs c[u] et i[u] ne 

sont pas modifié s. 

Comme tous les attributs sont pré ervés par la composition, on a bien l'égalité 

des configurations dans les deux cêlli. 0 

Notons qu 'on empile sur His lors de chacune des extensions , comme on empile 

une coloration sur H dans la définition des extensions. Ainsi , la condition "la pile 

H est non vide" est équivalente à "His est non vide". Comme DEFAIRE ne peut 

être appliqué que si His est non-vide, on a bien que l'implémentation de DEFAIRE 

satisfait la définition 2.5. Notons aussi que DEFAIRE 'exé ute en 0( deg( v) ) où v 

est le degré du sommet dépilé de His. En général, la complexité de cette opération 

est donc en 0 ( 8) si 8 est le degré maximal dans G. 

Proposition 2 .19 . Le conditions (i) à (iii) sont des invariant de l 'implém en

tation de la structure de données CONFIGURATIO . 



45 

Démonstration. Par le lemme 2.12, à son initialisation, la CONFIGURATION res

pecte les trois conditions. Par les lemmes 2.14 et 2.16 , si on utilise seulement les 

opérations EXCLURESOMMET et lNCLURESOMMET, les conditions restent véri

fiées. Ainsi , une suite de modifications ne contenant que des extensions préserve 

toujours les invariants. 

Il reste à vérifier que les invariants sont préservés , si on ajoute des opérations 

DEFAIRE. Par le lemme 2.11 , toute configuration obtenue à partir de la confi

guration initiale peut être obtenue en appliquant uniquement des extensions à 

cette dernière. Ainsi , les conditions (i) à (iii) sont des invariants de l'implémenta

tion. 0 

La dernière opérations est EXTENSIONPOSSIBLE. L'utiliser ne modifie pas les 

attributs. En effet, pour déterminer si c- 1 ( vert) est vide, il suffit de regarder si 

.e = O. Par la suite, il suffit de parcourir les sommets de G jusqu'à en trouver un 

qui soit bleu si, le sous-arbre vert est vide ou sinon, un sommet qui soit jaune. Si 

tous les sommets sont parcourus sans en trouver un qui soit de la bonne couleur, 

l 'opération retourne NUL. La complexité temporelle de EXTENSIONPOSSIBLE est 

donc en O(n). 

2.4 Générateur de sous-arbres induits 

La première utilisation que l 'on fait de la structure de configuration est la construc

tion d 'un générateur de sous-arbres induits d'un graphe G. Pour ce faire , on utilise 

l 'algorithme 2.20. 

Théorème 2.21. Soit G un graphe avec ICI = n. La structure de données confi

guration peut être utilisée pour générer les sous-arbres induits de G avec une ini

tialisation en O(n) et un délai amorti .en O(n). 
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Algorithme 2.20 Générateur des sous-arbres induits d 'un graphe G 
1: Soit C la configuration initiale sur le graphe G 
2: EXPLORERCO FIGURATION() 
3: fonction EXPLORERCONFIGURATION() 
4: extension f-- C.EXTENSIONPOSSIBLE() 
5: si extension = NUL alors 
6: Générer le sous-arbre vert 
7: sinon 
8: C .I CLURESOMMET( extension) 
9: EXPLORERCO FIGURATIO () 

10: C.DEFAIRE() 
11 : C.EXCLURESOMMET( extension) 
12: EXPLORERCONFIGURATION() 
13: C.DEFAIRE() 
14: fin si 
15: fin fonction 

Démonstration. On utilise l 'algorithme 2.20 pour générer les sous-arbres en uti

li ant la stratégie récursive. Il faut voir l 'exécu tion de ce générateur comme un 

arbre. Pour un état donn' de la configuration, que l 'on voit comme un nœud 

de notre arbre, cet état a deux enfants , celui qui inclut l 'extension proposée et 

celui qui l 'exclut (voir fig 1r 2 pollr nn P.xemple) . À partir de la configuration 

C, on explore d 'abord l 'état avec l 'inclusion , puis l 'on fait un retour sur t race et 

on explore l ' 'tat avec l ' xclusion . Le lemme 2.9 assure que C est identique avant 

l 'inclusion de la Ligne 8 et avant l 'exclusion de la Ligne 11. 

Soit T = { v1 , . . . , vk } un sous-ensemble de sommet de G indui ant un sous-arbre . 

Pour obtenir le sous-arbre vert induit par T dans C , la seule façon possible est 

d 'ajouter le sommet proposé , s' il est d ans T et de l 'exclure sinon. Chaque sous

arbre est donc atteint au plu une foi 

Il rest à voir que tou 1 mmet d T sont éventuellement p oposés si l 'on suit 

la stratégie décrite ci-dessus. Si aucun sommet n 'a encore été ajouté n 'importe 

quel sommet bleu peut être proposé par EXTE SION POSSIBLE() , alors un de ceux 
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Figure 2.4 Arbre d'exploration du générateur de sous-arbres induit 

de T est éventuellement proposé. 

Si tous les sommets de T ne sont pas déjà verts dans C , on montre qu 'un sommet 

non vert de T est éventuellement proposé. Comme T induit un sous-arbre dans 

G, au moins un sommet non vert de T doit être connecté à l 'arbre vert. Il doit 

aussi être adjacent à un seul sommet vert , sinon le sous-graphe induit parT n'est 

pas acyclique. Comme ce sommet ne peut pas avoir été exclu , il doit être jaune. 

Par conséquent , il sera éventuellement proposé. 

On conclut la preuve avec l'analyse de complexité . L'initialisation du générateur 

se fait en O(n) par le lemme 2.12 puisqu'on n'a qu'à initialiser une configuration 

pour G. 

Pour le délai, on utilise la méthode d 'analyse agrégée , décrite dans la section 1.4.1 , 

en comptant le temps total d 'exécution et en divisant par le nombre de sous-arbres 
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induits visités. Reprenons l'arbre d'exploration que nous avons décrit au début de 

la preuve. On nommera ce dernier S. Les nœuds de S représentent les configura

tions explorées, puis les arêtes , les transitions effectuées entre les configurations . 

Ainsi , l'ensemble des opérations l CLURESOMMET et EXLCURESOMMET effec

tuées par le générateur est en bijection avec les arêtes de S. De même, chaque 

opération DEFAIRE est associée à une inclüsion ou une exclusion. Donc, l'ensemble 

des opérations DEFAIRE effectuées par le générateur est en bij ection avec les arêtes 

de S. Finalement, une opération EXTENSIONPOSSIBLE est exécutée pour chaque 

nœud de S. Comme on a vu que la complexité des opérations était dans 0(5), 

pour 5 le degré maximal dans le graphe, le temps total d 'exécution est dans 

20(5) ·#{arête deS}+ O(n) · # {nœud deS} 

= 0 (5 · #{arête deS} + n · #{nœud deS}) 

= 0 (n · (2 · #{arête deS}+ 1)) 

= O(n ·#{arête deS}), 

car dans un arbre , il y a toujours exactement un nœud de plus que le nombre 

d 'arêtes. 

De plus , notons que l'on peut mettre en bijection les sous-arbres induits de G avec 

les feuilles de S car le générateur retourne le nombre de feuilles dun sous-arbre 

de G lorsqu 'il n 'y a plus d 'extension possible, c'est-à-dire lorsqu 'on a une feuille 

de S . Ainsi, le nombre sous-arbres visités est # {feuill deS} . 

On remarque que S est un arbre binaire ent ier , c'e t-à-dire que chaque configu

ration a 2 ou 0 nfant , lon qu 'un extension st possibl ou non. Or, on peu 

vérifier qu 'un arbre binaire entier ati fait la r lation /! = ~ + 1 avec a, son nombre 

d 'arêtes , et /!, son nombre de feuilles . On a donc que la complexité amortie pour 



le délai est 

0 ( n · #{arête deS}) = O(n). 
#{feuille de S} 

2.5 Potentiel de feuilles 
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0 

Si l 'on veut calculer la fonction feuille La en utilisant le générateur de la sec

tion précédente , il est évident que certaines configurations peuvent être igno

rées , si elles ne peuvent pas être étendues en une configuration « très feuillue». 

Dans cette section, on s' intéresse donc, pour une configuration donnée, à bor

ner le nombre de feuilles qui peut être atteint par une extension de celle-ci. 

Ainsi , pour une configuration C avec n sommets verts , on définit la fonction 

C.POTENTIELDEFEUILLES( n' ) qui calcule une borne sur le nombre de feuilles qui 

peut être obtenu par une extension de C en une configuration à n' sommets verts. 

Tout d 'abord , on fixe C.POTENTIELDEFEUILLES(n') = -oo pour n' plus grand 

que la taille de la composante connexe K qui contient le sous-arbre (pour le calcul 

de la composante connexe, on traite les sommets rouges comme exclus du graphe) . 

Ensuite, pour n' < IKI , on imagine un scénario optimiste, où tous les sommets 

bleus et jaunes accessibles qui sont assez proches peuvent être ajoutés sans créer 

de cycle et ce , peu importe l'ordre dans lequel ont les choisit . Pour utiliser cette 

idée, on partitionne d'abord les sommets jaunes et bleus accessibles , ainsi que les 

feuilles de l 'arbre vert , par rapport à leur distance aux sommets internes de l'arbre 

vert. Lors du calcul de la distance, les sommets rouges sont traités comme s'ils 

avaient été retirés du graphe. La figure 2.5 montre un exemple de partition des 

sommets d 'une configuration. Les sommets 1,2 et 3 sont les sommets internes de 

l 'arbre vert. Les autres sommets sont étagés en fonction de leur distance à ces 

derniers. Le sommet 16 est bien à distance 3, car les sommets rouges sont ignorés. 
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Figure 2.5 Partition des sommets d 'une configuration pour le calcul du potentiel 

de feuilles 

L'algorithme 2.22 calcule le potentiel de feuilles de C. La première partie de l'al

gorithme consiste à compléter la configuration. Précisément, on dit qu'une confi

guration est complète si chaque sommet jaune est adj acent à une feuille de l'arbre 

vert . Ainsi , aucun ajout de sommet ne peut créer une feuille. En regardant s'il y 

a des sommet jaune à di tance 1, on vérifie si la configuration est complète et, 

i elle ne l'e t, pas on augmente n et f comme si elle l'était (Lignes 5-9) . Par la 

suite, on cho.i::;.it u11 ::;uuHHet ·u pCLrmi tous le ommets disponibles ( c' st-à-dir qui 

n'ont pas déjà été choisis) à distance d. On suppose qu 'il est vert et on augmente 

alors n et f comme si chaque voisin jaune ou bleu de v était une feuille ajoutée à 

la configuration courante (Lignes 14-18). On répète ce processus jusqu'à ce que n 

atteigne la taille objectif n'. 

Dans l'exemple de la figure 2.5, pour compléter la configuration, il faudrait inclure 

le ommets 4 et 7 au sou -arbre vert. Ain i l'étape d complétion augmente net 

f de 2 et (n, f) = (7, 4). Par la suite, le premier ommets choisis par la fonction 

sont dans l'ordre 4 (degré 5), 15 (degré 6) puis 7 (degré 4). Les valeurs de (n,f) 

devienn nt alors successivement (11, 7), (16, 11) puis (19, 13). Ainsi, pour n' = 19 , 

le potentiel de feuilles serait 13 alors que pour n' = 11 , il vaudra 7. 
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Algorithme 2.22 Calcul du potentiel de feuilles pour n' 
1: fonction POTENTIELDEFEUILLES( C : configuration, n' : entier) : entier 
2: n +--- nombre de sommets verts de C 
3: .e +--- nombre de feuilles du sous-arbre de C 
4: y+--- nombre de sommets jaunes adjacents à un sommet interne de l'arbre 
5: si n + y ~ n' alors 
6: (n , .e) +--- (n', .e + (n'- n)) 
7: sinon 
8: (n , .e) +--- (n + y , .e + y) 
9: fin si 

10: d +--- 1 
11: tant que n <n'et qu'il y a des sommets disponibles à distance au plus d 

faire 
12: Soit v un sommet disponible de plus haut degré 
13: 1> Le degré ne compte pas les sommets rouges 
14: si n + deg( v ) - 1 ::; n' alors 
15: (n , .e) +--- (n + deg(v)- 1, .e + deg(v)- 2) 
16: sinon 
17: (n , .e) +--- (n' , .e + (n'- n)- 1) 
18: fin si 
19: Retirer v des sommets disponibles 
20: d +--- d + 1 
21 : fin tant que 
22: retourner .e 
23: fin fonction 

On remarque d 'abord que n et .e dans l'algorithme 2.22 satisfont l'invariant de 

boucle suivant : 

Lemme 2.23. Les variables n et .e de l 'algorithme 2 .22 satisfont l'invariant de 

boucle n- .e = /1/ + k où 1 est l 'ensemble des sommets internes du sous-arbre de 

C et k est le nombre de tours de boucle effectués. 

Démonstration. On initialise n et .e de telle sorte de n- .e = /1 /. Durant l'étape 

de complétion, on a 

n' - ( .e + (n' - n)) = n - .e = /1 /, et 
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n+y- (f+y) =n-f= III . 

L'invariant est donc préservé durant cette phase . Finalement , si après k tours de 

boucles, n - f= III + k, alors après le tour suivant l'invariant est préservé car 

n + deg(v)- 1 - (f + deg(v)- 2) = n -l + 1 = III + (k + 1) , et 

n' - ( f + (n' - n) - 1) = n - f + 1 = 1 I 1 + ( k + 1). 

D 

Il découle directement du lemme 2.23 que si l'algorit hme 2.22 s'arrête après k' 

itérations de la boucle , alors la valeur retournée est n'- (III+ k') puisque n = n' . 

On prouve maintenant que l'algorithme 2.22 calcule une borne sur le nombre de 

feuilles qui peut être réalisé par extension. Mentionnons que pour obtenir une 

borne non triviale, on se restreint aux sommets disponibles à distance au plus d 

et on augmente la valeur de d à chaque itération. 

Proposition 2.24. Soit C une configuration d 1Un graphe simple G avec n 2: 3 

som m ets verts et soit n' un entier tel que n ::; n' ::; 1 VI . A lors) toute extension 

de C à une configuration à n' sommets a au plus C.POTENTIELDEFEUILLES(n' ) 

f euilles1 où le potentiel de f euilles est la fonction décrite par l 1algorithme 2. 22. 

Démonstration. On démontre le cas où n' ::; IKI. L'autre cas est direct . 

Soit f le nombr de feuilles du sous-arbre vert de C, I l'ensemble des sommets 

intern s de cc sous-arbre t 

Y = {v E G: v as+ un somm t jaun de Cà distance 1 de J} . 

Soit p' = C.POTENTIELDEFEUILLES(n' ). Si n' - n::; IYI , alors p' = f + n- n' et 

il est clair qu 'ajouter n- n' sommets ne peut pas ajouter plus que n'- n feuilles. 



53 

Sinon , on procède par contradiction en supposant que l 'on peut étendre C à une 

configuration C' avec n' sommets verts et f' feuilles avec f' > p'. Soit v1 , v2, ... , vk 

la suite de sommets qui deviennent , dans cet ordre, des sommets internes durant 

les extensions successives pour passer de Cà C'. On a alors f' =n' - (/ 1/- k). Soit 

v~, v~, .. . , v~, les sommets choisis par la procédure C.POTENTIELDEFEUILLES(n'). 

Par la remarque suivant le lemme 2.23 , on a que p' = n' - (/1/ + k') . Comme on 

suppose que R-' > p' , on en déduit que k < k'. 

Sans perte de généralité, on suppose que si vi et Vj sont à la même distance de I 

et deg(vj) ::; deg(vi) alors i ::; j (sinon on échange simplement les paires qui ne 

satisfont pas cette condition) . De plus , on sait que vi est au plus à distance i de 

I. Par conséquent, 

Pour chaque nouveau sommet interne vi, seuls ses voisins peuvent être ajoutés sans 

créer un nouveau sommet interne. De façon analogue, transformer vi en sommet 

interne implique qu 'au plus deg(vi)- 2 feuilles sont gagnées. En considérant les 

feuilles potentielles trouvées dans Y , on conclut que 

k k'-1 

e' ::; e + /Y/ + I) deg( vi) - 2) ::; e + /Y/ + L ( deg( v~ ) - 2) ::; p' 
i=l i= l 

ce qui est une contradiction. Ainsi la configuration C' ne peut pas exister. 0 

Notons que l'on peut calculer la fonction POTENTIELDEFEUILLES pour tous les 

n' en une seule passe, en retenant les valeurs pour chaque n, au fur et à mesure que 

l'on incrémente sa valeur. De plus , pour une implémentation efficace, on utilise une 

file à priorité pour obtenir le sommet de plus grand degré disponible rapidement . 
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2.6 Calcul de la fonction feuille 

On conclut ce chapitre en présentant l'algorithme 2.25 , qui calcule la fonction 

feuille L pour un graphe arbitraire. L'idée inspirant cet algorithme consiste à gé

nérer tous les sous-arbres induits à l'aide des configurations comme à la section 2.4 

en gardant en mémoire , dans une fonction L , les maximums de feuilles atteints 

pour chaque taille. Contrairement au générateur , on n 'explore pas tous les nœuds. 

En fait , on cesse d 'explorer une branche si l'on sait qu 'aucune extension ne peut 

avoir plus de feuilles que ce qui est déjà enregistré dans la fonction L. Il découle 

de la proposition 2.24 qu'une configuration C à n sommets verts et r sommets 

rouges ne peut être étendue à une configuration dans laquelle le sous-arbre a plus 

de feuilles que les meilleures valeurs trouvées jusqu'à maintenant et enregistrées 

dans L lorsque 

C.POTENTIELDEFEUILLES(n') ~ L(n') pour tous n ~n' ~ lVI. (2.1) 

À titre d 'exemple, on considere la configuration illustrée à la figure 2.6. Supposons 

que la fonction L calculée jusqu'à ce qu 'on arrive à cette configuration est repré

sentée à la deuxième ligne du tableau 2.1. De l'autre côté, les valeurs du potentiel 

de feuilles calculées avec l'algorithme 2.22 pour la configuration sont représentées 

à la troisième ligne de ce dernier . Par la proposition 2.24, on voit alors clairement 

qu 'il est inutile de regarder les extensions de cette configuration , car aucune de 

celle-ci ne peut avoir plus de feuilles que la fonction L courante. On arrête donc 

1 exploration de cette branche. 

Pour calculer la fonction feuille, on ut ili e alor l'algorithme 2.25. 

En ut ilisant le théorème 2.21 , ain i que la proposition 2.24 et di eus ion précé

dente , on peut en déduire le résultat suivant : 
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Tableau 2.1 Potentiel de feuilles et fonction L courante. 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

L(n) 0 0 2 2 2 3 4 5 5 6 7 7 8 9 

Potentiel 2 3 3 4 -oo -oo -oo - oo -oo -oo 

Figure 2.6 Une configuration C de l'arbre ternaire complet de hauteur 2. 

Théorème 2.26. Soit G un graphe simple. Alors, l'algorithme 2.25 retourne la 

fonction feuille La de G. 

2. 7 Analyse de performance 

Pour analyser la performance de l'algorithme, on utilise la densité d'un graphe. 

On définit la densité d 'un graphe à n sommets et a arêtes par n(~~l). Il s 'agit 

en fait du rapport du nombre d'arêtes sur le nombre maximal d'arêtes possible. 

Ainsi , un graphe de densité 1 est un graphe complet. On dit qu 'un graphe est 

dense , si sa densité est élevée et qu 'il est clairsemé, si sa densité est basse. 

De façon empirique, on observe les éléments suivants : premièrement, il semble 

que la performance soit significativement meilleure sur les graphes denses. Plus 

précisément , pour un nombre fixe de sommets, le calcul de la fonction feuille est 

plus rapide sur un graphe dense que sur un graphe clairsemé. On peut le constater 
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Algorithme 2.25 Calcul de la fonction feuille 

1: fonction FONCTIO FEUILLE(G : graphe) : liste 
2: fonction EXPLORERCO FIGURATION() 
3: u ~ C.EXTENSIONPOSSIBLE() 
4: si u = NUL alors 
5: i ~ nombre de sommets verts de C 
6: .e ~ le nombre de feuilles de C 
7: L[i] ~ max(L[i], .e) 
8: sinon si la condit ion (2. 1) n 'est pas satisfaite alors 
9: C .I CLURESOMMET(u) 

10: EXPLORERCO FIGURATIO () 
11: C. DEFAIRE() 
12: C.EXCLURESOMMET(u) 
13: EXPLORERCO FIGURATION() 
14: C .DEFAIRE() 
15: fin si 
16: fin fonction 
17: Soit C la configuration init iale de G 
18: L[O] ~ 0 
19: L [i] ~ -oo pour i = 1, 2, .. . , IGI 
20: EXPLORERCONFIGURATIO () 
21: retourner L 
22: fin fonct ion 

à la figure 2.7(a-b). Ceci n'est pas surpr nant puisque , pour un sous-ensemble de 

sommet d 'un graphe den e, la probabilité qu'il induise un cycle est plus élevée 

que dans un graphe clairsemé. On a donc moins de sous-arbres à visit r pour les 

graphe dense . Par ex mple, d s donn' s exp 'rimental s montrent que le nombre 

de sous-arbre visités, dans un graph à 30 sommets t d densité 0.1 , reste dix 

fois plus élevé que dans un graphe de densité 0.9 à 80 sommets. 

Deuxièmement, le potentiel de feuille réduit toujours le nombre de sous-arbres 

i ité , p u import la d n it,. Toutefoi , la diff' ren t plu rriarqu, sur 1 s 

graph clair m 6 (v ir figur 2.7(c-d)). On peut probabl m nt xpliqucr cela par 

le fait que lorsque la densité décroit , le nombr d 'étages dans la partition utilisée 

pour le calcul du potentiel de feui lle croit . Conséquemment , lorsque le potentiel 
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de feuille est calculé sur un graphe peu dense, la borne est plus précise. 

Finalement , l 'expérimentation tend amène à conjecturer que la complexité globale 

de l'algorit hme est dans O (an) avec a< 2. Malheureusement , aucune démonstra

t ion d 'une telle borne n 'a été t rouvée. 
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Figure 2.7 Le temps d 'exécut ion de l'algorit hme 2.25 sur 10 graphes générés aléa

toirement de densité (a) 0.2 et (b) 0.8 avec ou sans utilisation du potentiel de 

feuille. Le nombre sous-arbres visités durant l'exécut ion est illustré en ( c) pour la 

densité 0.2 et en (d) pour la densité 0.8. Algorithme implémenté à l'aide de Sage

Math et calcul effectués sur un Mac P ro équipé d 'un processeur Intel(R) X on (R) 

CPU E5-2697 et d 64 Go de mémoire vive. Figure tir 'e de (Blondin Massé et al., 

2018c) 



CHAPITRE III 

RÉALISATION DE LA FO CTIO FEUILLE ET GRAPHES CHENILLES 

Dans le chapitre précédent , l'attention était mise sur le calcul de la fonction feuille. 

Dans celui-ci , on cherche à répondre à la question « inverse » du dernier problème. 

On tente de déterminer si , étant donnée une fonction f , il existe un graphe dont 

f est la fonction feuille. Pour ce faire, on introduit d'abord le mot feuille d'un 

graphe qui est la dérivée discrète de sa fonction feuille , on décrit l'alphabet des 

mots feuilles d'un graphe et d'un arbre puis , on introduit les mots préfixes normaux 

qui permettent de caractériser les fonctions feuilles pouvant être réalisées par les 

graphes chenilles. Tous les graphes considérés dans ce chapitre sont connexes 

Définition 3.1. Soit f une suite finie d 'éléments de l'ensemble NU { -oo }. On dit 

que f est une suite feuillue , s'il existe un graphe connexe G tel que la suite des va

leurs de sa fonction feuille Le soit égale à R-, c'est-à-dire que f = (Le( i) )i= O,l ,2, ... ,1e1· 

Par exemple, la suite (0, 0, 2, 2, 3, 4, 4, -oo) est une suite feuillue , car le graphe 

de la figure 3.1 la réalise. Au contraire , la suite (0 , 0, 2, 3, 3, 4, -oo) n 'est pas une 

suite feuillue. En effet , pour avoir un graphe G qui réalise la suite, il faudrait que 

Le(3) soit 3 or , il est impossible d'avoir un arbre avec 3 sommets et 3 feuilles. 

On tente de résoudre le problème suivant : 

Problème 3.2 (Réalisation de la fonction feuille). Étant donnée une suite f = 
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Figure 3.1 Graphe réalisant la suite (0 , 0, 2, 2, 3, 4, 4, - oo). 

(1!0 , /!1, . . . , l!n ) d 'éléments deN U { - oo }, cette suite est-elle feuillue? Autrement 

dit , existe-t-il un graphe connexe G à n sommets tel que La, la fonction feuille de 

G, prenne /!i comme valeur en i ? 

Un out il pratique pour l'étude du problème 3.2 est le mot de différence aussi 

appelé la dérivée discrète. 

Définition 3.3. Soit L une fonction L : {0, 1, 2, ... n } ---+ N U { -oo }, on définit 

la dérivée discrète de b..L comme le mot sur l'alphabet Z U { w} avec sa i e let t re 

donnée par 

b..L(i) = L (i + 3)- L (i + 2) , 

vour ·i = 1, 2, ... , n - 3. Ou J éfinit L (-i + 3) - L(i + 2) - w si L(i + 2) - -oo ou 

L(i + 3) = -oo. 

Un mot w de (Z U { w} )* est un mot feuille, s'il existe un graphe connexe G tel 

que b..La = w. On dit alors que w est l mot feuille de G. 

Pour mot iver le décalage de 3 dans la défini t ion précédente, on remarque facile

ment qu 'il y a, à isomorphisme près, un unique arbre à 0, 1, 2 ou 3 sommets. Ces 

arbres sont respectivement le graph vide, le graphe à un seul sommet et les chaînes 

à deux et t rois sommets. Ainsi , pour un graphe connex G à troi ommets ou plus 

et non isomorphe au graph complet, on a La (O) = La (1 ) = 0 et La(2) = La(3) = 

2. Pour la plupart des graphes connexes , la suite (La( i) - La( i - 1) ) i= l ,2, .. . ,
1
a

1 
dé

bute donc par 0, 2, O. Pour éviter l 'information redondante dans les mots feuilles , 
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on choisit d 'ut iliser une dérivée discrèt e tronquée de ses trois premières lettres par 

rapport la définit ion habituelle dans la définition ci-dessus. 

Pour un exemple de mots feuilles , on considère G le graphe illustré à la figure 3.2. 

Le préfixe 020 de sa dérivée discrèt e est omit et le mot feuille de G est 110101.. 

~ 
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

L e (i ) 0 0 2 2 3 4 4 5 5 6 

Le(i + 1) - Le (i) 0 2 0 1 1 0 1 0 1 
f::.Le 

Figure 3.2 Un graphe G , sa fonction feuille L e , sa dérivée discrèt e et son mot 

feuille f::.Le . 

Comme première pist e de solution au problème 3.2, on démontre le lemme suivant: 

Lemme 3.4. L 1ensemble S = {1 , 0, -1 , -2, . .. , w} est le plus petit ensemble tel 

que f::.Le E S * pour tout graphe G à trois sommets ou plus. 

Démonstration. On montre d 'abord que pour n 'importe quel graphe G, son mot 

feuille ne peut contenir un enti~r k > 1. Supposons qu 'il existe un g~aphe G et un 

entier i t el que L e(i + 1)- L e(i ) = k. Alors , G possède un sous-arbre induit T à 

i + 1 sommet et Le(i ) + k feuilles . Si l 'on retire une feuille à T , on obtient alors 

T'un sous-arbre induit à i sommets. Si i :::; 2 alors la différence L e(i + 1)- L e (i ) 

n 'apparaît pas dans le mot feuille. Si i > 2, toutes les feuilles de T , sauf celle que 

l 'on a retirée , restent des feuilles de T' . Donc, G contient un sous-arbre induit de 

taille i à Le( i) + k- 1 feuilles. Ceci cont redit la définition de fonction feuille, car 

k- 1 > o. 
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Pour la minimalité de l'ensemble S, rappelons que la fonction feuille du graphe 

roue Wn à n + 1 sommets est : 

0 si i = 0, 1 

2 si i = 2 

L wn(i) = i- 1 si3 :S;i:S l ~ J + 1 
2 si l ~ J + 2 ::; i ::; n - 1 

- oo si i = n, n + 1 

On voit facilement que les valeurs 0, 1, w sont possibles pour L (i + 3)- L (i + 2) . 

Pour tout k 2::: 1, on retrouve la lettre - k dans le mot feuille de W2k+ 4 en calculant 

L(k + 4) - L(k + 3) = 2- (k + 2) = -k. 

D 

La figure 3.3 montre un cas où l'on retrouve la lettre -3 dans le mot feuille . En 

effet, pour le graphe W10 , on a Lw10 (7) - L w10 (6) = 2 - 5 = -3. 

Le lemme précédent permet par exemple de démontrer que la suite 

(0 , 0, 2, 2, 3, 3 3, 4 6, 6, - oo, -oo) 

n 'est pas une suite feuillue , car le mot feuille d 'un graphe la réalisant contiendrait 

la lettre 2. 

(a) (b) 

Figure 3.3 Le graphe roue W 10 avec deux sous-arbres pleinement feuillus de taille 

(a) 6 et (b) 7 en bleu. 

On peut aussi déterminer , à partir de son mot feuille , si un graphe est un arbre . 
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Lemme 3.5. Soit G un graphe de taille au moins 4. Alors Alph(~Lc) Ç {0, 1} 

si et seulement si G est un arbre. 

Démonstration. ===} : Si G est un arbre , alors sa fonction feuille est croissante. 

En effet, si Le( i) = .e alors G contient un sous-arbre induit T avec i sommets et 

.e feuilles. Soit v un sommet de G\T adjacent à T dans G. Soit T' , le sous-graphe 

induit par TU {v}. T' est forcément un arbre, car G est acyclique. De plus, T' 

a au moins .e feuilles. En effet, v est forcément une nouvelle feuille de T' et au 

plus une feuille de T devient un nœud interne dans T' , lors de l'adjonction d 'un 

sommet . Ainsi Lc(i + 1) ~ .e ~ Lc(i) , et la fonction feuille de G est croissante. 

Comme Lc(O) = 0, la fonction ne prend donc jamais -oo comme valeur et son mot 

feuille ne contient donc pas w. Le mot feuille de G ne peut pas non plus contenir 

d'entier négatif, car sa fonction feuille est croissante. Ainsi , par le lemme 3.4, 

Alph(~Lc) ç {0 , 1}. 

Ç= : Soit n = IGI. Si Alph(~Lc) Ç {0 , 1} alors L(n)- L(n- 1) =F w. On a 

donc que L(n) =F -oo. On en déduit donc que G contient un sous-arbre induit à 

n sommets. Or le seul sous-graphe induit de G à n sommets est G, ce dernier doit 

donc forcément être un arbre. 0 

À partir du mot feuille , on peut donc facilement déterminer si deux arbres ont 

la même fonction feuille en utilisant le lemme ci-dessous dont la preuve découle 

directement de la définition 3.3. 

Lemme 3.6. Deux fonctions L 1 , L2 : {0 , 1, ... , n} ---+ N sont identiques si et 

seulement si (L1 (0) , L1 (1) , L1 (2) , L1 (3)) = (L2(0) , L2(1) , L2(2) , L2(3)) et ~L1 = 

~L2. 

En utilisant la définition du mot feuille , on déduit aussi directement que pour un 
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arbre T et toute paire d 'indices 3 ~ i ~ j ~ n 

(3. 1) 

En d 'autres mots , la différence entre la fonction feuille en deux points est le nombre 

de 1 dans le facteur « correspondant » du mot feuille du graphe. La formule peut 

être vérifiée sur l'arbre G de la figure 3.2 . Par exemple, pour j = 7 et i = 4, 

Le problème de réalisation de la fonction feuille étant assez difficile dû la grande 

liberté possible dans les graphes, et sa solut ion restant inconnue à ce jour, on se 

concentre dans le reste de ce chapitre sur la réalisation de la fonction feuille pour 

les graphes chenilles. 

Problème 3. 7 (Réalisation de la fonction feuille pour les chenilles) . Étant donnée 

une suite f = (f0 , f 1 , . .. , fn) d 'éléments de N, existe-t-il un graphe chenille C tel 

que Le, la fonction feuille de C, prenne fi comme valeur en i ? 

Pour résoudre le problème 3.7, on utilise des outils de la combinatoire des mots. 

Dan le pro haine ections, on introduit donc les mots préfixes normaux. On 

développe en uite des outils sur les chenilles pour finalement établir des liens 

entre les mots feuilles des chenilles et les mots préfixes normaux. 

3. 1 Mots préfixes normaux 

Les définitions de base sur les mots ayant été introduites dans la section 1.3, on 

e concentre dans cett s ction ur l s mots pr'fixes normaux. 

Pour l'étud d s chenill s, on utilise les mots binaires sur l'alphabet {0, 1} . Les 

définitions et r 'sultat pr 's ntés ci-dessous (jusqu'au théorème 3.11) sont issus 

de (Burcsi et al., 2017). Sur les mot binaires, on définit la fonction « maximum 

de 1 ». 
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Définition 3.8. Soit w un mot de {0 , 1}*. On définit , pour chaque 0::; k::; lwl, 

F1(w , k) = max {lvh : v E Factk(w)} , 

qui indique le nombre maximal de 1 dans un facteur de longueur de k de w. On 

dénote aussi F1 ( w) la fonction k H F1 ( w, k). 

Par exemple, pour w = 11010010, (F1 (w , k))k=O,l , ... ,lwl = (0 , 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4). La 

fonction F1 permet d 'établir une relation d 'équivalence sur les mots binaires : 

'Définition 3.9. Deux mots binaires de même longueur u et w sont dits F 1 -

équivalents si F 1 ( w , k) = F1 ( u , k) pour tous 0 ::; k ::; lwl. Lorsque u et w sont 

Fréquivalents, on note w = u . 

Par exemple, sous la relation =, la classe d 'équivalence du mot 110100110 est 

{110100110, 110010110, 011010011 , 011001011}. 

Notons que deux mots u et w sont équivalents , si et seulement si , F 1 (w) = F1(u) 

et que les classes d 'équivalence sont fermées sous l'opération d 'image miroir sur 

les mots. On remarque aussi que ·dans la classe d'équivalence ci-dessus , le mot 

110100110 joue un rôle particulier , car la valeur de F1 (w , k) est toujours réalisée 

par le préfixe de longueur k. Les mots ayant cette propriété sont appelés mots 

préfixes normaux. 

Définition 3.10. Soit w E {0, 1}*. On dit que west préfixe normal si F1 (w , k) = 

lprefk(w)h pour tout 0::; k::; lwl . 

Grosso modo, les mots préfixes normaux sont ceux qui sont les plus « denses » en 

1 dans leurs préfixes. Par exemple, le mot 11000110011 n 'est pas préfixe normal , 

car l110011h = 4 mais lpref6 (11000110011)h = 3. Par contre , le mot 11001100011 
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est bien préfixe normal. Les mots préfixes normaux de longueur 5 sont : 11111 , 

11110, 11101 , 11100, 11011 , 11010, 11001 , 11000 , 10101 , 10100, 10010, 10001 , 

10000, 00000. 

Un premier intérêt pour les mots préfixes normaux est qu 'ils forment un système 

de représentants pour les classes de la relation d 'équivalence =· 

Théorèm e 3.11. P our tout w E {0 , 1}*) il existe un unique mot préfixe normal 

tel que w = w' . 

Un tel représentant est appelé f orme préfixe normale du mot. 

R emarque 3. 12. L'int roduction des mots préfixes normaux est à l'origine motivée 

par la résolution du problème de correspondance abélienne de motif dans les mots 

binaires (Binary Jumbled Pattern Matching, BJPM) . Ce problème consiste à dé

cider s 'il existe un facteur d 'un mot binaire qui contient exactement un certain 

nombre de 0 et de 1. Une version indexée de ce problème (Indexed B inary Jumbled 

Pattern Matching) autorise la création d'un index de taille linéaire en la longueur 

du mot pour répondre à cette question. 11 s'avère en fait que le calcul de la forme 

préfixe normale d 'un mot est très utile pour la création d 'un tel index. 

Une question naturelle est celle de générer les mots préfixes normaux de taille fixée . 

À ce jour, le meilleur algorithme connu génère tous les mots préfixes normaux de 

taille n avec un délai dans O(n) (Cicalese et al., 2018) . Un autre algorithme pré

senté dans (Burcsi et al. , 2014) a , quant à lui , un délai amorti dans O(n) mais 

il est conjectur' que ce d rnier soit dans O(logn) . Les problèmes de dénombre

rn nt, à la f i d mot pr'fix n rmaux tc ux li' s aux lasses d''quiv len e 

F 1 , restent ouverts. 

On termine cette section avec un résultat sur les mots qui ne sont pas préfixes 

normaux. Ce résultat sera utile pour démonter les résultats principaux à la fin de 
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ce chapit re. 

Lemme 3.1 3 . Soit w un mot binaire sur {0, 1} qui n 1est pas préfixe normal1 

alors il existe deux mots abéliens équivalents u et u' 1 tels que uO E Pref ( w) et 

1 u' E Fact ( w). 

Démonstration. Comme w n 'est pas préfixe normal, il existe un préfixe p et un 

facteur j , t el que IPI1 < lfh et IPI = lfl . Sans perte de généralité, supposons que 

p et f soit de longueur minimale. Soit u , u' , deux mots et a, b, deux lettres tels 

que p =ua et f = bu'. Par minimalité de pet j , on sait que luh 2: lu'l1· Comme 

on a que IPI1 < lfl1, on en déduit que luh + lal1 < lu'l1 + lbh. Ainsi, 

Comme a et b sont dans { 0, 1} , on doit donc avoir a = 0 et b = 1. En rem plaçant 

les valeurs de a et b, on trouve que luh = lu'l1 et donc u et u' doivent être abéliens 

équivalents. D 

3.2 Graphes chenilles et sous-arbres induits pleinement feuillus 

Rappelons qu 'un graphe est une chenille, si ce dernier est un arbre tel que lorsqu 'on 

lui retire toutes ses feuilles, il ne reste qu 'une chaîne appelée colonne (voir la 

définition 1.3 et la figure 1.3) . 

3.2.1 Monoïde des chenilles orientées 

Par commodité, on considére les graphes chenilles comme des objet s orientés. Pour 

ce faire, on associe à la colonne d 'une chenille, un sens. Toute chenille peut alors 

être représentée par un n-uplet d 'ent iers, nommé séquence des degrés, représen

t ant la suite des degrés des sommets sur sa colonne. Par exemple, la chenille de 

la figure 3.4 peut être lue de gauche à droite pour obtenir la séquence des degrés 
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(3, 2, 5, 2, 6, 2, 3) ou de droite à gauche pour obtenir (3 , 2, 6, 2, 5, 2, 3) . Par conven

tion, lorsqu 'on illustre une chenille, on suppose qu 'elle est orientée de gauche à 

droite. 

Figure 3.4 Chenille non orientée 

En exprimant une chenille comme un n-uplet , on obtient facilement son nombre 

de sommets ainsi que son nombre de feuilles. En effet , pour une chenille C = 

(c1 , . .. , cn) on a que 

n 

(3.2) 
i= l 

n 

ICI@ = l:: c1- 2n+ 2 (3.3) 
i= l 

Sur les chenilles orientées , on peut définir une opération binaire qui permet de 

joindre deux chenille en une eul . On nomme cette op' ration la greffe. 

Définition 3.14. Pour C = (c1, ... , cm) etC'= (c~ , .. . , c~) des chenilles orien

tées, on défini t la greffe de C et C' dénotée Co C' par 

Co C' = (c1, . . . , Cm- l , Cm + c~ - 2, c; , ... , c~) 

Bien que c tte définition semble un peu ad hoc, elle est motivée par le fait que la 

plus petit chenille , la henille (2) , oit l 'élém nt neutre d la gr ff , c'est-à-dire que 

lorsque l'on greffe (2) à Con retrouve C. Ce choix est motivé par la construction de 

la définition 3.15 permettant d 'obtenir l 'isomorphisme du l mme 3.16. La figure 3.5 

illustre la greffe de deux chenilles orientées . Les deux arêtes rouges sont fusionnées 

ainsi que la paire d 'arêtes bleues. 
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(5 1) <> (5 , 2, 2) (5 ,4,2, 2) 

Figure 3.5 Greffe des chenilles (5 , 1) et (5 , 2, 2) . 

L'opération de greffe est compatible avec les fonctions 1 · 1 et 1 · 1@ dans le sens 

suivant : 

1 Co C' l = 1 Cl + 1 C'l - 3 

IC 0 C'l@ = ICI@+ IC'I@- 2 

(3.4) 

(3.5) 

On peut construire une chenille à partir d 'un mot binaire sur 0, 1 en utilisant la 

fonction RC. 

Définition 3.15. Soit w E {0, 1}* un mot binaire. Si w = é alors RC(w) = (2) 

et si w = ua avec u un mot et a une lettre alors 

{

RC(u) o (2 , 2) 
RC(ua) = 

RC(u) o (3) 

si a = 0 

si a= 1 

RC( w) est appelée chenille de lecture (reading caterpillar) de w. 

Essentiellement , pour construire la chenille de lecture , on lit le mot de gauche à 

droite. Si on lit un 1, on attache une feuille supplémentaire au dernier sommet 

de la colonne. Si on lit un 0, on étend la colonne en transformant une feuille du 

dernier sommet en sommet interne en lui ajoutant une feuille. La figure 3.6 illustre 

ces deux cas. Pour le mot u = 1101011 dont la chenille de lecture est (3 , 3, 3) , on 

retrouve à la figure 3.6 (a) la construction de RC(uO) et à la figure 3.6 (b) celle 

de RC(u1). 
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(a) \[l__Y u \LllJ 
(3, 3, 3) <) (2 , 2) (3 , 3, 3, 2) 

(b) \[l__Y \V \L_l_jV 
(3 , 3, 3) <) (3) (3 , 3 , 4) 

Figure 3. 6 Construction de la chenille de lecture (a) de uO et (b) de u l. 

On voit facilement qu'il est aussi possible d 'exprimer la chenille de lecture par des 

opérations arithmétiques simples sur les n-uplets. En effet, si RC(u) = (c1, . . . , ck), 

alors 

RC ( uO) = ( c1 , . . . , ck, 2) 

RC(u1) = (c1, ... , ck-1 ck + 1) 

(3.6) 

(3. 7) 

On a déjà remarqué que la chenille (2) est un élément neutre pour la greffe. On 

peut aussi faci lement vérifier que o est associative. À partir des Équations (3.6) 

et (3 . 7) , on peut montrer que RC est inversible avec l inverse suivante : 

é si ( c1 , ... , ck) = ( 2) 

si ck = 2 

On note CW la fonction RC- 1
. Pour une chenille C , on nomme mot de chenille 

le mot CW(C). La figure 3.7 donne un exemple de cette bijection. Finalement, 

comme RC et son inverse sont compatibles av c les opération , n btient l l mme 

sui ant : 

Lemme 3.16. L 1ensemble des chenilles orientées munies de l 1opération de greffe 

form e un monoïde isomorphe au monoïde {0, 1} * muni de la concaténation. 
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RC(11001)-----+ RC(llOO) <> (3)-+ RC(llO) <> (2, 3) --+ RC(ll) <> (2, 2, 3) --+ RC(1) <> (3 , 2, 3) ----+ (4, 2, 3) 
(11001,V) (1100, '-V) (llO,LY) (ll, L.....Y) (1, '\L.........Y) ( t:,~) 

(V , 11001) ("V, 1001) (~, 001) ('lLJ,01) (\IL_l, 1) (~,t:) 

11001 +---- CW(3) · 1001 +----- CW(4) · 001 +----- CW(4, 2) · 01 +--- CW(4, 2, 2) · 1 +----- CW(4, 2, 3) 

Figure 3. 7 Bijection entre les mots binaires et les chenilles orientées. 

3.2.2 Mots et chenilles 

Dans cette section , on transpose des définitions bien connues dans l'univers des 

mots, en concepts sur les chenilles. On commence en adaptant les notions de 

préfixe et suffixe. 

Définition 3.17. Soit C une chenille orientée, pour tout 3 ~ i ~ ICI , on appelle 

chenille gauche et chenille droite les chenilles orientées : 

Lefti(C) = RC(prefi_3(CW(C))) et 

Righti(C) = RC(suffi-3(CW(C))) 

(3.8) 

(3.9) 

Visuellement , pour trouver Lefti (resp. Righti) d 'une chenille, on garde les i 

nœuds les plus à gauche (resp. à droite) de la chenille. Pour la chenille C = 

(3 , 2, 5, 2, 6, 2, 3) , la figure 3.8, montre la chenille Left7 ( C) = (3, 2, 3) en bleu et la 

chenille Right4 (C) = (3) en rouge. 

Figure 3.8 Chenille C = (3, 2, 5, 2, 6, 2, 3) avec Left7 (C) en bleu et Right4 (C) en 

rouge. 

Dans le lemme suivant, on démontre plusieurs correspondances entre les notations 

sur les mots et les notations sur les chenilles. 
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Lemme 3.18. Soit w un mot binaire sur {0, 1} 1 a E {0, 1} et 3 ::; i ::; lwl + 3. 

Alors 

(i) Lefti (RC(w)) = RC(prefi_3 (w)); 

(ii) Righti(RC(w)) = RC(suffi_3 (w)); 

(iii) IRC(w)l = lwl + 3; 

(iv) IRC(wa)l a;W = IRC(w)l a;W +a; 

(v) IRC(w)l a;W = lwh + 2 ; 

(vi) ILefti(RC(w))l a;W = lprefi_3(w)h + 2 ; 

(vii) IRighti(RC(w))l a;W = lsuffi-3 (w)II + 2. 

Démonstration. 

(i) Lefti(RC(w)) = RC(prefi_3(CW(RC(w)))) = RC(pr fi_3(w)) 

La preuve des autres énoncés d' coul nt au si directement des définitions et obs r-

vations précédente . D 

On termine cette section avec un lemme permettant de factoriser une chenille en 

deux sous-chenilles dont la greffe redonne la chenille d 'origine. 

Lemme 3.19. Pour toute chenille C et tout entier i E {3 , 4, ... , ICIL 

C = Lefti ( C) o Right1c 1+3-i ( C). 

Démonstration. Soit C une chenill . On déduit du 1 mm 3.18 (iii) qu ICW( C) 1 

est égal à ICI- 3. Ainsi prefi_3(CW(C)) · suff iCI-i (CW(C)) = CW(C). On a donc 

Lefti(C) o Right101+3-i (C) = RC(prefi_3(CW(C))) o RC(suff1c1 - i(CW(C))) 

= RC(prefi_3(CW(C)) · suffiCI-i(CW(C))) 
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= RC(CW (C)) = C 

0 

Ainsi, pour toute taille i , on peut t rouver une « factorisation » d 'une chenille 

en deux chenilles , dont une est de taille i. Pour l'instant , un des obstacles à la 

généralisation à des familles de graphe plus grande des résultats de la section 3.3 

semble venir du fait qu 'il n 'existe pas une telle factorisation pour les arbres en 

général. Il ne semble pas , par exemple, y avoir de manière naturelle de factoriser 

l 'arbre t ernaire complet de hauteur 2 (voir figure 3.9) en un arbre de taille 5 et un 

arbre de taille 8. On voit d 'ailleurs que le mot feuille de cet arbre est 1101011011 

qui n 'est pas préfixe normal puisque le suffixe 11011 cont ient plus de 1 que le 

préfixe de longueur 5. 

Figure 3.9 Arbre t ernaire complet de hauteur 2. 

3.2.3 Sous-chenille 

Pour calculer la fonction feuille d 'une chenille, on doit considérer tous les sous

arbres induits de celle-ci. Or , tout sous-arbre d 'une chenille doit forcément être 

une chenille. On peut , de plus, facilement caractériser une chenille qui est sous

arbre (on dit aussi sous-chenille) d 'une aut re. En effet , pour deux chenilles C = 

( c1 , . . . , en ) et C' = ( c~ , . . . , cU , on a que C' est sous-chenille de C (on note C' ~ C) 

si et seulement s'il existe un certain décalage 0 ::; i ::; n- k, tel que cj ::; c i+ j pour 

tout jE {1 , 2, ... , k}. En particulier , la chenille de lecture d 'un facteur d 'un mot 

w est toujours sous-chenille de la chenille de lecture de w. 
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Lemme 3.20. Soit w un mot binaire et u un fact eur de w. Alors RC(u) est une 

sous-chenille de RC( w). 

Démonstration. Si u est un facteur de w alors il existe des mots x, y tels que 

w = xuy. Conséquemment RC(w) = RC(x ) o RC(u) o RC(y). Posons 

RC(x) = (a1 , ... , ae), 

RC(u) = (/31 , ... , f3m) et 

RC(y) = (ryl, ... , rrn) · 

On a alors que 

RC(w) =(al, . .. , ae-1, ae + /31- 2, /32, ... , f3m-l, f3m + Î'l- 2+, Î'2, ... , Î'n) · 

Comme ae et ry1 sont des degrés de sommets internes , ils valent au moins 2. Ainsi , 

en utilisant un décalage del- 1, on trouve bien que RC(u) est sous-chenille de 

RC (w). 0 

Il découle directement du lemme 3. 20 que Lefti ( C) et Righti ( C) sont des sous

chenilles de C. La relation « être sous-chenille » donne une relation d 'ordre sur 

l'ensemble des chenilles orientées . La figure 3.10 illustre les premiers niveaux du 

diagramme de Hasse de cette relation d 'ordre. On remarque facilement que cet 

ensemble partiellement ordonné est rangé par le nombre de sommets des chenilles 

et qu'il ne s'agit pas d'un treillis puisque les éléments (2 , 1) et (1 , 0, 1) sont couverts 

à la foi par (1 , 1, 1) et (2 , 0, 1) . 

Lemme 3.21. Si w e t un mot binaire) alor pour tout entier i E {3 , ... , lwl + 3L 

w contient un fact euT u de longueur i - 3 t el que RC( u) soit une sous-chenille 

pleinem ent f euillue. 
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Figure 3.10 Ensemble part iellement ordonné des chenilles orientées . 

Démonstration. Posons RC(w) = (r1 , .. . , rn)· Soit S = (s1 , . . . , sk ) une sous

chenille pleinement feuillue de taille i de RC( w) qui n 'est pas forcément la chenille 

de lecture d 'un facteur de w . CommeS est une sous-chenille de RC (w), on a , pour 

un certain décalage .e, que Sm ~ rl+m pour tout 1 ~ m ~ k. 

Posons d = 2::::~-:,;2 rl+m - Sm · On montre par contradiction que s 1 + sk - 4 ~ d. 

Supposons que s1 + Sk- 4 < d. L'idée est de voir que l'on peut alors construire une 

sous-chenille de RC( w) de même taille que S mais avec plus de feuilles. On com

mence par enlever sk+s1 -3 sommets en considérant la chenille (s2 , s3, . .. , sk- l , 2). 

Notons que la taille de cette chenille est IS I - s 1 - sk + 3 et son nombre de 

feuilles est IS I@ - sk - s1 + 2. Par hypothèse , on peut alors ajouter s 1 + sk - 3 

feuilles en les attachant aux sommets 2 à k - 1. Précisément , on choisit un en

t ier z E {2, . .. k - 1} maximal tel que s1 + sk - 3 ~ 2:::::n=2 rl+m - Sm· On fixe 

Ç = s1 + sk - 3 - 2:::::n=2 rl+m - sm. On a alors que la chenille 

est une sous-chenille de RC(w). De plus, S ' satisfait IS 'I = ISI et IS 'I@ = IS I@+ 1 

ce qui contredit le fait que S soit pleinement feuillue. 



76 

Par conséquent , on sait que s1 + sk - 4 ~ d. Ainsi, S' = ( s~ , rf+2, . . . , rt+k- l , s~) 

avec s~ = s1 - min(s1 - 2, d) et s~ = s1 + sk - d- s~ est une sous-chenille de 

RC(w) . De plus, elle a le même nombre de sommets et de feuilles que S. Elle est 

donc pleinement feuillue. 

On voit facilement , pour 

A = (r1, . . . ,rz, rt+l- s~ + 2) et 

B = (rt+k- s~ + 2, rt+k+l , . . . , rn ), 

que RC(w ) = A oS' o B et que avec A et B des sous-chenilles de RC(w). Ainsi, 

w = CW(A)CW(S' )CW(B ) et donc CW(S' ) est facteur de w. On a donc bien 

qu 'il exist e une sous-chenille pleinement feuillue de taille i de RC( w) qui est la 

chenille de lecture d 'un facteur de w. D 

On remarque que toute ous-chenille pleinement feuillue n 'est pas forcément la 

chenille de lecture d 'un facteur . Par exemple, la chenille de lecture de w = 

00110101100 illustrée à la figure 3. 11 contient une sous-chenille pleinement feuillue 

qui n'est pas la chenille de lecture d'un facteur. Sa fonction feuille vaut 5 pour la 

taille 8 t la sous-chenille pleinement feuillue en rouge est la chenille de lecture 

de 11001 qui n'est pas facteur de w . Par cont re, la chenille bleue est la chenille 

de lecture de 11010 qui e t facteur de w . Il y a donc une sous-chenille pleinement 

feuillue qui est la chenille de lecture d'un facteur de w . La transformation de S 

vers S' décrite dans la preuve précédente, est celle qui transforme la chenille rouge 

en la chenille bl ue. 

3.3 Ré ultat pour le graphe chenille 

On présente dans cette section deux nouveaux résultat liant graphes h nilles et 

mots préfixes normaux. On montre d 'abord que les fonctions feuilles dont la déri

vée discrète est un mot préfixe normal, sont exactement les fonctions feuilles qui 
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Figure 3.11 Deux sous-chenilles pleinement feuillues (en rouge et en bleu) de 

RC(00110101100). 

peuvent être réalisées par les graphes chenilles. Puis , on montre que les chenilles 

qui ont la même fonction feuille sont celles dont les mots sont F 1-équivalent. 

Théorème 3.22. Soit L : {0, 1, 2, ... , n} ---+ N une fonction telle que L(O) 

L(1) = 0 et L(2) = L(3) = 2. Alors il existe une chenille C telle queL= Le si 

et seulement si !3..L est un mot préfixe normal. 

Démonstration. {::= : Soit w un mot préfixe normal et 3 ::; i ::; lwl + 3. On 

montre que: 

(i) LRc(w)(i) = ILefti(RC(w))l@ pour 3::; i::; lwl + 3; 

(ii) !3..LRc(w) = w. 

(i) Il est clair que LRc(w)(i) 2: ILefti(RC(w))l@ puisque Lefti (RC(w)) est une sous

chenille de taille ide RC(w). Il reste à prouver que LRc(w)(i) ::; ILefti(RC(w))l@· 

Par le lemme 3.21 , w contient un facteur u de longueur i - 3 tel que RC(u) soit 

une sous-chenille pleinement feuillue de RC(w) . Conséquemment, 

LRC(w)(i) = IRC(u)l@ 

= lu l1 + 2 

::; F1 ( w , i - 3) + 2 

= · lprefi_3 (w)h + 2 

= ILefti (RC(w))l@· 

(par le lemme 3.18 (v)) 

(par la définition 3.8) 

(car w est préfixe normal) 

(par le lemme 3.18 (vi)) 
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(ii) Pour 1 ~ i ~ lwl , on a 

!:J.LRC(w) ( i) 

= LRc(w) (i + 3) - LRc(w)(i + 2) (par la définition 3.3) 

= 1Lefti+3 (RC( w)) 1@ - 1Lefti+2 (RC( w)) 1@ 

= (lprefi(w)ll + 2)- (lprefi_ 1(w) ll + 2) 

(par (i)) 

(par le lemme 3.18 ((vi))) 

comme voulu. 

Étant donnée une fonction L , telle que w = !:J.L soit préfixe normal, on sait 

par (ii) que la chenille RC(w) satisfait !:J.LRc(w) = w = !:J.L . On sait aussi que 

(LRc(w)(i) )i=O,l,2,3 = (0, 0, 2, 2). Conséquemment , par le lemme 3.6 , LRc(w) = L . 

===} : On procède par contradiction . Soit C ~ une chenille et L e, sa fonction 

feuille. Supposons que l:J.Le ne soit pas préfixe normal. Par le lemme 3.13, il 

existe deux mots , p et j , de même longueur , tels que !Ph = lfh , pO soit un 

préfixe de l:J.Le et 1f soit facteur de l:J.Le . Soit i - 3 l'indice de la dernière lettre 

d'une occurrence du facteur 1f dans !:J.Le. On sait alors que i - 3 est tel que 

1f = suff llfl(prefi_3(6.Le)). Soit S, une sous-chenille de C, tell que ISI@ = Le(i) 

et ISI = i . 

Fixons A = Lefti-l lJI(S) et B = Right 11fi+3(S) . Alors, par le lemme 3. 19, on sait 

que S =A oB. Ainsi , 

IBI@ = ISI@ - lAI@ + 2 

= Le(i) - lAI@ + 2 

~ Le(i)- Le(i- l1fl) + 2 

= lsuff llfl(prefi_3(6.Le ))h + 2 

(par l'' qua ti n (3.5)) 

(par hypothè e) 

(par définition de Le) 

(par l'équation (3 .1)) 



= llfll + 2 

= lfh + 3 

= IPI1 +3 

> IPh + 2 

= IPOil + 2 

= Lc (lpOI + 3) 

(par hypothèse) 

(par l'équation (3.1) avec i = 3) 

ce qui est absurde puisque lEI = IPOI + 3 et B ~S. 
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D 

Théorème 3.23. Soit deux mots binaires w et w'. Alors les chenilles de lecture 

de w et w' ont la même fon ction feuille si et seulement si w est F 1 -équivalent à 

w'. 

Démonstration. ==> : On procède par la contraposée. Supposons qu'il existe un 

certain i EN tel que F1 (w ,i) -:/- F1(w' ,i ). Sans perte de généralité , supposons 

F1 (w , i) > F1(w' , i) . Alors , w contient un facteur u de longueur i tel que pour tout 

facteur u' de longueur i dans w' , 1 u 11 > 1 u' h- Par le lemme 3. 20 , RC ( u) est donc 

une sous-chenille de RC( w) avec strictement plus de feuilles que n 'importe quelle 

sous-chenille de RC( w') qui est égale à RC( u') pour u' un facteur de longueur i 

de w'. On conclut que LRc(w) (i) > LRC(w')(i) par le lemme 3.21. 

~ :On procède par la contraposée. Posons n = lwl et w = w1 ... Wn· Supposons 

que LRc(w) -:/- LRc(w'). Sans perte de généralité, il existe donc 4 ::; i ::; n tel que 

LRc(w) (i ) > LRc(w')(i). Soit Sune sous-chenille pleinement feuillue de RC(w) tel 

que ISI = i et ISig; = LRc(w)(i). Par le lemme 3.21, on peut supposer que S est 

tel qu'il existe un entier k satisfaisant 

RC(w) = Leftk(RC(w)) oS o Rightn+9-k-i (RC(w)) . 
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Ainsi , par l 'équation (3.5) et le lemme 3.18 , 

LRC(w)(i) = ISI@ 

= IRC(w) l@ -ILeftk(RC(w)) l@ - IRightn+9-k-i(RC(w)) l@ + 4 

= lwh + 2- lprefk_3(w)h- 2 -lsuffn+6-k-i(w) h- 2 + 4 

= lwk- 2wk-l · · · wk+i-6h + 2. 

Il a donc un facteur u = wk_2wk-l · · · wk+i-6 de longueur i- 3 de w qui contient 

L RC(w)(i) - 2 fois la lettre 1. Conséquemment , 

lul 1 = LRC(w)(i)- 2 

> LRC(w')(i)- 2 

2: lu'l1 

(par hypothèse) 

(par le lemme 3.20) 

pour tout u' facteur de w' tel que lu' l = i- 3. Ainsi , F1 (w , i- 3) > F1 (w' , i- 3) 

et w =/= w' . D 



CONCLUSION 

En bref, ce travail met de l'avant les sous-arbres induits pleinement feuillus. Après 

le chapitre 1, présentant les notions préliminaires , le chapit re 2 attaque le pro

blème de calcul de la fonction feuille à l'aide des configurations de graphes. Le 

chapit re 3 est centré sur le problème de réalisation de la fonction feuille avec une 

caractérisation complète des fonctions feuilles réalisées par les graphes chenilles . 

Il reste plusieurs questions ouvertes ou qui pourraient être approfondies : 

On a établi une borne pour le nombre de feuilles possible pour les extensions 

des configurations. Toutefois, le scénario opt imiste ne tient pas compte des 

nouveaux cycles qui pourraient se créer. Comme discuté dans la section 2.7, 

cette borne est donc d 'une efficacité limitée sur les graphes denses. · Il serait 

intéressant de trouver une meilleure borne pour ces cas. Dans un graphe 

dense, l'utilisation des cliques ce t rouvant dans ce dernier pourrait être ut i

lisé. P ar exemple, lors de la construction d 'un scénario d 'extension optimiste, 

on pourrait ne pas ajouter plus de deux sommets par clique. 

En spécialisant l'algorithme 2.25 pour exploiter certaines symétries parti

cuières des graphes hypercubiques , on arrive à calculer la fonction feuille 

jusqu'à la dimension 6. Pour ce faire, on élimine certains sous-arbres induits , 

s'ils peuvent être envoyés sur un autre sous-arbre induit déjà visité par un 

automorphisme de G. On pourrait accélérer le calcul de la fonction feuille en 

utilisant un générateur qui visite un seul représentant de chaque classe de 

sous-arbres induits équivalents à automorphisme près . Pour l'instant , aucun 

générateur de ce type n 'est suffisamment rapide pour que l'on t ire avantage 
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de la réduction du nombre de sous-arbres visités. L'étude du groupe d 'au

tomorphisme du graphe et de son action sur les sous-arbres induits semble 

toutefois une direction intéressante. 

- On dénote T l 'ensemble des arbres , C l 'ensemble des chenilles et Ç l'en

semble des graphes. Le langage d 'un ensemble de graphes E , noté L (E) , 

est l 'ensemble des mots feuilles de ces graphes. Le lemme 3.5 montre que 

L (T ) n L (Ç\ T) = 0. On peut aussi voir que L ( C) Ç L (T) puisque le mot 

feuille de l'arbre ternaire complet de hauteur 2 (voir figure 3.9) n 'est pas 

préfixe normal. Les relations connues entre les différents langages sont sché

matisées dans la figure ci-dessous. Le problème de déterminer les langages 

des arbres ou des graphes reste ouvert . Il existe aussi plusieurs arbres qui 

ne sont pas des chenilles bien que leur mot feuille soit préfixe normal. Le 

problème de caractériser complètement la classe de graphes dont les mots 

feuilles sont préfixes normaux reste donc ouvert. 

On dit qu 'un mot binaire est k-préfixe normal si tout facteur contient au 

plus k 1 de plus qu le préfixe de même longueur. Cette définition relaxée 

de la préfixe normalité mène nautrellement au problème de déterminer les 

arbres dont les mots f uilles sont k-préfixe normaux. Ce problème semble 

une bonne porte d 'entrée pour celui du langage des arbres. 

L (Ç) 

L (Ç \ T ) 
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Nef co ne from the associahedron 

The claim of this section is to prove the following result suggested by Chapoton 
to Hugh in Luminy. 

Claim 1. Let ~ be the g-vectar fan assaciated ta Ac. Then, the nef cane carres
panding ta the tarie variety XE is simplicial. 

1. BACKGROUND ABOUT TORIC VARIETIES 

1.1. Affine toric varieties and toric varieties. 

Definition 1. [1 , 1.0.2] The n -dimensianal tarus T is t he Zariski open subset 
(e*)n seen in en. W embed T in en+l so that it becomes an affine variety. Its 
coordinate ring is e[X11 X!\ ... , Xn, X;1

]. 

I think it i rcally in en. 
Definition 2. A tarus T is an affine variety which is isomorphic to (e*)n. Since 
(e*)n is a group, T inherits a group structure from the isomorphism. 

Definition 3. A character of a torus T is a morphism x :T---+ e * that is also a 
group homorphism. 

Remark 1. L tm= (m1, · · · , mn) E zn. If T = (e*)n, then w geta character 
as follow: 

It t urns out that all the characters of (e*)n arise this way. Thus, Hom( (e*t, e *) 
is isomorphic to zn as a group. Now, if T is an arbitrary torus then we see 
H om(T, e*) as zn, and if we take m E H om(T, e*) then it is usual to say that m 
is the char acter xm. 

Definition 4. [1, 1.1.3] An affine tarie variety Vis an affine vari ty containing 
a torus Tc::= (e*)n as an open subset such the action of T on itself xtcnds to an 
algebraic action on V. We can show that an affine toric variety is irreducible so 
we don't need this assumption in the definition. 

Definition 5. [1 , 3.1.1] A tarie variety X is an irreducible variety containing a 
torus T c::= (e*)n as an open subs t such that the action of T on itself extends to 
an algebraic action on X . 



1.2. Construction of affine toric varieties with a cone. Let Na lattice with 
the basis { e1 , · · · , en } and 1 t M = Zei EB · · · EB Ze~ be its dual lattice. Let Œ a 
cone inN~ := N 0 IR. '!le will denote Œv = { u E M~ 1 (u, v) ~ 0 \::lv E Œ }. From 
now on we will look at only the 11 nic cones 11

, i. e. the convex cones inN~ generated 
with som vectors of N. 

Let Œ c N~ and let th s mi-group Su = Œv n M. From this semi-group it is 
possible to get an algebra C[Su] · This algebra is built as follow. It is aC vector 
space with {xu }uESu as basis and the multiplication is given by xuxv = xu+v . This 
is well explained page 16-17-18 of [1]. It turns out that C[Su] is an algebra of finite 
type, thus taking Spec(C[Su]) we get an affine variety Uu. We can also see Uu as 
follow. Since C[Su] is a finitely generated alg brait is equal to C[X1 , .. . , Xp]/1 
where 1 = (F1 , .. . ,Fr·). Then Uu = V(F1 , . . . , Fr) and it is an affine toric variety. 

1.3. Construction of toric varieties with a fan. The definition of fans is 
given in the definition 3.1.2. Let 2:: a fan. The idea to build a toric variety is to 
tak all the maximum cones in 2:: and to glue th m along sorne open subspaces. 
More precisely, if :2:: = {0, o-1 , o-2 , T = o-1 n o-2 , and others con s} with Œ1 and o-2 

the only two maximal con s in :2:: sharing the co mm on fac T , th en UT is seen as 
an open subs t of Uu 1 and Uu2 and thus there cxist an isomorphism cp between 
thcse 2 copies of UT . Finally XE = UO"l u Uu2/ rv <P · And this construction gives a 
toric variety. 

1.4. Main results useful for us. Th re a s v ral results connecting the pro
pcrties of the concs/fans and the toric varieties . It might be useful to have them 
because when we work with the divisors th re arc always many conditions in the 
statcments. And as Hugh said, in our setting wc will probably have all the good 
assumptions to use all th se results. 

Theoreme 1. Let 2:: a fan . Then XL: is normal and. eparatPri. 

Proposition 1. The g-vector fan associated to Ac is complete and then XL: is 
compact for the usual topology. 

2. BACKGROU D ABO UT DIVISORS 

3. CARTIER DIVISORS OF TORIC VARIETIES 

4. TORIC VARIETY A D DIVISOR ASSOCIATED TO A POLYTOPE : Xp , D p 

Let Pa lattice polytop in M~ and Xp the toric variety associated toP (this is 
also possible to doit, to geta toric variety from a polytope). An cxplicit de cript ion 
of P is given by : 

P = {mE M~ 1 (m, up) ~ -ap for all facets F of P} 

where ap E Z and Up E N is the minimal generator of the ray PF E 6p 

associated to the facct F , with :l::p the fan associated to Xp such that XL:p = Xp . 
The rays ofthi fan are generated by the up's. Besicles the vertices of P correspond 



(via the classical bijection Theorem 3.2.6) to the maximal cones in L.;p(n) and th 
facets of P to the rays in L:p(l). 

Let Dp the prime divisor associatcd to th facet (or th ray cone(up)).We look 
at now the following divisor : 

Dp = L apDp 
F facet 

This divisor is T-invariant becausc w could r writ it as Dp = :Z::::: apDp 
pEEp(l) 

where ap := ap and th n we use the exercise 4.1.1. It turns out that Dp is a 
Cartier divisor (proposition 4.2.10) and has for local data : 

{ (ma v, X-mav ) } mav EEp(n) 

where v is a vertice of P and mav is such that the point (d) of theoreme 4.2.8. 
The collection {mav }av EEp(n) is uniqu ly d t ermin d because the con s CJv are 

maximal. Finally we hav v = mav and thus the local data of the Cartier divisor 
Dp is nothing but the vertices of P in M . 

If we look at now the class [D P] E Pic(Xp) = CDiv(Xp) /Div0(Xp) then w get 
all the translates of P , that is each divisor in this class is the divisor ( with this 
construction above) of a translat of P (exercice 4.2.5). Then P depends only of 
the Picard group. 

5. POLYTOPE ASSOCIATED TO A DIVISOR : Pn 



6. A EXAMPL E : Â2 

Let's consider A2 with the orientation 1 -----+ 2. The Auslander-Reiten quiver of 
this graph is : 

L t cu, c21 and c22 E JR.+ and Mc = P~11 EB P [21 EB If22
. here is the xchange graph 

of the cluster alg bra of type A.2 (the r d part is the torsion class of Ti) : 

0 0 

1 \ 
0 0 0 • 

[!] 0 • 0 [!] 0 

Ts = P2 œ P1 (l] 

/ 0 • 
0 0 • 

By the Auslander-Reiten quiver plus the c~js we get a system of equations. By 
lemma 4 we have 7r(qri) = Dim(triMc) · 

T1 : tr1 Mc = Mc and thus Dim(tr1 Mc) = cudim(P2)+c21dim(P1) +c22dim(h ) = 

cu(O, 1) + c21(1 , 1) + c22(1, 0) = (c21 + c22 , cu+ 21) 



Then we can draw the associahedron seen in N = Z(u12 , u5J and M 
Th a o iahcdron bclong in NI not in N. 
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And the fan giving our toric variety is 
Clarifying that thi in N . 
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The uiy's give us the normal fan of Ac which is also the g-vector fan. Be
sicles we do s e here that ach ray is generated by a ui1 . W alr ad y know that 
D Ac = { m 171 , ..• , mu5 } is a Cartier divisor because of the section 4 but we could 

m.,., 

: m"', 



check it here with the compatibility conditions. Inde d for example w must have 

~=::~ E r(UO"l n u0"2)* = {xm} mE(uln0"2) ..L nN = {xm } mE~(1,0)nN . Thus we hav to 
have mu1 - mu2 = .\(1 , 0) with À E JR such that this point belongs toN. And this 
is the case cause mu2 - mu1 = - ( c21 + c22, 0) and the v rtices of Ac are points of 
the lat ti ce N. 

Application of theorem 6.2.8 

1) Let 712 = 0"1 n 0"2 and c12 = V(712) · We have 712 n N =< u12 > and then 
N(712 ) = N/(712 n N) is a one-dimensionallattice. We pick up the minimal 
·gen rator of this new lattice such that it maps with an element in 0"1 n N . 
Thus we have N/(712 n N) =< U51 >. Finally: 

D .C12 = (mu2 - muu U51) 

= (2u12 - (2u12 + 5u5I), U51) 

= (-Su51,U51) 

= -5 

2) L t 723 = 0"2 n 0"3 and c23 = V(723)·· We have 723 n N =< U23 > and then 
N(723) = N/(723 n N) is a one-dimensionallattice . W pick up th minimal 
generator of this new lattice such that it maps with an l ment in 0"2 n N . 
Thus we have N/(723 n N) =< u12 >. Finally: 

D .C23 = (mu3 - mu2, u12) 

= ( - 2u12 , u12) 

= - 2 

3) Let 734 = 0"3 n 0"4 and c34 = V(734)· We have 734 n N =< U34 > and then 
N ( 734 ) = N / ( 734 n N) i a on -dimensional lattic . We pick up the minimal 
g nera tor of thi new lat ti ce such that it maps with an element in 0"3 n N . 
Thus we have N/(734 n N) =< U23 >. Finally : 

D.C34 = (mu4 - mu3 , U23) 

= (3u51, -u51) 

= -3 

4) L t 745 = 0"4 n 0"5 and 45 = V(745) · w have 745 n = < u45 > and then 
N(745 ) = N/(745 n N) i a one-dimensionallattic . We pick up the minimal 
generator of this new lattice such that it maps with an element in 0"4 n N . 



Thus we have Nj(145 n N) =< u34 >. Finally : 

D.C45 = (mas- ma4 ,U34) 

= (Su 51 + u12 - 3u51, -u12) 

= (2u51 + u12, -u12) 

= -2(u51, u12) - (u12, u12) 
= -1 

5) Let 151 = 0"5 n 0"1 and c51 = V(151)· w have 151 n N =< U51 > and then 
N(151 ) = Nj(151 n N) is a one-dimensionallattice. We pick up the minimal 
genera tor of this new lat ti ce su ch that it maps with an element in 0"5 n N. 
Th us we have N / ( 1 51 n N) =< U45 >. Finally : 

D .C51 = (ma1 -mas, U45) 

= (2u12 + 5u51 - (5u51 + u12), 2u51 - U12) 

= (u12, 2u51 - u12) 
= - 1 

Remark 2. For us it's enough to check this intersection only for t he curves 
associated to the walls between the maximal con s. W could say that D is n f if 
all these numbers were positive. So it must have a sign issue somewhere. 



7. S KET CH OF POSSIBLE T EXT FOR INCLUSION 

A fan is a collection of co nes su ch that .. . 
Write 2::: for the g-v ctor fan. Associat d to a fan ther is a corr sponding toric 

vari ty; we denote the toric variety corresponding to 2:::; by X I: . 

A Cart ier divisor D on X I: is given by a collect ion of lattice points m (J for 
CJ E L:; (n) , and satisfying a compatibility condition ... 

Define PD. 
We can get a Cartier divis or D , which is nef, from a polytop PD as follows : 
- The outer facct normals of t he polytope corresponds to th rays of CJ. 

- Lattice points are given by the vert ices of polytopes . 
W claim that these two condit ions arise from our construction of Ac. Given a 

polytope we can t ll the local dat a m(J. 
We also claim t hat for any choice of c E Z we have a Cartier divisor D . But, 

when we assume c E Z >o then D is nef. 
We recall t he followi~g results from [1]. 

Theoreme 2. [1, Theor rn 6.1.10 and Theor rn 6.2.12] Assume 2:::; is complete. 
TFAE : 

(a) D is basepoint free. 
(b) { m(J} is the set of vertices of PD 
(c) D is nef. 

Proposition 2. The divisor associated to the polytope Ac is Cartier. 

Démonstration. From th repr s ntation theory we can say t hat the g-vector fan 
2::: associated to Ac is unimodular , therefore t he toric variety XI: is smooth. Thus 
each Weil divisor on X I: is actually a Cart ier divisor and part icularly D Ac · 0 

**** 
A Cartier divisor corresponds to a collection m(J E M for CJ E 2:::( n) , satisfying 

the compatibility condit ion that for any ray p E 2:::;(1), and CJ E L::;(n), with CJ contai
ning p, (m(J, up) doesn 't dep nd on the choice of CJ . We define ap = - (m(J , up). 
The Cart ier divisor can also be written as .Z::::pEI:( l ) apD p. 

Givcn any collection Ca E zN , we can define lEe, and m(J can be defined by 
taking the point in lEe wh r t he coordinate hyperplanes corresponding to t he 
rays t hat contain CJ me t and project ing to the last n coordinat ot t hat wh n 
we find the point where th coordinate hyp rplanc mect , w ar solving a y t rn 
of N + n equations in N + n variables . 

Ther is a lattice isomorphism from lEe to zn by project ing onto the final coor
dinates. (Clearly this is a surjective lincar map since we can t ake any (x1 , . . . , Xn) 
in zn an a be extcnded to a point in lEe.) 

m(J i d fined by int r t ing n hyp rplan in lEe. W an think f thos hy
perplancs (interscct cd with lEe) in zn. 

T ho hyperplan arc normal to th g-vector . (One way to ay t hi r ally 
concrctcly is that the equation defining each hyperplane is gi · x = ai . i G · 
(x1 , . . . , Xn) = (a1 , .. . , an)· But G has d t erminant ± 1. Using the me h relations 



we can express any coordinate Yi as sorne linear combination of the final coordi
nates plus an integer constant . That constant is xactly ai so ai is an int ger. 

We claim that this is a bij ction from 7l.P to Pic (i. e., Cartier divisors quotiented 
out by th action of zn acting by addition on all the ma.). 

In order to hav a map from zN to Pic, we need to know that the m17 are in zn, 
and we need to know that they satisfy the compatibility relations , namely that 
for alla containing a ~ay p, (m17 , up) doesn 't depend on a. But what this is saying 
is that there is a hyp rplane perpendicular to Up containing all the m 17 , and there 
is : this is just the projection of the intersection of the coordinat e hyperplane with 
lEe. 

Therefore the m(j coming from a point Ca in zN do define a class in ·Pic. 
Given a class in Pic, w can write its collection of m 17s, and we can subtract 

the constant coll ction m 17 = c where c is th point m17fina l where we write a final 
for the a corresponding to th cluster I \ I +. 

We now take this divisor and we can write it as :2:: a pD P with ap E Z. 
We express th hyperplane on which the m 17 lie for a containing p as (m 17 , up) = 

ap· Consider the equation Yp = ((y1 , ... , Yn), up ) - ap . These equations eut out a 
locus which w would like to be the locus lEe. If we can find c so that lEe matches 
these quations, I claim we are clone. 

We can do that because we know the deformed mesh relations give us an equa
tion of the form Yp = ((y1 , . .. , Yn), up ) - d for d sorne integer. But w can make 
that integer whatev r we like by changing the valu in th mesh to th right of Yp 
(working from right to left). 

W then claim that th points in the positive orthant of zN actually correspond 
to nef divisors . 

Theorem 6.2.8 : Dis nef if for each TE L:(n- 1) , we have D · V(T) 2: O. The 
same theorem xpresses the condition in t erms of local equations . Say T = a 1 n a 2 , 

with a1 and a2 being n-dimensional cones in L:. Then D · V(T) = (m171 - m 172 , u) , 
where the local equations forD ar given by m 17 • We write N(T) for the sublattice 
of N generated by T . We define u to be an element in a 2 which maps to a generator 
of N/N(T) (which is isomorphic to Z). 

From the construction in our paper , the ma are the vertices of the polytope 
defined by the ap , and therefore the corresponding divisor is nef. 

Suppose sorne cij < O. I expect that the intersection of the corresponding divisor 
with V(T) is negative, wher V(T) is any corre corresponding to the exchange 
between the two clust er variables on either end of the mesh with Cij in the middle. 
Note in particular that if we have clusters a 1 and a2 which differ only in that 
one has one end of the mesh and the other has the other end , then both clusters 
contain the middl of the mesh as well. The coordinates of m 171 with respect to 
the coordinates app aring in the mesh are zero and one negative coordinat e at 
one end of the mesh, and same for m 172 , but the negative coordinate is that the 
other nd of th mesh. I then claim this is enough information to conclude that 
the intersection with V(T) is negative. 

This identifies the nef co ne with the positive orthant in zN. 
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