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RESUME

On étudie une nouvelle approche d’intégration temporelle appelée « intégration
exponentielle ». Cette approche a été introduite depuis assez longtemps déja pour
résoudre les systémes d’équations différentielles rigides (stiff systems), mais son
utilisation est restée trés limitée & cause de la complexité du calcul de ’exponentielle
d’un opérateur. Récemment, avec 1’évolution des systémes de calcul, ces intégrateurs
sont devenus le champ d’études de plusieurs chercheurs car ils semblent étre plus
avantageux que les méthodes classiques utilisées présentement. Ici on s’intéresse aux
intégrateurs exponentiels pour la prévision du temps. On explore les intégrateurs
exponentiels explicites existants et on fait des tests numériques sur des problémes
simples afin de pouvoir comparer les différentes méthodes. Les méthodes
sélectionnées, soit les ETD de type Runge-Kutta d’ordre de précision trois et quatre,
sont ensuite appliquées & un modele de Saint-Venant & une dimension (Shallow-
Water 1D). Les résultats obtenus montrent que ces intégrateurs donnent une meilleure
précision qu’une méthode implicite classique utilisée maintenant dans les modeles
atmosphériques avec potentiellement un colit de calcul beaucoup plus petit. Ce qui
montre 1’avantage de continuer d’explorer ces méthodes.

Mots clés : intégrateurs temporels — systéme rigide — prévision du temps — Shallow-
Water 1D — ETD Runge-Kutta.



INTRODUCTION

En prévision numérique du temps, on cherche toujours a augmenter la résolution des
modéles. Ceci est rendu possible grice a I’évolution technologique des systémes de
calcul. Ces systémes étant devenus massivement paralleles, on doit adapter nos
méthodes de calcul a cette avancée pour les rendre plus performants sur ce type de
systéme; entre autres on voudrait que le temps d’exécution diminue linéairement

lorsque que le nombre de processeurs mis en jeu augmente.

La rigidité inhérente des équations météorologiques découle notamment de la
présence des ondes de gravité rapides (Satoh, 2014). Or cette partie de I’écoulement
n’en est pas la principale composante et une certaine latitude est permise pour la
représentation des ondes les plus rapides. Alors que les modéles numériques
explicites des équations météorologiques ne peuvent produire des intégrations stables
qu’au prix d’une contrainte excessive sur le pas de temps, les modéles de prévision
actuels utilisent souvent une approche implicite ou semi-implicite (Lin et al., 1997 ;
Lauritzen et al., 2011). Avec cette approche, on obtient la stabilité au prix d’une
distorsion des ondes de gravité. L’architecture massivement paralléle des ordinateurs
du futur semble cependant privilégier une approche explicite. On voudrait donc
trouver des méthodes explicites qui ne souffrent pas de la contrainte des petits pas de

temps.

Dans ce contexte plusieurs centres de prévision dont le Centre Météorologique
Canadien ont commencé a explorer les intégrateurs exponentiels explicites (IE)
(Clancy et al., 2013 ; Gaudreault et Pudykiewicz, 2016). Ces intégrateurs explicites

ont moins de contrainte sur le pas du temps tout en ne distordant pas les ondes de
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gravité rapides. Evidemment pour les centres opérationnels se pose la question sur les
colits de la mise en ceuvre de ces méthodes et de 1’amélioration des prévisions & haute
résolution. Ils ont limité leur travail aux méthodes de premier et deuxiéme ordre, mais
avec une linéarisation dépendante du temps. Ce qui nécessite & refaire la linéarisation

a chaque pas de temps.

Comme ces intégrateurs sont relativement nouveaux en prévision numérique du
temps, nous nous proposons dans ce travail d’étudier la formulation des intégrateurs
exponentiels explicites et de les appliquer aux équations de Saint-Venant en 1D (Haut
et Wingate, 2014 ; Majda, 2003 ; Pedlosky, 1979 ; Vallis, 2017). Nous utiliserons
toujours un état de base constant (une linéarisation indépendante du temps), mais

nous explorerons des intégrateurs d'ordre plus €élevé.

Cette classe de méthodes a été développée pour la premicre fois au début des années
soixante par Certaine (1960) qui a mis au point deux méthodes d’ETD implicites.
Puis, quelques années plus tard Norsett (1969) a développé les méthodes ETD
explicites, qui sont basées sur le schéma d’Adams-Bashforth. En 1978 Friedli a mis
au point une nouvelle famille de ces IE basée sur le schéma de Runge-Kutta explicite,
ETDRK. Dans les années qui suivirent, plusieurs de ces méthodes ont été retrouvées
et modifiées par d’autres chercheurs, mais leur utilisation est restée limitée & cause de
la complexité du calcul de I’exponentielle d’un opérateur. Récemment les chercheurs

ont commenceé a explorer ces méthodes dont :

Cox et Matthews (2000) qui ont fait une comparaison entre cinq méthodes d’IE

d’ordre deux en les testant sur plusieurs types d’ équations différentielles.

Hochbruck et Ostermann (2005) ont utilisé les méthodes ETDRK d’ordre 2, 3 et 4
pour des problémes parabolique semi-linéaire et ils ont découvert qu’ils y avaient une

réduction d’ordre de précision pour certaines de ces méthodes. Dans cette méme



année Berland et al. (2005) ont mis au point une programmathéque, appelée EXPINT.
Celle-ci contient un grand nombre de ces IE appliqués a des équations différentielles

qui servent de test standard.

En 2010 Hochbruck et Ostermann ont publié un article de revue sur ces IE. Clancy et
Pudykiewicz (2013) ont étudié lutilisation de ces IE dans les modéles
atmosphériques. Eichwald (2013) a utilisé les IE pour la simulation de vagues non-

linéaires.

Malgré que 1’usage de ces méthodes d’IE soit resté trés limité au début de leur
découverte, aujourd’hui avec les avancées technologiques, on est de nouveau
intéressé par ces IE. On pense que ces IE ont le potentiel de devenir plus avantageux
que les méthodes traditionnelles qui utilisent I'approche semi-implicite ou implicite
en modélisation atmosphérique. D'ou notre motivation & étudier cette classe de

méthodes d'intégration.

Ce document se divise en trois chapitres. Dans le premier, on introduit le probléme
qu’on va utiliser pour tester ces intégrateurs ainsi que sa méthode de discrétisation
spatiale (pseudo-spectrale). Dans le deuxiéme, on présente les différentes méthodes
d'intégration temporelles classiques en usage en météorologie et on explore quelques
méthodes d'intégration exponentielles; on fait une comparaison entre les régions de
stabilité de ces IE. Dans le dernier chapitre, on présente et on discute les résultats de
I’application de ces intégrateurs sur des probleémes classiques et finalement sur les

équations de Saint-Venant en 1D.



CHAPITRE I

LE PROBLEME A RESOUDRE

Pour explorer notre nouvelle approche de résolution des syst¢emes d’équations aux
dérivées partielles (EDP) non-linéaires, on a besoin d’un probléme connu pour tester
ces méthodes. On va utiliser les équations de Saint-Venant, plus habituellement
nommées Shallow-Water équations (SWE), qui décrivent le mouvement des eaux peu
profondes. Ces équations sont utilisées généralement comme un test préliminaire
dans la modélisation atmosphérique. Pour cela dans ce présent chapitre, on va
commencer par €tablir ces équations. Ensuite on introduit les conditions initiales
utilisées et 1’équation non-linéaire générale en 1D ainsi que sa solution en série.
Finalement, on présente la méthode utilisée pour la discrétisation spatiale de nos

équations.

1.1 Les équations de Saint-Venant ou Shallow-Water (SWE)

Les équations de Saint-Venant (SWE) décrivent I’écoulement d’un fluide
incompressible, hydrostatique et en rotation, en contact avec une surface inférieure, et
avec une surface libre supérieure, en présence d’un champ de gravité. Ces équations
sont déduites des équations de conservation de la quantit¢ de mouvement et de la
masse. Pour établir ces équations, on considere 1’écoulement d’un fluide homogéne
incompressible et de densité constante. La direction de propagation horizontale est

suivant I’axe des x. La hauteur du fluide est par rapport 4 la hauteur de référence z = 0.
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On note que I’échelle de longueur horizontale doit €tre beaucoup plus grande que
I’échelle de longueur verticale pour respecter la condition hydrostatique. Cette
condition implique que la vitesse verticale du fluide est faible. Nous pouvons
simplifier en mettant la topographie égale a zéro, puisque ce n’est pas un aspect

primordial de ce travail.

On note :

e Ladensité p du fluide (1’eau) est constante.

e uetvsont les vitesses du fluide dans le plan horizontal,

e Hest la hauteur du fluide,

e Hj est la hauteur d’équilibre du fluide,

e 7 est la perturbation de la hauteur du fluide par rapport a la hauteur
d’équilibre,

e festle paramétre de Coriolis,

e gest’accélération de gravité.

La figure suivante montre le systéme étudié dans le plan (x, z) ou la ligne en tiret

représente la hauteur d’équilibre du fluide.



a

T o e v b 8 R

Figure 1.1 : SWE dans un plan (x, z)

Les équations du mouvement horizontal sont :

6_u+u2u_+v6_u_fv+ L =0,

0 ox Oy Ox (L.1)
v, v v o1 ‘
—+u—+v—+ fu+g—=0.

o ox 0oy oy

L’équation de conservation de la masse est :

a_ﬂ+6[(Ho+77)u]+6[(Ho +77)V])=0 (1.2)
ot Ox oy . .

L’analyse pour passer aux équations non dimensionnelles (ou sans dimension)

s’inspire du chapitre 5 de Vallis (2017). D’abord on fixe les échelles suivantes :

L : I’échelle d’espace,
T : I’échelle de temps,

U : I’échelle de vitesse,
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Ny : ’échelle de la perturbation de la hauteur du fluide par rapport a sa

position d’équilibre Hj.
Donc on exprime nos variables comme suit :

(xa y) = L(x” y’)’

t=T¢,
o (1.3)
(u,v) = U(u ,V )’
77:No77"
On obtient :
' 2 1
Uow IP(, 00 o) o, 2 00" o
To' L &' o L o'
] 2 1
L2 w2 2o o 28T o, a4
Tor' L ox L o'
N, o' UN, a(u'ﬂ')+a("’7) JUH (ou' ov')_ o
T at' L ax. ayl L axl ayv

L’échelle de tendance de l'accélération due a Coriolis est fU.

L’échelle de tendance d’advection divisée par 1'échelle de tendance de l'accélération

2
g . 1 U - an
due a Coriolis est le nombre de Rossby Ro = 7 =—, et si nous considérons des

échelles de temps de I’ordre du temps d’advection, alors T=§ et ’échelle de

tendance locale divisée par I'échelle de Coriolis est aussi égale au nombre de Rossby
Ro. Ce nombre est petit dans ’atmosphére et encore plus petit dans 1’océan ; alors
soit le terme de Coriolis domine et nous avons un état au repos, ou bien la force de

Coriolis est balancée par la force de gravité et nous avons 1’équilibre géostrophique



fUL

ou les fluctuations de hauteur sont de I’ordre N, ==—— . Les équations peuvent

s’écrire :

gai+a(u’al+v'ai)—v’+a—”= 0,

atv axl a-yl axl
gﬁ+g u 2V—+v S +u'+a—'7 0, (1.5)
ot' ox' oy' oy'

22 (2, 20, (2, 2]

f2L2

ol £ = Ro, pour faire ressortir que c’est une petite quantité, et F = =7 le carré du
&
D% 1 k \’ gH
rapport entre 1’échelle de longueur et le rayon de déformation de Rossby L, = T .

En laissant tomber les variables primées et la dépendance en y, et avec le changement

h(x,t)

de la variable de hauteur 7n(x,t) = i on obtient finalement les équations (Majda,

2003) que I’on augmente d’une diffusion empirique:

ou ou v, 1 oh_ O

ot O & eJF ox "’

ov o u "2 5y

._+ —+—= —1 2 o 1.6
& E e NV Ha
oh a(hu) 1 ou 2 5"h

—_ -1} 2

ar todr e MY o

ou u >0 est le coefficient de diffusion. On a fait la plupart de nos expériences avec

les paramétres : n =4, u = 10%, g= 107 et F= 1. Alors I’équation 1.6 devient:



—tUu—+—=—p—r, 1.7
a ax e o (L)

oh O(hu) 1 0u o*h
—t——t——=

e Y

Avec ces paramétres si on prend L correspondant a 1’échelle synoptique. On obtient
un mouvement quasi-géostrophique qui a les caractéristiques suivantes (Vallis,

2017) :
U=¢gfL=10m/s

T=L/U =10’ s ~ 28 heures
Hpy=(fL)*/ (gF)=10’m

h=vF n=NoyVF=fULNF /g=100m

1.2 Les conditions initiales

On a choisi de travailler avec les conditions initiales utilisées par Haut et Wingate
(2014) qui sont initialement trés agéostrophiques et qui vont générer des ondes de
gravité que les méthodes d’IE devraient réussir a intégrer d’une maniére stable et

précise. Elles s’écrivent :
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u(x,0)=0,
v(x,0)=0,

h(x,0)=c, e—{ ZJ sin (3 (x - %D +e2) sin (8(x—7)) |+cp+epx+epx’ +e,x.

.

(1.8)
ou les constantes cy, ¢, C2,C3 et ¢4 sont choisies pour satisfaire les contraintes
suivantes:

2

[ A(x,0)dx=0 et max|h(x,0)|=1. (1.9)
X

1]

On note ici que Haut et Wingate ont pris seulement les constantes ¢ et ¢; (C2,¢3 et ¢4

sont nulles). Pour déterminer ces constantes, on a utilisé les deux contraintes citées

dans I’équation 1.9 et les conditions de continuité de A(x,0), de @ et de
0*h(x,0)
o

1.3 L’équation non-linéaire générale en 1D et sa solution en série

Le modele d’équation différentielle ordinaire (EDO) en une dimension s’écrit comme

suit :

%=cu+F(u(t),t) (1.10)
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ou ¢ est une constante et F(u(?), f) est un terme non-linéaire général. On intégre cette
équation de #p a t avec la condition initiale a #p u(fp) = up. Dans ce qui suit, on peut

prendre #,=0.

Une approche qui nous permet de calculer formellement, la solution exacte est de

procéder par série de Taylor. Le développement de u(¢) en séries de ¢ est :

©

u(t) =Z,l'U,.t" (1.11)

i=0 11

Le développement de F en séries de ¢ incluant la dépendance a travers u(f) est :

0

F@@ﬁ=2%ﬂwmw,
i=0 ¢ -

(1.12)

0

F )= 3 F, ()’

4=0

Il suffit de remplacer u(?) et F(u, f) par leurs développements en séries respectifs dans

1’équation (1.10) et de déterminer les coefficients U; itérativement :

e d" (cu(t) + F(u(?),1))

3 e iy E=1..N)

(1.13)

On a utilisé le systéme de langage symbolique Maple™ pour obtenir les coefficients.
Ceux-ci deviennent rapidement compliqués; on ne donne ici les résultats que jusqu’a
’ordre 4 :
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U, = u,,
U, = cu, + [F;,o],
U, =c*uy +[ Fy + Fyuiy Jc +[ Fo + Fy Fy )
Uy =Cuy +[ Fog + Fyptiy +2Fyuy | +[ (Fof +2F, Fpg +2F )ug + Fy + 2Fy Fy, c...
+[2F, Ry + Fii Foo + Fo Py + By + Fy Ry |
L, Se'n +|:F;,3u3 +4F,ul + F, +3F;,1u0:|c3...
+[ B, +3F, Fyy +4F, F))u; +(3F, +5F, +8F,Fy))u, + Fy +3F, Fyy ...
i [ (8F, Fyy Foo +5Fy Fyy +3F, Fry + Fy} +6F, Fy, +3F, it +3F,, u, +4F;)2E)(2)°":|cm
| +Fy +3F Fyg +5F,Fjy +2F, F,
| ot Fio + FoFog + FoyFog + Bl Fog + Fog +3Fy Ry + 3y B + SFy Fiy o +31v;,ao...].
| HF, Fy Fog +3F, o By
(1.14)

Ces expressions servent a déterminer 1’ordre de précision des différentes méthodes
d’intégration. Si le terme non-linéaire est nul, on retrouve le développement en série

de I’exponentielle.

1.4 Discrétisation spatiale des équations

1.4.1 Méthode spectrale

Cette méthode sert a la discrétisation spatiale et elle est fréquemment utilisée dans des
modéles de prévisions météorologiques mondiales. L’idée de la méthode spectrale est
de décomposer un signal en une somme de fonctions de base bien connues que
multiplient des coefficients & déterminer. Nous utilisons une décomposition en séries
trigonomeétriques, ce qui permet d’utiliser la transformée de Fourier pour déterminer
ces coefficients et ainsi passer de 1’espace physique a 1’espace de Fourier. Elle permet
aussi le passage inverse, c’est-a-dire de ’espace de Fourier a 1’espace physique.
L’utilisation de la transformation de Fourier rapide (FFT) permet de diminuer

énormément le temps de calcul.
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1.4.2 Traitement des termes non-linéaires

Pour résoudre les SWE, on utilise la méthode pseudo-spectrale. Le calcul des termes

non-linéaires se fait alors dans 1’espace physique.

Lorsqu’on utilise la méthode pseudo-spectrale pour calculer les termes non-linéaires,
un type d’erreur numérique dite « aliasing » peut se produire en reliant les points de
I’espace de Fourier a ceux de 1’espace physique avec le nombre minimal de points
d’espace requis pour une troncature spectrale R donnée, soit 2R+1. On contourne ce
probléme en augmentant le nombre de points dans 1’espace physique a 3R+l
(Machenhauer, 1979). On choisit R = 64 ce qui correspond & un espacement de points
de grille dx = 5208 m.



CHAPITRE II

LES METHODES D’INTEGRATION TEMPORELLE

Dans ce chapitre on va étudier les principales méthodes d'intégration temporelle qui
sont utilisées pour la résolution d'EDP non-linéaires telle que les SWE. La premicre
partie sera consacrée aux méthodes usuelles en météorologie, la deuxiéme partie sera
réservée aux méthodes d’Intégrateurs Exponentiels (IE), alors que dans la troisi¢me
partie on fera une étude sur les régions de stabilit¢ des méthodes IE. En partant de

1’équation non-linéaire générale suivante :

du

— =Fu@),t 2.1

et )0 2.1)
En intégrant 1’équation (2.1) entre ¢, et #,+1 avec la valeur de u(t,) connue, on obtient

la solution exacte u(f,+1) au temps £,+1 :

u(ty) = u(t,)+ | FGutt),t)de @2)

III
2.1 Méthodes usuelles en météorologie
La résolution d’EDP non-linéaires se fait généralement de fagon numérique. Pour

obtenir une approximation numérique de la solution u(f), il faut estimer sa valeur en

un nombre fini de points ti pour i = 0,.., N. L’écart entre deux points est appelé le pas
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de temps, noté par 4. Il existe plusieurs méthodes que 1’on peut utiliser pour obtenir la
solution numérique de ce type d’équation. Le choix des méthodes a utiliser est basé

sur deux critéres : la stabilité et la précision.

La stabilité indique que la différence entre la solution numérique et la solution exacte

des équations discrétisées diminue lorsqu’on diminue le pas du temps.

L’ordre de précision d’une méthode est donné par I’entier p de 1’expression suivante :

£, =|ii(t,,,)—u,|=O(F*) 2.3)

ou ﬁ(tm) est la solution exacte et u,+] est la solution numérique au temps #,+.

Les méthodes numériques sont classées en deux types. On trouve des méthodes a pas

multiples et d’autres & un pas de temps.

Dans les méthodes a pas multiples, pour le calcul de la valeur de u,.;, on utilise
plusieurs valeurs aux temps précédents #,, .1, fn-2, ... Parmi ces méthodes il y a les

méthodes d’ Adams-Bashforth (AB).

Dans les méthodes a un pas de temps, pour calculer la valeur discréte au point £+, 0n
n’utilise que la valeur au temps précédent ¢,. Parmi ces méthodes il y a les méthodes

de Runge-Kutta.

2.1.1 Les méthodes d’Adams-Bashforth d’ordre r (ABr)

Ces méthodes de résolution numérique des équations différentielles utilisent plusieurs
pas de temps dans le calcul de la solution. Elles sont obtenues par 1’approximation de
la fonction F avec le polyndme d’interpolation de Lagrange P basé sur les valeurs de

la solution aux pas de temps précédents. On considére une méthode AB d’ordre 7.
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Notons F; = F(u,t;) et soit le polyndme d’interpolation de Lagrange sur une grille

uniforme de pas 4 qui passe par les valeurs de F, & F+1—,:

r-1 -
P(t)= Zwk (v)F,_, avec 7= I
k=0

r-1

r-1
w@= [] =3,

meb ek —K+M 3

1 d’'w,(z)
}’kj=_.' a j
j! dr

Ir=0 3

En intégrant on obtient la solution la suivante :

Iy r—

1
ty =thy + | POt =1, +BY BF, .

Tk k=0

r-1 },Ig

1
=\w(r)dr=) ——.
B j B

2.4)

@.5)

Un inconvénient des méthodes Adams-Bashforth est qu'elles requiérent des

procédures spéciales pour démarrer l'intégration.

Par exemple, la méthode d’AB2 s’écrit comme suit (Gander et al., 2010):

,

Uy

=t + 2 OF, ~F,)

\

Les différents coefficients £ sont aisément tabulés :

3, calculé avec une méthode a un pas

2.6)



Tableau 2.1 :
’ordre de la méthode (Gander et al., 2010 ; Ascher et Greif, 2011).
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Les différents coefficients f; pour les méthodes AB en fonction de r,

r Po B P2 B
2 32 -12

3 23/12 -16/12 5/12

4 55/24 -59/24 37/24 -9/24

2.1.2 Les méthodes de Runge-Kutta (RK)

Les méthodes RK utilisent un seul pas de temps pour démarrer et elles divisent

I’intervalle en plusieurs sous-intervalles pour augmenter 1’ordre de précision. On

commence par

introduire s points

intermédiaires,

ou des approximations

intermédiaires de u seront calculées. La solution pour le pas de temps est une

pondération de F calculée a ces valeurs intermédiaires.

La forme générale des méthodes RK explicites a s étages est (Gander et al., 2010) :

ou les coefficients ay, b; et c; sont des constantes qui satisfont aux contraintes :

L n+l

Vi=1,2,..

=il +thF(u

t,,=t, +ch,

i=1

nx’n

= +hZaUF(u"J, Eh

D)

<i<s

@2.7)

2.8)
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Le tableau de Butcher est souvent utilis€ comme notation qui résume ces méthodes. Il

rassemble tous ces coefficients.

Tableau 2.2 : Tableau de Butcher pour les méthodes RK explicites.

Ci
2 a)
C3 | a3 a32
Cs as1 as? i s.5-1
b] b2 ol bs-l bs

La méthode Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4), dont le tableau de Butcher est donné plus

bas, est la plus célébre de cette famille. Elle peut s’écrire comme :

Wiy =0 +§(k1 +2k, + 2k, +k,),
fkl = hF(un,l’ tn )’ un,l = un’

ky = hF(u, .1, +g), u, =1, + 5, 2.9)

5 2
ou <
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Tableau 2.3 : Tableau de Butcher pour la méthode RK4

0
172 112
172 0 1/2
1 0 0 1
1/6 173 1/3 1/6

2.1.3 Approximation Crank-Nicolson (CN)

Cette méthode est considérée la méthode implicite a deux pas de temps la plus
précise. On I’utilise actuellement dans le modéle global canadien (GEM) (C6té et al.,
1998). L’idée de cette méthode est d’utiliser le développement en série de Taylor de u
pour approximer la dérivée de # a un point donné #,+1,. La méthode est dite centrée
parce qu’on a besoin de la valeur de u au pas #,+ et au pas #,.Par exemple pour un

schéma CN avec un pas de temps constant 2 on a :

hau
2 dt
h dui
2 dt

K d*u K d’u

+? dr> +R dar’
ns12 tysir2 [ANY/}

- L @.11)

h™ du h du

+—— e +...

8 d|  48dr

Ineir2 n4112 LAY

Uy = u(tn+1/2) i

u, = u(tn+1/2) o
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