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RÉSUMÉ 

On étudie une nouvelle approche d' intégration temporelle appelée « intégration 
exponentielle ». Cette approche a été introduite depuis assez longtemps déjà pour 
résoudre les systèmes d' équations différentielles rigides (stiff systems), mais son 
utilisation est restée très limitée à cause de la complexité du calcul de l' exponentielle 
d'un opérateur. Récemment, avec l' évolution des systèmes de calcul, ces intégrateurs 
sont devenus le champ d'études de plusieurs chercheurs car ils semblent être plus 
avantageux que les méthodes classiques utilisées présentement. Ici on s' intéresse aux 
intégrateurs exponentiels pour la prévision du temps. On explore les intégrateurs 
exponentiels explicites existants et on fait des tests numériques sur des problèmes 
simples afin de pouvoir comparer les différentes méthodes. Les méthodes 
sélectionnées, soit les ETD de type Runge-Kutta d'ordre de précision trois et quatre, 
sont ensuite appliquées à un modèle de Saint-Venant à une dimension (Shallow­
Water lD). Les résultats obtenus montrent que ces intégrateurs donnent une meilleure 
précision qu'une méthode implicite classique utilisée maintenant dans les modèles 
atmosphériques avec potentiellement un coût de calcul beaucoup plus petit. Ce qui 
montre l'avantage de continuer d'explorer ces méthodes. 

Mots clés : intégrateurs temporels - système rigide - prévision du temps - Shallow­
Water 1 D- ETD Runge-Kutta. 



INTRODUCTION 

En prévision numérique du temps, on cherche toujours à augmenter la résolution des 

modèles. Ceci est rendu possible grâce à l' évolution technologique des systèmes de 

calcul. Ces systèmes étant devenus massivement parallèles, on doit adapter nos 

méthodes de calcul à cette avancée pour les rendre plus performants sur ce type de 

système; entre autres on voudrait que le temps d'exécution diminue linéairement 

lorsque que le nombre de processeurs mis en jeu augmente. 

La rigidité inhérente des équations météorologiques découle notamment de la 

présence des ondes de gravité rapides (Satoh, 2014 ). Or cette partie de 1' écoulement 

n' en est pas la principale composante et une certaine latitude est permise pour la 

représentation des ondes les plus rapides. Alors que les modèles numériques 

explicites des équations météorologiques ne peuvent produire des intégrations stables 

qu'au prix d' une contrainte excessive sur le pas de temps, les modèles de prévision 

actuels utilisent souvent une approche implicite ou semi-implicite (Lin et al., 1997 ; 

Lauritzen et al. , 2011). Avec cette approche, on obtient la stabilité au prix d' une 

distorsion des ondes de gravité. L'architecture massivement parallèle des ordinateurs 

du futur semble cependant privilégier une approche explicite. On voudrait donc 

trouver des méthodes explicites qui ne souffrent pas de la contrainte des petits pas de 

temps. 

Dans ce contexte plusieurs centres de prévision dont le Centre Météorologique 

Canadien ont commencé à explorer les intégrateurs exponentiels explicites (lE) 

(Clancy et al. , 2013 ; Gaudreault et Pudykiewicz, 2016). Ces intégrateurs explicites 

ont moins de contrainte sur le pas du temps tout en ne distordant pas les ondes de 
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gravité rapides. Évidemment pour les centres opérationnels se pose la question sur les 

coûts de la mise en œuvre de ces méthodes et de l' amélioration des prévisions à haute 

résolution. Ils ont limité leur travail aux méthodes de premier et deuxième ordre, mais 

avec une linéarisation dépendante du temps. Ce qui nécessite à refaire la linéarisation 

à chaque pas de temps. 

Comme ces intégrateurs sont relativement nouveaux en prévision numérique du 

temps, nous nous proposons dans ce travail d ' étudier la formulation des intégrateurs 

exponentiels explicites et de les appliquer aux équations de Saint-Venant en 1 D (Haut 

et Wingate, 2014 ; Majda, 2003 ; Pedlosky, 1979; Vallis, 2017). Nous utiliserons 

toujours un état de base constant (une linéarisation indépendante du temps), mais 

nous explorerons des intégrateurs d'ordre plus élevé. 

Cette classe de méthodes a été développée pour la première fois au début des années 

soixante par Certaine (1960) qui a mis au point deux méthodes d'ETD implicites. 

Puis, quelques années plus tard Norsett (1969) a développé les méthodes ETD 

explicites, qui sont basées sur le schéma d' Adams-Bashforth. En 1978 Friedli a mis 

au point une nouvelle famille de ces lE basée sur le schéma de Runge-Kutta explicite, 

ETDRK. Dans les années qui suivirent, plusieurs de ces méthodes ont été retrouvées 

et modifiées par d'autres chercheurs, mais leur utilisation est restée limitée à cause de 

la complexité du calcul de l' exponentielle d 'un opérateur. Récemment les chercheurs 

ont commencé à explorer ces méthodes dont : 

Cox et Matthews (2000) qui ont fait une comparaison entre cinq méthodes d ' lE 

d'ordre deux en les testant sur plusieurs types d' équations différentielles. 

Hochbruck et Ostermann (2005) ont utilisé les méthodes ETDRK d'ordre 2, 3 et 4 

pour des problèmes parabolique semi-linéaire et ils ont découvert qu ' ils y avaient une 

réduction d'ordre de précision pour certaines de ces méthodes. Dans cette même 
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année Berland et al. (2005) ont mis au point une programmathèque, appelée EXPINT. 

Celle-ci contient un grand nombre de ces lE appliqués à des équations différentielles 

qui servent de test standard. 

En 2010 Hochbruck et Ostermann ont publié un article de revue sur ces lE. Clancy et 

Pudykiewicz (2013) ont étudié l' utilisation de ces lE dans les modèles 

atmosphériques. Eichwald (20 13) a utilisé les lE pour la simulation de vagues non­

linéaires. 

Malgré que l'usage de ces méthodes d' lE soit resté très limité au début de leur 

découverte, aujourd 'hui avec les avancées technologiques, on est de nouveau 

intéressé par ces lE. On pense que ces lE ont le potentiel de devenir plus avantageux 

que les méthodes traditionnelles qui utilisent l'approche semi-implicite ou implicite 

en modélisation atmosphérique. D'où notre motivation à étudier cette classe de 

méthodes d'intégration. 

Ce document se divise en trois chapitres. Dans le premier, on introduit le problème 

qu'on va utiliser pour tester ces intégrateurs ainsi que sa méthode de discrétisation 

spatiale (pseudo-spectrale). Dans le deuxième, on présente les différentes méthodes 

d'intégration temporelles classiques en usage en météorologie et on explore quelques 

méthodes d'intégration exponentielles; on fait une comparaison entre les régions de 

stabilité de ces lE. Dans le dernier chapitre, on présente et on discute les résultats de 

l' application de ces intégrateurs sur des problèmes classiques et finalement sur les 

équations de Saint-Venant en ID. 



CHAPITRE 1 

LE PROBLÈME À RÉSOUDRE 

Pour explorer notre nouvelle approche de résolution des systèmes d'équations aux 

dérivées partielles (EDP) non-linéaires, on a besoin d'un problème connu pour tester 

ces méthodes. On va utiliser les équations de Saint-Venant, plus habituellement 

nommées Shallow-Water équations (SWE), qui décrivent le mouvement des eaux peu 

profondes. Ces équations sont utilisées généralement comme un test préliminaire 

dans la modélisation atmosphérique. Pour cela dans ce présent chapitre, on va 

commencer par établir ces équations. Ensuite on introduit les conditions initiales 

utilisées et 1 ' équation non-linéaire générale en 1 D ainsi que sa solution en série. 

Finalement, on présente la méthode utilisée pour la discrétisation spatiale de nos 

équations. 

1.1 Les équations de Saint-Venant ou Shallow-Water (SWE) 

Les équations de Saint-Venant (SWE) décrivent l' écoulement d' un fluide 

incompressible, hydrostatique et en rotation, en contact avec une surface inférieure, et 

avec une surface libre supérieure, en présence d 'un champ de gravité. Ces équations 

sont déduites des équations de conservation de la quantité de mouvement et de la 

masse. Pour établir ces équations, on considère l'écoulement d'un fluide homogène 

incompressible et de densité constante. La direction de propagation horizontale est 

suivant l' axe des x. La hauteur du fluide est par rapport à la hauteur de référencez= O. 
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On note que l'échelle de longueur horizontale doit être beaucoup plus grande que 

1' échelle de longueur verticale pour respecter la condition hydrostatique. Cette 

condition implique que la vitesse verticale du fluide est faible. Nous pouvons 

simplifier en mettant la topographie égale à zéro, puisque ce n' est pas un aspect 

primordial de ce travail. 

On note: 

• La densité p du fluide (l'eau) est constante. 

• u et v sont les vitesses du fluide dans le plan horizontal, 

• H est la hauteur du fluide, 

• Ho est la hauteur d'équilibre du fluide, 

• 17 est la perturbation de la hauteur du fluide par rapport à la hauteur 

d' équilibre, 

• fest le paramètre de Coriolis, 

• g est l ' accélération de gravité. 

La figure suivante montre le système étudié dans le plan (x, z) où la ligne en tiret 

représente la hauteur d' équilibre du fluide. 
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z 

Ho 
H 

Figure 1.1 : SWE dans un plan (x, z) 

Les équations du mouvement horizontal sont : 

ou au au 0 7] 
-+u-+v- - .fv+g-=0, 
àt àx 8y àx 

av av av a77 -+u-+v-+ fu+g-=0 . 
àt àx 8y 8y 

(1.1) 

L'équation de conservation de la masse est : 

8 77 8 ((H0 +7J)u] o[(H0 +7J)v] 
-+ + )=0. 
àt àx 8y 

(1.2) 

L'analyse pour passer aux équations non dimensionnelles (ou sans dimension) 

s'inspire du chapitre 5 de Vallis (2017). D'abord on fixe les échelles suivantes: 

L : l'échelle d 'espace, 

T : 1' échelle de temps, 

U: l'échelle de vitesse, 



7 

No : l 'échelle de la perturbation de la hauteur du fluide par rapport à sa 

position d'équilibre Ho. 

Donc on exprime nos variables comme suit : 

On obtient: 

(x, y)= L(x',y'), 

t =Tt', 

(u, v)= U(u ', v'), 

77 = Hary'. 

U au ' + U
2 (u, au ' + v, au' J _ fU v'+ gN0 ary' = O 

r at· L ax · ay · L ax · ' 

--+- u'-+v'- +fl.Ju '+--0 -=0 u av· U
2 

( av · av ·J gN a77 • 
T at ' L ax ' 8y' L 8y ' ' 

N 0 ary' + UN0 (a(u'ry') + a(v 'ry')Î + UH0 (au' + 8v 'J =O. 
T at' L ?Jx' 8y ' ) L ?Jx' 8y ' 

L'échelle de tendance de l'accélération due à Coriolis estjU. 

(1 .3) 

(1.4) 

L'échelle de tendance d' advection divisée par l'échelle de tendance de l'accélération 

due à Coriolis est le nombre de Rossby Ro = U
2 

= .!!._ , et si nous considérons des 
LJU jL 

L , 
échelles de temps de l'ordre du temps d'advection, alors T =- et l' echelle de 

u 
tendance locale divisée par l'échelle de Coriolis est aussi égale au nombre de Rossby 

Ro. Ce nombre est petit dans l'atmosphère et encore plus petit dans l'océan ; alors 

soit le terme de Coriolis domine et nous avons un état au repos, ou bien la force de 

Coriolis est balancée par la force de gravité et nous avons 1' équilibre géostrophique 
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où les fluctuations de hauteur sont de l'ordre N
0 

= jUL Les équations peuvent 
g 

s'écrire : 

au' (au' au') ary' &-+& u'-+v'- -v'+-=0, 
at' ax· 8y' ax' 

&-+& u'-+v'- +u'+-=0 av· ( av· av·) a17 · 
at , ax , ay , ay , , (1.5) 

&F -+ + + -+- =0, 
[

a 17 · [a(u'ry') a(v'ry'))] (au' av') 
at 1 ax· ay' ax· 8y' 

où ë = Ro, pour faire ressortir que c' est une petite quantité, et F = /
2 

L
2 

, le carré du 
gH 

rapport entre 1' échelle de longueur et le rayon de déformation de Rossby Ld = .JgiÏ . 
f 

En laissant tomber les variables primées et la dépendance en y , et avec le changement 

de la variable de hauteur ry(x,t) = hj:/) on obtient finalement les équations (Majda, 

2003) que l 'on augmente d'une diffusion empirique: 

au au v 1 ah "; 2 a"u 
-+u---+---=,u(-1) - , 
at ax [; e.JF ax ax" 

av av u n-
2 a"v 

-+u-+-=,u(-1) 2 -, 
at at [; ax" 

(1.6) 

ah+ a(hu) +_1_au = (-1)";
2 

a"h 
at ax e.JF ax ,li ax" ' 

où ,u 2: 0 est le coefficient de diffusion. On a fait la plupart de nos expériences avec 

les paramètres : n = 4, ,u = 10-4
, & = 10-1 et F = 1. Alors l'équation 1.6 devient: 



au au v l ah a4u 
-+u---+--=-j.l-
at ax s s ax ax4 

' 

av av u a4v 
-+u-+-=-j.l -
at at s ax4

' 

ah a(hu) 1 au a4h 
-+--+--=-j.l-. 
at ax é ax ax4 

9 

(1.7) 

Avec ces paramètres si on prend L correspondant à 1' échelle synoptique. On obtient 

un mouvement quasi-géostrophique qui a les caractéristiques suivantes (Vallis, 

2017): 

U= sfL = 10 m/s 

T= LIU = 105 s ~ 28 heures 

Ho= (fLil (gF) = 103 rn 

h = VF 17 = NoVF= jUL..JF lg = 100 rn 

1.2 Les conditions initiales 

On a choisi de travailler avec les conditions initiales utilisées par Haut et Wingate 

(20 14) qui sont initialement très agéostrophiques et qui vont générer des ondes de 

gravité que les méthodes d'lE devraient réussir à intégrer d 'une manière stable et 

précise. Elles s'écrivent : 



u(x,O) = 0, 

v(x,O) = 0, 

10 

h(x, 0) ~ c, [ e +-f)' sin ( 3( x-~))+ e-'(•-•)' sin ( 8( x-"))]+ c0 + c,x+ c3x' +c,x' . 

où les constantes c0, c~, c2, c3 et c4 sont choisies pour satisfaire les contraintes 

suivantes: 

2;r 

J h(x, O)dx = 0 et rn~ lh(x, O)l = 1. 
0 

(1.8) 

(1.9) 

On note ici que Haut et Wingate ont pris seulement les constantes c0 et c1 (c2, c3 et c4 

sont nulles). Pour déterminer ces constantes, on a utilisé les deux contraintes citées 

dans l'équation 1.9 et les conditions de continuité de h(x,O), de ah(x,O) et de 
ax 

1.3 L'équation non-linéaire générale en ID et sa solution en série 

Le modèle d'équation différentielle ordinaire (EDO) en une dimension s' écrit comme 

suit: 

du 
-=cu+ F(u(t) ,t) 
dt 

(1.1 0) 
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où c est une constante et F(u(t), t) est un terme non-linéaire général. On intègre cette 

équation de ta à t avec la condition initiale à ta u(ta) = ua. Dans ce qui suit, on peut 

prendre to=O. 

Une approche qui nous permet de calculer formellement, la solution exacte est de 

procéder par série de Taylor. Le développement de u(t) en séries de test: 

00 1 . 
u(t) = L -:-;_U/ 

i=O 1 • 

(1.11) 

Le développement de Fen séries de t incluant la dépendance à travers u(t) est : 

00 1 
F(u(t),t) = L -:-;_F;(u(t))t;, 

i=O 1 · 

00 1 j 

F; (u(t)) = L ~ F;1 ( u(t)) . 
J=O } . 

(1.12) 

Il suffit de remplacer u(t) et F(u, t) par leurs développements en séries respectifs dans 

l'équation (1.10) et de déterminer les coefficients ui itérativement: 

U = d;-'(cu(t)+~(u(t),t))lr-o• (i=l. .. N) 
1 dt{- - ( 1.13) 

On a utilisé le système de langage symbolique Maple™ pour obtenir les coefficients. 

Ceux-ci deviennent rapidement compliqués; on ne donne ici les résultats que jusqu'à 

l'ordre 4 : 



- -------- ------------------ --------- ---------- - ------ -----------
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Uo = Uo, 

U1 = cu0 + [ F00 ], 

u 2 = c
2
uo +[ Foo + Fo,uo]c + [ F; o + Fol~o ] , 

U3 =c3u0 +[F00 +F02u~ +2F01u0 ]c2 +[(F0; +2F02 F00 +2F;1)u0 +F;0 +2Fa,F00 ]c ... 

+[ 2F;,Foo + Fo; Fa o + Fo2Fo~ + F2o + Fo,F;o]' 

u4 = c4
uo + [ F03u6 + 4Fo2 U~ + Foo + 3Fo,uo J c3 

... 

+[(3F;2 +3Fa3Foo +4Fo,Fo2)u~ +(3Fo~ +5F;, +8Fo2 Fao)uo +F;o +3Fa,Foo ]c
2
·· · 

[
(8F01Fçl2 F00 +5F01J'; 1 +3F02 J';0 +F0~ +6F;2F00 +3F03F0~ +3F21)u0 +4F02F0 ~ ···] 

+ c ... 
+F2o +3Fo~Foo +5F;,Fao +2Fa,F;o 

+[Fo;F;o +Fo3Fo~ +Fo,F;o +Fo;Fao +F,o +3F;,F;o +3F; 2Fo~ +5Fo,F;,Foo +3F2,Foo· ··]· 

+4Fo,Fa 2 Fo~ + 3Fa2Foo F; o 

(1.14) 

Ces expressions servent à déterminer 1' ordre de précision des différentes méthodes 

d' intégration. Si le terme non-linéaire est nul, on retrouve le développement en série 

de 1' exponentielle. 

1.4 Discrétisation spatiale des équations 

1.4.1 Méthode spectrale 

Cette méthode sert à la discrétisation spatiale et elle est fréquemment utilisée dans des 

modèles de prévisions météorologiques mondiales. L' idée de la méthode spectrale est 

de décomposer un signal en une somme de fonctions de base bien connues que 

multiplient des coefficients à déterminer. Nous utilisons une décomposition en séries 

trigonométriques, ce qui permet d 'utiliser la transformée de Fourier pour déterminer 

ces coefficients et ainsi passer de l ' espace physique à l' espace de Fourier. Elle permet 

aussi le passage inverse, c ' est-à-dire de l' espace de Fourier à l ' espace physique. 

L' utilisation de la transformation de Fourier rapide (FFT) pem1et de diminuer 

énormément le temps de calcul. 
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1.4.2 Traitement des termes non-linéaires 

Pour résoudre les SWE, on utilise la méthode pseudo-spectrale. Le calcul des termes 

non-linéaires se fait alors dans 1' espace physique. 

Lorsqu'on utilise la méthode pseudo-spectrale pour calculer les termes non-linéaires, 

un type d'erreur numérique dite « aliasing » peut se produire en reliant les points de 

l' espace de Fourier à ceux de l' espace physique avec le nombre minimal de points 

d'espace requis pour une troncature spectrale R donnée, soit 2R+ 1. On contourne ce 

problème en augmentant le nombre de points dans l' espace physique à 3R+ 1 

(Machenhauer, 1979). On choisit R = 64 ce qui correspond à un espacement de points 

de grille dx ~ 5208 m. 



CHAPITRE II 

LES MÉTHODES D'INTÉGRATION TEMPORELLE 

Dans ce chapitre on va étudier les principales méthodes d'intégration temporelle qui 

sont utilisées pour la résolution d'EDP non-linéaires telle que les SWE. La première 

partie sera consacrée aux méthodes usuelles en météorologie, la deuxième partie sera 

réservée aux méthodes d'Intégrateurs Exponentiels (lE), alors que dans la troisième 

partie on fera une étude sur les régions de stabilité des méthodes lE. En partant de 

l'équation non-linéaire générale suivante : 

du - = F(u(t) ,t) 
dt 

(2.1) 

En intégrant 1' équation (2.1) entre ln et tn+ 1 avec la valeur de u(tn) connue, on obtient 

la solution exacte u(tn+ ,) au temps tn+ 1 : 

ln+l 

u(tn+l) = u(tn) + J F(u(t) , t)dt (2.2) 

2.1 Méthodes usuelles en météorologie 

La résolution d'EDP non-linéaires se fait généralement de façon numérique. Pour 

obtenir une approximation numérique de la solution u(t), il faut estimer sa valeur en 

un nombre fini de points ti pour i = 0, .. , N. L' écart entre deux points est appelé le pas 
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de temps, noté par h. Il existe plusieurs méthodes que l'on peut utiliser pour obtenir la 

solution numérique de ce type d 'équation. Le choix des méthodes à utiliser est basé 

sur deux critères : la stabilité et la précision. 

La stabilité indique que la différence entre la solution numérique et la solution exacte 

des équations discrétisées diminue lorsqu'on diminue le pas du temps. 

L'ordre de précision d'une méthode est donné par l'entier p de l'expression suivante: 

(2.3) 

où û(tn+I) est la solution exacte et Un+I est la solution numérique au temps tn+I · 

Les méthodes numériques sont classées en deux types. On trouve des méthodes à pas 

multiples et d'autres à un pas de temps. 

Dans les méthodes à pas multiples, pour le calcul de la valeur de Un+I , on utilise 

plusieurs valeurs aux temps précédents tn , tn-h tn-2 , ... Parmi ces méthodes il y a les 

méthodes d' Adams-Bashforth (AB). 

Dans les méthodes à un pas de temps, pour calculer la valeur discrète au point tn+ 1, on 

n 'utilise que la valeur au temps précédent tn. Parmi ces méthodes il y a les méthodes 

de Runge-Kutta. 

2.1.1 Les méthodes d' Adams-Bashforth d'ordre r (ABr) 

Ces méthodes de résolution numérique des équations différentielles utilisent plusieurs 

pas de temps dans le calcul de la solution. Elles sont obtenues par l' approximation de 

la fonction F avec le polynôme d' interpolation de Lagrange P basé sur les valeurs de 

la solution aux pas de temps précédents. On considère une méthode AB d' ordre r. 
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Notons Fi = F(uittJ et soit le polynôme d'interpolation de Lagrange sur une grille 

uniforme de pas h qui passe par les valeurs de Fn à Fn+ I - r: 

(2.4) 

En intégrant on obtient la solution la suivante : 

t, +l r - 1 

un+l =un + f P(t)dt =un +hL {JkFn-k' 
k =O 

1 r-1 r 
f "" kj {Jk = wk(r)dr = L..-.-. 
0 j=O) + 1 

(2.5) 

Un inconvénient des méthodes Adams-Bashforth est qu'elles requièrent des 

procédures spéciales pour démarrer l'intégration. 

Par exemple, la méthode d' AB2 s' écrit comme suit (Gander et al. , 201 0): 

Uo 

u1 calculé avec une méthode à un pas 

h 
un+l = u/1 + 2(3F,,- F,,_l) 

Les différents coefficients /lk sont aisément tabulés : 

(2.6) 
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Tableau 2.1 : Les différents coefficients /3k pour les méthodes AB en fonction de r, 

l'ordre de la méthode (Gander et al. , 2010 ; Ascher et Greif, 2011). 

r fJo /3 1 /32 /33 
2 3/2 -112 

3 23112 -16112 5112 

4 55/24 -59/24 37/24 -9/24 

2.1 .2 Les méthodes de Runge-Kutta (RK) 

Les méthodes RK utilisent un seul pas de temps pour démarrer et elles divisent 

l' intervalle en plusieurs sous-intervalles pour augmenter l' ordre de précision. On 

commence par introduire s points intermédiaires, où des approximations 

intermédiaires de u seront calculées. La solution pour le pas de temps est une 

pondération de F calculée à ces valeurs intermédiaires. 

La forme générale des méthodes RK explicites à s étages est (Gander et al. , 201 0) : 

\li=1,2, .. . ,s, i - 1 

{

tn,i = t/1 + cih, 

u, ,i =un +hI aij F( un,J' tn,j ), 
J=l 

s 

un+l = u, + h Ib;F(u, ,i' tn ,J , 
i=l 

où les coefficients aiJ, b; et c; sont des constantes qui satisfont aux contraintes : 

J=l 
s 

I au = c; , \/1 ~ i ~ s 
J=l 

(2.7) 

(2.8) 
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Le tableau de Butcher est souvent utilisé comme notation qui résume ces méthodes. Il 

rassemble tous ces coefficients. 

Tableau 2.2 : Tableau de Butcher pour les méthodes RK explicites. 

a s,s- l 

b s- l 

La méthode Runge-Kutta d'ordre 4 (RK4), dont le tableau de Butcher est donné plus 

bas, est la plus célèbre de cette famille. Elle peut s'écrire comme : 

k1 = hF(un,l, 111 ) , u, ,1 = U 11 , 

où 

k h) ~ 
2 = hF(u",2,t" +2 , un,2 =un +2, (2.9) 

k h ~ 
3 = hF(u11 y l11 +2), un,3 = u, +2, 

k4 = hF(un,4 ,t, + h), un,4 = u" + k3 • 
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Tableau 2.3 : Tableau de Butcher pour la méthode RK4 

0 

112 112 

1/2 0 112 

1 0 0 1 

116 1/3 113 116 

2.1.3 Approximation Crank-Nicolson (CN) 

Cette méthode est considérée la méthode implicite à deux pas de temps la plus 

précise. On l' utilise actuellement dans le modèle global canadien (GEM) (Côté et al., 

1998). L'idée de cette méthode est d'utiliser le développement en série de Taylor de u 

pour approximer la dérivée de u à un point donné tn+l/2· La méthode est dite centrée 

parce qu' on a besoin de la valeur de u au pas tn+l et au pas tn.Par exemple pour un 

schéma CN avec un pas de temps constant h on a : 

h dul h
2 

d
2
u 

U 11 = u(t,,+l/2)--- +--2 2 dt 1 8 dt 
n+ll2 1, +112 

(2.11) 

h dul h
2 

d
2
u 

un+l = u(tn+l/2) +-- +---2 
2 dt 1 8 dt 

n+l/2 l n+l/ 2 

En soustrayant on obtient l' approximation d' ordre 2 pour la dérivée temporelle à 

ln+l/2 : 
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dul =un+! -un +o(h2) 
dt h 1n+ll 2 

(2.12) 

De même on discrétise le terme non-linéaire au temps tn+ I/2 : 

F +F F(u t ) = n+ l " +o(h2) 
' n+ l/ 2 2 

(2.13) 

En combinant les deux équations précédentes on obtient la solution : 

(2.14) 

Fn+I dépend de la solution u(tn+I) , d'où la nécessité de résoudre un problème implicite 

que l'on résout par itération après avoir soustrait de F une partie linéaire : 

F(u(t) ,t) = Lu(t) + N(u(t) ,t) . (2.15) 

2.2 Méthodes d ' intégration exponentielle 

Les intégrateurs exponentiels (lE) ont été mis au point pour la résolution numérique 

des équations différentielles non-linéaires qui ont une partie linéaire importante. On 

écrit en notant u = u(t) où il n'y a pas d'ambiguïté possible pour alléger le texte : 

du= Lu+ N (u , t) avec la condition initiale u0 à t0 . 

dt 
(2.16) 

Ces méthodes avaient pour objectif de surmonter le problème de rigidité (stiffness) 

dans des équations à croissance ou décroissance rapide causée par le terme linéaire. 

L' idée de ces méthodes est de résoudre de manière exacte la partie linéaire et 

d' approximer le terme non-linéaire. 
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On peut classer les IE en deux familles : les Exponential Time Differencing notées 

ETD et les Integrating Factor (Facteurs intégrants) notée IF. Dans notre travail , on va 

utiliser les ETD en se basant sur les résultats des travaux de Cox et Matthews (2002) 

qui ont montré que les ETD sont plus consistantes et performantes que les méthodes 

IF. 

Pour obtenir facilement les intégrateurs exponentiels, on multiplie notre équation 

(2.16) par le facteur intégrant e -tL , puis on intègre entre tn et tn + h avec la condition 

initiale Un (Cox et Matthews, 2002) : 

'"J'' [d(e-'"u) - e-'" N (u(t) ,t)]dt = 0 , 
'" dt 

(2.17) 

ce qui peut s'écrire : 

[ 

~+h l Un+l = e hL u, + !. e -(t- t .. )LN(u(t) ,t)dt , (2.18) 

et après un changement de la variable d' intégration: 

h 

un+l = e"Lu, + e"L f e-BL N(u(t, + B),t, + B)dB avec e =t-t, . 
0 . (2.19) 

Il reste donc à calculer l' intégrale de la partie non-linéaire. Vu qu ' il existe plusieurs 

méthodes qui peuvent approximer cette intégrale, on trouve plusieurs variétés d'ETD. 

Dans la famille de méthodes ETD, on distingue deux types de méthodes : 

• Les ETD à pas multiples qui utilisent plusieurs valeurs au temps passé 

(un , Un-I , Un-2, .. . ) dans le calcul de la valeur de Un+ ! au point tn+l· Elles 
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se basent sur la méthode d'Adams-Bashforth et on la note ETDr où r 

indique 1' ordre de la méthode. 

• Les ETD à un pas de temps et à plusieurs étages/étapes qui font 

intervenir une seule valeur passée pour calculer Un+I au temps tn+ I· 

Elles sont de type Runge-Kutta et on les note par ETDxRK où x 

indique 1' ordre de la méthode. 

2.2.1 Les fonctions rp 

Les fonctions rp appartiennent à une famille particulière de fonctions qui surviennent 

dans le développement des intégrateurs exponentiels. Elles sont définies pour un 

argument z, qui peut être un opérateur, comme suit : 

_ = ( ) _ e= -} ( ) _ 1 JI (1-r)= /- Id rp0 ( z) - e , rp1 z - --, .. . rp1 z - e T T , 
z (l-1)! 0 

Les fonctions rp satisfont la relation de récurrence suivante : 

1 
rp1(z) = zrp1+1(z)+- , l = 0,1, .. . , 

l! 

2.2.2 Méthodes d' Adams-Bashforth exponentielles (ETDr) 

(2.20) 

(2.21) 

Comme pour les méthodes d' Adams-Bashforth classiques, on approxime le terme 

non-linéaire de (2.18) par un polynôme d'interpolation de Lagrange déjà développé en 

(2.4) et qui utilise les valeurs aux temps précédents. On obtient les ETDr à l' aide des 

coefficients rkj et des fonctions rp, ( z) : 



r - 1 

un+l = <p0 (z)u" + h 2 .Jlk(z)N11_k, avec z = Lh, et 
k=O 

r - 1 

flk(z) = LJ! Yk1rp1+1(z). 
j=O 
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(2.22) 

Ces méthodes ont été décrites par Cox et Matthews (2002), mais ils ont utilisé des 

fonctions g1 ( z) qui sont linéairement reliés aux fonctions rp, ( z) . Dans la limite où z 

tend vers 0, on retrouve les méthodes d' Adams-Bashforth classiques. Notant 

<pi = rpi(z), les différents coefficients [Jk(z) sont aisément tabulés : 

Tableau 2.4 : Les différents coefficients fJk(z) des méthodes ETDr pour r = 1 .. 4 

(Minchev et Wright, 2005) 

r /lo(z) /li(z) fJ2(z) jJ3(z) 

1 <pl 

2 <pl+ rp2 -rp2 

3 
-2rp2- 2rp3 

1 
3 <pl + - rp2 + rp3 2rp2 + rp3 

2 

11 1 
<pl +- rp2 + 2rp3 + rp4 

- 3rp2 - 5rp3 - 3rp4 
3 -3 17'2 - <7'3 - <P 4 

4 6 - rp2 + 4<P3 + 3rp4 
2 

On va utiliser les méthodes avec r = 2, 3 et 4, c'est-à-dire ETD2 (abnorsett2), ETD3 

(abnorsett3) et ETD4 (abnorsett4). 

2.2.3 Méthodes exponentielles Runge-Kutta (ETDxRK) 

La formulation générale des méthodes ETDRK à s étages et un seul pas de temps h 

utilisée pour la résolution de l' équation 2. 16 est adaptée de Hochbruck et Ostermann 

(2005): 



" 
un+l = 9o(z)u" + h 2);(z)Gni' 

i= l 

s 

U 11 ,; =rp0 (c;z)u11 +h2>ü(z)G,!i, 
J= l 

G,!i = N(un ,J' t" + c1h). 
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(2.23) 

où z =hL et les Un,i sont les étapes internes d ' approximation de la solution exacte pour 

i allant de 1 à s, au(z) et b;(z) sont les coefficients de ces méthodes. Ils doivent 

satisfaire : 

s s Z:>1(z) = qJ1(z), Z:>u(z) = C;(/J1(c;z), 1 ~ i ~ s (2.24) 
j= i j= i 

On note que pour les ETDRK explicites c1= 0, qJ0(c1z) = 1 et au(z) = 0 pour 

1 ~ i ~ j ~ s . Ces coefficients au, b1 et c; sont regroupés dans le tableau de Butcher 

étendu suivant (Hochbruck et Ostermann, 201 0) : 
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Tableau 2.5 :Le tableau de Butcher étendu pour ETDRK 

Ct 1 

Gst(z) Gs,s-t(z) 

hs-t(z) rpo(z) 

Dans ce qui suit pour alléger l' écriture on va noter epi= cpi(z) et IPi,J = cpi(c1z) . 

Parmi ces méthodes on utilisera les méthodes etd2rk, etd3rk, etd4rk de Cox et 

Matthews (2002), Strehmel-Weiner, ainsi que krogstad de Krogstad (2005) et 

hochost4 de Hochbruck et Osterrnann (2005). Les tableaux de Butcher de ces 

méthodes sont donnés dans Berland et al. (2005) et ils sont reproduits dans l' annexe 

B. 

2.2.4 Ordre de précision avec rigidité 

Les méthodes ETD Runge-Kutta ont besoin de satisfaire, en plus des conditions de 

précision ordinaire obtenues en comparant la solution exacte ( 1.14) à la série de 

Taylor de la solution discrétisée sur un pas de temps, des conditions d'ordre de 

rigidité (connues par stiff-order conditions) pour s'assurer qu'elles gardent leur ordre 

de précision en fonction de la rigidité ou du pas de temps. Ces conditions ont été 

énoncées par Hochbruck et Ostermann (2005). Les conditions d'ordre de rigidité 

jusqu' au 4e ordre des méthodes ETDRK sont illustrées dans le Tableau 2.5 où J et K 

sont des opérateurs arbitraires qui dépendent du problème. On s' assure que les 
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résultats sont valables quelque soit leurs formes exactes. On ne va pas les préciser 

d' avantage puisque cette analyse est générique, d' ailleurs même dans l 'article de 

revue Hochbruck et Ostermann (20 1 0) ceux-ci ne sont pas explicités. 

Tableau 2.6 : Les conditions d'ordre de rigidité (Hochbruck et Ostermann, 201 0) 

No. Ordre Condition 

s 

1 1 l//1(z)=0=>cp1 - z)k(z)=O 
k=l 

s 

2 2 l//2(z)=O=>cp2- z)k(z)ck =0 
k=l 

i-1 

3 2 l//1,; (z) = 0 => cp1,;C; - z:Ou(z) = 0, i = 2,s 
J=l 

s 

4 3 l//3 (z) = 0 => 2cp3 - Lb;(z )c;2 = 0 
i= l 

5 3 t.b;(z)J\If,,;(z) = 0 ~ t,b,(z )J( tp2 ,;c,' - ~a, (z)c1 ) = 0 

s 

6 4 l//4 (z)=0=>6cp4 - Lb;(z)c( =0 
i=l 

7 4 t,b,(z )J\If,,, (z) = 0 ~ t,b,(z )J ( 2tp3 ,;c~ -~ a, (z)c!) = 0 

8 4 
t, b, (z)J~a, (z)J\If, ,1 (z) = 0 ~ t,b,(z)Jt, a,J ( <P,,1cj - %a,,(z)c, ) = 0 

9 4 t,b, (z )c,K\If,,, (z) = 0 ~ t,b,(z )c,K ( <P,,,c,' - ~a, (z)c1 ) = 0 



Avec: 

i -t c J- t 

1u . . (z) =m .. c1 - "Ç"' a k(z) k , i = 2,s. 
'!" J ,1 't' J , 1 1 L.... 1 ( • -1)' 

k= l } • 

Minchev et Wright (2005) énoncent le lemme suivant pour qu'une méthode soit 
d' ordre de rigidité p : 

Cette méthode doit satisfaire les conditions d'ordre p -l avec bi ( z) 
et les conditions d'ordre p plus faiblement avec au moins bi (0). 
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(2.25) 

(2.26) 

Hochbruck et Ostermann ont fait en 2005 une étude de plusieurs méthodes d'ETDRK 

et ils ont conclu que ces méthodes pouvaient subir une réduction de l'ordre de 

précision pour certains problèmes lorsqu'on augmentait le pas de temps et ils ont 

construit une méthode à 5 étages qui satisfait ces conditions, la méthode hochost4. Ils 

ont aussi conclu qu'il n'existait pas de méthode explicite à 4 étages qui serait d'ordre 

de rigidité 4. Ils ont toutefois fait cette étude avec une restriction sur le choix des c;. 

On a donc cherché dans un espace de paramètres plus grand (i.e. , c2, c3, c4 variant 

plus librement) une solution avec la forme suggérée par Friedli (Minchev et Wright, 

2005) pour le vecteur b : 

s 

bi(z)= LB~k]q;k' i=2,s, 
k =l (2.27) 

s 

b1 (z) = q;1 - Lbi(z ). 
i=2 

et pour la matrice A : 
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0 0 0 0 
(2.28) 

c 2rp1 .2 0 0 0 

c 3rp1 ,3 - a 32 a32 0 0 

c4rpl ,4 - a42 - a43 a 42 a 43 0 

avec les a32, a42 et a43 dépendants de z . On doit déterminer en plus des c;, les BYl 

ainsi que a32 , a42 et a43 . Ici aussi on a obtenu la solution avec MAPLE™. Notons que 

par construction les conditions 1 et 3 sont satisfaites. 

On ne trouve effectivement pas de solutions du 4e ordre à 4 étages qui satisfont le 

lemme (2.26), mais on trouve quand même une famille de solutions qui satisfait aux 

conditions 1, 2, 3, 4, 5 et 9 avec b;(z), et aux conditions 6 et 7 avec b;(O) et la 

condition 8 sous une forme affaiblie quand z tend vers O. 

Notons que pour cette famille de solutions b2 (z) = 0 ainsi que lf/2.3, lf/2•4 = 0, ce qui 

assure que les conditions 5 et 9 sont satisfaites quels que soient les opérateurs Jet K. 

Puisque la condition 7 doit être seulement satisfaite avec b2 (0) qui commute avec 

l'opérateur J, on a aussi que cette condition est satisfaite pour tout J. Cette famille 

(etd4rkc2) est caractérisée par le vecteur c : 

(2.29) 

où c2 prend une valeur plus grande que 0 jusqu'à 1, excluant 112. La valeur c2 = 7/12 

est intéressante puisque si L commute avec J, la condition 8 tend quadratiquement 

vers 0 quand z tend vers O. D'autres valeurs intéressantes pour les fonctions rp en jeu 

sont c2 = 1/4 et 1. Toutes ces solutions satisfont mieux les contraintes que les 

méthodes à 4 étages considérées par Hochbruck et Ostermann (2005) . Nous allons 

donc considérer etd4rk7ol 2 dans les résultats qui suivent. 
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Tableau 2.7 :Tableau de Butcher de la méthode etd4rk7ol 2 

0 1 

7 7 

12 u<f\2 rp0 ,2 

1 3 3 

2 2 epi ,3 -7 ep3,2 7ep3,2 rp0,3 

1 epi - a42 - a43 a42 a43 rpo 

epi - 3ep2 + 4ep3 0 4ep2- 8ep3 -ep2 + 4ep3 rpo 

où 

72 288 144 
a42 = --epz +--ep3 -12rpz 3 +- ep3 3• 

7 7 ' 7 ' (2.30) 

a43 = 14ep2 - 48ep3 + 14ep2.3 - 24ep3.3. 

En examinant la méthode de Strehmel-Weiner, qui est une méthode de type ETDRK 

de 4 étapes mais d'ordre de rigidité 3 seulement, on a remarqué qu'en faisant une 

petite modification dans les coefficients a 42 et a43, cette méthode satisfait mieux les 

contraintes de rigidité. Elle satisfait maintenant les conditions de 1 à 5 et 9 avec bi(z), 

la condition 6 avec bi(O) et les conditions 7 et 8 avec bi(O) et au(O). Ce qui nous donne 

une nouvelle famille de méthodes qui est caractérisée par le vecteur c donné par 

l' équation 2.29, mais où la valeur c2 = 112 est maintenant permise. La nouvelle 

méthode avec c2 = 1/2 sera nommée Strehmel-Weiner modifiée (strehmelweinerMod) 

et elle a le tableau de Butcher suivant : 
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Tableau 2.8 : Tableau de Butcher de la méthode strehmelweinerMod 

0 

1 

2 2fPJ ,2 fPo,2 

1 1 1 

2 2fPJ,2 - 2f/J2,2 2f/J2 .2 f/Jo ,2 

f/J1 - 2qJz 2qJ2- 2qJJ 2qJJ fPo 

fPJ - 3qJ2 + 4qJ3 0 4qJ2- 8qJ3 -qJ2 + 4qJ3 fPo 

2.3 Étude de stabilité des intégrateurs exponentiels 

Pour examiner les régions de stabilité des intégrateurs, on s'appuie sur les résultats 

des travaux réalisés par Cox et Matthews (2002) qui ont fait une comparaison entre 

les régions de stabilité des méthodes etd2 et etd2rk avec deux autres méthodes 

implicites ordinaires. Ils ont conclu que la méthode etd2rk a une région de stabilité 

plus large que celle de la méthode etd2. Dans notre étude on va examiner les régions 

de stabilité des méthodes d' Adams-Bashforth et de Runge-Kutta exponentielles des 2e 

, 3e et 4e ordres. Pour l' analyse de stabilité on considère la même approche que celle 

de Cox et Matthews (2002) et de Krogstad (2005) et qui ont utilisé l'équation 

suivante: 

du 
-=cu+A.u 
dt 

(2 .7) 
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où c et A sont des constantes complexes. Dans ce qui suit, le terme cu représente la 

principale composante et il est considéré comme la partie linéaire, alors que le terme 

AU représente une petite perturbation de type oscillatoire ou amortie et elle sera 

considérée comme la partie non-linéaire de l' équation. Pour un pas de temps h, on 

définit y = ch et x = Ah et on trace les régions de stabilité dans le plan complexe x 

(xréeb Ximaginaire) pour une valeur fixe de c purement réelle négative ou purement 

imaginaire. Notons que les courbes pour une valeur de c purement imaginaire 

négative sont obtenues par symétrie en changeant le signe de Ximaginaire· (i.e. réflexion 

dans l'axe horizontal) . On note aussi que la région de stabilité est la zone intérieure 

qui inclut l'origine des courbes fermées représentées dans les figures suivantes pour 

différentes valeurs c. 

Les figures 2.1 et 2.2 montrent les régions de stabilité des méthodes d 'Adams­

Bashforth exponentielles d'ordre 2, 3 et 4. 

-------- -------------
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• • • • . • • • 
• • • 

• 
• • • • • 

• • • 15 
• • 
• 

• 
• • • • . • • • • 

Figure 2.1 : Les régions de stabilité pour les méthodes etd2 (bleu), etd3 (vert) et etd4 

(rouge) pour c = -20 

X réel 

- 1/ 
i 
g 
\ 
~ 
•• . ·· .. 

•• .. .. •• ······· 

Ximaginaire 

c=l 
0.5 

• 

- 2 

-2.5 

• 

0.5 

... 
• • • • 

• 

• 
• 

• • • • 

Figure 2.2 : Les régions de stabi lité pour les méthodes etd2 (bleu), etd3 (vert) et etd4 

(rouge) pour c = 1 
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Les régions de stabilité pour les méthodes de Runge-Kutta exponentielles d' ordre 2, 3 

et 4 sont représentées par les zones intérieures des courbes dans les fi gures 2.3 et 2.4 

ci-dessous. 

Ximaginaire 

X rée l 

c = - 20 
20 

- 20 

Figure 2.3 : Les régions de stabilité pour les méthodes etd3rk (vert), etd4rk 

(magenta), etd4rk7ol 2 (bleu), slrehmelweiner Gaune), strehmelweinerMod (rouge), 

hochost4 (noir) pour c = -20 

On cherche la méthode qui a la région de stabilité la plus large et qui contient le plus 

de valeurs imaginaires (l ' intersection avec l' axe des x imaginaire) parce que les 

valeurs de Â ri squent de se trouver sur cet axe. 
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c=l 
Ximaginaire 

4 

- 4 - 3 
X réel 

- 4 

Figure 2.4 : Les régions de stabilité pour les méthodes etd3rk (vert), etd4rk 

(magenta), etd4rk7ol 2 (bleu), strehmelweiner Uaune), strehmelweinerMod (rouge), 

hochost4 (noir) pour c = 1 

L' analyse des fi gures 2.3 et 2.4 montre que les méthodes ETDRK permettent plus de 

valeurs imaginaires de A. Notons aussi que pour les méthodes ETD, plus on augmente 

l' ordre de la méthode, moins la zone de stabilité contient de valeurs imaginaires, alors 

que pour les ETDRK la région de stabi lité de la méthode du 4e ordre contient plus de 

valeurs imaginaires de 1 que celle du Je ordre pour c = 1. 

À pat1ir de la fi gure 2.3 on peut déduire que les méthodes ETDRK restent toujours 

meilleures que celles des ETD parce que leurs régions de stabilité couvrent mieux 

l' axe des y. On a fait d 'autres tests avec d'autres valeurs réelles négatives de cet on a 

constaté que la région de stabilité de la méthode Strehmel-Weiner mod(fiée devient 
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plus large après notre modification. Pour c imaginaire, toutes les méthodes ETD4RK 

ont des régions de stabilité très semblables et plus grande que celle d' etd3rk. 

2.4 Synthèse partielle 

Nous avons vu dans ce chapitre les deux principaux types de méthodes d'intégration 

exponentielle, ETD et ETDRK. On a présenté aussi des méthodes sélectionnées du 

type ETD qu'on va l'utiliser dans notre étude: abnorsett2 (ETD2) et abnorsett4 

(ETD4) et celles de type ETDRK: etd3rk, etd4rk, hochost4, strehmelweiner, 

strehmelweinerMod et krogstad. En plus de ces méthodes, en examinant les 

conditions d'ordre de rigidité, on a trouvé une autre méthode de type ETD4RK qui 

satisfait mieux ces contraintes. Cette méthode est appellée etd4rk7ol 2. On a conclu 

ce chapitre par une étude de comparaison entre les zones de stabilité des méthodes. 

On a reproduit les résultats de Krogstad (2005), qui a étudié la stabilité des 

méthodes: ETDl, ETD2, ETD3 et ETD4RK, et Cox et Matthews (2002), qui ont 

étudié la stabilité de ETD2 et ETD2RK. De plus on en a ajouté d'autres : abnorsett4 

(ETD4), etd3rk, etd4rk7o12, hochost4, strehmelweiner, strehmelweinerMod et 

krogstad. Ceci nous amène à déduire que les méthodes ETDRK des 3e et 4e ordres 

seraient les meilleures pour les problèmes tels que les SWE (EDO avec des valeurs 

propres imaginaires). 
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CHAPITRE III 

RÉSULTATS ET DISCUSSION 

Après l' étude des différentes méthodes d' lE existantes, et la comparaison des zones 

de stabilité des méthodes selectionnées, dans ce chapitre on fait des tests numériques 

pour étudier leurs précisions relatives. On présente aussi les résultats de 1' application 

de ces IE sur nos SWE. Au préalable, on introduit la prograrnmathèque EXPINT 

qu'on a utilisée pour notre travail et on montre ce qu'on a ajouté à cette 

programmathèque. 

3.1 La prograrnmathèque EXPINT 

EXPINT est une programmathèque ou " package" pour les intégrateurs exponentiels 

écrite en langage de programmation MATLAB™ par Berland et al., en 2005 . Ils ont 

utilisé la programmation orientée objet ce qui facilite grandement l' ajout de schémas 

et de problèmes. Cette programmathèque est accessible gratuitement sur le Web via le 

lien suivant : https: //www.math.ntnu .no/num/expint/ 

Les objectifs d'EXPINT sont (Berland et al., 2005) : 

• Création d' une interface qm permet de comparer différents lE sur un 

ensemble de problèmes standards 

• Fournir des outils pour une visualisation facile du comportement numérique 

des IE 
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• Faci lité de modification pour que les utilisateurs puissent ajouter leurs propres 

problèmes et lE 

On a utilisé EXPINT pour l' élaboration de nos objectifs et on a commencé par la 

compréhension de sa structure et les différentes scripts MATLAB™ qu ' elle contient. 

La structure d ' EXPINT est expliquée dans la figure suivante : 

Common 

Problems 

Expint 

Schemes 

Tests 

expglm.m 

oneez2.111 

-----t orderplot 
sw·fp lou n 

kdv.m 

bw·gers.m 

... 
rswt>ld.m 

1-swt>Id N.m 

rswt>ld_posl.m 

etd2rk.m 
etd4rk.m 
krogstad.m 
... 
etd4rk7o12 
strelmelweinerMod.m 

te tglobalorder.m 
-----1 te tlocalorder. IJl 

sur fp lotall.m 

Figure 3. 1 : Structure de la programmathèque EXPINT (on a ajouté dans EXPINT les 

codes qui sont en caractère gras). 
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À noter ici que l' existence de plusieurs problèmes déjà programmés nous a beaucoup 

aidé pour faire des tests préliminaires. Parmi ces problèmes, on a utilisé l' équation de 

Burgers (burgers.m), Kortweg-de Vries notée KdV (kdv.m) et l'équation de 

Hochbruck et Ostermann (hochost.m). 

On a ajouté notre problème, les SWE à lD, à la programrnathèque. Cela a nécessité 

l'ajout de quelques sous-programmes: rsweld.m, rsweld_Nm et rsweld_post.m. 

Dans la programmathèque plusieurs schémas d'intégration sont inclus, dont la 

majorité sont des lE. Parmi ces méthodes on a utilisé : 

• CN (cranknicolson.m) qui est une méthode implicite classique 

• ETD : ETD2 (abnorsett2.m) , ETD4 (abnorsett4.m) 

• ETDRK: etd2rk.m, etd3rk.m, etd4rk.m, strehmelweiner.m, krogstad.m, 

hochost4.m 

On a aussi ajouté à EXPINT les nouvelles méthodes qu'on a mises au point 

etd4rk7o12.m et Strehmel-Weiner modifiée (strehmelweinerMod.m) . 

3.2 Tests préliminaires 

Pour étudier la précision des méthodes d' intégration, on considère trois exemples 

numériques pour la comparaison des méthodes discutées dans le chapitre précédent. 

Les résultats présentés dans cette section sont tous obtenus en utilisant les codes qui 

existent déjà dans EXPINT. On a utilisé le script testglobalorder.m pour tracer 

1 'erreur à la fin de l'intégration ce qui correspond à l'erreur globale et le seri pt 

testlocalorder.m pour tracer l'erreur sur un pas de temps ce qui correspond à l'erreur 

locale. On n' a pas tracé l'erreur local de deux méthodes abnorsett2 et abnorsett4 

parce qu'il faut spécifier un point de départ. 
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3.2.1 Tests avec l'équation de Burgers 

La forme générale de 1' équation de Burgers périodique (Bateman, 1915) est : 

àu(x, t) ( ) àu(x,t)- o2
u(x,t) d 1 d 0 [ ] _.:........:........::...+u x,t -,li 

2 
anse omamexE -Jr , Jr . 

àt àx àx 
(3 .1) 

où ,u est le coefficient de viscosité cinématique pris égal à 0,03 et où on utilise une 

discrétisation spectrale avec une résolution spatiale ND = 128. Les conditions initiales 

périodiques u(x, 0) utilisées sont : 

u(x,O) = sin(x). (3 .2) 

L' équation 3.1 modèle la partie adjective des équations de SWE ID auxquelles on a 

ajouté un terme de diffusion. C'est une équation non-linéaire qui a la particularité de 

posséder une solution analytique et, même si c' est impossible d' écrire cette dernière 

sous une forme finie, on peut obtenir assez facilement une solution qui peut être aussi 

précise que l 'on veut. L' établissement de la solution analytique est en annexe A. 

Notons que sans le terme de diffusion, nous obtiendrions une solution qui développe 

une discontinuité (un choc) (Strang, 2007) dans un temps fini. 

Cette équation est déjà programmée dans la programmathèque (burgers.m). Les 

résultats sont montrés dans les figures ci-dessous : 



Q) 

lü 
0 
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Q) ._ ._ 
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1 o·6 

1 o·8 
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Burgers, ND=128, IC: sin(x)), J.l-=0 .03 

/ · k . 1 : / -cran mco son 

·: / ' .. ~::~~~~ 
- etd4rk7o12 
~etd4rk / ooo• / • •i• 

/-/ i 
strehmelweiner 

---+--- strehmelweinerMod 
---hochost4 

~ : krogstad 
1 o _, 2 L __ _..._~~::......_/ ___.~..__.__.__._._i_: ___ ..._____::::;:::::::;::~::::::::::;:::;:::;::r---__J 

1 o·3 1 o·2 

Pas de temps h 

Figure 3.2 : L' erreur sur un pas de temps en fonction du pas de temps h pour 

l' équation de BUI·gers 



Burgers, ND=128, IC: sin(x)), J.L=0.03 

- cranknicolson 
etd2rk 

----&-- etd3rk 
--etd4rk7o12 
-+- etd4rk 
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strehmelweiner 
--+--- strehmelweinerMod 
--- hochost4 

krogstad 
-&-- abnorsett2 
-,..- abnorsett4 

10·12 L__~__._-~._____.__..._...__.__._...._i_-,--__ _._ _ __._h=== ==::::r--_J 

1 o·3 1 o·2 1 o·1 

Pas de temps h 

Figure 3.3 : L' erreur globale en fonction du pas de temps h pour l' équation de 

Burgers 



Burgers, ND=128, IC: sin(x)), ).1=0 .03 

: 1 o·6 fr--------~---. 
..c - cranknicolson 
0 
0'1 etd2rk 

10
-10 

---+-- etd3rk 
- etd4rk7o12 
~etd4rk 

strehmelweiner 
--+- strehmelweinerMod 
---hochost4 

krogstad 
- & - abnorsett2 
- •- abnorsett4 

10·12~==================~-~~~~Û--~-~~~~~ 
1 o·J 1 o·2 1 o·1 1 0° 

Temps de calcul 
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Figure 3.4 : L 'erreur globale en fonction du temps de calcul utilisé pour l ' équation de 

Burgers 

La figure 3.2 présente l ' erreur locale (sur un pas de temps) en fonction du pas de 

temps pour le problème de Burgers. La figure montre trois droites seulement parce 

que toutes les méthodes ETD4RK (etdrk4 7ol2, etd4rk, strehmelweiner, 

strehmelweinerMod, hochost4 et krogstad)) sont superposées et elles sont plus 

précises que etd3rk et etd2rk. Les méthodes etd2rk et cranknicolson ont la même 

précision (les droites sont confondues). On remarque aussi que plus l' erreur locale 

augmente plus les pentes tendent vers l' horizontale. Par contre plus on augmente 

l' ordre des méthodes, plus la précision augmente. 
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Dans les figures 3.3 et 3.4 on trace l' erreur globale en fonction respectivement du pas 

de temps et du temps de calcul utilisé. Quoique les problèmes et les intégrateurs ne 

sont pas programmés de la manière la plus efficace possible, le temps de calcul utilisé 

nous donne une indication sur l'efficacité de ces méthodes puisqu'elles sont tous 

programmées de la même manière. En examinant ces deux figures on peut constater 

que : 

• La méthode etd2rk est aussi précise que la méthode implicite de 

cranknicolson (traits jaune et noir), 

• La méthode etd3rk et toutes les méthodes ETD4RK sont plus précises que la 

méthode de cranknicolson, 

• Il y a un changement de pente pour toutes les méthodes ETD4RK, 

• La méthode abnorsett4 est instable pour des pas de temps supérieur à 8 I o-3 

• La méthode la plus efficace pour ce problème est strehmelweinerMod. Elle 

donne la meilleure précision avec le moins de temps de calcul. 

3.2.2 Tests avec l' équation KdV ID 

L' équation de KdV fait partie des équations aux dérivées partielles dont on connait la 

solution exacte. On l' obtient de l' équation de Burgers en fixant f.1 = I et en modifiant 

le terme diffusif. L' équation KdV à ID s' écrit comme suit (Berland et al., 2005): 

au(x,t ) ( ) au(x ,t)-- 8
3
u(x,t ) d 1 d . [ ] _.:____:_..:_ + u x, t -

3 
anse omame x E -1r , 1r , 

at ax ax 
(3 .3) 

On considère une solution exacte utilisée par Krogstad (2005) : 

JX u(x, t) = 3,.1. sech 2 (-(x - Â.t) ) avec Â. = 625. 
2 . 

(3.4) 
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On utilise 256 points pour la discrétisation spatiale de Fourier et on intègre de t = 0 

jusqu' à t = rr/A_ avec les conditions initiales suivantes: 

, xJi 
u(x, 0) = 3.-1. sech-(--) , 

2 
(3.5) 

Notons que la solution dépendante du temps est obtenue des conditions initiales par 

u(x,l) = u(x-A_t,O). 

Dans les figures suivantes, on trace les résultats en utili sant les 11 méthodes définies 

dans la première section. 

Q) 

iii 
0 
.2 .... 
::J 

~ w 

1 o·, 

1 o·2 

Korteweg-de Vries, ND=256, IC: sech(x)2, ;1.=625 

~ cranknicolson 
etd2rk 

---+- etd3rk 
--etd4rk7o12 

.............. ............ ~etd4rk 

strehmelweiner 
--+- strehmelweinerMod 
--- hochost4 

krogstad 
10·4ia ::__ ____ ~--~--~====.:::::====--' 

10.5 10.4 

Pas de temps 

Figure 3.5 : L'erreur sur un pas de temps en fonction du pas de temps h pour 

l'équation KdV 



Korteweg-de Vries, ND=256, IC: sech(x)2, /1.,=625 

1 
1 
1 

-e- etd3rk 
--etd4rk7o12 

······· · -+- etd4rk 
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• • 
1 

1 
1 

• • •<3~:..::1 ·-· • ~ • • • ~L-

strehmelweinerMod 
---+-- strehmelweiner 
--- hochost4 

............... krogstad 
-&-- abnorsett2 
- .... - abnorsett4 

10-S L-----~--~--~~~~~~----~----~~~~~~~ 
10-7 10-6 10-5 

Pas de temps h 

Figure 3.6 : L'erreur globale en fonction du pas de temps h pour l' équation KdV 
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10° 
Korteweg-de Vries, ND=256, IC : sech(x)2

, /1.=625 
.... , 

1 o·, 

1 o·2 

Q) 1 o·3 
•:· 

"iii 
.0 ___,__ cranknicolson 0 

~ 10"
4 

etd2rk 
::J 

- etd3rk ~ 
w 10-5 --etd4rk7o12 

_.,_ etd4rk 
strehmelweinerMod 

10-6 ---+-- strehmelweiner ~-<"--''C",.:.,*"'-·· .. 

--- hochost4 

1 o·7 krogstad ............ ... · .... . . . ... . ....... . .. 
-&-- abnorsett2 

Temps de calcul 

Figure 3.7: L'erreur globale en fonction du temps de calcul utili sé pour l'équation 

KdV 

La caractéristique la plus remarquable dans les figures 3.5 et 3.6 est la mauvaise 

performance des méthodes etd2rk et etd3rk. Elles sont moins précises que la méthode 

implicite ordinaire cranknicolson. Les méthodes ETDRK deviennent plus 

avantageuses que la méthode cranknicolson si on considère une méthode du 4e ordre. 

La méthode abnorsett2 est moins précise que la méthode implicite, alors que cell e 

d' abnorsett4 est très précise, mais elle devient rapidement instable. On remarque 

aussi que toutes les méthodes ETDRK du 4e ordre donnent une bonne précision avec 

de faib les différences entre elles. Les méthodes etd4rk et krogstad sont les plus 

efficaces pour ce problème. 
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3.2.3 Tests avec l' équation Hochbruck-Ostermann 

L'équation utilisée par d'Hochbruck et Ostermann est un problème parabolique semi­

linéaire avec des conditions homogènes de Dirichlet (Hochbruck et Ostermann, 

2005) : 

(3 .6) 

où rjJ est choisi tel que la solution exacte soit u(x,t) = x(l- x)e1 
• Ce problème est 

discrétisé dans l'espace à l'aide d'un schéma de différences finies à point de grille 

standard (ND = 200), puis intégré entre t = 0 et t = 1. Les résultats sont tracés dans les 

figures ci-dessous : 



Q) 

tu 
0 

.2 
..... 
:J 
Q) ..... ..... 

UJ 

1 a·2 

10·4 

10.6 

10·8 

Hochbruck-Ostermann, ND=200, IC : x(1-x) 

_.,_ etd4rk 

strehmelweiner 
-+- strehmelweinerMod 
--- hochost4 

10
. 14 L---~---'--~~~.__._......J_ ___ _.___L ___ k_ro-=g::....s_ta_d ____ _J 

1 a·3 1 a·2 1 a·, 
Pas de temps h 
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Figure 3.8 : L' erreur sur un pas de temps en fonction du pas de temps h pow-

1 ' équation Hochbruck-Ostermann 
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Hochbruck-Ostermann, ND=200, IC : x(1-x) 

- cranknicolson 
etd2rk 

~etd3rk 

- etd4rk7o12 
~etd4rk 

strehmelweiner 
-+-- strehmelweinerMod 
---hochost4 

krogstad 
-&-- abnorsett2 
- ... - abnorsett4 

1 o · 14 L_ __ __..__~_~_..._~~~...L.....,--~~-.J....-----~--_J 

1 o·3 1 o·2 1 a·, 
Pas de temps h 

Figure 3.9: L' erreur globale en fonction du pas du temps h pour l' équation 

Hochbruck -Osterma1m 



Hochbruck-Ostermann, ND=200, IC : x(1-x) 

L • ----;..() 
. · ··· ()~:"!~ -..:..;~· 

····· ········ ··~ · 

~ cranknicolson 
etd2rk 

- etd3rk 
10-10 

--etd4rk7o12 

10
-12 

-+-etd4rk 
strehmelweiner 

--.- strehmelweinerMod 

--- hochost4 
krogstad 

- &- - abnorsett2 

·······~ ' 

- .... - abnorsett4 
10-14 '-'===========!...._--'-----"'---'---'--'--'-'-_.__L_,-----'------'----'--'--'--.__.__,_j 

1 o·2 10-1 1 0° 1 o 1 

Temps de calcul 
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Figure 3.10 : L'erreur globale en fo nction du temps de calcul utilisé pour l' équation 

Hochbruck-Ostermann 

Comme on voit dans les figures 3.8 et 3.9, les méthodes ETD4RK, spécifi quement 

etd4rk7ol 2, strehmelweiner, slrehmelweinerMod, hochosl4 et krogstad dont les traits 

se confondent, se comportent très bien pour ce problème. En même temps, on 

remarque que la méthode etd4rk7ol 2 est aussi précise que les autres méthodes du 4e 

ordre, mais ell e est plus coûteuse en temps de calcul. C' est la méthode de 

strehmelweinerMod qui est la plus efficace pour l' équation Hochbruck-Ostermann . 
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3.3 Résultats sur les équations Shallow-Water (SWE) 

Dans cette section on applique les méthodes sélectionnées après les tests 

préliminaires faits dans la section précédente sur nos SWE. Principalement les 

méthodes ETDRK des 2e, 3e et 4e ordres. 

3.3.1 SWE dans EXPINT 

Dans cette section on revient enfin au problème principal décrit dans le premier 

chapitre par 1' équation ( 1. 7). Il fallait tout d'abord réécrire ces systèmes d' équations 

en séparant la partie linéaire et la partie non-linéaire. On définit les matrices 

suivantes: 

au a4 
0 0 a -u- ax4 

u{}L~ ~ 
0 1 a x a x av a4 
-1 0 0 ,N(U)= -v - et D = -Jt 0 ax4 0 ax a 

0 0 a( hu) a4 
ax --- 0 0 ax ax4 

(3.8) 

où L représente l'opérateur linéaire et N l' opérateur non-linéaire, et D représente le 

terme de diffusion qui est aussi un terme linéaire et qui s'ajoute au terme L dans 

1' algorithme IE. Le système ( 1. 7) s' écrit donc sous la forme : 

dU 
-= (L+D)U +N(U), 
dt 

(3.9) 

On remarque que l' opérateur L est non-diagonal, ce qui a nécessité un traitement 

spécial. L' utilisation de la méthode pseudo-spectrale pour la discrétisation spatiale 
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nous a permis de faire la diagonali sation par bloc de cette matrice. Les détail s du 

calcul sont expliqués dans Majda (2003). 

3.3 .2 Tests sur SWE 

Dans cette section, on va présenter les résultats de l' applicati on des méthodes 

ETD4RK qui ont été sélectionnées après l' analyse de stabilité (section 2.4) et les tests 

préliminaires (section 3.2) . Afin d 'avoir une vue plus complète, on a décidé de tester 

aussi les autres méthodes ETD de type RK qui étaient moins efficaces, tell es que 

etd2rk et etd3rk. On utili se la méthode Crank-Nicolson comme étalon. Les résultats 

obtenus sont présentés dans les figures ci-dessous où R représente la troncature 

spectrale, e Je nombre de Rossby et alias = 2 indique 1 ' aliasing quadratique pour les 

termes non-linéaires. 

RSWE 1 D, R = 64, alias= 2,s = 0.1 

-- cranknicolson 
etd2rk 

--&- etd3rk 
- etd4rk7o12 
-+-etd4rk 

strehmelweiner 
--+-- strehmelweinerMod 
- ... - hochost4 

krogstad 
1 o·1 o L____.__..___._-'--'--'~-__.._-'::::::i:::::::;::::~:::;::j:==::::::;::::::::;::::::;:::::::.::w::::.::::LJ 

10-3 10-2 10-1 10° 
Pas de temps h 

Figure 3. 11 : L' erreur sur un pas de temps en fo nction du pas de temps h pour SWE 



RSWE 1 D, R = 64, alias = 2,c: = 0.1 

e-!: . 
... ·;~'"' .. . 

"' 

. lv 
: '!' 

.. Ji.~'f - cranknicolson 
# $ etd2rk 

ff -e- etd3rk 
~J 

.JJ ....... .. ..... .. ... - etd4rk7o12 
t" ~etd4rk 

strehmelweinerMod 
;. · · ~ strehmelweiner 

---hochost4 
krogstad 

1 0-1 o L___._~...___._..~ _ __.____.__.-'--"-_._,_._i____::===:;::::i:~====d.i 

1 0-4 1 0-3 1 0-2 1 0-1 1 0° 
Pas de temps h 

Figure 3.12 : L' erreur globale en fonction du pas de temps h pour S WE 
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Q) 

!tl 
..0 
0 

RSVVE 1 D, R = 64, alias= 2,e = 0.1 

rn 10-4 
...... - cranknicolson 
~ 
Q) ...... ...... 
w 

etd2rk 
~etd3rk 

- etd4rk7o12 
-+- etd4rk 

. strehmelweinerMod 
---&---- strehmelweiner 
- ~- hochost4 

krogstad 
1 0-1 0 l.:::::::::::::i::::::::;::ri:::i:::i::i::u==~c::::::::i::::::;:::d__....u...i._ _ _.__......___._-'--'-..J...J....L.JL.____,___.._-'--'-...._._._.j 

10-2 10-1 10° 101 10
2 

Temps de calcul 

Figure 3.1 3 :L'erreur globale en fonction du temps de calcul utilisé pour SWE 
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L' analyse des figures 3.1 1 et 3.12 montre que toutes les méthodes d' lE sont plus 

précises que la méthode implicite ordinaire cranknicolson pour le système SWE et 

que toutes les méthodes ETDRK du 4e ordre (etd4rk, etd4rk7ol2, strehmelweiner, 

strehmelweinerMod, hochost4, krogstad) ont des courbes superposées. On remarque 

aussi que la méthode etd2rk a la même pente que celle de cranknicolson pour les 

petits pas de temps et elle finit par rejoindre la pente des méthodes des 3e et 4e ordres 

pour les grands pas de temps. Dans la fi gure 3.12, on constate que la méthode etd3rk 

rejoint la courbe des méthodes du 4e ordre à partir de h = 3xlü-3
. Les méthodes du 4e 

ordre à 4 étapes donnent la même précision que la méthode à 5 étapes (hochost4). 
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On peut déduire de la figure 3.13 que la méthode etd3rk est la plus efficace parce 

qu'elle donne autant de précision avec un moindre temps de calcul que les autres 

méthodes du 4e ordre. 

3.3.3 Test sur l' implémentation de la méthode Crank-Nicolson 

Une question qui nous est venue lors de 1 ' analyse des résultats est : pourquoi toutes 

les méthodes d'lE sont plus précises que la méthode implicite cranknicolson pour les 

SWE, alors qu'elle est utilisée avec succès dans plusieurs modèles météorologiques, 

dont GEM? 

Pour répondre à cette question, on a examiné la manière dont elle était programmée 

dans la programmathèque EXPINT. Premièrement, elle utilise l'approximation 

eulérienne pour résoudre le terme non-linéaire alors que le modèle GEM utilise 

l'approximation semi-lagrangienne. De plus elle est programmée de manière itérative 

pour le terme non-linéaire avec quatre itérations. On a testé cette méthode avec six et 

huit itérations et on trouve que la précision ne change pas même si on augmente le 

nombre d' itérations (les trois courbes de cranknicolson4, cranknicolson6 et 

cranknicolson8 sont superposées dans les figures ci-dessous). Par contre, elle change 

si on change le paramètre r; qui représente le nombre de Rossby. Quand on prend les 

valeurs 0.01 , 0.1 et 1, on obtient les figures suivantes: 



Q) 

~ 
..0 
0 

RSWE 1 D, R = 64, alias= 2 ,~:; = 0.01 

: . : 
: . : 

... . O!~ ... e_e8!fll~tJt9~(t.~~-~ ... ~ -~- .. 

rn 1 o·2 
..... 
::J 
Q) ..... ..... 

UJ 

___. cranknicolson4 
cranknicolson6 

--&-- cranknicolson8 
- etd2rk 
--.- etd3rk 

krogstad 
1 0-6 L_--'--'--'-'--'-'-'--j_-'----'--'--'-'--'-u..i.___S::::==::ui::===~ 

1 o·4 1 o·3 1 o·2 1 o·1 1 0° 
Pas de temps h 

Figure 3.14: L'erreur globale en fonction de h pour SWE avec &= 0.01 

56 



Q) 

ro: 
..c 
0 
C') 
lo... 

::J 
Q) 
lo... 
lo... 

w 

10° 

10-5 

RSWE 1 D, R = 64, alias = 2,E = 0_1 

.. ---- cranknicolson4 
cranknic olson6 

-e- cranknicolson8 
____..._ etd2rk 
-+- etd3rk 

krogstad 
1 0-1 0 L_--'---'---'---'---'-'L.I...J.i_--'-----'---'--J'-'--L.J_._j__~::::::;::::::;:::;::::u::;:;:i::::=::::;::=::::::c::::::;:::::J::::L:w::.J 

10-4 10-3 10-2 10-1 10° 
Pas de temps h 

Figure 3.15: L' erreur globale en fo nction de h pour SWE avec c = 0.1 
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-1 0 10 ... .. ..... .. .. 

RSWE 1 D, R = 64, alias = 2,c: = 1 

-- cranknicolson4 
cranknicolson6 

--e-- cranknicolson8 
____...__ etd2rk 

-+-etd3rk 
krogstad 

1 0-1 5 L___.~....._..L......L....J.....L.J...J...J..l..._---'---'---'---'-..l...1....U.j__~::::;:::::::L:::L::i::i:::ui:==L::::i:=:;::::::L:::u::;:ii 
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Pas de temps h 

Figure 3.16 : L' erreur globale en fonction de h pour S WE avec ë = 1 
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L'analyse des figures ci-dessus montre que pour ë = 0.01 les méthodes implicites 

(cranknicolson4 , cranknicolson6 et cranknicolson8) ne sont plus valables parce que 

l' erreur reste supérieure à 1, alors que plus on augmente ë plus les méthodes 

implicites (traits superposés) deviennent précises et tendent à rejoindre la méthode 

etd2rk (trait en bleu). On remarque aussi que la méthode etd3rk s'éloigne 

progressivement de la méthode etd4rk plus ë augmente. 

3.3.4 Super-convergence de ETD3RK 

Pour mieux comprendre les résultats obtenus dans la section 3.3.2, on examine dans 

cette section la super-convergence de la méthode etd3rk. On commence par le 
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développement en série de Taylor de u(t) et F(u) de notre équation en supposant que 

F(t) dépend seulement de t, ce qui est une simplification de 1 'équation modèle 1.10 : 

du 
-= cu+F(t) , 
dt 

Le développement de u en série de t jusqu'à l' ordre 5 est comme suit : 

Le développement de Fen série de t jusqu'à l' ordre 4 est: 

En remplaçant le développement de F(t) et u(t) dans 1' équation 3.10 on obtient : 

1 2 1 3 14 1 2 1 3 1 4 1 5 

(3.1 0) 

(3 .11) 

(3 .12) 

u1 +ul+-ui +-u4t +-u5t - c(u0 +u/+-u2t +-u3t +-u4t +-usf) 
2 6 24 2 6 24 120 (3.13) 

1 2 1 3 1 4 
+F0 +F.,t+-F2t +-F3t +-F4t = 0 

2 6 24 

En regroupant les puissances semblables de ton obtient les coefficients de la 

solution : 

u1 = cu0 +F0 

u2 = c2uo +cFa + F; 

u3 = c3u0 + c2 F0 +cF, + F2 

U 4 = c4u0 +c3 F'a +c2F; + cF;_ + F; 

u5 = c5u0 + c4 F0 + c3 F., + c2 F2 +cF; + F4 

(3.14) 

On va maintenant comparer ces coefficients avec les coefficients de la solution de 

notre équation différentielle obtenue en utilisant les méthodes etd3rk et etd4rk. On 

convertit en série de Taylor la solution u_etd3rk, puis on calcule l' eneur. En 
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comparant l'erreur des méthodes etd3rk et etd4rk, on constate que les erreurs sont les 

mêmes. La différence entre la solution u etd3rk et la solution u etd4rk est nulle. 

Les coefficients des erreurs jusqu' à l'ordre 4 sont nuls et le coefficient de l'erreur 

d'ordre 5 est : 

u 
err 5=-5 • 

- 120 

Ceci explique en partie les résultats obtenus dans la section 3.3.2. 

3.4 Synthèse partielle 

(3 .15) 

Les tests préliminaires qu'on a faits montrent que les lE du 4e ordre sont plus précis 

que la méthode implicite classique cranknicolson pour tous les problèmes étudiés. La 

méthode strehmelweinerMod est la plus efficace pour l' équation de Burgers et celle 

d 'Hochbruck-Ostermann, tandis que c' est la méthode krogstad qui la plus efficace 

pour l'équation kdv. On a constaté aussi que la méthode ETD2 (abnorsett2) est moins 

précise que la méthode implicite pour les trois problèmes, alors que celle d'ETD4 

(abnorsett4) présente une instabilité avec les grands pas de temps. En s'appuyant sur 

ces résultats, on a décidé de tester les méthodes ETDRK des 2e, 3e et 4e ordres sur 

notre problème principal (SWE), tout en excluant les méthodes ETDr (abnorsett2 et 

abnorsett4). Les résultats obtenus confirment bien nos attentes. Toutes les méthodes 

ETDRK donnent une précision meilleure que celle de cranknicolson et toutes les 

méthodes ETDRK du 4e ordre donnent la même précision, mais c' est la méthode 

etd3rk qui est la plus efficace. On a aussi remarqué que la méthode etd4rk7o12 donne 

des résultats aussi précis que les autres méthodes ETD4RK, même celle avec 5 étapes 

(hochost4). Ces résultats nous encouragent à faire d' autres tests plus approfondis avec 

ces méthodes. On a fait un dernier test pour essayer d'expliquer la bonne convergence 
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de etd3rk. On a trouvé que de l' erreur de la méthode etd3rk et celle de etd4rk sont 

égales. Ceci indique une super-convergence de la méthode etd3rk dans les conditions 

de notre étude. 



CONCLUSION GÉNÉRALE 

Dans la prévision numérique du temps, on est toujours à la recherche d'une meilleure 

méthode d' intégration temporelle pour résoudre les équations qui gouvernent 

l'évolution de l'atmosphère. Le choix d'une telle méthode est limité par deux 

contraintes : la précision et l' efficacité. Plusieurs approches ont été utilisées dans 

1 'histoire de la modélisation atmosphérique pour contourner ces contraintes. 

Récemment, plusieurs chercheurs ont commencé à étudier la nouvelle approche des 

intégrateurs exponentiels explicites. Aujourd'hui on pense que ces intégrateurs, 

malgré qu'ils nécessitent un calcul complexe de l'exponentiel d 'un opérateur, peuvent 

être avantageux. C'est dans ce contexte qu'on a étudié les méthodes d'intégration 

exponentielle pour la prévision du temps. 

Dans un premier temps, nous avons présenté le problème des équations de Saint­

Venant (SWE) en ID avec des valeurs des paramètres réalistes, la méthode de 

discrétisation spatiale utilisée et les conditions initiales choisies. Ensuite, on a étudié 

les méthodes d' intégration temporelles classiques utilisées en météorologie et les 

méthodes d'intégration exponentielle existantes. En examinant les conditions d'ordre 

de rigidité on a trouvé une autre méthode du type ETD4RK qui satisfait mieux ces 

contraintes. Cette méthode est appellée etd4rk7o12. On a conclu ce chapitre par une 

étude de comparaison entre les zones de stabilité des méthodes. On a reproduit les 

résultats de Krogstad (2005), qui a étudié de stabilité des méthodes : ETD 1, ETD2, 

ETD3 et ETD4RK, ainsi que de de Cox et Matthews (2002), qui ont étudié la stabilité 

des ETD2 et ETD2RK. De plus on a étudié d'autres méthodes: abnorsett4 de type 

ETD, ainsi que etd3rk, etd4rk7o 12, hochost4, strehmelweiner, strehmelweinerMod et 
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krogstad de type ETDRK. Ceci nous amène à conclure que les méthodes ETDRK des 

3e et 4e ordres seraient les meilleures pour les problèmes tels que les SWE. 

Dans le dernier chapitre on commence par des tests préliminaires avec ces 

intégrateurs sur des problèmes classiques (l ' équation de Burgers , l'équation kdv et 

celle d' Hochbruck-Ostermann). On a trouvé que les méthodes ETDRK du 4e ordre 

donnent de très bons résultats, ce qui nous a encouragés à passer à la résolution des 

SWE ID avec ces méthodes. Les résultats obtenus confirment bien notre attente. Les 

méthodes ETDRK des 3e et 4e ordres sont beaucoup plus précises que la méthode 

implicite classique utilisée actuellement et la méthode etd3rk est la plus efficace avec 

les paramètres choisis qui sont représentatifs des écoulements atmosphériques. La très 

bonne performance de la méthode etd3rk nous améner à comparer cette méthode à 

etd4rk et on a trouvé que dans certaines conditions elle donne les mêmes résultats. 

Ces résultats nous incitent à investiguer ces intégrateurs exponentiels en 2D et 3D. 



ANNEXE A 

LA SOLUTION DE L'ÉQUATION DE BURGERS PÉRIODIQUE 

La solution de l'équation de Burgers est obtenue à l'aide de la transformation de 

Cole-Hopf. En effet on montre facilement que si on définit u(x,t) comme étant 

( )
-

2 
8 ln((b(x,t)) 

ux,t -- JL , ax 

et que r/i._x,t) satisfait l'équation de diffusion linéaire suivante : 

avec la condition initiale 

d Jn((b(x, 0)) u(x, 0) 
= 

dx -2JL ' 

alors u(x,t) est bien la solution recherchée. 

Une solution de (A.2) est simplement : 

(b(x, O) = exp(-r u(x', O) dx'). 
2JL 

(A.l) 

(A.3) 

(A.S) 
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Si u(x,O) est simplement sin(x), alors à une constante près: 

cos( x) 
çb(x, 0) =ete exp( ) , 

2JL 
(A.6) 

et comme (A.5) admet le développement de Fourier suivant (Abramowitz et Stegun, 

1968, éq. 9.6.34) : 

00 1 
çb(x, 0) =eteL (2- 6

1110
)1

111 
(-)cos( mx) , 

m=O 2JL 
(A.7) 

où lm est la fonction de Bessel modifiée d'ordre m. La solution du problème linéaire 

(A.2) est ensuite obtenue terme à terme: 

00 1 2 
çb(x,t) =ete L(2-6

1110
)1

111
(-)exp(- m JLt)cos(mx) , 

m=O 2JL 
(A.8) 

d'où on tire la solution u(x,t). Pour obtenir des résultats numériques, on doit tronquer 

la somme de (A. 7) après un nombre N + 1 de termes où N est suffisamment grand pour 

garantir la précision souhaitée. On peut choisir la constante arbitraire ete de telle sorte 

que le premier coefficient de la série soit 1. 



ANNEXEB 

LES TABLEAUX DE BUTCHER DES MÉTHODES ETDRK 

Voici les tableaux de Butcher des méthodes citées dans ce mémoire (Berland et al., 

2005) : 

etd2rk: 

0 

1 rpl 
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etd3rk: 

0 1 

etd4rk : 

0 1 

1 
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krogstad: 

0 

1 1 
2 z1Pu 

rp2,2 
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Strehmel-Weiner: 

0 1 



hochost4: 

Avec 

0 

1 

2 

0 

70 

1 

0 -m2 +4m
3 

4m -8m rn 
'~" r '~"z '~"3 '~" o 



ANNEXEC 

CODE DES ÉQUATIONS DE SAINT-VENANT EN 1 D 

Définition du problème SWE-1 D 

funct i on problem = rsweld(varargin) 
R WElD - Generates a pro lem structure for the lD Rotating Shallow 

Water Equations 
domain 0 < x < 2pi with periodic BCs using spectral method 
d/dt , d/dx =partial derivatives 
du/ t ( - v+ (F)A( - 1/2).dh/dx)/epsilon - u • du/dx - mu 

d4u/dx4 
dv/dt u/epsilon - u • dv/dx - mu • 

d4v/dx4 
dh/dt 

d4h/dx4 
( (F)A( - 1/2) *du/dx)/epsilon d(h 'u)/dx - mu 

in spectral space for e ch componen k from 0 Lo R 
SYNOPSIS : 

problem rsweld ; 
problem = rsweld(problemdata) ; 
problem = rs weld( 1 fl 1

, vl , 
PARAMETER : 

1 fn 1
, vn) ; 

problem a a - OPTIONAL STRUCT specifying problem parameters . 
The following fields are accep ed : 

R - Spectral runcation 
Default v lue : R = 64 ; 

alias - Contro l of aliasing 
Default val ue : alias - 2 ; 

IC - Initial ondition . 
See source code for applic ble nam s . 

De ault value : IC = 1 Smoo h 1
; 

continui y - Conlinui y of initial candi 
Default value : 

mu - Di fusion coefficient 

ions 
ontinuity 

Default value : mu= l . Oe - 4 ; 
exp dif - exponant of diffusion . 

Default value : exp dif - 4 ; 
F - Fraude number 

Default value : F = 1 

-1; 
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epsilon - Ross y parameter 
Default value : epsilon= 1 . 0 - 2 ; 

' f1 ', ... , vn -
OPTIONAL field/value pairs similar to STRUCT 
construc or . Valid field names are the same as for 

problemda a ' . 
RETURN : 
problem - Stru ure containing problem specifie arameters of the 

equa ion . problem ' has at least he following tiel s : 
x - Vector of all pain s in physical s ace . 
yO - Initial condition as a vector 
L - ODE linear opera or . 
N - Name of function evalua ing ODE non - linear operator . 

problemname -
Slring with re levant details of specifie problem . 

May be sed in plot titles and filenames . 
This file is parl of he ' Expin ' - pa kage , 
see h p : //www . math . ntnu . no/num/expint/ 
$Revision : 1 . 0 $ $Date : 201 /03/03 00 : 00 : 00 $ 

1) Handle default and user choices : 
user_val = struct([] ) ; 
default val struct( ' R ' , 64 , 

if nargin > 0 , 

' alias ' , 2 , 
' IC ' , ' smooth ' , 
' continuity ' , - 1 , 
' mu ' , l . Oe - 4 , 
' exp_dif ' , 4 , 
' F ' , 1 , 
' epsilon ' , 1 . 0e - 2 , 
' length ' , 2*pi ) ; 

user val= makestruct(varargin{ : }) ; 
end 
s = mergestructs(default val , user val) ; 

patial domain size (1D) . 

2) Discretisation and equation specifie parameters 
prob l em . R s . R; 
problem . alias s . alias ; 
problem . mu s . mu ; 
problem . exp dif s . exp_dif ; 
problem . F s . F ; 
problem . epsilon s . epsilon ; 
problem . length s . length ; 
p r oblem . M = 2 * s . R + 2 ; linear grid (display grid) 
problem . n = ( 1 + s . alias ) * s . R + 1 ; non - linear grid 
if rem( problem . n , 2 ) -= 0 

problem . n = problem . n+1 ; 
end 
problem . ND = 3 * ( s . R + 1 ) ; 

Wave numbers in Fourier space (positive values) 
I = sqrt( - 1 ) ; 



problem . der_ vec = I * (0 : 1 : s . R) ; 
Spati l is~re isation peint~ for dis lay in x - direc ion . 

problem . x = 0 : s . length/problem . M : s . length ; 
Matrix array o Fourier modrs (linear part in~luding diffusion) : 

[ problem . my eigen , my val ] = create eig big_L_D( s . F, s . R, 
s . epsi1on , s . mu , s . exp_dif ) ; 

prob1em . L = reshape( my_va1 , problem . ND , 1 ) ; 
my_eig inv =zeros( 3 , 3 , s . R+1) ; 
for k = 0 : s . R 

for i = 1 : 3 
for j = 1 : 3 

my_eig_inv(i , j , k+1)= conj ( problem . my eigen(j , i , k+1) ) ; 
end 

end 
end 
problem . my eig inv = my eig inv ; 

disp_ay( prob-~·m . my_eig 'rv 

3) Initial ~ ndi ion 
switch lower(s . IC) ; 

case { ' smoo h ' 
Inili 1 Conditions (filter high - end of spec rum) 

n_continuity = s . continuity ; 
if n_continuity == - 1 

[ h_ O, x , n_O , n_1 , n_2 , n 3 , n_4 ] 
initial conditions( problem . M, - 1 ) ; 

disp( [ ' n_O , n_1 , n_2 , n 3 , n_4 = ' 
num2str(n_1) ' num2str(n 2) ' num2str(n 3) 

elseif n_continuity == 0 
[ h_O , x , n_O , n_1 , n_2 , n 3 , n 4 ] 

initial conditions( problem . M, 0 ) ; 
disp( [ ' n_O , n_1 , n_2 , n_3 , n_4 = ' 

num2str(n 1) ' num2str(n 2) ' num2str(n 3) 
elseif n_continuity == 1 

[ h_O , x , n_O , n_1 , n 2 , n 3 , n 4 ] 
initial conditions ( problem . M, 1 ) ; 

disp( [ ' n_O , n_l , n 2 , n_3 , n_4 = ' 
num2str(n_1) ' num2str(n 2) ' num2str(n 3) 

elseif n_continuity == 2 
[ h 0 , x , n 0 , n 1 , n 2 , n_3 , n 4 ] 

initial conditions( problem . M, 2 ) ; 
disp( [ ' n_O , n 1 , n 2 , n 3 , n_4 = ' 

num2str(n 1) ' num2str(n 2) ' num2str(n 3) 
end 
figure ( 1 ) 
plot (x , h_O , ' k- ' ) ; 
un= zeros(1 , problem . M) ; 
vn = zeros(1 , problem . M) ; 
hn(1 , 1 : problem . M) = h 0(1 : problem . M) ; 
y= zeros(3 , problem . M) ; 
for j = 1 : problem . M 

y ( 1 , j ) = un ( j ) ; 

num2str(n 0) 
' num2str(n 4) 

num2str(n 0) 
' num2str(n_4) 

num2str(n 0) 
' num2str(n 4) 

num2str(n 0) 
' num2str(n 4) 
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end 

end ; 

y ( 2 , j) 
y ( 3 , j) 

nf = 3 ; 

vn (j) ; 

hn (j) ; 

fil er the initial condi ions spe trally 
Initial contitions in spectral space 

olumn vec or representalion of concatenated IC values 
yO = real2Fourier( y , problem . M, nf) ; 
problem . yO =zeros( 3 , s . R+l ) ; 
for k = 0 : s . R 

problem . yO( : , k+l ) = my_eig inv( : , :, k+l) * yO( : , k+l) ; 
end 
problem . yO = reshape( problem . yO , problem . ND , 1 ) ; 

est decodinq problem . yO properly 
yO = reshape( problem . yO , 3 , l+s . R) ; 
yf =zeros( 3 , l+s . R ) ; 
f o r k = 0 : s . R 

yf( :, k+l ) = problem . my eigen( :, :, k+l) * yO( : , k+l) ; 
end 
y= Fourier2real( yf , problem . M, nf ) ; 
figure( 2 ) 
plot(x , [ y(3 , : ) y(3 , 1)] , ' - ' ) ; 
figure( 3 ) 
plot(x , h 0 - [ y(3 ,: ) y(3 , 1)] , ' r - ' ) ; 
problem . ICname = ' Smooth ' ; 
problem . ICnametex = ' \tex { mooth}) ' ; 

otherwise 
error( ' rsweld : invalidic ' , ' Unknown IC supplied ' ) ; 

4) Set ing up the problem parts 
The nonlinear function 

problem . N = ' rsweld_N ' ; 
Postprocessing of data is the inverse mode t fourier transforms 

problem . postprocessing = ' rsweld_pos ' ; 
The function Lu+ N(u , t) , needed for ode15s . 

problem . LplusN = ' iagLplusN ' ; 
Descriptive name to be used in plo s or filenames . 

problem . problemname = [ ' RSWE lD , R = ' , int2str(problem . R) , 
', alias= ' , int2str(problem . alias) , 
', \epsilon= ' , num2str(problem . epsilon) ] ; 

problem . problemnametex ( ' RSWE lD , $\mathi {R} = ' , 

int2str(problem . R) , .. . 
', alias= ' , int2str(problem . alias) , 

\epsilon 
num2str (problem . epsilon) , ' $ ' J ; 
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Terme non-linéaire 

function N 
rsweld N 

lD . 
SYNOPSIS : 

rsweld N(y , t , problem) 
Non - linear erm of Rotating Shallow- Water Equations in 

N = rsweld N(y , t , problem) ; 
DE CRIPTION : 

Evaluates the non - linear erm of the semi - discretised 
RS WE ld problem . 

PARAMETERS : 
y - Evaluation point in Fourier space 

(rolled out to vector) 
t Evaluation point in ime . Not used in this function . 
problem - Problem dependent parameters . 

Should be defined by rsweld . 
RETURNS : 

N - Value of non - linear term at ·u ·. 
SEE ALSO : 

RSWElD 
This file is part of the ' Expint ' - package , 
see http : //www . math . ntnu . no/num/expint/ 
$Revision : 1 . 0 $ $Date : 201 /04/05 
reshape into matrix form , in fourier space : 

y_mode = reshape( y , 3 , problem . R+l ) ; 
yf =zeros( 3 , problem . R+l ) ; 
for k = 0 : problem . R 
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yf( :, k+1) = problem . my eigen( :, ., k+1) * y_mode( ., k+1 ) ; 
end 

compute derivative in fourier space 
yd = yf ; 
for i c = 1 : 3 

yd(i c , : ) = problem . der_vec . * yd(i c , : ) ; 
end 

transform to physical space on non - aliasing grid 
yp = Fourier2real( yf , problem . n , 3 ) ; 
dy= Fourier2real( yd , problem . n , 3 ) ; 

u yp ( : 1 1 ) ; v = yp ( : 1 2 ) ; h yp ( : 1 3 ) ; 
ux yd ( : , 1) ; vx = yd ( :, 2) ; hx - yd ( :, 3) ; 

yp ( 2 1 ) yp ( 1 1 ) * dy ( 2 1 ) ; 

yp ( 3 1 : ) = - yp ( 1 1 ) * dy ( 3 1 ) - dy ( 1 1 * yp ( 3 1 ) ; 

yp ( 1 1 : ) = - yp ( 1 1 ) * dy ( 1 1 ) ; 
reshape into vector form in fourier space : 

yf = real2Fourier( yp , problem . n , 3 ) ; 
for k = 0 : problem . R 

y_mode( :, k+l) = problem . my_eig inv( :, ., k+l) * yf( :, k+l) ; 
end 

y_mode = zeros( 3 , problem . R+l ) ; 
N = reshape( y_mode , problem . ND , 1 ) 



Post-traitement 

func ion yprocessed = rswe1d_post(y , problem) 
rsw ld post - Poslprocessing of numerical solution to the 

R WE 1D equation . 
SYNOPSIS : 

yprocessed rswe1d post(y , problem) ; 
PARAMETERS : 
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y - Numerical solution at sorne poin in time , row- vector of 
dimension ND (rolle ou ) . 

problem - Problem specifie parame ers . 
RETURNS : 

yprocessed - Processed numerical solution un , vn , hn ', in 
ma rix form . 

EE ALSO : 
rswe1d , EXPGLM 

This file is par 
see http : //www . m 
$Revision : 1 . 4 $ 

of the ' Expint ' - package ~ 

Lh . ntnu . no/num/expint/ 
$Date : 2016/04/05 02 : 50 : 1 $ 

reshape into matrix form , still 
y= reshape( y , 3 , l+problem . R) ; 
yf =zeros( 3 , 1+problem . R ) ; 

in mode + fourier space : 

for k = 0 : problem . R 
yf( :, k+1 ) = problem . my_eigen( ., k+1 ) * y ( 

end 
Into physical space (periodi ity is enforced) : 

yprocessed fourier2real( yf , problem . M, 3 ) ; 
yprocessed [ yprocessed yprocessed( : , 1) ] ; 
return 
end 

k+ 1 ) ; 
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