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RÉSUMÉ 

Ce mémoire se situe dans le cadre de la combinatoire énumérative et s'intéresse parti­

culièrement aux approches basées sur les constructions récursives. Une application est 

effectuée pour la génération exhaustive des polycubes-arbres. une classe particulière 

de polycubes multidimensionnels dont le graphe dual, graphe d'adjacence des cellule · 

dans le réseau hypercubique, est connexe et acyclique. La génération est restreinte aux 

dimensions 2, 3 et 4 et à la forme libre de ces objets. 

On explore les développements les plus récents pour trois méthodes qui partagent la 

même approche récursive, qui sont la méthode symbolique, les grammaires d 'objets 

et la méthode ECO. La méthode symbolique fomnit un dictionnaire pour la traduction 

systématique de la majorité des constructions discrètes en opérations algébriques sur les 

fonctions génératrices. C'est un outil simple et formel qui réduit l'étude d 'une cla.'se 

d'objets à la tâche plus facile de lui trouver une spécification en termes de constructions 

combinatoires de base. Les grammaires d'objets sont aussi des constructions récursives 

des objets, et sous certaines conditions, elles se traduisent en équations sur les fonctions 

génératrices. Quant à la méthode RCO, elle construit les objets par expansion locale 

d'objets plus petits, ce qui se traduit aussi par des équations sur la fonction génératrice 

de la classe énumérée. 

Mots clés: polyomino-arbre, polycube-arbre, énumération, fonction génératrice, 

grammaire d'objets, méthode ECO 
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INTRODUCTION 

Ce mémoire pré:ente, dans Je cadre de la combinatoire énumérative, certains aspects ré­

cents d'une approche algébrique et analytique, qui se fonde sur la description récursive 

des objets analysés . 

L'analyse combinatoire s'intéresse à l'étude de classes d'objets discrets , qui servent le 

plus souvent comme modèles pour des objets réels . Les motivations pour l'étude de ces 

objets proviennent de nombreuses disciplines : l'étude des polyomino · et polycubes 

multidimensionnels est un ancien problème de la physique statistique, en particulier 

de la théorie de la percolation (Broadbent et Hammersley, 1957). En chimie et en bio­

logie moléculaire, les molécules . ont souvent modéli sées par des polycubes (Denise, 

2001 ), la combinatoire des mots a des applications dans plusieurs domaines comme 

la recherche de motifs en génomique ou la reconnaissance des forme en géométrie 

discrète (Provençal, 2008), de même l'arbre des suffixes est une structure de données 

principale pour l' algmithmique du texte. 

Une compréhension profonde de la structure d' une classe quelconque d'objets discrets 

doit commencer par l'énumération de es éléments, de manière exhaustive, partielle ou 

aléatoire, exacte ou approximative , en utilisant des algorithmes ou en définissant des 

relations entre eux. 

Étant donnée une classe tJ d'objets discrets et un paramètre p, appelé taille, sur cette 

classe, on considère l'ensemble 0 17 des objets de (J de taille n oü n est un entier po­

sitif. Le paramètre p est dit discrirninateur si pour tout n, 0 11 est fini (Pergola et al. , 

2002), on note alors a17 = 1011 1. Dans certains cas a11 esr déterminé par une expression 

explicite. directement calculable, ou même par une formule de récurrence avec une 
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procédure simple pour sa résolution progressive. Dans d 'autres cas, si on n 'a pas une 

formule simple pour an . on peut en avoir une pour la série formelle f(x) = I a11.x11
, 

11 2:0 
appelée f onction f.?.énératrire ordinaire de la classe t!/ pour le paramètre p. On pour-

rait alors déduire les coefficients a11 par des techniques de calcul standards (Goulden 

et Jackson, 1983; Graham et al., 1989), ou encore obtenir des valeurs asymptotiques 

de ces coefficients par l 'analyse des singularités de la fonction génératrice (Flajolet et 

Sedgewick, 2009). 

La méthodologie d'énumération considérée dans ce mémoire repo. e sur l ' idée de défi­

nir et exploiter une description récursive de la classe d'objets énumérée. Elle est illus­

trée par troi s techniques principales :la méthode symbolique, les grammaires d' objets 

et la méthode ECO. 

La méthode symbolique (Plajolet et Sedgewick, 2009) remonte à la théorie des espèces 

de structures, introduite par Joyal vers 1980, qui décrit les objets récursivement par des 

opérations entre eux, ce qui se traduit par des opérations entre les fonctions généra­

trices correspondantes. Cette dernière a fait l'objet de nombreux développements, en 

particulier par (Bergeron et al .. 1998), arrivant à la méthode ymboliqu . 

La technique de grammaire d 'objets, introduite par (Du tour et Fedou, 1998), tire son 

migine de la méthodologie de Schützenberger (Schützenberger, 1963). qu'il appelait 

méthodologie DS V (Dyck-Schützenberger- Yiennot). Cette dernière se décompose en 

n·ois étapes: d' abord, construire une bijection entre les objets et les mots d' un langage 

algéb1ique. Puis, si la grammaire associée est non-ambiguë, alors ses productions . e 

traduisent par un système d'équations dont J'une des solution.· est la fonction généra­

trice de la classe énumérée. D 'où l'idée d'étendre le concept classique de grammaire 

de · mots à un concept plus général de gr·arnmaire d 'objets. 

Enfin, La méthode ECO (Enumerating Combinatmial Objects), introduite pendant les 

années 90 par Renzo Pinzani et son groupe de recherche (Barcucci et al. , 1999), 
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construit chaque objet par expansion Locale d'un objet plus petit, avec une certaine 

régularité pour être facilement déclite à l' aide d' une règle de succession, qui se traduit 

par une équation fonctionnelle satisfaite par la fo nction génératrice. 

Un algOiithme a été conçu, en s' inspirant de cette méthode, pour la génération exhaus­

tive des polycubes-arbres libres multidimensionnels. n a permis de générer ces objets 

jusqu 'aux tailles 16, 12 et 11 , pour les dimensions 2. 3 et 4 respectivement. Un filtrage 

des objets générés, relativement au nombre de feuilles, a permis d'énumérer la sous­

classe des pol y cubes-arbres libres pleinement feuillus (Blondin-Massé et al., 20 17), 

jusqu'aux tailles 22, 21 et 21 pour le mêmes dimensions. 

Le mémoire est organisé de la manière suivante: 

• Le premier chapitre présente quelques structures combinatoires fondamentales et 

utiles pour la sui te du mémoire. On s 'intéresse aux polyominos et polycubes dans 

les réseaux hypercubiques. aux structures arborescentes et aux chemins dans le 

réseau carré. 

• Dans le deuxième chapitre, on introduit l' approche symbolique de 1' énumération 

combinatoire. Cette méthode se situe dans le cadre de la combinatoire analytique 

qui vise à décrire les problèmes combinatoires dans le langage des fonctions gé­

nératrices. et d'en déduire des résultats exacts et asymptotiques par les techniques 

usuelles du calcul algébrique et de 1· analyse complexe. Cette approche a connu 

de nombreuses contribution. dans la littérature, mais elle a été développée et 

organisée dans un formalisme unifi é notamment par Philippe Flajolet (Flajolet 

et Sedgewick, 2009). La méthode symbolique consiste en une associ ation entre 

des opérations ensemblistes sur les classes combinatoires et des opérations algé­

briques sur les fonctions génératrices correspondante . Le processus de traduc­

tion e.' t complètement formel et s'applique aux constructi ons de base les plus im­

portantes . Ce formalisme permet de résoudre de nombreux problèmes de nature 
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combinatoire. comme l' énumération exacte de certaines classes ou r obtention de 

résultats asymptotiques. et il possède des applications importantes poml'analyse 

des algorithmes et pour l 'étude de propriétés probabili stes de grandes structures 

combinatoires. On présente cette méthode symbolique par quelques constructi ons 

de base pour les structures non-étiquetées. et on donne des exemples d ' applica­

tion. 

• Le troisième chapitre est consacré à l'introduction des grammaires d'objets. C 'est 

une générali sati on des grammaires algéb1iques basée sur la description récmsive 

des objets combinatoires. On présente quelques méthodes de résolution ainsi que 

des exemples d'application. 

• Au quatri ème chapitre on aborde la méthode ECO et certaines de ses appli ca­

ti ons. Cette méthode détive elle aussi de La méthodologie générale de construc­

ti on récursive des objets, et se caractérise par sa simplicité et par r efficacité des 

algorithmes qui en découlent. Après avoir explici té la méthode, on décrit le lien 

avec les fonctions génératrices, puis un exemple d ' application pour la génération 

exhaustive des polyonùnos convexes est détai llé. 

• Finalement, le cinquième chapitre présente un travail expérimental qui consiste 

à l'implémentation d ' un algorithme inspiré de la méthode ECO, pour la généra­

tion exhaust ive des polycubes-arb res libres dans les réseaux hypercubiques. Un 

résumé est donné des résul tats obtenus pom Jes dimensions 2, 3 et 4. 



CHAPITRE T 

STRUCTURES COMBINATOIRES FRÉQUENTES 

Parmi les structures combinatoires les plus présentes et les plus étudiées dans la litté­

rature, on trouve les polyominos, les polycubes, les chemins, les polygones ainsi que 

les arbres et les structures arborescentes. Les chemins et les polyominos peuvent être 

définis sur différents réseaux réguliers du plan, tels que les réseaux carré, triangulaire 

et hexagonal, illustrés dans la figure suivante : 

(a) Carré (b) Triangulaire (c) Hexagonal 

Figure 1.1: Réseaux réguliers en dimension 2 

Dans la suite on ne considère que les réseaux carré, cubique et hypercubique zd. 

1.1 Les Polyornlnos 

Le terme polyomùw a été introduit par Solomon W. Golomb en 1953 dans un ouvrage 

intitulé Polyominoes (Golomb, 1996), puis rendu populaire par Martin Gardner une 
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atmée après. Un polyomino e t constitué de plusieurs carrés unitaires connectés par 

leurs côtés : 

Définition 1.1. Dans le plan '!} , une cellule est un cmTé unitaire, et un polyornino est 

défini, à translation près , conune une union finie et connexe de cellules. L' adjacence de 

deux cellules étm1t définie par l 'existence d 'un côté conunun. 

Un polyomino peut être caractérisé par plusieurs pm·amètres , notamment l'aire, le péri­

mètre, la lm·geur et la hauteur. L'aire, appelée aussi taille, est le nombre de cellules, le 

périmètre est Ja longueur du contour, la largeur est le nombre de colonnes et la hauteur 

est le nombre de lignes. 

r-r-~--r-r - , - ---r-,-~--r-r-~ 

1 1 1 t 
r- - î - ï - - r - r - -, - -,- - r - ï- - r- - r - T - -, 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

~-~-~--~~~~~--·--~~--~ - ~-~ 
1 1 1 1 1 
L_!_J__ _ _L _!_ J 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
r-T-~-- -T -1 

' ~ -~- - + -~ 

1 1 1 1 

~ -{--,~ ----,----~~ -~-~ 

~ - ~- -:--:-- ~- ~- -~, -r--r--;--'ic- +- -: 
t-- +--;-- t-- +-- -1- -1-- t---t-_,_- t-- +--; 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
L _ .1 _ ..J __ 1_ _ L _ J __ 1 __ L _ .J __ t __ L _ J. _ _! 

taille= 25 

périmètre= 40 

largeur= 8 

hauteur= 5 

Figure 1.2: Un polyornino 

1.1.1 Résultats asymptotiques 

Le problème général d'énumération de polyominos, selon la taille ou le périmètre. est 

difiic ile et il es t encore ouvert. En revanche, quelques résultats ac;; ymptotiques ont été 

obtenus. Pm· exemple, le record actuel pour le nombre a11 de polyominos d'aire n est 

détenu pm· (Jensen, 2003) avec 

Cl ) (l = 69 150 714 562 532 896 936 574 425 480 218 
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1 

De même. (Klarner et Rivest, 1973) ont montré que À-2 = liman existe, appelée constante 
Il 

de Klarner. Puis. (Madras, 1999) a prouvé la convergence du quotient a, 1 1 / a11 vers À-2, 

qui e. t alor. le taux d'accroissement limite du nombre de polyominos. À l'hew-e ac­

tuelle, les memeure bornes, inférieure (Barequet et al., 2016) et supérieure (Klarner 

et Ri vest, 1973), connues sur À-2 sont les suivantes : 4.0025 < À2 < 4.5685. Une esti­

mation numérique non prouvée, À-2 ~ 4.062570 (Jensen et Guttmann, 2000), est basée 

sur 1 'analyse des 46 premiers termes de la fonction génératrice. 

Le. polyorninos peuvent êtJ:e.fixes ou libres. Ils sont fixes lorsqu ' ils forment de. classes 

d 'équivalence à o·anslation près. et sont libres lorsquïl s forment des classes d'équiva­

lence à translation, rotation et réflexion près. Soit b11 le nombre de polyorninos libres 

de taille n, dans le réseau carré, alors asymptotiquement a11 ~ 8blt, et il est adrni. (Gutt­

mann, 2009), sans êu·e prouvé. que b11 rv A..A...î'ne lorsque n --+ co, où A. est une constante 

positive et e est une constante appelée exposant critique. Par suite p' arguments phy­

siques il est conjecturé que e = - 1 (Parisi et Sourlas, 1981 ). 

1.1.2 Sous-classe. particulières 

En rai son de la difficulté du problème dans sa forme générale. la communauté scien­

tifique s'est orientée vers l' énumération de sous-classes particulières de polyominos 

pour comprendre plus en profondeur la ·tructure de ces objets. La plupart de ces sous­

classes sont définie · par des contrainte · de convexité ou d'existence d' une direction 

privilégiée, et le, solutions peuvent être de plusiems formes, dont une formule exacte, 

une fonction génératrice, une récurrence ou un algorithme. 

Un poJyornino e t dit verticalement (resp. horiz.ontalement) convexe si chacune de ses 

colonnes (resp. lignes) est connexe. Un polyomino à la fois verticalement et horizon­

talement convexe e. t dit com,exe. TI est dit diri~é s'il contient une cellule dUinguée, 

appelée source, à partir de laquelle chacune de ses cellules peut être atteinte par un che-
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min formé de pas Nord(O, ! ) et Esr(l ,O). Des exemples de polyominos de différents 

types sont montrés ci-après : 

1 
r- T-

'--
1 

L-

1 
r-

,.._ 
1 
L_ 

- ï - - - - - - - ~- - ï - -,- - - - ï - ï - - - - - - 1 ,- - 1 - -, - - - - ï - - - - ,- - ï - ï 

-, 

-" 
1 

- J 

--t---t 

1 1 1 1 1 

--L- L - .J - _t_ - L - J 

- -1 

,-·.--yo-,-~ - " 
1 1 1 1 1 1 

- - L- l. - .J- _t_ - L - J 

(a) verticalement convexe (b) hori zontalement convexe (c) convexe 
---------
1 1 1 

r-
1 

t-- --t-- 1--t---t 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

L-~-~--L-<-~--L-L_J 

(d) dirigé 

-------------------1 1 1 1 1 1 1 1 
1 

r-T-,--r- -, 

-" 

1 
__ t __ .L _ .J __ 1_ _ L _ J 

(e) parallélogramme 

F igure 1.3: Polyominos de di ffé rentes classes 

1.2 Les Polycubes 

En dimension d > 2, l' analogue d 'un polyomino du réseau can é est appelé polyc ube 

sur le réseau hypercubique Tf (Figure1.4 avec d = 3). 

Définition 1.2. Un po/ycube d-dimensiütmel de taille n est un ensemble connexe den 

hypercubes unitaires, appelés cellules, du réseau hypercubique Tf, où la connectivité 

se fai t à travers les faces de dimension d - 1 de ses cellules. 

Les polycubes sont düs fiXes lorsqu ' ils forment des classes d ·équivalence à transla­

tion près . Il sont dits libres lorsqu ' ils forment de. classes d 'équivalence à translation, 

rotation et rétlex ion près. Dans les deux cas, tous les polycubes d ' une même classe 

d ·équivalence comptent pour un seul. 
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Figure 1.4: 3d-Polycubes 

Comme pour les polyorninos, l'énumération des polycubes d-dünensionnels est un pro­

blème ouvert, tant pour Je nombre Ad(n) de polycubes fixes de taille n, que pour le 

taux d'accroissement limite /...d. De ce fait, les travaux de recherche sont plus orientés 

vers la construction d'algorithmes efficaces pour calculer le plus de termes Ad(n) pos­

sible. Les meillems résultat connus à ce jour sont dûs à (Aleksandrovicz et Barequet, 

2006) pour le calcul des premiers termes jusqu'à A3 (19). A4(l6), A5(15), A6(15) et 

A7(14), et à (Luther et MertenR, 2011) qui ont calculé As (12) et A9 ( l2). D'autre part, 

(Madra , 1999) a montré que le taux d'accroissement limite du nombre de polycubes 

Âd = lim A~('t)l ) existe pour tout d 2 2. (Barequet et al., 2010) ont prouvé le résultat 
Il d f! 

asymptotique suivant : Âd = 2ed - o(d ) où e est la base du logarithme naturel , et ont 

conjecturé que Âd --+ (2d- 3)e lorsque d --+ = . 

En dimension 3, comme c 'est le cas en dimension 2, il est admis, sans preuve à l'appui, 

que le nombre de polycubes fixes de taille n vérifie 1' équivalence asymptotique A3 (n) '"'"' 

AÂ)'n8 lorsque n - > = , où A et e sont des constantes réelles. L'analyse des données 

disponibles confirme la prédiction de (Guttmann et Gaunt, 1978) que e = - 1.5 et que 

Â3 ~ 8.3479. 

1.3 Le Arbres 

La structure d'arbre est utilisée dans plusieurs disciplines et elle est à la base de nom­

breuses applications fondamentales en informatique. Par exemple, elle intervient dans 

les algmithmes de recherche ou de tri , dans 1 'organisation des fichiers dans les sys-
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tèmes d ·exploitation, ou encore dans la représentation des programmes traités par un 

compilateur, en particulier. les arbres binaires sont utili sés en compilation pour l'éva­

luation effic ace des expressions arithmétiques. Les arbres jouent aussi un rôle important 

dans l'analyse des algorithmes (Kemp. 1984), d'une part parce qu ' ils sont directement 

impliqués dans plusieurs a lgoritlunes de base, et d' autre part parce qu ' ils représentent 

implicitement la structure récursive de certains programmes. Pour la suite, on adopte 

les définitions suivantes pour les arbres (Bergeron et al. , 1998; Flajolet et Sedgewick, 

2009), et on se limite au cas fini . 

Définition 1.3. Un arbre est un graphe non-orienté. connexe et sans cycle. il peut éven­

tuellement être vide. Lorsqu ' un arbre est non vide et que l 'un de ses sonm1ets est dis­

tingué, on dit qu 'il est enraciné, et le sommet distingué est appelé racine de l'arbre. Un 

arbre enraciné est naturellement orienté, en dirigeant chaque arête dans Je sens d'éloi­

gnement de la racine, et dans ce cas il est appelé arborescence. Si de plus les fil s de 

chaque sommet, lorsqu ' il en existe. sont ordonnés entre eux, alors l'arborescence e. t 

appelée arbre planaire. 

La taille d ' un arbre est le nombre de ses sonunets. Dans une arborescence, les sommets 

sans fils sont appelés f euilles et les autres des nœuds internes. La haureur est la longueur 

du chemin le plus long reliant la racine à une feuille , la profondeur cl ' un sommet es t la 

longueur du chemin le reliant à la racine , et la longueur du chemin interne est la somme 

des profondems de tous les sonunets (Figme 1.5). 

On remarque qu ' un arbre planaire peut être défini récursivement par la donnée de la 

raciner. avec ou bien 0 ou bien un ensemble fini ordonné d' arbres planaires A1. · · · .A.t.: 

où k est un entier positif. Donc, un arbre planaire A. qui n'est pa. réduit à un seul 

sorrunet. peut être représenté par une liste A = (r.A 1, · · · . Ak). Les racines des arbres A; 

sont le. fils de r, et k est son degTé. 
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taille= 8 

hauteur= 3 

Figure 1.5: Un arbre planaire non-étiqueté 

Le nombre d'arbres étiquetés de taille n est égaJ à n11
-

2 , et le nombre d'arborescences 

étiquetées de taille n est égaJ à n11
-

1, d'après la formule de Cayley (Flajolet et Sedge-

wick, 2009) p 127. 

Pour les arbres et les arborescences non-étiquetés, on ne cannait pas, à l 'heure actuelle, 

de formule explicite pour leur dénombrement, mais il y a des équations fonctionnell es 

sur leurs fonctions génératrices ordinaires, voir Exemple 2.10 ci-après et (Flajolet et 

Sedgewick, 2009), et il y a aussi une formule de récurrence donnée par (Finch, 2003), 

ce qui a permis de calculer quelques premiers termes de leurs nombre. respectifs en 

fonction de la taille (OEIS A000055 etA000081). 

Enfin, le nombre d'arbres planaires non-étiquetés, appelés aussi arbres de Catalan, de 

tai Ue n + 1 est égal au n-ième nombre de Catalan (Flajo1et et Sedgewick, 2009) p65 : 

l (2n) (2n)! 
C11 = n + l n = n! (n + l )! 

1.4 Les Chemins 

On s ' i11téresse aux chemins dans le plan discret 'E}. 

Pour x= (x t ,x2) E 7!} , soit la norme llxlloo = max{ ixJ 1, lx2l} 
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Définition 1.4. Un chern.in de longueur n dans le plan cti scret Z2, est une suite de points 

so,s l . · · · , Sn tels que lls;-1-1 - s;J L:.o ::::; 1 pour i = 0, · · · . n - 1. 

Les points s; sont les sommets du chemin, et un couple de sommets consécutifs (s;, s; 1 1) 

e. t appelé un pas. 

Deux familles particulières de chemins du réseau carré di scret N2 sont les chemins de 

Mot~kin et les chemins de Dyck (Figure1.6) : 

• Les chemins de Motzkin ont pour ex trémités (O. 0) et (n. 0), et sont fonnés de 

trois types de pas: E( l ,O). NE(l , 1) et SE( l , - 1). 

• Les chemins de Dyck ont pour extrêmités ( 0, 0) et (2n. 0), et sont formés unique­

ment de deux types de pas :NE( 1. 1) et SE( 1, - 1 ). 

(Flajolet, 1980) fournit une interprétation combinatoire des frac tions continues en te1mes 

de chemins de Motzkin . Ds interviennent également dans des problèmes informatiques 

telles que r évaluation des algorithmes sur les fichiers par (Flajolet et al.' 1980). ou 

1 'énumération et la génération aléatoù·e de nombreux objets combinatoire (Vien not, 

1985 ; Barcucci et al., 199 1 ). Pour une étude détai llée sur la combinatoire des chemins, 

on pourra se référer à (Goulden et Jackson, 1983). 

1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

- 1- _,- -1 - 4 - -'- - 1- - 1- - 1- --1 - 4 - +- - 1- - 1-- -1- --1 - ~ - 1- -1- ~ - -1 - +- - 1- - 1- -1- ~ - -1 - .... - 1- - 1- -1- -1 - -1 
1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

_,_ -r- -1 - ...,. - .,.. - -r- - r- -, - -t - t- - r - r- -r- -1- '1 -1- -1- -1--, - t-- r -1- -~- -1- -, - T - r - t- -t- -1- .., 

1 1 1 r 1 1 r r 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
-,--,--,-,.- -r- -,- --r-T-r-r-,--,-1 - r - r -,- -~- -,- '1 - T - r - ,- -,- 1- 1 

r r r 1 r 1 r r 1 r r r 1 r r r -,--,--,- -ï-r-,--,--,- -ï- -,--,--,-ï 
_ 1 _ ! _ L _1 __ 1_ .J _ ..! _ _ L _ 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

(a) Chemin de Dyck (b) Chemin de M01 z.kin 

Figure 1.6: Exemples de chemins dans N2 



CHAPTTRE n 

MÉTHODE SYMBOLIQUE 

La méthode symbolique pour l 'énumération de structures combinatoires découle de 

l'élaboration d ' un formalisme algébrique unifié décrivant le lien entre les structmes ét 

les fonctions génératrices. Ce mécanisme est simple. général et complètement formel. 

TI permet la traduction systématique de constructions combinatoires en opérations algé­

briques sur les fonctions génératrices, grâce à un dictionnaire établi pour des con truc­

lions élémentaires, comme l ' union disjointe, le produit cartésien, l'ensemble des par­

ties, les suites et les cycles. Ainsi le problème d 'énumération se réduit à la recherche 

d 'une ·pécification de la classe considérée par des constructions de base, ce qui se tra­

duit en une récurrence ou une équation fonctionnelle, permettant dans plusieurs cas de 

trouver la solution exacte, et dans d ' autres cas plus compliqués, on pourrait dédttire des 

infom1ations asymptotiques difficiles à obtenir autrement. 

Dans la suite on définit les fonctions génératrices. Puis, l 'essentiel de la méthode sym­

bolique est explicité pour le cas des structures non-étiquetées, lesquelles sont associées 

aux fonctions génératrices ordinaires. Un mécanisme équivalent ex iste pour les struc­

tures étiquetées et les fonctions génératrices exponentielles. Cette méthode peut être 

adaptée aux structures paramétrées, grâce aux fonctions génératrices à plusieurs va­

riables. 
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2. 1 Fonctions générat:Iices 

Le problème d 'énumération consiste à déterminer le nombre de confi gurations com­

binatoires décrites par un nombre fini de règles, pour toutes les tailles possibles . Les 

so luti ons sont alors des suites infinies de tenues , qu ' on peut parfa itement représenter 

par des séries formelles, appelées alorsfonctions génératrices. Les séries forme lles sont 

une générali sati on des polynômes aux séries infini es de la forme I: J; 1z11
, où z est une 

n2 0 
indéterminée formelle . et les coeffi cients ln appartie nnent à un anneau A, généralement 

Z , Q. IR ou C. On écrit l (z ) = L, ln z'1 e t on note [z11
] l(z) = ln le coefficie nt de ·zl' dans 

11 2:0 
f( z) . 

Les notions de convergence ne sont pas considérées pour les séries formelles. Elles 

sont des objets fo rmels et purement algébtiques qui agissent simplement comme sup­

ports pour les suites qu 'elle représentent. Pourtant, les fo nctions générau·ices s ' avèrent 

être un outil pui ssant de la combinatoire énumérati ve (Roberts et Tesman, 2005). E lles 

contiennent de manière très compacte l'information sur l' infinité de termes des suites 

correspondantes, et peuvent êu·e obtenues de plusieurs manières, ce qw permet dans 

plusieurs ca. d 'obtenir la suite par des formules exactes ou par des récurrences. D ' auu·c 

part, e lles peuvent êu·e interprétées comme objets analytiques, perm ettant ai nsi d ' ex­

u·aire des informations sur la suite. même si elle est inconnue . En particulier, l' analyse 

de. singularités fournil souvent des proprié tés asymptotiques des su·uctures combina­

toires de grande taille (Flaj olet et Sedgewick, 2009). 

2. 1.1 Classe combinatoire 

L'énumérati on est concernée par des objets di screts, tels que les arbres , le. mots e t les 

permutations, selon des paran1ètres caractéristiques . 

Définition 2.1. Une classe combinatoire est un ensemble sd fini ou dénombrable tel 
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que: 

(i) ,el est muni d' une fonction taille 1 · 1 : .rd -t N 

(ii) le nombre d 'éléments de rame donnée est fini . 

Les éléments d ·une classe combinatoire sont appelés des objets, et la taille d 'un objet 

est le nombre d 'éléments de taille 1, appelés atomes, qui le constituent. Soit A11 l'en­

semble des objets de taille n, il est fini par définition . On note an = card(A11 ). 

Exemple 2.1. Deux exemples de classes combinatoire. : 

1, La classe 1F des mots binaires sur 1' alphabet { 0. 1} est telle que le nombre de 

mots binaires de longueur n est w11 = 211
• 

2. La classe fYJ des permutations vérifie p 11 = n! 

2. l .2 Types de fonctions généranices 

ll existe plusieurs types de fonctions génératrices : ordinaires, exponentielles, de Diri­

chlet et autres . Chaque type est mieux adapté que les autres selon le type de la stmcture 

énumérée et la nature du problème à résoudre. Dans ce chapitre ons· intéresse aux struc­

tures ordinaires non-étiquetées, pom lesquelles on utilisera les fonctions génératrices 

ordinaires. 

Définition 2.2. Soit {an } , 2:0 la suite de décompte d 'une c1asse combinatoire ,el . La 

fonction génératrice ordinaire (j'gu) associée à la classe J?i est la série fonnelle 

a(z) = [, a11 zn. 
n2:0 

Par contre , pour certaines classes, il se peut que les atome. ne soient pa. équivalent. , 

et ainsi les objets se trouvent natmellement étiquetés. Dans ce cas, il est profitable de 
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considérer les fonctions génératrices exponentielles, qui ont 1· avantage de traduire de 

manière plus simple les constructions étiquetées, et en particulier le produit étiqueté. 

Définition 2.3. La fonc tion génératrice exponentiell e (fge) associée à la classe Jd est 

La série formelle 

La pui ssance de la méthode symbolique est qu 'on peut l'utili ser non seulement pour 

dénombrer des objets combinatoires. mais aussi pour quantifier leurs propriétés. Elle 

permet de prendre en compte les paramètres des configurations simplement en ajoutant 

des variables supplémentaires, et ainsi élencl.re son mécanisme formel à la tTacl.uction 

d 'objets paramétrés en fonctions génératiices à plusieurs variables. Il en résulte un outil 

simple et d'une grande utilité pour l'analyse de plusieurs sortes de paramètres, et d en 

déduiie des informations prédses sur leurs propriétés asymplotiques. 

Définition 2.4. Un paramètre multidimentionnel sur une classe sd est une fonction 

X = (Xl···· ·Xd): .d Nd où d est un entier positif. 

Dans le cas d = 1 on dit que x es t un paramètre scalaire, sinon il est appelé multipara­

mètre. La suite de décompte de .9f est alors notée 

anh · · · .kc~ = c.:ard {a E szl : lai = n et X; ( a )= k; , i = 1, · · · ,d} . 

Définition 2.5. Soit une classe sd sur laquelle est défini un paramèu·e X = (Xl , · · · , Xd) . 

La fonction génératrice associée à la paire ( Jl'f, X) est définie par la série formelle 



17 

Exemple 2.2. Exemples de fo nctions générat:Iices de classes combinatoires 

1. La f go de la classe '/// des mot binaires est 

2. La f ge cie la classe !Y-' des permutations est 

z" 1 
p(z) = [. n!~ = - . 

11~0 n! 1 - z 

Remarquons que la fgo I: n!z11 est de rayon de convergence nul, et par suite elle 
n~O 

ne peut pas s' écrire sous forme close à l ' aide de fonctions usuelles. 

3. Sm la classe '/// précédente, des mots binaires, considérons le paramèu·e scalaire 

x qui donne pom chaque mot le nombre d 'occurrences d ' une lettre désignée. 

Le nombre de mots binaires de longuem n et ayant k occurrences de la lettre 

désignée, est donné par le coefficient binomi al w n.k = G). Alors la f f!.o associée 

à (1f'" ,x ) est comme suit : 

w(z ,u) = [. (~) ukzn = [. (t (~) ~/) zn= [. (1 + u)nzn 
n ,k~O 1 1~ 0 k= O n~O 

1 

1 - z( l + u) · 

On peut déduire la f go as ociée aux coefficients binomiaux pour une valeur fixée 

de k : 
.(k) _ n 

7
n _ Z 

( ) 

k 

w (z) - [. k ,. - (1- )k+ l. 
11~0 z 
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2.1.3 Calcul sur les séries formelles 

Le calcul sur les séries formelles étend les opérations algébriques usuelles sur les poly-

nô mes. 

Opérations usuelles : 

L" ensemble des séri es formelles à coefficients dans un anneau A, muni de l ' addition 

et du produit de Cauchy, est un anneau qu 'on note A[z], il est commutatif si A l'es t : 

Soient a(z) = [ a11 zn 
n2:0 

et b(z) = [ h11 Z
11 

, on définit: 
n2:0 

a(z )+ b(z ) = [ (an + bn )Z11
• 

n~O 

11 

a(z) · b(z) = I.', CnZn où c, = I.', akbn- k· 
n2:0 k=O 

Proposition 2.1. a(z ) est inversible dans A.[z] si et seulement si ao est inversible dans 

A. L'inverse, lorsqu 'il existe, est unique. 

Preuve. a(z) est inversible si et seulement s ï l existe b(z) dans A[z] tel que a(z) b(z) = 1, 
Il 

donc si et seulement si aubo = 1 et I. akbn-k = 0 pour tout n 2: 1 ( *) 
k=() 

Si a(z) est inversible, alor on a aobo = 1 et donc ao est inversible. 

Réciproquement, . i a0 est inversible alor le . ystème ( *) admet une solution unique 

b(z), qui est l' inverse de a(z) . D 

Exemple 2.3. L'inverse de 1 -z est (1-z)- 1 = [ / 1
• En effet, d ' après ce qui précède 

II~Ü 

on a ao = 1, a l = - 1 et a11 = 0 pour tout n > 1, ce qui donne b11 = 1 pour tout n 2: O. 

n y a au. si la composition des séries formelles b (a(z) ) = I. b11 a(z)" qui est définie si 
n~O 

et seulement si ao = 0 ou b(z) est un polynôme. 
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Exemple 2.4. Si a0 = 0 alors la somme Q(a(z)) = [ a(z)n est définie, et vérifie 
11 ~ 0 

Q(a(z ))( l - a(:::) ) = 1. On écrit alors Q(a(z)) = (1 - a(z)) - 1 et on l'appelle quasi-

inverse de a(z) . On écrit formellement [ an = l~a. 
n~O 

On dit que a(z) et b(z) sont réciproques l'une de l 'autre lorsque a (b(z)) = b (a(z)) = z. 

Proposition 2.2. Si ao = 0 et a(z) admet une réciproque alors a1 =1= O. 

Preuve. Soit a(z) = arzr + · · · avec r ~ 1 et Gr =1= 0, et soit h(z) = bszs + · · · avec s ~ 0 

et b.,. =1= 0 l'inverse de a(:::). Alors a(b(.:::)) = z = arb~:z rs + · · · donc rs = 1 et par suite 

r =s= l. 0 

On définit aussi la délivation des séries formelles a' (z) = [ nanzn- l qui satisfait les 
ll~ l 

règles de calcul usuelles, et on étend de la même manière d ·autres opérations comme 

l' exponentielle et le logarithme. 

Règles de calcul : 

Les opérations sm les séries formelles impliquent des opérations sur les coefficients. 

En particulier, dans le cas de séties convergentes, les opérations sur les fonctions cor­

respondantes se traduisent par certaines opérations sur les coefficients de lems déve­

loppements en série. 

Soit a(z) = [ a11 z11
; ci-après quelques règles régissant ces relations : 

n~O 

"\""' n _ a(z)-ao- .. ·-ak- tl - 1 

Règle 1. pour tout entier k > 0 on a L an+kZ - _ . 
n~O ' 

Exemple 2.5. La suite de Fibonacci {./;1} vérifie la récurrence : 

fn +2 = f;1+L + J~ . Jo = 0 et fi = 1 

alors la .f go correspondante .f(z) = [ j;1z11 vérifie d'après la règle 1, la relation ~ = 
11~ 0 z 

/~:) + .f(z) ce qui donne .f(z) = l -:z_::· . 
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Règle 2. On note D = f~ l'opérateur de dérivation. Soit P un polynôme, alors 

P (zU)a(z) = [P(n )a11 :;
11

• 

n~O 

Exemple 2.6. Trouver la somme des carrés des n premiers entiers positifs. 

On remarque que 

te= (zD)
2 

{ Ê 1} 
k= L k= O lz= l 

et que 
n 7 n+ 1 - 1 L. 7k= -~---,. z - 1 ' 

k= O 

On retrouve alors la formule [. k2 = n(n+ l)pn+ L) . 
k= l 

Règle 3. Soit k un entier posit{f; alors 

ak(z) = [. t11 ::.
11 où ln = L an 1 • • · ank · 

n;:::O (n1, ... ,nk)EMk. 
llj 1 ... l ll k Il 

Règle 4. 
a(z) Il • 

- [. , z/L ou' ' - [. a · -- - ~Il -~~~ - , . 1-7 . , , n;:::O j = O 

Exemple 2.7. On veut calculer la fgo des nombres harmoniques h11 = 1 + · · · + ~. n 2: 1. 

Soit h(z) = E hnZ11 
• Par la règle 4 on a h(z. ) = ~~~ où a(z.) = E *Z11 

n_ I n;::: l 

On remarque que a' (z) = l~ : donc a(z ) = log C~J , et par suite 

1 ( ) 
= _ log( 1 - z) 

1 z ' 
1- z 

Pour plus de détails concernant les calculs algébriques sur les séries fom1elles , et en par­

ticulier sur les fonctions génératrices, ainsi que sur les techniques pour les construire, 

comme le développement en série de McLaurin, la décomposition en éléments simples, 

la ré, olution de récurrences ou encore la résolution d 'équations fonctionnelles, on peut 
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consulter (Wilf, 1994; Roberts et Tesman, 2005 ; Stanley, 2010: Joyal , 1981 ). 

2.2 Constructions admissibles 

L'approche symbolique est basée essentiellement sur des constructions particulières, 

dites admi s. ibles, qui se traduisent directement en fonctions génératrices . 

2.2. 1 Admissibilité 

On considère une construction m-aire <1> qui associe à toute collection de classes com­

binatoires._%'( !), · ·· ,x(m) , une nouvelle classe .YI = <P ( jg( l ) , · · · .x(m)). 

S · ( ) (b( 1) ) (b(m)) l · d d ' . ' . ment an n> O, 11 • • • • , 11 es swtes e ecompte associees respective-
- 11>0 11>0 

ment aux classes Jt!, 86'0"> , .. . , 86'(m) . -

Définition 2.6. La construction <1> est dite admissible si et seulement si ( a11 ) 11 ~0 dépend 

uniquement de (b}/l) ... · . (b}:n)) . Autrement dit, aucune information complé-
~~~o ~~~o 

mentaire, autre que la donnée des suites de décompte, n'est requi se pour le calcul de la 

suite de décompte de la classe construite par <1> . 

Pour une telle conso.·uction admissible. on peut alors associer un opérateur~ ' agissant 

sur les fg n correspondantes, tel que a(.::) = ~ ( h (l ) (z) . · · · , h (m) (z) ) . 

2.2.2 Constructions de base 

On suppose l 'exi stence de deux objets particuliers, un objet de taill e 0 noté t: et ap­

pelé objet neutre, et un objet de taille 1 appelé atome et représenté par un symbole 

quelconque, comme • , o ou une lettre . On définit alors la classe neutre If = { t:} et la 

classe atomique :!l ' contenant Je seul objet atome. Les f p,o des deux classes 6" et ::X 

sont respectivement E(z ) = l et Z (z) = z. 
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Produit cartésien (x ) : 

C'es t le produll cartésien usuel muni de la notion naturelle de taille: 

<PJ x Ctf = { ([3 . r )/ f3 E ffi, r E ~"6' } avec 1([3 . r )l = 1/3 1 + lr l. 

Soit J7l = !14 x C(f alors 

a(z) = I 21al = I 21f31+1YI = ( I 21f31 ) x ( I 21rl) =· b(::)c(z) . 
a E.d ({3 . y) E!!iJ x <ç f3 e:& yE'Il 

Ce qui montre que le produit cartésien est admissible et que 

d = !$x C(f ===? a(z) = b(z)c(z) . 

Remarque. Toute classe combinatoire .vi véri fie l ' isomorphi:me .vi~ 6o x .>cl~ .vi x 6°. 

Somme combinatoire ( + ) : 

La somme combinatoire de deux classes !Jt et C(f , appelée aussi uillon disjointe, est 

l ' uillon de deux copies disjointes de .~ et Cf? . Pour ce faire , on se donne deux objets 

neutre distincts e et 8, pour marquer différemment Les éléments de !14 et ceux de ct' : 

On définit alors la somme combi natoire par l'union usuelle de deux ensembles dis­

joints : 

Cette définition est équivalente à l'union usuelle lorsque les deux classes sont di. jointes . 

fl découle de la défiru ti011 que Si pf = fJ4 + Clf alOrS ali = /711 + C11 , 17 ~ Û , et dOnC 
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a(z) = b(z) + c(z). On en déduit que la somme combinatoire est adnlissible: 

S21 = &3' + 1f => a(z) = b(z) + c(z) . 

Remarque. L'union usuelle des ensemble. n ' est pas admissible car elle dépend de leur 

intersection. C 'est à dire quïl faut connaître le nombre d 'objets communs à ces en­

sembles, en plus de la dmmée de leurs suites de décompte, pour pouvoir calculer la 

suite de décompte de leur union. 

Suites :firlies (Sequence Seq) : 

Soit [J{J une classe combinatoire sans objet vide (Bo = Ql ). La classe des suites finies de 

&3', notée Seq (&3'), est définie par la somme infinie suivante : 

Seq( [J{J ) = L [J{J11 avec [J{J0 = { E} 
11~0 

= { E} U { ({31 , · · · , f3n), {3; E [J{J pour i = 1 . · · · . n} 
11 ~ 1 

L'admissibilité découle de celle de la sonune et du produit, et on a 

1 
d = Seq ([J{J) avec Bo = 0 => a(z) = L b(z )" = 1 

_ b( ) · 
n~O Z 

a(z) est le quasi-inverse de b(z) (voir Exemple 2.4) qui est bien défini puisque bo = 0 . 

Sous-ensembles finis (Powerset Pser) : 

Soit [J{J une classe combinatoire sans objet vide (Bo = Ql). Pset ([J{J) est la classe des 

sous-ensembles fini s de [;}§, telle que la taille de chacun d"eux est égale à la somme des 
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tailles de ses éléments. 

Cette construction est admissible (Flajolet et Sedgewick, 2009) et on a 

.v1 = Pset (.%') ==> a(z) = exp ( [ ( - 1 )k- 1 b (l )) 
k~ l k 

= exp ( b(z:) - b(z2) + h(z3) - .. . ) 
1 2 3 ° 

En effet, dans le cas où Ja classe !$ est fi nie on peut écrire : Pset ( !$) ~ [1 ( { E} + {{3 }). 
{3 EJ8 

Soit J2'l = Pset (.~) alors 

Ill lU { 1{3 1.{3 E86'} 

a(z)= rr ( l +z1!3 1) = rr (l +zn)h" 
{3 E:dl n=O 

= exp [ h11 log (l +z) = exp [ hn [ z 
(

mnx{lf31.{3 Er.i9} 
1 

) . ( lluz.r{lf3 1,{3 E.19} ( oo ( - 1 )k- I nk)) 
11 = 0 n= O k l k 

( 

oo (- l )k- 1 (mnx{lf3 1.{3 E.@} ( k)11 )) ( oo (- l )k- 1_ le ) 
= exp [ k [ b11 z = exp [ k b(: ) . 

k= l n= O k= l 

Cette expression s ·étend au cas où 88 est infini : 

Ill ( ) soient f$( 111 ) = [ Bk et .#( 111 ) = Pset ,99(m) pour tout entier m 2:: 1 . 
k= l 

,qg(m) étant fini alors aCm)(z) = exp ( [ (-l/-1 
b(m)(-;,k) ) . 

k= l 
D ' autre part, en re marquant que pour tout n 2:: 0, A11 dépend uniquement des Bk avec 

k ::; n, on peut écrire pour tout m 2:: 1 : 

a (.:.:) = a (m) (z) + ;:111
-1 1 .f(: ) et h(z) = b(m) (.:.: ) + zm+l g(::) où j (: ) et g(::) sont deux séries 

formelles. 

En faisant tendre 111 -+ oo on déduit que aCm) (z ) et h (m) (z ) convergent respectivement 

( 

00 

( 1 )k - 1 ) 
vers a(z) et h(z). ce qui donne a(z) = exp k~l ~h(z" ) . 
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Muid-ensembles finis (Multiset Mset) : 

Soit 8lJ une classe combinatoire sans objet vide (Ho = 0). Sachant gu 'un muid-ensemble 

permet des répétitions arbitraires de ses éléments, la classe Mset (.1il) est la collection 

de tous les multi-en embles finis d'éléments de PJJ . Cette construction est admissible 

(Flajolet et Sedgewick, 2009) et on a : 

( 
b (~n ) (b (z) b(z2

) b(z3
) ) .rzf = Mset (!:1§) ==> a(z) = exp L -- = exp - + -- + -- - · · · . 

k2 L k 1 2 3 

En effet, lorsque 8lJ est finie. avec Bo = 0, on choisit un ordre pour ses éléments, et 

avec cet ordre chaque multi-ensemble fini d 'éléments de 8lJ lui COITespond une unique 

suite finie et ordonnée, avec répétiti ons possibles , de ces éléments, et vice-versa. On en 

déduit 1 'isomorphisme Mset (&lJ ) ~ TI Seq ( {/3 } ). 
{J E§J 

Soit .rzf = M set ( !:1§ ) alors on peut écrire : 

a(z) = TI (1- zl f31 ) - 1 =TI (1 - zn) - hn 
{3 Et!8 n2 1 

= exp (E - b11 log ( l -z11
) ) = exp (E bn (L z:k )) 

n2 1 n2 l k2 1 

= exp (E b(~k) ) . 
k2 l k 

Cette expression reste valide lorsque 8lJ est infinie par le même raisonnement utili sé 

pour La construction Pset . 

Les deux constructions Pset et M set sont des cas parti culi ers de la théori e de Polya 

(deBruijn, 1964). De même, (Bergeron et al. , 1998) présentent des généralisations 

dans le cadre de la théorie des espèces de l oyaL 

Le théorème suivant résume les résultats d"admissibilité des constructions de base pour 
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les classes d'objets non-étiquetés et les fgo associées : 

Théorème 2.3 ((Flajolet et Sedgewick. 2009) p.27). Les cunstructivns somme cum­

hinatoire. produit cartésien, suites finies, sous-ensembles .finis et multi-ensemh!es finis 

sont admissibles. Les opérateurs associés sont comme suit: 

.Q'/ = .@+Y-i===? a(z) = b(z) + c(z), 

a(z) = b(z)c(z.) . 

1 
.91 = Seq (tt) et Ro = 0 ===? a (::: ) = [ h(zt = _ . 

n2 0 1 - b (~) 

.d = Pset (.@) et Ro = 0 ===? a(z) = exp [ ( - 1 i 1
-- , ( 

·- b(l) ) 
k2 1 k 

<ld = Mset (jfj) et Bo = 0 a(z) = exp [ _z_ . 
( 

b( k)) 
k2 1 k 

TI ex.iste d'autres constructions admissibles simples, comme les cycles et celles obte­

nues en impo ·ant des restrictions sur les constJ:uctions précédentes (Flajolet et Sedge­

wick, 2009), ce qui permet de spécifier un large éventail de classes combinatoires. 

2.3 Spécifications combinato ires 

Une large variété de classes combinatoires peuvent être décrites par des compositions 

de constructions de base, permettant ainsi d'en déduire les .fgo correspondantes. Par 

suite, l 'énumération d 'une classe se réduit à lui trouver une spécUication en termes de 

constructions admissibles. 

Définition 2.7. Une spécification d ' un tuple de classes ( J?.f (l), · · · .. 9f(k)) est une col­

lection de k équations : J?.fCi) = <1> i (çz~ (l) . · · · , Jll (k) ) . j = 1, · · · . k où <l>.i est une 

composition de constructions de base, utilisant éventuellement les classes neutre 6" et 

atomique 2'. 
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Remarque. On rut aussi que c 'est une spécification de J'une quelconque des classes 

,s;.1U) . Une classe qui possède une spécification est ctite spécifiable ou constructible. 

Pour une classe constructible, on peut produire systématiquement des équations fonc­

tionnelles pour sa fgo par le théorème 2.3 sur les constructions de base : 

Théorème 2.4 ((Flajolet et Sedgewick, 2009) p.33). La fgo d 'une classe constructible 

vérifie un système d 'équations fonctionnelles formées par les opérateurs suivants : 

1 , z , + . x , Q . Exp el Exp où 

1 
Q[f] = 

1
_ f quasi-inverse pour Seq. 

. ( f'(z")) Explf] = exp [. -· - exp de P6lya pour Mset : 
k2 1 k 

Rxp[.f] =exp (E ( - l)k- tf(l) ) exp de Pâlya modifié pour Pset . 
k2 l k 

Remarque. Si une classe possède une spécification itérative alors sa fonction généra­

trice se calcule explicitement à partir des opérateurs de base. Alors que si la spécifica­

tion est récursive, la fonction génératrice est déterminée implicitement comme solution 

d équations fonctionnelles. 

2.4 Exemples d'application de la méthode symbolique 

Exemple 2.8. Soit 11' la classe des mots binaires sur 1' alphabet A = {a, b}. 

Les lettres a ,b sont les atomes de tail le 1 et A~ 2' + 2'. 

Un mot binaire fini est une suüe finie de lettres, donc sa taille est égale à sa longueur et 

1f/ = Seq (fr+ fr) donc 'Il/ est constructible et sa fgo est w(z) = 1 ~ 2 - = 2:. 211 Z11
• 

' n2 0 
On retro uve le nombre de mots binaires de taille n qui est w11 = 211

• 

Exemple 2.9. On considère la classe c;§ des arbres planaires (Définition 1.3). 
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Un arbre planaire est une arborescence pour Laquelle les fils de chaque nœud inteme 

sont ordonnés entre eux. Donc t;1 peut être spécifiée récursivement par t;1 = :!Z x Seq(t;#) 

qui . e traduit par l'équation fonctionnelle suivante pour sa fp,o : p, (z) = l -~(z) · La 

résolution de cette équation quadratique donne g(z) = ~ ( 1 - )l- 4z). 

Puis le développement en sélie entière donne 

On reconnaît ici les nombres de Catalan (OEIS A000108): 

1 (2n) 8n = Cil - 1 pour n ~ 1 Oll cl/ = -- . 
n + 1 n 

Considérons maintenant sur la classe t;# le paramètre x qui donne Le nombre de feuilles 

pom chaque arbre planaire, et notons 0'0 = (0', x ). La fgo associée à 0'0 s'écrit : 

g(~ , u ) = .[, g11 .t ll1zn où 8n,i est le nombre d ' arbres planaires de taille net ayant l 
n./?.0 

feuilles. 

À partir de la spécification précédente Ç1 = .f!Z x Seq(<;4), on déduit la spécification 

suivante de 0'0, en di stinguant les feuilles des autres sommets : 

ce qui se traduit par 1' équation fonctionnelle : g ( z. u) = z.u + 1 :(r)) ( *) g _.u 

En résolvant l' équation quadratique associée à (*), on obtient: 

Le développement en série de g (::: , u) par rapport aux deux variables z et u, donne l'ex­

pression des termes g11 ,1. Mai s on peut aussi utiliser la formule de Lagrange-Bürmann 
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rappelée ci-après, on peut consu lter() pour une démonstration, qui permet de détermi­

ner l ' expression des te1mes 8n.l à partir de l'équation (*) de manière plus directe : 

Théorème 2.5 (Formule de Lagrange-Bürmann). Soit </> (z) E <C[::~ telle que <Po =/= O. 

Alors l 'équation y(z) = z<P (y( z) ) admet une solution unique y(z) E <C [z~ donnée par : 

. k [ ] [z"] y" (z) = -;;_ y"- k </>" (y) pour tous entiers positifs n et k. 

Dans notre exemple </>(y) = u + 1 ~Y ce qui donne pour n 2: 2 et 0 < 1 < n : 

8n,i = [~/] ([zn]g(z, u)) = [u'] (~ [yn- 1
] (u + 

1 
~J' )") 

= ~ (n) [yn- 1] (-y )n- I = ~ (n) (n.-2) = _1 (n. -1) (n -1)· 
n 1 1-y n l 1- 1 n-1 l l - 1 

On remarque que les tennes g1u sont les nombres de Narayana N(n - 1, l ) (OEIS 

A001263). 

Exemple 2.10. Dans cet exemple on considère la classe J'tf des arborescences non­

étiquetées. Une arborescence (Définition 1.3) est un arbre enraciné sans structure d 'ordre 

sur les fil s d 'un même nœud interne. C'est donc une racine à laquelle est attaché un 

multi-ensemble d ·arborescences. 

Donc Y(' est constructible par la spécification récursive: ./(1 = !'X x Mser(Jt') qui se 

traduit par 1· équation suivante : 

. . . ( · h(z
2

) ) h(z) = zt.xp[h](z) = zexp h(z) + -
2
- + .. · · 

ll n'y a pas de solution explicite pour cette équation, mais les termes hn peuvent être 

calculés récursivement (OEIS A000081) : 





CHAPITRE liT 

GRAMMAIRES D'OBJETS 

Dans ce chapitre on introduit une méthode d'énumération combinatoire basée sur les 

grammaires d 'objets . Ce sont des descriptions récursives des objets, inspirées de la 

théorie des langages, et souvent décrites par des schémas. ll s agit d' une approche si­

milaire à la théorie des espèces de Joyal et à la méthode symbolique de Flajolet, per­

mettant une résolution systématique de nombreux problèmes d 'énumération. 

3.1 Généralités et définitions 

On se donne une famille d"ensemble: d' objets C. 

Définition 3.1. On appelle opération d 'objets dans g toute application 

cf>:E1 x ··· X Ek---+E où k EN* et E ,E; E<f pouri = l. · ·· .k. 

Une opération d'objets décrit la construction d ' un objet à partir d 'autres. 

Définition 3.2. Un arbre d 'opérations d 'objets A sur un ensemble E 6" est un arbre 

planaire étiqueté, défini récursivement comme suit : 

• ou bien A est réduit à une feuille (Définition 1.3) étiquetée par un élément de E, 

• ou bien la racine de A est étiquetée par une opération d ' objets 
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4> : E 1 x · · · x Ek -t E et possède k fils ordonnés, tels que Je sous-arbre issu du 

i-ème fils est un arbre d 'opérations d'objets sur Ei pour i = 1. ··· ,k. 

Dans un arbre d'opérations d 'objets les nœuds internes sont étiquetés par ces opéra­

tions, alors que les feuilles sont étiquetées par des objets . 

Définition 3.3. Soit A un arbre d ' opérations d 'objets sur un ensemble t-·. 

1. On appe lle expression d 'objets de A, et on note e.xpr(A), la concaténation des 

étiquettes de A dans l'ordre préfixe. 

2. On appelle évaluation de A. et on note eva/ (A ), J' objet de E défini récursivement : 

• si A est réduit à une feuille étiquetée o, alors eval (A ) = o. 

On a aussi expr(A ) = o. 

• sinon, soit 4> l' étiquette de la racine de A et A1. · · · ,Ak ses sous-arbres , alors 

eval(A) = 4> (eval(A1), · · · ,eval(Ak)). 

Dans ce cas on a e.xpr(A ) = lf> expr(AJ ) · · · expr(Ad. 

Remarque. L'expression d ' un arbre d 'opérations d 'objets est un mot sur des symboles 

d ·objets et des opérations d ·obj ets, alors que .. ·on évaluation es t un objet. 

Exemple 3.1. Ci.-après quelques exemples d 'opérations d'objets définies sur certai nes 

classes d ' arbres et sur les chemins de Dyck: 
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a 1 1\ arbres planaires Rap 0 6a2 _a_-+ a,f!'a' 

arbres binaires complets Eabc f3 bl{lb2 

e 
arbres 1-3-aires Ea 13 

\j/L \j/2 

~ 
chemins de Dyck E,d { 

~~ 

A~ OU/~\ 

Remarque. En général, une opération d' objets peut être définie sur des classes d 'objets 

différentes, et ainsi associer des objets de natures différentes. Mais le plus souvent on 

se restreint à une seule classe d 'objets. 

Exemple 3.2. Une opération d 'objets sur les polyomino. parallélogrammes Epp: 

Un polyomino parallélogramme (pp) est défini par un couple de chemins composés 

uniquement par des pas N ord et Est , et ne se coupant qu 'à leurs extrémités. 

ou 

a a 
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411 : E pp -t EPI' , est une extension vers l'ouest. Elle prend en argument un polyomino 

parallélogramme et lui colle une cellule à 1' ouest de la cellule du bas de la première 

colonne. 

412 : Epp -t Epp , es t une extension vers le sud . Elle prend en argument un polyornino 

parallélogramme, el lui ajoute une cellule en bas de chaque colonne. 

413 : h-'pp x t_·PP -t t-'PP ' est un collage asymétrique. Elle prend en argument deux poly­

onùnos parallélogrammes, applique 4J2 au premier, puis les colle de façon à ce que la 

cellule du haut de la denùère colonne du premier objet coïncide avec celle du bas de la 

première colonne du deuxième objet. 

Exemple 3.3. Un arbre A d'opérations d 'objets sur Ep11 et son évaluation eval (A ) : 

411 

1 

413 

/ ~ 
Il 

1 

412 ~ 
1 1 \ l 

0] 0 2 (h 

rn D EP Le pp résultat de evai(A) 

Définition 3.4. (Dutour et Fedou, 1998) 

Une grammaire d' objets est un quadrup let G = < 1: . . o/ , /~, S > OLl 

• tC= {E;} est une fanùlle finie d'ensemble. d' objets. 

• .'Y = {TE;} est une famille finie de parti es fini e. des ensembles d ' objets E;. Les 

objets de h ; sont appelés les ternùnaux. 

• 9 est un ensemble d 'opérations d 'objets dans C . 

• S est un élément désigné de f:, appelé axiome. 
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Remarque. Le nombre d' ensembles d'objets E; de cf: est appelé la dimension de la 

grammaire. Parfoi s on omet de préciser l'axiomeS de la granm1aire. 

Exemple 3.4. Deux grammaires d 'objets de dimension 1 : 

G1 = ( {Epp} , { {0 } } , {cj>1 , cj>2} ,Epp ) et G2 = ( {Epp }· { {0 } }. {cJ>J , cJ>2, cJ>:~ }.Epp ) · 

Définition 3.5. Soit une grammaire d 'objets ü =($.!Y, PJJ) , et soit E E tff . 

On appelle arbre de dérivat ion de G sur E , tout arbre d' opérations d'objets sur E dont 

les nœuds internes sont étiquetés par des opérations d'objets de 9 , et les feuilles éti­

quetées par des objets terminaux. 

Exemple 3.5. Le polyomino parallélogramme (p p ) de l'exemple 3.3 est engendré dans 

la grammaire G2 précédente par l 'arbre de dérivation suivant : 

cJ>I 

1 

C/>3 

/~ iTl 

/\ 
1 

cJ>3 

1\ 
0 

1 

0 0 Le pp engendré par 1' arbre de gauche 

On note d e l' ensemble des arbres de dérivation de ü , et He l' ensemble des expressions 

d 'objets associées. Un objet est dit engendré dans G par F. lorsqu ' il est le résul tat de 

L'évaluation d 'un arbre de dérivation de G sur E. L' ensemble des objets engendrés dans 

G par H est un sous-ensemble de H, noté fle(l•,'). En particulier si S est l' axiome, on di t 

que fYe(S) est l ' ensemble d ' objets engendré par G. 

Remarque. En général {fc(E ) Ç E et en parti culier tJ'c(S ) Ç S. 
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Définition 3.6. Lorsque tJ0 (E ) = E pour tout E E <J' , on dit que la grammaire est 

complète. 

Exemple 3.6. La grammaire Ch de l'exemple 3.4 est complète, alors que Ct ne l'est 

pas. G2 est complète, en effet : 

Soit 0 un polyomino parallélogramme (pp) non réduit à une seule cellule. Si sa pre­

mière colonne, celle de gauche, contient une seule cellule alors il peut être construit en 

supprimant cette cellule puis en appliquant <fJ1 au pp qui en résulte. Sinon, sa première 

colo1me contient au moins deux cellules. Dans ce cas on définit pour chaque paire de 

colonnes adjacentes, la longueur d'adjacence qui est le nombre de côtés communs (ou 

encore le nombre de cellules de rune collées à l 'autre). Il y a alors deux cas possibles: 

(i) si l ' objet 0 contient au moins une paire de colonnes adjacentes de longueur d ' ad­

jacence égale à 1, on considère la première, et alor. on sépare 0 en deux pp conte­

nant chacun l'une des deux colonnes de cette pa.il"e. Celui de gauche a toutes ses 

longuems d' adjacence ~ 2, et donc il peut être construit par </J2. Alors . 0 peut 

être obtenu par </J-:. . 

(ii) sinon, ou bien que 0 est réduit à une seule colonne de taille ~ 2, ou bien que 

toutes ses longueurs d'adjacence sont 2: 2. et dans les deux cas il peut être obtenu 

par </J2. 

Donc tJo" (Epp) = Epp · 

G1 n 'es t pa. complète, en effet: 

En partant d"une cellule et en apphquant uniquement les opérations </Jt et </J2, la première 

application de </J2 ajoute une cellule en bas de chaque colonne. y compri s la derni ère. 

Donc pour construire un objet 0 ayant deux colonnes dont la première contient plu­

'ieurs cellules et la dernière ne contient qu 'une seule , il ne faut pas apphquer </J2. Mai 

l ' application répétée de </Jt construit un objet à une seule ligne, et donc on ne peut pas 

dériver l"objet 0 par </JJ et </J2 uniquement : tJo1 (Epp) Ç Epp· 
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Si on ne tient pas compte de l'orientation, alors (j a 1 (E f?P) coïncide avec l'ensemble Ev 

des diagrammes de Young.le squels sont des collections finies de cellules, organisées en 

rangées empilées les unes sur les autres dans l'ordre croi sant des longuems, et alignées 

à gauche. Ces objets combinatoires jouent un rôle important dans l'étude des représen­

tations des groupes et dans la thémie des fonctions symétriques. En particulier, la suite 

des longueurs des rangées, ou des colonnes , donne une partition du nombre entier égal 

à la taille du diagramme. 

Définition 3.7. On dit que deux grammaires d'objets sont équivalentes lorsqu ' elles 

engendrent le même ensemble d'objets. 

En théorie des langages formels , un langage est elit algébrique lor qu 'il est engendré 

par une grammaire algébrique, autrement dit, il est reconnu par un automate à pile. 

Pour des détails sur les langages et les grammaires algébriques. on peut se référer à 

(Autebert, 1987). 

Proposition 3.1. Pour toute grammaire d ' o~jets G, l' en.wnble !Jè, (; des expressions 

associées aux arbres de dérivation dans G, est un langage algébrique. 

Preuve. On construit une grammaire algébrique[' qui engendre X (;. 

Soit G = (!!, X. fd ,S) telle que X = U TU{l/J / <P E 9"} et !3f contient les règles sui­
T E..'? 

vantes: 

{

é' 4 </Jé't· · · é'k. pour tout </> E 9", </> : é'1 x ··· x é'k 4 t:. 

E 4 o , pour tout o E U T. 
T E.'Y 

Pour les détails de la démonstration, on poun·a consulter (Dutour, 1996). 0 
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3.2 Formes normales 

Puisque plusieurs grammaires d 'objets peuvent être équivalentes, il est utile de choisir 

pour chaque classe d"équivalence une grammaire ayant une forme simple et adaptée 

à la résolution des problèmes. On définit alors trois formes dites normales : la forme 

réduite, la forme 1 - 2 et la forme complète. Les deux premières étendent les notions 

de formes normales réduite et de Chomsky pour les grammaires algébriques, et la troi­

sième f01me est propre aux grammaires d 'objets. Ci -après on décrit des transformations 

de grammaires de formes quelconques en forme normale équivalente. 

3.2.1 Forme normale réduite 

Soit G = (e. !!7 , f!ll) une grammaire d'objets. 

Un ensemble cl ' objets E E g est dit product~f lorsqu 'il engendre au moins un objet dans 

G : tJc;( E) =/= 0. 

Soient E ,F E tf . On dit que E est accessible à partir de F dans G lorsqu'il existe un 

arbre de dérivation sur F qui a un nœud étiqueté par une opération d' objets, dont E 

est l'une des composantes de son domaine de définition. Si é' est accessible à partir de 

l'axiome, on dit qu'il est accessible. 

Définition 3.8. G est dite sous la forme normale réduite lorsque tout ensemble d'objets 

E E <fi' e.-t productif et accessible dans G. 

Proposition 3.2. Pour toute grammaire d 'objets, on peut construire une grammaire 

d'o~jets équivalente sous La forme normale réduite. 

Preuve. La preuve découle des deux lemmes suivants, qui donnent des procédures ef­

fectives pour construire, dans une première étape, une grammaire d'objets éq uivalente 

dont tous les ensembles cl ' objets sont productifs, puis dans une deuxième étape, une 
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autre grammaire d'objets équivalente à la précédente, et dont tous le, ensembles d'ob-

jets sont accessibles. Elle est donc sous la forme normale réduite. 

Lemme 3.3. Soit G = (!? ,!Y , f!l' .S) une grammaire d 'o~je rs. 

On peut décider pour tout E {/ si E est product~( 

Preuve. On fait la construction suivante: 

go= {E E cff : Tr;-:/: 0, T,.: E .Y} 

0 

8; = 0!- 1 U { E E g : 3</J E f!l' lfJ : E1 x ··· x E~; --* E , EJ E 6!-1 . j = 1, · · · ,k , i ?. 1} 

6~1)/ (1/ = u 61 . 
i~O 

On peut montrer les deux assertions suivantes. de la même mamère que pour les gram-

maires algébriques (Dutour, 1996) : 

1. cC; oral est la famille des ensembles d'objets de g qui sont productifs. 

2. 8; 01 at s 'obtient en un nombre borné d ' opérations. 

Ainsi on a construit une grammaire équivalente G' = (!?' ,Y' ,&') où cff' = cC; 01az, 

!Y'= {TEJ: éj E g''}, 9 1 ={</J E fYJ : l/J: é '1 x · ·· x f:.'k -'t 1:.' 1:.' , /:.'J Et'' }. 

On dit que G' est préréduite. 

Lemme 3.4. Soit G =(If, .o/, /f/J, S) une grammaire d 'objets. 

Pour tout E E g , on peut décider si E est accessible. 

Preuve. On fait la construction suivante : 

ffo = {S} 

0 

ffi = ffi - ! U {E E cff : 3E' E ffi - ! et lfJ E & tels que E est l'une des composantes du 

domaine de lfJ etE' est sa destination} . 

.'Ftotal = U ,g;i · 
i~O 

On peut montrer les deux assertions suivantes de la même mamère que pour les gram-

maires algébriques (Dutour, 1996) : 

1. ff10101 est la famille des ensembles d ·objets accessibles à partiT de S. 
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2. On peut calculer ff1owf en un nombre borné d'opérations. 

Ainsi on a construit une grammaire équivalente G' = (cff' . /Y' . f!JJ', S) où cff' = § 101af , 

!!l' = {hJ: EJ E 6"' }, f!JJ' = {cp E ,q;J: cp : E1 x ··· x Ek--+ E. E E 0"'}. 0 

Donc on construit une grammaire équivalente sous la forme normale réduite en enchaî­

nant. dans l'ordre, les deux constructions précédentes. 

Exemple 3.7. Soit la gnumnaire d'objets G =(cff. !!1, f!JJ. S) telle que: 

li' = {EJ.E2.E-:, , E4 }, .'Y = {0,{o2} .0. {o4}}, S = Et et 

cpl : Ez --t E1 , IJIJ : E2 x E-:~ E1 , el : E:~ x E4 Et 

!?!'= 

On apphque la prenùère construction : 

0ô = { t:z, i:'-4} . 8'1 = { i:'-'1 .. t'z, t:4} = ~01 a f . On obtient G1 = (cff1, . .9j . 801, S) où 

cpt : t:z --+ 1!.'1 

..9j = {0,{ o2} ,{o4}} et & 1 = IJ!z: E2 --t E2 

cp4 : t:z --+ t:4 . lj/4 : t:1 x é'z --+ t-·4 
Puis on apphque la deuxième construcllon sur la granunaire G1 : 

§o ={Et}, § l = {E1,E2} =§tora!· 

On obtient la grammaire G2 = (cffz . !!/2. !_?/lz, S) avec 

{

cp] : t 'z--+ el 
0"z={EJ ,E2},..o/2 = {0,{o2}} , S =El et /f''2= 

1J12 : R2 --+ Rz 

Alors Gz est la grammaire d'objets sous la forme normale réduite équivalente à G. 
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3.2.2 Forme normale 1-2 

Cette notion étend aux grammaire · d' objets celle de forme normale de Chomsky pour 

les grammaires algébriques. 

Soit G = (If, !Y, f!/J, S) une grammaire d 'objets. 

Définition 3.9. On dit que G est enforme normale 1-2 si toutes les opérations d ' objets 

de 9 sont d' arité 1 ou 2. 

Proposition 3.5. Pour toute grammaire d 'objets on peut construire une grammaire 

d'objezs équivalente, sous laforme normale 1 - 2. 

Preuve. Il suffit de découper les domaines de définition des opérations d'objets d'arité 

> 2. La construction est similaire à celle de la forme normale de Chomsky pour les 

grammaires algébriques (Autebert, 1987). 

3.2.3 forme normale complète 

L'idée est de se ramener à une grammaire d 'objets équivalente, pour laquelle tous les 

objets sont engendrés . Pour écrire G sous lafmme normale complète, il suffit de rempla­

cer chaque ensemble d' objets Epar tJc(E) dans If et dans les définitions des opérations 

d ' objets. 

Exemple 3.8. On a vu (exemple 3.6) que la grammaire G, = ( {Epp , {{0 }} }, { C/>1 , cpz}) 

n 'est pas complète, et qu ' elle engendre un sous-ensemble propre de E PP• celui des 

diagrammes de Young Ey . Par suite, une grammaire complète éq uivalente à G 1 est 

G~ =({Er },{{0} },{C/>1 , </>2} ) avec C/>1 et C/>2 restreints à Ey. 
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3.3 Non-ambiguïté 

La propriété de non-ambiguïté des grammaires d'objets étend celle des grammaires 

algébriques. Elle est essentielle dès que l'on s' intéresse aux problèmes d 'énumération. 

Soit G = (6". :Y, /Y' ,S) une grammaire d 'objets. 

Définition 3.10. On elit que ü est non-ambiguë si pour tout ensemble t-' E éi, tout objet 

de fJ c ( F; ) est engendré par un unique arbre de dérivation sur F. 

Si G est sous la forme normale réduite, alors il suffit de vérifier que tout objet engendré 

parS dans G lui correspond un unique arbre de dérivation sur S. La proposition suivante 

donne un critère important pour vérifier la non-ambiguïté d ' une grammaire d 'objets. 

Proposition 3.6. Une grammaire d 'objets G est non-ambiguë s i elle vér~fi.e les deux 

p ropriétés suivantes : 

(i) toutes les opérations d 'obj eLs <P E 9 sont injectives. 

(ii) pu ur tout t-' E ff, les opéra lions de .9 de destina lion ~!_' uni des images deux à 

deux disjointes, et disj ointes de l 'ensemble TEE .o/ des terminaux de E. 

Preuve. Soit E E @' et soit o E tJc(E ). Supposons que o est engendré par deux arbres 

de dérivation A 1 et A2 : o = ev(A 1) = ev(A2) . 

On montre par récurrence sm la hauteur h 1 de A 1, que les arbre. A 1 et A2 sont égaux : 

- Si h1 = O. A 1 et A2 sont réduits à un sommet étiqueté o, et donc ils sont égaux. 

- Soit un entier h ~ O. et supposons que A 1 = A2 dès que h 1 :::; h. Soit h 1 = h + 1, alors 

la propriété (ii) implique que les racines des deux arbres sont étiquetées par la même 

opération d'objets, puis par la propriété (i) on déduit que cette opération est injective 

et que les sous-arbres de la racine de A 1 ont respectivement les mêmes évaluations que 

les sous-arbres de la racine de A2 , dans leur ordre. Alors 1' hypothèse de récunence 
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implique que ces sous-arbres sont deux à deux égaux, dans le même ordre, et donc 

A1 =A2. 

Remarque. Les deux propriétés de cette proposition forment une condition suffisante 

pom la non-ambiguïté de G, mais qui n 'est pas nécessaire. En effet, pour E E !! et 

cp E & de destination t:, l'image de cp n'est pas obligatoirement incluse dans tTc(t:). 

Donc certains objets de l m( cp ) peuvent ne pas être engendrés par F:, et par suite la 

vérification des deux propriétés n'est pas nécessaire à l 'extérieur de tTc(E) pour la non­

ambiguïté de G. On en déduit la proposition suivante qui affinne que cette condition est 

nécessaire dans Je cas de grammaire réduite et complète. 

Proposition 3.7. Si G est réduite et complète, alors les deux propriétés de la proposi­

tion 3.6./orment une condition nécessaire et sz,!ffisante à. la 7Wil-ambi~uïté de G. 

Exemple 3.9. La grammaire G2 = ( {Epp}, { {D}} , { cjJ 1, c/Jl , 4>3 }) est non-ambiguë. En 

effet pour P E Hpp on a l'un des cas disjoints suivants : 

• ou bien P est le terminal D, 

• ou bien P E lm ( c/Jt ) lorsque sa première colonne contient une seule cellule, 

• ou bien P E hn ( c/J2) lorsqu'on peut lui enlever une cellule en bas de chacune de 

ses colonnes, 

• ou bien P E Jm (cjJ3) si en lui enlevant une cellule en bas de chaque colonne, de 

gauche à droite, on anive à deux colonnes adjacentes entre elles par une seule 

cellule, alors on décompose Pen deux p .p. , contenant chacun l'une de ces deux 

colonnes. 

Ainsi on a la partition Epp = {D} U lm( epi) U l m( c/Jl ) U fm ( c/J:; ) . Et puisque les opérations 

cjJ1, c/J2 et c/J3 sont injectives, alors G est non-ambiguë. 
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3.4 Notations équationnelle et schématique 

U ne grammaire d 'objets non-ambiguë et complète peut être décrite d'une manière plus 

explicite par un système d ' équations faisant intervenir des ensembles d ' objets, des ob­

jets e t des opérations d 'objets. On peut aussi lui associer une représentation schéma­

tique qui reflète de manière visuelle r action des opérations sur les objets. 

3 .4.1 Notation équationnelle 

Une grammaire complète et non-ambiguë G = ( 8', /!7 , 9, S') s 'écrit comme un système 

d 'équations L: = {E; = p; (E1. · · · ,E, ), i = 1.· · · .n} où 

• E; E cff . 

• p; est une somme de termes qui peuvent être : 

- soit un objet termlnal de TE; , 

- soit une expression de la forme </> (E; 1 , • • • , Eik) avec </> : Ei 1 x · · · x E;k ---+ E; 

p; (Et ... ·,En)= L e;+ L </> (E;l' .. . ,E;k) 
e; E'f [; desl (C/>) =E; 

où le signe + désigne la somme combinatoire (Uiùon disjointe) et </> (R; 1 • • • • .R;k) est 

l'image de</>. 

Exemple 3.10. La grammaire G2 = ({ Epp} · { {0}} {</> 1, </>2, </>3}) est complète et non­

ambiguë (exemples 3.6 et 3.9) , elle s' écrit donc très simplement en notation équation­

nelie : Rpp = 0 + </>1 (Rpp) + </>2(Rpp) + </>3(Rpp· Rpp) . 

3 .4.2 Représentation schématique 

Une représentation visuelle et intuitive des grammaires d 'objet. · consiste à remplacer 

dans la notation équationnelle, les objets, ensembles d ' objets et opérations d ' objets , 
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par des symboles graphiques. Elle est souvent préférée car elle foumit une description 

visuelle simple de l 'action des opérations d ·objets. 

Exemple 3.11. Représentation schématique de la grarrunaire G?. pow· les polyominos 

parallélogrammes (pp) : 

= • + + 0 + 

3.5 Application à l ' énumération 

Les grammaires d'objets fournis sent un cadre riche dans lequel la résolution de nom­

breux problèmes d 'énumération d' objets combinatoires est grandement simplifiée. Le 

résultat important à ce sujet est le théorème d'énumération 3.8 ci-après, qui consiste à 

traduire une grammaire d 'objets complète et non-ambiguë en un système d ·équations 

sur les foncti ons génératrices des ensembles d'objets. 

3.5. 1 Théorème d'énumération 

Soit JK un corps, X = {x1, · · · .xn} un ensemble de variables , JK [X] l'anneau des poly­

nômes et JK [XTI l' anneau des séries formelles sur JK à vatiables dans X. Une sélie for­

melle f E IK[X] est une expression de la forme j(x1, · · · ,xn ) = E ak
1 

,. .. • k11 X~ 1 ··· x~" 
kt ,. ... k, EN 

où ak1, ... ,k, E JK sont les cœfficients de f. On note [x~ 1 
• · · ~" J f = ak1 . .. . ,k,· 

Définition 3.11. Soit li un ensemble d' objets. On appelle valuation d 'objets sur li toute 

application VE : F; -t JK[X] telle que : 

V k1. · · · ,kn E N, {e E E: [x1 1 
• • ·l,'t ] vE(e) =/= 0} est fini . 
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Remarque. La fonction génératrice associée à E est la sé1ie formelle V1-; (E) = I, V1-; ( e ). 
eE E 

Exemple 3.12. Dans la classe t.:p des polyominos, il y a un nombre fini d 'objets ayant 

un périmètre donné ou une aire (taille) donnée. On peut donc définir deux valuations 

d 'objets sur Ep, une selon le périmètre et une selon la taille : 

0 M Xpérimètre(o) 

Va : Hp~ Z[.x] 

OMXIol 

Soit G = (§>,,'J' . /YJ) une grammaire d'objets. Si pour tout t.: Eg on se donne une valua­

tion d'objet. VE sur R, alors on dit que l' ensemble "f/ = { VE. R Eg} de ces valuations 

est associé à G. 

Le théorème d"énumératlon qui suit (Dutour, 1996) p 39, donne une interprétation sys­

tématique des grammaires d objets complètes et non-ambiguës, sous forme d'équations 

sur les foncti ons génératri ces des classes d 'objets. 

Théorème 3.8 (d 'énwnération). Si G est complète et non-ambiguë, alors pour tout 

E E §>, son équation dans G, qui est de /a f orme 

E = L 8 + L l/>(E; J: .. ,Eik) 
oETr: dest(t/l )= E 

se traduit par l'équation 

vE(E ) = vE(h) + L, vE(l/> (E;1 , • • •• E;k)) 
desr(cjJ )= E 

(3.1) 

(3.2) 

Preuve. G étant complète et non-ambiguë, alors les termes de l 'équation (3.1), ont deux 

à deux disjoints, et donc l 'équation (3 .2) en découle directement. D 

Exemple 3.13. La grammaire G2 sur Epp est complète et non-ambiguë (exemples 3.6 

et 3.9), et elle s'écrit Epp = D + f/> 1 (Epp ) + cf>2(Epp ) + l/>3(Epp ,Epp) 
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alors en appliquant la valuation Vp selon le périmètre, on obtient l'équation: 

Le paragraphe suivant montre comment résoucb.-e cette équation pow-le cas particulier 

des valuations d 'objets linéaires. dont Vp fait partie. 

3.5.2 Valuations d' objets linéaires 

En remarquant que la méthode d' énumération DSV de Schützenberger (Schützenber­

ger, 1963). basée sm les mots, conduit à des équations algébtiques sur les fonctions 

génératrices, et que cette algébricité découle de la linéarité de la valuation, dans ce cas 

la longueur des mots, par rapport à l'opération de concaténation, alors (Du tour et Fe­

dou, 1998) ont l'idée des valuations linéaires, qui mènent à des équations algébriques 

sur les fonctions génératiices, qui sont généralement faciles à résoudre. 

Considérons des ensembles d 'objets E. E1, · · · , Ek> des valuation d'objet. sur ces en­

sembles v E , VE1 , · · · , VEk' et une opération d ' objets </> : E1 x ··· x Ek--+ E. 

Définition 3.12. On dit que VE est linéaire par rapport à </J , lorsqu ' il existe un polynôme 

Pl/> E K[X] tel que pour tout (e l .··· ,ek) E E1 x··· x Ek on a: 

Remarque. Lorsque</> est injective on a: VE (</> (Et , · ·· ,Ek)) = Pl/> · V E1 (El) · · · VEk( Ek). 

Exemple 3.14. La valuation d'objets Vp, définie sur Epp selon Je pétimètre, est linéaire 

par rapport à l' opération d"objets </J 1• En effet, pour tout objet e E E pp on a 

périmètre (</>1 (e)) = périmètre(e) + 2 , donc Vp (<f>I(e)) = x:2 vp(e) . 

Et comme <1>1 est injective, alors Vp (</>1(Epp)) = x2vp (Epp) . 
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On défi nit maintenant les ensembles de valuations linéaires par rapport à une grammaire 

d 'objets . Soit G = (g, :!7, 9) une grammaire d ' objets, et soit "f/ = { VE. E E 6'} un 

ensemble de valuations associé à G. 

Définition 3.13. On dit gue ''f/ es t G-linéaire si pour tout E E rf, VE est l.inéaiJ:e par 

rapport à toutes les opérations d ·objets cp E 9, dont la destination est E. 

Le corollaire suivant découle du théorème d 'énumération 3.8 : 

Corollaire. SiG est complète et non-ambiguë et si '1/ est G-linéaire. alors 

pour toutE E 6' on a : 

E = L 8 + [, cp ( E; 1 0 

00 0 l Ei.) 
8Eh desr(qJ )=E 

VE(E) = VE(TE) + E Ptp VE;, (E; ,) 0 0 0 VE;~, (E;k) 
dest(tp)= E 

(3.4) 

(3.5) 

On obtient un système d'équations algébriques où les inconnues sont les fonctions gé­

nératrices vE(E) des ensembles d ' objets E E cff. En particulier. siS est l'axiome alors 

Vs(S) est la fonction générattice des objets engendrés par CJ. 

Exemple 3.15. On poursuit l 'exemple précédent de la valuation Vp sur Epp· 

On a montré que Vp est linéaire par rapport à cp1 et gue Vp ( cp1 (Epp )) = x2vp (Epp )· 

On montre de la même marùère que Vp est linéaire par rapport à C/J'2 et cp3, et que : 

On remp lace ces trois relations dans l' équation (3.3) précédente, qu 'on rappelle ici : 

On note F = vp(Epp). on obtient alors l' équation algébrique: 
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La résolution de cette équation fournit l 'expression de la fonction génératrice des poly­

ominos parallélogrammes selon le périmètre : 

F( ) _ l - 2t2 - v' l - 4x2 _ "" C 211+ 2 
X - '1 - '- nX 

- 11 ~ 1 

où C11 = n-:-l (~;') sont les nombres de Catalan. 





CHAPITRE TV 

MÉTHODE ECO 

Dans ce chapitre, on présente la méthode ECO (Enumerating Combinatori al Objects) 

introduite par Renzo Pinzani et son groupe de recherche en informatique théorique dans 

les années 90 à Florence. Les racines de cette méthode remontent au travail de (Chung 

et al., 1978) où les autew-s étudient les permutation. de Bax ter et pow- la première fois 

une construction combinatoire décrite par un arbre de génération est présentée. Mais 

un algorithme développé par (del Lungo, 1992) pour la génération exhaustive des poly­

ominos dirigés a marqué le début de la méthode RCn . Ensuite, plusieurs applications de 

cette méthodologie ont suivi , en particulier pour 1' énumération des chemins de Motzkin 

k-colorés (Barcucci et al., 1995) et des arbres planaires (Barcucci et al., 1998). Enfin , 

une formulation générale de La méthode ECO est présentée dans (Barcucci et al .. 1999), 

ainsi que plusieurs exemples d'énumération d 'objets combinatoires. L'idée plincipale 

de cette méthode est de définir des con tructions récw-sives des objets énumérés à partir 

d 'opérateurs d'expansion locale. De telles constructions se tJ:aduisent par des équations 

fonctionnelles , dont la résolution fournit les fonctions générau·ices qui énumèrent les 

objets selon des paramètres appropriés. 

Étant donnée une classe d' objets combinatoires tJ, sur laquelle est défini un paramètre 

p, considérons le sous-ensemble ()11 ={x E tJjp(x ) = n}. On montre que l' existence 

d'un opérateur d' expan ion locale. vérifiant deux propriétés particulières , permet de 
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déduire chaque objet Y E On+ 1 à partir d·un unique objet X E On, et que cette construc­

tion récursive des objets de (J se traduit par une équation sur la fonction génératrice 

associée. 

Cette approche d ' expansion locale est parti culièrem ent adap tée aux permutations. et 

plusiem s auteurs l' ont utilisée pour l' énuméra tion de nombreuses classes de permuta­

tions à motifs exclus (Gire, 1993 ; West, 1990; West, 1. 995). E lle est ensuite étendue par 

la méthode t:CO à l' é nw11éra ti on d ·autres classes telles que les polyominos , les arbres 

et les chemins. 

La méthode ECO permet non seulement d 'énumérer des objets, mais aussi de les li s­

ter dan. un ce11ain ordre, . ans répétitions ni omissions. U n algor ithme de génération 

exhaustive a été conçu par (Bacchelli el al., 2004), appliquable aux classes d ' objets 

constructibles par la méthode ECO, qui sont alors décri tes par un ECO-système. Pour 

les classes exponentielles, cet algo1ithme garantit un temps de calcul amorti constant 

(CAT) par objet généré. 

4 . 1 É numération par la méthode ECO 

4. 1. 1 Principe de la méthode 

Soit tf une classe d ·obje ts combinatoires, e t p : fJ ---+ N 1 un paramètre sm IJ. On 

considère la famm e de sous-ensembles de (J : On = {o E (J j p (o ) = n} . n 2: 1 

Définition 4.1. On appe Ue opérateur ur (J toute application fi : tJ' ---+ 2(7 qui fait cor­

respondre à chaque obje t de 0 11 une famille d ' objets de On+ 1 : fi / 0 11 : 0 11 ---+ 2°"+1 , où 

2(}' dés igne l 'ense mbl e des sous-ensembles de {/. 

Les opérateurs sont définis dans le but de fo urnir une consu·uction récursive de {/_ Donc 

chaque objet de 0 11+ 1 doit être construit à partir d ' un seul objet de On . La proposition 
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suivante donne une condition suffisante pour avoir de tels opérateurs. 

Proposition 4.1. Soit -6 un opérateur sur 6. Si '!J satisfait les deux conditions sui-

vantes : 

1. pour tout Y E 0 11 +1, il existe X E On tel que Y E '!J(X). 

2. pour tous X1 .X2 E 0 11 avec X1 =/= X2, on a '!J (Xl) n '!J(X2) = 0. 

alors la famille d'ensem.bles ,~n+ l = { '!J(X). X E 0 11 } est une partition de 0 11+ 1· 

Preuve. D 'après la définition d' un opérateur, pow· tout X E 0 11 , -6 (X ) c On+i • donc 

U '!J (X ) c On+l· 
X E0 11 

D ' autre part, soit Y E 0 11 1 1 alors d 'après la condition (1) il existe X E 0 11 tel que Y E 

'!J(X), donc ()n+ l C U '!J (X) , et parsuite on a ()n+ L = U '!J (X). 
XEO, XE0 11 

Enfin la condition (2) exige que les en. embles '!J(X ) pour X E 0 11 sont deux à deux 

disjoints, ce qui montre que la fanùlle ffn+l e tune partition de On+ l · 0 

Un opérateur qui sati sfait les conditions de la proposition 4.1 est dit valide. Il fournit 

une description récursive de la classe tJ, qui se traduit le plus souvent par une équation 

fonctionnelle vérifiée par la fonction génératrice conespondante. On trouve dans la 

littérature des méthodes et des techniques variées pour la résolution de telles équations, 

on peut par exemple se référer à (Banderier et al., 2002). 

4.1.2 Arbre de génération 

Considérons une classe (}' paramétrée par la taille, et supposons qu 'elle possède un seul 

objet de taille minimale 1. Alors on peut représenter la construction récursive de tJ par 

un arbre enraciné dont les sommets du n-ième niveau représentent les objets de 0 11 • La 

racine de 1' arbre est l'objet minimal, et chaque objet Y E 0 11+ 1 est l'enfant de l'objet 

X E On tel que Y E '!J(X ). Cet arbre est appelé arbre de ~ énération de 0 associé à 

l'opérateur 'lJ. 
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Les arbres de génération ont été utilisés pour la première fois dans (Chung et al., 1978) 

pour L' énumération des pennutations de Baxrer. Ils ont été aussi utilisés pour établir des 

bijections entre des classes ayant des arbres de génération isomorphes (Gire, 1993 ). 

4.1.3 Règles de succession 

Un moyen simple et pratique pour décrire les constructions récursives, et donc la struc­

ture des arbres de génération, est la notion de règles de succession ou de réécriture. 

Chaque ~ommet de l'arbre de génération e~t étiqueté par une ~uite de ~ymboles qui 

encapsuJe l'information sur le nombre de ses fils. Puis, à chaque étiquette on fa it cor­

respondre Ja suite ordonnée des étiquettes des fils correspondants. Cette correspondance 

s' appelle règle de rééc1iture, et on l ' écrit comme suit : 

Plusieurs classes d'objets combinatoires ont des arbres de génération complètement 

caracté1isés par une seule règle de réécriture. et même l ' étiquette (p) d' un nœud est 

égale au nombre k de ~e ~ fil~. Pour d ' autre~ cla~~e ~ , la ~tructure de l' arbre de généra­

tion peut être complètement déterminée par un système de règles de réécriture. Il faut 

noter qu'un même système RR peut décrire des constructions récursives de différentes 

classes d'objets, qui sont en bijection. La famille des classes associées à RR est appelée 

r espace combinatoire de RR. 

4.1.4 Exemples 

On donne deux exemples d' application de la méthode ECO, un pour l'énumération des 

arbres planaiJ·es finis et l'autre pour l' énumération des polyominos convexes. 

Les éléments unitaires de ces objets sont les sommets pour les arbres et les cellules 



55 

pour les polyominos. La première étape de la méthode consiste à définir l'opérateur 

d 'expansion locale l9- . qui produit un objet Y E 0 11 + 1 à parti r d ' un objet X E On , en 

insérant à X un élément unitaire dans un certain emplacement admi. sible, où 0 11 est 

l ensemble des objets énumérés de taille n. 

Pour avoir une construction complète et sans redondance. et ainsi garantir que l' opéra­

teur l9- satisfait la condition de la proposition 4 .1, il revient à déterminer pour chaq ue 

objet les emplacements à considérer parmi les emplacements admis ibles, appelés em­

placements acrij~· . 

Ar bres planaires 

La classe des arbres planaires fini s (définition 1.3) fai t partie de J' espace combinatoire 

de Catalan, dans lequel on trouve aussi les chemins de Dyck et les polyominos pru·allé­

logrammes (Bru·cucci et al., 1999). 

Un arbre planaire non vide est défini récursivement par une partition de l' ensemble de 

ses sommets en une suite ordonnée d 'arbres planaires non vides, dont le premier est 

réduit à la racine. On donnera une construction récursive de cette classe, décrite par la 

règle de succession : (k) Y (2) · · · (k + 1 ), ce qui perm ettra de lui appliquer la méthode 

RCO. 

Soit Y la classe des arbres planaires fini s et non étiquetés, paramétrée par la taille, et 

soit A E Y . On note f ast(A ) l e dernier sommet de A dans un pru·cours préfi xe, et on 

appelle branche de droite de A le chemin reliant la racine à f ast (A ). 

Opératem d' expansion locale: 

Si A E Y 11 on peut l'étendre en un arbre A' E Yn+ J, en lui attachant une feuille sur un 

sommet quelconque, dans la position la plus à droite, telle que cette feuille soit le fi ls le 
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plus à droite de son parent. On prend alors pour emplacements admissibles l ' ensemble 

de toutes ces positions, et on a ainsi un emplacement admissible pour chaque sommet. 

Réciproquement, pour tout arbre B' E Yn+l , on a fast ( B' ) est une fe uille attachée à 

un emplacement adm.i ssible, et en le supprimant on obtient un arbre B E Y 11 • Donc on 

considère l ' opérateur 1.9- qui consiste à insérer une feuille dans l'un quelconque d'une 

sélection particulière d' emplacements admissibles de l' arbre, faisant de 1.9- un opéra­

teur valide. Cette sélection est l 'ensemble des emplacements actifs, et la proposition 

suivante nous donne une solution : 

Proposition 4.2. Pour un arbre planaire fini, si on prend les sommets de fa branche 

de droite comme emplacements actifs, alors l 'opérateur 1.9- d~fini précédemment sur la 

classe Y est valide. 

Preuve. Chaque arbre Y E Yn+l possède un unique antécédent X E Y 11 , obtenu en enle­

vant la feuille fast (Y ). ce qu.i montre que 1.9- est valide. D 

La fi gure 4.1 montre un arbre planaire avec ses sucee ·. eurs par l' opérateur <~. 

Figure 4. 1: Un arbre planaire et ses successems par 1.9-

L opératem 1.9- définit une construction récursive de Y , et une partie de l' arbre de géné­

ration correspondant es t représentée à la fi gure 4.2. La racine étant l ' arbre planaire de 

taille 1. 
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• 
1 

1\ ------
I 
~ ! 

A/ \ 'I 0 
/ 1 I À 

1 1 1 1 1 

At 'l (I ~ l ;. 
~ 'À ~ À 

À ~ 1'- 1: 
Figure 4.2: Arbre de génération des arbres planaires associé à tf 

Règle de succession : 

Soit A un arbre planaire. Le nombre d'emplacements actifs de A est égal au nombre 

de sommets de la branche de droite, soit k ce nombre. Alors tf(A ) contient k arbres 

planaires, fils de A dans l'arbre de génération. De plus, les longueurs des branches de 

droite de ces k arbres sont respectivement 2. 3 , · · · , k + 1 par définition de tf, et il en 

est de même pour les nombres des emplacements actifs correspondants. La proposition 

su ivante résume cette propJiété de la structure de l'arbre de génération, qu ' on peut 

vérifier sur la figure 4.2. 

Proposition 4.3. L'arbre de Rénération des arbres p lanaires Jinis est isomorphe à 

L'arbre dont la racine est étiquetée par (1), et défini récursivement par la règle de 
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succession (k) <-----+ (2) · · · (k+ 1). 

On peut déünir d ' autres opérateurs valides, basés sur des p<u-cours hiérarchiques des 

arbres planaires, tels que le parcours en largeur. On obtient alors d ' autres constructions 

récursives de la classe Y , mais elles sont décrites par la même règle de success ion . 

Énumération : 

L'opérateur 7J se traduit par une équation sur la fonction génératrice de la classe Y. 

(Barcucc i et al. , J 999) ont énuméré Y selon la taille, le nombre de feuilles , la longueur 

de la branche de droite et la longueur du chemin interne. 

On se restreint ici à l'énwnération de Y selon la taille n = /A/ et la longueur de la 

branche de droite r(A) pour tout A E Y, alors sa fonction génératrice s'écrit: 

F(s ,x) = [ sr(A )x'. 
A ET 

Soit A E Y et A' E 7J (A). A' s ·obtient en insérant une feuille à l'un des emplacements 

actifs , ce qui revient à l'attacher à l'un des sommets e 1, · · · . er(A) de la branche de droite 

de l 'arbre A , oü e1 est la racine et ek est le sommet de niveau k, k = 1, · · · .r (A). 

On a /A'/ = n + 1. D 'autre part, soit ek le sommet qui a donné A' , alors r(A') = k + 1. 

L' opératem 7J étant valide, donc 7J(Y11 ) = Yn+l pour tout n ~ 1, et alors on a 

7J(Y) = U ?J(Yn ) = U ?J (Yn) ou encore Y = Y1 U 7J (Y). 
n2: 1 11 2 2 

La f p,o de ?J(Y) s'écrit : 

• 1 1 r(A) . /x L L s' (A lxiA 1 = L L i +1x''+ 1 = -. (F ( l ,x) - F(s.x) ). 
A EY A1E19(A) AET k= 1 1 - ..1 

ll faut remarquer que F ( 1. x) = [ :x" es t la f go de Y selon la taille seulement. 
!l EY 



On en déduit l'équation vérifiée par F : 

ou encore 

s2x 
F(s.x) = sx + -

1 
- (F(l ,x)- F(s ,x)), 
-s 

(xs2
- s + l )F(s ,x) = sx(l -s + s.F(l ,x)). 
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si xs2 - s+ 1 = 0 alors s = so(x) = l -~ et parsuite F(l ,x) =sa~~ 1 = xso = J -~. 

On reu·ouve la fonction génératrice des nombres de Catalan. 

Corollaire. Le nombre d'arbres planaires de taille n + 1 est é~a/ au n-ième nombre de 

Catalan C11 = n!l (~;~). 

Polyominos convexes 

Dans cet exemple on définit un opérateur ECO qui décrit une construction récursive de 

la classe c~ des polyominos convexes (section 1.1 .2). 

On partitionne cG" en quau·e sous-ensembles disjoints: Ch,Ca ,Cr et Cg. 

1. Cb contient les polyominos convexes ayant au moins deux colonnes, et tels que : 

(a) les deux cellules les plus en haut des deux colonnes les plus à d.roite,ainsi 

que d'auu·es cellules éventuellement, ont la même ordonnée qui est mmd­

male à u·avers le polyomino; 

(b) la cellule la plus en bas de la colonne la plus à d.roite,pa.rmi d' autres cellules 

éventuellement, a l'ordonnée minimale à travers le polyomino. 

2. Ca est l'ensemble des polyominos convexes tel s que: 

(a) la cellule la plus en haut de la colonne la plus à droite, et seulement elle, a 

1' ordonnée maximale parmi toutes les cellules : 

(b) la cellule la plus en bas de la colonne la plus à droite, possiblement avec 

d ' autres cellule , a l'ordonnée minimale parmi toutes les cellules. 
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3. C,. est l' ensemble des polyominos convexes pour lesquels. soit la cellule la plus 

en haut de la colonne la plu à droite a 1 ' ordonnée maximale, soit la cellule la 

plus en bas de Ja colonne la plus à droite a l 'ordonnée minimale, mais pas les 

deux en même temps. 

4. Cg contient les polyomi nos convexes pour lesquels les ordonnées des cellules la 

plus en haul et la plus en bas de la colonne la plus à droite ne sont ni maximale 

ni minimale à traver le polyorni no. 

(a) Cv 

-----
1 
1 
-- 1 

1 

1--
1 

1 

(b) Ca 

--" 
1 

1 
1 -- 1 

1 

(c) C,. 

--" 
1 

Figure 4 .3 : Partition de la classe des po lyo mi nos convexes 

(d) C8 

Opérateur : 

La classe ctf es t paramétrée par le dern.i -péri rnètre, somme des nombres de lignes et 

de~ colonne:> . On considère l'opérateur 19- qui effectue des expansions locales ~w- la 

colonne la plu. à droite du poJyornino convexe. 

Soit P E Cff de demi-périmètre n + 2, et ayant k cellules dans . a colom1e la plus à droite, 

l' opérateur 19- effectue les transformati ons suivantes : 

Pour i = 1, · · · , k . on colle à la colonne la plus à droite, entre ses deux extrêmités, 

une colo1U1e de longueur i. 11 y a k - i + 1 po. si bi lités, et donc cette opération produit 

1 + 2 + · · · + k polyominos de demi-périmètre n + 3. 
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En plus des opérati ons précédentes, '!J effectue des opérations supplémentaires selon la 

sous-classe du polyomino : 

• si P E Cb, alors '!J prolonge sa colonne la plus à droite d' une seule cellule, une 

fois par le haut et une fois en bas, ce qui produit deux polyominos; 

• si P E Ca, alors '!J prolonge sa colonne la plus à droite d'une seule cellule par le 

haut ; 

• . i P E C,., alors '!J prolonge sa colonne la plus à droite d 'une seule cellule par le 

côté de l' extrémité dont l' ordonnée est maximale ou minimale ; 

• l' opérateur '!J n'effectue aucune opérati on supplémentaire pour C8 . 

(3)b (1),. (l )g (1),. (2),. 

E§ E1f EtP EEb EW 
Efu ~ (4~ ~ 

Figure 4.4: L' opérateur '!J pour la classe Cb 

(3)a (1 ),. (l )g (1 ),. (2),. 

rn E±ft±PEfb@ 
~ ~ (4~ 

Figure 4.5: L'opérateur '!J pour la classe Ca 
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~r~ i i 
i i i 

Figure 4.6: L'opérateur 1'1 pour la classe C,. 

1'1 ____, 

,-­

'--

Figure 4.7: L' opérateur 1'1 pour la classe Cg 

i 

(3) 

On vérifie pour tous les cas possibles, selon la colonne la plus à droite, que tout poly­

omi oo convexe peut être construit par 1'1 d' une manière unique, et donc 1'1 est valide. 

Règle de succession : 

La définition de 1' opérateur tt dépend uniquement de la sous-classe Ca , a E {b. a , r, g} 

du polyonùno convexe considéré, e t de la longueur k de sa colonne la plus à droite. 

Donc on le représente par l' étiquette (k)i . On prend pour axiome (l )n , et on peut 
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v éli fier (Barcucci et al., 1999) que les productions de '!J sont comme suit : 

( k )~ y n (j)~-J+ l 
j = l 
k- 1 k .k+ l 

(k)r Y Il (i)g-; Il (j),. 
r J= l J= l 

k-2 k- - 1 k-1 
(k)a Y Il (i )g 1 Il (i)~(k)b(k + l )a 

J= l J = l 
k-2 k . l k- 1 

(k)b Y Il(})~- ;- Il (i)~(k)b(k + l )a(k + l )b 
j = l J= l 

où l ' exponentiation est utilisée pour représenter les répétitions. 

Donc la règle de succession de 1' opérateur '!J est donnée par les productions r et 

l ' axiome (1 )a. Larbre de génération correspondant est construit de la manière suivante : 

• la racine est étiquetée par ( 1 )a . 

• chaque nœud étiqueté par (k)i produit les fils dont les étiquettes sont données par 

la règle de success ion r . 

(l )a 

/~ 
(2)a (l )b 

/!~ / 1 ~ 
(l )r (1),. (2)b (3)a ( l )b (2)a (2)b 

D 

B~~rn 
~~ / 1 ~ 

SJ Eb EE § 1111 c:B CE 
Figure 4.8: Arbre de génération des polyorninos convexe: associé à l'opérateur '!J 
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Énumération : 

La construction donnée par l'opérateur 'IJ, et par la règle de succession associée, se 

traduit par des équations dont La . olution est la fonction génératrice des polyominos 

convexes selon le demi-périmètre. Pour les détails de la résolution on peut se référer à 

(del Lunga et al., 2004). La solution obtenue est donnée par : 

. x2 (1 - 6x + llx:! - 4x3 - 4x2J l - 4x) 
j(x) = (J - 4x)2 

4.2 Génération exhaustive par la méthode ECO 

On présente un algolithme pour la génération exhaustive des objets d ' une classe com­

binatoire, basé ur les règles de succession et adapté à un grand nombre de classes 

(Bacchelli et al., 2004). Cet algmithme est efficace dans le sens qu ' il coûte un temps 

amortj constant ( CAT) par objet généré. 

4.2.1 Présentation de l 'algorithme 

Lalgolitlm1e est un parcours préfixe de l' arbre de génération, jusqu 'à la profondeur 

désirée. Un objet du n-ieme niveau peut être représenté par le mot w = 1·~-" 1 · · · Wn , qui 

code le chemin correspondant à parti r de la racine, et dont les étiquettes sont dom1ées 

par la règle de succession. WJ. est donné par l'axiome, et 1-v; est un fils de w;_ 1, donc 

il prend l'une des valeurs données par la production ( w; _ t). Dans une instance du mot 

w, on dit que le terme w; est modifiahle lorsque sa valeur actuelle n' est pas la derruère 

parmi la li ste de ses valeurs possibles . 

L'algorithme se déroule comme suit : 

(j) li commence par initialiser w, de manière à ce que chaque terme Yr; , i > 1 prenne 



la première vaJeur engendrée par la production ( wi- L) . 

(ii ) Ensuite, il répète l'itération suivante : 
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• trouver le terme modifiable l·t:; d ' indice le plus grand po:sible, lui donner la 

valeur qui succède . a vaJeur actuelle dan. la production ( w;_ t), puis in itia­

li ser successivement les terme wj . j = i+ 1. · · · ,n à la première valeur de 

la production ( w,;- 1). 

(ii i) L' al gorithe se termine quand il n 'y a plus de terme modifiable dans 1v. 

Algorithme : 

1. Lire la règle de succession r et la profondeur de gé nérati on n. 

2. Initialiser le mot w = w 1 · · · w 11 comme suit : 

a) w1 prend la valem· de l ' axiome ; 

b) initiaJi ser successivement Wj , j = 2. · · · .n, à la première valeur, donnée 

par la production ( w j - 1) . 

3. Tant qu ' il y a un terme modifi able dans w fa ire 

a) trouver le terme w ; modifiable ayant le plus grand indice. 

b) mettre à jour wi et initialiser successivement w i , j = i + 1, · · · , n. 

4.2.2 Analyse de la complex ité 

Cet algorithme a été conçu par (Bacchelli eL al. 2004) qui ont montré que son temps de 

calcul est proportionnel au nombre d'objets généré . . n est dit de type CAT (de l' anglais 

constant amortized time). Elles ont montré qu ' il est efficace pom les ela.· es d'objets 

exponentie lles, dans le sens que le coüt amorti moyen par objet est constant. 

Soit Cn le coüt de génération des 1011 1 objets de taille n. 

Chaque objet de taille n se déduit d ' un objet de taille n - 1 en temps constant. donc 

C C + IO 1 et C 0 et par suite c" < I O~ I+ .. ·+IO" I 
11 = 11 - l 11 1 = • TOJ - jO,j · 
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Lorsque IOn l est exponentiel, IO/l l <X a11
, alors 1 ~·, 1 reste borné. 

RemaJque. Un algorithme de génération exhau:tive doit avoir la propriété CAT pour 

être considéré efficace. Dans la preuve de l'efficacité de l' algorithme présenté, il a été 

supposé que La classe d ·objets est exponentielle, mais on ne connaît pa.· à l'heure ac­

tuelle une condition nécessaire et suffi sante pour qu 'un ECO-système donne un algo­

rithme ayant la propriété CAT. 



CHAPITRE V 

GÉNÉRATION EXHAUSTiVE DES POLYCUBES-ARBRES 

Ce chapitre pré. ente un travail expérimental pour la génération exhaustive des polycubes­

arbre. multidimensionnels (Blondin-Massé et al. , 2017) sous la forme libre, une sous­

classe des polycubes du réseau hypercubique 'lf Un arbre de génération de ces objets 

est élaboré en s'inspirant de la méthode ECO. 

D' abord, pour chaque polycube-arbre fixe, on construit un arbre planaire étiqueté et 

ordonné qui le représente de manière unique, puis on définit un encodage de ces arbres 

par des chaînes de caractères. Cet encodage est utilisé pour définir une représentation 

canonique des polycubes-arbres libres, ce qui pe1met un stockage économique en mé­

moire des objets générés. 

Par la suite, on définit la structure de l'arbre de génération exhaustive par une procédure 

d 'expansion locale basée sur un parcours en largem de l' arbre canonique conespondant 

à l 'objet génératem. 

Enfin, une implémentation Java est réalisée pour les dimensions 2, 3 et 4, et exécutée 

sur un ordinateur portable ordinaire de 12Gb de RAM, et doté d ' un processeur core i5 

de 2GHz. Les résultats obtenus . om résumés à la fin du chapitre. 



68 

5.1 Défitùtions 

Un polycube d-dimensionnel (dé1ilù tion 1.2) est un ensemble fini connexe d'hyper­

cubes unitaires de "Zf Autrement dit, c'est un sous-gTaphe induit fini et connexe du 

graphe dual d 'adjacence des cellules de 'lf Si de plus le sous-graphe induit es t sans 

cycle, alors il est appelé polycube-arbre. Étant des polycubes particuli ers , les polycube ·­

arbres sont considérés .fixes ou libres. 

Une fe uille d ' un polycube-arbre est toute cellule ayant une seule cellule adj acente, 

et l' ensemble de toutes ses feuilles est appelé son fe uillage. Le nombre maximal de 

feuilles gue peut avoir un polycube-arbre d-dimensionnel de tai lle n est noté Ld (n). 

(Blondin-Massé et al. , 2017) ont donné des formules récursives pour L2(n) et L3(n), 

alors gue Ld(n) pour d > 3 reste inconnu à ce jour. Les d-polycubes-arbres dont Je 

nombre de feuilles est maximal sont dits pleinememfeuillus. 

1 1 1 

1_ - .!. - ,_ - !_ - J - -
1 1 1 
1 1 1 
r - -.---t--t--r - ., - - ~ 
1 1 

1- - -1----t--t--1--i - - 1 
1 1 
L _ 1 

1 
1 
r - +--+--t--1--i 
1 

t---t- - -1 

1 1 1 1 1 

L - .L - _l_ - '-- L - J - _ l 

(a) Polyomino-arbre (b) 3d-Polycube-arbre 

Figure 5.1: Polycubes-arbres 

5.2 État de l 'art 

Comme pour les polycubes d-di mensionnels. l 'énumération des polycubes-arbres reste 

encore un problème ouvert. Mais, l' amélioration continue des algorithmes et de la puis­

sance de calcul permettent de Les dénombrer pom des tailles de plus en plus grandes. 
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Soient Td (n) et td (n) les nombres de polycubes-arbres de taille n respectivement fixes 

et tibres . Leur latLX d 'accroissement limite s'éclit: 

Le.· derniers termes calculés à l'heure actuelle pour les dimensions 2, 3 et 4 sont : 

12(17) par David Radcliffe 2017 (OEIS Al31482), T2(44) par Iwan Jensen 2000 (OEIS 

A066158), rl (17) et T4 (lO) par Gill Barequet 2011 (OEIS A118356 et A191094). 

Quelques termes sont aussi calculés pour d'autre. dimensions. 

(Aleksandrowicz et Barequet, 2011) ont établi certains résultats asymptotiques pour 

Ad . Ils ont estimé et conjecturé que Ad = (2d - 3.5 )e + 0 ( 1/ d ) où e est le nombre 

exponentiel. 

(Madras, 1995) et (van Rensburg, 1992) ont établi les bornes suivantes sur Trt (n): 

où A , A' et 8 sont des constantes positives, et À() = AJ. 

5.3 Codage des polycubes-arbres 

La manipulation des objets considérés nécessite de défi1tir une notion de tri topologique 

sur leur classe, permettant d ' identifier chaque objet par une représentation qui lui est 

unique. Dans notre ca., on s' intéresse aux polycubes-arbres libres, et donc on choisit 

naturellement de les représenter par des structures d' arbres planaires. 

On définit d ·abord une représentation mùgue pour chaque objet fixe par un arbre pla­

naire étiqueté pour lequel on défi1ùt un codage par un parcours en profondeur que nous 

noterons CPP. Ensuite on choisit l ' un des objet fixes équivalents pour être laforme 
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canonique de l'objet libre conespondant. 

Pour définir un arbre planaire étiqueté, on a besoin d 'une racine, d'un étiquetage et d'un 

ordre sur les étiquettes. 

5.3 .1 Racine d 'un polycube-arbre 

U n polycube-arbre est un graphe non-orienté, connexe et sans cycles. Il est donc non­

enraciné, mais on peut lui définir une racine de manière unique : 

À chaque étape et tant que la taille de l 'arbre est > 2, on supprime toutes les feuilles. À 

la fin il reste ou bien un seul sommet, appelé centre de 1 'arbre, ou bien deux sommets 

adjacents appelés bicentre (Aldous et Wilson, 2000). 

Cette procédure prend un temps linéaire avec la taille de l' arbre. 

a) Arbre avec cenlre 

b) Arbre avec bicentre 

Figure 5.2: Définition de racines pour les arbres non-enracinés 

Si l' arbre admet un centre a loc on le choisit comme racine, sinon, on étend la notion 

de racine pour permettre un bicentre. 
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5.3.2 Étiquetage d 'un polycube-arbre fixe 

Un tel objet es t un sous-graphe induit de 7li , connexe et acyclique, donc chaque paire 

de sommets est reliée par un chemin unique. 

On considère l'alphabet A = {0, 1 2. · · · ,d,I ,2, · · · ,d} et l'ordre lexicographique sur 

A : 0 < 1 < 2 < · · · < d < T < 2 < · · · < d. 

On munit 'lli d'un repère orthonormé ( O,x1• • · · ,xd ). Pour tout couple (u. v) de som­

mets adjacents, il existe un unique k E { 1, · · · , d } tel que uv = ,?,. ou Ltv = -Xie. 

On dit alors que (u v) est un pas dans z d, et qu ' il est orienté vers le sens ksi û'v = Xi.: , ou 

ver. le sens k si ü:v = - _ik. On définit alors un étiquetage unique pour chaque polycube­

a.rbre fixe. de la manière suivante : 

• Si la racine est un centre, on lui dorme !"étiquette O. Si c ' est un bi centre alors 

l'étiquette de chaque extrémité est donnée par le sens du pas de l ' autre extrémité 

vers elle. 

• Pour tout sommet autre que la racine, son étiquette est donnée par le sens du 

dernier pas de l'unique chemin orienté menant de la racine vers lui. 

5.3.3 Ordre sur les sommets de l'arbre 

Si la racine est un bicentre, alors Jes deux extrémités sont ordonnées de gauche à droite 

selon l' ordre de leurs étiquettes (k < k). Les l'ils d ' un même sommet sont ordonnés 

de gauche à droite selon l'ordre lexicographique défini sur 1' alphabet A des étiquettes. 

Ainsi, pour chaque polycube-arbre fixe on a construit un unique arbre planaire étiqueté. 

Inversement, si un tel arbre est valide, alors il détenn.ine de manière unique la structure 

et 1' orientation de 1' objet représenté, et donc il représente un mtique polycube-arbre 

fixe. On en déduit que chaque objet est représenté de manière unique par un arbre 

planaire étiqueté. 
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L _ J. _ _, __ 1 _ _ .L _ J _ _ 1 bicentre 

5.3.4 Codage DFSE des polycubes-arbres fixes 

ï 

1/\\ 1\ 
1 2 3 2 I 3 

f) FS R provient de 1· anglais depth-first string encoding. On définit ce codage des arbres 

planaire étiquetés par des mot en effectuant un parcours en profondeur de 1' arbre à 

coder. 

En plus de l' alphabet de l 'étiquetage on utilise le symbole ' :'pour désigner un retour 

en arrière, le symbole '=' pour séparer les deux parties du code dans le cas de bicentre. 

et le symbole · # ' pour représenter la fin de la chaîne de caractères qui code 1' arbre. On 

étend l'ordre lexicographique de l 'alphabet à ces symbole de la manière suivante : 

' : · < '=' < '#' et ces trois symboles sont plus grands que tous les symboles de l'alpha­

bet. 

Le parcoms en profondeur débute à la racine. Dans le cas d ' un cenu·e, on ajoute à la 

fin de la chaîne obtenue le symbole '# ' et c 'est le code DFSE de l ' arbre. Dans le cas 

d 'un bicentre, on supprime l'arête qui relie ses extrémités et on effectue un pareo ms 

en profondeur de chacun des deux arbres qui en ré. ultent. Ensuite, les deux chaînes 

obtenues sont concaténées dans l 'ordre de lems racines et séparées par le symbole '=' . 

On ~oute à la fin le symbole de fin '#' et c'est le code DFSE. 

Cette consu·uction est une adaptation d 'une construction donnée par (Chi et al. , 2004 ), 

qui ont énoncé le lemme suivant, en appelant arbre valide tout arbre planaire étiqueté 

associé à un polycube-arbre fixe . 
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1 
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(a) 0112 :2 :::221 : 2 : Ï :::~ - ~ - - __ ; _ _ __ 
1 : 2# ~ - ~ - _: __ :_- ~- ~- _: (b) 11 : 2: 3 : 2 = 11 : 3# 

Figure 5.4: Code DF SE de polycube-arbre fixe 

Lemme 5.1. Le code DFSE d'un arbre valide est unique et le détermine de manière 

unique. 

En d'autres termes, chaque arbre valide possède un code DFSE unique, et ce code ne 

peut être associé à un autre arbre valide. 

Preuve. L'unicité du code d'un arbre valide est assurée par l'unicité du parcours préfixe 

d'un arbre planaire étiqueté et ordonné. 

Inversement, considérons le code DFSE d'un arbre valide, on montre alors dans ce qui 

suit que ce code détermine cet arbre de manière unique, en prouvant que sa structme 

détermine de manière unique la racine de l'arbre ainsi que la liste ordonnée des sous­

arbre.· qui lui sont attachés. En effet, deux cas se présentent pour la structme du code : 

(i) il e t de la forme Oa1 · · · : a2 · · · : · · · ak · · · f3# où ai , f3 sont des symboles de 

l ' alphabet, différents de 0, ai < ai 1 1 , k ~ 2d 

Dan. ce cas, la racine est un centre étiqueté par 0, et on partitionne la chaîne de 

la manière suivante : Ol a1 · · · : 1 a2 · · · : 1· · ·1 ak · · · /3 1# 

• la première sous-chaîne est réduite au symbole 0 

• on répète l' opération suivante tant que possible : 

La sous-chaîne comante commence au symbole a i qui suit la sous-chaîne 

précédente, et elle est la moin longue possible qui contient le même nombre 

de symbole. · :' que de symboles de l'alphabet A. La demière sous-chaîne 
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se termine juste avant le symbole de fin '# '. 

• pour chaque sous-chaîne trouvée, on supprime les symboles' :' situés à la 

fin. 

Chaque sous-chaîne obtenue représente un parcours en profondeur d ' un arbre 

planaire ordonné, il est donc unique, et on a une suite finie et ordonnée de sous­

arbres uniques, avec la racine qui est unique, ils forment un arbre unique. 

(ii) si le code n'est pas de la forme précédente alors il doit être de la forme as = 

as'# où a E { 1. · · · , d} et s et s' des chaînes telles que Os# et Os'# sont 

du type (i). Dans ce cas. la racine de l'arbre est (a , a ), donc elle est unique, et 

d 'après (i) , s et s' détenninent des sous-arbres uniques et dans un ordre bien 

déterminé. 

(i ) et (i i) prouvent que chaque arbre valide est caractéri sé de mani ère unique par son 

code DFSE. 

Remarque. On déduit de ce lemme que chaque polycube-arbre fixe est caractélisé de 

manière unique par le code DF SE de 1' arbre valide qui lui est associé. 

5.3 .5 Forme canonique DFCS des p olycubes-arbres libres 

[)FCS e.·t l'acronyme de depth-first canonical string. Notre objectif étant de réaliser 

une génération exhaustive des polycubes-a.rbres libres. il est donc néces aire de définir 

un codage pour cette classe d'objets. Rappelons que deux polycubes fixes sont équiva­

lents lorSlJU ïls sont identiques à translation, rotation et réflexion près (définition 1.2), 

et qu'un polycube libre est une classe d' équivalence de polyc ubes fixes. Alors pour 

chaque polycube-arbre libre on choi sit l 'un de ses représentants fixes comme représen­

tant canonique, et le code correspondant est appeléjonne canonique DFCS. 

D 'abord on étend l'ordre lexicographique déllni sw· les symboles, aux chaînes comme 

. uit :pour deux chaînes différentes, on compare successivement à partir de la première 
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position, les symboles de même indice, et le premier plus petit que l'autre détennine 

la chaîne la plus petite . Cet ordre est total, et donc parmi les représentants fi xes d' un 

objet libre, un seul possède le code DFSE le plu. peti t. C ' es t donc lui le représentant 

canonique, et son code est la forme canonique de l ' objet libre(fi gure 5.5). Donc, à partir 

d ' un représentant quelconque de l' objet libre, on doit énumérer ses autres représentants 

et comparer leurs codes . Pour ce faire, on applique successivement à ce représentant 

tous les éléments du groupe Bd de symétries de l 'hypercube de dimension d. Pour des 

détails sur ce groupe, et en particuli er sur le nombre de ses é léments IBdl = 2dd!, on 

pourra consulter (Braake, 1984) et (Lunnon, 1972). 

~ [j=D ~ 
22 = 21# 11 = I 2# 2I = 22# 12 = ÏÏ# 

Ef tm cB 
21 = 22# ll = l 2# 22 = Ï l# 12 = IT# 

Figure 5.5: Forme canonique d ' un polyomino-arbre libre 

5.4 Arbre de génération 

Dans cette section, on introduit un algorithme pour la génération exhaustive des polycubes­

arbres libres basé sur une structure d' arbre de génération. Il produit récursivement, et à 

chaque étape, tous les objets d' une taille donnée k > 1 à partir de ceux de la tail le qui 

précède k - 1. L' ensemble de départ contient le seul objet de tai lle 1. 

La structure de l' arbre de génération, ainsi que la procédure d 'expansion locale sont 

extraites et adaptées à pa1tir d'un algorithme dû à (Chi et al. , 2004) qui l ' ont conçu 
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pour l'extraction de sous-arbres fréquents dans tine base de données d 'arbres. 

5.4.1 Structure de l'arbre de génération 

Pour construire un arbre de génération, l ' idée principale est de définir un parent unique 

pour chaque objet. Pour ce faire , la technique adoptée consiste à enlever à chaque objet 

une feuille particulière. Pour un arbre planaire. la profondeur d ' un sonunet est la lon­

gueur de l'unique chemin le reli ant à la rac ine, le niveau d ' indice p e. t l' e nsembl e des 

sonm1ets de profondeur pet la hauteur de l ' arbre est l"indice du niveau le plus élevé . 

Chaque objet étant représenté de manière unique par sa fonne canorüque DFCS et par 

1· arbre canonique correspondant, donc chaque sommet de cet arbre désigne une cellule 

particulière de l ' objet. On s ' intéresse à la cellule associée à la feuille la plus à droite 

du dernier tüveau, qu ' on appelle la dernière feui lle de l'arbre. En en.levant cette cellule 

on obtient un parent utüque de 1' objet. Donc chaque 1-ù veau de l'arbre de génération 

co ntient tous les objets d ' une taille donnée, et le parent de ch acun d'eux s'obtient en 

supprimant la dernière feui Ile de son arbre canonique . 

5.4.2 Opérateur d 'expansion locale 

On veut définir un opérateur 'lJ sur la classe des polycubes-arbres libres qui permet de 

construire l 'arbre de génération, défitü au paragraphe précédent. niveau après niveau 

jusqu 'au niveau désiré, et celà sans on-ùssion ni redondance. La structure de cet arbre 

exige que les enfants d "un objet soient produits e n lui ajoutant une cellule dans un 

empl acement particulier, de façon que la feuille correspondante dans l'arbre canonique 

soit la dernière feuille. 

Soit un polycube-arbre libre quelconque P, donné par sa forme canoL-ùque DFCS. Les 

emplacements où 1· on peut ajouter une cellule à P sans créer de cycle, afin de produire 
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un polycube-arbre, forment la bordure de l'objet P. 

On construit 1 'arbre canonique A associé à P, ainsi que son représentant canonique, qui 

est un polyc ube-a.rbre fixe implémenté par un tableau multidimensionnel M qui englobe 

L'objet et ·a bordure. Une cellule ajoutée à un emplacement de la bordure se traduit au 

niveau de r arbre canonique par une feuille bien déterminée. Parmi les emplacements de 

la bordure, ceux qui produisent les successeurs de 1' objet P par l'opérateur d 'expansion 

locale i1 , sont appelés les emplacements actif<;. Autrement dit, un emplacement de la 

bordure de P est un emplacement actif si et seulement si la feuille correspondante dans 

l 'arbre canonique A est la dernière feuille de P. 

Par constructi on de l ' arbre canonique, l'inserti on d' une feuil le dans un emplacement 

associé à la bordme et tel que le sommet auquel elle est attachée ne soit pas dans le 

dernier niveau de l ' arbre, donne l ' arbre canonique de l 'objet produit. Et donc pour que 

cette feuille ajoutée soit la dernière feuille de l' arbre, il faut que son parent soit dans 

l' avant dernier niveau. le nœud interne le plus à droite ou l 'une des feuilles situées à 

sa droite. Cependant, si la feuille est attachée à un sommet du dernier niveau alors la 

structure de l' arbre qui en résulte n 'est plus va lide, du fai t que la natme de la raclne est 

changée, et il faut donc consolider et canoniser l 'arbre pour obtenir l 'arbre canonique 

de l' objet produit. Enfin il faut vérifier au niveau de cet arbre canonique si la feuille 

ajoutée est sa dernière feuille, auquel cas 1 'emplacement est actif et 1 'objet produit est 

accepté. 

Pour résumer, les emplacements actifs se trouvent dans les deux derniers niveaux de 

l' arbre canonique parmi les emplacements suivants, qu ' on appelle emplacem.ents ad­

missibles : dans un parcours en largeur de l' arbre, on détermine le dernier nœud interne 

et les feuille. qui suivent. Pour chacun de ces sommets on détermi ne à l' aide du ta­

bleau M les emplacement. · de la bordure qui lui sont adjacents. C'est l'ensem ble des 

emplacements admissibles . 
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TI reste à reconnaltre les emplacements actifs parmi ces emplacements admissibles : 

(i) Tous les emplacements admissibles de l' avant demier niveau de l'arbre cano­

nique sont des emplacements actifs, puisque l ' inse11ion d ' une feuille dans l 'un 

de ces emplacements donne l'arbre canonique de l'objet produit où la feuille 

ajoutée est la demière feuille. 

(ii) Pour les emplacements admissibles du dernier niveau, on construit 1 ' arbre cano­

nique de l' objet produit et on vérifi e si la feuille ajoutée est sa dernière feuille , 

auquel cas l'emplacement est actif et l'objet produit est accepté, sinon il est re­

jeté . 

Exemple 5.1. Cet exemple donne une illustration de l' application de l'opérateur tt à 

un polyomino-arbre libre donné par . a forme canonique DFCS égale à 011 : 2 :: I : 22# 

D'abord il faut construire son arbre canonique A ainsi que son représentant canonique 

M qui est un tableau de dimension deux . La recherche des emplacements acti fs s effec­

tue en trois étapes (Figure 5.6) : 

i) La détermination de la bordure de l ' objet se fait en même temps que la construc­

tion du tableau M (couleur jaune). 

ii) Parmi le · cellules de la bordure il fau t déterminer celles qui forment les empla­

cements admissibles. Pour ce faire, on effectue un parc oms en largeur de 1' arbre 

canonique A pour déterminer le dernier nœud interne dans ce percours ai nsi que 

les feuilles qui suivent (cou leur verte au niveau de l'arbre). Alors les cellules 

de la bordure qui sont adj acent. à t'un de ces sommets sont les emplacements 

admissibles (distinguées par le symbole adm). 

iii) Les emplacements adrnissib les qui . ont adjacents à des sommets de l' avant der­

nier niveau de 1· arbre canotùqne sont des emplacements actifs. Pour les autres . il 

faut construire l ' arbre canonique de l'objet produit et vérifier si la feuille insérée 

es t sa demière feuille, auquel cas l' emplacement est actif et l' objet produit est 

accepté, . inon il est rejeté. Dans l' exemple il y a un seul emplacement actif (en 



rouge) , et donc l' objet considéré génère un seul successeur par l ' opérateur 19- . 

Il faut bien remarquer que : 

{Rmplacements actifs} c {Rmplacements admissibles} C Rordure. 

M 
r ----~ ----T--- --- - r----, 

1 
1 1 

1 1 1 
L ____ t _ _ l. __ _ 

1 1 
l 

A 1 
_ ___ L ___ ..J 

1 0 

/ 1 2 

1 0 l adm
1 

1 1 

i adm 1 
1- --- -1-- - -- -- t---1- -- -- '- -- -~ ci~ 

1 
: 1 adm 2 
r- - - -~ 

1 

ï 0 

2 

1 l 
1 1 

adm : 1 : 
~ - -- -r----~ 

1 
1 
1 

l _ _ - - ..1 - - - - L - - - _1 

(a) Objet source: 01 1 : 2 :: Ï : 22# 

1 1 

2 1\ 1\ 
1 1 

2 I 

1 

2 

(b) Objet produit: I l : 22 = ÏÏ : 22# 

Figure 5.6: illustration de l'opérateur 19-

2 

1 

2 
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Conclusion. L'opérateur d' expansion locale 19- de la procédure précédente est valide. 

En effet il vérifie les deux conditions de la proposition 4 .1 : 
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--- -----------------------------------

1. Tout objet de taille n + 1 > 1 possède un parent. En effet, si on lui enlève la der­

nière feuille alors on obtient un objet de taille n, et l 'emplacement de la feuille 

enlevée devient un emplacement admissible pour l 'expansion, et puisque l'opé­

rateur if considère tous les emplacements admissibles alors on retrouve obliga­

toirement l' objet de départ. On a donc if( D'11 )= 0 111 t 

2. Pour chaque objet, l ' arbre canonique correspondant et sa dernière feuille sont 

uniques. et donc il possède un parent unique. 

Remarque. L'effi cacité de l'opérateur 1~ est à améliorer à deux niveaux : 

1. La découverte des emplacements actifs du dernier niveau n'est pas efficace puis­

gu ' il faut vérifier pour chaque emplacement admis. ible s' il es t actif. 

2. Si un objet admet une symétrie alors le symétrique d 'un emplacement actif est 

un autre emplacement acti f qui produit le même objet. Donc les successeurs d 'un 

objet ayant des symétries sont produits avec des répétitions. 

5.5 Résultats obtenus 

L"algorithme est implémenté pour les dimensions 2 . 3 et 4. Une structure d' arbre 

2d-aire est utilisée pour les arbres canoniques et un tableau multidimensionnel pour le 

représentant canonique de l'objet considéré. 

Les objets de chaque niveau de l' arbre de génération sont conservés dans un tableau 

associatif dont les clés sont les formes canoniques OFCS de type chai ne de caractères, 

et dont les valeurs sont des entiers qui représentent les nombres de fe uilles des objets. 

Pour chaque itération de l' al gorithme, deux tableaux sont utili sés : l'un doit conteni r 

tous les objets d' une taille donnée, appelé niveau source, et l' autre pour contenir les 

objets produits, appelé niveau produit . La structure tableau associati f est choi sie pour 

éliminer les redondances des objets qui pourraient être produits plusieurs foi . . À la !i n 

de chaque itération, le niveau produü est emegistré dans un fichi er texte, et devient le 
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niveau somce pour J'itération suivante. 

L'explosion exponentielle du nombre d'objets de taille donnée limite le niveau attei­

gnable, par défaut de mémoire et au si par le temps d'exécution qui devient rapi­

dement énorme. Les tableaux suivants résument les résultats d ·énumération obtenus. 

Pour chaque taille n on donne re. pectivement le nombre de polycubes-arbres libres, 

le nombre de ceux qui sont pleinement feuillus (section 5.1) et le nombre maximal de 

feuilles Ld ( n). dont l'expression est connue dans le cas des dimensions 2 et 3 (Blondin­

Massé et al., 20 17). Il faut remarquer que l' algorithme produit effectivement les objets 

énwnéré.- , mais on présente seulement leurs nombres. 

Remarque. On trouve dans la littérature plusieurs travaux d'énumération des polycubes­

arbres multidimensionnels, mais ils s' intéressent surtout à la forme fixe de ces objets, 

alors que dans ce travail ils sont énumérés sous leur forme libre. Pour la dimension 2. 

ils sont énumérés jusqu 'à la taille 16 (on trouve dans la littérature des valeurs jusqu 'à 

la taille 17). Pour les dimensions 3 et 4, des termes sont calculés jusqu 'à la taille 12 et 

la taille 11 respectivement, mais aucun calcul précédent n'est trouvé pour ces tenues. 
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Tableau 5.1: Pol yominos-arbres libres 

Tai lle n Polyominos- Pleinement feuillus L2(n) 
arbres libres 

1 1 1 1 
2 1 1 2 
3 2 2 2 
4 4 1 3 
5 11 l 4 
6 27 2 4 
7 83 12 4 
8 255 3 5 
9 847 1 6 
10 2829 6 6 
Il 9734 74 6 
12 33724 11 7 
13 118245 2 8 
14 416816 21 8 
15 1478602 408 8 
16 5267171 40 9 
17 - 4 10 
18 - 76 10 
19 - 2053 10 
20 - 148 11 
21 - 11 12 
22 - 279 12 
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Tableau 5.2: 3d-Polycubes-arbres libres 

Taille n 3d- Pleinement feuillus L:~ (11 ) 
Polycubes-
arbres libres 

1 1 1 1 
2 1 1 2 
3 2 2 2 
4 6 2 3 
5 21 2 4 
6 91 1 5 
7 484 1 6 
8 281 7 4 6 
9 17788 100 6 
10 116741 42 7 
11 788081 16 8 
12 5414701 3 9 
13 - 1 10 
14 - 31 10 
15 - 1 11 
16 - 989 11 
17 - 164 12 
18 - 17 13 
19 - 2 14 
20 - 384 14 
21 - 10 15 
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Tableau 5.3: 4d-Polycubes-arbres libres 

Taille n 4d- Pleinement feuillus L4(n ) 
Polycubes-
arbres libres 

1 1 1 1 
2 1 1 2 
3 2 2 2 
4 6 2 3 
5 24 3 4 
6 122 2 5 
7 838 2 6 
8 6759 1 7 
9 61600 1 8 
l ü 600875 6 8 
11 6139448 602 8 
12 - 324 9 
13 - 148 10 
14 - 48 11 
15 - 16 12 
16 - 3 13 
17 - 1 14 
18 - 186 14 
19 - 30 15 
20 - 6 16 
21 - l 17 



85 

/ 

~ 
011:2:3:~::12:3:1:~::~2:~:J_# 

1 
Figure 5.7: 3d-Pleinement-feuillu de taille 15 





CONCLUSION 

Les problèmes relevant de la combinatoire énumérative sont en général des problèmes 

difficiles à aborder. Ce1tains d'entre eux sont connus depuis longtemps, comme celui 

de l'énumération des chemins auto-évitants, des polygones et des polyominos dans les 

réseaux réguliers elu plan, ou celui de l'énumération des polycubes multidimensionnels 

en général. Ces derniers sont d'une importance grandissante et ont suscité un intérêt 

particulier des chercheurs du fait de leurs liens avec de nombreux domaines, tels que 

1' analyse des algorithmes et des structures de données, la physique stati stique et la 

biologie computationnelle. Mais, malgré toute cette motivation, ces problèmes sont 

encore ouverts. Sauf que les cadres thé01iques élaborés pour trai ter ces problèmes ainsi 

que les techniques utilisées ne cessent de progresser et de se multiplier, ce qui a permis 

des résolutions partielles à travers l'exploration de sous-clas. es de plus en plus variées. 

L'un des progrès importants réalisés récemment concerne les méthodes récursives, avec 

l'objectif clair de l'unification des formali ·mes théoriques er de l'élaboration d'outils 

systématiques pour l' étude de ce1iaines classes combinatoires . Ce mémoire se situe à 

ce niveau, et forme une exploration de l'essentiel de ce progrès sans rentrer beaucoup 

dans les détails, pour trois approches principales de la méthodologie récursive, à savoir, 

la méthode symbolique, les granm1aires d'objets et la méthode ECO. 

La méthode symbolique, développée par F. Flajolet en 2009, est une approche algé­

brique unifiée qui fournit une collection de règles simples et générales, servant de 

mécanisme de traduction systématique et complètement formel entre les constructions 

combinatoires er les opérations sur les fonctions génératrices, qui encapsulent l'infor­

mation exacte sm les suites de dénombrement des classes conespondantes. 
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Les grammaires cl ' objets ont été introduites par (Du tom et Fedou. 1998) dans le but 

d 'étendre la notion de grammaires des mots aux objets combinatoires . Cette approche 

est fondée sur la même idée de déduire des propriété. combinatoires à partir de des­

criptions récursives des objets. Elle consiste à construire les objets d' une classe à partir 

cl ' objets plus petits, moyennant des opérations de composition , le plus souvent expri­

mées sous forme de dessins. Par la suite, lorsque la grammaire d'objets es t complète 

et non-ambiguë, on est assuré que tous les objets de la classe sont engendrés sans re­

dondance ni omission, garanti ssant ai nsi un coût de calcu l amorti constant (CAT) par 

objet généré, ce qui est considéré efficace pour les algorithmes de génération exhaus­

tive. D·autre part. en appliquant des valuations, les grammaires d' objets se traduisent 

directement par un système d 'équations vérifi é par la fo nction génératri ce de la classe 

énumérée. De cette manière. les grammaires d ' objets permettent la résolution systéma­

tique de nombreux problèmes d 'énumération. 

Une autre technique intéressante qtù fait partie de la méthodologie récursive est lamé­

thode t-'CO introduite par (Barcucci et al. , 1999). Elie construit chaque objet en faisant 

grandir localement un objet plus petit, et souvent l 'opérateur d ' expansion locale dé­

finit une construction récursive décrite par une règle de succession qui se traduit par 

des équati ons fonctionne lles sur la fonction génératiice de la classe énumérée. De plus, 

lorsqu 'elle est appliquée à des classes exponentielles . la méthode ECO fournit un algo­

rithme efficace de type CAT pour la génération exhaustive d'objets combinatoires. 

La contribution de ce mémoire est l ' app lication de la méthode ECO pour l 'énumération 

et la génération exhaustive des polycubes-arbres libres de dimensions 2, 3 et 4 respec­

tivement. Le. rés ultats obtenus confirment la simplicité de la méthode qui repose sur 

un opérateur généralement intuitif, ainsi que son efficacité du fait de la génération de 

chaque objet une seule fois et en temps amorti constant. Enfin il faut remarquer que ce 

travai l pouna être amé li oré par la construction d ' un opérateur mieux adapté à la classe 

des polycubes-arbres libres, et aussi par la conception d' algorithmes 1nieux optimisés. 
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