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Un arbre planaire est une arborescence pour laquelle les fils de chaque nceud interne
sont ordonnés entre eux. Donc ¢ peut étre spécifiée récursivement par ¥ = 2 x Seq(¥)
qui se traduit par 1’équation fonctionnelle suivante pour sa fgo : g(z) = —l—_—?a. La
résolution de cette équation quadratique donne g(z) = § (1 — /T —4z).

Puis le développement en série entiere donne

1
n

glz)=Y,

n>1

2n—2
(nn—l )z" =24+22+28 +5 +142° + 425+ -

On reconnait ici les nombres de Catalan (OEIS A000108) :

1 (2n
=G 21 ot Cy=—— .
gn n 1p0ur n_ 0 n n+1(n)
Considérons maintenant sur la classe ¢ le parametre ¥ qui donne le nombre de feuilles
pour chaque arbre planaire, et notons 40 = (%4, x). La fgo associée a4 49 s’écrit :
glzu) = ¥ gu " ob €n, est le nombre d’arbres planaires de taille # et ayant [
nl>0

feuilles.

A partir de la spécification précédente & = & x Seq(#), on déduit la spécification

suivante de %0, en distinguant les feuilles des autres sommets :

90— Fu+ 2 x Seq>1(4°).

:g(z,u (*)

ce qui se traduit par 1’équation fonctionnelle : g (z,u) = zu+ = e

En résolvant I’équation quadratique associée a (*), on obtient :

g(z.u) = -;— (1 + (u— l)z—\/l—z(u+1)z+(u—1)222) )

Le développement en série de g (z,u) par rapport aux deux variables z et u, donne 1’ex-

pression des termes g, ;. Mais on peut aussi utiliser la formule de Lagrange-Biirmann
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rappelée ci-apres, on peut consulter () pour une démonstration, qui permet de détermi-

ner I’expression des termes g, ; 2 partir de I’équation (*) de manire plus directe :

Théoréme 2.5 (Formule de Lagrange-Biirmann). Soir ¢(z) € C[z] telle que ¢n # 0.

Alors I'équation y(z) = z¢ (y(z)) admet une solution unique y(z) € C[z] donnée par :

=|>~

2"y () =

[ - ] 0" (y) pour tous entiers positifs n et k.

Dans notre exemple ¢(y) = u+ T)—_) ce qui donne pourn>2et0</<n:

= [ st =[] (107 (w22 ))
SOr5) 062 -6
On remarque que les termes g,; sont les nombres de Narayana N(n — 1,l) (OEIS

A001263).

Exemple 2.10. Dans cet exemple on considere la classe J# des arborescences non-
étiquetées. Une arborescence (Définition 1.3) est un arbre enraciné sans structure d’ordre
sur les fils d’'un méme nceud interne. C’est donc une racine 2 laquelle est attaché un
multi-ensemble d'arborescences.

Donc 5 est constructible par la spécification récursive : H#° = 2° x Mset(H’) qui se

traduit par I'équation suivante :

h(z) = zExp[h](z) = zexp ( (z)+—= (ZZ) ) g

Il n’y a pas de solution explicite pour cette équation, mais les termes h, peuvent étre

calculés récursivement (OEIS A000081) :

h(z) = 2422 +2° +42* +92 + 2028 + 487 + 1158 + -~
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CHAPITRE TIT

GRAMMAIRES D’OBIJETS

Dans ce chapitre, on introduit une méthode d’énumération combinatoire basée sur les
grammaires d’objets. Ce sont des descriptions récursives des objets, inspirées de la
théorie des langages, et souvent décrites par des schémas. Il s’agit d’une approche si-
milaire a la théorie des espéces de Joyal et a la méthode symbolique de Flajolet, per-

mettant une résolution systématique de nombreux problemes d’énumération.
3.1 Généralités et définitions

On se donne une famille d’ensembles d’objets &

Définition 3.1. On appelle opération d’objets dans & toute application

O:Eyx--xEg—E ot keN'etEE & pouri=1,--.k

Une opération d’objets décrit la construction d’un objet a partir d’autres.

Définition 3.2. Un arbre d’opérations d’objets A sur un ensemble £ € & est un arbre

planaire étiqueté, défini récursivement comme suit :

e ou bien A est réduit & une feuille (Définition 1.3) étiquetée par un élément de £,

¢ ou bien la racine de A est étiquetée par une opération d’objets
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¢ : Ey x--- x Ep — F et possede k fils ordonnés, tels que le sous-arbre issu du .

i-tme fils est un arbre d’opérations d’objets sur E; pouri=1,--- ,k.

Dans un arbre d’opérations d’objets les nceuds internes sont étiquetés par ces opéra-

tions, alors que les feuilles sont étiquetées par des objets.

Définition 3.3. Soit A un arbre d’opérations d’objets sur un ensemble £.

1. On appelle expression d’objets de A, et on note expr(A), la concaténation des
étiquettes de A dans I’ordre préfixe.
2. On appelle évaluation de A, et on note eval(A), I’objet de E défini récursivement :
e si A est réduit 2 une feuille étiquetée o, alors eval(A) = o.
On a aussi expr(A) = o.
¢ sinon, soit ¢ I’étiquette de laracine de A et A).- -+ ,A; ses sous-arbres, alors
eval(A) = ¢ (eval(A1),-- - ,eval(Ap)).
Dans ce cas on a expr(A) = ¢expr(A))---expr(Ay).

Remarque. L’ expression d’un arbre d’opérations d’objets est un mot sur des symboles

d’objets et des opérations d’objets, alors que son évaluation est un objet.

Exemple 3.1. Ci-apres quelques exemples d’opérations d’objets définies sur certaines

classes d’arbres et sur les chemins de Dyck :
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a an ke a2
arbres planaires Fqp 1 A e

arbres binaires complets Egp. b1 A Abz p , b1 Abz

7]
arbres 1-3-aires E,;3 A A A e———1 m
a a a

ay az; as

Vi V2
LI ——— AN o LN
chemins de Dyck Ecd{ ¥
NN N s LN N

Remarque. En général, une opération d’objets peut étre définie sur des classes d’objets

différentes, et ainsi associer des objets de natures différentes. Mais le plus souvent on

se restreint & une seule classe d’objets.

Exemple 3.2. Une opération d’objets sur les polyominos parallélogrammes Ep), :
Un polyomino parall€logramme (pp) est défini par un couple de chemins composés

uniquement par des pas Nord et Est, et ne se coupant qu’a leurs extrémités.

5
7 B
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¢1: Epp — Epp , est une extension vers 1’ouest. Elle prend en argument un polyomino
parallélogramme et lui colle une cellule & I’ouest de la cellule du bas de la premiere

colonne.

@ : Eyp — Epp , est une extension vers le sud. Elle prend en argument un polyomino

parallélogramme, et lui ajoute une cellule en bas de chaque colonne.

@3 : Epp X Epp — Epp, est un collage asymétrique. Elle prend en argument deux poly-
ominos parallélogrammes, applique ¢, au premier, puis les colle de facon a ce que la
cellule du haut de la derniere colonne du premier objet coincide avec celle du bas de la

premiere colonne du deuxiéme objet.

Exemple 3.3. Un arbre A d’opérations d’objets sur Ep, et son évaluation eval(A) :

M
¢
¢ ¢
| A |
01 0 03
T I H:I Le pp résultat de eval(A)

Définition 3.4. (Dutour et Fedou, 1998)

Une grammaire d’objets est un quadruplet G =< £..7,4,S > o

e & = {E;} est une famille finie d’ensembles d’objets.

o 7 = {Tg;} est une famille finie de parties finies des ensembles d’objets £;. Les
objets de Tg, sont appelés les terminaux.

e & est un ensemble d’opérations d’objets dans &

e S est un €élément désigné de £, appelé axiome.
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Remarque. Le nombre d’ensembles d’objets E; de & est appelé la dimension de la

grammaire. Parfois on omet de préciser I’axiome § de la grammaire.

Exemple 3.4. Deux grammaires d’objets de dimension 1 :

G = <{Epp}»{{D}},{¢l’¢2}*Epp> et G = <{Epp}-{{l:l}}-{¢1,¢2a¢3}vEpP>'

Définition 3.5. Soit une grammaire d’objets G = (&. 7, F?), et soit E € &.
On appelle arbre de dérivation de G sur E, tout arbre d’opérations d’objets sur E dont
les nceuds internes sont étiquetés par des opérations d’objets de &2, et les feuilles éti-

quetées par des objets terminaux.

Exemple 3.5. Le polyomino parallélogramme (pp) de I’exemple 3.3 est engendré dans

la grammaire G, précédente par I’arbre de dérivation suivant :

)

|
/\
| /\
| /\

i Le pp engendré par I’arbre de gauche

On note &/; I’ensemble des arbres de dérivation de G, et Eg I’ensemble des expressions
d’objets associées. Un objet est dit engendré dans G par £ lorsqu’il est le résultat de
I’évaluation d’un arbre de dérivation de G sur E. L’ensemble des objets engendrés dans
G par E est un sous-ensemble de E, noté &(E). En particulier si S est I’axiome, on dit

que O;(S) est ’ensemble d’objets engendré par G.

Remarque. En général O(E) C E et en particulier 6(S) C S.
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Définition 3.6. Lorsque Og(E) = E pour tout E € &, on dit que la grammaire est

complete.

Exemple 3.6. La grammaire G, de ’exemple 3.4 est complete, alors que G| ne I’est
pas. G, est compléte, en effet :

Soit O un polyomino parallélogramme (pp) non réduit a une seule cellule. Si sa pre-
miere colonne, celle de gauche, contient une seule cellule alors il peut &tre construit en
supprimant cette cellule puis en appliquant ¢; au pp qui en résulte. Sinon, sa premiére
colonne contient au moins deux cellules. Dans ce cas on définit pour chaque paire de
colonnes adjacentes, la longueur d’adjacence qui est le nombre de c6tés communs (ou

encore le nombre de cellules de 1'une collées a I’autre). Il y a alors deux cas possibles :

(i) sil’objet O contient au moins une paire de colonnes adjacentes de longueur d’ad-
Jjacence égale a 1, on consideére la premicre, et alors on sépare O en deux pp conte-
nant chacun I’'une des deux colonnes de cette paire. Celui de gauche a toutes ses
longueurs d’adjacence > 2, et donc il peut étre construit par ¢». Alors. O peut
étre obtenu par ¢;.

(i) sinon, ou bien que O est réduit a une seule colonne de taille > 2, ou bien que

toutes ses longueurs d’adjacence sont > 2, et dans les deux cas il peut &tre obtenu

par ¢,.
Donc &, (Epp) = Epp.

G| n’est pas complete, en effet :

En partant d"une cellule et en appliquant uniquement les opérations ¢; et ¢, 1a premiere
application de ¢, ajoute une cellule en bas de chaque colonne, y compris la derniere.
Donc pour construire un objet O ayant deux colonnes dont la premiere contient plu-
sieurs cellules et la derniére ne contient qu’une seule, il ne faut pas appliquer ¢,. Mais
I’application répétée de ¢; construit un objet a une seule ligne, et donc on ne peut pas

dériver I’objet O par ¢, et ¢, uniquement : Og, (Epp) S Epp.
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Si on ne tient pas compte de I’ orientation, alors &g, (Epp) coincide avec I’ensemble Ey
des diagrammes de Young. lesquels sont des collections finies de cellules, organisées en
rangées empilées les unes sur les autres dans 1’ordre croissant des longueurs, et alignées
a gauche. Ces objets combinatoires jouent un role important dans I’étude des représen-
tations des groupes et dans la théorie des fonctions symétriques. En particulier, la suite
des longueurs des rangées, ou des colonnes, donne une partition du nombre entier égal

a la taille du diagramme.

Définition 3.7. On dit que deux grammaires d’objets sont équivalentes lorsqu’elles

engendrent le méme ensemble d’objets.

En théorie des langages formels, un langage est dit algébrique lorsqu’il est engendré
par une grammaire algébrique, autrement dit, il est reconnu par un automate a pile.
Pour des détails sur les langages et les grammaires algébriques. on peut se référer a

(Autebert, 1987).

Proposition 3.1. Pour toute grammaire d’objets G, I'ensemble X des expressions

associées aux arbres de dérivation dans G, est un langage algébrigue.

Preuve. On construit une grammaire algébrique I" qui engendre Zg.
Soit G=(&,X.%,S) telleque X = U TU{¢/¢ € 27} et Z contient les regles sui-
Tes

vantes :

E— QFE ---E,. pourtout § € P, ¢ E| x---x Ep > E.

E—o,pourtoutoc |J T.
re?

Pour les détails de la démonstration, on pourra consulter (Dutour, 1996). O
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32 Formes normales

Puisque plusieurs grammaires d’objets peuvent €tre équivalentes, il est utile de choisir
pour chaque classe d'équivalence une grammaire ayant une forme simple et adaptée
a la résolution des problémes. On définit alors trois formes dites normales : 1a forme
réduite, la forme 1 — 2 et la forme compléte. Les deux premieres étendent les notions
de formes normales réduite et de Chomsky pour les grammaires algébriques, et la troi-
sieme forme est propre aux grammaires d’objets. Ci-apres on décrit des transformations

de grammaires de formes quelconques en forme normale équivalente.

3.2.1 Forme normale réduite

Soit G = (£. 7, %) une grammaire d’objets.

Un ensemble d’objets E € & est dit productif lorsqu’il engendre au moins un objet dans
G:0;(E)#0.

Soient E,F € &. On dit que E est accessible a partir de F dans G lorsqu’il existe un
arbre de dérivation sur F qui a un nceud étiqueté par une opération d’objets, dont E
est 1'une des composantes de son domaine de définition. Si £ est accessible a partir de

I’axiome, on dit qu’il est accessible.

Définition 3.8. G est dite sous la forme normale réduite lorsque tout ensemble d’objets

E € & est productif et accessible dans G.

Proposition 3.2. Pour toute grammaire d’objets, on peut construire une grammaire

d’objets équivalente sous la forme normale réduite.

Preuve. La preuve découle des deux lemmes suivants, qui donnent des procédures ef-
fectives pour construire, dans une premiere étape, une grammaire d’objets équivalente

dont tous les ensembles d’objets sont productifs, puis dans une deuxi¢me étape, une
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autre grammaire d’objets équivalente a la précédente, et dont tous les ensembles d’ob-

jets sont accessibles. Elle est donc sous la forme normale réduite. (]

Lemme 3.3. Soit G = (&,T,2,S) une grammaire d’objets.

On peut décider pour tout E € & si E est productiy.

Preuve. On fait la construction suivante :
éaoz{EEéa: Ty #0, TEE-.?}
=6 \U{E€&:9pe P, ¢ :E1x---xEx—>E ,Ej€éi1.j=1,--k,i>1}
Eimat = U & .
i>0
On peut montrer les deux assertions suivantes. de la méme mani¢re que pour les gram-

maires algébriques (Dutour, 1996) :

1. a1 st la famille des ensembles d’objets de & qui sont productifs.

2. o 8’ Obtient en un nombre borné d’opérations.

Ainsi on a construit une grammaire équivalente G' = (&', 7', #") od &' = &pa1s
T ={Tgj Ej€8}, P ={0€P:¢:E x--xEx > E, E,E; € &').
On dit que G’ est préréduite. O

Lemme 3.4. Soit G= (&, 7 ,P,S) une grammaire d’objets.

Pour tout E € &, on peut décider si E est accessible.

Preuve. On fait la construction suivante :
Fo = {8}
Fi=Fi(U{E€ &: IE' € Fi_) et § € 2 tels que E est I'une des composantes du
domaine de ¢ et E’ est sa destination}.
Froa = U Fi .
i>0
On peut montrer les deux assertions suivantes de la méme maniere que pour les gram-

maires algébriques (Dutour, 1996) :

1. %o est la famille des ensembles d’objets accessibles a partir de S.
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2. On peut calculer .#,,,,; en un nombre borné d’opérations.

Ainsi on a construit une grammaire équivalente G’ = (6,77, #',S) ou &' = Fpal »
T'={Tg;: E;€d'}, P ={9pecP: ¢:E\x---xE, ~E,Eecé&}. a

Donc on construit une grammaire équivalente sous la forme normale réduite en enchai-

nant. dans 1’ordre, les deux constructions précédentes.

Exemple 3.7. Soit la grammaire d’objets G = (&,.7, £, S) telle que :
& ={E\.Ey,E3,E4} , T ={0,{02}.0,{04}} , S=Ejet
4
nh:E;—E vy EbxE3—E, 0:EzxEy > E)|
< O E3s—>E vy E—E;

O:Ek3 = E3, yz3:E3xE3— Es

(s B2 Es, Yo Ey xEy > By

On applique la premiere construction :

&o = {E2,Ea} , &) = {E1,E2, E4} = & On obtient Gy = (61,71, 2),8) ou
4

O1:Ey— K|

J1=1{0,{02},{0a}} et Z1=3 yy:E; > E,

Os: k> Eq, W4 Ey X Ey— Ey
\
Puis on applique la deuxiéme construction sur la grammaire G :
Fo={E1}, #1 = {E1,E2} = Fioral-
On obtient la grammaire G, = (. 95.%%,8) avec

¢1:Er > k)
& ={EE)}, % ={0.{02}} ,S=E| et &)=
va:Er = Fp

Alors G, est la grammaire d’objets sous la forme normale réduite équivalente 3 G.
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3.2.2 Forme normale 1-2

Cette notion étend aux grammaires d’objets celle de forme normale de Chomsky pour

les grammaires algébriques.

Soit G = (&, T, £?,8) une grammaire d’objets.

Définition 3.9. On dit que G est en forme normale 1-2 si toutes les opérations d’objets

de £ sont d’arité 1 ou 2.

Proposition 3.5. Pour toute grammaire d’objets on peut construire une grammaire

d’objets équivalente, sous la forme normale 1 —2.

Preuve. 1l suffit de découper les domaines de définition des opérations d’objets d’arité
> 2. La construction est similaire a celle de la forme normale de Chomsky pour les

grammaires algébriques (Autebert, 1987).

3.23 forme normale compléte

L’idée est de se ramener 2 une grammaire d’objets équivalente, pour laquelle tous les
objets sont engendrés. Pour écrire G sous la forme normale compleéte, il suffit de rempla-
cer chaque ensemble d’objets E par &(E) dans & et dans les définitions des opérations

d’objets.

Exemple 3.8. On a vu (exemple 3.6) que la grammaire Gy = ({Epp, {{00}}},{¢1,¢2})
n’est pas complete, et qu’elle engendre un sous-ensemble propre de Epp, celui des

diagrammes de Young Ey. Par suite, une grammaire complete équivalente a G; est

G) = ({Er},{{0O}},{¢1,02}) avec ¢ et ¢ restreints a Ey.
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3.3 Non-ambiguité

La propriété¢ de non-ambiguité des grammaires d’objets étend celle des grammaires

algébriques. Elle est essentielle dés que I'on s’intéresse aux problemes d’énumération.
Soit G = (&'.7,2,S) une grammaire d’objets.

Définition 3.10. On dit que G est non-ambigué si pour tout ensemble £ € &, tout objet

de #(F) est engendré par un unique arbre de dérivation sur F.

Si G est sous la forme normale réduite, alors il suffit de vérifier que tout objet engendré
par S dans G lui correspond un unique arbre de dérivation sur S. La proposition suivante

donne un critére important pour vérifier la non-ambiguité d’une grammaire d’objets.

Proposition 3.6. Une grammaire d’vbjets G est non-ambigué si elle vérifie les deux

propriétés suivantes :

(i) toutes les opérations d’objets ¢ € ZP sont injectives.
(ii) pour tout E € &, les opérations de P de destination E ont des images deux a

deux disjointes, et disjointes de I’ensemble Tg € 7 des terminaux de E.

Preuve. Soit E € & et soit 0 € O(E). Supposons que o est engendré par deux arbres
de dérivation Aj et Aa : 0 = ev(A;) = ev(A4z).

On montre par récurrence sur la hauteur h; de Ay, que les arbres A| et A7 sont égaux :
-Sih; =0, A; et A7 sont réduits & un sommet étiqueté o, et donc ils sont égaux.

- Soit un entier 4 > 0, et supposons que A; = A dés que k) < h. Soit h; = h+ 1, alors
la propriété (ii) implique que les racines des deux arbres sont étiquetées par la méme
opération d’objets, puis par la propriété (i) on déduit que cette opération est injective
et que les sous-arbres de la racine de A; ont respectivement les mémes évaluations que

les sous-arbres de la racine de A, dans leur ordre. Alors I’hypothe¢se de récurrence
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implique que ces sous-arbres sont deux a deux égaux, dans le méme ordre, et donc

Al = A,

&~

Remarque. Les deux propriétés de cette proposition forment une condition suffisante
pour la non-ambiguité de G, mais qui n’est pas nécessaire. En effet, pour E € & et
¢ € 22 de destination E, 'image de ¢ n’est pas obligatoirement incluse dans Og(E).
Donc certains objets de Im(¢) peuvent ne pas étre engendrés par £, et par suite la
vérification des deux propriétés n’est pas nécessaire a I’extérieur de &(E) pour la non-
ambiguité de G. On en déduit la proposition suivante qui affirme que cette condition est

nécessaire dans le cas de grammaire réduite et complete.

Proposition 3.7. Si G est réduite et compleéte, alors les deux propriétés de la proposi-

tion 3.6 forment une condition nécessaire el suffisante a la non-ambiguité de G.

Exemple 3.9. La grammaire G = ({Epp}, {{{J}},{91,¢2,¢3}) est non-ambigué. En

effet pour P € Epp, on a I’'un des cas disjoints suivants :

e ou bien P est le terminal [,

e oubien P € Im(¢;) lorsque sa premiere colonne contient une seule cellule,

e ou bien P € Im(¢;) lorsqu’on peut lui enlever une cellule en bas de chacune de
ses colonnes,

e ou bien P € Im(¢3) si en lui enlevant une cellule en bas de chaque colonne, de
gauche a droite, on arrive 2 deux colonnes adjacentes entre elles par une seule
cellule, alors on décompose P en deux p.p., contenant chacun I’une de ces deux

colonnes.

Ainsi on a la partition E,, = {00} Ulm(¢1) UIm(¢2) UIm(¢3). Et puisque les opérations

@1, ¢ et 3 sont injectives, alors G est non-ambigué.
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34 Notations équationnelle et schématique

Une grammaire d’objets non-ambigué et complete peut étre décrite d'une maniere plus
explicite par un systtme d’équations faisant intervenir des ensembles d’objets, des ob-
jets et des opérations d’objets. On peut aussi lui associer une représentation schéma-

tique qui reflete de maniere visuelle 1'action des opérations sur les objets.

34.1 Notation équationnelle

Une grammaire compléte et non-ambigué G = (&, 7, &2, S) s’écrit comme un systeme

d’équations X = {E; = p;(E;.--- ,E,),i=1,---.n} o

o E;cé.
e p; est une somme de termes qui peuvent €tre :
— soit un objet terminal de 7g;,

— soit une expression de la forme ¢ (E;,,:-- ,E;, ) avec ¢ : E;; x --- x E;, = E;

Pl'(Elv""En)= Z ekl Z ¢(Ei1a"',El'k)
t‘iETE‘. des‘(¢)=£,

ol le signe + désigne la somme combinatoire (union disjointe) et ¢(F;,,---,F;,) est
I’'image de ¢.
Exemple 3.10. La grammaire G, = ({Epp}. {{0}},{¢1.92,¢3}) est complete et non-

ambigué (exemples 3.6 et 3.9), elle s’écrit donc trés simplement en notation équation-

342 Représentation schématique

Une représentation visuelle et intuitive des grammaires d’objets consiste a remplacer

dans la notation équationnelle, les objets, ensembles d’objets et opérations d’objets,
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par des symboles graphiques. Elle est souvent préférée car elle fournit une description

visuelle simple de I’action des opérations d’objets.

Exemple 3.11. Représentation schématique de la grammaire G, pour les polyominos

parallélogrammes (pp) :
SISl d

el Application a 1’énumération

Les grammaires d’objets fournissent un cadre riche dans lequel la résolution de nom-
breux problémes d’énumération d’objets combinatoires est grandement simplifiée. Le
résultat important a ce sujet est le théoréme d’énumération 3.8 ci-apres, qui consiste a
traduire une grammaire d’objets compléte et non-ambigué en un systéme d’équations

sur les fonctions génératrices des ensembles d’objets.
3.5 Théoréme d’énumération

Soit K un corps, X = {xj,--- .x,} un ensemble de variables, K[X] I’anneau des poly-
ndmes et K[X] I’anneaun des séries formelles sur K a variables dans X. Une série for-

melle f € K[X] est une expression de laforme f(x1, - Xn) = L Gy g 200 -+ 2
Ky, kn€N

ol ay,,..x, € Ksontles ceefficients de f. On note [x’l‘l x’,ﬁ"] f=ay, ..k,

Définition 3.11. Soit £ un ensemble d’objets. On appelle valuation d’objets sur E toute

application vg : £ — K[X] telle que :

Vki.--- ,ky€N, {e€E: [x’f‘mﬂ,‘,"] ve(e) # 0} est fini.
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Remarque. La fonction génératrice associée 2 E est la série formelle vi(E) = ¥ ve(e).
ecE

Exemple 3.12. Dans la classe £, des polyominos, il y a un nombre fini d’objets ayant
un périmetre donné ou une aire (taille) donnée. On peut donc définir deux valuations

d’objets sur Ep, une selon le périmetre et une selon la taille :

o3 xpérimétre(o) B> xlol

Soit G = (&, T, &%) une grammaire d’objets. Si pour tout £ € & on se donne une valua-
tion d’objets v sur £, alors on dit que I’ensemble ¥ = {vg, F € &} de ces valuations

est associé a G.

Le théoréme d’énumération qui suit (Dutour, 1996) p 39, donne une interprétation sys-
tématique des grammaires d’objets completes et non-ambigués, sous forme d’équations

sur les fonctions génératrices des classes d’objets.
Théoréme 3.8 (d’énumération). Si G est compléte et non-ambigué, alors pour tout

E € &, son équation dans G, qui est de la forme

E=Y 6+ Y ¢ .E) (3.1)
O€Ty dest(¢)=E

se traduit par I’équation

VE(E) =ve(Te)+ Y, Ve(9(Ey.---.Ey)) (3.2)
dest(¢)=E

Preuve. G étant compleéte et non-ambigué, alors les termes de 1’équation (3.1) sont deux

a deux disjoints, et donc 1’équation (3.2) en découle directement. O

Exemple 3.13. La grammaire G; sur E,, est compléte et non-ambigué (exemples 3.6

et 3.9), et elle s’écrit Epp = [+ @1(Epp) + 02(Epp) + $3(Epp,Epp)
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alors en appliquant la valuation v, selon le périmetre, on obtient I’équation :

Vp(Epp) = vp(O) +Vp(d1(Epp)) + Vp($a2(Epp)) + Vp(93(Epp, Epp)) (33D

Le paragraphe suivant montre comment résoudre cette équation pour le cas particulier

des valuations d’objets /inéaires, dont v, fait partie.
3.52 Valuations d’objets linéaires

En remarquant que la méthode d’énumération DSV de Schiitzenberger (Schiitzenber-
ger, 1963), basée sur les mots, conduit a des équations algébriques sur les fonctions
génératrices, et que cette algébricité découle de la linéarité de la valuation, dans ce cas
la longueur des mots, par rapport a I’opération de concaténation, alors (Dutour et Fe-
dou, 1998) ont I’idée des valuations linéaires, qui menent a des équations algébriques

sur les fonctions génératrices, qui sont généralement faciles a résoudre.

Considérons des ensembles d’objets E, Ej,-- - , Eg, des valuations d’objets sur ces en-

sembles Vg, Vg, , Vg, et une opération d’objets ¢ : Ey x -+ x Ex = E.
Définition 3.12. On dit que vg est linéaire par rapport & ¢, lorsqu’il existe un polynome
Py € K[X] tel que pour tout (e;.--- ,ex) € Ey x---x Eyona:

VE (¢(e1,-- ,ex)) = Py -V, (€1) -~ Vg, (ex)-

Remarque. Lorsque ¢ est injective ona: Ve (¢(Ey,--+ ,Er)) = Py - Vg, (E1) -~ VE (E)-

Exemple 3.14. La valuation d’objets v, définie sur £, selon le périmetre, est linéaire
par rapport 4 I’opération d’objets ¢1. En effet, pour tout objet e € E, on a
périmétre (9 (e)) = périmétre(e) +2 , donc v, (91 (e)) = x>V, (e).

Et comme ¢, est injective, alors v, (91(Epp)) = x2Vp (Epp).
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On définit maintenant les ensembles de valuations linéaires par rapport a une grammaire
d’objets. Soit G = (&, T, Z?) une grammaire d’objets, et soit ¥ = {vg, E € &} un

ensemble de valuations associé a G.

Définition 3.13. On dit que ¥ est G-linéaire si pour tout £ € &, Vg est linéaire par

rapport a toutes les opérations d’objets ¢ € 42, dont la destination est E.

Le corollaire suivant découle du théoréme d’énumération 3.8 :

Corollaire. Si G est compléte et non-ambigué et si ¥ est G-linéaire, alors

pourtoutE€ &ona:

E=Y &6+ Y oO(E. E) (3.4)
6€Tg dest(¢)=E
VE(E)=Vg(Tg)+ ), Pyvg, (Ey) Ve, (Ey) (3.5)
dest(¢9)=E

On obtient un systéme d’équations algébriques ou les inconnues sont les fonctions gé-
nératrices Ve(E) des ensembles d’objets E € &. En particulier, si S est ’axiome alors

vs(8) est la fonction génératrice des objets engendfés par G.

Exemple 3.15. On poursuit I’exemple précédent de la valuation v, sur Epp,.
On a montré que V), est linéaire par rapport 2 ¢; et que v, (¢1(Epp)) = X2Vp(Epp)-

On montre de la méme maniere que v, est linéaire par rapport 2 ¢ et ¢3, et que :

Vp (92(Epp)) = X2Vp(Epp) et Vp(93(Epp,Epp)) = Vp(Epp)* .

On remplace ces trois relations dans I'équation (3.3) précédente, qu’on rappelle ici :

Vp(Epp) = Vp(D) St Vp(¢l (Epp)) S Vp(¢2(Epp)) i Vp(¢3(Epp, Epp))'

On note F = vp(Ep,), on obtient alors I'équation algébrique :
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F24 (22— 1)F+x*=0.

La résolution de cette équation fournit I’expression de la fonction génératrice des poly-

ominos parallélogrammes selon le périmetre :

F(x) - 1—'2.:2—221—4):- = Z Cnx2"+2

n>1

ou C,= nlﬂ (*") sont les nombres de Catalan.






CHAPITRE IV

METHODE ECO

Dans ce chapitre, on présente la méthode £CO (Enumerating Combinatorial Objects)
introduite par Renzo Pinzani et son groupe de recherche en informatique théorique dans
les années 90 a Florence. Les racines de cette méthode remontent au travail de (Chung
et al., 1978) ou les auteurs étudient les permutations de Baxter et pour la premiére fois
une construction combinatoire décrite par un arbre de génération est présentée. Mais
un algorithme développé par (del Lungo, 1992) pour la génération exhaustive des poly-
ominos dirigés a marqué le début de la méthode ECO. Ensuite, plusieurs applications de
cette méthodologie ont suivi, en particulier pour I'énumération des chemins de Motzkin
k-colorés (Barcucci e/ al., 1995) et des arbres planaires (Barcucci e/ al., 1998). Enfin,
une formulation générale de la méthode ECO est présentée dans (Barcucci et al., 1999),
ainsi que plusieurs exemples d’énumération d’objets combinatoires. L'idée principale
de cette méthode est de définir des constructions récursives des objets énumérés a partir
d’opérateurs d’expansion locale. De telles constructions se traduisent par des équations
fonctionnelles, dont la résolution fournit les fonctions génératrices qui énumerent les

objets selon des parametres appropriés.

Etant donnée une classe d’objets combinatoires &, sur laquelle est défini un parametre
p, considérons le sous-ensemble O, = {x € &/p(x) = n}. On montre que I’existence

d’un opérateur d’expansion locale, vérifiant deux propriétés particulieres, permet de
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déduire chaque objet Y € O, a partir d'un unique objet X € Oy, et que cette construc-
tion récursive des objets de & se traduit par une équation sur la fonction génératrice

associée.

Cette approche d’expansion locale est particulierement adaptée aux permutations. et
plusieurs auteurs ’ont utilisée pour 1’énumération de nombreuses classes de permuta-
tions & motifs exclus (Gire, 1993; West, 1990; West, 1995). Elle est ensuite étendue par
la méthode ECO a I'énumération d autres classes telles que les polyominos, les arbres

et les chemins.

La méthode ECO permet non seulement d’énumérer des objets, mais aussi de les lis-
ter dans un certain ordre, sans répétitions ni omissions. Un algorithme de génération
exhaustive a été congu par (Bacchelli er al., 2004), appliquable aux classes d’objets
constructibles par la méthode ECO, qui sont alors décrites par un ECO-systéme. Pour
les classes exponentielles, cet algorithme garantit un temps de calcul amorti constant

(CAT) par objet généré.

4.1 Enumération par la méthode ECO

4.1.1 Principe de la méthode

Soit # une classe d’objets combinatoires, et p : & — N' un paramétre sur #. On

considere la famille de sous-ensemblesde 6 : O, ={o€ & / p(o)=n},n>1

Définition 4.1. On appelle opérateur sur € toute application ¥ : & — 27 qui fait cor-
respondre a chaque objet de O, une famille d’objets de Oy41 : 8/0p: On — 2%+, ot
27 désigne 'ensemble des sous-ensembles de &.

Les opérateurs sont définis dans le but de fournir une construction récursive de &'. Donc

chaque objet de O doit étre construit 2 partir d’un seul objet de O,. La proposition
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suivante donne une condition suffisante pour avoir de tels opérateurs.

Proposition 4.1. Soit ¥ un opérateur sur €. Si O satisfait les deux conditions sui-

vanles :

1. pour toutY € Opyy, il existe X € Oy, tel que Y € ¥(X).
2. pour tous X1,Xy € Oy avec X # Xz, on a ¥(X1) N3 (X2) = 0.

alors la famille d’ensembles %1 = {9(X), X € Oy} est une partition de O, 1.

Preuve. D’aprés la définition d’un opérateur, pour tout X € O,, 9(X) C Opy), donc
U 9(X) C Ont1.
XEO,
D’autre part, soit Y € O, alors d’apres la condition (1) il existe X € O, telque ¥ €
¥(X), donc Opyy € {J B(X),etparsuiteona Oy = UJ (X).
Xe0, X€0,
Enfin la condition (2) exige que les ensembles ¥(X) pour X € O, sont deux a deux

disjoints, ce qui montre que la famille %, est une partition de Oy ;. |

Un opérateur qui satisfait les conditions de la proposition 4.1 est dit valide. Il fournit
une description récursive de la classe &, qui se traduit le plus souvent par une équation
fonctionnelle vérifiée par la fonction génératrice correspondante. On trouve dans la
littérature des méthodes et des techniques variées pour la résolution de telles équations,

on peut par exemple se référer a (Banderier et al., 2002).

4.1.2 Arbre de génération

Considérons une classe & paramétrée par la taille, et supposons qu’elle possede un seul
objet de taille minimale 1. Alors on peut représenter la construction récursive de & par
un arbre enraciné dont les sommets du n-iéme niveau représentent les objets de O,,. La
racine de I’arbre est 1’objet minimal, et chaque objet Y € O, est I’enfant de 1’objet
X € O, tel que Y € B(X). Cet arbre est appelé arbre de génération de & associé a
I’ opérateur 9.
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Les arbres de génération ont été utilisés pour la premiere fois dans (Chung ez al., 1978)
pour I'énumération des permutations de Baxrer. Ils ont été aussi utilisés pour établir des

bijections entre des classes ayant des arbres de génération isomorphes (Gire, 1993).

4.1.3 Régles de succession

Un moyen simple et pratique pour décrire les constructions récursives, et donc la struc-
ture des arbres de génération, est la notion de régles de succession ou de réécriture.
Chaque sommet de 1’arbre de génération est étiqueté par une suite de symboles qui
encapsule I’information sur le nombre de ses fils. Puis, a chaque étiquette on fait cor-
respondre la suite ordonnée des étiquettes des fils correspondants. Cette correspondance

s’appelle regle de réécriture, et on I’écrit comme suit :

RR: (p) = (c1) - ().

Plusieurs classes d’objets combinatoires ont des arbres de génération completement
caractérisés par une seule régle de réécriture. et méme I’étiquette (p) d’un nceud est
égale au nombre k de ses fils. Pour d’autres classes, la structure de I'arbre de généra-
tion peut étre completement déterminée par un systeme de reégles de réécriture. 11 faut
noter qu’un méme systeme RR peut décrire des constructions récursives de différentes
classes d’objets, qui sont en bijection. La famille des classes associées a RR est appelée

I'espace combinatoire de RR.

4.1.4 Exemples

On donne deux exemples d’application de la méthode ECO, un pour |I'énumération des

arbres planaires finis et I’autre pour 1’énumération des polyominos convexes.

Les éléments unitaires de ces objets sont les sommets pour les arbres et les cellules
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pour les polyominos. La premiére étape de la méthode consiste a définir 1’opérateur
d’expansion locale ¥ , qui produit un objet Y € O, a partir d’un objet X € O, , en
insérant 2 X un élément unitaire dans un certain emplacement admissible, ou O, est
I’ensemble des objets énumérés de taille 7.

Pour avoir une construction compléte et sans redondance. et ainsi garantir que 1’opéra-
teur ¥ satisfait la condition de la proposition 4.1, il revient a déterminer pour chaque
objet les emplacements a considérer parmi les emplacements admissibles, appelés em-

placements actifs.

Arbres planaires

La classe des arbres planaires finis (définition 1.3) fait partie de 1’espace combinatoire
de Catalan, dans lequel on trouve aussi les chemins de Dyck et les polyominos parallé-

logrammes (Barcucci et al., 1999).

Un arbre planaire non vide est défini récursivement par une partition de 1’ensemble de
ses sommets en une suite ordonnée d’arbres planaires non vides, dont le premier est
réduit 2 la racine. On donnera une construction récursive de cette classe, décrite par la
regle de succession : (k) < (2)--- (k+1), ce qui permettra de lui appliquer la méthode
ECO.

Soit Y la classe des arbres planaires finis et non étiquetés, paramétrée par la taille, et
soit A € Y. On note fast(A) le dernier sommet de A dans un parcours préfixe, et on

appelle branche de droite de A le chemin reliant la racine a Zast(A).

Opérateur d’expansion locale :

Si A € T, on peut I’étendre en un arbre A’ € Y, , en lui attachant une feuille sur un

sommet quelconque, dans la position la plus a droite, telle que cette feuille soit le fils le
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plus & droite de son parent. On prend alors pour emplacements admissibles 1’ensemble
de toutes ces positions, et on a ainsi un emplacement admissible pour chaque sommet.
Réciproquement, pour tout arbre B’ € Y., on a fast(B’) est une feuille attachée a
un emplacement admissible, et en le supprimant on obtient un arbre B € T,,. Donc on
considere 1’opérateur ¥ qui consiste a insérer une feuille dans 1'un quelconque d'une
sélection particuliere d’emplacements admissibles de 1’arbre, faisant de ¥ un opéra-
teur valide. Cette sélection est ’ensemble des emplacements actifs, et la proposition

suivante nous donne une solution :

Proposition 4.2. Pour un arbre planaire fini, si on prend les sommets de la branche
de droite comme emplacements actifs, alors I’opérateur ¥ défini précédemment sur la

classe Y est valide.

Preuve. Chaque arbre Y € T, posséde un unique antécédent X € Y, obtenu en enle-

vant la feuille fast(Y), ce qui montre que ¥ est valide. O

La figure 4.1 montre un arbre planaire avec ses successeurs par I’opérateur 3.

PR O

Figure 4.1: Un arbre planaire et ses successeurs par

L’ opérateur ¥ définit une construction récursive de Y, et une partie de 1’arbre de géné-
ration correspondant est représentée a la figure 4.2. La racine étant 1’arbre planaire de

taille 1.
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Figure 4.2: Arbre de génération des arbres planaires associé a ¥
Regle de succession :

Soit A un arbre planaire. Le nombre d’emplacements actifs de A est égal au nombre
de sommets de la branche de droite, soit £ ce nombre. Alors $#(A) contient k arbres
planaires, fils de A dans I’arbre de génération. De plus, les longueurs des branches de
droite de ces k arbres sont respectivement 2,3,--- .k + 1 par définition de ¥, et il en
est de méme pour les nombres des emplacements actifs correspondants. La proposition
suivante résume cette propriété de la structure de I’arbre de génération, qu’on peut

vérifier sur la figure 4.2.

Proposition 4.3. L’arbre de génération des arbres planaires finis est isomorphe a

D’arbre dont la racine est étiquetée par (1), et défini récursivement par la régle de
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succession (k) < (2)---(k+1).

On peut définir d’autres opérateurs valides, basés sur des parcours hiérarchiques des
arbres planaires, tels que le parcours en largeur. On obtient alors d’autres constructions

récursives de la classe T, mais elles sont décrites par la méme regle de succession.
Enumération :

L'opérateur ¥ se traduit par une équation sur la fonction génératrice de la classe Y.
(Barcucci et al., 1999) ont énuméré Y selon la taille, le nombre de feuilles, la longueur

de la branche de droite et la longueur du chemin interne.

On se restreint ici 2 I’énumération de Y selon la taille n = |A| et la longueur de la
branche de droite r(A) pour tout A € T, alors sa fonction génératrice s’écrit :
F(s,x)= X sy,

AeY

Soit A € Y et A’ € 9(A). A’ s’obtient en insérant une feuille & I'un des emplacements
actifs, ce qui revient & I’attacher & 'un des sommets ey, - - - ,¢,(4) de la branche de droite
de ’arbre A, ol ¢ est la racine et ¢ est le sommet de niveau k, k=1,--- ,r(A).
Ona |A’'| = n+ 1. D’autre part, soit ¢; le sommet qui a donné A’, alors r(A’) = k+ 1.
L’ opérateur ¥ étant valide, donc ¥(Y,) = Y4+ pourtout n> I, etalors ona
BT = L>Jl 9(Yn) = U 9(Yy) ouencore Y =T UB(Y).

n

n>2

La fgo de_t9(T) s’écrit :

r(A)
ML AT i %(F(],x)—F(s,x)).

AETA’ed(A) AT k=1

Il faut remarquer que F(1,x) = Y x" estla fgo de Y selon la taille seulement.
AeY
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On en déduit I’équation vérifiée par F :
g
F(s,x) =sx+ - (F(1,x)—F(s,x)),

ou encore

(xs? —s +1)F(s5,x) = sx(1 —s +sF(1,x)).

sixs? —s+1 =0 alors s=s0(x)=1—'@etparsuiteF(l,x)=i°s;—l=xso= = 21_4x.

On retrouve la fonction génératrice des nombres de Catalan.

Corollaire. Le nombre d’arbres planaires de taille n+ 1 est égal au n-ieme nombre de

Catalan C, = ,H_Ll(z:)

Polyominos convexes

Dans cet exemple on définit un opérateur ECO qui décrit une construction récursive de

la classe ¥ des polyominos convexes (section 1.1.2).
On partitionne ¢ en quatre sous-ensembles disjoints : Cp,C,, C; et Cg.

1. Cp contient les polyominos convexes ayant au moins deux colonnes, et tels que :
(a) les deux cellules les plus en haut des deux colonnes les plus a droite,ainsi
que d’autres cellules éventuellement, ont la méme ordonnée qui est maxi-
male a travers le polyomino;
(b) la cellule la plus en bas de la colonne la plus a droite,parmi d’autres cellules
éventuellement, a I’ordonnée minimale a travers le polyomino.
2. C, est I’ensemble des polyominos convexes tels que :
(a) la cellule la plus en haut de la colonne la plus a droite, et seulement elle, a
I’ordonnée maximale parmi toutes les cellules ;
(b) la cellule la plus en bas de la colonne la plus a droite, possiblement avec

d’autres cellules, a 1’ordonnée minimale parmi toutes les cellules.
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3. C; est I’ensemble des polyominos convexes pour lesquels. soit la cellule la plus
en haut de la colonne la plus 2 droite a ’ordonnée maximale, soit la cellule la
plus en bas de la colonne la plus & droite a I’ordonnée minimale, mais pas les
deux en méme temps.

4. C, contient les polyominos convexes pour lesquels les ordonnées des cellules la
plus en haut et la plus en bas de la colonne la plus a droite ne sont ni maximale

ni minimale a travers le polyomino.

= _
Wi m | m
| " L m LY
B = E g

(@) G (b) Ca © G @ G

Figure 4.3: Partition de la classe des polyominos convexes

Opérateur :

La classe % est paramétrée par le demi-périmetre, somme des nombres des lignes et
des colonnes. On considere I’opérateur ¥ qui effectue des expansions locales sur la
colonne la plus 2 droite du polyomino convexe.

Soit P € ¥ de demi-périmetre n+ 2, et ayant k cellules dans sa colonne la plus 2 droite,

I’ opérateur ¥ effectue les transformations suivantes :

Pour i = 1,--- ,k . on colle a la colonne la plus & droite, entre ses deux extrémités,
une colonne de longueur i. Il y a k — i+ | possibilités, et donc cette opération produit

142+ ---+k polyominos de demi-périmetre n 3.
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En plus des opérations précédentes, ¥ effectue des opérations supplémentaires selon la

sous-classe du polyomino :

e si P € Cp, alors ¥ prolonge sa colonne la plus 2 droite d’une seule cellule, une
fois par le haut et une fois en bas, ce qui produit deux polyominos ;

e si P € C,, alors ¥ prolonge sa colonne la plus & droite d’une seule cellule par le
haut ;

e si P € C,, alors ¥ prolonge sa colonne la plus a droite d’une seule cellule par le
coOté de I'extrémité dont I’ordonnée est maximale ou minimale ;

e I'opérateur ¥ n’effectue aucune opération supplémentaire pour Cs.

(3)b (l)r (l)g (l)r (2)r
. 2 =

2 H L i el

@ Gh  @epm @

Figure 4.4 L’opérateur ¢ pour la classe Cp

3)a (1), (1)g (1), @),
S - E o
@) Gh @

Figure 4.5: L’opérateur 9 pour la classe C,
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— (3)r — (4)r — (1)g — (e — (Dr

—@ =@ 06

Figure 4.6: L’ opérateur ¥ pour la classe C;

— (3)e — (1) — (1) — (1)g
Ll |

— (2)e — (2)¢ — (3)e

Figure 4.7: L’opérateur ¥ pour la classe C,

On vérifie pour tous les cas possibles, selon la colonne la plus a droite, que tout poly-

omino convexe peut étre construit par ¥ d’une maniére unique, et donc ¥ est valide.

Regle de succession :

La définition de I’opérateur 1% dépend uniquement de la sous-classe Co , ¢ € {b.a,r,g}
du polyomino convexe considéré, et de la longueur k de sa colonne la plus a droite.

Donc on le représente par 1’étiquette (k); . On prend pour axiome (1), , et on peut
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vérifier (Barcucci et al., 1999) que les productions de ¥ sont comme suit :

( k ;
()= L

=LV 2
(k)r“'*jn (g 7 TL()r

=1 J=1
t—2 ] —
(e TR TLR@ME+ D

k=2 kel o
(0= TLOE™ TR+ Dalk+ 1

ol I’exponentiation est utilisée pour représenter les répétitions.

Donc la reégle de succession de I’opérateur ¥ est donnée par les productions I" et

I’axiome (1),. L'arbre de génération correspondant est construit de la maniére suivante :

e laracine est étiquetée par (1), .
e chaque nceud étiqueté par (k); produit les fils dont les étiquettes sont données par

la régle de succession I

(1a

I/_TE\@ NN

| B

Figure 4.8: Arbre de génération des polyominos convexes associé a 1’opérateur ¢
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Enumération :

La construction donnée par 1’opérateur ¥, et par la régle de succession associée, se
traduit par des équations dont la solution est la fonction génératrice des polyominos
convexes selon le demi-périmetre. Pour les détails de la résolution on peut se référer a
(del Lungo et al., 2004). La solution obtenue est donnée par :

x2(1 — 6x+ 11x> — 463 — 4x2\/T—4x)
fx) = (1—4x)2 '

4.2 Génération exhaustive par la méthode ECO

On présente un algorithme pour la génération exhaustive des objets d’une classe com-
binatoire, basé sur les reégles de succession et adapté a un grand nombre de classes
(Bacchelli ez al., 2004). Cet algorithme est efficace dans le sens qu’il coiite un temps

amorti constant (CAT) par objet généré.

4.2.1 Présentation de 1’algorithme

L'algorithme est un parcours préfixe de I'arbre de génération, jusqu’a la profondeur
désirée. Un objet du n-ieme niveau peut &tre représenté par le mot w = wy - - - wy, qui
code le chemin correspondant 2 partir de la racine, et dont les étiquettes sont données
par la régle de succession. w; est donné par 1'axiome, et w; est un fils de w;_;, donc
il prend I'une des valeurs données par la production (w;_; ). Dans une instance du mot
w, on dit que le terme w; est modifiable lorsque sa valeur actuelle n’est pas la derniére

parmi la liste de ses valeurs possibles.
L’algorithme se déroule comme suit :

(i) Il commence par initialiser w, de maniére a ce que chaque terme w; , i > 1 prenne
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la premiere valeur engendrée par la production (w;—1).
(ii) Ensuite, il répete 1'itération suivante :

s trouver le terme modifiable w; d’indice le plus grand possible, lui donner la
valeur qui succéde sa valeur actuelle dans la production (w;_, ), puis initia-
liser successivement les termes w; , j=1i+1,---,n a la premiére valeur de
la production (wj_;).

(iii) L'algorithe se termine quand il n’y a plus de terme modifiable dans w.

Algorithme :

1. Lire la regle de succession I” et la profondeur de génération n.
2. Initialiser le mot w = wq - - - w, comme suit :
a) wi prend la valeur de 1’axiome;;
b) initialiser successivement w; , j=2.--- ,n, & la premiére valeur, donnée
par la production (wj_1) .
3. Tant qu’il y a un terme modifiable dans w faire
a) trouver le terme w; modifiable ayant le plus grand indice.

b) mettre a jour w; et initialiser successivement w; , j=i+1,--- ,n.

4.2.2 Analyse de la complexité

Cet algorithme a ét€ concu par (Bacchelli e al., 2004) qui ont montré que son temps de
calcul est proportionnel an nombre d’objets générés. 11 est dit de type CAT (de I’anglais
constant amortized time). Elles ont montré qu’il est efficace pour les classes d’objets

exponentielles, dans le sens que le cofit amorti moyen par objet est constant.

Soit C, le cofit de génération des |O,| objets de taille n.

Chaque objet de taille n se déduit d’un objet de taille n — 1 en temps constant. donc

Co=C1+ |0,,| et C; =0, et par suite ]%,’,:[ < ]O:I.'.é;.'_lo"l.
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Lorsque |Op| est exponentiel, [Oy| o< a", alors ]gi[ reste borné.
n

Remarque. Un algorithme de génération exhaustive doit avoir la propriété CAT pour
étre considéré efficace. Dans la preuve de I’efficacité de |’algorithme présenté, il a été
supposé que la classe d’objets est exponentielle, mais on ne connait pas a 1’heure ac-
tuelle une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ECO-systéme donne un algo-

rithme ayant la propriété CAT.



CHAPITRE V

GENERATION EXHAUSTIVE DES POLYCUBES-ARBRES

Ce chapitre présente un travail expérimental pour la génération exhaustive des polycubes-
arbres multidimensionnels (Blondin-Massé e¢ al., 2017) sous la forme libre, une sous-
classe des polycubes du réseau hypercubique Z¢. Un arbre de génération de ces objets

est élaboré en s’inspirant de la méthode ECO.

D’abord, pour chaque polycube-arbre fixe, on construit un arbre planaire étiqueté et
ordonné qui le représente de maniére unique, puis on définit un encodage de ces arbres
par des chaines de caracteres. Cet encodage est utilisé pour définir une représentation
canonique des polycubes-arbres libres, ce qui permet un stockage économique en mé-

moire des objets générés.

Par la suite, on définit la structure de I’arbre de génération exhaustive par une procédure
d’expansion locale basée sur un parcours en largeur de I’arbre canonique correspondant

a I’objet générateur.

Enfin, une implémentation Java est réalisée pour les dimensions 2, 3 et 4, et exécutée
sur un ordinateur portable ordinaire de 12Gb de RAM, et doté d’un processeur core iS5

de 2GHz. Les résultats obtenus sont résumés a la fin du chapitre.
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5.1 Définitions

Un polycube d-dimensionnel (définition 1.2) est un ensemble fini connexe d’hyper-
cubes unitaires de Z9. Autrement dit, c’est un sous-graphe induit fini et connexe du
graphe dual d’adjacence des cellules de Z?. Si de plus le sous-graphe induit est sans
cycle, alors il est appelé polycube-arbre. Etant des polycubes particuliers, les polycubes-

arbres sont considérés fixes ou libres.

Une feuille d’un polycube-arbre est toute cellule ayant une seule cellule adjacente,
et I’ensemble de toutes ses feuilles est appelé son feuillage. Le nombre maximal de
feuilles que peut avoir un polycube-arbre d-dimensionnel de taille » est noté Ly(n).
(Blondin-Massé er al., 2017) ont donné des formules récursives pour La(n) et L3(n),
alors que Ly(n) pour d > 3 reste inconnu a ce jour. Les d-polycubes-arbres dont le

nombre de feuilles est maximal sont dits pleinement feuillus.

1
!
P R
1
|

1
1
i

i | A e P |
1
1
]

1 i
= 4 = -
[ T R T I B
{ NSRS GRpUGOR PR S I R |

(a) Polyomino-arbre (b) 3d-Polycube-arbre

Figure 5.1: Polycubes-arbres

5.2  Etatdel’art

Comme pour les polycubes d-dimensionnels. 1'énumération des polycubes-arbres reste
encore un probleme ouvert. Mais, I’amélioration continue des algorithmes et de la puis-

sance de calcul permettent de les dénombrer pour des tailles de plus en plus grandes.



69

Soient T;(n) et t5(n) les nombres de polycubes-arbres de taille n respectivement fixes

et libres. Leur taux d’accroissement limite s’ écrit :

Tiy(n+1) = ta(n+1)

A= li )
4TS Tyn) o 14(n)

Les derniers termes calculés a I'heure actuelle pour les dimensions 2, 3 et 4 sont :
12(17) par David Radclifte 2017 (OEIS A131482), T>(44) par Iwan Jensen 2000 (OEIS
A066158), T3(17) et T4(10) par Gill Barequet 2011 (OEIS A118356 et A191094).

Quelques termes sont aussi calculés pour d’autres dimensions.

(Aleksandrowicz et Barequet, 2011) ont établi certains résultats asymptotiques pour
A}. IIs ont estimé et conjecturé que A = (2d —3.5)e + O(1/d) ol e est le nombre

exponentiel.

(Madras, 1995) et (van Rensburg, 1992) ont établi Ies bornes suivantes sur Ty(n) :
A'exp (—8log?n) Al < Ty(n) < An:li‘l%‘

ol A, A’ et & sont des constantes positives, et Ag = /ldT A

33 Codage des polycubes-arbres

La manipulation des objets considérés nécessite de définir une notion de tri topologique
sur leur classe, permettant d’identifier chaque objet par une représentation qui lui est
unique. Dans notre cas, on s’intéresse aux polycubes-arbres libres, et donc on choisit

naturellement de les représenter par des structures d’arbres planaires.

On définit d’abord une représentation unique pour chaque objet fixe par un arbre pla-
naire étiqueté pour lequel on définit un codage par un parcours en profondeur que nous

noterons CPP. Ensuite on choisit I'un des objets fixes équivalents pour étre la forme
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canonique de ’objet libre correspondant.
Pour définir un arbre planaire étiqueté, on a besoin d’une racine, d’un étiquetage et d’un
ordre sur les étiquettes.

5.3.1 Racine d’un polycube-arbre

Un polycube-arbre est un graphe non-orienté, connexe et sans cycles. Il est donc non-
enraciné, mais on peut lui définir une racine de maniere unique :

A chaque étape et tant que la taille de 1’arbre est > 2, on supprime toutes les feuilles. A
Ia fin il reste ou bien un seul sommet, appelé centre de 1'arbre, ou bien deux sommets

adjacents appelés bicentre (Aldous et Wilson, 2000).

Cette procédure prend un temps linéaire avec la taille de 1’arbre.

—»ddo—»o

a) Arbre avec centre

Wﬁ%@p . o—o

b) Arbre avec bicentre

Figure 5.2: Définition de racines pour les arbres non-enracinés

Si I’arbre admet un centre alors on le choisit comme racine, sinon, on étend la notion

de racine pour permettre un bicentre.
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532 Etiquetage d’un polycube-arbre fixe

Un tel objet est un sous-graphe induit de Z¢, connexe et acyclique, donc chaque paire
de sommets est reliée par un chemin unique.

On considere I’alphabet A = {0,1,2,---,d,1,2,--- ,d} et I’ordre lexicographique sur
Ail<li<2«:»adclci<-+&d

On munit Z¢ d’un repére orthonormé (O, x}.--- ,%;). Pour tout couple («.v) de som-
mets adjacents, il existe un unique k € {1,--- ,d} telque av=1x; ou U= —i.
On dit alors que (i, v) est un pas dans Z¢, et qu’il est orienté vers le sens k si &7y = 5, ou

vers le sens k si v = —}. On définit alors un étiquetage unique pour chaque polycube-

arbre fixe. de la maniére suivante :

¢ Si la racine est un centre, on lui donne 1'étiquette 0. Si c’est un bicentre alors
I’étiquette de chaque extrémité est donnée par le sens du pas de I’autre extrémité
vers elle.

o Pour tout sommet autre que la racine, son étiquette est donnée par le sens du

dernier pas de 1'unique chemin orienté menant de la racine vers lui.

5.3.3 Ordre sur les sommets de I’arbre

Si la racine est un bicentre, alors les deux extrémités sont ordonnées de gauche a droite
selon ’ordre de leurs étiquettes (k < k). Les fils d’un méme sommet sont ordonnés
de gauche a droite selon I’ordre lexicographique défini sur I’alphabet A des étiquettes.
Ainsi, pour chaque polycube-arbre fixe on a construit un unique arbre planaire étiqueté.
Inversement, si un tel arbre est valide, alors il détermine de maniere unique la structure
et I'orientation de 1’objet représenté, et donc il représente un unique polycube-arbre
fixe. On en déduit que chaque objet est représenté de maniére unique par un arbre

planaire étiqueté.
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534 Codage DF SE des polycubes-arbres fixes

DF SE provient de I’anglais depth-first string encoding. On définit ce codage des arbres
planaires étiquetés par des mots en effectuant un parcours en profondeur de 1’arbre 2

coder.

En plus de I’alphabet de I’étiquetage on utilise le symbole ’ :* pour désigner un retour
en arriere, le symbole "=’ pour séparer les deux parties du code dans le cas de bicentre,
et le symbole ’#’ pour représenter la fin de la chaine de caracteres qui code I’arbre. On
étend 1’ ordre lexicographique de 1’alphabet & ces symboles de 1a maniere suivante :

I <’=" <’# et ces trois symboles sont plus grands que tous les symboles de 1’alpha-

bet.

Le parcours en profondeur débute a la racine. Dans le cas d’un centre, on ajoute a la
fin de la chaine obtenue le symbole "# et c’est le code DFSE de ’arbre. Dans le cas
d’un bicentre, on supprime I’aréte qui relie ses extrémités et on effectue un parcours
en profondeur de chacun des deux arbres qui en résultent. Ensuite, les deux chaines
obtenues sont concaténées dans I’ordre de leurs racines et séparées par le symbole ’=’.

On ajoute 2 la fin le symbole de fin '# et c’est le code DF SE.

Cette construction est une adaptation d’une construction donnée par (Chi er al., 2004),
qui ont énoncé le lemme suivant, en appelant arbre valide tout arbre planaire étiqueté

associé a un polycube-arbre fixe.
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Figure 5.4: Code DF SE de polycube-arbre fixe

Lemme 5.1. Le code DFSE d’un arbre valide est unique et le détermine de maniére

unique.

En d’autres termes, chaque arbre valide posséde un code DF SE unique, et ce code ne

peut étre associé a un autre arbre valide.

Preuve. L’unicité du code d’un arbre valide est assurée par 1’unicité du parcours préfixe
d’un arbre planaire étiqueté et ordonné.

Inversement, considérons le code DF SE d’un arbre valide, on montre alors dans ce qui
suit que ce code détermine cet arbre de maniére unique, en prouvant que sa structure
détermine de maniére unique la racine de 1’arbre ainsi que la liste ordonnée des sous-

arbres qui lui sont attachés. En effet, deux cas se présentent pour la structure du code :

(i) il est de la forme O ---: 0p---: -+~ 0 --- B# od ; , B sont des symboles de
I’alphabet, différents de 0, o < |, k<2d
Dans ce cas, la racine est un centre étiqueté par 0, et on partitionne la chaine de
la maniere suivante :  Olog -+ o+ |- |og - BI#
¢ la premigre sous-chaine est réduite au symbole 0
¢ on répete I’opération suivante tant que possible :
La sous-chaine courante commence au symbole @; qui suit la sous-chaine
précédente, et elle est la moins longue possible qui contient le méme nombre

de symboles " :’ que de symboles de 1’alphabet A. La derni¢re sous-chaine
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se termine juste avant le symbole de fin '#’.
e pour chaque sous-chaine trouvée, on supprime les symboles ° :’ situés a la
fin.
Chaque sous-chaine obtenue représente un parcours en profondeur d’un arbre
planaire ordonné, il est donc unique, et on a une suite finie et ordonnée de sous-
arbres uniques, avec la racine qui est unique, ils forment un arbre unique.

(i1) sile codé n’est pas de la forme précédente alors il doit étre de la forme as =
as'# ouac {l,---,d} et sets des chaines telles que Os# et Os'# sont
du type (i). Dans ce cas, la racine de I’arbre est (a, &), donc elle est unique, et
d’aprés (i), s et s déterminent des sous-arbres uniques et dans un ordre bien

déterminé.

(i) et (ii) prouvent que chaque arbre valide est caractérisé de maniére unique par son

code DF SE.

Remarque. On déduit de ce lemme que chaque polycube-arbre fixe est caractérisé de

maniére unique par le code DF SE de I’arbre valide qui lui est associé.

53.5 Forme canonique DF CS des polycubes-arbres libres

DFCS est 'acronyme de depth-first canonical string. Notre objectif étant de réaliser
une génération exhaustive des polycubes-arbres libres. il est donc nécessaire de définir
un codage pour cette classe d’objets. Rappelons que deux polycubes fixes sont équiva-
lents lorsqu'ils sont identiques a translation, rotation et réflexion pres (définition 1.2),
et qu’'un polycube libre est une classe d’équivalence de polycubes fixes. Alors pour
chaque polycube-arbre libre on choisit 1’un de ses représentants fixes comme représen-

tant canonique, et le code correspondant est appelé forme canonique DFCS.

D’abord on étend I’ ordre lexicographique défini sur les symboles, aux chaines comme

suit : pour deux chaines différentes, on compare successivement a partir de la premiére
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position, les symboles de méme indice, et le premier plus petit que I’autre détermine
la chaine la plus petite. Cet ordre est total, et donc parmi les représentants fixes d’un
objet libre, un seul posséde le code DFSE le plus petit. C’est donc lui le représentant
canonique, et son code est la forme canonique de I’objet libre(figure 5.5). Donc, a partir
d’un représentant quelconque de 1’objet libre, on doit énumérer ses autres représentants
et comparer leurs codes. Pour ce faire, on applique successivement a ce représentant
tous les éléments du groupe B, de symétries de I’hypercube de dimension d. Pour des
détails sur ce groupe, et en particulier sur le nombre de ses éléments |By| = 29d!, on

pourra consulter (Braake, 1984) et (Lunnon, 1972).
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Figure 5.5: Forme canonique d’un polyomino-arbre libre

54 Arbre de génération

Dans cette section, on introduit un algorithme pour la génération exhaustive des polycubes-
arbres libres basé sur une structure d’arbre de génération. Il produit récursivement, et 2
chaque étape, tous les objets d’une taille donnée k > | a partir de ceux de 1a taille qui

précede k — 1. L’ensemble de départ contient le seul objet de taille 1.

La structure de I’arbre de génération, ainsi que la procédure d’expansion locale sont

extraites et adaptées a partir d’un algorithme dit a (Chi et al., 2004) qui I'ont congu
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pour I’extraction de sous-arbres fréquents dans une base de données d’arbres.

54.1 Structure de I’arbre de génération

Pour construire un arbre de génération, I’idée principale est de définir un parenr unique
pour chaque objet. Pour ce faire, la technique adoptée consiste a enlever a chaque objet
une feuille particuli¢re. Pour un arbre planaire, la profondeur d’un sommet est la lon-
gueur de I’unique chemin le reliant & 1a racine, le niveau d’indice p est I’ensemble des
sommets de profondeur p et la haureur de 1’arbre est I'indice du niveau le plus élevé.
Chaque objet étant représenté de maniére unique par sa forme canonique DFCS et par
I’arbre canonique correspondant, donc chaque sommet de cet arbre désigne une cellule
particuliere de I’objet. On s’intéresse a la cellule associée a la feuille la plus a droite
du dernier niveau, qu’on appelle la derniére feuille de 1’arbre. En enlevant cette cellule
on obtient un parent unique de I’objet. Donc chaque niveau de I’arbre de génération
contient tous les objets d’une taille donnée, et le parent de chacun d’eux s’obtient en

supprimant la derniere feuille de son arbre canonique.

54.2 Opérateur d’expansion locale

On veut définir un opérateur ¥ sur la classe des polycubes-arbres libres qui permet de
construire I’arbre de génération, défini au paragraphe précédent. niveau aprés niveau
jusqu’au niveau désiré, et cela sans omission ni redondance. La structure de cet arbre
exige que les enfants d'un objet soient produits en lui ajoutant une cellule dans un
emplacement particulier, de facon que la feuille correspondante dans I’ arbre canonique

soit 1a derniere feuille.

Soit un polycube-arbre libre quelconque P, donné par sa forme canonique DFCS. Les

emplacements ol I'on peut ajouter une cellule a P sans créer de cycle, afin de produire
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un polycube-arbre, forment la bordure de I’objet P.

On construit I’arbre canonique A associé & P, ainsi que son représentant canonique, qui
est un polycube-arbre fixe implémenté par un tableau multidimensionnel M qui englobe
I’objet et sa bordure. Une cellule ajoutée a un emplacement de la bordure se traduit au
niveau de I’arbre canonique par une feuille bien déterminée. Parmi les emplacements de
la bordure, ceux qui produisent les successeurs de 1'objet P par I’ opérateur d’expansion
locale 19, sont appelés les emplacements actifs. Autrement dit, un emplacement de la
bordure de P est un emplacement actif si et seulement si la feuille correspondante dans

I’arbre canonique A est la derniere feuille de P.

Par construction de 1I’arbre canonique, I’insertion d’une feuille dans un emplacement
associé a la bordure et tel que le sommet auquel elle est attachée ne soit pas dans le
dernier niveau de I’arbre, donne I’arbre canonique de 1’objet produit. Et donc pour que
cette feuille ajoutée soit la derniere feuille de ’arbre, il faut que son parent soit dans
I’avant dernier niveau, le nceud interne le plus 2 droite ou 'une des feuilles situées a
sa droite. Cependant, si la feuille est attachée & un sommet du dernier niveau alors la
structure de I’arbre qui en résulte n’est plus valide, du fait que la nature de la racine est
changée, et il faut donc consolider et canoniser 1’arbre pour obtenir 1’arbre canonique
de I’objet produit. Enfin il faut vérifier au niveau de cet arbre canonique si la feuille
ajoutée est sa derniere feuille, auquel cas I’emplacement est actif et I’ objet produit est

accepté.

Pour résumer, les emplacements actifs se trouvent dans les deux derniers niveaux de
I’arbre canonique parmi les emplacements suivants, qu’on appelle emplacements ad-
missibles : dans un parcours en largeur de 1’arbre, on détermine le dernier nceud interne
et les feuilles qui suivent. Pour chacun de ces sommets on détermine a I"aide du ta-
bleau M les emplacements de la bordure qui lui sont adjacents. C’est I’ensemble des

emplacements admissibles.
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Il reste a reconnaitre les emplacements actifs parmi ces emplacements admissibles :

(i)

(ii)

Tous les emplacements admissibles de 1’avant dernier niveau de 1’arbre cano-
nique sont des emplacements actifs, puisque 1’insertion d’une feuille dans I’'un
de ces emplacements donne I’arbre canonique de I’objet produit ou la feuille
ajoutée est la derniere feuille.

Pour les emplacements admissibles du dernier niveau, on construit I’arbre cano-
nique de 1’objet produit et on vérifie si la feuille ajoutée est sa derniere feuille,

auquel cas I’emplacement est actif et 1’objet produit est accepté, sinon il est re-

jeté.

Exemple 5.1. Cet exemple donne une illustration de ’application de 1'opérateur ¢ a

un polyomino-arbre libre donné par sa forme canonique DFCS égale 4011 :2::1:22#

D’abord il faut construire son arbre canonique A ainsi que son représentant canonique

M qui est un tableau de dimension deux. La recherche des emplacements actifs s’effec-

tue en trois étapes (Figure 5.6) :

i)

ii)

iii)

La détermination de la bordure de 1’objet se fait en méme temps que la construc-
tion du tableau M (couleur jaune).

Parmi les cellules de la bordure il faut déterminer celles qui forment les empla-
cements admissibles. Pour ce faire, on effectue un parcours en largeur de 1’arbre
canonique A pour déterminer le dernier nceud interne dans ce percours ainsi que
les feuilles qui suivent (couleur verte au niveau de 1’arbre). Alors les cellules
de la bordure qui sont adjacents & 'un de ces sommets sont les emplacements
admissibles (distinguées par le symbole adm).

Les emplacements admissibles qui sont adjacents & des sommets de I’avant der-
nier niveau de 1"arbre canonique sont des emplacements actifs. Pour les autres, il
faut construire 1’arbre canonique de 1’objet produit et vérifier si la feuille insérée
est sa derniere feuille, auquel cas I’emplacement est actif et 1’objet produit est

accepté, sinon il est rejeté. Dans 1’exemple il y a un seul emplacement actif (en
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rouge), et donc 1'objet considéré génere un seul successeur par I’opérateur 9.

I1 faut bien remarquer que :

{Emplacements actifs} C {Fmplacements admissibles} C Bordure.

___________ M

m P

Lo b0~ i

v el

. ladm|] |adm

(a) Objet source : 011 :2:: 1: 22#

2 d
V. e ) g
2 Vi v
T i ela ‘Tl 2
= 2 5
5

(b) Objet produit : 11:22 =11:22#

Figure 5.6: Illustration de 1'opérateur ¢

Conclusion. L’opérateur d’expansion locale ¥ de la procédure précédente est valide.

En effet il vérifie les deux conditions de la proposition 4.1 :
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1. Tout objet de taille n+ 1 > 1 posseéde un parent. En effet, si on lui enléve la der-
niere feuille alors on obtient un objet de taille n, et ’emplacement de la feuille
enlevée devient un emplacement admissible pour 1’expansion, et puisque 1’opé-
rateur ¥ considere tous les emplacements admissibles alors on retrouve obliga-
toirement 1’objet de départ. On a donc ¥(&,) = 0,

2. Pour chaque objet, ’arbre canonique correspondant et sa derniére feuille sont

uniques. et donc il posséde un parent unique.

Remarque. L'efficacité de I’ opérateur ¥ est a améliorer a deux niveaux :

1. La découverte des emplacements actifs du dernier niveau n’est pas efficace puis-
qu’il faut vérifier pour chaque emplacement admissible s’il est actif.

2. Si un objet admet une symétrie alors le symétrique d'un emplacement actif est
un autre emplacement actif qui produit le méme objet. Donc les successeurs d’un

objet ayant des symétries sont produits avec des répétitions.

55 Résultats obtenus

L'algorithme est implémenté pour les dimensions 2 , 3 et 4. Une structure d’arbre
2d-aire est utilisée pour les arbres canoniques et un tableau multidimensionnel pour le

représentant canonique de 1’objet considéré.

Les objets de chaque niveau de I’arbre de génération sont conservés dans un tableau
associatif dont les clés sont les formes canoniques DFCS de type chaine de caracteres,
et dont les valeurs sont des entiers qui représentent les nombres de feuilles des objets.
Pour chaque itération de I’algorithme, deux tableaux sont utilisés : I'un doit contenir
tous les objets d’une taille donnée, appelé niveau source, et 1’autre pour contenir les
objets produits, appelé niveau produit. La structure tableau associatif est choisie pour
éliminer les redondances des objets qui pourraient étre produits plusieurs fois. A la fin

de chaque itération, le niveau produit est enregistré dans un fichier texte, et devient le
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niveau source pour I’itération suivante.

L’explosion exponentielle du nombre d’objets de taille donnée limite le niveau attei-
gnable, par défaut de mémoire et aussi par le temps d’exécution qui devient rapi-
dement énorme. Les tableaux suivants résument les résultats d'énumération obtenus.
Pour chaque taille n on donne respectivement le nombre de polycubes-arbres libres,
le nombre de ceux qui sont pleinement feuillus (section 5.1) et le nombre maximal de
feuilles Ly(n), dont I’expression est connue dans le cas des dimensions 2 et 3 (Blondin-
Massé er al., 2017). 1l faut remarquer que I’algorithme produit effectivement les objets

énumérés, mais on présente seulement leurs nombres.

Remarque. On trouve dans la littérature plusieurs travaux d’énumération des polycubes-
arbres multidimensionnels, mais ils s’intéressent surtout a la forme fixe de ces objets,
alors que dans ce travail ils sont énumérés sous leur forme libre. Pour la dimension 2,
ils sont énumérés jusqu’a la taille 16 (on trouve dans la littérature des valeurs jusqu’a
la taille 17). Pour les dimensions 3 et 4, des termes sont calculés jusqu’a la taille 12 et

la taille 11 respectivement, mais aucun calcul précédent n’est trouvé pour ces termes.
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Tableau 5.1: Polyominos-arbres libres

Taille n | Polyominos- | Pleinement feuillus | Ly(n)
arbres libres
1 1 1 |
2 1 1 2
3 2 2 2
4 4 1 3
5 11 l 4
6 27 2 4
7 83 12 4
8 255 3 5
9 847 1 6
10 2829 6 6
11 9734 74 6
12 33724 11 7
13 118245 2 8
14 416816 21 8
15 1478602 408 8
16 5267171 40 9
17 - 4 10
18 - 76 10
19 - 2053 10
20 - 148 11
21 - 11 12
22 - 279 12




Tableau 5.2: 3d-Polycubes-arbres libres

Taille n

3d-
Polycubes-
arbres libres

Pleinement feuillus

Lz(n)
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3
989
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Tableau 5.3: 4d-Polycubes-arbres libres

Taille n

44-
Polycubes-
arbres libres

Pleinement feuillus

£
=
g

B N = et e e e e e s e e

1

1

2

6

24

122
838
6759
61600
600875
6139448

— = NN WNDN - -

o8

602

324
148
48
16

186
30

N R R SE W o0 s S A LR




014:2:3:2::12:3:1:2::32:9:38

Figure 5.7: 3d-Pleinement-feuillu de taille 15
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CONCLUSION

Les problemes relevant de la combinatoire énumérative sont en général des problemes
difficiles a aborder. Certains d’entre eux sont connus depuis longtemps, comme celui
de ’énumération des chemins auto-évitants, des polygones et des polyominos dans les
réseaux réguliers du plan, ou celui de I’énumération des polycubes multidimensionnels
en général. Ces demiers sont d’une importance grandissante et ont suscité un intérét
particulier des chercheurs du fait de leurs liens avec de nombreux domaines, tels que
I’analyse des algorithmes et des structures de données, la physique statistique et la
biologie computationnelle. Mais, malgré toute cette motivation, ces problémes sont
encore ouverts. Sauf que les cadres théoriques €laborés pour traiter ces problémes ainsi
que les techniques utilisées ne cessent de progresser et de se multiplier, ce qui a permis

des résolutions partielles a travers 1’exploration de sous-classes de plus en plus variées.

L’un des progres importants réalisés récemment concerne les méthodes récursives, avec
I’objectif clair de I'unification des formalismes théoriques et de 1’élaboration d’outils
systématiques pour 1’étude de certaines classes combinatoires. Ce mémoire se situe a
ce niveau, et forme une exploration de I’essentiel de ce progrés sans rentrer beaucoup
dans les détails, pour trois approches principales de la méthodologie récursive, a savoir,

la méthode symbolique, les grammaires d’objets et la méthode ECO.

La méthode symbolique, développée par F. Flajolet en 2009, est une approche algé-
brique unifiée qui fournit une collection de régles simples et générales, servant de
mécanisme de traduction systématique et complétement formel entre les constructions
combinatoires et les opérations sur les fonctions génératrices, qui encapsulent 1’infor-

mation exacte sur les suites de dénombrement des classes correspondantes.
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Les grammaires d’objets ont été€ introduites par (Dutour et Fedou. 1998) dans le but
d’étendre la notion de grammaires des mots aux objets combinatoires. Cette approche
est fondée sur la méme idée de déduire des propriétés combinatoires a partir de des-
criptions récursives des objets. Elle consiste a construire les objets d’une classe a partir
d’objets plus petits, moyennant des opérations de composition, le plus souvent expri-
mées sous forme de dessins. Par la suite, lorsque la grammaire d’objets est compléte
et non-ambigué, on est assuré que tous les objets de la classe sont engendrés sans re-
dondance ni omission, garantissant ainsi un cofit de calcul amorti constant (CAT) par
objet généré, ce qui est considéré efficace pour les algorithmes de génération exhaus-
tive. D'autre part. en appliquant des valuations, les grammaires d’objets se traduisent
directement par un syst¢me d’équations vérifié par la fonction génératrice de la classe
énumérée. De cette maniere. les grammaires d’objets permettent la résolution systéma-

tique de nombreux probléemes d’énumération.

Une autre technique intéressante qui fait partie de la méthodologie récursive est la mé-
thode ECO introduite par (Barcucci et al., 1999). Elle construit chaque objet en faisant
grandir localement un objet plus petit, et souvent I’opérateur d’expansion locale dé-
finit une construction récursive décrite par une régle de succession qui se traduit par
des équations fonctionnelles sur la fonction génératrice de la classe énumérée. De plus,
lorsqu’elle est appliquée a des classes exponentielles, la méthode ECO fournit un algo-

rithme efficace de type CAT pour la génération exhaustive d’objets combinatoires.

La contribution de ce mémoire est 1’application de la méthode ECO pour I’énumération
et la génération exhaustive des polycubes-arbres libres de dimensions 2, 3 et 4 respec-
tivement. Les résultats obtenus confirment la simplicité de la méthode qui repose sur
un opérateur généralement intuitif, ainsi que son efficacité du fait de la génération de
chaque objet une seule fois et en temps amorti constant. Enfin il faut remarquer que ce
travail pourra étre amélioré par la construction d’un opérateur mieux adapté a la classe

des polycubes-arbres libres, et aussi par la conception d’algorithmes mieux optimisés.
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