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Résumé. Notre but était d’introduire les vecteurs de Witt et d’indiquer
leur rdle dans la théorie des modéles des corps valués d’inégale
caractéristique.
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8l. INTRODUCTION

Les vecteurs de Witt furent introduits par Witt [Wi] en réponse a la
question de la structure, et éventuellement la construction, de corps valués
d’inégale caractéristique complet par rapbort a une valuation discréte et
ayant un corps des restes donné de caractéristique p#0 . En égale
caractéristique on sait que pour un corps des restes donné k la réponse a la
question analogue consiste en les séries de Laurent k((T)) sur le corps en
question. En inégale caractéristique on peut distinguer les cas suivants. Soit

k un corps de caractéristique p#0 donné.

(1) Cas non ramifié. C’est-a-dire le cas o0 p est une uniformisante.

(1.1) k_parfait. Alors pour chaque m=1,2,... on introduit une structure
d’anneau sur le produit cartésien k(m) pour en faire un anneau noté Wm(k)

et appelé anneau des vecteurs de Witt de longueur m sur k . lLes Wm(k)



forment un systéme projectif dont la limite est un anneau intégre de
caractéristique zéro qui s’avére &tre 1’anneau de valuation du corps valué
complet voulu. On note W(k) le corps des fractions de cette limite. C’est le
corps des vecteurs de Witt sur k . Le corps k étant donné, tout corps valué
d’inégale caractéristique complet par rapport & une valuation discréte non
ramifiée et ayant un corps de restes isomorphe & k par un isomorphisme f ,
est isomorphe a W(k) par un unique isomorphisme de corps valués induisant f

au niveau des corps de restes.

Exemple. Soit Fp le corps premier de caractéristique p. Alors
_ m, . N . Y -
Wm(Fp) =2z/(p ), lim Wm(Fp) = Zp , les entiers p-adiques, et W(Fp) Qp s

les nombres p-adiques.

(1.2) k__non parfait. (cf [Te]) Si k n’est pas parfait alors on le

-0 -0
plonge dans une cloture parfaite kP , on passe a W(kp ) . et en relevant

oo
une p-base de k a W(kp ) on arrive a construire le corps valué complet

—
voulu a 1’intérieur de W(kP ) . On le note aussi W(k) et il posséde la

méme propriété d’unicité que dans le cas parfait, & un choix de p-base prés.

(2) Cas ramifié. Dans le cas oi p n’est pas une uniformisante, le corps
valué cherché s’avére étre une extensioﬁ totalement ramifiée du cas non
ramifié. Plus précisément, tout corps valué d’inégale caractéristique complet
par rapport a une valuation discréte ramifiée et de corps de restes donné k
est isomorphe & une extension totalement ramifiée de W(k) donnée par un
polyndome d’Eisenstein i.e. de la forme x“+a1x“"1+...+an ot p[ai

(v(a;)2v(p)) mais pz,{an (v(a )=v(p)) .

Witt (ibid.) utilisa les Wm(k) en rapport avec la structure des

extensions abéliennes d’ordre pe d’un corps de caractéristique p#0 , en

donnant un analogue de la théorie de Kummer. Pour plus de détails voir par

exemple [Ja], [Ri].



%2, THEORIE DES MODELES DES CORPS VALUES D’ INEGALE CARACTERISTIQUE

I1 s’agit des corps valués de caractéristique 0 dont le corps de restes
est de caractéristique p#0 . Notons cette théorie INp . Soit (K,v) un

corps valué. On notera VK 1’ anneau de'valuation, val K 1le groupe de

valuation, res K le corps des restes et 1’application canonique de VK
dans res K . Pour fixer les idées on adopte le langage du premier ordre des

corps valués contenant un prédicat unaire pour 1’anneau de valuation.

Cas non-ramifié

On étudie ici le cas ou il n’y a aucun élément entre 0 et v(p) dans le
groupe de valuation. Notons cette théorie INRp . Soit k wun corps de

caractéristique p#0 .

Théoreéme. (Kochen, cf. [Ko]) Le principe d’Ax-Kochen-Ershov s’applique aux
corps valués henséliens d’inégale caracteristique non-ramifié. En particulier
Th(W(k),v) est axiomatisée par les propriétés

INRp + hensélien + gr. de valuation Z-groupe + Th(k)

et si Th(k) est modéle-compléte alors Th(W(k),v) 1’est aussi.

Par exemple si k=Fp la théorie élémentaire de W(Fp)=0p est celle des .
corps p-adiquement clos (de rang 1). Les vecteurs de Witt interviennent de la
facon suivante. La méthode utilisée par Kochen est de montrer 1’isomorphisme
de modeles wl—saturés munis de section normalisée. On peut traduire ici en
va-et-vient. Soit HINRp = INRp + hensélien . Pour démontrer la complétude de
la théorie HINRp + Tv + Tr ou TV,Tr sont respectivement des théories
complétes pour le groupe de valuation et le corps de restes, on considére deux
modéles w, -saturés avec section normalisée M1 et MZ tels que wval Mlzval M2

1

et res M1=res Mzrk . Par saturation Mi contient un sous-corps valué complet



pour une valuation discréte ayant un corps des restes égal a k . Ainsi

1 2

commencer un va-et vient. Plus précisément, Kochen met en évidence dans ce

(W(k),v) se plonge dans M, et M, et fournit un isomorphisme partiel pour

contexte le passage a la valuation quotient induite par le sous—groupe convexe
Zz.v(p) de val M (M=Mi). A savoir, on considére la valuation composée
w: M o val M/Z.v(p) et il appert que (M,w) est hensélien d’égale
caractéristique 0 . Son corps des restes se reléve donc en un sous—corps M’
de M . Il s’ensuit que pour (M’',v) , val M’=2.v(p) et res M’=res M=k . Par
saturation M contient un complété de (M’,v) d’ou un plongement de W(k)
dans M . Ainsi une théorie Tr de corps de restes étant donnée la classe des
corps de vecteurs de Witt sur les modéles de Tr fournit des structures Qui
se plongent dans les modéles suffisamment saturés de HINRp + Tr .

Dans le contexte de la modéle-complétude ou des extensions élémentaires on
peut aussi se ramener & ce schéma. Cette fois on a deux modéles wl—saturés M1
et M2 , deux sous-modéles resp. N1 et N2 et un isomorphisme partiel f de

N, sur N2 et il s’agit de prolonger f en un va-et-vient entre M1 et M2 .

1
Toujours dans la méme notation , on a de nouveau un plongement de W(k) dans
Mi mais cette fois on procéde & un amalgame de W(k) et N1 dans 1’esprit de

la Proposition 2.15 de [De] de facon a prolonger f tout en augmentant le

corps des restes.

Proposition. ([De],Prop.2.15) Soit E ¢ F des corps valués, Fo < F tels que

le passage au reste " induise un isomorphisme « entre FO et res F . Si
E, = avl[res E] est contenu dans E , et K est tel que E, c K . c F, ,
0 0 0 0 0
alors

(i) E et F, sont linéairement disjoints au-dessus de E0 .

0

(ii) Tout élément x € E[K.] s’écrit x = I° e.k. , avec e, € E ,
0 1 7174 i

ki € K et v(ei) < v(ej) si 1< j.



(iii) wval EKO = val E et res EKO = res KO .

Cette technique s’applique aussi a 1'élimination des quantificateurs. Ainsi
on peut démontrer le cas d’inégale caractéristique du théoréme d’élimination
des quantificateurs de Cherlin-Dickmann [C-D] selon ce schéma. On remplace
alors les sous-modéles N.1 par des soué—structures et on utilise le meme
genre d’arguments que pour la modéle~complétude.

Notons que pour se ramener complétement au schéma du théoréme de Kochen on
doit introduire des sections normalisées. Ceci est possible moyennant un peu
de théorie des modéles de base et des résultats auxiliaires de Kochen (ibid.).

Un dernier point & propos du théoréme de Cherlin-Dickmann en rapport avec
les vecteurs de Witt. Soit A 1’anneau de valuation et U le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de A . L’hypothése principale de ce
theoréme est que le sous—groupe " des puissances n—iémes est d’indice fini
pour tout n . Avec F.Delon nous avons remarqué éue cette hypothése implique
que le corps des restes est fini. En effet soit k le corps des restes en
question et supposons—le infini. Si k n’est pas parfait on montre
directement que le sous-groupe multiplicatif des puissances p-iémes kP
(p=car k) est d’indice infini. Si k est parfait alors A/(pz) est isomorphe
a 1’anneau des vecteurs de Witt de longueur 2 sur k . A 1’aide de notre
connaissance explicite des opérations dans Wz(k) on montre facilement que le

sous—groupe multiplicatif des puissances p-iémes est aussi d’indice infini.
Cas ramifié

Il existe aussi des résultats du type Ax-Kochen-Ershov dans le cas ou il y
a ramification i.e. dgs éléments entre 0 et v(p) . En rapport avec les
vecteurs de Witt nous nous contenterons ici de dire que les résultats de
Basarab [Ba] sur la ramification finie peuvent aussi &tre démontrés, moyennant

un argument de compacité au départ, a 1’intérieur du schéma que nous avons



dégagé de 1’article de Kochen.

En guise de conclusion nous soulignons dans cette approche le passage a la
valuation quotient induite par le sous—groupe canonique discret mis en
évidence par Kochen, et le role conceptuel de 1’usage que fait F.Delon dans

[De] de sa Proposition 2.15.

§3.VECTEURS DE WITT HEURISTIQUES

Nous présentons de facon heuristique la construction des anneaux Wm(k) .
Soit k un corps parfait de caractéristique p#0 . On se place du point de vue

de t1 . Rappelons que 1’application canonique de 1’anneau de valuation sur le

corps de restes est notée

Proposition.(Teichmiller) Soit (K,v) un corps valué de caractéristique 0
non-ramifié complet par rapport a une valuation discréte de corps des restes
égal a k . Soit V son anneau de valuation. Alors il existe Rc V un

systéme de représentants canoniques pour k caractérisé par les propriétés

-n n
suivantes: (1) Soit a t.q. a = P alors la suite (ag ) converge

vers un élément a € R t.q. a =g« .

(2) Tout élément de R posséde une racine p-iéme.

(3) Soit a,b,c € R, ;=a,5=ﬁ,5=1 . Alors a = Bv implique a = bc .

Démonstration. D’abord notons que (3)»(2) et qu’on a 1’unicité de R par (1)

_ -n
et (2) . D’autre part soit a« € k . On choisit an t.q. an= of . Il
' : pn+1 ph N pD
1 : = [ = .
s’ensuit que a = a (mod p) d’ou 8 41 = 8 (mod p’) . La suite (an )

est donc une suite de Cauchy et converge vers un élément a ¢ V . On verifie
que a est indépendant de la suite (an) choisie et on utilise ce fait pour

montrer (3) par continuité. g



Il s’agit bien sGr des fameux représentants de Teichmiller.

Exemple. Si K=Qp alors R={0,§1,...,§p_]} ou les Qi sont les racines

(p-1)-iémes de 1 (Lemme de Hensel).

Lemme. Soit K,R comme ci-dessus. Alors tout x € V s’écrit de facon unique

_ 2 _ e n
X = a, + a;p + a,p + .00 = 20 a p , ai € R .

Démonstration. Soit aoeR t.q. ;O=; alors pul(x—ao)ev . Soit aleR t.q.

- _ -1, _ 2
a,=p (x aO) alors x = a0+a1p (mod p~) etc. o

Nous y allons maintenant de nos remarques heuristiques. Par approximation
successive chaque élément du systéme canonique R est donné par ses racines
n .. P 2
p —iemes modulo p . Partant d’un élément x = ao+a1p+a2p +... comme dans le

lemme on a

a, essentiellement donné par une suite (GOO’QOI'GOZ’GOB"")
a, essentiellement donné par unevsulte (alo,all,alz,a13,...)
a, essentiellement donné par une suite (aZO’aZI’QZZ’QZS"")

~ - P -
ou par exemple %i T %o = a, et Aiel = %04

Soit k(m) le produit cartésien de k m fois par lui-méme. On peut

considérer que la suite
(%gg)» (29129505 (Xggsay 1 1ep0) s (ag3rc 510y s0090)
détermine essentiellement x . Ceci suggére un systeme projectif
A O

. p p _ e
ou par exemple (aOI,alo) est envoyé sur %1% - Faudrait—il encore mettre

L (m)

une structure d’anneau sur les de sorte que par exemple (a02'a11’a20)



6(xy) = x36(y) + 8(x)yY + p&(x)6(y)

6(1) = 0

Soit A la catégorie des anneaux unitaires commutatifs et 8A celle des
6-anneaux. Il montre que le foncteur d’oubli U: §A — A posséde un adjoint a
droite W: A — 8A et que dans le cas oﬁ q=p , W(A) s’identifie & 1’anneau
des vecteurs de Witt sur A . Le lien entre les vecteurs de Witt et la
structure de 6—anneau se fait au moyen de 1’endomorphisme de Frobenius des

vecteurs de Witt.
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