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Calcul Infinitésimal en Géométrie
Différentielle Synthétique
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Connecticut

GONZALO E. REYES / Departement de Mathematiques et de Statistique,
Université de Montreal, Montreal, Quebec, Canada

Nous présenterons ici quelques résultats relids au calcul
infinitésimal dans le contexte de la Géométrie différentielle
synthétique (GDS). Le but de cette théorie est de donner une
axiomatisation intrins2que, directe ou natve de la Géométrie
différencielle afin de rendre explicite les raisonnements synthétiques

employés par Darboux, Lie, Cartan et d'autres.

Kock (1981) décrit ce raisonnement comme étant celui qui
"deals with space forms in terms of their scructure, i.e., the basic
geometric and conceptual conscructions that can be performed on

them".

Le tableau suivant essaie de présenter quelques traics

caracteristiques des raisonnements synthétique et analytique:

Cette recherche a été subventionnée, en partie, par le Ministere
de 1'Education du Québec et le Conseil de recherches en sciences
et en génie du Canada.
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196 BELAIR AND REYES

synthétique analytique
manipulation directe manipulation analytique
("algébrique') des objets des représentations des
géométrriques ) objets géométriques
logique naive logique classique
arithmétique infinitésimale limite

Les sectioms §1, §2, 84 rappellent briévement les notions de
calcul infinitésimal utilisées. Dans les sections §5, §6, nous
a'avons souvent qu'adapté les calculs classiques 2 notre contexte.
Ces calculs se révélent alors comme étant constructifs. Omn pourra
trouver les détails de ces calculs ainsi que les preuves des
theor2mes employés dans Bélair (1981).
En appendice om trouvera uné preuve synthétique d'une version
{nfinitésimale du théor2me de Gauss-Bomnet et un%dictionnaire définissant
les notions de base du langage synthétique en termes des notions classiques

des fonctions lisses et des idéaux de telles fonctions.

La droite réelle dont nour disposons est un anneau local

ordonné <R,+,%,-,0,1,>> {.e. un anneau unitaire commutatif oli: . si
x + y #/0 alors x #0 ou y #0 (x #0 :=x est inversible),
< est un ordre compatible avec la structure d'anneau, et x # 0 ssi
x <0 ou x<0.
La définition x s 0 := 7(x > 0) donne un pré-ordre compatible
avec < et la structure d'anneau, tel que [0,0] contient tous les

nilpotents.
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Ces propriétés de R suffisent 3 englober la majeure partie
des situations ci-dessous bien qu'une fraction de celles-ci sied
souvent 2 un espect donné. Par exemple, l'introduction du calcul
différentiel ne requiert :qu'un anneau unitaire commutatif, 1'incégration

que l'ajout d'un pré-order < tel que [0,0] contient les nilpotents.

sl. LE CALCUL DIFFERENTIAL

On obtient une notion de dérivée en demandant que R soit

Y
-

un objet de type ligne. D désigne les éléments de carré nul

i.e. {x e R: x% = 0}, '"les infiniments petits de 157 order".

1.1 Axiome de Kock-Lawvere (Dans l'infiniment petit toute courbe

est une droite).
VE: D~ R 3J!la,b e R, Vd € D £(d) = a + bd .

Si f: R+ R, x e R, alors f(x+-): D+ R, donc par l'axiome
il existe a,b uniques tels que f(x + d) = a + bd pour d ¢ D.
On voit que a = f(x):; on définit £'(x) :=b ainsi

f(x +d) = £(x) + df'(x).

Les régles habituelles de calcul sont valides: (f+g)' = f'+g'
etc. De fagon analogue les dérivdes partielles et directionnelles

. m m P .
d'une fonction £: R + R sont définies; toute fonction est c”.
Si R est un anneau de Fermat au sens ol pour £f: R +> R

F(x,y) = f(xi : §( ) posséde une unique extemnsion 3f: R2 - R, on

a tout une autre notion de dérivée: f'(x) := 3f(x,x). On peut alors
formuler une regle de l'Hospital comme suit. Soient £,g: R * R tels que
£(0) = 0 = g(0), 9g(x,0) # O pour tout x, alors il existe un

. N - . ()
unique h: R+ R t.g. h(x) 2 (%) si x # 0 et h(0) = 2 (0)
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on montre que la régle de 1'Hospital est vérifiée si et seulement si
pour tout F: R+ R, si F(0) =0 et F(x) =0 pour tout x # 0,
alors F esﬁ identiquement nulle. Dans notre contexte, cette
condition et l'axiome d'integration (c.f. §2) assurent que R est

un anneau de Fermat.

§2. ° LE CALCUL INTEGRAL

Les primitives permettent d'intégrer.

2.1 Axiome d'intégration. (Toute fonction admet une primitive)

~
ve: (0,11 - R, 3d!g: F0,11 >R, g' =f A g(0) =0
: X
On définit alors J f(r) dr :=.g(x) od g est donné par
0

rl
l'axiome et les bonnes propriétés de J s'ensuivent immédiatement.
0

2.2 Proposition.

1 1 .
(1) J a f(t) de = aj f(c) de aeR
0 0

1 1 1
(2) f (f + g)(t)dt = J f(t)de + [ g(t)de

0 0 0
1
(3 f(b) -~ f(a) = (b - a)f £f'(a + (b-a)r)de
0
i.e. le lemme d'Hadamard
1 1
4 ) af
(%) i jo f(s,t)de = fo 3s (s,t)dt
1 1
(5) j f'(t)g(e)de = f£(1)g(l) - £(0)g(0) - J f(o)g'(t)de
0 0

démonstration: par l'unicité dans 2.1: on considere les deux membre
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de 1'égalité comme fonctions sur [0,1] et on vérifie qu'elles ont

méme dérivée et coincident en 0. [

2.3 Proposition. (R est connexe).

Soit f: {a,b]l »R. Si f£f' =0 sur [a,b] alors £ est

constante.

L'intégration est bien définie sur tous les intervalles de R:
1'axiome d'intégration sur [0,1] donne une propiéré analogue sir

tous les intervalles (bden sir les propriétés de < et S jouent

1
ici beaucoup). CeP extensions de ( , toutes compatibles entre
0

elles, héritent de ses propriétés.

b 1
Par exemple, J f(x)dx = (b-a)f f(a+ (b-a)r)dt
a 0

2.4 Proposition.

b a rc
ey Soit a £b < ¢ J f(e)de + J f(t)de = J £(c)de
a b a

b, b b b

1 2 \ 22 1 1

(2) Soit a, €b_, f {J f(x,y)ddex = J [J f(x,y)dedy
+ l a a a

1 T2 2 1 -

(3) Soit g: [c,d] »R, £: [a,b] >R t.g. f(a) =c

£(c)
J g(x)dx

]

t
J g ° £f(x) £'(x)dx

a 0

3 fEk; k
(4) £(x) = ) k? (x - a) J (n+1)( ) (x dt

k=0 - a

(k)
) £x) = Sf LA
n+l ! 1 (n+1) n
+ x . ees fo £ (xul...un+1)uu...u1du1...dun



200 BELAIR AND REYES

Le comportement numérique de 1'intégrale prend un sens grace

3 l'axiome suivant.

2.5 Axiome de positivité de 1'intégrale.
1

Vf: [0,11 » R ((Vx ¢ [0,1] £(x) > 0) » f f(t)de > 0)
(¢}

Ce dernier s'étend bien 2 tout intervalle [a,b] par le lemme
d'Hadamard. La positivité de [ sur les intervalles ouverts n'est
pastimmédiate. En effet on a recours 3 (f(a)f(b) < 0) » 1(Vt € [a,b]
£(r) # 0) qui est valide en supposant R pythagoricien, ou encore par

1'axiome dit de la valeur intermédiaire transversale (cf. §.3)

2.6 Axiome. (R est pythagoricien)

2
Vx e R (x>0 dyeR y>0Ary =x.

2.7 Proposition.
Soit f: [a,bl + R, a <b. Si £(a)f(b) <0 alors

1Vt € [a,b] £(t) # 0).

£(x)
/(£2(x))

démonstration: On considére F(x) = et on utilise la

connexité au sens de 2.3 0
2.8 Corollaire.

b
si £>0 sur (a,b) alors J f(r)de > 0.
a

§.3 LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

L'existence d'une solution au systeme d'équations différentielles
classique suffit 2 donner l'unicité et les propriétés élémentaires des

solutions.
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3.1 Axiome d'existence des fonctions trigonométriques.

‘Hu,v: R>R, u" =vav'=-uau(@ =0av(@) =1.

3.2 Proposition.

D Pour u,v comme dans l'axiome, uz + vz =1

.(2) Le couple (u,v) de l'axiome est unique. On note

sin := u, cos := v.
Fs
(3) sin(x + y) = sinx cos y + cos x sin y

cos{(x + y) = cos x cos y - sin x sin y.
(4) cos est une fonction paire, sin iﬁbaire.
démonstration: les preuves habituelles. [J

Pour introduire w/2, le premier zéro positif de cos, on a
recours 2 une propriété analogue au théor2me de la valeur intermédiaire.
Celle ci en différe toutefois un peu car il n'est pas vérifié dans

plusieurs modéles.
3.3 Axiome de la valeur intermediaire transversale.

VE: [0,1] » RC(E(O)E(L) « 0 AVx e (0,1) (f(x) =0 » £'(x) #0))

»>3c € (0,1) (f(c) = 0 AVx € (0,c) £(0)E(x)> O0)

L'axiome dit que si une fonction change de signe sur un intervalle
et ne peut couper l'axe que transversalement, alors elle le coupe
une premizre fois.
3.4 Proposition.

(D Unicité de la valeur intermédiaire transversale.

(2) cos 2 < 0.
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De (3.4) decoule l'existence de n/2  comme premier zéro

positif de cos au sens de 1'axiome (3.3).

3.5 Proposition.
(1 sin n/2 =1
(2) 27 est une periode de sin et cos

(3) cos x > 0 pour -w/2 < x < w/2

-

4) 1 < w/2 < 2.

Pour illustrer certain type d'argument utilise ici voyoms qu'étant

donné cos x > 0 pour tout 0 < x < 1, alors I< /2 i.e. 1(1>w/2).

Suppesons 1 > %, on pose f(t) = -t +%, alors f£f(0)f(1) < 0 et

£'(r) = -1 # 0. Il existe donc 0 < £, < 1 t.g. £, =l;2- par l'axiome

de la valeur intermédiaire transversale, ce qui contredit notre

premi2re hypothése cos t, > 0.

3.6 Proposition. .
(1 sin: (-72'—,%) + (-1,1) est un isomorphisme, 1'inverse etant
¢ 1
arcsin t = f —_— dx.
0 /(1 ~ x%)
(2) cis: R ~» Sl, cis(8) = (cos 8,sin §), est surjectif. En fait
cis: (—1:,—32—“-) + sl 1test.
(3 2r est la plus petite période de cos au sens ol si T est
une période de cos et —%1 < T« 221—'- alors T=0 ou T =2n

ou T=-2.

€3 £: ('22-11,-:—521’-) + R se factorise par cis: (—%1,%1) - sl

et seulement si f(x + 2w) = f£(x) pour tout X ¢ (-3121,-—5-).
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5.4 FORMES ET INTEGRATION

' On ne rappellera ici que les définitions et les rdsultats clés.

Le lecteur est invité i consulter Kock-Reyes-Veit (1980) ou Kock (1981).

Les formes sont des fonctions de poids sur les voisinages
infinitésimaux des points d'un objet. De tels voisinages sont donnés
par des applications y: D" » M. oOn définit une intégration sur les
cubes infinitésimaux ¢ ¢ MD" p" qu'on prolonge ensuite a des cubes

1"

-
finis ce M, 1 = [0,1], par "sommation" de toutes les intégrarions

infinitésimales.

4.1 Définition.

n
(1) Les n—cubes infinitdsimaux sur M := MD x p®

(2) Les n-chaines infinitésimales sur M := Cn(M), la notion
habituelle de R-combinaison linéaire formelle de n-cubes

infinicésimaux.

(3) Les n-cochaines sur M := Cn(M), les w : MP" » R avec

(aw) (¢) = a.w(c), a € R.

4) [: Cn(M) x CT(M) - R, définie par linéarité sur les n-—cubes

infinitésimaux <c,d>, d = (dl,...,dn): f w:=d;...d w(e)
<c,2? ’

(5) Un n-cube infinitésimal <c,d> est dégénéré si di =0 pour

un i, 1 €41 < m.

4.2 Proposition.

I1 y a correspondence biunivoque entre les applicacions

Q: Cn(M) * R qui s'annulent sur les n-cubes infinitésimaux dégénérés

Dﬂ

et les n-cochafnes w: M” -+ R.
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4.3 Definition. 3: Cn+l(M) - Cn(M) est définie par linéarité.
Pour Yy = <c,d>,
n
it+a
%y = [ ] DR ()
i=l «=0,1
ol Fiu(Y) = <ci(adi),g(i)> et d(f) est le n-tuplet obtenu de d en
enlevant la i-2me composante, e.g. pour n = 1, 1 =1, cl(é): D + M,
¢, (8)(d) =.¢;(8,d), d(1) = dy.
Pour une n—cochaine fixeé w, on a une fonction
D[H']. o+l : . . P
w: M x D + R qui s'annule sur les n+l-cubes infinitésimaux
3—

dégénérés d'olt 1'existence d'une n+l-cochaine Qw entidrement

déterminée par w et telle que ( w = J Q
Jay Yy w

4.4 Dé&finition. Dans la discussion précédente on définit dw : =Q .

I1 s'ensuit qu'on a un théoréme de Stokes infinitésimal par définition
méme de dw, la dérivée extérieure de w.
4.5 Proposition. -
(1 J est "fonctoriel" i.e. J o = J L we
£y
(2) 303=0, ded=20
(3) 3,d sont linéaires et fonctoriels.

4.6 Definition. Une forme différentielle sur M est une cochaine

que possdde les propriétés

(D alternance: w(c o D) = sign(m)u(c) ob = est une permutation,
m -
€ o DT (d),eendy) = cldygyaeend )
(2) homogénéité: w(a.c)= aw(e) ou 1l <k <n,

ak.c(dl,...,dn)==c(d1,...,adk,...,dn).

La dérivée exérieure est fermée sur les formes. Toute n-forme

m . i . .
sur R peut s'écrire de la fagon canonique habituelle. Par exemple
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pour les 2-formes sur Rz, w = f(x,y) dx A dy ou f£: Rz - R et

pour c: D2 - R2

cldppdy)) = pHxd) 4 xpdy +xppdid

R = (ppapy)y x; = (xg,x;,)

e: D~ Rz, e(d) = (x+ud,y+ vd)

D
on a dx,dy: R2 R, dx(c) u, dy(e) = v

- -

D
dx A dy: R - R, dx A dy(e) = X11%0 = X[o¥pp = dec(gl,gz)

Integration des formes sur les chatnes finies

On a les notions analogues de n-cube M, ¢ ¢ MIn, I =1[0,1]
de n-chaine, CIn(M); et de bord 3. Si c'est un f-cube et <,
un m~-cube alors ¢y x ¢, est un ftm-cube et on étend ce produit i
CIn(M). On a les l-cubes [[a,b]]: I - R, [[a,b]](t) = a + (b-a)e,
a < b e R, et donc les n-cubes [[al,bl]jx cee X [[an,bn]] appelés
n-rectangles. On définit une relation ~ sur les chaines telle que
(Ca,b3] + [[b,c]] ~ [[a,c]], a<b <c de fagon 2 pouvoir ensuite

définir une intégrale des formes sur les chatnes finies, compatible

avec cette relation.
4.7 Proposition. Si Y, ~ v, alors 3y, ~ 3v,-

4.8 Définition. Un n-rectangle [[al,bl]] x «.. x [fa ,b 1] est
D-petit si bi -3« D pour tout 1 < i < m; degenere si

bi -a; = 0 pour un 1 < i < m.

4.9 Théoréme. Soit ¢ une fonction 2 valeurs dans R définie sur
les n-rectangles D-petits, qui s'annule sur les n-rectangles dégénérés.
Il existe une extension additive unique o de ¢ aux n-rectangles,
.additive au sens ou si p ~ p, + p, alors (o) = 3(91) + 3(p2).

/
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C'est ce théorzme qui permetr d'intégrer les formes sur les
chatnes finies. En effet si c est un n-cube, w une n-forme, alors
¢*w est une n—-forme sur In; on peut donc, par image réciproque,
se ramener au cas des n-rectangles. Or nous poss&dons déja une
intégration sur les n-rectangles D—petits puisqu'on peut les assimiler
3 des n-cubes infinitésimaux. Pour ¢ et  donnés cette intégration
est une fonétion sur les rectangles D-petits satisfaisant les
hypoth2ses du théoréme: J w sera l'image du rectangle unité

c .

(([0,17] x ... x [[0,11)) par @, en fait

1 1
ch = fo ... Jo w(l<§y,..-,8 > b c(xl+-61,...,xm+-dm)])dxl...dxm

4.10 Proposition. Soit ¢, ¢, 3 des chaines.

i)

f [ {
1 ¢y + Cy alors J w = J w + J w .

[\ 5]
~
Sy
Hh
<
€
[}
—
<
Hh
€
*

démonstrarion: (3) il s'agit de vérifier que 1l'integration sur les

chaines est compatible avec l'intégration sur les chafnes infinitésimales,

le résultat découle du théorzme de Stokes infinitésimal. a
4.11 Proposition.

D
(1) cis’: (—ﬂ,%gWD‘*(S ) cisD(c) = cis © ¢, est surjectif.
(2) Soit g: R+ M un isomorphisme, f: M > R une o-forme.

Si df = 0 alors f est constante.

On dira que e.g. c: [a,b] » M est un l-cube puisqu'on peut

considérer 1 4 [a,b] $ M, A 1'application affine évidente.
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§.5 LES GROUPES DE COHOMOLOGIE DE DE RHAM

La cohomologie de de Rham est définie de la fagon habituelle:
n n n S
soit m (M) := les n-formes sur M, F (M) = {w e A~ (M) : duw = 0},
. n o n-1
les n-formes fermées, E (M) = {u e m (M): T a € M) da = w},
les n-formes exactes. Ce sont tous des R-modules, et En(M) < Fn(M).
Le n~iéme groupe de cohomologie de de Rham de M est le R-module

quotient HU(M) := F(M)/E"QM). H' est fonctoriel de fagon

contravariante.

5.1 Proposition.
(1) w'@®) =0, n-=1,2.,,,

@  E@) =o.
démonstration: la remarque qu'on puisse écrire les formes sur R
de la fagon cononique habituelle permet d'utiliser les arguments

standards.

La calculs subséquents sont adaptés de ceux de Flanders dans
"Studies in global geometry and analysis'; le premier cas donnera

une idéede 1'adaptation des preuves.

2

5.2 Proposition. ul(sh = R, s' = {(x,y) € R%: <2 ¥ y2 =1}

démonstration: " Soit le l-cube cis: [Q,27] + Sl, cis(t) = (cos t,sin t),

3cis = cis(2n) - cis(0) = 0. Considérant J -3 FI(SI) -+ R, on a
cis

1,1
E (8) < ker J __ donc Iy £, Hl(Sl) +R t.g. £ov= I _
cis cis
od v est la projection canonique. On montre que f est un isomorphisme.

(i) f est surjectif: soit 66 la forme d'angle sur Sl,

i.e. 68 = -y dx + x dy. Alors [ 66 = 2x # 0, et 2u engendre R.
'eis
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(11) £ est injectif: si [ w =0, pour w fermée, alors est
I
cis

exacte. Soit w € Fl(Sl) tel que J w=20
cis

Ut = Gy e sty sl U= (Gay) e sty <

1 -
Alors S =U v U, U+ U isomorphes 2 R. Puilsque

1. 1.
A (R) = E(R) on a
+ +
w = da sur U , pour quelque a: U -R

dg sur U, pour quelque a: U ~+R

w

R S - .
Soit H = clsp[o’n], H CLSP[n,an, alors on a

w = da = [ a = a(-1,0) - a(1,0)
J u J ut ut

de méme, J _w= 8(1,0) - g(-1,0)
H

aussi 0 = J w = J +us+ J _w car [0,2n] ~ [Q,n] + [n,27]) donec
cis H H

a(=1,0) - 8(~1,0) = «(1,0) - 8(1,0) =k € R.

Sur UF o U, dla-8) =da-ds=0 ec U aU =AuUB,

A,B disjoints isomorphes 2 R.
= g = 8 + k.

+
Posons  y: sl R, v(z) = [a(2) si zeU

g(z) + k si ze¢ U

1 + -
Comme (S )D= U D u U D, dy = w puisqu'ils coincident sur un recouvrement
1.D
de (5). O

5.3 Proposition.
(1) HI(BZ) =0, B2 = {(x,y) € RZ: xz + yz s 1}.

2  wlw? =o.



CALCUL INFINITESIMAL 209

‘Ces calculs donnent le théoreéme de point fixe de Brouwer.

Pour x € Rn, x #0 := x.x # 0, le produit scalaire habituel.

2
5.4 Corollaire. Si f: B” = Bz, alors 1V x B2 e f(x) ¥ x.

démonstration: 1l'argument habituel; on utilise le fait suivant:
a,b e Rz, b.b #0, a.a<l, (a-b) <1 alors

(a. b)2 + b.b(l-a.a) > 0. O

5.5 Proposition.

P

@Y HI(C) =R, (= st « (-1,1) 1le cylindre

(2) HZ(SZ) R, 52 = {(x,v,2) ¢ R xz + y2 + 2% = 1},

"
o

) s

(4) HI(E?) 0 EZ le plan projectif.

démonstration: (2) Oan doit postuler l'existence d'une fonction plate

AXIOME: I F:R +R, Vx e R (x <0 +F(x) =0ax>0>Fx >0).

(4) 2? est le coegalisateur de lSZ et de l'application antipode. [J

§.6 LE DEGRE DE BROUWER D'UNE FONCTION

Pour f£: S1 -> Sl, le calcul Hl(Sl) = R permet de définer

. 1
le degrd de f: H (£)(s0) = Hl(f)(ée + El(sl)) = as6 + £ sh) pour un

*

unique X ¢ R, par définition deg f := A. En fait deg f = %? J £ &8.
cis

6.1 Proposition. Soit a,b, o, € R, f: {a,b] - sl el que

cis 8, = f(a). Il existe une unique fonction F: [a,b] +R «ciso.F = ¢£

et F(a) = By
t

démonstration: F(t) = f (y'(s)x(s) - x"(s)y(s)ds + 8,> ou
0

f(s) = (y(s),x(s)). g
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6.2 Corollaire. (deg f est entier}) Pour f: stost, 21 deg £

est une période de cis cad cis(2w deg £) = (1,0).

démonstration: soit F tel que cis e F=f o c o c = cisP[O,Zn].

27 deg £ = f £¥se = I £ 50
c c*[[O,Zﬁ]]
- c*f¥se = J Fcis™ 56
{ro,2«11 [{0,2x]]
*
= J Fdr = { dF
[ro,2n3] {1[0,27]]

F(27) - F(0)

et cis(F(2m) = £(c(271)) = £(c(0)) = cis(F(0)). O

6.3 Corollaire. (Invariance homotopique du degré)
1 1
Soit F: [0,1] xS -5, deg(F(0,-)) = deg(F(1,-)).

démonstration: Posons g(t) = deg(F(tr,-1): [0,1] +R.

g{t + d) = g(t) + dg'(t) pour d ¢ D.
= dEg(F(t+d’_l) - deg(F(t,~-1) = dg(t) est une période de cis
= gin(dg'(t)) = dg'(c) =0, pour tour d € D
= g'(t) =0
= g est constant. 0
6.4 Proposition.

(1) Si B commute alors deg f = 0.
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(2) Si h: S1 > Sl préserve les antipodes alors

. cis(m deg h) = (-1,0) 1.e. "deg h est impair".

De 6.4 on tire les théor2mes de Gauss-D'Alembert et de
Borsuk-Ulam. Soit C = R[i], i2 + 1 =0, onécrit z # 0 pour dire

que 2 est inversible.

6.5 Proposition.

(1) Soit p(z) = 2" + c 2 +...4+c, n>1 un polynome
complexe. Alors 1Yz e C p(z) # 0.
2 2 2
(2) Si f: S +R° alors 1Vxe S f(x) # £(-x).

§.7 LES COURBES PLANES ET LE THEOREME D'EULER

On développe ici une théorie des courbes planes et on considere
ensuite le théoréme d'Euler sur la courbure normale des courbes sur une

surface.

7.1 Définition. Une courbe Y est une application Y: [Q,1] ~ R?

t.g. y'(c) #0 pour tout t e [0,1].

Pour une courbe <y, on a l'application "vecteur tangent normalisé"

Lx'(s)
Iy' ()i °

d'enroulement des recteurs tangents sur le cercle.

tY: (0,13 »~s', cY(s) = La courbuse est dounée par le

7.2 Définition. Soit y une courbe, il existe F: {0,1] + R tel que

F'(s)
fy' (s)y

cis o F = tY, on définit la courbure KY(S) =

7.3 Proposition.

YiYs T YIY)
(D Soit y = (yl,yz) une courbe K =
12 v2,3/2
Gy + vy
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(2) Soit K: [0,1] - R, il existe une courbe y t.g. K = KY
(3) Soit y;» Y, deux courbes t.g. KYl = KYz’ “Yi“ =1= “Yé“'
il existe un unique mouvement euclidien qui envoie Yy SUr Yy-
Ce qui suit est relié au théoréme d'Euler. Comme les infinitésimaux
de 157 order, D, avaient décrit la rangence, les infinitésimaux de
25T ordre,.‘DZ = {x ¢ R: x3 = 0}, décrirent la courbure.

7.4 Axiome. (Toute fomection sur D, est analytique)

Cet axiome nous permet de définir f'(u)

vE: D, + R, 3t a,b,c € R, Vu e D, f() =a+u + uzc.

b + 2uc, £f"(u) = 2c.

7.5 Corollaire

(D

(2)

2 fl'(x)

f(x) +uf'(x) +u 7

Pour f: R+ R, ue€ D2, f(x+u)

Pour F,G: D, -~ R, (FG)'(0) = F'(0)G(0) + F(0)G'(0)

2
(F o 6)'(0) = F'(G(0))G'(0).

-

7.6 Définition. Un arc infinitesimal 1i€ au point p € R2 est une

. . 2
application c: D, ~ R” telle que <c(0) = p, c'(u) #0 pour u e D

2 2°

On a une nction analogue de courbure pour les arcs infinitesimaux;,

qui est compatible avec la premiére notion.

7.7 Définition. Soit f£f: E- R, EcR tel que c+de E Ve c¢E

Vd € D.

£f(x) est un maximum (resp. minimum) de f si £'(x) =0 et

si pour tout y e‘E £(y) s £(x) (resp. f(y) 2 £(x)).

7.8 Proposition.

(1

Soit S ¢ R3, donné par f(x,y,z) =0, p¢€ S tel que fx(p) # 0
ou fy(p) #0 ou fz(p) # 0. Il existe un changement de
coordonnées qui envoie S sur F(X,Y¥,2) =0 et p 3 l'origine,

de fagon 2 ce que FX(O) =0, FY(O) =0, ,Fz(o) # 0.
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(Théoradme des fonctions implicites infinitésimal). Soit

R® » R 3 -

(2)

F: comme en (1), alors (e =€78 = ¢b

VE,SGR

- 3tneD F(g,8,n) =0).

-

(3) Soit S ¢ R3 associé 2 F(X,Y¥,Z2) = 0, comme en (l). Si il

# A

A 2

1
S

existent exactement deux valeurs extrémes

des courbes obtenuespar l'intersection de avec des plans

0 et de direction

paralléles 3 la normale 3 la surface en
cis 8 alors ces extrema sSont atteints dans exactement deux

8 au sens ou

directions perpendiculaire cis 1° cis ©

2

cis 61 e cis ez = 0.

A A

| R
# 0.

Soit S et F(X,Y,2) comme en (3), alors

(4)

et seulement si FXX(O) # FYY(O) ou FXY(O)

Soit S, F(X,Y,Z) comme précédemment,

normale sur S en O i.e. 1la courbure des courbes obtenues par

l'intersection de S avec des plans contenmant la normale en O,

R

7.9 Théoréme d' Euler. Suppons que

= 0 LA =

de la courbure

existent si

K désigne la courbure

soit un corps au sens de Kock

i.e. 1 (xl =0 A x
Si K

deux extrema pour

2

n'est pas constante

AL X 0) - (xl #0v X, # 0 Y e VXD # Q).
(1K = constante) alors il existe exactement

K dans exactement deux directions perpendiculaires.

A cosza + B sin28 + 2C sin 6 cos 8

démonstration: K(8) =
A - —FXX(O) . ~FYY(O) c -FXY(C)
FZ(O) FZ(O) FZ(O)

et on ulitise 7.8.

APPENDICE 1

Version infinitesimale de Gauss-Bonnet

On supposera que M a une structure infinitésimale conforme

2-dimensionnelle au sens ou chaque fibre wul(x) ¢ ¥° est un R-module
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libre de rang 2 et qu'on dispose d'une mesure pour les angles infiniment

petits entre deux vecteurs non nuls de n—l(x) telle que $(y,y) =0

et é(Yl’YZ) + ﬁ(YZ’YB) = ;(Yl,y3). On notera que ﬁ(Yz,Yl) = —7(Y1,Y2)-
Une donnée de tramsport paralle2le sur M est une fonction qui

associe 2 chaque h e D et chaque courbe Y € MD une bijection
-1 ~ -1
'rh(y,—): T (y(0)) == 1 “(v(h))
telle que

TO(Y,G) =36
7, (av,8) = Tn(Ys8, 1, (v,38) = at, (v,6)

T, Ppreserve les angles .

Un exemple d'une telle structure est "un espace de Riemann

ordonné de dimension 2 avec le transport paralléle canonique".

On peut donner une explication heuristique de la courbure d'une
surface en termes de l'angle que fait un vecteul tangent non nul avec

le vecteur obtenu par transport parall2le le long d'un cycle "trads petit':

Dans notre contexte tout en suivant E. Cartan (Legons sur la
géométrie des espaces de Riemann), cette explication permet de définir
la forme de courbure du transport parall2le en identifiant un tel cycle

avec un parallélogramme infinitésimal (Y’(h1’hz))
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(0,h,) (h),h,) h,) (v3,w,)

27 T, (V¥

0 =
(0,0) (h.,0) oA Yhz(YI,V)

Iei, = (5 )7 Grgwy, Y () = Y(0,00, Yy = y(hp b, ecc...

On remarque que ${tw,w) s'annule quand h1 = 0 et aussi quand
h, = 0. D'autre part, l'axiome de Kock-Lawvere montre que }(tw,w)
est de la forme Ao + Alhl + Azhz + A12h1h2' Ces deux remarques
impliquent que A°v= Al = A2 = 0. Le nombre A12 dépend seulement
de Yy et on le note K(y), la forme de courbure. On notera que K(y)

ne dépend pas de w, car le transport parallele préserve les angles:
Jw',w') = (', w) + 9(tw,w) + $(w,w') = J(tw,w).

En regardant la figure précédente on ne peut pas s'empécher de
voir une intégration le long du bord et la question se pose: existe-t-il
une l-forme ¢ telle que d¢ = K? Le théoréme de Gauss-Bonnet répond

32 cette question.

Dans une région ouverte U € M pour laquelle il existe un

champ de vecteurs non-nuls X: U -+ UD, on considére

X(y(0))
A
7, (7, X(¥(0)))

X(y(h))
Y € UD
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et on définit la forme de connexion ¢y par la formule

r
J (L XGOXG () = -hoy () = -] by -
(v,h)

Theoreme (Gauss-Bonnet Infinitésimal)

d¢x = -K

En particulier, d¢x ne dépend pas du choix du champ de vecteurs

non-nuls X.

Preuve. Par observation de la figure suivante

(0,h,)  (hy,hy) U T, (Y2s T, (Y2 X(1D)
)y Ty (75, X(2)
Y X(3)
—y
% Thl(Ylyx(l))
X1 “x(2)

0,00 (h,0

.

Comme tout a h'heure Yl(h) = v(h,0), Yz(h) = Y(hl,h),

@, = 3((r, )7 vy, X(D),X(), etc... Ona

—J by = - by - ¢X+J{ ¢+J ¢
B(Y,(hl,hz)) (Yl,hl) (Yz,hz) (73,h1) (Y4,h2)

= (!2 + a3 + Cll‘ + (11 .

D'autre paft, en transportant X(l) le long du cycle
1 234 1 on "gagne" les degrés suivants par rapport au champ

X: @, au point 2, a, + a, au point 3, a, + @y + @, au point 4

2 3

au point l. Autrement dit

2
et a, + ay +oa, + o

$(xX(1),X(1)) = o, + o, +a, +a, =h, - h, *« K(y) = [ K .
2 3 4 1 1 2 (Yv(hlthz)
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APPENDICE 2

Dictionnaire d'interprétation

On donne ici une interpréctation des notions de base de la
théorie synthétique GDS en termes des notions classiques des fonctious
lisses et des idéaux de telles fonctions.

Soit I © C*(R"™) un idéal (au sens algébrique) de la
IR-algebre des fonctions lisses (cad, possédant des dérivés partielles

continues) de R® dans IR.

(1) Un réel au stade (n,I) est une classe d'équivalence f mod I,
ou f € Cm(IRn). Les réels sont donc des "réels variables"

dépendant lissement d*un paramétre.

(2) 0, 1, +, ., - austade (n,I):

(f mod I) + (g mod I) (f + g) mod I

(f mod I) . (g mod I) (£ . g) mod L

—(fmod I) = -f mod I
1 = 1lmod I
0 = 0Omod I

(3) Un réel dans D au stade (un,I) est une classe f mod I,

ou £ e I.

4) Un réel > 0 au stade (n,I) est une classe f mod I telle
que 3g € C(R™) X(E(x)).g(x) =1 mod I od X € C (R)
est une fonction telle que x(x) # 0 ssi x > 0.

(5) Un reel dans [0,11 au stade (n,I) est une classe f mod I
telle que V¢ (¢ ] r0,13 20 +¢ (£(x)) e D)

(6) Une fonction dans R} au stade (n.I) est donneé par

Fmod I , ot Fe C(R® x R) et I* est 1'ideal dans
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Cm(IRu x R) engendré par {f o 7 ] fe I}, m: RrR" x R + IR.
Les fonctions sont, elles aussi, des "fonctions variables de t"

F(x,t) dépendant lissement du parametre X.

(7 Une fonection dans RD qu stade (n.I) est une classe

F mod(I.t?) ob Fe C(R™ x R).

(8) Une fonction dans R[O’l:l au stade (n,I) est une classe

F mod(I,{¢ | ¢ | [0.13 = 0}).

9 L'evaluation d'une fonmction a un point au stade (n,I) est
donnée par F(x,f(x)) mod I, ou F(x,t) mod I est la fonction

et f(x) mod I le réel en question.

Qn remarquera que ce dictionnaire est fonctoriel au sens suivant:
on organise les stades dans une catégorie, en définissant une fl2che
(n,I) 2 (m,J) comme étant une fonction ¢ € Cm(IRm,Hfb telle
que fo ¢ o J pour tout f e I. Une fonction dans RR au stade
(n,I) définit alors, par composition avec ¢ % Id, une fonction
dans RR au stade (m,J). La méme chose est valide pour les autres

notions.

Pour compléter notre dictionnaire, il faudrait interpréter
aussi les comnecteurs logiques de la logique naive en termes des
connecteurs de la logique classique. En effet, la logique classique
est incompatible avec 1'axiome de Kock-Lawvere (voir e.g. Kock (1981)).
On y arrive en e;ployant le "forcing de faisceaux" (voir e.g. Bélair

(1981) ou Kock (1981) pour les détails).

On se contentera ici de vérifier 1'axiome de Kock-Lawvere:
une fonction f € RD au stade (n,I) est, selon 7), donnée par
F(x,t) mod (I,tz). En employant le lemme d'Hadamard deux fois, on

obtient G € C G(BIRn x IR) telle que
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F(x,t) F(x,0) + C-%% (x,0) + tZG(x,t), i.e.

Fix,t) = F(x,0 + 625 (x,0) mod (1,

Cad, £(d) a+bd VdeD.

L'axiome d'intégration présente des difficultés "analytiques",
mais on y arrive en employant le résultat suivanct: soit M;
1'idéal de fonctions plates sur X (cad s'annulant, ainsi que leur

dérivées, sur X). -

Théor2me. Si X ¢ R® et Y c R™ sont des fermds, alors
MXxY B (MX'MY)‘
(Voir Qué-Reyes (1982) pour la preuve et Reyes (1982) pbﬁr

1'approche "toposophique" qui explique et étend ce dictionnaire).
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