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RESUME

Le présent mémoire constitue une introduction & la conjecture du volume. D’abord
énoncée par Kashaev pour les noeuds hyperboliques, cette conjecture a ensuite été
étendue a tous les autres noeuds par Jun et Hitoshi Murakami qui ont utilisé le
volume simplicial (ou norme de Gromov) plutét que le volume hyperbolique.

La conjecture du volume établit qu’une certaine limite du polynéme de Jones
coloré d'un nceud est égal au volume du complément du nceud.

Pour énoncer cette conjecture, nous avons eu besoin, entre autres, des notions de
R-matrice et de 'algébre enveloppante quantique du groupe de Lie sl(2,C) que
nous introduisons en ne supposant connues que quelques notions élémentaires en
algébre linéaire et en algébre abstraite. Nous présentons par la suite une bréve
introduction & la géométrie hyperbolique afin de définir les tétraédres hyperbo-
liques idéaux et le volume simplicial. L’algébre enveloppante quantique de s{(2, C),
les R-matrices et des notions en théorie des tresses nous servent ensuite & définir
le polynéme de Jones coloré. Ce dernier polynéme et le volume simplicial en main,
nous pouvons énoncer la conjecture du volume et faire une démonstration pour le
nceud figure-huit.

Mots-clefs : noeuds, polynéme de Jones coloré, conjecture du volume, géométrie
hyperbolique, invariant quantique, algebre enveloppante quantique, R-matrices,
opérateurs de Yang-Baxter, algébre de Hopf






ABSTRACT

English title: An Introduction to the Volume Conjecture

This thesis is an introduction to the volume conjecture. This conjecture was first
stated by Kashaev for hyperbolic knots, then expanded to all knots by Jun and
Hitoshi Murakami by using the simplicial volume (Gromov’s norm) instead of the
hyperbolic volume.

The volume conjecture states that a certain limit of the colored Jones polynomial
of a knot is equal to the volume of the complement of this knot.

To state this conjecture, we need the concept of R-matrix and of the quantum
enveloping algebra of the Lie algebra sl(2, C) which we will introduce by suppo-
sing that a few basic notions in abstract and linear algebra are known. We will
present afterwards a brief introduction to hyperbolic geometry in order to define
hyperbolic tetrahedras and the simplicial volume. The quantum enveloping alge-
bra of the Lie algebra sl(2, C), the R-matrices and some concepts of braid theory
will then help us to define the colored Jones polynomial. This polynomial and the
simplicial volume finally allow us to state the volume conjecture and prove it for
the figure-eight knot.

Keywords: knots, colored Jones polynomial, volume conjecture, hyperbolic geo-
metry, quantum invariant, quantum enveloping algebras, R-matrices, Yang-Baxter
operator, Hopf algebras.






INTRODUCTION

En 1995, Kashaev a introduit un invariant d’entrelacs construit & partir du dilo-
garithme quantique pour un entier N > 2 (Kashaev, 1995). Il a par la suite
observé pour plusieurs nceuds hyperboliques que cet invariant semble grandir de
fagon exponentielle et proportionnelle au volume hyperbolique des compléments
des noeuds (Kashaev, 1997). 11 suppose que cela est vrai pour tous les noeuds

hyperboliques : c’est ce qu’on appelle la conjecture du volume.

Jun et Hitoshi Murakami ont, en 2001, démontré que I'invariant de Kashaev est
en fait un cas spécial du polynéme de Jones coloré : ces deux outils sont égaux
lorsque Jy(K; q), le polynéme de Jones coloré de dimension N du nceud K associé
a une certain représentation de I’algébre de Lie sl(2, C), est évalué en la racine de
'unité ¢ = exp(2m+/—1/N). Les deux auteurs ont également élargi la conjecture
de Kashaev a tous les nceuds en utilisant le volume simplicial plutét que le volume

hyperbolique (Murakami et Murakami, 2001).

Cette conjecture est cruciale en théorie des nceuds. En effet, elle fait le pont entre
deux domaines disjoints des mathématiques : les invariants quantiques, qui pro-
viennent des équations de physique mathématique, et la géométrie hyperbolique,
qui a une grande importance pour 1’étude des espaces de dimension 3 depuis les
travaux de Thurston, dans les années 1970. En particulier, si la conjecture est
juste, alors tous les noeuds non triviaux et différents entre eux différent au moins
par un invariant de Vassiliev de type fini (Murakami et Murakami, 2001, section

5).

Nous présentons d’abord quelques notions de base en théorie des noeuds, puis



amenous des notions algébriques nécessaires a la définition du polynéme de Jones
coloré, introduisons la géométrie hyperbolique, définissons le polynéme de Jones
coloré et finalement énoncons la conjecture du volume. Nous démontrerons cette

derniére pour le nceud figure-huit.



CHAPITRE 1

NOTIONS PREALABLES DE THEORIE DES N(EUDS

Lorsqu’on entend «théorie des nceuds», on pense immédiatement aux nceuds de
marin ou encore aux nceuds d’escalade. Or, ce n’est pas tout a fait ce type de
nceuds que 'on considere dans la théorie du méme nom en mathématiques. Voyons
comment construire le type de nceuds qui nous intéresse. Il faut tout d’abord
prendre une corde et faire un nceud de marin quelconque. Il faut ensuite relier et
coller de fagon imperceptible les deux extrémités de la corde : on obtient ainsi ce
que 'on appelle un nceud en mathématiques. Quelques exemples de nceuds sont

illustrés a la figure 1.1.

Le présent chapitre est séparé en deux parties. Nous proposons d’abord une intro-
duction & la théorie des noeuds et définissant quelques notions de base. Nous

présenterons ensuite le polyndme d’Alexander et le polynéme le Jones.

il Notions et invariants de base

Nous présentons dans les premieres sous-section les entrelacs, les équivalences de
nceuds, les invariants de nceuds et les mouvements de Reidemeister. Nous pré-
sentons dans les autres sous-sections successivement les enchevétrements, ainsi
que les trois types de nceuds dans la sphére S : les noeuds toriques, satellites et

hyperboliques.



@)@

a) Le nceud de (b) Le nceud
trefle figure-huit

Figure 1.1: Exemples de nceuds

1.1.1 Définitions de base

Il existe plusieurs facons de définir ce qu’est un nceud, nous choisirons la suivante

pour des raisons qui seront expliquées un peu plus loin.

Définition 1. Un entrelacs & m composantes est un sous-espace de S* qui consiste
en m courbes simple fermées, disjointes et linéaires par morceaux. Un entrelacs a

une composante est appelé un neud.

La condition de linéarité par morceaux signifie que chaque courbe qui compose
L peut comporter un nombre fini de segments de droites placées bout & bout.
Cette condition permet d’exclure les entrelacs contenant une infinité de croise-
ments, entrelacs que I'on appelle entrelacs sauvages (figure 1.2). Ces derniers sont
un terrain d’étude encore trés peu développé. Ce mémoire se concentrera donc

uniquement sur 1’étude des entrelacs inclus dans la définition 1.

Figure 1.2: Un noeud sauvage



La définition de complément d’un nceud sert & définir beaucoup d’invariants,

notion qui sera introduite a la section 1.1.4.

Définition 2. Le complément d’un neud K est S\ K.

On peut imaginer le complément d’'un nceud comme le complément d’un tube
vide autour de ce nceud. Nous utiliserons cette notion au chapitre 3 pour définir

le volume simplicial.

1.1.2 Equivalence de nceuds

Une des questions importantes en théorie des noeuds est de déterminer si deux
nceuds sont topologiquement identiques entre eux. On cherche ainsi & différen-
cier les nceuds de toutes les maniéres qui soient. Intuitivement, deux nceuds sont
équivalents si on peut remuer, emmeéler, déméler, déformer et étirer un nceud en

I'autre sans le couper.

Définition 3. Deux nceuds A et B sont équivalents s’il existe un homéomorphisme

f de S? linéaire par morceaux tel que f(A) = B.

Dans le cas de nceuds orientés, on demande aussi que f préserve l'orientation des

neceuds et de S°.

Il peut étre difficile de reconnaitre qu’un nceud est, en fait, équivalent & un autre
bien connu. C’est 1a un des problémes fondamentaux de la théorie des nceuds. Par
exemple, les noeuds des figures 1.3a et 1.3c sont en fait équivalents au noeud trivial
(figure 1.3b). Par nceud trivial, il est entendu le plus simple noeud pouvant étre

représenté comme la frontiére d'un 2-disque plongé dans S3.

Ainsi, des classes d’équivalences de nceuds peuvent étre définies.



(a) Un nceud (b) Le neeud trivial (¢) Un nceud équivalent
équivalent au au noeud trivial

noeud trivial

Figure 1.3: Des nceuds équivalents au nceud trivial

sl Diagrammes de nceuds

Un nceud peut étre représenté de différentes fagons. L'une de ces facons est le

diagramme de nceuds, une représentation trés pratique pour dessiner ces nceuds.

Afin de faciliter la représentation de nceuds, il est possible de projeter celui-ci
sur un plan dans l’espace (figure 1.4). C’est ce qu’on appelle I’ombre d’un nceud.
Or, une telle projection fait disparaitre la notion de sous et de sur-croisement,
c’est-a-dire le fait qu’un brin de corde passe par-dessus ou par-dessous un autre.
Afin d’éviter toute ambiguité dans la représentation des nceuds, il est essentiel

d’utiliser la notion de projection réguliére.

Figure 1.4: L’ombre du nceud de trefle

Définition 4. Une projection ¢: S — R? d’un nceud K est réguliére si les deux

conditions suivantes sont respectées :

1. au plus deux points sont envoyés au méme endroit ;



2. lorsque deux points p et g sont tels que ¢(p) = ¢(q), alors p et ¢ sont des
points lisses sur la courbe et les vecteurs tangents non-nuls aux poiuts p et

q sont envoyés sur des vecteurs linéairement indépendants.

Définition 5. On appelle diagramme (régulier) d’un nceud la projection réguliére

du dit neceud.

Comme il est possible de le constater sur la figure 1.3 a la page 6, un nceud peut
donner lieu a plusieurs diagrammes, selon le plan sur lequel sa projection a été
faite. Deux noeuds ayant des diagrammes completement différents peuvent donc
étre en fait les mémes, et c’est 1a ou la notion d’invariant de nceuds devient utile :
elle permet de distinguer les nceuds différents, sans tenir compte du choix de leurs

diagrammes.

1.1.4 Invariants de noeuds

Un invariant de noeuds est une quantité, soit un nombre, un groupe, un polynéme
ou un quelconque objet mathématique qui ne change pas lorsqu’on fait subir
des déformations continues, non déchirantes & un nceud, c’est-a-dire que cette
propriété ne change pas selon les équivalences de nceuds. Afin de montrer que deux
noeuds ne sont pas équivalents, il suffit habituellement de trouver un invariant qui
a une valeur différente pour chacun de .ces neeuds. Toutefois, cette opération ne
permet pas de déterminer si deux nceuds visuellement différents sont en fait les
mémes. En d'autres termes, si deux nceuds ont des invariants identiques, cela ne
signifie pas pour autant qu’ils sont équivalentes. Montrer que deux nceuds sont les

mémes peut donc étre une tache ardue.

Parmi les exemples classiques d’invariants de nceuds figurent le nombre mini-
mal de croisements, la tri-coloration, le genre d’une surface de Seifert, le groupe

fondainental du complément d’'un nceud et I'invariant de Arf. Pour en apprendre



davantage sur ces invariants, on peut se référer & (Adams, 1994) et (Lickorish,

1997).

1.1.5 Mouvements de Reidemeister

Le topologue allemand K. Reidemeister a publié, en 1932, son livre Knothentheorie
((Reidemeister, 1948), en anglais) et y a présenté une liste de mouvements que
I’on peut effectuer sur des diagrammes de nceuds tout en gardant les noeuds cor-
respondant aux diagrammes équivalents. L’on compte trois de ces mouvements

aujourd’hui appelés mouvements de Reidemeister.

Un mouvement de Reidemeister est donc une des trois fagcons de modifier la projec-
tion d’un noeud en changeant les croisements du diagramme sans modifier le nceud

lui-méme (voir figure 1.5).

I

\

> /
AN 4
XK

Figure 1.5: Les mouvements de Reidemeister



Théoréme 1.1 (Reidemeister). Deuz diagrammes de neuds représentent le méme
neeud st et seulement si l’on peut passer de l'un a l'autre en utilisant un nombre

fini de fois les mouvements de Reidemeister.

Démonstration. On peut par exemple consulter (Livingston, 1993) a la page 31.

O

Ce théoréeme est particuliérement utile lors de démonstrations d’invariance d’ob-
jets associés aux nceuds. En effet, pour certains objets utilisant dans leur définition
les diagrammes de nceuds, il suffit de montrer qu'’ils gardent la méme valeur quand
ils subissent les mouvements de Reidemeister. Le probleme du choix du diagramme

pour un nceud est ainsi réglé.

1.1.6 Les trois types de nceuds

Gréce aux travaux de William Thurston en 1978, on sait qu’il existe exactement
trois types de nceuds dans S : toriques, satellites et hyperboliques. Chaque noeud

appartient & une seule de ces trois catégories.

Un (p, g)-neeud torique est obtenu en enroulant une corde p fois autour d’un tore
(S! x S1) et g fois & travers son trou, pour p et g des entiers copremiers. Un
(p, q)-nceud torique est équivalent & un (g,p)-noeud torique. De plus, tous les
noeuds toriques avec min{|p|, |g|} > 2 sont chiraux, c’est-a-dire qu’ils ne sont pas
équivalents a leur image miroir. Un (p, —g)-nceud torique est 'image mirroir d’un

(p, g)-nceud torique. Quelques exemples de ces nceuds sont illustrés & la figure 1.6.

Les nceuds satellites, quant a eux, sont construits de la facon suivante. Prenons
un neeud K; compris & l'intérieur d’'un tore solide non noué (figure 1.7a). Nouons
ce tore en un nceud Ks. Le nceud K; qui se trouvait dans un tore non noué

se trouve maintenant dans un tore noué, on appelle ce nouveau nceud K3z neud
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(a) Le nceud de tréfle est le (b) Le (1,4)-nceud torique
(2, 3)-nceud torique.

Figure 1.6: Exemples de nceud toriques

satellite (figure 1.7b). Le nceud I, est appellé un neud compagnon et est supposé
non trivial, car autrement, le nceud K3 ne serait que le nceud K;. Un tore solide
est un tore incluant & la fois sa surface et son intérieur, c’est-a-dire n’importe
quelle variété homéomorphe & S* x D?%. De plus, le nceud K, est tel qu’il est ni
isotope au noyau du tore solide non noué ni contenu dans une 3-boule dans le
tore solide. Le noyau du tore solide est une courbe simple fermée h(S* x {a}),
ou h est un homéomorphisme de S' x D? dans le tore solide et a est un point
dans l'intérieur du disque D?. On impose également que K passe par chacun des
disques méridionaux du tore solide. Un disque méridional est un disque dans le
tore solide ayant une courbe méridionale comine frontiére (figure 1.8b). On appelle
les courbes simples du tore bordant un disque non contenu dans la frontiére du

tore solide les courbes méridionales (figure 1.8a).

Un neeud (p, q)-cdble est un nceud satellite formé d’un (p, g)-nceud torique K, et

d’un nceud compagnon K, (figure 1.9).

Un neud hyperbolique est un nceud dont le complément a une structure hyperbo-
lique. Une telle structure est expliquée au chapitre 3. Le nceud figure-huit, illustré

3 la figure 1.1b, est un exemple de nceud hyperbolique.



(a) Un noeud dans un tore solide (b) Un nceud satellite

Figure 1.7: Construction d’un nceud satellite

-
courbes méridionales (disque méridional
(a) Les courbes méridionalles (b) Un disque méridional

Figure 1.8: Courbes et disques méridionaux.

Figure 1.9: Le noeud (2, 1)-cable du nceud figure-huit

Pour plus de détails sur les trois catégories de nceud, voir (Adams, 1994).
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1.7 Enchevétrements

Les entrelacs font partie d’une famille plus générale d’objets : les enchevétreinents.
Un enchevétrement est une 1-variété T proprement plongée dans le cube unité
I? dans R3, avec 0T C {3} x I x 8I. On définit 8_T = T N (I? x {0}) et
0,T =T n(I? x {1}) (figure 1.10). On appelle T un (m,n)-enchevéirement si
m = |0-T| et n = |8:T|. On peut voir les enchevétrements comine une collection
de brins allant d’un ensemble de n points & un ensemble de m points. Un entrelacs

est donc un (0, 0)-enchevétrement.

04T

N |

Figure 1.10: Un (3, 1)-enchevétrement

2 Polynémes d’Alexander et de Jones

Les polynémes d’Alexander et de Jones sont tous deux des invariants de noeuds.
Ils peuvent étre définis de maniére plutét compliquée, mais, pour des raisons de
recherche de simplicité, nous nous concentrerons sur leur définition combinatoire

qui utilise les diagrammes de noeuds.

E2.F Polynéme d’Alexander

En 1928, Alexander introduisit le tout premier invariant polynomial de nceuds. Sa
définition utilisait des outils mathématiques plutét abstraits. Il a fallu attendre
jusqu’en 1969 pour que John Conway trouve une fagon particuliéremnent simple

de le définir.
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Définition 6. Le polynéme d’Alexander est une application
A: {entrelacs orientés dans S3} — Z[t!/2,¢t71/?],

telle que

() AO) =1,

(b) A(Ly) = A(L-) = (¢2 = t7%)A(Lo) = 0,
ot O est n’importe quel diagramime du noeud trivial et L, L_ et Ly sont les
diagrammes d’écheveau d’entrelacs qui different en un seul voisinage d'un point
(voir figure 1.11). Une démonstration du fait que cette application est bien définie

se trouve dans (Livingston, 1993).

K XX

Figure 1.11: Relations d’écheveau

Il est facile de prouver que le polynéme d’Alexander est un invariant de nceuds : il
suffit de vérifier qu'il est invariant lorsqu’il subit les trois mouvements de Reide-

meister (figure 1.5), on conclut ensuite en utilisant le théoréme 1.1.

Le polyndme d’Alexander a été le seul invariant polynomial connu pendant prés
de 50 ans, jusqu’a ce qu’en 1984 Vaughan Jones découvre, en étudiant les algébres
de von Neumann, le polynéme qui porte maintenant son nom (Jones, 1985). Ce
polynéme lui a d’ailleurs mérité une médaille Fields en 1990 pour son énorme

contribution a 'avancée de la théorie des nosuds.

122 Polynéme de Jones

Contrairement au polynéme d’Alexander, le polynéme de Jones permet de distin-
guer un nceud de son image miroir. Aprés avoir défini ce polyndme, nous présen-

terons un exemple de calcul avec le noeud de trefle.
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Définition 7. Le polyndme de Jones est une application
V: {entrelacs orientés dans S} — Z[t}/2,t71/3),

telle que
() VO) =1,
(b) V(Ly) = 2V(L-) + t(t/2 — 7 Y2V (Ly).

Exemple 1. Nous voulons calculer le polyndme de Jones du nceud de trefle. Afin

d’alléger la notation, posons z := t'/2 — ¢~1/2,

Figure 1.12: Calcul du polynéme de Jones du nceud de tréfle



Par la figure 1.12, on voit que

V(C@)) =2V (O) +tz (#V(OuO) +1v(O))
=2 +1z (£V(OuO) +t2) (1.1)

Calculons maintenant le polynéme de Jones de ’entrelacs trivial a deux compo-

santes, c’est-a-dire deux noeuds triviaux disjoints. On a que

1% =tV + (2 -t~V

Puisque V(O) = 1, on a V(OLO) = —t-1/2—41/2_ ot OUO représente I’entrelacs

trivial & deux composantes.
Ainsi, I'équation (1.1) devient

V(CQ)) =2+t (FV(OuO) +t2)
=t 4tz (72— /%) + t2)
=24 t(t1/2 L t—1/2) (t2(_t—-1/2 _ t1/2) 4 t(t1/2 o t—1/2))
=24+ (ts/z o t1/2) (_ts/z —$5/2 4 32 _ t1/2)
=t' -t +t0+t -1

=g e,

Le nceud de tréfle étant le (2, 3)-nceud torique, il est chiral. En effet, il existe deux
nocuds de trefle : celui de droite (figure 1.13b) et celui de gauche (figure 1.13a). Le
nceud dont on vient de calculer le polynéme de Jones est le nceud de tréfle de droite.
Le polynéme de Jones du nceud de tréfle de gauche est V(C@D) = —t7 4734171,
résultat facilement obtenu par un calcul similaire a celui fait pour le nceud de trefle

de droite.
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QD QD

a) Le nceud de tréfle de (b) Le noeud de tréfle de

gauche droite

Figure 1.13: Les nceuds de trefle

Voila ce qui conclut ce chapitre sur les notions de théorie des nceuds nécessaires

a la compréhension des prochains chapitres.



CHAPITRE II

FORMALISME ALGEBRIQUE POUR LE POLYNOME DE JONES COLORE

Les groupes quantiques ont été popularisés grace aux travaux de Vladimir Drin-
field et de Michio Jimbo et 1985. Ces objets sont une certaine déformation d’une
algebre de Hopf, qui dépend d’un paramétre ¢ ou h qu’on appelle une algébre
enveloppante quantique d'un groupe de Lie. Les groupes quantiques ont des liens

avec certains domaines des mathématiques et de la physique.

Le but de ce chapitre est de démontrer que la R-matrice universelle de U}, (sI(2, C)),
construite a l'aide de toutes ces notions, en est bien une. Ce résultat est ensuite

utilisé au chapitre 4 afin de définir des invariants de nceuds.

Ce chapitre est séparé en cinq parties. Nous parlons tout d’abord de produits
tensoriels, ensuite d’algebres et de coalgebres, de bialgébres et d’algébres de Hopf,
d’algebres enveloppantes et, finalement, de R-matrices. Les notions élémentaires

en algebre linéaire et en algébre abstraite sont supposées connues.

Pour une lecture plus fluide et une compréhension plus rapide de la conjecture
du volume sans se perdre dans ces algebres compliquées, on peut d’abord lire le

chapitre 4, puis revenir a celui-ci.

Toutes les démonstrations des résultats de ce chapitre se trouvent dans (Kassel,

1995), sauf mention contraire.
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21 Produit tensoriel

Dans cette section, nous parlerons tout d’abord du produit tensoriel d’espaces
vectoriels, puis du produit tensoriel d’applications linéaires et, finalement, de la

trace d’un endomorphisme.

a1l Espace vectoriel

Soit U et V deux espaces vectoriels sur un corps K. On note Hom(U, V') 'espace
des applications linéaires de U & V. En particulier, End(V) = Hom(V,V) est
l’espace des endormorphismes linéaires de V. Soit W un troisiéme espace vectoriel.

On note Hom® (U, V; W) lespace des applications bilinéaires de U x V & W.

Le théoréme suivant nous permet de définir le produit tensoriel d’espaces vecto-

riels.

Théoréme 2.1. Soit U et V' deux espaces vectoriels. Il existe un espace vecto-
riel U @ V' et une application bilinéaire @o: U x V — U ® V telle que pour
tout espace W, Uapplication linéaire f — f oy qui va de Hom(U ® V, W) wvers
H01n(2)(U, V; W) est un isomorphisme linéaire. On appelle Uespace vectoriel UQV

le produit tensoriel de U et V. Il est unique d isomorphisme preés.

Pour tout u,v € U,V, on pose u ® v = @y(u,v). Puisque @y est bilinéaire, on a

les relations suivantes dans U @ V' :
. (u+v)Qu=u®uv+uv®v
2. uQ(v+v)=uuv+uv
3 AMu®v)=(A)®v=u® (\)

pour tout u, v’ € U, v,v' € Vet A € K.

De plus, tout élément de U ® V' peut s’écrire comme une somme finie de la forine

Y ui®ui, 00 Uy, -+ , Uy € Uetwy,: - ,v, € V. Une démonstration de ce résultat
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et du théoréeme précédent se trouve dans (Lang, 2002) au chapitre XVI, sections

1 et 2.

Proposition 2.2. Soit U, V et W des espaces vectoriels. Il existe, dans chacun

des cas sutvants, un unique isomorphisme tel que
1. UV)eW=2ZUR(VeW)
(LRV) QW ud (vew)
2 AV =EN=VoHK

AQuAv = Ar®1

3. VW =WeV

Tvw(v@w) = we v, Tvw est appellé le flip.

Démonstration. (Lang, 2002) chapitre XVI, section 1, proposition 1.2 et 1.1. [

La base du produit tensoriel d’espaces vectoriel est exprimée de la maniére sui-

vante :

Corollaire 2.3. Soit {u;}ier une base de l’espace vectoriel U et {v;};cs une base
de V. L’ensemble {u; ® vj}(ijyerxs est une base du produit tensoriel U @ V. De

plus, dim(U ® V) = dim(U) - dim(V).

Démonstration. On peut en trouver une démonstration dans par exemple (Lang,

2002), chapitre XVI, section 2, corollaire 2.4 ou bien (Kassel, 1995, p.25). O

Nous avons jusqu’a présent défini le produit tensoriel sur des espaces vectoriels.

Voyons maintenant le produit tensoriel sur des applications linéaires.
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2.1.2 Produit tensoriel d’applications linéaires

Soit f: U — U’ et g: V — V' des applications linéaires. On définit le produit
tensoriel d’application linéaire f @ g: UV — U’ ® V' par

(f®g)(u®v)— f(u)®9g(v),
pour tout u,v € U, V. On obtient ainsi une application linéaire
A: Hom(U,U") ® Hom(V, V') - Hom(V @ U, U’ @ V')

définie par

A ®9)veu) — fu)®g(v).

Théoréme 2.4. L’application A est un isomorphisme si au moins une des paires

(U, U"), (V, V") ou (U, V) est composée d’espaces vectoriels de dimension finie.

L’espace dual d’un espace vectoriel V', noté V*, est définit par V* = Hom(V, K).

Corollaire 2.5. L’application A: U*@ V* — (VQU)* est un isomorphisme si U

ouV sont de dimension finie.

Le prochain corollaire est le cas U = V/ = K du théoréme 2.4.
Corollaire 2.6. L’application Ayy: V @ U* = Hom(U,V) donnée par
vy (v® a)(u) = a(u)v,

avecu € U, v € V et o € U*, est un isomorphisme si U ou V sont de dimen-
sion finie. En particulier, si V est un espace vectoriel de dimension finie, alors

Uapplication Av,y est un isomorphisme V @ V* = End(V).
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Notons que l'application Ay @ Ayyr est inversible lorsque soit U ou U’, soit V
ou V' sont de dimension finie. La composition (g, f) — g o f de deux applica-
tions linéaires est bilinéaire. Elle nous ameéne & définir, pour un triplet (U, V, W)

quelconque d’espaces vectoriel, I’application
Hom(V, W) ® Hom(U, V) = Hom(U, W).
On définit 'application évaluation evy: V*® V — K par
evy (@ ®v) = (o, v) = a(v),

pour toute forme linéaire « et tout vecteur v de V. Cette application nous permet

d’enn définir une autre : la trace.

2.1.3 Trace

Tous les espaces vectoriels de cette sous-section sont supposés de dimension finie.
Soit V' un tel espace vectoriel. On note {v;}; une base de V et {v'}; une base de

son espace dual V*.

Il est possible de définir la trace d’un endomorphisme d’un espace vectoriel & partir

de I'isomorphisme Ay y du corollaire 2.6 : on définit tr: End(V) — K comme étant
-1

A X -
la. composition End(V) % V@V 25 v @V &% K.
Voici quelques propriétés de la trace :

Proposition 2.7. Soit f et g des endomorphismes d’un espace vectoriel de dimen-

ston finie V.

(a) tr(fog) =tr(go f)

(b) i (f})i; est la matrice de f dans une base de V', alors

w{f)= fo.
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(c) tr(f*) = tx(f).

Nous nous servirons d’une généralisation de la trace dans le chapitre 4 afin de

définir des invariants de nceuds et des opérateurs de Yang-Baxter augmentés.

2:% Algebres et coalgebres

Les algebres, le produit tensoriel d’algebres et les coalgebres nous servent a définir
les bialgébres dans la prochaine section. L’algeébre tensorielle, quant a elle, nous
sert & définir les algébres enveloppantes a la section 2.4, elle reviendra donc souvent

comme exemple tout au long du chapitre.

221 Algebres

Une algebre est une structure algébrique composée d’'un espace vectoriel, d’une
multiplication et d’une unité. On la définit comme suit :
Définition 8. Une algébre A est un triplet (A4, u,7n), olt

(a) A est un espace vectoriel sur K

(b) w est une application d’espaces vectoriel u: A® A — A. Elle est associative

et satisfait donc le diagramme commutatif suivant :

ARARA Y4 A0 A
id®p.l 1# (2 1)

Agd —— A

On note m(a @ b) = ab. L’application p est appelée la multiplication.

(c) n est une application entre espaces vectoriels : K — A telle que

an(l) = a = n(1)a,
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c’est-a-dire que le diagramme suivant commute :

Kgd 0 Amd 09 je
\ J’u/ (2'2)
A

n et n(1) sont appelés I'unité de A. Ici, 1 € A.

Un morphisme d’algébres f: (A, p,n) — (A, 1/, ') est une application linéaire de
AaAtelleque fo(f®f)=fopet fon=1q.

Exemple 2. C est une algebre sur le corps R.

Les deux exemples suivants seront utiles dans le reste du chapitre.

Exemple 3. On définit I’ algébre opposée A°P comme l’algebre ayant le méme espa-
ce vectoriel que A, mais avec la multiplication définie comme g op = 14 © T4 4, OU
7,4 €st 'application flip définie & la proposition 2.2. Une algébre est commutative
si et seulement si g4 00 = u,. En d’autres mots, A est commutative si et seulement

si le diagramme suivant commute :

AR A A L AQA

x / (2.3)

A

Exemple 4. L'espace End(V) des endormorphismes linéaires din espace vec-
toriel V' est une algebre dont la multiplication est la composition et 'unité est
lapplication identité de V. En choisissant une base de ’espace vectoriel V, on
obtient End(V) = M, (K), l'algébre des matrices n X n avec entrées dans K, pour

tout n € N et pour tout corps K.

Les algebres étant des espaces vectoriels dotés d’une multiplication et d’une unité,
il est naturel de se demander s’il est possible de doter également leur produit

tensoriel d'une structure d’algebre.



24
222 Produit tensoriel d’algebres et algebre tensorielle

Soit A et B des algeébres. On dote le produit tensoriel A ® B d’une structure
d’algébre par (a ® b)(a’ ® V) = ad’ ® b/, ol a,d’ € A et b,b’' € B. Son unité est
1® L

On définit les morphismes d’algebres i4: A —> A® B et ig: B— A® B tels que

ia(a) =a®1etig(b) =1®b, respectivement. On a ainsi que

ia(a)ip(®) = (a®1)(1®b) =a®b=(1®b)(a® 1) = in(b)is(a).

L’algebre A ® B satisfait ce qu’on appelle la propriété universelle :

Proposition 2.8. Soit f: A — C et g: B — C des morphismes d’algébres tels
que pour toute paire (a,b) € A x B, l’égalité f(a)g(b) = g(b)f(a) est vraie dans
C. Alors, il existe un unique morphisme d’algébres f ® g: AQ B — C tel que
(f®g)oin=fet(fRg)oip=g.

Soit V' un espace vectoriel. On définit T%(V) = K, TH(V) =V et T™(V) = Vo™,

le produit tensoriel de m > 1 copies de V. Les isomorphismes canoniques
V) T™V) = T ™ (V)

induisent un produit associatif sur 'espace vectoriel (V) = @,,5o T™(V). L’objet
T(V) a donc une structure d’algébre. On appelle I’algébre tensorielle de V. Le

produit est donné par
(21®...QZp)(Znt1® -+ Tnpm) =11 ® ... L, @ L1 R ... Tpym, (2.4)

ouz; € Vpourl < i< n+m. Lunité de T(V) est 'image de I'unité de
K =TO(V).



Il y a une inclusion naturelle de V' = T*(V) dans T(V), en envoyant V sur le
deuxiéme terme de la somme T(V) = K@V @V ®V &.... Les éléments dans
I'image de cette inclusion sont dit primitifs et générent T (V) en tant qu’algébre.

Nous reviendrons sur les éléments primitifs dans la section 2.3.1.

22.3 Coalgébres

En inversant le sens de chacune des fleches de la définition d’une algebre, on
obtient la notion de coalgebre.
Définition 9. Une coalgébre C est un triplet (C, A, ¢€), ou

(a) C est un espace vectoriel sur K

(b) A est une application d’espaces vectoriels u: C — C ® C. Elle est coasso-

ciative, elle satisfait donc le diagramme commutatif suivant :

C—2—CoC
Al lid@A (2.5)
(o= Yo Yok- Yoi-Ye;
A est appelé la comultiplication.
(c) € est une application d’espace vectoriel €: C — K. On 'appelle la co-unité.

¢ satifait le diagramme commutatif suivant :

KeC &L coc L&, 0K

A (26)

Un morphisme de coalgébres est une application linéaire f: (C,A,e) — (C', A/, ¢")

telle que (f® f)oA = A'o f et e = ¢ o f. Voici quelques exemple de coalgebres :

Exemple 5. Le corps K a une structure de coalgébre avec A(l) = 1® 1 et
g(1) = 1. De plus, pour toute coalgebre (C,A,¢), e: C — K est un morphisme
de coalgebres.
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Exemple 6. Pour toute coalgebre (C, A, €), on pose A®® = 7, o0 A. La coalgébre
(C,A° g) est appelée la coalgébre opposée. On la note C°°P. Une coalgebre est

cocommutative si et seulement si le diagramme suivant commute.

T ¥

CeC »y CQC

\ y (2.7)

C,C
C

Les coalgebres et les algébres sont reliées, comme le montrent les deux propositions

suivantes.
Proposition 2.9. L’espace vectoriel dual d’une coalgébre est une algébre.

Proposition 2.10. Le dual d’un espace vectoriel d’une algébre de dimension finie

a une structure de coalgébre.

Exemple 7. Coalgébre de matrice Soit A = M,(K) I'algébre des matrices n X n
avec entrées dans K. On note E;; la matrice dont les entrées sont 0 sauf pour (3, 5)
qui est égale & 1. L’ensemble des matrices E;; avec 1 < 4,7 < n forme une base
de M, (K). Soit {xz;;} la base duale. La coalgébre A* est définie par
mn
Al =3 a8 1y et (&s;) =0y,

k=1

0 BlEsEF
ou d;; = est le delta de Kronecker.
1 Bs=j
Exemple 8. Produit tensoriel de coalgébres Soit (C, A, €) et (C', A, ') deux coal-

gebres. C' ® C' a une structure de coalgébre avec multiplication
(ld ® TC,C’ ® ld) o (A ® A’)
et co-unité e ® &',

Définition 10. Soit (C, A, ) une coalgebre. Un sous-espace I de C est un co-idéal

siA(I)CI®C+C®Iete(l)=0.
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Lorsque [ est un co-idéal, les applications

A:C/[»CoC [1gcrcan=C/19C/]

et £: C' /1 — K forment une coalgebre (C /1, A, &) appelée la coalgébre quotient.

Introduisons maintenant une notation qui nous sert tout au long du reste du

chapitre.

Notation de Sweedler

La notation de Sweedler simplifie grandement les formules et est trés utilisée dans
les ouvrages traitant d’algébres de Hopf (nous traiterons de ce sujet 4 la section
2.3.2). C’est pourquoi nous utiliserons cette notation tout au long du chapitre.
Soit = un élément d’une coalgébre (C, A, ¢). Puisque C ® C est engendré par
I'ensemble {z' ® 2" : 2’2" € C}, on peut écrire A(z) = ¥, z} ® = de fagon non
unique. Afin de se débarrasser des indices, on peut réécrire cette somine comme
AlE) =), &' Ra" (2.8)
()
En utilisant cette notation, il est possible d’exprimer la coassociativité de A,

c’est-a dire la commutativité du diagramme (2.5), par
Z (Z(xl)/ ® (l,l)ll) ® x// == le ® (Z(xl/)/ ® (xll)ll)
(=) \(z") (=) (=")

=N R (2.9)
(=)

La somme (2.9) peut également &tre écrite ¥,z ® 2® ® ™). En appliquant
la comultiplication A & ’équation (2.9), on obtient

ZA(xl) ®$//®$/” = Z.T,@A(x”) ®$/// il Za:/@x//@ A(x/”).

(=) () ()
Ce qu’on écrit

Zxr ® 112” ® :L‘”' ® SII”” ou Z :U(l) ® $(2) ® .’E(S) ® .’E(4).
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En utilisant la notation (2.8) et le diagramme (2.6), on a que pour tout z € C,

Y. @ ==} Telz"). (2.10)

() ()

Une coalgebre est cocommutative si, pour tout z € C,

Z-’L‘I®$II=Z$”®$I.

(=) (=)

2.3 Bialgébres et algebres de Hopf

Les bialgebres sont des objets qui sont & la fois des algebres et des coalgébres.
Elles nous servent a définir les algébres de Hopf dans la deuxiéme partie de cette

section.

23.1 Bialgebres

Soit H un espace vectoriel équipé a la fois d’une structure d’algébre (H, u,7) et de
coalgébre (H, A, ¢). Certaines conditions sont nécessaires afin que les structures

d’algébre et de coalgébre soient compatibles :
Théoreme 2.11. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. Les applications p et n sont des morphismes de coalgébres.

2. Les applications A et € sont des morphismes d’algébres.

Il est maintenant possible de définir une bialgebre.

Définition 11. Une bialgébre est un quintuplet (H,pu,n, A ¢), ou (H,pu,n) est
une algeébre et (H,A,e) une coalgebre, vérifiant les conditions de compatibilité
du théoreme précédent. Un morphisme de bialgébres est un morphisme pour les

structures d’algebre et de coalgebre sous-jacentes.
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En utilisant la notation de Sweedler, la condition A(zy) = A(x)A(y) est exprimée,
pour toute paire (z,y) d’éléments d'une bialgebre, par

Z(l'y), ® (:zzy)" = Z a:'y' ® xllyll.

(zy) (=)(y)
De plus, A(1) =1® 1, e(zy) = e(z)e(y) et &(1) = 1.

Proposition 2.12. Si H = (H, u,n, A, £) est une bialgébre, alors
H? = (H, “op’ m, Aa 5)1 H*®? = (H7 w1, Aop, E) et HP P = (H5 ‘uop’ 7, Aop, 6)
sont aussi des bialgébres.

Exemple 9. Par les propositions 2.9 et 2.10, l'espace vectoriel dual H* d’une

bialgébre H de dimension finie a également une structure de bialgebre.

L’algebre tensorielle T'(V') définie & la section 2.2.2 posséde également une struc-

ture de bialgebre.

Théoreme 2.13. Soit V un espace vectoriel. Il existe une unique structure de
bialgébre sur lalgébre tensorielle T(V) telle que pour tout v € V, e(v) = 0 et
A(v) =1Q® v+ v Q1. Cette structure de bialgébre est cocommutative et pour tout
By ey U €V Elwg e i) =1 6t

n—1
Avy...v,) = 1®U1...vn+p21Zd:va(l)...va(p) ® Uo(p1) -+ Vo(n) T V1...Un ® 1,
0l vy ... v, dénote le produit dans T(V), c’est-d-dire v1 ® ... ® vy, et o parcourt
toutes les permutations du groupe symétrigue S, tel que o(1) < 0(2) < ... < o(p)

eto(p+1) <olp+2) <... < o(n). Une telle permutation o est appelée un
(p, n — p)-shuffle.

Introduisons maintenant le concept d’élément primitif.
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Définition 12. Soit (C, A, &) une coalgebre. Un élément x € C est primitif si
A(z) = 1®z + 2z ® 1. On note Prim(C) le sous-espace des tous les éléments

primitifs de C.

Proposition 2.14. Si z est un élément primitif d’une bialgébre, alors e(z) = 0.

Siy € Prim(C) ety # z, alors Ty — yx est aussi primitif.

Par le théoréme 2.13, les générateurs v € V de lalgeébre tensorielle T'(V') sont
primitifs. Soit H une bialgebre et x, ..., z, les éléments primitifs de H et V un
espace vectoriel avec base {vy,...,v,}. Il existe un unique morphisme d’algebre

f:T(V) — H tel que f(v;) = z; pour tout ¢.

Proposition 2.15. L’application f: T(V) — H est un morphisme de bialgébres.

Maintenant que les bialgebres sont définies, il nous est possible de parler d’algebres

de Hopf.

2.3.2 Algeébres de Hopf

Soit une algébre (A, u,n), une coalgebre (C.A,¢€) et f,g € Hom(C, A). La convo-
lution est une application bilinéaire x: Hom(C, A) — A définie comme étant la

composition C' 5 00C %% A9 A% A Onlanote f*g.

En utilisant la notation de Sweedler, on obtient

(f *g)(z) = (2; f(@)g(="),

pour tout z € C.

Proposition 2.16. (a) Le triplet (Hom(C, A),*,n0¢) est une algébre.

(b) L’application Ac a: A®C* — Hom(C, A) du corollaire 2.6 est un morphisme
d’algébre, o A @ C™ est le produit tensoriel de A et de l’algébre duale C* de
C.
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Lorsque (H, u,7n, A, €) est une bialgeébre, on peut considérer lecasou C = A= H

et ainsi définir la convolution sur End(H).

Définition 13. Soit (H,u,n, A, €) un bialgébre. Un endomorphisme S de H est

appelé un antipode pour la bialgebre H si

S*idﬂ == id[{*s =T0E.
Une algébre de Hopf est une bialgébre dotée d’un antipode. Un morphisme d’alge-
bres de Hopf est un morphisme de bialgébres commutant avec les antipodes.
Lorsqu’un antipode S existe, il est unique. On note une algébre de Hopf avec
antipode par (H,pu,n, A€, S).

Exemple 10. L’algébre tensorielle T(V) est une algebre de Hopf avec antipode
tel que S(1) = 1 et, pour tout vy, va,...,v, € V,

S(viva...v) = (=1)"v, ... vouy.
24 Algebres enveloppantes

Dans cette section, nous souhaitons étudier 1’algebre enveloppante quantique de
'algebre de Lie s[(2,C). Nous commengons par définir les algébres de Lie et en
donner quelques exemples, puis nous introduissons les algebres enveloppantes et
plus particuliérement 1’algébre enveloppante de s[(2, C). Pour finir, nous dévelop-

pons l'algebre enveloppante quantique de sl(2, C) et parlons de représentations.

2.4.1 Algebres de Lie

Les algebres de Lie ont été introduites dans les années 1870 par Sophus Lie. Elles
apparaissent presque partout en mathématiques et sont utilisées dans certains

domaines de la physique.
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Définition 14. (a) Une algébre de Lie L est un espace vectoriel muni d’une
application bilinéaire [-,-]: L x L — L telle que
(i) [z,y] = —[y, z] (antisymmétrie)
(ii) [z, [y, 2]] + [y, [2, 2] + [2, [z, y]] = O (identité de Jacobi).
[-, -] est appellé le crochet de Lie.
(b) Une sous-algébre de Lie L' d’une algebre de Lie L est un sous-espace L’ de
L tel que pour toute paire (z,y) € L' x L', [z,y] € L'.

(¢) Un idéal I d’une algébre de Lie L est un sous-espace I de L tel que pour

tout (z,y) € Lx I, [z,y] € I.

(d) Un morphisme d’algébres de Lie f: L — L’ est une application linéaire telle

que f([z,y]) = [f(2), f()] pour tout z,y € L.

Une algebre de Lie est abélienne si son crochet de Lie est nul.

Les exemples suivants permettront d’'éclaircir ces définitions.

Exemple 11. L’algebre de Lie gl(2, C) est de dimension 4 et les matrices suivantes

en forment une base :

01 00 1 0 10
X = , XY= o Ml = et I= .
00 10 0 -1 01
Les matrices du sous-espace sl(2, C) sont les matrices de trace nulle et sont engen-
drées par X, Y et H. Ainsi, sl(2,C) est un idéal de gl(2,C) grace aux relations

[I,X]=[I,Y]=[I,H] =0.

De plus, gl(2,C) = sl(2,C) @ CI, on peut donc restreindre 1’étude de gl(2,C) &
celle de sl(2,C).

Exemple 12. Soit L et L’ des algébres de Lie. On munit la somme directe L & L’
d’un crochet de Lie donné par [(z,2'), (y,¥)] = ([z,9], [z, ¥']), pour z,y € L et
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x',y' € L'. Les projections canoniques de L& L' dans L et L' sont des morphismes

d’algebres de Lie.

Exemple 13. L’algébre de Lie opposée L°P est I'espace vectoriel L doté du crochet

de Lie [z,y]°P = [y, z].

Exemple 14. Soit I un idéal d’une algebre de Lie L. [l existe une unique structure
d’algebre de Lie sur le quotient L / telle que la projection canonique de L dans

L /1 soit un morphisme d’algébres de Lie.

Exemple 15. Soit A une algébre. On pose [a,b] = ab — ba pour a,b € A. Cette
application est anti-symmétrique, bilinéaire et satisfait ’identité de Jacobi. De
plus, [a,bc] = [a,blc + b[a, c] pour tout a,b,c € A. On note cette algébre de Lie
L(A).

Exemple 16. Pour tout espace vectoriel V', on note 1’algébre de Lie L(End(V))
de tous les endomorphismes de V' par gi(V'). Lorsque V est de dimension finie n,
gl(V) est isomorphe & gl(n,K) = L(M,(K)), 'algébre de Lie des matrices n x n
avec entrées dans K. L’algébre de Lie des matrices carrés n x n de trace nulle est
noté sl(n,C) = {A € M5(C) : tr(A) = 0}. Puisque tr([A4, B]) = 0 pour toutes
matrices A, B € gl(n,C), sl(n, C) est une sous-algeébre de Lie de gl(n,C).

242 Algebres enveloppantes

A toute algébre de Lie L, on assigne une algébre de Lie (associative) U(L), appellée
I’algébre enveloppante de L, et un morphisme d’algebres de Lie i,: L — L(U(L)).

Soit I(L) un idéal bilatére de ’algébre de tenseurs T'(L) généré par tous les élé-
ments de la forme zy —yz — [z, y], ot z,y € L. On définit Ialgébre enveloppante de
L comme U(L) = T(L) / I(L)- L’application iy, est la composition de I'inclusion
canonique de I(L) dans T'(L) et de la projection canonique de T'(L) dans U(L).

L’algebre enveloppante U(L) posséde aussi la propriété universelle suivante :
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Théoréme 2.17. Soit L une algébre de Lie. Soit A une algébre associative et
f: L — L(A) un morphisme d’algébre de Lie. Il eriste un unique morphisme
d’algébre p: U(L) — A tel que poip = f.
Il en découle les deux corollaires suivants.

Corollaire 2.18. (a) Pour tout morphisme d’algébres de Lie f: L — L', il
existe un unique morphisme d’algébres U(f): U(L) — (L') tel que

U(f)oir =iy of.
De plus, U(idy) = idy ).
(b) Si f: L — L" est un autre morphisme d’algébre de Lie, alors
U(f' o £)=U(f) o U(f).

Corollaire 2.19. Soit L et L' des algébres de Lie et L @& L' leur somme directe.
AlorsU(Le L) =2 U(L) @ U(L').

Ces deux corollaires nous permettent de doter U(L) d’une structure d’algebre de
Hopf, comme le montre la prochaine proposition.

Proposition 2.20. U(L) est une algébre de Hopf cocommutative pour les appli-

cations A, € et S définies plus bas. Pour x1,...,2, € L,

n-1
A(a:l...:rn) = 1®$1---$n+zzma(l)---xa(p)®$a(p+1)---ma(n)"‘ml---mn@la

p=1 o
ot o parcourt tous les (p, q)-shuffles du groupe symétrique S, et
Sl vees = 1=1) % ¢ -1

La comultiplication est définie par A = p o U(§), ou §: L — L & L envoie x sur

(z,z) et o: U(L&® L) — U(L)®U(L) est I'isomorphisme naturel. La co-unité est
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donnée par € = U(0), ou O est le morphisme allant de L & ’algébre de Lie nulle
{0}. L’antipode est défini par S = U(op), ol op(z) = —z est un isomorphisime

d’algebres de Lie de L a L°P.
Appliquons maintenant ces notions a ’algébre de Lie L = sl(2,C).

2.4.3 Algébre enveloppante de sl(2, C)

Considérons pour le reste du chapitre que K = C. L’algébre enveloppante U =
U(sl(2,C)) de sl(2,C) est isomorphe a ’algébre générée par les trois éléments X,

Y et H avec les relations

[X,Y]=H, [H X]=2X, e [HY]=-2Y.

Les relations suivantes en découlent facilement par récurrence.

Lemme 2.21. Les relations suivantes sont vraies dans U pour tout p,q >0 :
XPHA = (H —2p)" X", ¥Y*H*=[H42p)Y7",
[X,Y?] = pY?"{(H —p+1) = p(H +p—1)Y?7,

[XP,Y] =pX? Y (H+p—1)=p(H —p+1)XP~L

Les éléments X, Y et H forment une base de U(sl(2,C)) de la maniére suivante.
Proposition 2.22. L’ensemble {X*, Y3, H*},; ; xen est une base de U(sl(2,C)).
Cette derniére proposition est un cas particulier du théoreme de Poincaré-Birkhoff-
Witt.

Il est possible de déformer les algebres enveloppantes avec un parametre ¢ ou h,

elles deviennent ainsi des algebres enveloppantes quantiques.
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2.4.4 Algebre enveloppante quantique de sl(2, C)

Soit g € C tel que g # +1, c’est-a-dire tel que 2,1 est bien défini. De plus, on

=
suppose que g est une racine de 'unité. Pour tout n € Z, posons
T —T
g —q
= |
-l

Il est facile de vérifier que [—n] = —[n] et [m + n] = ¢*[m] + ¢"™[n].

[n] == =" g g g

Si ¢ n’était pas un racine de 'unité, on aurait que [n] # 0. Or, g étant une racine
de I'unité, notons d 'ordre de ¢, c’est-a-dire le plus petit d € N tel que ¢¢ = 1.

Posons
d  dimpair

d/2 d pair
Ainsi, [n] =0 <= n =0 mod e. Soit 0 < k& < n. Posons

O] =1,

k]! = [1[2]. .. [*]

=

Définition 15. Soit K = ¢/4. On définit U, = U,(s!(2,C)) coinme étant 'algébre

sik >0, et

générée par les 4 variables E, F', K et K~! avec les relations

KK =K'K=1, KEK=¢E, KFK'=q?F

et [E,F] = 12:;(_-11. On appelle U, 'algébre enveloppante quantique de sl(2,C).

Il est aussi possible de définir I'algébre U, lorsque ¢ n’est pas une racine de 'unité
(voir (Kassel, 1995, chap. VI) pour plus de détails sur ce cas), mais nous nous ne

servirons que du cas ol ¢ est une racine de ’'unité dans cette section.

On obtient ainsi la version U; du lemme 2.21.
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Lemme 2.23. Soit m > 0 et n € Z. Les relations suivantes sont vraies dans Uy :

EMK™ = q—2mn K™ E;m7 FET — q2mn K" };vm7

) q-(m—l)K _ qm—lK—l

[E, F™] = [m]|F™" = (2.11)
q -
qm—lK _ q—-(m—l)K—l N
= [m] T el (2.12)
—(m-DV g _ gm—1p—1
E™, P = [ ! (213)
m—-17s _ —(m—1) r—1
= (gl : qq_l LB (2.14)

Tout comme la base de U, on peut décrire la base de U, a I'aide de ses générateurs.

Proposition 2.24. L’ensemble {E'FIK'}; jeniez est une base de U,,.

L’algebre U, est également une algébre de Hopf.

Proposition 2.25. Les relations ci-dessous dotent U, d’une structure d’algébre

de Hopf :
AE)=1QE+EQK, AF)=K!'QF+F®]1,
AH)=H®1+1®H, AK)=K®K, AKYH)=K'QK™
eBE)=e(F)=¢(H)=0, eK)=¢eK")=1,
S(E)=-EK™, S(F)=-KF, S(H)=-H,

S(K)=K*' e S(K')=K.
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Lorsque ¢ n’est pas une racine de 'unité, le centre de U, est de dimension 1 (voir
(Kassel, 1995), théoreme VI.4.8). Or, dans le cas ou g est une racine de 'unité, le

centre de U, est beaucoup plus grand.

Lemme 2.26. Les éléments E°, F° et K¢ sont dans le centre de U,.

On obtient ainsi une algébre quotient de U, de dimension finie.

Définition 16. L’algeébre U, est le quotient de 1'algébre U, par l'idéal bilatére
généré par E¢, F€ et K¢ — 1.

On a la base suivante pour U,.

Proposition 2.27. L’ensemble {E'FIK'}o<;ji1<e—1 est une base de U,,.

Puisque 1’algébre U, est de dimension finie, c’est pour elle que nous construisons

une R-matrice universelle a la section 2.5.3. Pour y arriver, nous devons d’abord

introduire la notion de représentation.

2.4.5 Représentations

Nous décrivons d’abord les représentations de I’algébre U, puis de Uj,.

Définition 17. Soit A une algebre. Un A-module d gauche est un espace vecto-
riel muni d’une application bilinéaire (a,v) + av de A x V dans V telle que

a(a'v) = (aa'v) et v = v, pour tout a,a’ € AetveV.

L’on peut également définir les A-modules a droite de fagon similaire avec ’appli-
cation V x A — V. Puisque un A-module & droite est un A°P-module & gauche,
nous n’allons considérer que les modules & gauche que nous appellerons des modu-

les.
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Soit V et V' sont des A-modules. L’application f: V — V' est un morphisme de
A-modules si f(av) = af(v) pour tout a € Aetv e V.

Un A-sous-module V' d’'un A-module V est un sous-espace de V avec une structure

de A-module tel que l'inclusion de V' dans V' est un morphisme de A-modules.

L’action de A sur un A-module V définit un morphisme d’algébres p: A — End(V)

par p(a)(v) = av. L’application p est appellée une représentation de A sur V.

Soit Vi,...,V, des A-modules. La somime directe V; &...® V,, a une structure de
A-module donnée par a(vy,...,v,) = (avi,...,avy,), avec vy € Vi,...,v, € V,, et

a€ A

Définition 18. Un A-module est simple s’il ne possede aucun autre sous-module
que lui méme et {0}.

Décrivons d’abord les représentations de dimension finie des U-modules.

Définition 19. Soit V un U-module et A un scalaire. Un vecteur v £ 0 de V est
dit de poids A € K si Hv = Av. Si, de plus, Xv = 0, alors v est un vecteur de plus
haut poids de poids ).

Proposition 2.28. Tout U-module V non nul de dimension finie posséde un

vecteur de plus haut poids.

Lemme 2.29. Soit v un vecteur de plus haut poids de poids A\. Pour p € N, on

pose vy = 5 YPv. On a que

Hup=(A—2p)v,, Xvp=A—p+1)vp1 et Yv,= @+ 1)vpn1.

Décrivons maintenant les représentations des U;-modules.

Définition 20. Soit V un U;-module et A un scalaire. Un élément v # 0 de V est

un vecteur de plus haut poids, de poids A\, si Ev = 0 et si Kv = Av. Un U;-module
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est un module de plus haut poids A s’il est généré par un vecteur de plus haut

poids de poids A.

Proposition 2.30. Tout U,-module simple non nul de dimension < e est iso-
morphe d un module généré par un vecteur de plus haut poids de poids eq™, o

e#*let0<n<e—1. On note ce module V. .

Lemme 2.31. Soit v un vecteur de plus haut poids de poids A\. On pose vo = v et

= ﬁF”v pour p > 0. Alors,
Kv, =eq" ®v,, Ev,=¢n—p+1vp_1 et Fu, ;= [plv,. (2.15)

25 R-matrices

Cette section se concentre sur les solutions de ’équation de Yang-Baxter, qu’on
appelle les R-matrices. Nous introduisons la notion de bialgébre tressée puis
construisons une R-matrice universelle pour I'algébre U, (s[(2, C)). Pour finir, nous
établissons un passage entre U, et Uy, une algebre dotée de la topologie h-adique
dont la R-matrice nous servira a construire un invariant de noeuds au chapitre 4.
Afin d’alléger le texte, la preuve du théoréme 2.38, central a cette section, a sa

propre sous-section a la toute fin du chapitre.

2.5.1 Equation de Yang-Baxter

Définition 21. Soit V un espace vectoriel sur un corps C. Un automorphisme

linéaire c de V®V est une R-matrice s'il est solution de I’ éguation de Yang-Baxter :

(c®idy)(idy ® ¢)(c®idy) = (idy ® ¢)(c ® idy ) (idy ® ¢). (2.16)

Soit {v;}; une base de V. L’automorphisme c est défini par une famille (¢®); ; x:
17 3738y

0 P . ’ _ kl -
de scalaire déterminés par c(v; ® v;) = Xy, vk ® Ui

Exemple 17. Pour tout espace vectoriel V' et pour vy € Aut(V ® V) le flip,

Toi,va = V2 ® V1, pour tout vy, v € V. Le flip est donc une R-matrice.
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2.5.2 Bialgebres tressées

Les bialgebres tressées nous intéressent, car elles géneérent des solutions a ’équa-
tion de Yang-Baxter.

Définition 22. Soit (H, p,n, A, €) une bialgébre. On dit qu’elle est quasi-cocom-
mutative s'il existe un élément inversible R de 'algebre H ® H tel que pour tout
r € H,

A°P(z) = RA(z)R™. (2L7)

Un tel R est appelé une R-matrice universelle.

Toute algébre cocommutative est quasi-cocommutative avec R =1 ® 1.

Définition 23. Une algébre de Hopf quasi-cocommutative est une algébre de Hopf

dont la bialgébre possede une R-matrice universelle.
Notation 1. Soit H une algebre et X =Y, x,(-l) ... ®x£p) € H® avecp > 1.

Pour tout p-tuple (ki,...,k,) d’éléments distincts de {1,...,n}, n > p, on note

Xky,..k, U'élément de H®" donné par
Xy ,kp = Zy§1) ®...0u",

ou yfj = :cgj) pour tout j < p et y¥ = 1 sinon. Dans lecas R = 3,5, ®t;, on a

Ry =3,ti®1®s;, Riz=2;8918¢t, Ria=3;8Qt;et Roy3 =Y ;1 ®3; ;.
Définition 24. Une bialgébre (H, 1,7, A, €, R) quasi-cocommutative ou une alge-
bre de Hopf quasi-cocommutative (H,pu,n,A,e,871, S, R) est tressée si la R-
matrice universelle satisfait

(A ®idy)(R) = Ri3Ras (2.18)
et

(idg ® A)(R) = Ri3R),. (2.19)

Ces bialgebres sont aussi parfois appelées quasi-triangulaires.
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Si R =Y, s; ®t;, alors les relations (2.18) et (2.19) peuvent étre exprimées comme

() ®(s:)" @t =) 5 ® s; @ tit; (2.20)
i(s:) i
et
> si® () ®(H) =D s ®t; @i (2.21)
1,(t:) ij

Exemple 18. Les bialgébres cocommutatives sont tressées avec R = 1® 1.

Les bialgebres quasi-cocommmutatives tressées générent des R-matrices universelles.

Lemme 2.32. Soit (H,u,n,A,€,S,S71, R) une algébre de Hopf quasi-cocommu-
tative avec antipode bijectif S.
(0} Alors (H,1°" n, A6, 8,57, B, (H, 19,080,885 LR ) et
(H, u,n, A%, €,5,57 1, 74 u(R)) le sont aussi.
(b) Si de plus (H,u,n,A,e,S,S™1, R) est tressée, alors
(H, p,m, A%, €, S, 571, 1y g(R)) Uest aussi.

Théoréme 2.33. Soit (H, u,n, A, e, R) une bialgébre quasi-cocommutative tres-

sée.
(a) La R-matrice universelle R satisfait I’équation RyaRi3R23 = RasRi3Rys et
(e®idy)(R) = (idg ® €)(R).

(b) Si de plus H a un antipode bijectif, alors

(S®idy)(R)=R'=(dg®S ) (R) et (S®S)(R)=R.

11 existe une solution de I’équation de Yang-Baxter pour tous les modules sur
une bialgébre tressée (H, u,n, A, €, R). En effet, soit V et W deux H-modules. La
R-matrice universelle R dans H ® H nous permet de construire un isomorphisme

naturel Cffy, de H-modules entre V@ W et W ® V. Cet isomorphisme généralise
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le flip 7, entre les facteurs de V et W et est défini pour tout v € Vet we W
par

cﬁ,w(v ® w) = Tv.w(R(v @ w)). (2.22)
Proposition 2.34. Avec les hypothéses précédentes,
(a) Vapplication cffy, est un isomorphisme de H-modules
(b) pour tout triplet (U, V,W) de H-modules, on a
cHevw = (Gw @ 1dv)(idu ® cfw),  Grew = (i[dv ® cfiw)(chy ® idw)
et

(C{/Z,W ®idy)(idv ® C(}},W)(C}(},v ® idw)

= (idw ® cfy)(cBw ®idv)(idy ® cyy).

En posant U = V = W dans la partie b) de la proposition, on obtient que c{f’v

est une solution de 1'équation de Yang-Baxter pour tout H-module V.

2.5.3 Construction d’une R-matrice universelle pour U,(sl(2, C))

Rappelons I’algébre U, = U,(s1(2,C) de la définition 16. Le but de cette section
est de construire une R-matrice universelle pour Uq. Dans tout le reste du chapitre,

nous supposerons que g est une racine de I’unité d’ordre d > 1 impair dans le corps

K.

Proposition 2.35. U, a une unique structure d’algébre de Hopf telle que la
projection canonique de U, a U, est un morphisme d’algébres de Hopf.

Cela veut dire que la comultiplication, la co-unité et 'antipode de U, sont donnés

par les relations de la proposition 2.25.

Corollaire 2.36. L ’algébre de Hopf U, est tressée.
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On peut ainsi calculer la R-matrice universelle de U,,.
Lemme 2.37. La R-matrice universelle de U, est de la forme
ﬁ= Z C.i’j’kEkKi®FkKj,
0<i,jk<d—1

avec ¢; ; un scalaire.

Ce dernier lemme nous permet de démontrer le théoreme suivant en calculant le

scalaire c; ;.

Théoréme 2.38. La R-matrice universelle de U, est
~1\k
R’ > 1 Z (q - q' ) qk(k—l)/2+2k(i—j)—-2ijEkKi ® FkKj. (223)
0<i,jk<d—1 [K]!

Démonstration. La preuve de ce théoréeme étant longue et tres calculatoire, elle

forme en elle-méme sa propre sous-section (section 2.5.5). |

Considérons le U,module simple V;, = Vi . Il est généré par le vecteur de plus
haut poids 'U(()") de poids ¢™. Rappelons-nous que I'action de U, sur la base cano-

nique {'U(()n), ...,u{™} est donnée par

KuM = g™, By =[n-p+ o™, et Fyl?) = [p]vé?l (2.24)

et que l'isomorphisme cV Vit Va®Vy = V.0V, défini en (2.22) est une solution

de ’équation de Yang-Baxter.

Corollaire 2.39. L’isomorphisme cV V' Vo ® Vi, = Vi, ® V,, est Uapplication

U ,-linéaire déterminée par

_ = + KJ![r + k!
E T B O ol B, L NPT
Va,Vm \Yp 05%_1 [k]' [n p]![r]' e

ol a est n’importe quel entier tel que m + ad est pair et

nm (k CY) k(k— 1)/2+k(m—n)-pm—rn—2(k—p)(k+r)+(m+ad)n/2 )
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Démonstration. En se servant du théoréme 2.38 et des relations (2.24), on obtient

v 1 qg—q V) [n—p+kr+k! ., i ¥
cﬁ,,vm = z ( ) [ ][ ] qk(k 1)/2Q (k‘) 1(.+’)€ (-—)k7

d 0<s,j.k<d—1 (%]! [n — p]![r]!

mn( L Z q2k(t—]) 2z]+z(n—2p)+_)(m—2r)
0<1,5<d

On peut réécrire Qp(k) comme

Qnm(k z q2zk+z(n-—2p) ( z qj(m—2r—2k—2i)) )

0<i<d 0<j<d

Or, puisque g est une racine de 1’'unité d’ordre d, la somme
iN
X, ¢
0<j<d
est nulle excepté lorsque N est un multiple de d. C’est aussi le cas pour la somme
3 g (m—2r=2k=23)
0<j<d

Donc

Q;;n( k) = d z q2ik+i(n—2p),

0<i<d

ou ¢ est tel que 26 = m — 2r — 2k 4 ad, avec a € Z. Puisque d est impair, 2 est

inversible module d. Donc, l'entier 7 est unique. Par conséquent,
Qnm( ) q21k+z(n—2p) qu(m—n)—pm—rn—2(k—-p)(k+r)+(m+ad)n/2)-
La derniére égalité est obtenue en remplacant les 27 par m — 2r — 2k + ad. E

254  De U, a U,

Il est possible de définir U, dans le contexte des algébres de Drinfeld-Jimbo et de la
topologie h-adique (voir (Kassel, 1995), section XVII.2 & .4 ou (Klimyk et Schmiid-

gen, 1997)). Soit K = C[[h]] ’algébre complexe des séries formelles complexes en
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une variable h. L’algébre U, = Uy (s!(2, K)) est la K-algébre (topologiquement)
générée par les trois variables X, Y et H munie des relations [H, X] = 2X,

[H) Y] = 2Y et
&, i) = o D) ehH/2 _ g—hH/2
’ B sinh(h/2) T ehl/2 _ g=h/2

Ce qui suit fait le lien entre ’algebre de Hopf U, (s(2, K')), définie dans les sections
précédentes sur le corps C, et U,. On suppose que g n’est pas nécessairement une
racine de I'unité. On définit une application d’algebres de Hopf i: U, = Uy par
#§E) & Xt {F) e @ Y (K] =2 IR = PR gt ilg) = €92,
qui est ensuite étendue par linéarité. Comme ’application i est injective, on
peut identifier U, avec la sous-algébre de Uy générée par q = e"/?, E = XM/,

Pl g=hRIAY, K= ghRIH gf) = p=RER,

On veut spécialiser Uy & h = 2%, ot 7 > 1 est un entier fixé. L’algebre Uy, possédant

des séries divergentes, nous nous restreignons & la sous-algebre sur I’anneau des
séries de puissances convergentes de Uy, générée par X, Y, K et K~*. De la méme
fagon qu’on a défini U,, on définit U, comme le quotient de cette sous-algébre
par la sous-algebre obtenue en posant h = @, Xr=0, Y =et K =1. Onn

également les relations suivantes dans Uy, :

2 _ pr-2
KX =sXK, KY=sYK et [X,Y]z%—

y (2.25)
ol s = eh/2,
La structure d’algebre de Hopf de Uy, est donnée par :

AX)=X®K+K'@X, AY)=Y®K+K'®Y,

AH =H®R1+1®H, AK)=KQK, AKYH=K'l@Kk!
e(E)=¢(F)=¢(H)=0, &K)=¢eK ) =1,

S(X)=-sX, S(Y)=-s"'Y, S(H)=-H,
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S(K)=K™' et S(K')=K.

Théoréme 2.40. L’élément suivant est une R-matrice universelle de Uy, :

=, . A

i,4,k

(s — s~ 1)k

Ts(—ij+(i—j)k—k)/2xkl(i ® YkKj.

La somme parcourt tous les0<n<ret0<a,b<4r.

Démonstration. Une preuve trés similaire a celle du théoreme 2.38 se trouve dans

(Kirby et Melvin, 1991, p. 488) au théoréme 2.18. O

Corollaire 2.41. R agit sur le module V,, ® V,,, par

ik T e et B s [ +i+ K] m! — 5 + ]! 2ij—k(i—5)—k(k-+1)/2,,
i b P e e R e e’

+n ®ej—m
oun=2n"+1etm=2m"+1. La somme est sur tous lesk >0 aveci+ k <n'

etj—k>-—m.

Démonstration. (Kirby et Melvin, 1991, p.491) au corollaire 2.32. a
2.5.5 Preuve du théoréeme 2.38

Par le lemme 2.37, R est de la forme

R= Z Ci,j,kEkKi ® F*K3,

0<4,5,k<d—1

11 suffit donc de montrer que

1(g—q V)" (k—1)/2+2k(i—)—2ij
Cijk = i [k]' qk i

Utilisons la relation A°(z)R = RA(z), découlant de 1'équation (2.17), avec

g =E, pul&=F,
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Partie a) :

La premiére étape est de calculer A°°(E)R = RA(E). Calculons tout d’abord la

partie gauche de I'égalité :
AP(E)YR=(FQ®1+ K®FE)R (proposition 2.25)

=(E®L+KQE) ( > cjxEFK® F’“KJ') (lemme 2.37)

= Z Ci’j’kEk-i-le ® FkKJ

+ Y c;sKE*K'® EF*K’

0<i,j,k<d—1

— Z Ci,j’kEk-i-lKi ® FkKJ
0<,5,k<d-1
+ > ¢®*cjpE*K" @ EF*KY, (2.26)

0<i,j,k<d—1

L’équation (2.26) découle du lemme 2.23.
Et maintenant, calculons la partie droite :
RA(E)=R(1E+ E®K) (proposition 2.25)

= ( Y aikEfK'® FkKj> (1®E+F®K) (lemme 2.37)

0<4,5,k<d-1

= Y cxEfK'® F*KIE
0<i,j,k<d—1
+ Y cjxE*K'E® FFKIH

0<i,j,k<d—1

= Y @Y E*K'®@ FFEKY
0<4,j,k<d—1
+ Y Q¥eipEMTIK @ FERIT, (2.27)

0<i,jk<d—1

L’équation (2.27) découle du lemme 2.23.
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Posons
A= Y Yo nEFK'® FFEKT.
0<i,j,k<d-1

Par définition de [, -], on a [E, F¥] = EF* — F*E et donc FF¥E = EF* — [E, F*].

Ainsi,
A= Y qYc;nE*K'® (EF* - [E, F¥)) K/
0<i,j,k<d—1
= Y ¢Yc;xE*K'® EFFK’
0<i,j,k<d-1
- Y Y xEFK'®[E, F¥ K. (2.28)
0<i,5,k<d—1
Posons

5= E q2jcig-,kEkKi ® [E, Fk]Kj.

0<i,j,k<d—1

Par la relation (2.11), on sait que

[E Fk] [Iv]Fk lq

~(k-1)
[k]Fk qu — q_{{ _ [k]Fk—lq —

Par conséquent,

—(k— - -
qu 1)K k ]Fk—lqk 1K 1) w

B= Y (¥jE*K'® ([k]F"” e

0<4,,k<d—1

. —(k—-1) K
- ¥ fapprie (WPl )k

0<i,j,k<d—1
. " k-1 pr— ,
- > q9c ;xEFK' ® ([.’c]F’C lq—_l—) K’
0<i,j,k<d—1 q—4q
i—(k—1) ) )
= E [k ]qz—-l ,j,kEkK' ® FF1git
0<i,j,k<d—1 9—4q

2j+k—1 ¢ —1 . _
- Y M B 9 P
0<i,jk<d—1 q9—4q
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En remplacant le B de la derniére égalité dans ’équation (2.28), on voit que

A= Y ¥ E*K*® EF*KI

0<i,j k<d—1
2j—(k-1) ¢ , ,
- ¥ WE——anEK @ FK
0<i,jk<d—1 =7
g1 -1 : _
+ > [k ciikEXKP @ FF1KIT (2.29)

0<i.jk<d—1 g—q7*
Finalement, en remplacant ce A dans I’équation (2.27), on obtient

RAE)= Y q¢Yc;jxB*K'® EF*K’
0<4,5,k<d-1
25—{(k—1) K

- Y

Cij kEkKi ® Fk—l Kj+1
o<ijhed-1 94— a 7

gHth-1-1 ‘ )
Y W —SauBrK o FIK
0<i,j,k<d—1 1—49
+ Y e kBT KT @ FFKIHL (2.30)
0<1,j,k<d—-1

Les coefficients de E¥K* ® EF*K7 sont q**c;_1.;x et ¢¥¢c; ;x dans les équations
,J, 7J’

(2.26) et (2.30), respectivement. En les combinant, on conclut que

Cijk = qz(k_j )Ci—l,j,k- (2:31)

Partie b) :
Recommencons les calculs de la partie précédente avec F' plutét que E. Nous

devons ainsi calculer A°P(F)R et RA(F). Les calculs sont similaires & ceux pour

IR
AP(F)R=(FRK'+1® F)R (proposition 2.25)

=(FK'4+1QF) ( Y aikBEK'® F"KJ’) (lemme 2.37)

0<1%.7,k<d—1
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Y axFE*K'® K'F*KI

0<i,j.k<d—1

Ly

0<i,j,k<d-1

Ci,j,kEkKi ® Fk+1 KJ

Z q2kci,j,k;FEkKi ® FkKj—l

0<4,5,k<d—1

+ D

0<i,j,k<d—1

i EFK' @ FFIKI

> q*ciyx (BXF — [E*, F]) K' @ F*KI™!

® o

0<i,j,k<d—1

Ci,j,kEkKi ® Fk+1 Kj

Z q2kCi‘j7kEkFKi ® FkKj—l

OSi1j1de—1

= _ %

0<i,j,k<d—1

e 2

0<i.j.k<d—1

q**c; ; x[EF,

FIK'® FFKI-!

Ci,j,kEkKi ® Fk-l-lKj

Z qszi,j,kEkFKi ® FkKj—l

0<i,5,k<d-1

= b

0<i,j,k<d-1

=9

0<i,j,k<d-1

q**cin ([k]

Ek—l qk—ll{ _ q—(k—l)K—l

q—q!

cjxEFK' @ FFKI

Z q2kCi,j,kEkFKi ® FkKj—l

0<i,j,k<d—-1

0<i,j,k<d—1

_|_
0<i,j,k<d-1

+ D

0<i,j,k<d—1

2k+k—1

q
k
[ ]q —q!
2k—(k—1)
k]
q—q

ci,j,kEk—lKi-l-l ® FkI{j"'l

—_I'Ci,j,kEk_lKi—l ® FkKj—l

ik EFK' ® FFUKI

(lemine 2.23)

)m®ﬂm4

(2.32)
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et

RA(F)=R(KT'®F+F®]1)

= ( > c,-,j,kE’”I{"@F’“Kj) (K'®@F+F®1)

0<i,j,k<d-1

= ¥  GuER'eFKF

0<i,j,k<d—1

+ Y jxE*K'F®F*K’

0<i,jk<d—1

= Z q-—2jci‘j,kEkKi-—1 ® Fk+1 I{J

0<i,j,k<d—1

+ 3 g% xEFFK' ® FFK7. (2.33)

Les coefficients de E*FK*® F¥K7=! sont g*¢; ;1 et ¢~ %¢; j-1,x dans les équations

(2.32) et (2.33), respectivement. En les combinant, on obtient

Cijk = q—2(k+i)c-i,j—-1,k- (2.34)

Partie ¢) :

Dans cette partie, nous voulons exprimer ¢; ;x en fonction de cg .

Tout d’abord, en combinant les équations (2.31) et (2.34), on a

—2j —2i
G0 =4¢q ch'—l,j,O =q "Gj-1,0

=g 0,0 (2.35)

Le coefficient de E¥K* ® F**! K7 dans 1'équation (2.32) est

q2(k+1)—k q2(k+l)+k
————Cipjrkn — [k + 1]q—_qjci—1,j+1,k+1-

Cijx + [k +1] G—n



En I'identifiant avec celui de I’équation (2.33), on obtient 1'égalité suivante :
g2+ -k
q Ct+1,J, Cijk + [k + 1]_q"ci+1,j+1,k+1

Gk
= = 1]—_QTCL—1,J'+1J=+1- (2.36)

D’apres ’équation (2.31), on a
Ci+1,j+1,k+1 = g7 )Ci—l,j+1,k+1-

Ainsi, en combinant cette derniére équation avec ’équation (2.36), on obtient
. ) qk+2
g2 1k = g+ [k + U ——=Cir1541641
4j—k+2
=% 1 Cit1,j+1,k+1-
g—gt ¢

Donc
—2j4+2(k—j Lk £}
(@ 2+ — Deyjp = # (qk+2 =g k+2) Cit1,j+1,k41

Par conséquent,

e g G
Cit1,5+1,k+1 = [k + 1] qk+2 q41“’°+2 Cijk

g—q gk _ 1
T+ (qk+2(1 ))
q—q-! g9t _ 1
= %+ 1] (qk+2q4j—-2k(q—-4j+2k K 1)) Gk

=1
q—4q —4j+k—2
== —[k + 1] i T

Ce qui est équivalent &

-1
qa—q 4
ci..’i,k = [k] q St

Ci—1,j-1,k-1-

Ainsi,

q—q
By ( i e 12— kg 20— Dbk, SRt
Finalement, en combinant cette derniére égalité avec 'équation (2.35), on obtient

Cigk = (¢ [k(il ) k(k— V/2+2k(s—5)— 2”c000 (2-37)
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Partie d) :

Il reste maintenant & montrer que cgg9 = 1/d. Par la partie c), on sait que R est

de la formme

F:C(LO‘O Z q_2l]K1®KJ+...,

0<i,j<d

ol + ... est une somme de mondémes contenant seulement des puissances positives

de E et F. Utilisons maintenant la relation (2.18) qui est (A®idy)(R) = Ry3Ras.

Par la proposition 2.25, on a que A(K) = K ® K. Donc

ARId)(R) =coo0 Y. ¢ WK QK @K +....

0<ij<d

De plus,

(2.38)

F13R23=Co,0,02( = q—mKi®1®Kl+...)( > ¢PIQK"® K +...

0<il<d 0<m,j<d

— 00’0’02 Z q—2it—2mjKi RK™® Kl+j s

0<i,5,l,m<d
== 00,0’02 Z q—2il~2m(j—l)Ki QK™® K7 + ...

0<i,j,l,m<d

— 00,0,02 Z q—2mj ( Z q(2m—2i)l) Kt' ® K"® Kj TR

0<i,jm<d 0<i<d

Or, puisque ¢ est une racine de I'unité d’ordre d, la somme

T G

0<j<d

(2.39)

)

est nulle exepté lorsque IV est un multiple de d. C’est donc aussi le cas pour la

somme
2m—21)!
Da A
0<i<d

L’équation (2.39) devient

R13Ra3 = deggp® > MK QK™ QK +....

0<i,jm<d



(&3]
(&3]

De plus, puisque 2m — 27 est un multiple de d compris entre 0 et 2d — 2, il s’en suit
que soit 2m — 27 est égal 4 0, soit il est égal a d. Or, d est impair, donc 2m ~27 = 0
et ainsi m = i. Donc

RisRys =dcooe” D>, WK @K' @K/ +.... (2.40)

0<i,j<d

En comparant les équations (2.38) et (2.40), on voit que ¢p0 0 = 1/d, ce qui conclut

la. démonstration.
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CHAPITRE III

UNE BREVE INTRODUCTION A LA GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

Durant plus de 2000 ans, les enseignements de la géométrie en Europe ont été basés
sur le livre Les éléments d’Euclide. Euclide y énonce les cinq postulats constituant
la base de la géométrie dite euclidienne. Le cinquieme de ces postulats peut étre
formulé de la maniére suivante : étant donné une ligne ! et un point P qui n’est
pas sur [, il y a une unique ligne m dans le méme plan que P et [ qui passe par

P, mais ne croise pas [. C’est ce qu'on appelle le postulat des lignes paralléles.

Ce postulat apparaissant superflu & bien des géometres qui supposaient qu’il
découlait des quatre premiers, nombre d’entre eux ont essayé de le transformer en
théoréme, mais sans succes. En fait, le postulat des lignes paralléles ne peut étre
un théoréme, puisque plusieurs modéles différents de la géométrie euclidienne ne
respectent que les quatre premiers postulats d’Euclide, mais pas celui-ci. C’est le
cas notamment de la géométrie elliptique et de la géométrie hyperbolique. C’est
cette derniere que nous étudierons plus en détail dans ce chapitre. En géométrie
hyperbolique, le postulat des lignes paralléles d’Euclide devient : étant donné une
ligne [ et un point P qui n’est pas sur [, il existe au moins deux lignes m passant
par P, mais ne croisant pas [, c’est-a-dire qu’il existe au moins deux lignes passant

par P qui sont paralleles a .

I1 existe plusieurs modéles de 1’espace hyperbolique. Avant d’aborder la conjecture
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du voluine au chapitre suivant, nous traiterons des concepts de base en géométrie
hiyperbolique en introduisant deux modeles classiques : le modele de la boule de
Poincaré et celui du demi-espace supérieur. Nous définirons ensuite les tétraedres
idéaux et donnerons une fagon de calculer le volume simplicial, puis un exemple

de calcul de ce volume avec le nceud figure-huit.

La conjecture du volume originellement énoncée par Kashaev dans (Kashaev,
1997), utilisait le volume hyperbolique. Dans (Murakami et Murakani, 2001), les
auteurs généralisent la conjecture du volume de Kashaev en utilisant le volume
simplicial, un volume plus général que le volume hyperbolique et qui permet de

ne pas se limiter aux noeuds hyperboliques.

i | Concepts de base

Dans cette section, nous introduirons deux modeles classiques de 1’espace hyper-
bolique H3. Nous commencerons par un modele de géométrie hyperbolique plutot
intuitif, di au mathématicien frangais Henri Poincaré et portant le nom de modele
de la boule de Poincaré. Puis, nous ferons la transition vers un modele plus adé-

quat pour calculer le volume hyperbolique : le modele du demi-espace supérieur.

3ol Modele de la boule de Poincaré

Construction du modéle

Onu considére la boule unité B> = {z € R® : |z] < 1} dotée de la métrique
ds? = (T{}—I%I:? On appelle ce couple (B3,ds?) le modéle de la boule unité de
l’espace hyperbolique de dimension & ou simplement modéle de la boule unité. La

métrique ds? est appelée métrique hyperbolique.

La notion d’angle dans ’espace hyperbolique et dans ’espace euclidien est la

méme. En effet, la métrique ds? n’est que la métrique euclidienne multipliée par



une fonction positive.

Définition 25. Une isométrie est une application qui préserve les distances entre

les points de deux espaces.

On note H? 'espace hyperbolique de dimension 3, qui sera considéré & isométrie

pres.
Considérons la 3-sphére S comme la compactification de R?, c’est-a-dire R3U{oo}.

Définition 26. Une similarité euclidienne S dans S® est une application donnée
par S(p) = AA(p) + b, S(00) = oo, o0t A > 0, p,b € R3 et A € O(3), groupe des

transformations orthogonales de R3.

Définition 27. La réflexion fondamentale J : S* — S? est I'application définie

par J(p) = iz, J(0) = oo et J(00) =0, oli p € R°.

Définition 28. Une transformation de Mébius de S? est un automorphisme de
S® qui préserve les orientations et qui est obtenu & l'aide de la composition d’'un

nombre fini de similarités euclidiennes et de réflexions fondamentales.

S et J sont toutes deux des transformations de Mobius. On note M6b(E) le groupe
des transformations de Mébius envoyant E C S? sur lui-méme. Ces transforma-

tions envoient des cercles et des lignes sur des cercles et des lignes.

Définition 29. Une transformation conforme en un point est une fonction qui
conserve les angles au voisinage d’un point. Une transformation conforme est une

fonction qui conserve localement les angles.

Les transformations de Mobius de S® sont conformes aux points qui ne sont pas

envoyés a |'infini.
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Définition 30. On note Isom™(B®) le groupe des automorphismes de B3 qui
préservent les orientations et sont des isométries par rapport a la métrique hyper-

bolique.

Le lien entre les deux derniéres notions est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. Mob(B3) = Isom™(B3).

On en trouve une démonstration dans, par exemple, (Matsuzaki et Taniguchi,

1998).

Géodésiques

Une géodésique est intuitivement le chemin le plus court reliant un point & un autre
selon la métrique utilisée dans ’espace. En géométrie euclidienne, les géodésiques
sont des droites, mais ce n’est pas tout a fait le cas en géométrie hyperbolique,

puisque la métrique n’est pas la 1néme.

Le chemin le plus court allant de I’origine & n’importe quel point ¢ € B* est donné

par une droite euclidienne. En effet, on a

/ |dp| /lql dz
> Y
ol =g v T==*

ou C est n’importe quel chemin allant de 0 4 ¢. Il y a égalité quand C est le segment

euclidien joignant 0 et q. Les diamétres euclidiens de B3 sont donc des segments
géodésiques et jouent le role de droite en géométrie hyperbolique. Puisque les
éléments de Mob(B?) sont conformes, 'orbite sous Isom™ (B?) des diamétres eucli-
diens est précisément les intersections B3NS, ou S est un cercle dans R® qui est
perpendiculaire & B3 = §?. Ainsi, les intersections B® N'S sont également des

géodésiques (voir figure 3.1).
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Figure 3.1: Une géodésique (en pointillés gris)

Définition 31. Un arc hyperbolique est un sous-ensemble fermé et connexe d’une

géodésique hyperbolique (segment).

Définition 32. Un plan hyperbolique est un sous-espace propre fermé H C H3
tel que les géodésiques entre deux points de H sont dans H. De plus, H n’est ni

un point, ni une géodésique.

Les plans hyperboliques sont donc soit les intersections B N B3, ou B C R3 sont
des spheéres orthogonales & B3 = §?, soit les plans passant par 1'origine (sphéres
passant par Dinfini). Dans le modele de la boule unité B3, B3 = S%. On appelle
OB3 la sphére a Uinfini, car elle est infiniment loin de chaque point de B3 selon la
métrique hyperbolique. ‘

Remarque. L’espace hyperbolique H?® a une courbure négative constante (voir

(Ratcliffe, 2006) pour plus de détails).

2:1.2 Modele du demi-espace supérieur

Nous introduisons ici un autre modele de ’espace hyperbolique H3. Ce modéle,
bien qu’équivalent & celui de la boule unité, est plus adéquat pour le calcul du

volume hyperbolique & l'aide de polyédres idéaux.
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Définition 33. Le modéle du demi-espace supérieur U? est
U? = {(z1,Ts,73) € R? | 73 > 0}

7 - 2 N -
avec la métrique ds® = 1%L 3 chaque point = € US.
| 232

Dans ce modéle, la frontiére de H? consiste en le plan 8U® uni & un point qu’on
appelle le point d l’infini. Topologiquement, ce point représente le point & I'infini

de la compactification de R3 D U3 4 S3.

Tout comme dans B3, il existe deux sortes de géodésiques dans U3 : les demi-
cercles perpendiculaires & QU3 ayant leurs deux extrémités sur AU et les droites
euclidiennes perpendiculaires & U3, dont I'une des extrémités est & l'infini (voir

figure 3.2).

Figure 3.2: Les géodésiques du modele du demi-espace supérieur

3.2 Tétraedres idéaux

Définition 34. On appelle un simpleze 'enveloppe convexe de n points. Si les
n + 1 points définis par les n vecteurs de base standard de R", alors 1’enveloppe

convexe est le simplexe
= {(tla ,tn) e R | tl a0t +tn S 1let t,; > 0}

et celui-ci est de dimension n — 1.
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Figure 3.3: Le 3-simplexe

Définition 35. Soit A le 3-simplexe orienté. Supposons qu’on ait un plongement
i: A — H*. Alors on dit que i(A) est un tétraédre hyperbolique si I'image de

chaque face de A est un sous-ensemble d’un plan hyperbolique.

Remarque. Les arétes de A sont donc envoyées sur des arcs hyperboliques.
Supposons maintenant que I'image de i est I : la fermeture de H2, mais que
seulement les sommets de A sont autorisés sur JH?. Pour une construction intrin-

séque de OH?, c’est-a-dire une construction qui ne dépend pas du modéle choisi,

voir (Benedetti et Petronio, 2012, p. 29).

Définition 36. On appelle sommet idéal, un sommet de A qui se trouve sur OH?Z.
Si les quatre somnmets sont idéaux, on dit que A est un tétraédre hyperbolique

idéal, ou tétraédre idéal pour simplifier (voir figure 3.4).

OB’=S"

4N

N

Figure 3.4: Un tétraédre hyperbolique idéal dans B*
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A | Horospheére

Afin d’étudier les propriétés des tétraedres idéaux, nous avons besoin de la notion

d’horospheére.

Définition 37. Soit x € OH®, on appelle horosphére autour de x une surface
connexe orientable qui est orthogonale & toutes les géodésiques ayant x pour extré-

mité.

Dans le modeéle de la boule unité B3, une horosphére centrée en x € 0B est une

spheére contenue dans B® sauf au point z, ou elle est tangente (voir figure 3.5).

OB’=S" _o%

Figure 3.5: Une horosphére centrée en z dans B3

Définition 38. L’intérieur convexe d’une horosphére centrée est appelé une horo-

boule centrée en z.

Il est encore plus facile de visualiser une horosphére dans le modeéle du demi-espace
supérieur U3. Soit z € OU3, il est possible d’appliquer une isométrie du bord de
U3, U3, envoyant z sur oo. Ainsi, chaque tétraédre hyperbolique idéal de U® est
en fait isométrique & un tétraédre hyperbolique idéal dont I’'un des 4 sominets est
le point & l'infini. Donc une horosphére en z est un plan paralléle & OU>. Il y a

ainsi une structure euclidienne sur chaque horosphére de U3.



'W horospheére

Figure 3.6: Un tétraédre idéal dans U3

La figure 3.6 représente un tétraédre hyperbolique dans U? intersectant une horo-

sphére a 'infini, formant ainsi un triangle avec des angles intérieurs a, 3 et .
b H

Un tétraedre idéal est défini, a isométrie prés, par les classes de similitude de
ce triangle (voir (Thurston, 2002, chap. 4) pour une discussion). On peut ainsi
paramétrer un tétraédre hyperbolique idéal par un triplet de nombres positifs
(a, B,7). On note ce triangle A. De plus, puisque I’horosphére a une structure

euclidienne, on sait que a + 8+ v = .

3.2.2 Volume simplicial

Bien que les tétraédres hyperboliques idéaux ne soient pas compacts, ils ont un

volume fini. La fonction de Lobachevsky permet de calculer leur volume.

Définition 39. La fonction de Lobachevsky A(8), avec 8 € [—m, 7], est définie
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par

9
AlD) = —/log]2 sin u|du.
0

Les propriétés suivantes de la fonction de Lobachevsky sont utiles a4 la démons-

tration du théoréme qui suit.

Lemme 3.2.
(a) La fonction Lobachevsky est impaire et de période = ;

(b) A(nd) = n:g A@ + kr/n).

Démonstration. La propriété (a) est évidente. Pour (b), voir (Murakami, 2010),

page 20. O

Théoréme 3.3. Pour un tétraédre hyperbolique idéal A(a, 3,7v), on a

vol(A(a, B,7)) = Ala) + A(B) + A(7)

Démonstration. (Thurston, 2002), chapitre 7. a

Afin de définir le volume simplicial (ou norme de Gromov), nous avons besoin de
la décomposition de Jaco-Shalen-Johannson (JSJ) du complément d’un nceud. Les
fibrés de Seifert n’étant pas utiles pour calculer le volume simplicial, nous n’en
donnerons aucune explication dans ce mémoire. Pour un développement systéma-

tique de la théorie des 3-variétés, on peut se référer a (Hempel, 2004).

Théoréme 3.4. Soit K un neeud. Son complément S* \ K peut étre décomposé

de maniére unique en morceauz hyperboliques et en fibrés de Seifert :

S*\K = (|H:) u (] 5)
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avec H; hyperbolique et E; fibrés de Seifert.

Ce théoréme découle de deux résultats importants : la décomposition de JSJ (voir
les livres (Jaco et Shalen, 1979) et (Johannson, 2006)) et la démonstration de la

conjecture de la géométrisation pour les variétés Haken par Thurston.

Il est maintenant possible de définir le volume simplicial :

Définition 40. Si un complément de noeud S® \ K est exprimé selon la décom-

position de JSJ, alors son volume simplicial Vol(S® \ K) est défini comme

Vol(S* \ K) = ) _ Volume hyperbolique de H;.
H;

Cette définition nous permettra d’énoncer au chapitre suivant la conjecture du
volume a I'aide du volume simplicial plutét que du volume hyperbolique, comme
l'avait fait originellement Kashaev (voir (Kashaev, 1997)), et ainsi de ne pas nous

limiter aux nceuds hyperboliques.

Exemple 19. Considérons le nceud (2,1)-cable du nceud figure-huit illustré a la

o

figure 3.7.

Figure 3.7: Neeud (2,1)-cable du nceud figure-huit
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Son complément peut étre décomposé, selon le théoreme 3.4, en deux morceaux :
I'un hyperbolique et 'autre fibré de Seifert. Cette décomposition est illustrée a la

figure 3.8 .

i \\,; A
)

Figure 3.8: Décomposition du nceud (2,1)-cdble du nceud figure-huit

hyperbolique fibré de Seifert

Par la définition du volume simplicial, on sait que

\ ( \
rilie.

et )

Ainsi, le nceud (2,1)-cdble du nceud figure-huit a le méme volume simplicial que

le noeud figure-huit.

3.3 Calcul du volume pour le nceud figure-huit

Bien des variétés hyperboliques peuvent étre construites en assemblant des poly-

édres. Les résultats généraux sont connus sous le nom de Théoréme des Polyedres



69

de Poincaré (Epstein et Petronio, 1994). Dans cette section, nous nous concentre-
rons sur 'obtention du complément du nceud figure-huit a ’aide de polyedres. Le
théoréme suivant est tiré de (Thurston, 2002), une démonstration en est présentée

au chapitre 7 de (Lackenby, 2000).

Théoréme 3.5. Le complément du neud figure-huit peut étre obtenu en collant

dewr tétraédres idénux réguliers.

Topologiquement, le théoreme énonce que le complément du nceud figure-huit peut
étre obtenu en collant deux tétraedres tronqués comme l'illustre la figure 3.9. Les
sommets tronqués y sont représentés en gris. Dans cette figure, on identifie la
face A avec A', B avec B', C avec C' et D avec D' tout en suivant ’orientation
des fleches des arétes et en identifiant les fleches pleines et les fleches vides avec

elles-mémes.

s
N~

Figure 3.9: La décomposition du complément du nceud figure-huit en deux

tétraedres hyperboliques idéaux réguliers

La figure 3.10 illustre les étapes du collage des deux tétraedres formant le com-

plément du nceud figure-huit.
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Figure 3.10: Collage des deux tétraedres hyperboliques idéaux

Ainsi, si les deux tétraédres hyperboliques idéaux sont réguliers, c'est-a-dire iso-
métriques & A(n/3,7/3,7/3), alors on obtient pour le volume du complément du

neeud figure-huit que
vol(S® \ K) = 2vol(A(n/3,7/3,7/3))

=2 (A(n/3) + A(w/3) + A(n/3))
= 6A(r/3) ~ 2.029883.



CHAPITRE IV

POLYNOME DE JONES COLORE ET LA CONJECTURE DU VOLUME

Le polyndme de Jones défini au chapitre 1 est un cas particulier du polynéme de
Jones coloré. Pour définir ce dernier, nous avons d’abord besoin de quelques no-
tions préalables. Ces derniéres nous permettent ensuite de construire un invariant
de nceuds. Cet invariant sert a définir le polynéme de Jones coloré dont nous fe-
rons un exemple de calcul & I’aide du nceud figure-huit. Nous finirons par I’énoncé
de la conjecture du volume et sa démonstration pour le nceud figure-huit. Cette

section suit (Murakami, 2010) et (Turaev, 1988).

4.1 Quelques notions préalables

Afin de définir le polynéme de Jones coloré, nous avons besoin de quelques notions
en théorie des tresses et de la notion d’opérateurs de Yang-Baxter augmentés, un

outil un peu plus spécialisé que sa version au chapitre 2.

4.1.1 Introduction a la théorie des tresses

Définition 41. Une n-tresse est une collection de n brins sans intersection des-
cendant de fagon monotone allant d’un ensemble de n points fixés a4 un autre.
Deux tresses sont équivalentes si ’on peut passer de ’'une & I'autre a 1’aide de

déformations continues fixant leurs extrémités.
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/
s

PSP

(a) Une tresse (b) Son inverse

/

Figure 4.1: Des tresses

L’ensemble des classes d’équivalences des n-tresses forme un groupe que 1’on note
B,,. Le produit de tresses 3, et B, est donné par concaténation, c’est-a-dire par
l'ajout de f2 au diagramme de 3, comme l'illustre la figure 4.2. L’élément neutre
est la n-tresse triviale, c’est-a-dire la tresse ayant n brins paralléles, et I'inverse

d’une tresse est son image mirroir (figure 4.1b).

\

2

PENE
720

N

Figure 4.2: Le produit de deux tresses

B, est généré par 0, 09,...,0n—1 avec les relations o;0; = ;0; pour |i — j| > 1,
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c’est-a-dire 010;0; laj_ 1=id (voir figure 4.4a), et 040k +10%k = Ok4+10k0k+1, C €St-A-
dire 0;0,110:0;,4,0; ‘071 = id (voir figure 4.4b). Une démonstration de ce résultat

se trouve & la page 95 de (Manturov, 2004). Ici, o; représente une tresse dont les
brins ¢ et i 4 1 ont étés échangés (voir figure 4.3).

L 2 i i+l n-l n

Figure 4.3: Le générateur o;

W L QU (I (R
(a) ovojo; "oy =id . (b} 0i0s41050 07 "oy =id

Figure 4.4: Les relations du groupe B,

Remarque. B, a donc pour présentation

B, = {01,092, ...,0n-1]0i0; = 001 quand |i — j| > 1, 040k 10k = Ok+10k0k41)-

Les tresses et les nceuds sont reliés de la maniére suivante. La fermeture d’une
n-tresse est obtenue en connectant les n points du haut & ceux du bas sans faire

de nouveaux croisements, comme l'illustre la figure 4.5. On obtient ainsi un neeud.
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k)—_}k/_f
NSRS

Figure 4.5: La fermeture d’'une tresse

Théoréme 4.1. (Alezander, 1923) Tout neud ou entrelacs peut étre présenté

comme la fermeture d’une tresse.

Démonstration. Cette démonstration est tirée de (Manturov, 2004, p. 121). Soit
L un diagramme d’entrelacs polygonal orienté et O un point sur le plan de dia-
gramme tel que O n’appartient pas aux c6tés ou sommets de 1'entrelacs (voir la
figure 4.6). Choisissons une orientation autour du point O. Sans perte de généra-
lité, nous prendrons le sens anti-horaire. On dit que L est tressé autour de O si
chaque c6té de L est orienté de la méme maniere que O & partir du point O. Ce
dernier peut étre vu comme un axe sortant du plan. Sur la figure, les seginents

AB et CD sont d’orientation contraire : on dit qu’ils sont négatifs.

c, 9

Figure 4.6: Un entrelacs orienté et O un point sur le plan
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S’il existe un point O tel que le diagramme L est tressé autour de O, c’est-a-dire
qu’'il n’y ait aucun segment négatif, alors le théoréme est démontré puisqu’il suffit
de couper le diagramme en une droite provenant de O, mais ne passant pas par

un croisement, puis de le «redresser» comme lillustre la figure 4.7.

Figure 4.7: «Redressement» d’un nceud en tresse

S’il n’existe pas un tel point, procédons comme suit : tout d’abord, séparons les
segments négatifs de fagon & ce que chaque sous-segment contienne au plus un
croisement. Sur la figure 4.8, le segment AB est devenu les croisements AF et

BE. Le segment CD est quant a lui devenu CF et DF.

Figure 4.8: Création des segments AF, BE, CF et DF
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Soit XY un segment négatif qui contient au plus un croisement. On choisit un

point P sur le plan tel que le triangle XY P contienne le point O.

Cas 1 : Si XY ne contient aucun croisement, on le remplace par X P et Y P (voir

figure 4.9a).

Cas 2 : Si XY contient un surcroisement, c’est-a-dire que XY passe au-dessus
d’un autre segment de ’entrelacs, alors on procéde comme dans le cas précédent.
On obtient deux segments, X P et Y P, passant tous les deux par-dessus tous les

autres segments du diagramme (voir figure 4.9b).

Cas 3 : Si XY contient un sous-croisement, c’est-a-dire que XY passe au-dessous
d’un autre segment de l’entrelacs, alors on remplace XY par des segments X P et

Y P passant tous les deux sous tous les autres segments (voir figure 4.9c).

Y X oSNk
NS

X 7

'.'-.-"'P “‘.. .':P ..'.‘ .:,P
(a) Cas 1 (b) Cas 2 (c) Cas 3

Figure 4.9: Les trois cas possibles

En procédant ainsi pour tous les segments négatifs, on obtient un diagramme

d’entrelac tressé autour de O. [

Si plusieurs tresses présentent un méme entrelacs, alors elles sont reliés par un

nombre fini de mouvements de Markoff :
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Théoréme 4.2. (Markoff, 1936). Sila fermeture de deuz tresses 3 et 8’ donne des
entrelacs équivalents, alors B et B’ sont reliés par une suite finie de conjugaisons,
stabilisations et déstabilisations. Une conjugaison remplace aff par Ba, c’est-d-
dire B par o~ 'Ba. Une stabilisation remplace B € Bn par Bof' € B,yi. Une

déstabilisation remplace ﬂa,ﬂl par B € B,. Le tout est illustré a la figure 4.10.

Stabilisation

Déstabilisation

I

Figure 4.10: Conjugaison, stabilisation et déstabilisation d’une tresse

4.1.2 Opérateurs de Yang-Baxter augmentés

Soit V' un espace vectoriel de dimension N sur C, R: VQ®V — VYV et
p: V. — V des isomorphismes et a,b € C\ {0}.

Définition 42. Un quadruplet (R, u, a, b) est appelé un opérateur de Yang-Bazter

augmenté s'il satisfait :
(a) (R®idy)(idy ® R)(R®idy) = (idv ® R)(R ® idy)(idy ® R),
(b) R(u®u) = (1@ pR,
(c) Tra2(R*(idy ® p)) = a*'bidy,

ot Try : End(V®) — End(V®k-1) est défini par
N-1 T
Tri(f)(en ® €, ® - ®ew )= 3 filllijen®e®..0¢€
J1yeeesdie—1,5=0
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ot f € End(V®*) est donné par

p— Jl Jk
flea®en®..@e) = 3, flle; ®e,®.. Qe
J1yees =0

{eg, ...en_1} est une base de V et f"’ i g )

La premiere condition de la définition précédente est en fait la définition 21.

L’isomorphisme R est donc une R-matrice.

Exemple 20. Afin d’éclaircir un peu ces formules, prenons ’exemple de k = 2 :

On a Tra(f): End(V®V) — End(V) et

fle, ®es,) Z e ® e,

.11..72—0
donc
N-1
'I‘r2(f)(ei1) = Z 311376.7
J1,j=0

Maintenant avec k =1 : On a Tr;1(f): End(V) — End(V®) = C et

611 z iy eJl’
J1=0
donc

N-1
=5,
=0

ce qui est la trace usuelle d’'un endomorphisme. Ici, End(V®°) = C, car V®° = C.

Soit A une n-tresse. On peut construire un homomorphisme ®(5): V& — V&

s 2 . 1®(i—1 . —i—1 - =
en remplacant un générateur o; par 1d$(' ) QR® 1d{‘3(" =4 et son 1nverse o; "

par id{e}(i_l) QR!'® idg("’_i_l). Voir la figure 4.11.
Exemple 21. Soit une tresse § = 0105 ‘0105 . On a

(0105 0105!) = (R®idy)(idy ® R (R ®idy)(idv ® R™Y),
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N Ve v J Ve v
Ao X
yeVv Ve v

Figure 4.11: Remplacement d’un générateur par la R-matrice

comune l'illustre la figure 4.12.

Ve ro v
\ ) <
7 |
X s 0
4
Vroa re v

Figure 4.12: Une tresse et son homomorphisme &

4.2 Construction d’un invariant

Dans cette section, nous souhaitons définir un invariant a l’aide des notions vues
dans la section précédente. Celui-ci nous servira dans la section suivante & définir le
polyndme de Jones coloré. Soit (R, i, a,b) un opérateur de Yang-Baxter augmenté

sur un espace vectoriel V' de dimension N.

Définition 43. Soit § une n-tresse. On définit T a4 (6) € C par la formule

suivante :

T(R#"’arb) (ﬂ) = a—W(ﬂ)b—n’I‘rl (’I‘I'2(...(II‘I'H((I)(IB)/,L®1I))...)),
ol w(P) est la somme des exposants des générateurs de £.

Exemple 22. Reprenons la tresse de 'exemnple précédent : 8 = 0105 'o105 . On
2
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a que w(B) =0 et donc

TR uap)(B) = 72T (Tra(Trs((R ® idy ) (idy ® R7™)(R ® idy)(idy ® R™1)u®?))).

Syl
f Y

Voir la figure 4.13.

| R |
_) () B
a x LR

Figure 4.13: Une tresse et son invariant

Théoréme 4.3. (Turaev, 1988). Si B et ' présentent le méme entrelacs, alors

TR pap)(B) = Tirpap)(B), en d’autres mots, T(g yap) €st un tnvariant.

Démonstration. Une esquisse de démonstration se trouve dans (Murakami, 2010),

théoréme 2.8. O

4.3 Polynéme de Jones coloré

Apres avoir construit un opérateur de Yang-Baxter augmenté, nous définissons
le polynéme de Jones coloré et faisons le lien entre ce dernier et sa version non

colorée du chapitre 1.

Construisons un opérateur de Yang-Baxter augmenté : Soit V = C¥ et définissons
la R-matrice R: V@V — V®YV par
N-1

R(exQe) = >, Rie; ® e,

1,j=0
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N

ol
B min(N—1—i,j) {I}{N -1 -k}!
‘131 = (5 i 5 j—m - .
Bai= 2, Swwmdsion Gty 1
” q(z'-—(N—l)/2)(J'—(N*l)/2)—m(i—j)/z-m(m+1)/4, (4.1)
avec {m} := ¢™?* — q¢~™?, {m}! := {1}{2}...{m}, ¢ un paramétre complexe et

{eo, €1,...,en—1} une base standard de V. L’homomorphisme u: V. — V est

donné par
N-1
ules) = Y pes
=0

avec pi = 0;;q%N+D/2 Ici, §;; représente le delta de Kronecker, c’est-a-dire

d:; = 1sii=j et 0 sinon. L’inverse de cette R-matrice est donné par

min(N—1—1i,5) AT 17
—1\ij . ' _ {kP{N -1 -1}
(R )kl ~ ng:o 5l,z—m5k,_7+m {j}!{m}!{N - 1 - i}!

x (—1)mg= G- (N=1)/2)G=(N=1)/2)~m(i=3)/2+m(m+1)/4 (4.2)

Proposition 4.4. (R, u, q(Na —1)/4.1) est un opérateur de Yang-Baxter augmenté.

Démonstration. Remarquons que R est en fait le flip de la R-inatrice du corollaire

1/2

2.41 en posant [z]! = (T—%—'l% et s = ¢'/*. Par conséquent, le point (a) de la

définition 42 est satisfait.

Les point (b) et (c) sont démontrés au lemme 4.5 de (Murakami et Murakami,

2001). O

Définition 44. Soit un entier N > 1, V := CN et R et u tels que définis plus
haut. Le polynéme de Jones coloré de dimension N, noté Jy(L;q) pour L un

entrelacs, est défini comme

1
Jrllsg) = ﬂR,u,q(”z“l)/4’l)(/8) X {{T}},

ou [ est une présentation de tresse de L.
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Exemple 23. Calculons le polynéme de Jones coloré de dimension N pour le
nceud trivial. Le nceud trivial, que nous noterons f3,, peut étre représenté par la

tresse suivante :

Figure 4.14: Représentation du nceud trivial par une tresse

On a donc w(B,) =0 et n = 1, car la tresse n’a qu'un seul brin. Ainsi,

{1
In(Bo, 9) = Tig y qewnz-170,1) (Bo) X {—N}}

— g(NP=D/A( (BN =Py (Try(..(Ten(B(Bo)u®"))-..)) X {{%}}
{1}

= Trl(q)(ﬁo)/‘) X o

0y
— Try(u) x {{LN}}

N-1
_ @-N+1/2 o, {1}
2 Wy (43)

On a que a, = q™ay avec ag = ¢~ N*t1)/2 egt une suite géométrique de raison ¢.
n 0 0

3 3 ’ . rd rd . -— ; — N
Ainsi, la série géométrique Z,ﬁol aoq' = ang_q;]—. Donc,

N-—1
Tl'l([l.) = Z q(21.—N+1)/2
i=0

N-1 .
= Z aoq"
=0
1- qN
1—gq
_ q(—N+1)/21__q]z
=g
(~N+1)/2 _ gN+(=N+1)/2

=a0

q

ik =2
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—~N/2,1/2 _ N/2,1/2

q q

l1—gq
g N2 _ NI
g2 g2
Sy _ )
Tm =

q

exd

En remplagant dans I'équation (4.3), on obtient

N-1
_ @i {1}
JN(BO, q) _ Z q Gal e x {N}

M
{if ~ {&v}
==l

Lemme 4.5. Soit L, L_ et Ly les diagrammes d’écheveau d’entrelacs qui diffé-

rent en un seul voisinage d’un point (voir figure 1.11). On a la relation suivante :

gJ2(Ly;q) — g 1 a(L-; q) = (g% — ¢ V/?) Ja(Lo; 9)-

Démonstration. (Murakami, 2010, p. 9). O
Remarque. Le polyndme de Jones original, V(L; q), satisfait
¢V (Ly;0) — aV(L;q) = (@2 — g7V (Lo q)

comme il a été défini dans la section 1.2.2 du chapitre 1 ((Jones, 1985, p. 107),
théoréme 12). On a donc Jo(L;q) = (—=1)#E-1V(L;q71), ott #(L) dénote le

nombre de composante de L.

4.4 Calcul du polyndme de Jones coloré pour le nceud figure-huit

Dans cette section, nous calculons le polyndéme de Jones coloré pour le nceud

figure-huit. Les calculs sont tirés de (Murakami, 2010).
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Reprenons notre tresse habituelle 8 = 0,05 ‘o105 . La fermeture de 3, E, est le
neeud figure-huit. On veut calculer Jy(F;q). Or, d’aprés le lemme 3.9 de (Kirby
et Melvin, 1991), Tro(Tr3(®(8)(id ® 1 ® p))) € End(V) est un multiple scalaire.
Nous allons donc calculer ce dernier plut6t que Try (Tra(Trs(®(8)u®?))) € C (voir
la figure 4.15). Par conséquent, Tr1(Tra(Trs(P(8)u®?))) est la trace de u multiplié

| |

WV VvV

Figure 4.15: Fermeture d'une tresse sauf le premier brin

par ce scalaire S. Ainsi,

T(R,u,q(N2-1)/4,1)(/6) == q_w(ﬂ) (N*-1)/ 4T§f1(ﬂ2(ﬂ3(‘1’(5)#®3)»

= q"“’(ﬁ)(Nz“l)/“’IErl(Su)
ﬂlv’~'14N~1 2i—-N+1)/2
= g UBNI-D/4 ™ gai-N+1)/

i=0
_ yeew-nailNt g
{1}
La derniére ligne est due & ’égalité (4.4). Or, comme le montre le calcul de

I'exemple 22, on obtient w(8) = 0, donc Jy(E;q) = S.

Pour calculer le scalaire S, nous devons tracer le diagramme de la fermeture de la
tresse 3, mais en laissant ouvert le premier brin (figure 4.16a). Fixons une base

{eo,€1,---,en—1} de CV.
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AR
J8

(a) Fermeture partielle (b) Identification du

de 8 = 0105 to105 .

premier arc par N — 1

Figure 4.16: Fermeture partielle de la tresse et identification du premier arc

Identifions chaque arc a l'aide d’un entier positif ¢ plus petit que NV en correspon-
dance avec un élément de la base e;. Les arcs sont délimités par les croisements
de la tre