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RÉSUMÉ 

Le présent mémoire constitue une introduction à la conjecture du volume. D 'abord 
énoncée par Kashaev pour les nœuds hyperboliques, cette conjecture a ensuite été 
étendue à tous les autres nœuds par Jun et Hitoshi ïvlurakami qui ont ut ilisé le 
volume simplicial (ou norme de Gromov) plutôt que le volume hyperbolique. 

La conjecture du volume établit qu'une certaine limite du polynôme de Jones 
coloré d 'un nœud est égal au volume du complément du nœud. 

Pour énoncer cette conjecture, nous avons eu besoin, entre autres, des notions de 
R-matrice et de l'algèbre enveloppante quantique du groupe de Lie .sf(2, <C) que 
nous introduisons en ne supposant connues que quelques notions élémenta ires en 
algèbre linéaire et en algèbre abstraite. Nous présentons par la. sui te une brève 
introduction à la géométrie hyperbolique afin de définir les tétraèdres hyperbo
liques idéaux et le volume simplicial. L'algèbre enveloppante quantique de .s((2, <C) , 
les R-matrices et des notions en théorie des tresses nous servent ensui te à définir 
le polynôme de Jones coloré. Ce dernier polynôme et le volume simplicial en main, 
nous pouvons énoncer la conjecture du volume et faire une démonstration pour le 
nœud figure-huit. 

Mots-clefs : nœuds, polynôme de Jones coloré, conjecture du volume, géométrie 
hyperbolique, invariant quantique, algèbre enveloppante quantique, R-matrices, 
opérateurs de Yang-Baxter , algèbre de Hopf 





ABSTRACT 

English title : An Introduction to the Volume Conjecture 

This thesis is an introduction to the volume conj ecture. This conjecture was first 
stated by Kashaev for hyperbolic knots, then expanded to all knots by J un and 
Hitoshi Murakami by using the simplicial volume (Gromov's norm) instea.d of the 
hyperbolic volume. 

The volume conjecture stat es that a certain limit of the colored Jones polynomial 
of a knot is equal to the volume of the complement of this knot. 

To state this conjecture, we need the concept of R-matrix and of the quantum 
enveloping algebra of the Lie algebra .s1(2 , tC) which we will int roduce by suppo
sing that a few basic not ions in abstract and linear algebra are known. Wc will 
present afterwards a brief introduction to hyperbolic geometry in arder to define 
hyperbolic tetrahedras and the simplicial volume. T he quantum enveloping a.lge
bra of the Lie a.lgebra s1 (2 , tC) , the R-matrices and sorne concepts of braid theory 
will then help us to define the colored Jones polynomial. This polynomial and the 
simplicial volume finally a.llow us to state the volume conjecture and prove it for 
the figure-eight knot . 

Keywords: knots, colored Jones polynomial, volume conjecture, hyperbolic geo
metry, quant um invariant , quantum enveloping algebras, R-matrices, Yang-Baxter 
operator, Hopf algebras. 





INTRODUCTION 

En 1995, Kashaev a introduit un invariant d 'entrelacs construit à partir du dilo

garithme quantique pour un entier N > 2 (Kashaev , 1995). Il a par la suite 

observé pour plusieurs nœuds hyperboliques que cet invariant semble grandir de 

façon exponentielle et proportionnelle au volume hyperbolique des compléments 

des nœuds (Kashaev, 1997). Il suppose que cela est vrai pour tous les nœuds 

hyperboliques : c'est ce qu'on appelle la conjecture du volume. 

Jun et Hitoshi Murakami ont , en 2001, démontré que l 'inva riant de Kashaev est 

en fait un cas spécial du polynôme de Jones coloré : ces deux outils sont égaux 

lorsque h,r(K ; q), le polynôme de Jones coloré de dimension N du nœud K associé 

à une certain représentation de l'algèbre de Lie .sl(2, C) , est évalué en la racine de 

l'unité q = exp(27rH /N). Les deux auteurs ont également élargi la conjecture 

de Ka..c;haev à tous les nœuds en utilisant le volume simplicial plutôt que le volume 

hyperbolique (Muraka.mi et Murakami, 2001). 

Cette conjecture est cruciale en théorie des nœuds. En effet, elle fait le pont entre 

deux domaines disjoints des mathématiques : les invariants quantiques, qui pro

viennent des équations de physique mathématique, et la géométrie hyperbolique, 

qui a une gra nde importance pour l'étude des espaces de dimension 3 depuis les 

travaux de Thurston, dans les années 1970. En particulier, si la conjecture est 

juste, a lors tous les nœuds non triviaux et différents entre eux diffèrent au moins 

par un invariant de Vassiliev de type fini (fv1urakami et I'vlurakami, 2001 , section 

5). 

Nous présentons d'abord quelques notions de base en théorie des nœuds, puis 
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amenons de::> notions algébriques nécessaires à la définition du polynôme de Jones 

coloré: introduisons la géométrie hyperbolique, définissons le polynôme de .Jones 

coloré et finalement énonçons la conjecture du volume. Nous démontrerons cette 

dernière pour le nœud figure-huit. 



CHAPITRE I 

NOTIONS PRÉALABLES DE THÉORIE DES NŒUDS 

Lorsqu'on entend «théorie des nœuds», on pense immédiatement aux nœuds de 

marin ou encore aux nœuds d 'escalade. Or, ce n 'est pas tout à fait ce type de 

nœuds que l'on considère dans la. théorie du même nom en mathématiques. Voyons 

comment construire le type de nœuds qui nous intéresse. Il faut tout d 'abord 

prendre une corde et faire un nœud de marin quelconque. Il faut ensuite relier et 

coller de façon imperceptible les deux extrémités de la corde : on obtient ainsi ce 

que l'on appelle un nœud en mathématiques. Quelques exemples de nœ uds sont 

illustrés à la figure 1.1. 

Le présent chapitre est séparé en deux parties. Nous proposons d 'abord une int ro

duction à la théorie des nœuds et définissant quelques notions de base. Nous 

présenterons ensuite le polynôme d 'Alexander et le polynôme le Jones. 

1.1 Notions et invariants de base 

Nous présentons dans les premières sous-section les ent relacs , les équivalences de 

nœuds, les invariants de nœuds et les mouvements de Reidemeister. Nous pré

sentons dans les autres sous-sections successivement les enchevêtrements, ainsi 

que les trois types de nœuds dans la sphère § 3 : les nœuds toriques, satellites et 

hyperboliques. 



& ® 
(a.) Le nœud de (b) Le nœud 

trèfle fi gure-huit 

F igure 1.1 : Exemples de nœuds 

1.1.1 Définitions de base 

Il existe plusieurs façons de définir ce qu 'est un nœud, nous choisirons la suivante 

pour des raisons qui seront expliquées un peu plus loin. 

Définition 1. Un entrelacs à m composantes est un sous-espace de § 3 qui consiste 

en m courbes simple fermées, disjointes et linéaires par morceaux. Un entrelacs à 

une composante est appelé un nœttd. 

La condition de linéarité par morceaux signifie que chaque courbe qui compose 

L peut comporter un nombre fini de segments de droites placées bout à bout. 

Cette condition permet d 'exclure les entrelacs contenant une infinité de croise

ments, ent relacs que l'on appelle entrelacs sauvages (figure 1.2). Ces derniers sont 

un terrain d 'étude encore très peu développé. Ce mémoire se concentrera donc 

uniquement sur l'étude des entrelacs inclus dans la défini tion 1. 

Figure 1.2: Un nœud sauvage 
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La définition de complément d'un nœud sert à définir beaucoup d 'invariants, 

notion qui sera introduite à la section 1.1.4. 

D éfinit ion 2. Le complément d '1m nœud K est § 3 \ K . 

On peut imaginer le complément d 'un nœud comme le complément d 'un tube 

vide autour de ce nœud . Nous utiliserons cette notion au chapit re 3 pour définir 

le volume simplicial. 

1.1.2 Équivalence de nœuds 

Une des questions importantes en théorie des nœuds est de déterminer si deux 

nœuds sont topologiquement identiques entre eux. On cherche ainsi à différen

cier les nœuds de toutes les manières qui soient. Intuitivement, deux nœuds sont 

équivalents si on peut remuer, emmêler, démêler , déformer et étirer un nœud en 

l'autre sans le couper. 

Définit ion 3. Deux nœuds A et B sont équivalents s 'il existe un homéomorphisme 

f de § 3 linéaire par morceaux tel que f (A) = B . 

Dans le cas de nœuds orientés, on demande aussi que f préserve l'orientation des 

nœuds et de § 3 . 

Il peut être difficile de reconnaître qu 'un nœud est , en fait , équivalent à un autre 

bien connu. C'est là un des problèmes fondamentaux de la théorie des nœ uds. Pa.r 

exemple, les nœuds des figures 1.3a et 1.3c sont en fait équivalents au nœud trivial 

(figure 1.3b). Par nœud t rivial, il est entendu le plus simple nœud pouvant être 

représenté comme la frontière d 'un 2-disque plongé dans § 3 . 

Ainsi , des classes d 'équivalences de nœuds peuvent être définies. 
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(a) Un nœud 

équivalent au 

nœud t rivia l 

(b) Le nceud trivial (c) Un nœud équivalent 

au nœud trivial 

Figure 1.3: Des nœuds équivalents au nœud trivial 

1.1.3 Diagrammes de nœuds 

Un nœud peut être représenté de différentes façons. L'une de ces façons est le 

diagramme de nœuds , une représentation très pratique pour dessiner ces nœuds. 

Afin de faciliter la. représentation de nœuds, il est possible de projeter celui-ci 

sur un plan dans l'espace (figure 1.4). C'est ce qu'on appelle l'ombre d 'un nœud. 

Or, une telle projection fait disparaître la notion de sous et de sur-croisement, 

c'est-à-dire le fait qu 'un brin de corde passe par-dessus ou par-dessous un autre. 

Afin d 'éviter toute ambiguïté dans la. représentation des nœuds, il est essentiel 

d 'utiliser la. not ion de projection régulière. 

Figure 1.4: L'ombre du nœud de trèfle 

D éfinition 4. Une projection cjy: S 1 --7 IR2 d 'un nœ ud ]( est régulière si les deux 

conditions suivantes sont respectées : 

1. au plus deux points sont envoyés au même endroit ; 
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2. lorsque deux points p et q sont tels que cp(p) = cp (q) , a lors p et q sont des 

points lisses sur la courbe et les vecteurs tangents non-nuls aux points p et 

q sont envoyés sur des vecteurs linéairement indépendants . 

Définition 5. On appelle diagramme (régulier) d' un nœud la projection régulière 

du dit nœud. 

Comme il est po,' sible de le constater sur la figure 1.3 à la page 6, un nœud peut 

donner lieu à plusieurs diagTammes, selon le plan sur lequel sa projection a été 

faite. Deux nœuds ayant des diagrammes complètement différents peuvent donc 

être en fait les mêmes, et c'est là où la notion d 'invariant de nœuds devient utile : 

elle permet de distinguer les nœuds différents, sans tenir compte du choix de leurs 

diagrammes. 

1.1.4 Invariants de nœuds 

Un invariant de nœuds est une quantité, soit un nombre, un groupe, un polynôme 

ou un quelconque objet mathématique qui ne change pas lorsqu'on fait subir 

des déformations continues, non déchirantes à un nœud, c'est-à-dire que cette 

propriété ne change pas selon les équivalences de nœuds. Afin de montrer que deux 

nœuds ne sont pas équivalents, il suffi t habituellement de t rouver un invariant qui 

a une valeur différente pour chacun de ces nœuds. Toutefois, cette opération ne 

permet pas de déterminer si deux nœuds visuellement différents sont en fait les 

mêmes. En d 'autres termes, si deux nœuds ont des invariants identiques cela ne 

signifie pas pour autant qu'ils sont équivalentes. tvlontrer que deux nœuds sont les 

mêmes peut donc être une tâche ardue. 

Parmi les exemples classiques d 'invariants de nœuds figurent le nombre mnu

mal de croisements, la t ri-coloration, le genre d 'une surface de Seifert, le groupe 

fondamental du complément d 'un nœud et l' invariant de Arf. Pour en apprendre 
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davantage sur ces invariants, on peut se référer à (Adams, 1994) et (Lickorish, 

1997) . 

1.1.5 lVIouvements de Reidemeister 

Le topologue allemand K. Reidemeister a publié, en 1932, son livre Knothentheor-ie 

((Reidemeister, 1948), en anglais) et y a présenté une liste de mouvements que 

l'on peut effectuer sur des diagrammes de nœ uds tout en gardant les nœuds cor

respondant aux diagrammes équivalents. L'on compte trois de ces mouvements 

aujourd 'hui appelés mouvements de Reidemeister. 

Un mouvement de Reidemeister est donc une des t rois façons de modifier la projec

tion d'un nœud en changeant les croisements du diagramme sans modifier le nœud 

lui-même (voir figure 1.5). 

Figure 1.5: Les mouvements de Reidemeister 
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Théorème 1.1 (Reidemeister) . Deux diagrammes de nœuds représentent le mêm e 

nœud si et seulement s'i l 'on peut passer de l 'un à l 'autre en utilisant un nombre 

fini de fois les mouvements de Reideme·ister. 

Démonstration. On peut par exemple consulter (Livingston , 1993) à la page 31. 

D 

Ce t héorème est particulièrement utile lors de démonstrations d 'invariance d 'ob

jets associés aux nœuds. En effet , pour certains objets utilisant dans leur définition 

les diagrammes de nœuds, il suffit de montrer qu 'ils gardent la même valeur quand 

ils subissent les mouvements de Reidemeister. Le problème du choix du diagramme 

pour un nœud est ainsi réglé. 

1.1. 6 Les trois types de nœuds 

Grâce aux travaux de ·william Thurston en 1978, on sait qu'il existe exactement 

trois types de nœuds dans § 3 : toriques, satellites et hyperboliques. Chaque nœud 

appartient à une seule de ces trois catégories. 

Un (p , q)-nœv,d toriqv.e est obtenu en enroulant une corde p fois autour d 'un tore 

(S1 x S 1
) et q fois à travers son trou , pour p et q des entiers copremiers. Un 

(p, q)-nœud torique est équivalent à un (q ,p)-nœud torique. De plus, tous les 

nœuds toriques avec min{ IPI , lq l} ~ 2 sont chiraux, c'est-à-dire qu 'ils ne sont pa...s 

équivalents à leur image miroir. Un (p, -q)-nœud torique est l'image mirroir d 'un 

(p, q)-nœud torique. Quelques exemples de ces nœuds sont ill ustrés à la figure 1.6. 

Les nœuds satellites, quant à eux, sont const ruits de la façon suivante. Prenons 

un nœud K 1 compris à l 'intérieur d 'un tore solide non noué (figure 1.7a) . Nouons 

ce tore en un nœud K2. Le nœud K 1 qui se trouvait dans un tore non noué 

se trouve maintenant dans un tore noué, on appelle ce nouveau nœud K 3 nœud 



10 

(a) Le nœud de trèfle est le 

(2, 3)-nœud torique. 

(b) Le (1 , 4)-nœud torique 

Figure 1.6: Exemples de nœud toriques 

satellite (figure 1.7b). Le nœud K2 est appellé un nœud compagnon et est supposé 

non trivial, car autrement , le nœud K3 ne serait que le nœud K1. Un tore solide 

est un tore incluant à la fois sa surface et son intérieur, c'est-à-dire n 'importe 

quelle variété homéomorphe à 5 1 x D 2 . De plus , le nœud K 1 est t el qu'il est ni 

isotope au noyau du tore solide non noué ni contenu dans une 3-boule dans le 

tore solide. Le noyau du tore solide est une courbe simple fermée h(S1 x {a}) , 

où h est un homéomorphisme de 5 1 x D 2 clans le tore solide et a est un point 

clans l' intérieur elu disque D 2 . On impose également que K 1 passe par chacun des 

disques méridionaux elu tore solide. Un disq'ue mér-idional est un disque clans le 

tore solide ayant une courbe méridionale comme fronti ère (figure 1.8b ). On appelle 

les courbes simples du tore bordant un disque non contenu dans la frontière du 

tore solide les com·bes méridionales (figure 1.8a). 

Un nœud (p, q)-câble est un nœud satellite formé d 'un (p, q)-nœucl torique K1 et 

d 'un nœud compagnon K2 (figure 1.9) . 

Un nœud hyperbolique est un nœud dont le complément a une structure hyperbo

lique. Une telle structure est expliquée au chapit re 3. Le nœud figure-huit , illustré 

à la figure l.lb , est un exemple de nœud hyperbolique. 



(a) Un nœud dans un tore solide (b) Un nœud satellite 

Figure 1.7: Construction d 'un nœud satellite 

(a.) Les courbes méricliona.Ues 

(disque méridional 

(b) Un disque méridional 

Figure 1.8: Courbes et disques méridionaux. 

Figure 1.9: Le nœud (2 , 1 )-câble du nœud figure-huit 

Pour plus de détails sur les trois catégories de nœud, voir (Adams, 1994). 

11 
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1.1. 7 Enchevêtrements 

Les entrelacs font part ie d 'une famille plus générale d 'objet s : les enchevêtrements. 

Un enchevêtrement est une 1-variété T proprement plongée dans le cube unité 

13 dans JR3, avec 8T c 0} x I x 81. On défini t 8_T = T n (J2 x {0}) et 

8+T = T n (12 x {1}) (figure 1.10). On appelle T un (m, n)-enchevêtrement si 

m = 18-TI et n = là+TI. On peut voir les enchevêtrements comme une collect ion 

de brins allant d 'un ensemble de n points à un ensemble de rn points. Un ent relacs 

est donc un (0 , 0)-enchevêtrement. 

Figure 1.10: Un (3 , 1)-enchevêtrement 

1.2 Polynômes d 'Alexander et de Jones 

Les polynômes d 'Alexander et de Jones sont tous deux des invariants de nœuds. 

Ils peuvent être définis de manière plutôt compliquée, mais, pour des raisons de 

recherche de simplicité, nous nous concent rerons sur leur définition combinatoire 

qui ut ilise les diagrammes de nœuds. 

1. 2.1 Polynôme d 'Alexander 

En 1928, Alexander int roduisit le tout premier invariant polynomial de nœuds. Sa 

définition utilisait des outils mathémat iques plutôt abstraits. Il a fallu attendre 

jusqu 'en 1969 pour que John Conway trouve une façon particulièrement simple 

de le définir . 
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Définition 6. Le polynôme d 'Alexander est une application 

telle que 

(-\ 
(a) Ll( _./) = 1, 

(b) Ll(L+) - Ll(L_) - (t 112
- r 112 )Ll(L0 ) = 0, 

où 0 est n 'importe quel diagramme du nœud trivial et L+, L_ et L0 sont les 

diagrammes d 'écheveau d'entrelacs qui diffèrent en un seul voisinage d 'un point 

(voir figure 1.11) . Une démonstration du fait que cette application est bien définie 

se trouve dans (Livingston, 1993). 

x 
L 

)( 
Lo 

Figure 1.11: Relations d 'écheveau 

Il est facile de prouver que le polynôme d 'Alexander est un invariant de nœuds: il 

suffit de vérifier qu 'il est invariant lorsqu'il subit les trois mouvements de Reide

meister (figure 1.5), on conclut ensuite en utilisant le théorème 1.1. 

Le polynôme cl ' Alexander a été le seul invariant polynomial connu pendant près 

de 50 ans, jusqu'à ce qu'en 1984 Vaughan Jones découvre , en étudiant les algèbres 

de von Neumann, le polynôme qui porte maintenant son nom (Jones , 1985). Ce 

polynôme lui a d'ailleurs mérité une médaille F ields en 1990 pour son énorme 

contribut ion à l 'avancée de la théorie des nœuds. 

1.2.2 Polynôme de Jones 

Contrairement au polynôme d 'Alexander, le polynôme de Jones permet de distin

guer un nœud de son image miroir. Après avoir défini ce polynôme, nous présen

terons un exemple de calcul avec le nœud de trèfle. 



D éfinition 7. Le polynôme de Jones est une application 

telle que 

(a) V(Ü ) = 1, 

Exemple 1. Nous voulons calculer le polynôme de Jones du nœud de trèfle. Afin 

d 'alléger la notation, posons z := t 112 - t- 112 . 

tz 

Ill Ill 

Figure 1.12: Calcul du polynôme de Jones du nœud de trèfle 



Par la figure 1.12 , on voit que 

v(S ) = ev(C)) + tz (ev(C) u 0 ) + tzv(C))) 

= t 2 + t z (t2V(Ü U Ü ) + tz) 

15 

(1.1) 

Calculons maintenant le polynôme de Jones de Pentrelacs trivial à deux compo

santes, c'est-à-dire deux nœuds triviaux disjoints. On a que 

V (@) ~ t'V (@) + t(t'i' - c'i' )V (@) . 
Puisque V(Ü ) = 1, on a V(Ü uÜ ) = -c112-t112

, où Ü uÜ représente Pentrelacs 

trivial à deux composantes. 

Ainsi, l'équation (1.1) devient 

v(@) = t2 + tz (t2v(Ü u Ü ) + tz) 

= t 2 + tz (t2
( -c1

/
2

- t 112
) + tz) 

= t2 + t(tl /2 - c l/2) (e(-cl/2 - e /2) + t(tl/2 - cl/2 )) 

= t2 + (t3/2- tl /2 ) ( -t3/2- t5/2 + t3/2 - tl /2 ) 

= t2 - t4 + t3 + t - t2 

= -t4 + t3 + t . 

Le nœud de trèfle étant le (2 , 3)-nœud torique, il est chiral. En effet , il existe deux 

nœuds de trèfle : celui de droite (figure 1.13b) et celui de gauche (figure 1.13a). Le 

nœud dont on vient de calculer le polynôme de Jones est le nœud de trèfle de droite. 

Le polynôme de Jones du nœud de trèfle de gauche est v(S ) = -t-4 +t-3 +C1 ) 

résultat facilement obtenu par un calcul similaire à celui fait pour le nœud de trèfle 

de droite. 
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(a) Le nœ ud de trèfle de 

gauche 

(b) Le nœ ud de t rèfle de 

droite 

Figure 1.13: Les nœuds de trèfle 

Voilà ce qui conclut ce chapitre sur les not ions de théorie des nœuds nécessaires 

à la compréhension des prochains chapit res. 



CHAPITRE II 

FORNIALISl'v1E ALGÉBRIQUE POUR LE POLYNÔME DE JONES COLORÉ 

Les groupes quantiques ont été popularisés grâce aux t ravaux de Vladimir Drin

field et de Michio Jimbo et 1985. Ces objets sont une certaine déformation d'une 

algèbre de Hopf, qui dépend d'un paramètre q ou h qu'on appelle une algèbre 

enveloppante quantique d 'un groupe de Lie. Les groupes quantiques ont des liens 

avec certains domaines des mathématiques et de la physique. 

Le but de ce chapitre est de démontrer que la R-matrice universelle de Uh(sl(2, CC)) , 

construi te à l'aide de toutes ces notions , en est bien une. Ce résultat est ensuite 

utilisé au chapitre 4 afin de définir des invariants de nœuds. 

Ce chapitre est séparé en cinq parties. Nous parlons tout d'abord de produits 

tensoriels, ensuite d'algèbres et de coalgèbres, de bialgèbres et d 'a lgèbres de Hopf, 

d 'algèbres enveloppantes et , finalement , de R-matrices . Les notions élémentaires 

en algèbre linéaire et en algèbre abstraite sont supposées connues. 

Pour une lecture plus fluide et une compréhension plus rapide de la conjecture 

du volume sans se perdre dans ces a lgèbres compliquées, on peut d'abord lire le 

chapitre 4, puis revenir à celui-ci. 

Toutes les démonstrations des résultats de ce chapitre se trouvent dans (Kassel, 

1995), sauf mention contraire. 
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2.1 Produi t tensoriel 

Dans cette section, nous parlerons tout d 'abord du produit t ensoriel d 'espaces 

vectoriels, puis du produit tensoriel d 'applications linéaires et , finalement , de la 

trace d 'un endomorphisme. 

2.1.1 Espace vectoriel 

Soi t U et V deux espaces vectoriels sur un corps K . On note Hom(U, V) l'espace 

des applications linéaires de U à V. En part iculier, End(V) = Hom(V, V) est 

l'espace des endormorphism es linéaires de V. Soit W un troisième espace vectoriel. 

On note Hom(2)(U, V; lV ) l'espace des applications bilinéaires de U x V à TV . 

Le théorème suivant nous permet de définir le produit t ensoriel d'espaces vecto

riels. 

Théorème 2.1. Soit U et V de-ux espaces vectoriels. Il existe un espace vecto

riel U ® V et une application bilinéaire <p0 : U x V -t U ® V t elle que pour 

tout espace W , l 'application linéaire f t--+ f o <po qui va de Hom ( U ® V, vV) vers 

Hom(2)(U, V ; 11\1) est un isomorphisme linéaire. On appelle l 'espace vectoriel U ®V 

le produit t ensoriel de U et V . Il est uniq1.w à isomorphism e près . 

Pour tout u , v E U, V , on pose u ® v = rp0 ( u , v) . Puisque <po est bilinéaire, on a 

les relations suivantes dans U ® V : 

1. (u + u') ® v = u ® v + u' ® v 

2. u ® (v + v')= u ® v + u ® v' 

3. À(u ® v )=(Àu) ® v =u ® (À v ) 

pour tout v., u' E U, v, v' E V et À E K . 

De plus, tout élément de U ® V peut s'écrire comme une somme finie de la. forme 

L.::f= 1 u i ® vi, où ·u1 , · · · , up EU et v1 , · · · , V p E V. Une démonstration de ce résultat 
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et du théorème précédent se trouve da ns (Lang, 2002) au chapitre XVI, sections 

1 et 2. 

Proposition 2.2. Soit U, V et W des espaces vectoriels. Il existe, dans chacun 

des cas suivants, un unique isomorphisme tel que 

1. (U 0 V) 0 W~U 0 (V 0 vV) 

('tt 0 v) 0 w r-+ u 0 (v 0 w) 

2. K 0 v ~v ~ v 0 K 

À ® v r-+Àv r-+ Àv ® 1 

3. V ® W ~VV 0 V 

Tv,w(v 0 w) r-+ w 0 v, Tv,w est appellé le fiip. 

Démonstration. (Lang, 2002) chapitre XVI , section 1, proposition 1.2 et 1.1. D 

La base du produit tensoriel d 'espaces vectoriel est exprimée de la manière sui

vante : 

Corollaire 2.3. Soit {tLi}iEI une base de l 'espace vectoriel U et {v.J hEJ une base 

de V . L 'ensemble { ui ® v.i }(i,.i)EixJ est une base du produit tensoriel U 0 V . De 

plus, dim(U 0 V)= dim(U) · dim(V) . 

Démonstration. On peut en trouver une démonstration dans par exemple (Lang, 

2002), chapitre XVI, section 2, corollaire 2.4 ou bien (Kassel , 1995, p.25) . D 

Nous avons jusqu 'à présent défini le produit tensoriel sur des espaces vectoriels . 

Voyons maintenant le produit tensoriel sur des applications linéaires. 
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2.1.2 Produit tensoriel d'applications linéaires 

Soit f: U -t U' et g: V -t V' des applications linéaires. On définit le produü 

tensoriel d 'application l?:néaire f ® g: U ® V ----+ U' ® V' par 

(f ® g)(u ® v) f-t J(v.) ® g(v) , 

pour tout 'U, v E U, V. On obtient ainsi une application linéaire 

À: Hom(U, U') ® Hom(V, V') ----+ Hom(V ® U, U' ® V') 

définie par 

(À(! ® g))(v ® 11) f-t f(u) ® g(v) . 

Théorème 2.4. L'application À est 1m isomorphisme si au moins une des paires 

(U, U') , (V, V') ou (U, V) est composée d'espaces vectoriels de dimension fini e. 

L'espace dual d'un espace vectoriel V , noté V* , est définit par V* = Hom(V, K). 

Corollaire 2.5. L 'application À: U* ® V* -t (V ® U)* est un isomorphù;me si U 

ou V sont de dirnension finie. 

Le prochain corollaire est le cas U = V' = K du théorème 2.4. 

Corollaire 2 .6 . L 'application Àu,v: V ® U* ----+ Hom(U, V) donnée par 

Àuy (v ® cx)(u) = a(u)v , 

avec u E U , v E V et a E U* , est un isomorphisme si U ou V sont de dimen

sion finie. En particulier, si V est un espace vector·iel de dimension finie, alors 

l 'application Àv,v est un isomorphisme V ® V*~ End(V). 
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Notons que l 'application Àu,u' 0 À. vy' est inversible lorsque soit U ou U', soit V 

ou V' sont de dimension fini e . La composition (g , f) ~ go f de deux applica

tions linéaires est bilinéaire. Elle nous amène à définir , pour un triplet (U, V, TV) 

quelconque d 'espaces vectoriel, l' application 

Hom(V, TV) 0 Hom(U, V) ~ Hom(U, TV). 

On définit l' application évaluation evv: V* 0 V--+ K par 

ev v ( Œ 0 v ) = ( Œ, v) = a (v) , 

pour toute forme linéaire a et tout vecteur v de V. Cette application nous permet 

d 'en définir une autre : la trace. 

2.1.3 Trace 

Tous les espaces vectoriels de cette sous-section sont supposés de dimension finie. 

Soit V un tel espace vectoriel. On note {vi}i une base de if et { vi}i une base de 

son espace dual V* . 

Il est possible de définir la trace d 'un endomorphisme d 'un espace vectoriel à partir 

de 1 'isomorphisme Àvy du corollaire 2.6 : on défini t tr: End(V) --+ K comme étant 
l;~ Tvv• ~v 

la composition End(V) ----'---7 V 0 V* ~ V* 0 V -----'--7 K . 

Voici quelques propriétés de la trace : 

Proposition 2. 7. Soit f et g des endomoTphismes d 'un espace vectoriel de dim en

sion finie V. 

(a) t r(j o g) = t r(g o j) 

(b) Si (Jj)i,j est la matr-ice de f dans une base de V, alor-s 

tr(j) = Lfl. 
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(c) tr(f*) = tr(f) . 

Nous nous servirons d 'une généralisation de la trace dans le chapit re 4 afin de 

définir des invariants de nœuds et des opérateurs de Yang-Baxter augmentés. 

2.2 Algèbres et coalgèbres 

Les algèbres, le produit tensoriel d 'algèbres et les coa lgèbres nous servent à définir 

les bialgèbres dans la procha ine section. L'a lgèbre tensorielle, quant à elle, nous 

sert à définir les algèbres enveloppantes à la section 2.4, elle reviendra donc souvent 

comme exemple tout au long du chapitre. 

2. 2.1 Algèbres 

Une algèbre est une structure algébrique composée d 'un espace vectoriel, d 'une 

multiplication et d 'une unité. On la définit comme suit : 

D éfinition 8. Une algèbre A est un triplet (A , f-1., rJ) , où 

(a) A est un espace vectoriel sur K 

(b) {t est une application d 'espaces vectoriel w A ® A -+ A. Elle est associative 

et satisfait donc le diagramme commutatif suivant : 

id®Jl l lJl. (2.1) 

A ® A ----'--Jl.--+ A 

On note m(a ® b) = ab. L'application {t est appelée la multiphcation. 

( c) rJ est une application entre espaces vectoriels ''7: K -+ A t elle que 

an(1) =a= n(1)a, 
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c'est-à-di re que le diagramme suivant commute : 

(2 .2) 

Tl et TJ(l) sont appelés l'unité de A. Ici, 1 E A. 

Un morphisme d'algèbTes f: (A , !t,rJ)-+ (A' ,!t' , r7') est une application linéaire de 

A à A' telle que p/ o (f ® f) = f o 11 et f o TJ = TJ1
• 

Exemple 2. C est une algèbre sur le corps lR. 

Les deux exemples suivants seront utiles dans le reste du chapit re. 

Exemple 3. On définit l' algèbTe opposée A0 P comme l'algèbre ayant le même espa-

ce vectoriel que A, mais avec la mult iplication définie comme !L Aop = !LA o T A,A , où 

T A ,A est l'application flip définie à la proposition 2.2. Une algèbre est commutative 

si et seulement si !LAop = !L A- En d 'aut res mots, A est commutative si et seulement 

si le diagTamme suivant commute : 

(2.3) 

Exemple 4. L'espace End(V) des endormorphismes linéaires d 'un espace vec

toriel V est une algèbre dont la multiplication est la composit ion et l'unité est 

l'application identité de V. En choisissant une base de l'espace vectoriel V , on 

obtient End(V) ~ Afn(K) , l 'algèbre des matrices n x n avec ent rées dans J( pour 

tout n E N et pour tout corps K. 

Les algèbres étant des espaces vectoriels dotés d 'une multiplication et d 'une unité, 

il est naturel de se demander s' il est possible de doter également leur produit 

tensoriel d 'une structure d 'algèbre. 
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2.2.2 Proùuit tensoriel d 'algèbres et algèbre t ensorielle 

Soit A et B des algèbres . On dote le produit tensoriel A ® B d 'une structure 

d 'algèbre par (a ® b)(a' ® b') = aa' ® bb' , où a , a' E A et b, b' E B. Son uni té est 

1 ® 1. 

On définit les morphismes d'algèbres i 11 : A-t A ® B et in: B -tA ® B tels que 

iA (a) =a ® 1 et in(b) = 1 ® b, respect ivement . On a ainsi que 

iA(a)in(b) = (a ® 1)(1 ® b) =a ® b = (1 ® b)(a ® 1) = in(b)iA(a). 

L'algèbre A ® B satisfait ce qu 'on appelle la propriété 1.miversellc : 

Proposition 2.8 . Soit f : A -t C ct g: B -t C des morphismes d 'algèbres tels 

que pour to'nte paire (a, b) E A x B , l 'égalité f(a)g(b) = g(b)f(a.) est vraie dans 

C. Alors, il existe un unique morphisme d 'algèbres f ® g: A ® B -t C tel que 

(f ® g)oiA =f et(f ® g)oin=g . 

Soit V un espace vectoriel. On définit T 0 (V) = K , T 1 (V) =V et Tm(V) = V ®m, 

le produit t ensoriel de m > 1 copies de V. Les isomorphismes canoniques 

induisent un produit associatif sur l 'espace vectoriel T(V) = EBn>O T n(V). L'obj et 

T(V) a donc une structure d 'algèbre. On l'appelle l' algèbre tensorielle de V. Le 

produit est donné par 

où Xi E V pour 1 :'S i :'S n + rn. L'unité de T(V) est l 'image de l'unité de 

K = T 0 (V) . 
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Il y a une inclusion naturelle de V = T 1 (V) dans T(V), en envoyant V sur le 

deuxième terme de la somme T(V) = K E:B V E:B V ® V E:B . ... Les éléments dans 

l'image de cette inclusion sont dit primitifs et génèrent T(V) en tant qu 'algèbre. 

Nous reviendrons sur les éléments primitifs dans la section 2.3.1. 

2.2.3 Coalgèbres 

En inversant le sens de chacune des flèches de la. définition d 'une algèbre, on 

obtient la. notion de coa.lgèbre. 

Définition 9. Une coalg èbre C est un triplet ( C, 6. , c) , où 

(a) C est un espace vectoriel sur K 

(b) 6. est une application d 'espaces vectoriels w C ---+ C ® C. Elle est coasso

ciative, elle satisfait donc le diagramme commutatif suivant : 

C b. C ® C 

b.l l id®b. 
(2 .5) 

C ® C b. ®id C ® C ® C 

6. est appelé la comultiplication. 

(c) E est une application d 'espace vectoriel E : C---+ K. On l'appelle la co-unité. 

E satifait le diagramme commutatif suivant : 

(2.6) 

Un moTph?:sme de coalgèbres est une application linéaire f: ( C, 6. , .::) ---+ ( C' , 6.' , .::') 

te lle que (! ® f) o 6. = 6.' of et E = .::'of. Voici quelques exemple de coa.lgèbres : 

Exemple 5. Le corps K a une structure de coalgèbrc avec 6. (1) = 1 ® 1 ct 

c(1) = 1. De plus, pour toute coalgèbre (C, 6. ,E) , .::: C---+ K est un morphisme 

de coalgèbres. 
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Exemple 6. Pour toute coalgèbre (C, ~ ' c), on pose ~op= Tc,c o ~-La coalgèbre 

( C , ~op, c) est appelée la coalgèbr-e opposée. On la note ccop. Une coalgèbre est 

cocornrmdat'ive si et seulement si le diagramme suivant commute. 

TC,C 
C 0 C -----t C 0 C 

~y (2.7) 

c 

Les coalgèbres et les algèbres sont reliées, comme le montrent les deux propositions 

suivantes. 

Proposition 2.9. L'espace vector-iel dual d 'une coalgèbr-e est une algèbr-e. 

Proposition 2.10. Le dual d'un espace vector-iel d '<me algèbr-e de dimension finie 

a une structur-e de coalgèbre. 

Exemple 7. Coalgèbre de matrice Soit A = A1n(K) l'algèbre des matrices n x n 

avec entrées dans K. On note E ij la matrice dont les entrées sont 0 sauf pour ( i, j) 

qui est égale à 1. L'ensemble des matrices E ij avec 1 ::::; i,j ::::; n forme une base 

de lvfn(K). Soit { xi.i} la base duale. La. coalgèbre A* est définie par 

TL 

~(.'Ei.i) = L X; k 0 Xk.i 

k=l 

et 

où 8;; = { : 
si i i= j 

est le delta de Kronecker. 
Sl ?. = J 

Exemple 8. Produit tensoTiel de coalgèbres Soit (C, ~ ' c) et (C' , ~' , E1
) deux coal

gèbres. C 0 C' a une structure de coalgèbre avec multiplication 

(id 0 Tc ,c ' 0 id) o (~ 0 ~') 

et co-unité E 0 E
1

• 

D éfinition 10. Soit ( C , ~ ' E) une coalgèbre. Un sous-espace I de C est un co-idéal 

si ~(J) cI 0 C + C 0 I et c (J) =O. 
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Lorsque I est un co-idéal, les applications 

et E: C 1 J --+ K forment une coalgèbre (C 1 J , ~ ' t ) appelée la coalgèbre q'Uotient. 

Int roduisons maintenant une notation qui nous sert tout au long du reste du 

chapitre. 

Notation de Sweedler 

La. notation de Sweedler simplifie grandement les formules et est très utilisée dans 

les ouvrages traitant d 'algèbres de Hopf (nous t raiterons de ce sujet à la section 

2.3.2). C 'est pourquoi nous utiliserons cette notation tout au long du chapitre. 

Soit x un élément d 'une coalgèbre (C, 6. ,c). Puisque C ® C est engendré par 

l'ensemble {:c' ® x" : x' , :c" E C}, on peut écrire 6.(x) = ~i :c~ 0 x~ de façon non 

unique. Afin de se débarrasser des indices, on peut réécrire cette somme comme 

6.(x) = l..:.: x' ® x". (2.8) 
(:c) 

En ut ilisant cette notation, il est possible d'exprimer la. coa.ssocia.tivité de 6. , 

c'est-à dire la commutativité du diagramme (2.5), par 

L (L (x' )' ® (x')") ®x" =L x' ® (2...:.: (:c")' ® (x") '') 
(x) (~; ') ·(x) (~;") 

""\"' 1 Il 10\ Ill =: L.., x ® x '(Y x . (2.9) 
(x) 

La somme (2 .9) peut également être écrite ~(x) x(l) ® x(2
) ® xC3). En appliquant 

la. comultiplica.tion 6. à l 'équation (2.9) , on obtient 

L 6.(x') ®x" ® :c111 =L x' 0 6. (:c") ® x111 =L x' ® x" ® 6.(x111
) . 

(~; ) (x) (:c) 

Ce qu'on écrit 

L x' ® x" ® x'" ® :c"" ou 
(x) 

L x(l) ® x(2) ® x(3) ® x(4). 

(x) 
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En utilisant la notation (2.8) et le diagramme (2.6), on a que pour tout x E C, 

2: E(x'):.~:" =x= L :.~: 'é(x") . (2. 10) 
(x) (x) 

Une coalgèbre est cocommutative si, pour tout xE C, 

L :.~: ' ® x" = 2: x" ® x'. 
(x) (x) 

2.3 Bialgèbres et algèbres de Hopf 

Les bialgèbres sont des objets qui sont à la fois des algèbres et des coalgèbres. 

Elles nous servent à définir les algèbres de Hopf dans la deuxième partie de cette 

section. 

2.3.1 Bialgèbres 

Soit H un espace vectoriel équipé à la fois d 'une structure d 'algèbre (H, fl, r;) et de 

coalgèbre ( H , 6. , é). Certaines conditions sont nécessaires afin que les structures 

d 'algèbre et de coalgèbre soient compatibles : 

Théorème 2.11. Les énoncés suivants sont équivalents : 

1. Les applications fi et 7] sont des morphismes de coalgèbres. 

2. Les appl?:cat?:ons 6. et é sont des morphismes d'algèbres. 

Il est maintenant possible de définir une bialgèbre. 

Définition 11. Une bialgèbre est un quint uplet (H, tJ,,r;,6. ,E), où (H,{l , r;) est 

une algèbre et (H , 6. , E) une coalgèbre, vérifiant les conditions de compatibilité 

du t héorème précédent . Un morphisme de bialgèbres est un morphisme pour les 

structures d 'algèbre et de coalgèbre sous-j acentes . 
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En ut ilisant la notat ion de Sv.,eedler , la condit ion ~( :cy) = ~ (x)~ (y) est exprimée, 

pour toute paire (x , y) d 'éléments d 'une bialgèbre, par 

2: (x y)' @ (x y )" = 2: x' y' @ x" y" . 
(:q ;) (:~)(y) 

De plus, ~ ( 1 ) = 1 @ 1, ~:;(:cy) = ~:; ( x)~:;( y) et E( 1) = 1. 

Proposit ion 2.12. Si H = (H , J-l , 7] , ~ ' E) est une bialgèbre, alors 

sont aussi des bialgèbres. 

Exe mple 9. Par les propositions 2.9 et 2.10, l'espace vectoriel dual H * d 'une 

bialgèbre H de dimension finie a également une structure de bialgèbre. 

L'algèbre tensorielle T(V) définie à la section 2.2.2 possède également une struc

ture de bialgèbre. 

Théorèm e 2.13. Soit V un espace vectoriel. Il existe une unique structure de 

bialgèbre suT l 'algèbre tensorielle T(V) telle que pour tout v E V , E( v ) = 0 et 

~ (v) = 1 ® v + v ® 1. Cette strnctnre de bialgèbre est cocommutative et pour tant 

n-1 

6(vl · · · Vn) = 1 @ VI · · · Vn + L L Va ( I ) · · . Va(p) ® Va(p+ I ) . . . Va(n) + V I . .. Vn @ 1, 
p=I a 

où V I .. . Vn dénote le produit dans T(V) , c'est-à-dire VI ® . . . ® Vn, et a parcourt 

toutes les permutations du groupe symétrique Sn tel que a(1) < a(2) < .. . < a(p) 

et a (p + 1) < a (p + 2) < . .. < a(n ) . Une telle permv,tation a est appelée un 

(p , n - p) -shuffi e. 

Introduisons maintenant le concept d 'élément primitif. 
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D éfinition 12. Soit (C, 6 , E) une coalgèbre. Un élément xE C st pr-imitif si 

6(x) = 1 ® :1: +x 0 1. On note Prim(C) le sous-espace des tous les éléments 

primitifs de C. 

P roposit ion 2.14 . Si 1: est 'U.n élément primüif d'une b?;algèbre, alors s(.1:) =O. 

Si y E Prim(C) et y=/= x, alors xy- yx est aussi primitif. 

Par le théorème 2.13, les générateurs v E V de l'algèbre tensorielle T(V) sont 

primitifs. Soit H une bialgèbre et x1 , . . . , Xn les éléments primitifs de H et V un 

espace vectoriel avec base { v1 , ... , vn }· Il xiste un unique morphisme d'algèbre 

f: T(V) -t H tel que f(vi) =.Ti pour tout i. 

Proposition 2.15. L 'application f: T(V) -tH est un morphisme de bialgèbres. 

Maintenant que les bialgèbres sont définies, il nous est possible de parler d 'algèbres 

de Hopf. 

2.3.2 Algèbres de Hopf 

Soit une algèbre (A, p, ,1J) , une coalgèbre (C.6, E) et f,g E Hom(C,A). La convo

lution est une application bilinéaire *: Hom( C, A) -t 6 définie comme étant la 

composition C ~ C 0 C f ®g> A 0 A~ A. On la note f * g . 

En uti lisant la notation de Sweedler , on obtient 

(J * g)( x) = L f( x')g( x") , 
(x) 

pour tout x E C. 

Proposition 2.16. (a) Le tn;plet (Hom(C, A) , * ,1JoE) est une algèbre. 

{b) L 'application Àc,A: A 0 C* -t Hom(C, A) du corollaire 2.6 est un morphù;me 

d 'algèbre, où A 0 C* est le produit tensoriel de A et de l 'algèbre duale C* de 

C . 
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Lorsque (H, p, , rJ, 6, c) est une bialgèbre, on peut considérer le cas où C = A = H 

et ainsi définir la convolution sur End(H) . 

Définition 13. Soit (H,JL , 7] , 6 ,c) un bialgèbre. Un endomorphismeS de H est 

appelé un antipode pour la bialgèbrc H si 

S * idn = idn * S = r1 o E. 

Une algèbre de Hopf est une bialgèbre dotée d 'un antipode. Un morphisme d'algè

bres de Hopf est un morphisme de bialgèbres commutant avec les antipodes. 

Lorsqu 'un antipode S existe, il est umque. On note une algèbre de Hopf avec 

antipode par (H, JL , 1] , 6, c, S). 

Exemple 10. L'algèbre tensorielle T(V) est une algèbre de Hopf avec antipode 

tel que S(1) = 1 et, pour tout v1 , v2, ... , Vn EV, 

2.4 Algèbres enveloppantes 

Dans cette section, nous souhaitons étudier l'algèbre enveloppante quantique de 

l'algèbre de Lie .s((2, C). Nous commençons par définir les algèbres de Lie et en 

donner quelques exemples, puis nous introduissons les algèbres enveloppantes et 

plus particulièrement l'algèbre enveloppante de sf(2 , C). Pour finir , nous dévelop

pons l 'algèbre enveloppante quantique de sf(2 , C) ct parlons de représentations. 

2.4.1 Algèbres de Lie 

Les algèbres de Lie ont été introdui tes dans les années 1870 par Sophus Lie. Elles 

apparaissent presque partout en mathématiques et sont ut ilisées dans certains 

domaines de la physique. 
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D éfinit ion 14. (a) Une algèbre de Lie L est un espace vectoriel muni d 'une 

application bilinéaire [· , ·]: L x L-+ L telle que 

(i) [.1:, y]= -[y, x] (antisymmétrie) 

(ii) [.1;, [y , z]] + [y, [z, ;r;]] + [z, [x , y]] = 0 (identité de Jacobi). 

[ ·, ·] est a pp llé le crochet de Lie. 

(b) Une sous-algèbre de Lie L' d 'une algèbre de Lie L est un sous-espace L' de 

L tel que pour toute paire (x , y) EL' x L' , [.1:, y] EL'. 

(c) Un idéal I d 'une algèbre de Lie L est un sous-espace Ide L tel que pour 

tout (x , y) EL x I , [x,y] E !. 

(d) Un morphisme d'algèbres de Lie f: L-+ L' est une application linéaire telle 

que f( [x, y]) = [f(x), f(y)] pour tout :c, y EL. 

Une algèbre de Lie est abélienne si son crochet de Lie est nul. 

Les exemples suivants permettront d 'éclaircir ces défini tions. 

Exemple 11. L'algèbre de Lie g l(2, C) est de dimension4 et les matrices suivantes 

en forment une base : 

X = (0 1) , y = (0 0) , H = (1 0 ) et I = (
1 0) . 0 0 1 0 0 -1 0 1 

Les matrices du sous-espace .s l(2, C) sont les matrices de trace nulle et sont engen

drées par X , Y et H. Ainsi , sl(2, C) est un idéal de gf(2, C) gTâce aux relations 

[ I , X] = [ I , Y] = [ I , H] = O. 

De plus, gf(2, C) ~ s l(2 , C) EB CI, on peut donc restreindre l'étude de gl(2 , C) à 

celle de .s f(2, C). 

Exemple 12. Soit L et L' des algèbres de Lie. On munit la somme directe L EB L' 

d 'un crochet de Lie donné par [(x, x') , (y, y')] = ([x , y], [x', y']), pour x, y E L et 
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:r:' , y' EL'. Les project ions canoniques de L (f) L' dans Let L' sont des morphismes 

d 'algèbres de Lie. 

Exemple 13. L'algèbre de Lie opposée Lor> est l'espace vectoriel L doté elu crochet 

de Lie [x, y] 0 P =[y, x] . 

Exemple 14. Soit 1 un idéal d 'une algèbre de Lie L . Il existe une unique structure 

d 'algèbre de Lie sur le quotient L 11 telle que la projection canonique de L dans 

L 1 J soit un morphisme d 'algèbres de Lie. 

Exemple 15. Soit A une algèbre. On pose [a, b] = ab - ba pour a, b E A. Cette 

application est anti-symmétrique, bilinéaire ct satisfait l'identité de Jacobi. De 

plus, [a , be] = [a, b]c + b[a, c] pour tout a, b, c E A. On note cette algèbre de Lie 

L(A). 

Exemple 16. Pour tout espace vectoriel V, on note l'algèbre de Lie L(End(V)) 

de tous les endomorphismes de V par g f( V). Lorsque V est de dimension finie n , 

gf(V) est isomorphe à gf(n, IK) = L( .~1n(1K)) , l'algèbre de Lie des matrices n x n 

avec entrées dans K. L'algèbre de Lie des matrices carrés n x n de trace nulle est 

noté s[(n, C) = {A E J'v12 (C) : tr(A) = 0}. Puisque tr([A, B]) = 0 pour toutes 

matrices A, B E gf(n, C) , .s((n, C) est une sous-algèbre de Lie de g[(n, C). 

2.4.2 Algèbres enveloppantes 

À toute algèbre de Lie L , on assigne une algèbre de Lie (associative) U(L), a.ppellée 

l'algèbre enveloppante deL, et un morphisme d 'algèbres de Lie iL: L--+ L(U(L)). 

Soit I (L) un idéal bilatère de l'algèbre de tenseurs T(L) généré par tous les élé

ments de la. forme xy -y:r - [x, y], où x, y E L . On définit l' algèbre enveloppante de 

L comme U(L) = T(L) / J(L). L'application iL est la composition de l'inclusion 

canonique de I (L) dans T(L) et de la projection canonique de T(L) clans U(L). 

L'algèbre enveloppante U(L) possède aussi la. propriété universelle suivante : 
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Théorème 2.17. Soit L une algèbre de L'ie. Soit A une algèbre associative et 

f: L -t L(A) un morphisme d'algèbre de Lie. Il e:r;iste ·un unique mor·phisme 

d'algèbre cp: U(L) -tA tel que cp oiL = f. 

Il en découle les deux corollaires suivants. 

Corollaire 2.18. (a) PouT tout morphisme d'algèbr-es de Lie f: L -t L' , il 

e.riste un v.nique morph1:sme d'algèbres U(f): U(L) -t (L') tel qv.e 

U(f) o iL = iu of. 

De plus, U(idL) = idu(L). 

(b) Si f: L -t L" est un autTe rnoTphisrne d'algèbre de Lie, alor·s 

U(f' o!) = U(f') o U(f). 

Corollaire 2.19. Soit L et L' des algèbres de Lie et L EB L' leur somme diTecte. 

Alors U(L EB L') ~ U(L) 0 U(L') . 

Ces deux corollaires nous permettent de doter U(L) d 'une structure d 'algèbre de 

Hopf, comme le montre la. prochaine proposition. 

Proposition 2.20 . U(L) est une algèbre de Hopf cocornrnutative pouT les appli

cations ~ ~ E: et S définies plus bas. PouT x1, ... , Xn E L , 

n-1 

~(xl ... Xn) = 10 x l ... :r;n + L L Xa(l) . .. Xa(p) ® Xa(p+l) ... Xa(n) + :r; l .. . Xn 0 1' 
p=l a 

où Œ parcourt tous les (p , q) -shuffles du groupe symétrique Sn et 

La. comultiplication est définie par ~ = cp o U ( 6) , où 6: L -t L EB L envoie :r; sur 

(x, :r;) et cp: U ( L EB L) -t U ( L) 0 U ( L) est l'isomorphisme naturel. La. co-unité est 
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donnée par E = U(O) , où 0 est le morphisme allant de L à l'algèbre de Lie nulle 

{0}. L'antipode est défini par S = U(op), où op(x) = - :t: est un isomorphisme 

d'algèbres de Lie de L à L0 P. 

Appliquons maintenant ces notions à l' algèbre de Lie L = .s ((2, C). 

2.4.3 Algèbre enveloppante de s((2 , <C) 

Considérons pour le reste elu chapitre que lK. = C. L'algèbre enveloppante U = 

U(s r(2, C)) de .s r(2 , C) est isomorphe à l'algèbre générée par les trois éléments X , 

Y et H avec les relations 

[X, Y] = H , [H, X] = 2X, et [H, Y] = -2Y. 

Les relations suivantes en découlent facilement par récurrence. 

Lemme 2.21. Les relations suivantes sont vraies dans U pour tout p , q 2:: 0 : 

[X, YP] = pYP- 1(H - p + 1) = p(H + p- l )YP- 1
, 

[XP , Y] = pXP- 1 (H + p- 1) = p(H- p + l )XP- 1
. 

Les éléments X , Y et H forment une ba.<;e de U(s r(2, C)) de la manière suivante. 

Proposition 2.22. L 'ensemble {Xi, y i, Hk} ·i,J,kEN est une base de U (sr(2 , C)) . 

Cette dernière proposition est un cas particulier du théorème de Poincaré-Birkhoff

Witt. 

Il est possible de déformer les algèbres enveloppantes avec un paramètre q ou h, 

elles deviennent ainsi des algèbres enveloppantes quantiques. 
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2.4.4 Algèbre enveloppante quant ique de .s((2, C ) 

Soit q E C tel que q =j:. ± 1, c'est-à-dire tel que q -~- ~ est bien défini. De plus, on 

suppose que q est une racine de l'unité . Pour tout n E Z, posons 

qn _ q-n 
[n] := 

1 
= qn-1 + qn-3 + ... + q - n+3 + q-n+l . 

q - q-

Il est facile de vérifier que [- n] = -[n] et [rn+ n] = qn[m] + q-m [n]. 

Si q n 'ét ait pas un racine de l'unité , on aurait que [n] =/:- O. Or, q étant une racine 

de l 'unité, notons d l'ordre de q, c'est-à-dire le plus petit d E N tel que c/ = 1. 

Posons 
d impair 

â pair 

Ainsi , [n] = 0 {:::=:;> n = 0 mod e. Soit 0 ::; k ::; n . Posons 

[0]! = 1, 

[k]! = [1][2] . . . [k] 

si k > 0, et 

[
nl [n]! 
k = -[ k ]___..:! [ 7'---'-~ -- k- ]!" 

Définition 15. Soit K = qH/4. On définit Uq = Uq(.st(2, C)) comme étant l 'algèbre 

générée par les 4 variables E , F , K et K - 1 avec les relations 

et [E, F] = 1~=~<__~
1

. On appelle Uq l' algèbre enveloppan te quantique de .sl(2, C). 

Il est aussi possible de définir l'algèbre Uq lorsque q n 'est pas une racine de l'unité 

(voir (Kassel, 1995, chap. VI) pour plus de détails sur cc cas) , mais nous nous ne 

servirons que du cas où q est une racine de l'unité dans cet te section. 

On obtient ainsi la version Uq du lemme 2.21. 
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Lemme 2.23. Soit m ~ 0 et nEZ. Les r-elations s1âvantes sont vr-aies dans Uq : 

- (m- 1) K _ m-1 J-( - 1 

[E, pm] = [m]Fm- 1 q q - q~1 (2.11) 

m-1 K _ - (m-1) J<- 1 
= [7n] q (j pm-1 ' 

q - q- 1 
(2.12) 

-(m-1) f{ _ m- 1 f{-1 

[Em, F] = [m]q q- q~1 gn-1 (2 .13) 

m-1 !-( _ -(m-1) !-(- 1 
_ [ ·]Em-1 q q - rn 

q- q- 1 
(2.14) 

Tout comme la base de U, on peut décrire la base de Uq à l'aide de ses générateurs. 

Proposition 2.24. L 'ensemble {EiFJK1h,J EN; l E'l. est ·une base de Uq. 

L'algèbre Uq est également une algèbre de Hopf. 

Proposition 2.25. Les relations ci-dessous dotent Uq d 'une structure d 'algèbre 

de Hopf: 

!J.(E) = 1 ® E + E ® K , !J.(F) = K-1 ® F + F ® 1, 

!J.(H) = H ® 1 + 1 ® H, !J.(J\.") = K 0 K , !J.(K-1
) = K-1 0 K- 1 

c(E) = c(F) = c(H) = 0, c(K) = c(I(-1
) = 1, 

S(E) = -EK- 1
, S(F) = -KF, S(H) = - H , 

S(K) = K - 1 et S(K-1
) =K. 
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Lorsque q n 'est pas une racine de l'unité, le centre de Uq est de dimension 1 (voir 

(Kassel, 1995), théorème VI.4.8) . Or, dans le cas où q est une racine de l'unité, le 

centre de Uq est beaucoup plus gr and. 

Lemme 2.26. Les éléments E e, p e et K e sont dans le centre de Uq . 

On obtient ainsi une algèbre quot ient de Uq de dimension finie. 

Définition 16 . L'algèbre Uq est le quotient de l'algèbre Uq par l'idéal bilatère 

généré par E e, p e et K e - 1. 

On a la base suivante pour U q · 

Proposition 2.27. L 'ensemble { Ei FJ J<l}o~i,jJ~e- l est une base de U q· 

Puisque l' algèbre U q est de dimension finie, c'est pour elle que nous construisons 

une R-matrice universelle à la section 2.5.3 . Pour y arriver , nous devons d'abord 

introduire la not ion de représentation. 

2.4.5 Représentations 

Nous décrivons d 'abord les représentations de l'algèbre U, puis de Uq. 

Définition 17. Soit A une algèbre. Un A-module à gauche est un espace vecto

riel muni d 'une application bilinéaire (a , v) H av de A x V dans V telle que 

a(a'v) = (aa'v) et l v = v, pour tout a, a' E A et v EV. 

L'on peut également définir les A -morl1ûes à droite de façon similaire avec l'appli

cation V x A -+ V. Puisque un A-module à droite est un A0 P-module à gauche, 

nous n 'allons considérer que les modules à. gauche que nous appellerons des mod'u

les. 
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Soit V et V' sont des A-modules. L'application f: V ---+ V' est un morphisme de 

A-modules si f(av) = af(v) pour tout a E A et v E V. 

Un A-sous-module V ' d 'un A-module V est un sous-espace de V avec une structure 

de A-module tel que l 'inclusion de V' dans V est un morphisme de A-modules. 

L'action de A sur un A-module V définit un morphisme d 'algèbres p: A ---+ End(V) 

par p(a)(v) =av . L'application pest appellée une représentation de A sur V. 

Soit V1 , ... , v;1, des A-modules. La somme directe V1 EB .. . EB Vn a une structure de 

A-module donnée par a(vl , ... ' Vn) = (a7}I, ... 'avn), avec 7h E vl, ... 'Vn E ~~ et 

a E A. 

Définition 18. Un A-module est simple s' il ne possède aucun autre sous-module 

que lui même et {0}. 

Décrivons d'abord les représentations de dimension finie des U-modules. 

Définition 19. Soit V un U-module et À un scalaire. Un vecteur v=!= 0 de V est 

dit de poids À E OC si H v = À v. Si , de plus, X v = 0, alors v est un vecteur de plus 

haut poids de poids À. 

Proposition 2.28. Tout U -module V non nul de dimension finie possède un 

vecteur de plm haut poids. 

Lemme 2.29. Soit v un vecteur de plus haut poids de poids À. Pour p E N, on 

pose Vp = ~YPv. On a que 
p . 

Décrivons maintenant les représentations des U4-modules. 

Définition 20. Soit V un U4-rnodule et À un scalaire. Un élément v =!= 0 de V est 

un vecteur de pl'us haut poids, de poids À, si Ev= 0 et si K v = Àv. Un Uq-module 
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est un module de phts haut poids À s' il est généré par un vecteur de plus haut 

poids de poids À. 

P roposition 2 .30 . Tmd Uq-module simple non nul de dimension < e est iso

morphe à un module généré par un vecteuT de plus haut poids de poids Eqn, où 

E # ±1 et 0 ::::; n < e - 1. On note ce module ~,n· 

Lemme 2 .31. Soit v un vecteur de plus lw-ut poids de poids À. On pose v0 = v et 

v = ..1.... F Pv pour p > O. Alors. p ~ ! . 

(2. 15) 

2.5 R-matrices 

Cette section se concentre sur les solutions de l'équation de Yang-Baxter, qu 'on 

appelle les R-matrices. Nous introduisons la notion de bialgèbre tressée puis 

construisons une R-matrice universelle pour l'algèbre Ug(st(2, C)). Pour finir , nous 

établissons un passage entre Uq et Uh, une algèbre dotée de la topologie h-adique 

dont la R-matrice nous servira à construire un invariant de nœuds au chapitre 4. 

Afin d 'alléger le texte , la preuve du théorème 2.38, central à cette section, a sa 

propre sous-section à la toute fin du chapitre. 

2.5 .1 Équation de Yang-Baxter 

D éfinit ion 21. Soit V un espace vectoriel sur un corps C. Un automorphisme 

linéaire c de V ® V est une R-matTice s'il est solution de l' éqv.a.tion de Yang-Ba.xteT: 

(c ® idv )(idv ® c)(c ® idv) = (idv ® c)(c ® idv )(idv ® c). (2.16) 

Soit { vi }i une base de V. L'automorphisme c est défini par une famille (c~j)i ,j, k , l 

de scalaire déterminés par c( vi ® vJ) = L-k,t c.zjv~.: ® Vt· 

Exe mple 17. Pour tout espace vectoriel V et pour Tv,v E Aut(V ® V) le fiip , 

Tv 1 ,v2 = v2 ® VI , pour tout VI , v2 E V. Le fiip est donc une R-matrice. 
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2.5.2 Bialgèbres tressées 

Les bialgèbres tressées nous intéressent , car elles génèrent des solu tions à l'équa

tion de Yang-Baxter. 

Définition 22. Soit (H, fi , T] , .6. , E) une bialgèbre. On dit qu 'elle est quasi-cocom

mutab:ve s'il existe un élément inversible R de l'algèbre H ® H tel que pour tout 

xE H , 

(2 .17) 

Un tel R est appelé une R-matn:ce universelle. 

Toute algèbre cocommutative est quasi-cocommutative avec R = 1 ® 1. 

Définition 23. Une algèbre de Hopf quasi-cocommutatù;e est une algèbre de Hopf 

dont la bialgèbre possède une R-matrice universelle. 

Notation 1. Soit H une algèbre et X = I::i x~ l) ® ... 0 x~P) E H ®P, avec p > 1. 

Pour tout p-tuple (k1 , .. . , kr) d 'éléments distincts de {1 , .. . , n }, n 2:: p , on note 

Xk 1 , .. ,kv l'élément de H ®n donné par 

_ "" (1) (n) 
X k], ... ,kv - L.. Yi ® · · · 0 Yi , 

où y;j = x~j ) pour tout j ::::; p et yf = 1 sinon. Dans le cas R = I::i si 0 t i, on a 

R31 = I::i t i 0 1 ®si, R13 = I::i si ® 1 ® t i, R12 = I:;.i si ® t i et Rz3 = I::i 1 ® si 0 t i · 

Définition 24. Une bialgèbre (H, p., TJ , .6. , E, R) quasi-cocommutative ou une algè

bre de Hopf quasi-cocommutative (H , If , T] , .6. , E, s-l ' s, R) est tressée si la R

matrice universelle satisfait 

(2. 18) 

et 

(2 .19) 

Ces bialgèbres sont aussi parfois appelées quasi-triangulaires. 
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SiR= I:; Si ® t i , alors les relations (2.18) et (2.19) peuvent être exprimées comme 

(2.20) 
i, (si ) i .j 

et 

L Si, 0 (ti)' 0 (ti)''= L SiSj 0 tj 0 ti. (2 .21) 
i ,(t; ) i,j 

Exemple 18. Les bialgèbres cocommutatives sont t ressées avec R = 1 0 1. 

Les bialgèbres quasi-cocommutatives tressées génèrent des R-matrices universelles. 

Lemme 2.32. Soit (H , /1 , 7] , ~ , E, S, s-l , R) ·une algèbre de Hopf q·uasi- cocornmu

tative avec antipode biject?j S. 

(a) Alors (H, p?P,TJ, ~ , c. , S, S-I,R- 1 ) , (H,p. , TJ , ~0P,E , S, S- 1 , R- 1 ) et 

(H, p. , 1] , ~0P , E,S, S-l,T11,H(R)) le sont a1LSSi. 

(b) Si de plus (H, J.-L, 77, ~ ' E, s, s-1, R) est tressée, alors 

(H, J.-L , 77 , ~0P,E , S, S- 1 ,Tu ,u(R)) l 'est aussi. 

Théorème 2.33 . Soit (H , J.-L, 17 , 6 , c. , R) une bialgèbre quasi-cocommutative tres-

sée. 

(c ® idH)(R) = (idH ® c)(R). 

(b) Si de plus H a un antipode bijectif, alors 

Il existe une solution de l'équation de Yang-Baxter pour tous les modules sur 

une bialgèbre tressée (H, p., 17 , ~ ' E, R). En effet, soit V et lV deux H-modules. La 

R-matrice universelle R dans H 0 H nous permet de construire un isomorphisme 

naturel C(J;w de H-modules entre V ® l:V et lV 0 V. Cet isomorphisme généralise 
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le fiip Tv,\V entre les facteurs de v et 1V et est défini pour tout v E v et 'W E vV 
par 

c0,w(v ® w) = Tv.w(R(v ® w)). 

Proposition 2.34. Avec les hypothèses pr-écédentes, 

(a) l 'application cB,w est un isomorph'ism.e de H -mod·ules 

(b) pour- tout triplet (U, V, 1V) de H -modules, on a 

(2.22) 

c0~JV,W = (c0,w ® idv )(idu ® c~,w ), c~,v®w = (idv ® c0,w )(c0,v ® idw) 

et 

(c0,w ® idu )(idv ® c~,w )(c0,v ® idw·) 

= (idw ® c~,v )(c~,w ® idv )(idu ® c{~,wl 

En posant u = v = vV dans la partie b) de la proposition, on obtient que C~v 

est une solution de l'équation de Yang-Baxter pour tout H-module V. 

2.5.3 Construction d'une R-matrice universelle pour Uq(.s [(2 , <C)) 

Rappelons l'algèbre Uq = Uq(.sf(2 , <C) de la définition 16. Le but de cette section 

est de construire une R-matrice universelle pour Uq. Dans tout le rest e du chapitre, 

nous supposerons que q est une racine de l'unité d 'ordre d > 1 impair dans le corps 

Proposition 2.35. Uq a une ·unique structure d 'algèbre de Hopf telle que la 

pr-ojection canonique de Uq à Uq est un morphisme d 'algèbTes de Hopf. 

Cela veut dire que la comultiplication, la co-unité et l'antipode de U q sont donnés 

par les relations de la proposition 2.25. 

Corollaire 2.36. L 'algèbre de Hopf Uq est tressée. 
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On peut ainsi calculer la R-matrice universelle de Uq . 

Lemme 2.37. La R-rnatrice un'iVeTselle de Uq est de la fo rm e 

R = 
o-::;i ,j ,k -::;d-1 

avec ci J. k un scalaire. 
'' 

Ce dernier lemme nous permet de démontrer le théorème suivant en calculant le 

scalaire ci ,j ,J,: . 

Théorème 2.38. La R -rnatrice universelle de U q es t 

1 ( · -1 )/,; 
R = - L q- q q k(k -1 )/ 2+ 2k(i- j) - 2ij Ek K 'i 0 p k Kj. 

d o-::;i.j ,k -::;d-1 [k]! 
(2.23) 

Démonstration . La preuve de ce théorème étant longue et très calculatoire, elle 

fonne en elle-même sa propre sous-section (sect ion 2.5.5). D 

Considérons le U q- module simple V.~ = V1,n . Il est généré par le vecteur de pl us 

haut poids v~n) de poids q11
• Rappelons-nous que l'action de Uq sur la base cano

nique { v6n) , . . . , v,(:1
) } est donnée par 

E v(n) = [n - p + l ]v(n) 
p p- 1 et F v(n) = [p] v(n) 

p p+ 1 (2 .24) 

et que l'isomorphisme c'0 v : Vn 0 Vm ---+ V,n 0 V., défini en (2 .22) est une solut ion 
·n , n1. 

de l'équat ion de Yang-Baxter. 

Corollaire 2.39. L 'isomorphism e c~n .Vm : Vn 0 V,n ---+ Vm. 0 Vn est l 'application 

U q-linéaire détermin ée par 

R (· (n) ,(m) ) _ " (q - q- l )k [n - P+ k] ![r + k] ! nm( ~ ·) (m) ,(n) 
cv,, v,,. vP , 1,,. - 6 [k]' [ _ ]'[ ]' q1)'r k, a v,·+ k ® 1' p-k > 

o-::; k -::;d-1 · n P · r · 

où a est n 'importe quel entier tel que rn + a d est pair et 

qnrn (k ,.., ) = . k(k- 1) / 2+k(m.- n)-pm- m - 2(k-p)(k+ r·) + (m+ad)nf 2 
pr ' L< q . 
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Démonstration. En se servant du théorème 2.38 et des relations (2.24), on obtient 

CH = 1 "' (q- q-l)k [n-P+ kJ ![r + kJ! k(k-l) / 2Qrmt(k) (m) (n) 
-v,, ,v,, .1 L [kJI [ _ JI[ JI q 11r ' v,·+k 0 VP-k' 0• O~i,j ,k~d-1 · n P · r · 

où 

Q;;.n(k) = L q2k(i-j)-2ij+i(n-2p)+ j(m-2r). 

O~i ,j <d 

On peut réécrire Q;;.1·(k) comm 

Or, puisque q est une racine de 1 'unité d'ordre d, la somme 

est nulle excepté lorsque N est un multiple de d. C 'est aussi le cas pour la somme 

Donc 

"' j(m-2r-2k-2i) 
L q . 

O~j<d 

Q;;:l ( k) = d L q2ik+i(n-2p) 
1 

O~i<d 

où i est tel que 2i = m - 2r - 2k + ad, avec a E Z. Puisque d est impair , 2 est 

inversible module d. Donc, l 'entier i est unique. Par conséquent, 

Q";.n(k) = dq2ik+i(n-2p) = dqk(m-n)-pm-r-n-2(k-p)(k+-r)+(rn+ad)n/2). 

La dernière égalité est obtenue en remplaçant les 2i par m- 2r - 2k + ad. 0 

2.5.4 De Uq à Uh 

Il est possible de définir Uq dans le contexte des algèbres de Drinfeld-Jimbo et de la 

topologie h-adique (voir (Kassel, 1995) , section XVII.2 à .4 ou (Klimyk et Schmüd

gen, 1997) ). Soit K = C[[hJJ l 'algèbre complexe des séries formelles complexes en 
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une variable h. L'algèbre U~t = U"(.sf(2, K)) est la J<-algèbre (topologiquement) 

générée par les trois variables X , Y et H munie des relations [H, X] = 2X , 

[H, Y] = 2Y et 
X y = sinh(hH/2) = é lf/ 2

- e - hfl/
2 

[ ' ] sinh(h/ 2) eh/2 - e - h / 2 

Ce qui suit fait le lien entre l'algèbre de Hopf Uq(.s 1(2 , I<)) , définie dans les sections 

précédentes sur le corps C, et Uh. On suppose que q n'est pas nécessairement une 

racine de l 'unité. On définit une application d 'algèbres de Hopf i : Uq -1 Uh par 

i (E) = X ehfl / -1, i(F) = e-hHf tt y , i(K) = é 1112, i(J<- 1 ) = e-hH/2 ct i (q) = e 1112, 

qui est ensuite étendue par linéarité. Comme l'application i est injective, on 

peut identifier U4 avec la sous-algèbre de Uh générée par q = e1112
, E = X ehH/ 4 , 

F = e-hH/4y, J( = ehH/ 2 et J<-1 = e-hH/ 2. 

On veut spécialiser uh à h = 2;i' où T > 1 est un entier fixé. L'algèbre uh possédant 

des séries divergentes, nous nous restreignons à la sous-algèbre sur l'anneau des 

séries de puissances convergentes de Uh générée par X , Y , }( et J<- 1
. De la même 

façon qu 'on a défini U q , on définit Uh comme le quot ient de cette sous-algèbre 

par la sous-algèbre obtenue en posant h = 2;i, X T = 0, Y 1
• = 0 et }(4T = 1. On a 

également les relations suivantes dans uh : 

I<X= sXI<, KY= s-1YI< et 
J<2 - J( - 2 

[X, Y] = _
1 

, 
8 -8 

où s = eh/2. 

La structure d 'algèbre de Hopf de Uh es t donnée par : 

fl(X) =X 0 I< + I<- 1 0 X , fl(Y) =Y 0 K + K - 1 0 Y, 

fl(H) = H 0 1 + 1 0 H , fl(K) = I< 0 I<, .6.(1<- 1
) = J<- 1 0 K - 1 

é(E) = é( F) = é( H) = 0, é(K) = c(K - 1
) = 1, 

S(X) = - sX , S(Y) = -s- 1Y, S(H) = - H , 

(2.25) 
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S(K) = K - 1 et S(I(- 1
) =K. 

Théorème 2.40. L 'élém ent s·uivant est une R-matrice universelle de U h : 

La somme parcourt to·us les 0 ::; n < 1· et 0 ::; a, b < 4r. 

Démonstration. Une preuve très similaire à celle du théorème 2.38 se t rouve dans 

(Kirby et Melvin, 1991 , p . 488) au théorème 2.18. D 

Corollaire 2.41. R agit sur le module Vn ® Vm par 

R( . ·)- "' (s- s-l)k [n' + i + k]! [m'- j + k] ! , 2ij-k(i-j) - k(k+l )/2 . . 
et® e1 - L [k]f [ 1 ']! [· 1 _ ,. ] 1 s et+n ® e1 - n , 

k ,. n+2. m J . 

où n = 2n' + 1 et rn= 2m' + 1. La somm e est sv,r tous les k;::: 0 avec i + k :Sn' 

etj - k;::: -m'. 

Démonstration. (Kirby et Melvin , 1991 , p .491) au corollaire 2.32. D 

2.5.5 Preuve du théorème 2.38 

Par le lemme 2.37, R est de la forme 

R = 
O~i ,j , k~d-1 

Il suffit donc de montrer que 

. . _ ~ (q- q- l)k k(k - l )/2+2k(z-j) -2ij 
c, ,.J ,k - cl [k] ! q 

Utilisons la relation fi 0 P(x)R 

x = E , puis x= F. 

Rli(x ), découlant de l'équation (2. 17) , avec 
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Partie a) : 

La première étape est de calculer f1°P(E) R = R6.(E) . Calculons tout d 'abord la 

partie gauche de l 'égali té : 

f1°P(E)R = (E ® 1 + K ® E)R (proposition 2.25) 

= (E ® 1 + K ® E) ( . L Ci, j ,kEk K i ® pk K J) (lemme 2.37) 
O:St ,.1 ,k:Sd-1 

O:Si.j.k:Sd-1 

O:Si, j ,k::;d- 1 

O:S"i ,j ,k:Sd-1 

+ L q 2kci, j ,kEk f{ i+ l ® EFk Kj . (2.26) 
O:Si,J,k:Sd-1 

L'équation (2.26) découle du lemme 2.23. 

Et maintenant , calculons la partie droite : 

R6.(E) = R(1 0 E + E ® K) (proposition 2.25) 

= ( L Ci ,j.kEk K i ® pk K 1) (1 ® E + E ® K) (lemme 2.37) 
O:Si,j,k:Sd- 1 

O:S·i, j ,k:Sd- 1 

O:Si ,j ,k:Sd-1 

O:Si, j ,k:Sd- 1 

+ (2.27) 
O:Si ,j ,k:Sd-1 

L'équation (2 .27) découle du lemme 2.23. 
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Posons 

A = 
o::;i ,j ,k::;d- 1 

Par définition de [· , ·], on a [E , p k] = EFk - p k E et donc F kE = E Fk - [E, p k]. 

Ainsi, 

A = 

Posons 

~ q2.i c · .Ek K i ® (E Fk - [E FkJ) J(.i L t,J ,k , 
o:::;i ,},k:::; ct- 1 

L (j2.i Ci ,j,k Ek J(i ® EPk Kj 
o::;i ,.i,k:::;d-1 

L q2.ici.j,kEk R-i ® [E, Fk ]K .i. 
o::;i ,.i,k::;d-1 

B = L q2.ici,j,kEkKi ® [E, Fk]K.i. 
o::;u,k:::; d- 1 

Par la relation (2.11) , on sait que 

Par conséquent , 

[E, p k] = [k]Fk- 1 q- (k-1) K - qk-1 J(-1 

q - q- 1 

q -(k-1) }( qk- 1JI-1 
= [k]Fk-l - [k]Fk-1-=------l. 

q - q- 1 q- q- 1 

2j - (k - l ) F 
~ [k] q 1. c · .. . E k K i ® p k-1 ](1+1 L _ 1 t,J.k 

o::;i,J,k :::;d- 1 q - CJ 
2j+k-1 K-1 

~ [k] q ci . . k Ek K i ® pk- 1 K .i- 1. 
L q _ q - 1 .J , 

o:::; ·i, j ,k::;d- 1 

(2 .28) 
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En remplaçant le B de la dernière égalité dans l'équation (2.28), on voit que 

A= 
O~i,j , k~d- 1 

2j-(k-1) K 
" [ 1~ ] q . . Ek}vi , pk-1 r..rj+ l 
L...., 1\, - 1 c .t ,.J ,k ' ® I\ 

O~i ,j , k::;d-1 q - q 

+ (2 .29) 
O~i.j,k~d-1 

Finalement, en remplaçant ce A clans l'équation (2.27), on obtient 

R~(E) = 
OS,i ,j ,kS,d-1 

2.i-(k-1) K 
L [k] q -1 ci ,j ,kEk K i ® pk-1 J-(.i+ I 

OS,i ,j ,kS,d- l q - q 

2j+k-1 J( -1 

[k] q c . Ek K i ® pk-1 K j -1 
q _ q - 1 I ,J,k + 

OS, i ,j,kS,d- l 

+ (2.30) 
OS,i ,j ,kS,d-1 

Les coefficients de Ek K i ® EFk K.i sont q 2kci - l ,j ,k et q 2.i c 1,J,k dans les équations 

(2.26) et (2.30), respectivement . En les combinant , on conclut que 

- 2(k-j) 
Ci ,j ,k - q Ci-l ,j ,k· (2 .31) 

Partie b) : 

Recommençons les calculs de la partie précédente avec F plutôt que E . Nous 

devons ainsi calculer ~0P (F)R et R~(F). Les calculs sont simila ires à ceux pour 

E : 

~0P(F)R = ( F ® K- 1 + 1 0 F)R (proposition 2.25) 

= (F 0 K-
1 + 1 0 F) C~,,~d-l C.;J ,kE' K' 0 F' Ki) (lemme 2.37) 



L ci.J,kFEkKi 0 K - tpkKi 

05oiJk5od- l 

+ 
05oi,j,k5o d-l 

05oi,:i ,k 5od- 1 

L q 2kci,j,k (EkF - [Ek, FJ) K i 0 FkKi - 1 

05oi,J,k 5o d- l 

+ "' . . EkKi pk+1J" J L Cz,J ,k 0 \. 
05oi,j, k 5o d- 1 

05oi ,j ,k5od-l 

+ L Ci ,j ,kEk Ki 0 Fk+ 1 Kj 

05oi,j,k5od-1 

05o·i,j,k 5o d-1 

2k+k-l 
"' [k] q c· ,. Ek-1 K i+ t 10. Fk K :i-1 L _ 1 ~ ,J , k \(Y 

05oi ,j ,k5od- 1 q - q 
2k-(k-l) 

+ "' [k] q C· . Ek- l Ki - l 0 FI.; J(j - l L _ 1 t ,J,k 
05o·i,j,k 5o d- l q - q 

+ 
05oi, j ,k 5o d- l 

51 

(lemme 2.23) 

(2 .32) 
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et 

R6.(F) = R(K- 1 ® F + F ® 1) 

( . 2;= Ci,j ,kEk J( i ® pkJ(.i ) (K- l ® F + F ® 1) 
O~?.,J,k~d-1 

L Ci ,j ,kEJ,; J(i- l ® pk K j F 
O~i ,j ,k~d-1 

+ 
O~i.j,k~d-1 

O~i,.i,k~d-1 

(2.33) 

Les coefficients de Ek F J( i ® p k J(J-l sont q 2kc-i,j,k et q- 2·ic-i ,j- 1,k dans les équations 

(2.32) et (2.33) , respectivement. En les combinant , on obtient 

- - 2(k+i) 
Ci,j, k - q Ci,j- 1,k· (2.34) 

Partie c) : 

Dans cette partie, nous voulons exprimer Ci,J ,k en fonction de co,o,o· 

Tout d 'abord , en combinant les équations (2.31) et (2.34) , on a 

-2i -2i 
Ci,j ,O = q . Gi-l ,j ,O = q Ci,,i-1,0 

-2ji 
= q Co,O,O · (2.35) 

Le coefficient de Ek J(i ® F k+ 1 J(J dans l'équation (2.32) est 

q 2(k+1)-k q2(k+l)+k 

ciJ·k+ [k+1] 1 ci+l. 7'+1k+l-[k+1] 1 ci-l.J'+lk+l · , , q - q- .. , q - q- . , 
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En l'identifiant avec celui de l'équation (2.33) , on obtient Pégalité ::;uivaute : 

- 2 . q 2(k+ l )- k 

q 
3

c·i+ l. ·;.k = Ci .J. k + [k + 1] 1 Ci+l J"+ l k+l ··' · . ' q- q- ' , 
q2(k+l)+ k 

- [k + 1] 1 ci-l 3·+1 k+t· q- q- ' , (2.36) 

D'après l'équation (2.31) , on a 

- 4(k-j) . 
ci+ l ,j + l ,k + l - (j ci- l ,J+ l ,k+ l· 

Ainsi , en combinant cette dernière équation avec l'équation (2.36) , on obtient 

. • . qk+ 2 
q -2J+2(k-J)c - c·· + [k + 1] c i.J· k - iJ' k . 1 i+ l.J'+ l k+ l . ' ' q- q- ' 

q 4j-k+2 

- [k + 1] 1 Ci+l.i+l.k+l· q- q- .. 

Donc 

( 
-2j+2(k- j) 1) - [k + 1] ( k+2 4j-k+2) 

q - ci_3· k - 1 q - q ci+l 3·+1 k+ l · . , q- q- , ' 

Par conséquent, 

q- q-l 

Ci+ l ,j+l ,k+l = [k + 1] 

q- q-1 

[k + 1] 
q- q - l 

[k+ 1] 

q . -
( 

- 4i+2k 1 ) 

-1 
- q - q -4j+k-2 
- [ k + 1] q Ci,_j,k · 

Ce qui est équivalent à 
- 1 

q- q -4i+k+1 
ci,_i,k = [k] q · ci-l.j- t ,k-1· 

Ainsi , 
( - l)k 

. - q- q k(k+l) / 2-4kj+2k(k-l)+ k 
Ci,j,k- [k]! (j Ci -k ,_i-k ,O· 

Finalement, en combinant cette dernière égalité avec l'équation (2.35), on obtient 

( -l)k 
q - q qk(k- l )/2+2k(i-j)-2ij c (2.37) 

Ci ,j ,k = [ k l! 0,0,0. 
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Partie d) : 

Il reste maintenant à montrer que co,o,o = 1/d. P ar la partie c), on sait que R est 

de la forme 

R = co.o.o L q -2iJ K i ® K J + .. . ' 
OS,i,j <d 

où+ ... est une somme de monômes contenant seulement des puissa nces positives 

de E et F. Utilisons maintenant la relation (2.18) qui est (.6. ® idn)(R) = R 13 R23 . 

Par la proposition 2.25, on a que .6.(K) = K ® K . Donc 

(.6. ® id)(R) = co,o,o L q-2ij K i ® K i ® KJ + .... (2.38) 
OS, i,j <d 

De plus , 

= Co,o.o2 L q-2ü-2mj K i® I·Cn ® Kl+.i + ... 
OS,ij,l ,m<d 

2 "" q-2il-2m(j-l) K i ® Km ® Kj + ... = Co,o,o ~ 
OS, i,j ,/ ,m<d 

= Co,o,o2 L q -2m..i ( L q (2m-2i)l) Ki ® K m ® Kj + .... 
OS,i.j ,m<d OS,l<d 

(2.39) 

Or, puisque q est une racine de l'unité d 'ordre d, la somme 

est nulle exepté lorsque N est un multiple de d. C'est donc aussi le cas pour la 

somme 

L 'équation (2.39) devient 

L q (2m-2i)l_ 

Os,l<d 

R 13R23 = dco,o,o2 L q-
2
m.i K i® Km ® Kl + .. .. 

OS,·i,j,m<d 
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De plus, puisque 2m- 2i est un multiple de cl compris entre 0 et 2d- 2, il s 'en suit 

que soit 2rn-2i est égal à 0, soit il est égal à d. Or, d est impair , clone 2rn-2i = 0 

et ainsi rn = i . Donc 

R1 :3 R23 = dco,o,o 2 L q- 2
ij K i @ Ki @ J(J + .. .. (2.40) 

O~i ,j < d 

En comparant les équations (2.38) et (2.40), on voit que co,o,o = 1/d, ce qui conclut 

la démonstration. 





CHAPITRE III 

UNE BRÈVE INTRODUCTION À LA GÉOl\ifÉTRIE HYPERBOLIQUE 

Durant plus de 2000 ans, les enseignements de la. géométrie en Europe ont été basés 

sur le livre Les éléments d'Euclide. Euclide y énonce les cinq postulats constituant 

la base de la géométrie dite euclidienne. Le cinquième de ces postulats peut être 

formulé de la manière suivante : étant donné une ligne l et un point P qui n'est 

pas sur l , il y a une unique ligne m dans le même plan que P ct l qui pa..sse par 

P , mais ne croise pas l. C'est cc qu 'on appelle le postulat des lignes parallèles. 

Ce postulat apparaissant superflu à bien des géomètres qui supposaient qu 'il 

découlait des quatre premiers , nombre d 'entre eux ont essayé de le t ransformer en 

théorème, mais sans succès. En fait , le postulat des lignes parallèles ne peut être 

un théorème, puisque plusieurs modèles différents de la géométrie euclidienne ne 

respectent que les quatre premiers postulats d 'Euclide, mais pas celui-ci. C 'est le 

cas notamment de la géométrie elliptique et de la géométrie hyperbolique. C'est 

cette dernière que nous étudierons plus en détail dans ce chapitre. En géométrie 

hyperbolique, le postulat des lignes parallèles d 'Euclide devient : étant donné une 

ligne l et un point P qui n 'est pas sur l , il existe au moins dem< lignes m passant 

par P , mais ne croisant pas l , c'est-à-dire qu 'il existe au moins deux lignes passant 

par P qui sont parallèles à l . 

Il existe plusieurs modèles de l'espace hyperbolique. Avant d 'aborder la conjecture 
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du volume au chapitre suivant , nous t raiterons des concepts de base en géométrie 

hyperbolique en introduisant deux modèles classiques : le modèle de la boule de 

Poincaré et celui du demi-espace supérieur. Nous défini rons ensuite les tétraèdres 

idéaux et donnerons une façon de calculer le volume simplicial, puis un exemple 

de calcul de ce volume avec le nœud figure-huit . 

La conjecture du volume originellement énoncée par Kashaev dans (Kashaev, 

1997) , utilisait le volume hyperbolique. Dans (lVIurakami et Muraka.mi , 2001) , les 

auteurs généralisent la conjecture du volume de Kasha.ev en utilisant le volume 

simplicial, un volume plus général que le volume hyperbolique et qui permet de 

ne pa..s se limiter aux nœuds hyperboliques . 

3.1 Concepts de base 

Dans cet te section, nous int roduirons delL'< modèles classiques de l'espace hyper

bolique IHP. Nous commencerons par un modèle de géométrie hyperbolique plutôt 

intuitif, dû au mathématicien français Henri Poincaré et portant le nom de modèle 

de la boule de Poincaré. Puis, nous ferons la transit ion vers un modèle plus adé

quat pour calculer le volume hyperbolique : le modèle du demi-espace supérieur. 

3.1.1 Modèle de la boule de Poincaré 

Construction du modèle 

On considère la. boule unité B 3 = {x E JR3 : lxi < 1} dotée de la. métrique 

ds2 = (l~f::i:) 2 . On appelle ce couple ( B 3
, ds2

) le modèle de la boule unité de 

l 'espace hyperbolique de dimension 3 ou simplement modèle de la boule unüé. La 

métrique ds2 est appelée m étriq'u,e hyperbolique. 

La notion d 'angle dans l 'espace hyperbolique et da ns l'espace euclidien est la 

même. En effet, la métrique ds 2 n 'est que la métrique euclidienne multipliée par 
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une fonction positive. 

Définition 25. Une isométrie est une application qui préserve les distances entre 

les points de deux espaces. 

On note IHI3 l 'espace hyperbolique de dimension 3, qui sera considéré à isométrie 

près. 

Considérons la 3-sphère § 3 comme la compactification de JR3 , c'est-à-dire IR3U{ oo }. 

D éfinition 26. Une similarité euclidienne S dans § 3 est une application donnée 

par S(p) = ,\A(p) + b, S(oo) = oo, où À> 0, p , bE JR3 et A E 0(3) , groupe des 

transformations orthogonales de JR3 . 

D éfinition 27. La réflexion fondam entale J : § 3 4 § 3 est l'application définie 

par J(p) = ~' J(O) = oo et J(oo) = 0, où p E JR3
. 

D éfinition 28. Une tmnsformation de l'vfobius de § 3 est un automorphisme de 

§ 3 qui préserve les orientations et qui est obtenu à l 'aide de la composition d 'un 

nombre fini de similarités euclidiennes et de réflexions fondamentales. 

S et J sont toutes deux des transformations de Mobius. On note N!ob(E) le groupe 

des transformations de Mobius envoyant E c § 3 sur lui-même. Ces transforma

tions envoient des cercles et des lignes sur des cercles et des lignes. 

Définition 29. Une tmnsformation conforme en un point est une fonction qui 

conserve les angles au voisinage d 'un point. Une tmnsfomwtion conforme est une 

fonction qui conserve localement les angles. 

Les transformations de Mobius de § 3 sont conformes aux points qui ne sont pas 

envoyés à l'infini. 
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Définition 30. On note 1 som+ (B3 ) le groupe des automorphismes de B 3 qui 

préservent les orientations et sont des isométries par rapport à la métrique hyper

bolique. 

Le lien entre les deux dernières notions est donné par le théorème suivant : 

On en trouve une démonstration dans , par exemple, (I\..fatsuzaki ct Taniguchi , 

1998). 

Géodésiques 

Une géodésique est intuitivement le chemin le plus court reliant un point à un autre 

selon la métrique utilisée dans l 'espace. En géométrie euclidienne, les géodésiques 

sont des droites , mais ce n'est pas tout à fait le cas en géométrie hyperbolique, 

puisque la métrique n'est pas la même. 

Le chemin le plus court allant de l 'origine à n'importe quel point q E B 3 est donné 

par une droite euclidienne. En effet, on a 

{ ldpl > [ lql dx 
.fe 1-IPI2 - .la 1- :r2 ' 

où C est n 'importe quel chemin allant de 0 à q. Il y a égalité quand C est le segment 

euclidien joignant 0 et q. Les diamètres euclidiens de B3 sont donc des segments 

géodésiques et jouent le rôle de droite en géométrie hyperbolique. P uisque les 

éléments de A1ob(B3 ) sont conformes, l 'orbite sous I som+(B 3 ) des diamètres eucli

cliens est précisément les intersections B 3 n §, où § est un cercle dans ffi..1 qui est 

perpendicula ire à 8B3 = § 2 . Ainsi, les intersections B3 n § sont également des 

géodésiques (voir figure 3.1). 
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Figure 3.1: Une géodésique (en pointillés gris) 

Définition 31. Un arc hyperbolique est un sous-ensemble fermé et connexe d 'une 

géodésique hyperbolique (segment). 

Définition 32. Un plan hyperbolique est un sous-espace propre fermé H c IHI3 

tel que les géodésiques entre deux points de H sont dans H. De plus, H n'est ni 

un point, ni une géodésique. 

Les plans hyperboliques sont donc soit les intersections lEl n B 3 , où lEl c JR3 sont 

des sphères orthogonales à 8B3 = § 2
, soit les plans passant par l'origine (sphères 

passant par 1 'infini). Dans le modèle de la boule unité B 3 , 8 B 3 = § 2 . On appelle 

8B3 la sphère à l 1infini, car elle est infiniment loin de chaque point de B 3 selon la 

métrique hyperbolique. 

Remarque. L'espace hyperbolique IHI3 a une courbure négative constante (voir 

(Ratcliffe, 2006) pour plus de détails). 

3.1.2 Modèle du demi-espace supérieur 

Nous introduisons ici un autre modèle de l 'espace hyperbolique IHI3 . Ce modèle, 

bien qu 'équivalent à celui de la boule unité, est plus adéquat pour le calcul du 

volume hyperbolique à l'aide de polyèdres idéaux. 
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Définition 33. Le modèle du demi-espace supérieur U3 est 

· l ' t ,· i 2 - !dx! 2 
' h · t U3 a\,ec a me ,n que G s - !x:ll 2 a c aque pom x E . 

Dans ce modèle, la frontière de IHI3 consiste en le plan ôU3 uni à un point qu 'on 

appelle le point à l'infin i. Topologiquement, ce point représente le point à l'infi ni 

de la compactification de IR.3 =::> U3 à § 3 . 

Tout comme dans B 3 , il existe deux sort es de géodésiques dans U3 : les demi

cercles perpendiculaires à ôU3 ayant leurs deux extrémités sur ôU3 et les droites 

euclidiennes perpendiculaires à âU3 , dont l'une des extrémités est à hnfini (voir 

figure 3.2) . 

Figure 3.2: Les géodésiques du modèle du demi-espace supérieur 

3.2 Tétraèdres idéaux 

D éfinition 34. On appelle un simplexe l'enveloppe convexe de n points. Si les 

n + 1 points définis par les n vecteurs de base st andard de IR.n, alors l 'enveloppe 

convexe est le simplexe 

et celui-ci est de dimension n - 1. 



J, 1'.3 
i i 

//L·-::::>~ 
JL'!C:: ··· 

Figure 3.3: Le 3-simplexe 
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Définition 35. Soit .0.. le 3-simplexe orienté. Supposons qu'on ait un plongement 

i: .0.. -t JHI3 . Alors on dit que i ( .0..) est un tétraèdr-e hyper-bolique si l 'image de 

chaque face de .0.. est un sous-ensemble d 'un plan hyperbolique. 

Remar-que. Les arêtes de .0.. sont donc envoyées sur des arcs hyperboliques. 

Supposons maintenant que l 'image de i est IHI
3 

: la. fermeture de JHI3 , mais que 

seulement les sommets de .0.. sont autorisés sur 81HI3 . Pour une construction intrin

sèque de 81HI3 , c'est-à-dire une construction qui ne dépend pas du modèle choisi , 

voir (Benedetti ct Petronio, 2012, p. 29). 

Définition 36. On appelle sommet idéal, un sommet de .0.. qui se trouve sur 8JHI3 . 

Si les quatre sommets sont idéaux, on dit que .0.. est un tétmèdr-e hyper-bolique 

1;déal, ou tétr-aèdre idéal pour simplifier (voir figure 3.4). 

Figure 3.4: Un tétraèdre hyperbolique idéal dans B3 
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3.2.1 Horosphère 

Afin d 'étudier les propriétés des tétraèdres idéaux, nous avons besoin de la notion 

d ' horosphèTe. 

D éfinition 37. Soit x E 8IHI3 , on appelle horosphère autour de x une surface 

connexe orientable qui est orthogonale à toutes les géodés iques a.ya.nt x pour extré

mité . 

Dans le modèle de la boule unité B 3 , une horosphère centrée en x E 8B3 est une 

sphère contenue dans B 3 sauf au point :c, où elle est tangente (voir figure 3.5). 

Figure 3.5: Une horosphère centrée en x dans B 3 

Définition 38. L'intérieur convexe d 'une horosphère centrée est appelé une haro

boule centrée en .T. 

Il est encore plus fac ile de visualiser une horosphère dans le modèle du demi-espace 

supérieur U3. Soit xE 8U3 , il est possible d 'appliquer une isométrie du bord de 

U3 , DU3 , envoyant x sur oo. Ainsi, chaque tétraèdre hyperbolique idéal de U3 est 

en fait isométrique à un tétraèdre hyperbolique idéal dont l'un des 4 sommets est 

le point à 1 'infini. Donc une horosphère en x est un plan parallèle à 8U3 . Il y a. 

ainsi une structure euclidienne sur chaque horosphère de U3 . 



;······· ······ ······ ·· ·········~~hère 

·· ··:!······· ····· ··· ~· ·· ·· ······· ......... .... ······ ········.f··· · 

l""""" 
...... ___ _ ...... 

...................... 

~~--

' ' ' ~ 
1 au3 

·· ··:Î········· ··················· ·· ············ ···· ·· ···········t···· 

Figure 3.6: Un tétraèdre idéal dans U3 
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La figure 3.6 représente un tétraèdre hyperbolique dans U3 intersectant une horo

sphère à Pinfini , formant ainsi un triangle avec des angles intérieurs o:, (3 et "Y · 

Un tétraèdre idéal est défini , à isométrie près, par les classes de similitude de 

ce t riangle (voir (Thurston , 2002, chap. 4) pour une discussion). On peut ainsi 

paramétrer un tétraèdre hyperbolique idéal par un triplet de nombres positifs 

(a:, (3, "'f ). On note ce triangle 6.. De plus, puisque l'horosphère a une structure 

euclidienne, on sait que o: + ,B + "Y = 1r. 

3.2.2 Volume simplicial 

Bien que les tétraèdres hyperboliques idéaux ne soient pas compacts, ils ont un 

volume fini. La fonction de Lobachevsky permet de calculer leur volume. 

Définition 39. La fonction de Lobachevsky A(e), avec e E [-1r , 1r], est définie 
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par 
e 

A(B) = -./log 12 sin u jdu. 
0 

Les propriétés suivantes de la fonction de Lobachevsky sont utiles à la démons

tration du théorème qui sui t. 

Lemme 3.2. 

(a) La fonction Lobachevsky est impaire et de période 1r ; 

n- 1 
(b) A(ne) = n E A(e + k1rjn). 

k= l 

Démonstration. La propriété (a) est évidente. Pour (b) , voir (Murakami, 2010) , 

page 20. D 

Théorème 3.3. Pour un tétr-aèdre hyperbolique idéaltl(a ,f3 ,"f) , on a 

vol( tl( a, (3 , 1)) =A( a)+ A(,3) + A('Y) 

Démonstration. (Thurston, 2002) , chapitre 7. D 

Afin de définir le volume simplicial (ou norme de Gromov) , nous avons besoin de 

la. décomposition de Ja.co-Sha.len-Joha.nnson (JSJ) du complément d 'un nœud . Les 

fibrés de Seifert n'étant pas utiles pour calculer le volume simplicial , nous n 'en 

donnerons aucune explication dans ce mémoire. Pour un développement systéma

tique de la théorie des 3-variétés, on peut se référer à (Hempel, 2004). 

Théorème 3.4. Soit !<.: un nœud. Son complém ent § 3 \ ]( peut être décomposé 

de manière unique en morceaux hyperboliques et en fibrés de Seifert : 
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avec Hi hypeTbolique et E1 fibTés de Se~feri. 

Ce théorème découle de deux résultats importants : la. décomposition de JSJ (voir 

les livres (Jaco et Sha.len , 1979) et ( Joha.nnson , 2006)) et la. démonstration de la 

conj ecture de la. géométrisation pour les variétés Haken par Thurston. 

Il est maintenant possible de définir le volume simplicial : 

D éfinition 40. Si un complément de nœud §3 \ K est exprimé selon la. décom

position de JSJ , alors son volume simplicia.l Vol(§3 \ K) est défini comme 

Vol(§3 
\ K) = 2.::Volume hyperbolique de Hi. 

H ; 

Cette définition nous permettra. d'énoncer au chapitre suivant la conjecture du 

volume à l'aide du volume simplicial plutôt que du volume hyperbolique, comme 

l'avait fait originellement Kasha.ev (voir (Kashaev, 1997)) , et ainsi de ne pas nous 

limiter aux nœuds hyperboliques. 

Exemple 19. Considérons le nœud (2 ,1)-câble du nœud figure-huit illustré à la 

figure 3.7. 

Figure 3.7: Nœud (2 ,1)-câble du nœud figure-huit 
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Son complément peut être décomposé, selon le théorème 3.4, en deux morceaux : 

l'un hyperbolique et l'autre fibré de Seifert. Cette décomposition est illustrée à la 

figure 3.8 . 

u 

hyperbolique fibré de Seifert 

Figure 3.8: Décomposition du nœud (2,1)-câble du nœud figure-huit 

Par la définition du volume simplicial, on sait que 

Vol =Vol 

Ainsi, le nœud (2 ,1)-câble du nœud figure-huit a le même volume simplicial que 

le nœud figure-huit. 

3.3 Calcul du volume pour le nœud figure-huit 

Bien des variétés hyperboliques peuvent être construites en assemblant des poly

èdres . Les résultats généraux sont connus sous le nom de Théorème des Polyèdres 
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de Poincaré (Epstein et Petronio , 1994). Dans cette section, nous nous concentre

rons sur l'obtention du complément du nœud figure-huit à l' aide de polyèdres. Le 

théorème suivant est t iré de (Thurston, 2002), une démonstration en est présentée 

au chapitre 7 de (Lackenby, 2000). 

Théorème 3.5. Le complément d1t nœud figure-huit peut être obtenu en collant 

deu:r; tétraèdres idéau:r; réguliers. 

Topologiquement, le théorème énonce que le complément du nœud figure-huit peut 

être obtenu en collant deux tétraèdres tronqués comme l'illustre la figure 3.9. Les 

sommets tronqués y sont représentés en gris. Dans cette figure, on identifie la 

face A. avec A.', B avec B', C avec C' et D avec D' tout en suivant l'orientation 

des flèches des arêtes et en identifiant les flèches pleines et les flèches vides avec 

elles-mêmes. 

u 
A=A ' B=B' 
C=C' D=D' 

Figure 3.9: La décomposition du complément du nœud figure-huit en deux 

tétraèdres hyperboliques idéaux réguliers 

La figure 3.10 illustre les étapes du collage des deux tétraèdres formant le com

plément du nœud figure-huit. 
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'\.. D=D' 
~ 

A =A" 
«~ 

B =B' 
------7» 

1 

(! ! 

"' ' t 
~ ......... t>:~,l 

. / ( ! t --c2{ 

Figure 3.10: Collage des deux tétraèdres hyperboliques idémL'<: 

Ainsi, si les deux tétraèdres hyperboliques idéaux sont réguliers, c'est-à-dire iso

métriques à ~(n/3 , n/3 , n/3), alors on obtient pour le volume du complément du 

nœud figure-huit que 

vol(§3 
\ K) = 2vol( ~ ( 7ï / 3, 7ï / 3, 7ï / 3)) 

= 2 (A(n/ 3) + A(n/3) + A(n/ 3)) 

= 6A(n / 3) ~ 2.029883. 



CHAPITRE IV 

POLYNÔME DE JONES COLORÉ ET LA CONJECTURE DU VOLU1viE 

Le polynôme de Jones défini au chapit re 1 est un cas part iculier du polynôme de 

Jones coloré. Pour définir ce dernier , nous avons d 'abord besoin de quelques no

tions préalables. Ces dernières nous permettent ensuite de construire un invariant 

de nœuds. Cet invariant sert à définir le polynôme de Jones coloré dont nous fe

rons un exemple de calcul à l'aide du nœud figure-hui t . Nous finirons par l'énoncé 

de la conjecture du volume et sa démonstration pour le nœud figure-huit . Cette 

section suit (:rviurakami , 2010) et (Turaev, 1988). 

4.1 Quelques notions préalables 

Afin de définir le polynôme de Jones coloré, nous avons besoin de quelques notions 

en théorie des tresses et de la notion d 'opérateurs de Yang-Baxter augmentés, un 

out il un peu plus spécialisé que sa version au chapi t re 2. 

4.1.1 Introd uctiou à la théorie des t resses 

Définition 41. Une n -tresse est une collection de n brins sans intersection des

cendant de façon monotone allant d 'un ensemble de n points fixés à un autre. 

Deux tresses sont équivalentes si l'on peut passer de l'une à l'autre à l'aide de 

déformations continues fixant leurs extrémités. 
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(a) Une tresse (b) Son inverse 

Figure 4. 1: Des t resses 

L'ensemble des classes d 'équivalences des n-t resses forme un groupe que l 'on note 

Bn- Le produit de t resses /31 et .82 est donné par concaténation, c'est-à-dire par 

l'ajout de fh au diagramme de /31 comme l'illustre la. figure 4. 2. L'élément neut re 

est la n-t resse triviale, c'est-à-dire la t resse ayant n brins parallèles, et l'inverse 

d 'une t resse est son image mirroir (figure 4.1b). 

Figure 4.2: Le produit de deux t resses 

Bn est généré par cr1 , cr2, ... , CTn- l avec les relations CTiCT_i = CTJ CTi pour li - JI > 1, 
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c'est-à-dire CTICJ.JCTi
1

CJj
1 = id (voir figure 4.4a), et CTJ.Pk+ lCJk = CTk+ tCJkCTk+ l , c'est-à

dire CJi CJi+ lCJi CJif_\CJi 1 CJi~\ =id (voir figure 4.4b) . Une démonstration de ce résultat 

se t rouve à la page 95 de (:rv1anturov, 2004) . Ici , CJ i représente une t resse dont les 

brins i et i + 1 ont étés échangés (voir figure 4. 3). 

x 
2 i+ l n-1 11 

Figure 4.3: Le générateur CJi 

i+ 1 j j +I n 

(5 . 
l 

Figure 4.4: Les relations du groupe Bn 

RernaTque. Bn a donc pour présentation 

l i+2 

Les tresses et les nœuds sont reliés de la manière suivante. La fermeture d 'une 

n-tresse est obtenue en connectant les n points du haut à ceux du bas sans faire 

de nouveaux croisements, comme h llustre la figure 4.5. On obtient ainsi un nœud. 
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Figure 4.5: La fermeture d 'une tresse 

Théorème 4.1. (Alexander, 192S) Tmd nœud OH entrelacs peut être présenté 

comme la f erm eture d'une tresse. 

Démonstration. Cette démonstration est tirée de (Ivianturov, 2004, p. 121 ). Soit 

L un diagramme d 'entrelacs polygonal orienté et 0 un point sur le plan de dia

gTamme tel que 0 n'appartient pas aux côtés ou sommets de l 'entrelacs (voir la 

figure 4.6). Choisissons une orientation autour du point 0. Sans perte de généra

lit é, nous prendrons le sens a.nti-horaire. On dit que L est tressé autour de 0 si 

chaque côté de L est orienté de la. même manière que 0 à partir du point 0. Ce 

dernier peut être vu comme un axe sortant du plan . Sur la figure, les segments 

AB et CD sont d 'orienta t ion contraire : on dit qu 'ils sont négat ifs . 

B 

Figure 4.6: Un entrelacs orienté et 0 un point sur le plan 
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S'il existe un point 0 tel que le diagramme L est tressé autour J e 0 , c'est-à-dire 

qu'il n'y ait aucun segment négatif, alors le théorème est démontré puisqu'il suffit 

de couper le diagramme en une droite provenant de 0 , mais ne passant pas par 

un croisement , puis de le << redresser » comme l'illustre la fi gure 4.7 . 

.. 2 
Figure 4.7: «Redressement » d 'un nœud en tresse 

S'il n'existe pas un tel point, procédons comme suit : tout d 'abord , séparons les 

segments négatifs de façon à ce que chaque sous-segment contienne au plus un 

croisement. Sur la figure 4.8, le segment AB est devenu les croisements AE et 

BE. Le segment CD est quant à lui devenu CF et DF. 

Figure 4.8: Création des segments AE, BE, CF et DF 
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Soit XY un segment négatif qui cont ient au plus un croisement. On choisit un 

point P sur le plan tel que le t riangle XY P cont ienne le point 0 . 

Cas 1 : Si XY ne cont ient aucun croisement, on le remplace par X P et Y P (voir 

figure 4.9a). 

Cas 2 : Si XY contient un surcroisement , c'est-à-dire que X Y passe au-dessus 

d 'un autre segment de l'entrelacs , alors on procède comme dans le cas précédent . 

On obtient deux segments, X P et Y P , passant tous les deux pa r-dessus tous les 

aut res segments du diagramme (voir figure 4.9b) . 

Cas 3 : Si X Y cont ient un sous-croisement, c'est-à-dire que XY passe au-dessous 

d 'un aut re segment de l'ent relacs , a lors on remplace XY par des segments X P et 

Y P passant tous les deux sous tous les aut res segments (voir figure 4.9c). 

x y 

........ / ... 

/ .... · .... 

· ...... p 

(a) Cas 1 

0 

0 

· ..... p 

(b) Cas 2 

F igure 4.9: Les trois cas possibles 

x ~ .. ···· ·· )y L-\-... ~;'----()- ...... ~ 
.... .. / 

/ .... · .... 

···/p 

(c) Cas 3 

En procédant ainsi pour tous les segments négatifs, on obtient un diagramme 

d 'entrelac tressé autour de O. D 

Si plusieurs tresses présentent un même entrelacs, alors elles sont reliés par un 

nombre fini de mouvements de 1\11 arkoff : 



-------- ---------------
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Théorème 4.2. (Markoff, 1936). Si la f errnet'ure de deux tr-esses ,3 et ,B' donne des 

entr-elacs équivalents, alor-s f3 et j3' sont r-eliés par une suite .finie de conjugaisons, 

stabilisations et déstabilisations. Une conjugaison remplace cx. /3 par .Bex, c'est-à

dire (3 par cx- 1{3 cx. Une stabilisat?:on remplace ,B E Bn par ,3(f/': 1 E Bn+l· Une 

déstabilisation remplace (3Œ;,~ 1 par ,B E Bn. Le tout est illustré à la figuTe 4.1 O. 

Figure 4.10: Conjugaison, stabilisation et déstabilisation d 'une t resse 

4.1.2 Opérateurs de Yang-Baxter augmentés 

Soit V un espace vectoriel de dimension IV sur C , R: V @ V ---+ V @ V et 

11: il ---+ V des isomorphismes et a, b E C \ { 0}. 

Définition 42. Un quadruplet (R, 11, a, b) est appelé un opérateur de Yang-Baxter 

œugrnenté s'il satisfait : 

(a) (R Q9 idv )(idv @ R)(R 0 id v) =(id v 0 R)(R 0 idv )(idv 0 R) , 

(b) R(tl 0 tl) = (tl 0 tl)R, 

(c) Tr2(R±1(idv 0 tl))= a±1bidv, 

où Trk : End(V®k) ---+ End(V®(k-l)) est défini par 
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où f E End(V0k) est donné par 

N-1 

f( ei , ® ei2 ® ... ® eiJ = ~ fl1,: ·.:;tkeh ® eh ® ... ® eh , 
.il , ... ,.ik =O 

{ } ·t b · i V t jjl, ... .J~,. E <C e0 , ... en- l es , une asece e .;1 , ... ,ik . 

La première condition de la définition précédente est en fait la définition 21. 

L'isomorphisme R est donc une R-matrice. 

Exemple 20. Afin d 'éclaircir un peu ces formules, prenons rexemple de k = 2 : 

On a Tr2 (.f): End(1! ® V) ------* End(V) et 

donc 
N-1 

1h(.f)(eiJ = ~ fl1J ej1 · 
Jl ,j=O 

Maintenant avec k = 1 : On a Tr1 (.f): End(V) ------* End(V0 0 ) ~ <C et 

N-1 

f( eil) = ~ fl1 ejl , 
Jl =Ü 

donc 
N-1 

Tr1(f) = ~ f] , 
j = O 

ce qui est la trace usuelle d'un endomorphisme. Ici, End(V0 0 ) ~ <C , car V 0 0 ~ <C. 

Soit (3 une nAresse. On peut construire un homomorphisme <I>((3): V 0 n ------* V 0 n 

1 t ' ' t ·d®(i-1) R ·d®(n-i-1) . - 1 en rcmp açan un genera ,eur O'i par 1 . v ® @ 1 v et son mverse O'i 

par id~(i- 1 ) @ R-1 @ id~(n-i- 1 ). Voir la figure 4.11. 

Exemple 21. Soit une tresse (3 = O't0':2
1Œw21. On a 
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Figure 4.11: Remplacement d 'un générateur par la R-matrice 

comme l 'illustre la figure 4.12 . 

V® V® V 

V® V® V 

Figure 4.12: Une tresse et son homomorphisme <I> 

4.2 Construction d 'un invariant 

Dans cette section, nous souhaitons définir un invariant à l'aide des notions vues 

dans la section précédente. Celui-ci nous servira dans la section suivante à définir le 

polynôme de Jones coloré. Soit (R, p,, a, b) un opérateur de Yang-Ba.xter augmenté 

sur un espace vectoriel V de dimension N. 

Définition 43. Soit [3 une nAresse. On définit T (R,p,a,b) ([3 ) E <C par la formule 

suivante: 

où w(f3 ) est la. somme des exposants des générateurs de {3 . 

Exemple 22. Reprenons la tresse de l'exemple précédent : f3 = aw21a1a2 1
. On 
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a que w(/3 ) = 0 et donc 

Voir la figure 4.13 . 

Figure 4.13: Une tresse et son invariant 

Théorème 4 .3 . (Turaev, 1988) . Si .B et /3' présentent le mêm e entrelacs, alors 

T(R,~L,a , b) (,8) = T(R, ~t ,a ,b) (i3') , en d'autres mots, T(R.~, a,b) est un invariant. 

Démonstration. Une esquisse de démonstration se trouve dans (Murakami, 2010), 

théorème 2.8 . D 

4.3 Polynôme de Jones coloré 

Après avoir construit un opérateur de Yang-Baxter augmenté, nous définissons 

le polynôme de Jones coloré et faisons le lien entre ce dernier et sa version non 

colorée du chapitre l. 

Construisons un opérateur de Yang-Ba.xter augmenté : Soit V = CN et définissons 

la R-matrice R: V ® V---+ V ® V par 

N-1 

R(ek ® et) := L R~ei ® ej , 
i,j=O 



81 

où 

nân(N-1-i,:j) {l}l{ 1\ T k} l 
r . · ' . .l\-1- " . R ij ·- 2.:::: u u 

kl .- m=O l ,t+m k ,J - m {i}!{m}!{N _ 1 _ j}! 

X q (i-(N - l) /2) (j -(N - 1) / 2) - m(i-j) / 2-m(m+l) /4, (4.1) 

avec {m} := qm/ 2
- q-m/2

, {rn}!:= {1}{2} ... {m} , q un paramètre complexe et 

{e0 , e1 , ... ,eN-d une base standard de V. L'homomorphisme p.: V -t V est 

donné par 
JV- 1 

J.L(ei ) := 2.:::: J.Lj ei, 
i=O 

avec 11; := c5i,j q (2·i- IV+ 1l12 . Ici , Oi ,j représente le delta de Kronecker , c'est-à-dire 

Oi,j = 1 si i = j et 0 sinon. L'inverse de cette R-matrice est donné par 

. -1 ij ·- min(N-1 - i,j) { k }!{N- 1- l}! 
(R )kl . - ,~o Oz ,i-mOk,j+m {j}!{m}!{N _ 1 _ i} ! 

X ( -1 )mq-(i - (N -l) /2)(j -(-"{-1) /2) - m(i - j)/2+m(rn+l)/4 ( 4.2) 

P ·t· 4 4 (R (N
2 -ll/4 1) t ' , t d v: B t t' ropos1 1011 . . ., 11 , q , es un ope1 a e1tr e 1 ang- a:r; er augmen ,e. 

Démonstration. Remarquons que Rest en fait le fiip de la R-matrice du corollaire 

2.41 en posant [x]! = {J;}! et s = (]1/ 2 . Par conséquent, le point (a) de la (.s-s-1 )x 

définition 42 est satisfait. 

Les point (b) et (c) sont démontrés au lemme 4.5 de (}.ilurakami et Murakami , 

2001). D 

Définition 44. Soit un entier N ~ 1, V := ([-lV et R et J.L tels que définis plus 

haut. Le polynôme de Jon es coloré de dimension N , noté JN(L; q) pour L un 

entrelacs , est défini comme 

où (3 est une présentation de tresse de L. 
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Exemple 23. Calculons le polynôme de Jones coloré de dimension N pour le 

nœud trivial. Le nœud trivial, que nous noterons /30 , peut être représenté par la 

tresse suivante : 

1 
Figure 4.14: Représentation du nœ ud trivial par une tresse 

On a donc w(f3o) = 0 et n = 1, car la t resse n 'a qu 'un seul brin. Ainsi , 

{1} 
J N (,80 , q) = T (R ,JJ.,q (N L J) / 4 ,1 ) (.Bo) X { JV} 

= q((N
2

-
1)/4)(-w(,Bo)) 1-nTt1(Tr2( .. . (Trn(<I>(.Bo)I-L®n)) ... )) X{~} 

{1} 
= Tt1(<I>(/30 ),U) X {JV} 

= Tr (11) x { 1} 
1 r- {N} 

= ~1 

q(2i- N+1) /2 X {1} . 
i=O {N} 

(4.3) 

On a que O.n = q11 a.0 avec a.0 = q(-N+1)/ 2 est une suite géométrique de raison q. 

Ainsi , la série géométrique I:t~ü 1 a.0qi = a.0 
1 ;-.:!.~v . Donc, 

i = O 

i=O 

1- qN 
=ao---

1 - q 
1 N = q(-N+ l) / 2 - q 
1-q 

q(-N+l) /2 _ q ·N+( -N+ l) / 2 

1-q 



q-.N/2 q1/2 _ qNf2 q1 /2 

1 - q 
q- N/2 _ qN/2 

q- 1/2- ql / 2 

-{JV} {JV} 
- {1} {1} . 

En remplaçant dans l'équation ( 4.3) , on obtient 

J r(3 q) = -~l q (2i-N+l )/2 X {1} 
l '> , o, iS; {N} 

= {N} x {1} 
{1} {JV} 

=1. 
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(4.4) 

Lemme 4 .5 . Soit L+, L _ et L 0 les diagrammes d 'écheveau d 'entrelacs qui diffè

rent en un seul voisinage d 'un point (voir figure 1.11). On a la relation suivante : 

Démonstration. (Murakami , 2010, p . 9). D 

Remarque. Le polynôme de Jones original, V(L ; q) , satisfait 

comme il a. été défini dans la. section 1.2.2 du chapitre 1 ((Jones, 1985, p. 107), 

théorème 12). On a. donc .h(L; q) = ( -1)#(L)- 1 V(L; q-1 ) , où #(L) dénote le 

nombre de composante de L . 

4.4 Calcul du polynôme de Jones coloré pour le nœud figure-huit 

Dans cette section, nous calculons le polynôme de Jones coloré pour le nœud 

figure-huit. Les calculs sont tirés de (:M uraka.mi , 2010). 
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Reprenons notre tresse habituelle .8 = a1a21aw21
. La fermeture de .8, E , est le 

nœud figure-huit . On veut calculer J.rv(E ; q). Or, d 'après le lemme 3.9 de (Kirby 

et Melvin , 1991) , Tr2 (11:3 (<P(.8 )(id ® JL ® p.))) E End(V) est un multiple scalaire. 

Nous allons donc calculer ce dernier plutôt que Tr1 (Tr2 (Tr3 (<P(;3 )fl®:'l)) ) E C (voir 

la figure 4.15) . Par conséquent , Tr1 (Tr2 (Tr3 (<I>(,8) 11° a) )) est la trace de fl multiplié 

r-

fJ 

'\ "' ' 1--
'--

'\ v 

Figure 4. 15: Fermeture d 'une tresse sauf le premier brin 

par ce sca.lai re S. Ainsi, 

T (8 ) -w(f3)(N2- l)/4T · (T· (T (<P(;3) ®a ))) (R,~L,q(NL I J/ 4 , l) . = q 11 12 r 3 Jl 

= q-w(.B)(N2-l)/4Trl(Sp,) 

i=O 

_ -w(f3)(N2 - l)/4 { N} S 
- q {1} . 

La dernière ligne est due à l'égalité (4.4). Or, comme le montre le calcul de 

l'exemple 22, on obtient w(;3 ) = 0, donc J.rv (E ; q) =S. 

Pour calculer le scalaire S, nous devons tracer le diagramme de la fermeture de la 

tresse ,13, mais en laissant ouvert le premier brin (figure 4.16a). Fixons une base 

{eo,el ,· .. ,e.rv-d de c .rv . 
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(a) Fermeture partielle (b) Identification elu 

d B -1 -1 
e , = Œ1Œ2 Œ1Œ2 · p remier arc par N - 1 

Figure 4. 16: Fermeture partielle de la tresse et identification du premier arc 

Identifions chaque arc à l 'aide d 'un entier positif i plus petit que N en correspon

dance avec un élément de la base ei. Les arcs sont délimités par les croisements 

de la tresse de façon à ce que quatre arcs se rencontrent à chaque croisement . 

Puisque Tr2(Tr3( <D([J)(id ® fL ® f.1.))) est un multiple scalaire, on choisit n 'importe 

quelle base pour le premier arc (en haut à gauche) de la figure 4. 16a . Par souci 

de simplicité, nous choisissons eN-l et identifions donc le premier arc par N - 1 

(figure 4.16b) . 

Rappelons qu 'une R-matrice et son inverse sont associés aux croisements de la 

façon suivante : 

j x =} (R- l) i j 
l.;l• 

k l 

Nous identifierons donc les autres arcs suivants les deux règles ci-dessous. 
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(i) À un croisement positif, l'identifiant de l'arc en haut à gauche est plus petit 

ou égal à celui de l'arc en bas à droite et l'identifiant de l'arc en haut à 

droite est plus grand ou égal à celui de l'arc en bas à gaucJ1e. De plus, leur 

différence coïncide (voir (4.1)). Autrement dit , on a 

i j x :i+j~k+ l , l";>i , k<:j. 
k 

(ii) À un croisement négatif, l'identifiant de l' arc en haut à gauche est plus grand 

ou égal à celui de rare en bas à droite et l'identifiant de l 'arc en haut à droite 

est plus petit ou égal à celui de l'arc en bas à gauche. De plus, leur différence 

coïncide (voir (4.2)). Autrement dit , on a 

j x :i+j~ k + l , l <:i,k";>j. 
k 1 

Par la règle (i) , l'arc qui suit celui identifié par N - 1 devrait également être 

identifié par N -1. Ainsi , la différence entre les deux arcs est de 0 (figure 4.17a). 

C'est pour cette raison que nous avons choisi N- 1 comme étiquette pour le tout 

premier arc. 

Toujours dans le même croisement, on identifie l'arc en haut à droite par i avec 

0 :::; i :=:; N - 1. Par conséquent , la différence calculée plus tôt étant de 0, l 'arc en 

bas à gauche de ce croisement doit aussi être identifié par i (figure 4. 17b). 

Passons maintenant au croisement suivant. Les deux arcs illustrés à la figure 4.18a 

sont identifiés par j et k avec 0 :::; j :::; N - 1 ct 0 :::; k :::; N- 1. Ainsi, la différence 

de ce second croisement est N- k- 1 (c'est l'arc d 'en haut à gauche moins celui 

d 'en bas à droite). Par la règle (ii) , l'arc restant du croisement doit donc être 

identifié par N- k + j - 1 (figure 4. 18b) . De plus, puisque les étiquettes doivent 

être pl us petites que N, on a que j - k :=:; O. 



(a) L'identifiant de 

l'arc suivant est N - 1 

et la différence est O. 

i 

(b) Les autres arcs 

sont i puisque la 

différence est O. 

Figure 4.17: Identification des arcs suivants 

(a) On choisit j et k, 

la différence est alors 

N-k-1. 

l 

(b) Un arc identifié 

par N - k + j - 1. De 

plus, j - k ::; O. 

Figure 4.18: Suite de hdentification des arcs 
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Appliquons la règle (ii) sur le tro isième croisement , celui d 'en bas à droite. On 

voit que i 2: k et que la différence entre l'arc d 'en bas à gauche et celui d 'en haut à 

droite est i - k. L'arc en haut à gauche de ce croisement devrait clone être identifié 

pari+ j- k (figure 4. 19a). 

(a) Le dernier arc est 

i + j - k. De plus, 

j- k 2: O. 

(b) On identifie /,; avec 

j. 

Figure 4. 19: Identification des derniers arcs 

Ainsi, le dernier arc non identifié doit être N- 1, comme prévu. Or, par la règle 

(i) , on a que i + j - k 2: i et donc j- k 2: O. En combinant cette dernière égalité 

avec j- k :S 0 trouvé plus haut, on obtient k = j. La figure 4.19b illustre cette 

nouvelle identification. 
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Il est maintenant possible de calculer le polynôme de Jones : 

J (E· ) - ""RN-l,i( R -l)N- l. j R i,N-l (R-l)i ,j j i 
N ' q - L i ,N- l N-l ,j N-l,i i,j !J.j !J.i 

i~j 

= 2:(-l)·tV-l+'i {N -l}!{i }!{N -1- j}! 
;~j ({j}!) 2 {i - j}!{N - 1- 'i}! 

Cette dernière équation requiert l'utilisation de deux sommations. Pour n 'en utili

ser qu'une seule, nous devons considérer le nœud figure-huit E comme la fermeture 

d 'un (1 , !)-enchevêtrement (comme l'illustre la figure 4.20) . L'identification des 

arcs est obtenue par la même méthode que précédemment, mais en commençant 

avec 0 plutôt que N - 1. Dans le cas de cet enchevêtrement , on doit placer !i à 

chaque minimum local où l 'arc va de gauche à droite et fJ. - l à chaque minimum 

local où l'arc va de droite à gauche (voir (Kirby et Melvin, 1991) , théorème 3.6) . 

0 

l 

Figure 4.20: Nœud figure-huit vu comme la. fermeture d'un (1, !)-enchevêtrement. 
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De la figure 4.20, on obt ient cette nouvelle équation : 

J N ( E ; q) = L R;,~ (R- 1 ) ~~j,OR~:J+j (R- l )6',~ (J-L-1 ) ~ JL~ 
O'Si'SN- l ,O'Sj'SN- 1 

O'S·i+j'SN- l 

l i {·i + j}!{ JV -1}! 
2: (- ) {"}'{"}'{"~ 1 · ' }' O'Si 'SN- l ,O'SJ'SN- l 't · J · 1 - - 't - J · 

o::;·i+j'SN- l 

X q - (N - l )i/2+ (N - l )j / 2- i2 / 4+P / 4- 3i/ 4+3J / 4 . 

En posant k := i + j , on obt ient 

N- 1 {'V -1}1 ( k {k}l ) 
J N (E ; q ) = L / ~ ,l2

/ 4+Nk/ 2+k/ 4 2:(-l t . 1 ~ . . ,q-Ni - ik/ 2- i/ 2 . 
k=O {J'v - 1- k}. i=O { 't}.{k - 't }. 

En ut ilisant la formule suivante (démontrée dans (1\!Iurakami et Murakami , 2001) , 

lemme 3.2) 
k {k}' k 
~(-l )i c]li/ 2 · · = IJ (l _ q<L-k+l )/2-g) 
.~ {i}!{k- i}! g=l ' 

on obtient l'équation ci-dessous n 'utilisant qu'une seule sommation : 

1 N -1 {JV + k}! 
J N (E ; q ) ={iV}~ {N -1- k}!. (4.5) 

Nous devons cette dernière formule à (Habiro, 2000) et (Lê, 2003). 

4.5 Conjecture du volume 

Dans (Ka..shaev, 1995) , l'auteur construi t un invariant d 'entrelacs (L)N E C , pour 

N > 1 un ent ier et L un entrelacs. Puis, dans (Ka..shaev , 1997), il avance que la 

limite 27r limN~oo log 1 (K ) NI/N est égale au volume hyperbolique du complément 

d 'un nœud J( lorsque ce dernier est hyperbolique. 

Dans (Murakami et l\1urakami , 2001 ), les auteurs ont démontré que l'invariant de 

Kashaev est égal au polynôme de Jones coloré de dimension N évalué à la N-ième 

racine de l'unité, c'est-à-dire (L).N = JN(L ; exp(27r H / N)). Ils ont ainsi fait 

l'hyp othèse que la conjecture de Kashaev est vraie non seulement pour les nœuds 
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hyperboliques, mais aussi pour n 'importe quel aut re nœud de § 3 en utilisant Je 

volume simplicial. 

Dans cette section, nous énoncerons la conjecture du volume et en ferons la 

démonstration pour le nœud figure-huit . Nous finirons par une liste des nœuds 

ou entrelacs pour laquelle la conjecture a été démontrée jusqu 'à maintenant. 

Conjecture (Conjecture du volume (lviurakami et I\:1urakami, 2001) et (Kashaev, 

1997)). L 'égalité suivante est vmie pour tout nœud f{. 

l. log l11v(K ; exp(27ïH/N)) I V l(t<:'3 \ ) 
27ï _lm Tif = 0 ~ J( . 

N--toc 1 

4.5.1 Conjecture du volume pour le nœud figure-huit 

L'équation (4.5) permet de calculer la limite ci-dessus pour le nœud figure-huit. 

Par un calcul simple, on obtient 

N -1 j 

J.tV (E; q) = L II (q(N -k) /2 - q- (N-k) /2 ) (q( N+k)/2 - q-(N+k)/2 ). (4.6) 
j=O k=1 

En posant q = exp(27ïH/N), on a 

N-1 j 

JN(K ; exp(27ïvCI/N)) = L II f(N; k), 
j=O k =1 

où f(N ; k) = 4 sin2 (k7ï /N) . La fonction f(N ; k) est représentée à la figure 4.21. 

Posons g(N;j) = TI{=1 f(N ; k) . Elle est décroissante lorsque 0 < j < N/6 et 

5N / 6 < j et croissante lorsque N /6 < j < 5Nj6. Son maximum est donc en 

j = 5N / 6. Plus précisément, nous devons prendre la partie entière de 5N j 6, car 

j est un ent ier. Le t ableau de variation de f(N; k) et g(N;j) est représenté au 

t ableau 4.1. 

Il yaN termes positifs dans JN(E; exp(2nJ=T/ N)) = ''E/J:r} g(N ; j) et g(N; 5N /6) 

est le terme maximal, donc 

g(N; 5N/6):::; JN(E; exp(2nvCI/N)):::; N x g(N; 5Nj6). 

_ _j 
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f(N;k) 

1 

o~~------------~~~k 
N/6 SN/6 

Figure 4.21: La fonction f(N ; k) 

Tableau 4. 1: Tableau de variation de f(N ; k) et g(N; j ) 

j 0 ... N/6 . . . 5Nj6 . .. 1 

f(N ; k) < 1 1 > 1 1 < 1 

g(N ;j) 1 \. /' maximum \. 

Puisque chaque côté de l'inégalité est positif, on peut prendre leur logarithme et 

les diviser par N , on obtient 

log g(N;5N/6) < logJN(E;exp(27ïH/N)) < logN + logg(N;5N/6)_ 
N - N -N N 

Or, lim(log N)/N = 0 lorsque N tend vers l'infini . Par conséquent, 

l
. logg(N;5Nj6) 

1
. log JN(E;exp (27ïJ=T/N)) 

1
. logg(N;5Nj6) 

nn < nn < 1111 . 
N-+oo N - N-+oo N - N-+oo N 

Il s'en suit que 

log JN(E; exp(27ïH/N)) 
lim 

N-+oo _N 
. log g(N; 5N /6) 

Inn . 
N-+oc JV 

Rappelons-nous que g(N; j) = TI{=1 f(N ; k) . Nous calculerons la limite par inté-



gr a tion. Ainsi 

T 5N j 6 
lim logg(l'v ;5N/6) = lim ~ L log f(N;k) 

N -+x f\T N -+x 171 1 
i. V ' \ k = l 

l 5N/ 6 

=2 lim - l:log(2sin(br/N)) 
N -+oo N k= l 

2 j·5n / 6 
= - log(2 sin x )dx . 

1ï 0 

Rappelons-nous la fonction de Lobachevsky de la définition 39 : 

8 

A(e) = -/log 12 sin u ldu , 
0 
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(4.7) 

avec e E [-7ï, 7ï]. En transformant l'équation (4.7) , on obtient l'égalité suivante 

l. logJN(E;exp(27ïH/N)) _ 2A(r:: / 6) 
nn - -- 01ï . 

N-700 N 1ï 
(4.8) 

Par le lemme 3.2 (a) , on a 

A(57ï / 6) =A( -7ï / 6) = -A(7ï /6). 

En utilisant en plus le lemme 3.2 (b), on obtient 

A(7ï/3) = 2A(7ï/6) + 2A(27ï/3) = 2A(7ï/6)- 2A(7ï/3). 

Il s'en suit que 

Par conséquent , l'équation ( 4.8) devient 

l. log .l.IV(E; exp(27ïH/N)) 6A( / 3) 27ï nn N = · 1ï , 
N-+oo . 

ce qui est égal au volume hyperbolique du nœud figure-huit calculé à la section 3.3 , 

au chapitre 3. La conj ecture du volume est donc vérifiée pour le nœud figure-huit . 



94 

4.5.2 Nœuds pour lesquels la conjecture du volume est démontrée 

La démonstration de la conjecture elu volume pour le nœud figure-huit ayant 

constitué une t âche ardue, il est facile d 'imaginer la complexité ct la diversité des 

arguments dans les démonstrations pour les autres entrelacs et nœ uds. Chaque cas 

doit être traité individuellement et demande de nombreux calculs géométriques et 

numériques. La conjecture du volume a été démontrée pour les nœuds et entrelacs 

suivants : 

1. nœud figure-huit par Ekholm; 

2. nœud 52 par Kashaev ct Yokota; 

3. doubles de Whitehead des nœuds toriques (Zheng, 2007) ; 

4. nœuds toriques (Kashaev et Tirkkonen, 2003) ; 

5. entrelacs toriques de type (2 , 2m) (Hikami, 2004) ; 

6. nœuds et entrelacs ayant un volume nul (Van der Veen, 2008a); 

7. anneaux Borroméens (Garoufalidis et Lê, 2005); 

8. entrelacs de ·whitehead tordus (Zheng, 2007); 

9. chaines de Whitehead (Van der Veen, 2008b); 

10. un entrelacs satellite qui est l'entrelacs de \Vhitehead noué comme le nœud 

figure-huit (Yamakazi et Yokota, 2010). 



CONCLUSION 

L'énoncé de la conjecture du volume requiert un très vaste éventail d 'outils prove

nant de différentes branches des mathématiques : la géométrie hyperbolique, la 

théorie des groupes quantiques et, bien entendu , la théorie des nœuds. Pour mieux 

comprendre cette conjecture, nous en avons fait la démonstration pour le nœud 

figure-huit à titre d 'exemple. 

Dans un premier temps, les tétraèdres idéaux ct la décomposit ion du complément 

d 'un nœud en composantes hyperboliques et en fibrés de Seifert nous ont servi à 

calculer le volume simplicial pour le nœud figure-huit. 

Les algèbres de Hopf nous ont amenées à définir les algèbres enveloppantes qui à 

leur tour nous ont permis de définir les algèbres enveloppantes quantiques. Après 

l'étude de ces algèbres pour l'algèbre de Lie sf(2, C), nous avons construit une 

R-matrice universelle pour Uq(.st(2, C)) à l'aide de l'équation de Yang-Baxter et 

des bia lgèbres tressées. Tous ces outils nous ont permis de définir le polynôme de 

Jones coloré et d'en faire le calcul pour le nœud figure-huit. 

Une fois le pol:y·nôme de Jones coloré et le volume simplicia l définis, nous avons 

pu énoncer la conjecture du volume et en donner une démonstration pour le nœud 

figure-huit. 

Considérant la diversité ct la complexité des arguments utilisés pour uniquement 

le nœud figure-huit, une démonstration globale de la conjecture semble difficile. Il 

pourrait être intéressant de trouver une démonstration qui regroupe une des deux 

catégories de nœuds pour lesquels la conjecture n 'a pas encore été démontrée : les 
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nœuds satellites et hyperboliques. Il est cependant possible qu 'une approche plus 

numérique permette de t rouver la solution. Cette question pourrait être l 'obj et 

d 'un autre t ravail. 
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