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RÉSUMÉ 

Dans le cadre de ce mémoire, on s'intéresse à mieux comprendre le lien entre le 
t raitement de la leucémie aiguë lymphobla.stique de l'enfant (LALe) et le déve
loppement de certaines complications médicales à long terme. En particulier, on 
vise à estimer l'effet combiné de l'exposition à la radiothérapie (RT) et des doses 
reçues de cort icostéroïdes (CS) sur le risque de présenter quatre troubles cardia
métaboliques : obésité, résistance à l'insuline, (pré)-hypertension et dyslipidémie. 
À cet effet, on dispose d\m ensemble de données caractérisant une cohorte de 180 
jeunes survivants de la LALe traités au Centre hospitalier St-Justine (CHUSJ) 
à Montréal. Compte tenu des possibles liens de dépendance ent re les t roubles 
cardiométaboliques, on implémente le modèle de régression logistique multiva
rié bayésien proposé par O'Brien et Dunson. En catégorisant RT et CS en deux 
groupes, on défini t une variable d 'exposition à t rois niveaux. D'ailleurs, afin de 
réduire le biais dans l'est imation des effets, un ensemble de covariables poten
tiellement confondantes est inclus dans le modèle de régression. Des analyses de 
sensibilité sont également effectuées. Les résultats montrent que le niveau de trai
tement le plus élevé (versus le t raitement de base) augmente le risque de présenter 
une dyslipidémie (OR= 2.49 (IC à 95% : 1.16, 5.48)) et que ce même niveau de 
traitement est associé à une augmentation du risque de 0.15 (IC à 95% : 0.01 , 0.30) 
de subir au moins une complication cardiométabolique. On constate aussi que les 
mesures d 'effet associées au traitement pour l'obésité et la résistance à l'insuline 
sont sensibles à l'ajustement pour la concentration de cellules blanches au diag
nostic (WBC). On conclut que le niveau de t raitement le plus élevé est associé 
significativement à la dyslipidémie et qu'il ne semble pas avoir un impact sur le 
risque de présenter plusieurs t roubles cardiométaboliques en même temps. Enfin, 
la sévérité de la maladie au diagnostic , mesurée par \VBC, pourrait être la cause 
du risque accru d 'être insulinorésistant chez les jeunes survivants de la LALe. 

rviOTS-CLÉS : Leucémie aiguë lymphobla..stique de l'enfant , troubles cardiomé
taboliques, effets du traitement du cancer , données binaires corrélées, st atist ique 
bayésienne, algorithme MCMC. 





INTRODUCTION 

La. leucémie aiguë lymphoblastique de l'enfant (LALe) est le cancer pédiat rique 

le plus commun, ét<:mt la cause d 'environ 25% des ca .. c:; de cancer chez cetLx-ci. Au 

cours des dernières années, des progrès dans la compréhension de la pathobiologie 

de la LALe ont mené à l'élaboration de t raitements adap tés au risque des patients 

permett ant d 'améliorer considérablement les chances de guérison à long terme 

(> 85%) (Pui et al., 201 2). Cependant , pour un grand nombre de survivants, 

l'exposition à la radiothérapie (RT) et plusieurs agents chimiothérapeut iques pen

d~mt une période vulnérable de leur vie a des répercussions importantes à long 

terme. Aujourd 'hui, il est connu que les survivants de la LALe constituent un 

groupe à haut risque de développer différentes complications médicales associées 

au tra itement, avec une incidence cumulée de maladies chroniques dépassant le 

60% (Haddy et al., 2009; rviody et al., 2008) . 

Parmi les complications médicales les plus communes chez les survivants de la 

LALe, on t rouve des troubles cardiométaboliques tels que l'obésité, la résistance 

à l'insuline, la (pré)-hypertension et la dyslipidémie. Puisque l'apparit ion de com

plications cardiométaboliques implique une perte importante de la qualité de vie 

des survivants, ainsi qu'un risque accru de développer des complications card io

vasculaires graves, il est pertinent de comprendre l'impact du t raitement sur le 

risque de les développer. Dans des travaux antérieurs, la RT cranienne a été iden

t ifiée c01mne le plus grand facteur de risque pour l'obésité et a aussi été associée 

à une diminution de la sensibilité à l 'insuline ainsi qu'à une augmentation de la 

masse grasse (Bulow et al. , 2004). Par ailleurs, les corticostéroïdes (CS) , la. classe 

des agents chimiothérapeut iques qui constit ue l'épine dorsale du traitement , ont 
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été associés à une augmentation du poids des patients (Lughetti et al., 2012), 

ainsi qu'à des t roubles neurocognit ifs et des complications osseuses (\Va.ber et al., 

2000; Padhye et al. , 2016). Il se peut donc que la combinaison de CS et RT dans le 

t raitement puisse contribuer à la détérioration de la santé cardiométabolique des 

patients selon plusieurs mécanismes, comme par exemple, en endommageant les 

organes endocriniens et en dégradant la fonction endothéliale et le métab olisme 

du tissu adipeux. éanmoins, bien qu'un grand nombre d 'études se sont penchées 

sur le lien ent re le traitement· de la LALe et l'apparition des effets indésirables à 

long terme (EILs), c lui-ci n 'a pas été bien analysé dans des groupes de jeunes 

survivants (enfants, adolescents et jeunes adultes). De plus, dans les dernières dé

cennies, des changements daJlS les protocoles de t raitement de la LALe ont mené à 

une réduction de l'exposit ion à la RT et à une diminut ion des doses de radiation, 

soulevant ainsi la question à savoir si les patients traités avec les thérapies plus 

actuelles sont encore à risque de subir des complications caJ·diométaboliques. 

Motivé par ces questions, ce mémoire s'intéresse à estimer les effets combinés 

de RT et doses de CS sur le risque de développer quatre complications cardia

métaboliques, obésité, résistance à l' insuline, (pré)-hypertension et dyslipidémie, 

dans une cohorte de jeunes survivants de la LALe traités au Centre hospitalier 

St-Justine (CHUSJ) à Montréal (projet PÉTALE). Étant donné les potentielles 

relations de dépendance entre ces quatre réponses cardiométaboliques, on a dé

cidé de mettre en œuvre un modèle statistique multivarié pouvant tenir compte 

de cette structure de dépendaJ1ce. A cet effet , le modèle de régression logistique 

mult ivarié proposé par O'Brien et Dunson (2004) apparaît part iculièrement indi

qué à cause de la grande interprétabilité des résultats générés : les coefficients de 

régression du modèle peuvent être interprétés comme des logarithmes de rapports 

de cotes (de la même façon que dans la régression logist ique univariée staJ1dard), 

en même temps que la structure de dépendance ent re les répon es est modélisée 
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de façon simple et sans restriction. En outre, ce modèle est spécialement adapté 

pour l'inférence bayésienne, permettant d 'estimer effi cacement l 'impact du trai

tement sur l 'ensemble des complications cardiométaboliques, marginalement et 

conjointement, avec plusieurs mesures d 'association d 'intérêt . 

Ainsi , dans cette étude, on a implanté le modèle de O 'Brien et Dunson (2004) 

pour identifier les niveaux de traitement associés aux EILs cardiométaboliques 

à partir d'une cohorte de 180 survivants provenant de l'étude PÉTALE menée 

au CHUSJ entre 2012 et 2016. La compréhension des liens entre le traitement et 

ces complications médicales pourront éventuellement cont ribuer à l'ident ification 

de biomarqueurs précoces d 'apparition des EILs, permettant ainsi d'élaborer des 

lignes directrices pour le suivi personnalisé des survivants de la LALe. 





CHAPITRE I 

LA RÉGRESSION LOGISTIQUE IVIULTIVARIÉE BAYESIENNE 

1.1 Motivation 

Un choix tout à fait naturel pour l'analyse associationnelle entre le t raitement de 

la LAL chez l'enfant et l'apparition de troubles cardiométaboliques est le modèle 

de régression logistique multiple standard. Dans ce contexte, les analyses sont 

effectuées pour chaque trouble métabolique de façon indépendante aux autres , 

c'est-à-dire en considérant chaque trouble binaire comme une variable réponse 

dans une suite de modèles de régression logistique séparés. Or, il est raisonnable 

de penser que , pour un même individu, l'apparition d 'un t rouble métabolique 

n 'est pas indépendante de l'apparition des aut res troubles. Ainsi, il nous semble 

pertinent d 'étudier la relation entre les traitements et les différentes réponses 

métaboliques à l'aide d 'un modèle de régression multivariée. 

À cet effet, on a considéré avantageux de suivre une approche bayésienne pour 

l'analyse de nos données , au détriment d 'un approche fréquent iste. En effet , les 

raisons pour l'utilisation d'une approche ba.yésienne sont multiples, notamment 

la petite tai lle de notre échantillon, la possibilité d 'introduire de l'information a 

p1~ioTi sur les paramètres du modèle et la facilité avec laquelle l'inférence peut être 

effectuée pour diverses mesures de risque. 

Parmi les méthodes de régression les plus populaires pour l'analyse multivariée 
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de données binaires, on t rouve les équations d 'estimation généralisées (GEEs; 

Zeger et Liang,1986) et les modèles linéaires généralisés à effets mixtes (Stiralli 

et al., 1984). Bien que le modèle GEE a l'avantage de préserver l'interprétation 

marginale ("population-averaged") des coefficients de la régression ainsi que d 'être 

robuste aux erreurs de spécification dans la structure de corrélation , il n'est pas 

adapté pour l'inférence bayésienne car ne nécessitant pa.s la spécification d 'une 

vraisemblance. En ce qui concerne les modèles à effets nüxtes, on identifie plu

sieurs problèmes. Premièrement , lorsqu'on utilise un modèle à effets mixtes bayé

sien, les coefficients de la régression s'interprètent comme des effets sur 1 ' individu 

moyen ; ils perdent donc leur interprétation marginale, qui est plus intuitive et 

facile à vulgar iser. Deuxièmement, il a èté montré que des distributions simples 

non-informatives pour la covariance (ou paramètres de la covariance) génèrent des 

distributions a posteTioTi impropres (Natara.jan et Kass, 2000). Finalement , la pré

sence d 'effets mixtes complexifie les calculs pour l'obtention de la loi a posteTioTi 

des paramètres d'intérêts. 

Une alternat ive intére..'>Sante aux méthodes mentionnées précédemment consiste 

en l 'ut ilisation de modèles probit bayésiens. Ces modèles peuvent êt re spécifiés à 

partir de variables auxiliaires , ce qui permet d 'améliorer l'efficacité computation

nene de l 'échantillonnage des lois a. posteTiO?'i des paramètres du modèle (Albert 

et Chib, 1993). Un autre avantage du modèle probit est que la structure de dé

pendance entre les variables binaires est spécifiée de façon simple et flexible à 

partir de la matrice de corrélation des variables auxiliaires normales. Par cont re, 

l 'interprétation des coeffi cients dans la régression est moins intuitive que dans les 

modèles logistiques. 

O 'Brien et Dunson (2004) , inspirés par les avantages des modèles probit par rap

port aux modèles à effets mixtes, ont proposé un modèle de régression bayésien 

spécifié à partir de variables auxiliaires logistiques. Ce modèle conserve tous les 
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avantages des modèles probit bayésiens, en plus de préserver la structure marginale 

logistique des coefficients de régression, c'est-à-dire, en permet tant 1 'interprétation 

directe des résultats sous forme de rapports de cotes. Ainsi , le modèle logistique 

bayésicn de O'Brien et Dunson (2004) est considéré comme un modèle de choix 

pour l'analyse de nos données. Dans les prochaines sections, on introduit les ba.ses 

théoriques de ce modèle. 

1.2 Modèle logistique multivarié de O'Brien et Dunson (2004) 

Le modèle de régression logistique multivarié proposé par O'Brien et Dunson 

(2004) spécifie la vraisemblance des variables binaires à 1 'aide de variables auxi

liaires (ou latentes) distribuées selon une loi logistique multivariée. Cette loi, à la 

différence d 'autres proposées antérieurement (Gumbel , 1961; :tvialik et Abraham, 

1973; Castillo et al. , 1997), possède une structure de corrélation sans contraintes. 

Ainsi, la structure de dépendance entre les différentes variables binaires peut être 

modélisée de façon flexible à partir des coefficients de corrélation de la loi logistique 

proposée. 

Dans ce qui suit, on présente la façon dont les variables auxiliaires aléatoires 

logist iques peuvent être ut ilisées pour spécifier des modèles de régression logistique 

univarié et multivarié. 

1.2.1 Variables latentes et régression logistique 

Supposons, d 'abord, le modèle de régression logistique univarié suivant : 

logit P(Yi = 1lxi , !3 ) = x~f3 , (1.1) 

où Yi est une variable réponse binaire, X i est un vecteur de variables explicatives 

et (3 est le vecteur des coeffici ents inconnus de la régression. Si, plutôt , on exprime 
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P (Y; = 1lxi, /3) en fonction de x~/3 , on retrouve l'autre façon commune de présen

ter le lien entre la variable réponse et les variables explica tives dans ce type de 

régression : 

P( 7 - 1 /3) - H( '/3) - exp(x~/3) 1 i - 1 x i, - x i - ( , /3) , 
1 +exp xi 

où H(x) = exp(x) est la fonction de répartition d'une variable loo·istique standard l +ex p(x) b 

(moyenne 0 et paramètre d 'échelle 1) . De façon générale, la densité d 'une variable 

logistique de moyenne p, et paramètre d'échelle s est de la forme : 

exp(- z- 11 ) 

.C(zj p, , s) = s( l +exp( ~z~'.L))2, avec z E ( -oo, oo). 

Ainsi , un modèle équivalent a.u modèle (1.1) est : 

(1.2) 

où ]. ( ·) est la fonction indicatrice et Zi est une variable auxiliaire suivant une loi 

logistique standard. 

Rernm-que. Dans ce mémoire, on ut ilise la notation .C(p, , s) pour désigner une 

variable aléatoire logistique de moyenne p, et de paramètre d 'échelles et la notation 

.C(·ift , s) pour désigner la densité correspondante . 

A la base du modèle de O 'Brien et Dunson (2004) est. cette formulation équivalente 

à celle de (1.2) où la relation entre la variable auxiliaire logistique et la réponse 

ne dépend pas des valeurs de f3 

(1.3) 
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Pour vüifier l 'équivalence entre les deux formulations, on définit zi "-' .L (xU3, 1) et 

zp""' .L(O, 1) . Alors, par les propriétés d 'invariance par translation et de symétrie 

de la loi logistique, on a 

P(Zi > 0) = P(Zi - x~f3 > -x~f3) 

= P(Z? > -x~f3) 

= P(Z0 < x'f3). /. - ~ 

Lorsqu 'on se situe dans le cas multivarié, la réponse associée à la ième unité consiste 

en un vecteur de variables binaires Y i = (Yi1 , ... , Yip) potentiellement corrélées. 

Une façon de spécifier un modèle de régression logistique qui peut tenir compte de 

la structure de dépendance entre ces variables consiste à généraliser la spécification 

du modèle univarié avec variables auxiliaires. Ainsi , soit Z i = (Zil , ... , Zip) un 

vecteur aléatoire distribué selon une loi multivariée dont les lois marginales sont lo

gistiques standards de moyenne x~jf3j (j = 1, ... ,p). En posant Yij = ].(Z;1 > 0) , 

on relie chaque va1·iable Yij au prédicteur linéaire x~j f3j selon une régression logis

tique univariée , en même temps qu'on modélise la dépendance entre les variables 

réponses au moyen de la structure de corrélation de la loi logistique multivariée. 

Or, tel que mentionné précédemment, plusieurs lois multivariées logistiques ren

contrées dans la littérature manquent de flexibilité du point du vue de la structure 

de corrélation , ce qui restreint leur utilisation clans l'approche de modélisation mul

tivariée décrite plus haut. Dans le but de résoudre cette problématique, O'Brien 

et Dunson (2004) ont proposé une nouvelle loi multivariée logistique plus flexible. 

Dans la prochaine section, on présente quelques résultats reliés à la loi de Student 

multivariée qui permettent de mieux comprendre le modèle proposé qui est décrit 

da11s la section 1.2.3. 
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1.2.2 La loi de Student multivariée 

Une loi de Student multivariée est une général isat ion aux vecteurs aléatoires de la 

loi de Student univariée. Bien q1ùl existe différentes possibili tés pour généraliser 

la loi de Student univa.riée, on étudie dans cette section la généralisation la plus 

répandue dans la littérature. Cette loi multivariée est celle utilisée pour bâtir le 

modèle de régression logistique de O 'Brien et Dunson (2004). 

Définition 1.2.1. Soit V > 0 une variable aléatoire qui suit une loi gamma 

Garn(v/2, v/ 2) avec v> 0 et W un vecteur aléatoire de dimension p indépendant 

de V normalement distribué N(O , .E), (où .E est la matrice de covariances de W ). 

Le vecteur aléatoire T défini comme : 

(1.4) 

où J-t est un vecteur p x 1, suit une loi de Student multivariée. 

On note que la matrice de covariances de la loi de Student mult ivariée est définie 

seulement lorsque v > 2 et dans ce cas, on a Cov(T ) = 11~ 2 -E . 

Proposition 1.2.1. Sous l'hypothèse que la matric de covariances .E du vecteur 

W soit inversible, le vecteur T possède une fonction de densité 

f ((v + p) / 2) ( 1 ' -1 ) -(v+p) / 2 

7; (t l ~-t , .E , v)= r(v/2)(1/1f)P/21 .E il/2 1 + -;;(t- J-t ) .E (t- J-t ) . 

Démonstr-ation .. Puisque V et W sont indépendantes, leur densüé conjointe est 

le produit- de leur densités individuelles 

f v w(v, w ) = fv( v) fw(VV) . 

En introduisant la paire cl variables aléatoir .s 

U=V 
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où T est notre vecteur aléatoire d'intérêt et U est une variable aléatoire auxiliaire, 

on peut appliquer le t héorème de changement de vari ables clans le but d 'obtenir 

la densité conjointe de T et U. Plus spécifiquement , on pose : 

V=U 

T = J..t + Jv w -7 w = VU(T- p,) . 

Puis, en effectuant le changement de variables, on obtient : 

! u,r (u, t) = f v (u)fw (vu(t- p,)) ii J II 

= Gam(·ulv / 2, IJ / 2)N( y'u(t - p,) lp, , :E) ·uPI2 

( / 2) v / 2 1 ( " 2 ) _ lJ · (v+p) /2-1 . (- ~ . ) __ u_ 
- f (IJ/ 2)u exp 2u (27ï)P/21:Ei l /2exp 2u ' 

où jiJI I = vPI2 est la valeur absolue du détermimmt jacobien IJI de la t ransfor

mat ion et !::::. = j ( t - J..t )':E 1 ( t - J..t) est la distance de Maha1anobis. 

Finalement, la marginalisation de cette densité par rapport à la variable auxiliaire 

U, nous donne la densité du vect eur T : 

JY, (t ) =lee f u,r(u , t) cl·u 

(IJ j2y ;z {cc d:E_ ( v+ 1::::.2 ) 
= f (l_;j2)(27r)P/21:Ei l/2 Jo ·u 2 1 exp - 2 u du 

(v/ 2),;/2 (v+ !::::,.2) -( ll + p)J2 (v+ p) 
= r(1// 2)(27r )Jl/21:EI1 /2 2 r ~ 

r ((l_; + p)/2) ( 1 , _1 ) -c/J+Pl /2 

= r (v/2) (1/1ï)p/ 21 :Ei l /2 1 + -;; (t- J..t) :E (t- J..t) . 

0 

À part ir de maintenant, on note cette densité par 7;)( t1J.t , :E , v) où v correspond 

au nombre de degrés de liberté. On rappelle que, pour garant ir l'existence de la 
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densité 'i;(t\J.t, ~,v) du vecteur T , la matrice ~ (appelée matrice d 'échelle) doit 

être définie positive. 

Remarque. Bien que dans notre définition du vecteur aléatoire T on a utilisé une 

variable V"" Gam(I//2, v/2), il est possible de montrer qu'une densité de la même 

famille peut être obtenue dans le cas plus général où V "' Gam(a/2, (3/2), a > 

O,,B > O. 

Une propriété intéressante de loi Gamma est que lorsque a = ,8 ~ oo, sa densité 

s approche de l'impulsion de Dirac o(·u- 1). Ainsi, en combinant ce ré..sulta.t avec 

l'expression (1.4), on déduit que lorsque le nombre de degrés de liberté v tend vers 

l 'infini, V = 1 avec probabilité 1 et T est normalement distribuée. Par conséquent, 

cette loi de Student peut être vue comme une généralisation de la loi normale 

multivariée et certaines de ses propriétés sont communes à la loi normale. 

Dans le contexte de notre recherche, on considère pertinent de mentionner la 

propriété suivante. Soit T un vecteur aléatoire de densité J; (t\J.t , ~ ' I/), A une 

matrice Pz x p et b un vecteur de dimension Pz· Alors, sous la condit ion que la 

matrice A~AT , oit inversible, le vecteur Z = AT + b a comme densité 

Ce résultat est facilement vérifié à partir de 1 'expression (1.4) et de la formule 

de transformation linéaire d 'une variable normale multivariée. Une conséquence 

dir ete de ce résultat . t que si le vecteur T suit une loi de Student multivariée, 

alors tout sous-vecteur de T est aussi de loi de Student. Pour le voir, il suffit 

de prendre T T = (T f T n et d 'appliquer le résultat précédent avec la mat rice 

A = [OJ]. 

Une caractéristique bien connue de la loi normale multivariée est que la matrice 

de corrélation détermine totalement la dépendance ou, autrement dit , si deux 
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vecteurs normaux ne sont pas corrélés, alors ils sont indépendants. Par contre, 

ceci n 'est plus vrai dans le cas de la loi de Student multivariée. Pour voir ce 

:::::t,p: ::~,:::r~~:,,:e:e:r (T~1~ [~ T)i~~~~:~~ ~:~n:ll:::,:: et T 2 

0 :E22 

Puisqu'il n 'est pas possible de factoriser cette densité en deux termes, l 'un clé

pendant de t 1 et l 'autre de t 2, on déduit que les vecteurs T 1 et T 2 ne sont pas 

indépendants. 

1. 2.3 La distribution logistique multivariée elu modèle de O'Brien et Dunson 
(2004) 

Une façon d 'obtenir une loi logistique mult ivariée consiste à appliquer une t rans

formation simple aux vecteurs qui suivent une loi mult ivariée standard, comme 

par exemple la loi normale ou la loi de Student. Pour le voir , supposons que le 

vecteur E = ( E1 , . . . , Ep) suit une loi mu! ti variée continue sans paramètre de po

sition ni d 'échelle, et soit F la fonction de répartition ma.rgina.le (univariée) des 

Ej . D'abord , on utilise le résultat bien connu que F (E_1) r-..J U (O , 1) . 

Démonstration. Par hypothèse la loi est continue, ce qui implique F est une fonc

tion de répart it ion continue. En supposant de plus que F est strictement crois

sante, ce qui est le cas pour les lois les plus communes, elle admet une inverse p-l 
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qui est strictement croissante. Ainsi, si 0 ::; v ::; 1 

P(F- 1 (F(E.i)) ::; p-1(v)) 

P ( Ej ::; p-I (v)) 

F(F- 1(v)) =v. 

0 

Posons Z = log ( 1 ~u ) , où U "' U (O , 1). En appliquant le changement de variable 

exp(z) · l d ::. ~ ·t' f ( ) ll(O < ' < 1) · bt ' · f ( ) exp(z) 'tt= l + exp (z) SUl a en::sl .e U 'tt = _ U _ 0 11 0 Jent z Z = (l +t>.xp (z ))2 , ce 

qui correspond à la densité d 'une variable logistique standard. Ainsi, les variables 

définies comme ZJ = tt.i+ log ( 1 ~~~Qj) ) , j = 1, . .. , p, sont des variables logistiques 

de moyennes f..LJ, et le vecteur aléatoire Z = (Z1 , ... , Zp) est dist ribué selon une 

loi logistique multivariée de moyenne J.-t = (p.1 , .. . , p,11 ) . 

Dans un premier temps, on pourrait penser qu'une option simple et rai ·ormable 

comme choix de loi multivariée pour E est la loi normale multivariée. Par contre, 

on verra subséquemment que le choix de la loi de Student mult ivariée est intéres

sant puisque celui-ci nous permet d'approcher ce modèle logistique par un aut re 

plus réalisable du point du vue computationnel. 

Par ailleurs, mentionnons que l 'utilisation de la loi de Student dans la définition 

de la. loi logistique multivariée permet de paramétrer cette dernière en fonction 

du vecteur de moyennes J.J, , une matrice de corrélation R et un nombre de degrés 

de liberté v. On se souvient que la densité de la loi de Stuclent a été spécifiée à 

partir de la matrice de covarianc , :E ; or , pour que le modèle soit identifiable, 

on doit rest reindre cette matri ce à l'espace des matrices de corrélation (Chib et 

Greenberg, 1998). 

Dan. notre analyse de régre. sion, chaque composante du vecteur J.-t est un prédic

teur linéaire as ocié à une réponse binaire ~i, et les éléments de R , les corrélations 
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entre les composantes du vecteur Student, nous donnent une mesure de la dépen

dance entre les Yj. En ce qui concerne le paramètre 1.1, on décrit son rôle dans 

l'approximation de notre modèle dans la. section 1.4. 

Pour la. suite de la. présentation , on dérive l'expression de la. densité logistique 

multivariée induite par l'utilisation d'une Student multivariée. 

Soit T = (T1 , .. . , 1;1) un vecteur distribué selon une loi de Student mult ivariée 

avec 11 degrés de liberté, moyenne 0 et matrice d'échelle R . La. densité d'un tel 

vecteur est 

r((v + p) / 2) ( 1 ' -1 ) -(v+p) / 2 

T;(t; o, R , v)= r(v/2)(117ï)1li21 R il /2 1 + -;; t R t . 

Dans la. section 1.2.2, on a vu que tout sous-vecteur d 'un vecteur Student est 

aussi distribué selon une loi de Student. Ainsi , on déduit que les lois marginales 

univariées a..<>sociées aux: composantes Ti, _j = 1, .. . , p, de T sont des variables 

Student univariées standard de moyenne 0 et v degrés de liberté. Alors, en notant 

par Fv la. fonction de répart it ion d'une telle loi, le vecteur Z = (Z1, ... , Z11 ) est 

défini à partir de la transformation 

j = l, ... ,p. 

Par la suite, on applique le changement de variables t1 = Fv-l ( exp( 
2

·( - /-lj) ) ) . 
· 1 +exp Zj - /-lj 

1 
En remarquant que (F;

1
)' (:r) = F~(Fv-l(x:)) 

1 

on obtient 

si k = j 

sinon 
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où .9v(::c) = Fv-1(exp(:r)/(1 + exp(:r)). 

A. . IIJ II ITP .C (zi lfl,j , 1) l 1 d z 1ns1, on a = T ( (?. _:_ ·) lü ) et a c ensit.é u vecteur prend la 
j= l .9v ~J P J ' 1' l/ 

forme suivante 

Dans un contexte de régression, pour chaque individu (i = 1, ... , n) on a p ré

ponses binaires 1'i.i et, associé à chaque réponse, un prédicteur linéaire x~l3.i. 

Ainsi , la moyenne J..L = (p1 , ... , ftp) de la distribution logistique mult ivariée cor

respond au produit X i{3, où f3' = ({3~, .. . , {3~) , f3 j E JRqj est un vecteur de pa

ramètres, et X i = diag( x~ 1 , . .. , x~P) est une matrice de covariables de dimension 

p x q ( q = ~ Qj) . 

De cette façon, associée à la i ème observation on a la relation suivante entre les 

vecteurs aléatoires Z et Y : 

l'ij = ](Zi.i > 0) j = 1, ... , p , 

Z i = (Zi1, ... , Zip) '"" .Cp(zdXif3 , R , 1/). 

La vraisemblance de Y i est donc 

(1.5) 
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1.3 La statistique bayésienne et les méthodes de simulat ion Nionte-Carlo par 
chaînes de :tvlarkov (MCMC) 

Dans cette section , on int roduit les fondements de l'inférence bayésienne , ainsi 

que la technique de simulation utilisée pour obtenir des échant illons de la loi a 

posteriori des paramètres du modèle multivarié étudié. 

1.3.1 L'approche bayésienne pour l'estimation de paramètres 

Dans un contexte d 'inférence, on s'intéresse à tirer des conclusions sur deux classes 

de quantités non observées : les quantités qui peuvent être potentiellement ob

servées (des observations futures d'un processus, des résultats contrefactuels en 

inférence causale, etc.) ct des quantités qui ne sont pas directement observables 

comme c'est le cas pour les paramètres d 'un modèle. 

Le principe fondamental de l 'inférence bayésienne consiste à quant ifier , en termes 

probabilistes, notre état de connaissances sur des quantités non observées a..sso

ciées à un hypothétique processus générateur de données (modèle). Ainsi , à la clif

férence de l'approche fréquent iste, où les paramètres à estimer sont traités comme 

des constantes inconnues, l'approche bayésienne t raite ces derniers comme des 

variables aléatoires. Plus précisément , on utilise des lois de probabilités condition-

nelles aux valeurs observées des données pour décrire l 'état de nos connaissances 

sur ces quantités d 'intérêt inconnues. 

L'analyse statistique bayésienne des données peut être divisée en deux étapes prin

cipales : spécification du modèle et le calcul et interprétation de la loi a posterioTi. 

Spécification d'un modèle bayésien 

Dans ce qui suit , on note par 8 = (81 , ... , E>cJ) le vecteur aléatoire des paramètres 

à estimer et par Y = (Y 1 , ... , Y n) le vecteur aléatoire associé aux données ob-
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servables . Alors, le vecteur Y est formé par la concaténation des vecteurs Y i, 

i = 1, . . . , n, où le vecteur Y i est le vecteur aléatoire associé aux donné s issues 

de la ième unité expérimentale. 

Dans le but de pouvoir inférer sur les paramètres e à part ir d 'un échanti llon de 

données y = (y1 , ... , Yn ), on a besoin de spécifier un modèle consistant en une 

loi de probabilité conjointe pour 8 et Y. Cette loi est exprimée comme le produit 

de deux éléments : la loi a priori p( 0) des paramètres et la. loi conditionnelle 

associée à l 'échantillon p(y iO). La loi a priori permet de spécifier 1 état de nos 

connaissances sur les valeurs plausibles des paramètres avant l'expérience, alors 

que la loi conditionnelle modélise le comportement aléatoire des observations en 

fonction des valeurs fixées des paramètres. Lorsqu'on considère la fonction p(y iO) 

comme fonction de 0 pour des valeurs fixes de y , on parle de la fo nction de 

vr-aisemblance l(Oiy ) = p(y iO). On remarque aussi que la loi p(y iO) résume toute 

l'information que les données fo urnissent sur 1 paramètre e . 

Calcul et interprétation des lois a posterio·ri 

À partir d 'un modèle bayésien et la règle de Bayes, on dérive aisément la loi des 

paramètres conditionnelle aux valeurs observées des données, p(Oiy ) 

p(Oiy ) = p(O, y) 
p(y ) 

p(O)p(y iO) 
p(y ) 

(1.6) 

où p(y ) = j'p(O)p(yiO) dO ou p(y ) = Le P(O)p(y iO) selon si le vecteur 8 prend 

des valeurs continues ou discrètes. 

La. loi p( 01 y ), appelée loi a poster-im~i des paramètres, condense quant itativement 

nos connaissances sur les paramètres du modèle à la lumière des données observées 

et peut être interprétée connue une actualisation des nos connaissances a pr'ioTi. 

Une formulation équivalente à l'expression (1.6) consiste à omettre le facteur p(y ) 
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qui , ne dépendant pas de (} , est t raité comme une constante de normalisation : 

p(Oiy ) ex: p(O)p(yiO ). 

On remarque que la simplicité conceptuelle du paradigme bayésien lui fournit as

sez de flexibilité et de généralité pour pouvoir 1 'appliquer à des mod ' les complexes, 

contenant un grand nombre de paramètres à estimer , et pour lesquels l'approche 

fréquentiste n 'est pas adaptée. Par contre, et à l'exception de certains cas parti

culiers, la dérivation analytique des lois a posteriori pour des modèles complexes 

peut devenir assez ardue, même impossible. Dans ces situations, des techniques 

de simulation doivent être implémentées dans le but de caractériser les lois a 

posteriori à partir d 'échantillons aléatoires. 

La génération d 'échantillons de taille suflisamment grande permet de tracer des 

figures fournissant une informat ion presque complète sur les lois visées tels que les 

histogrammes, graphiques de contour, ou nuages de points. De plus, des résumés 

statistiques générés par des logiciels informatiques (par exemple, R) permettent 

d 'estimer toute mesure de position, dispersion ou de forme caractérisant la loi a 

posteriori jusqu 'à un degré de précision voulu. D'autre part, le calcul d 'intervalles 

de crédibilité à lOO(a:/2)% (ou régions de crédibilité), obtenus à partir des estima

tions des centiles , donne une mesure de l'incertitude a posteriori sur les valeurs 

plausibles d'un ou plusieurs paramètres du modèle. 

Parmi les différentes techniques de simulation, l'une des plu. populaires est la si

mulation par chaînes de :tvlarkov (aussi appelée simulation Monte-Carlo par chaînes 

de Ma.rkov, MCMC) . Cette technique de simulation est celle qui a été utilisée pour 

l'obtent ion d 'échant illons des lois a posteriori liées aux modèles appliqués dans 

le cadre de notre étude, et elle est 1 objet d 'une introduction théorique dans la 

section qui suit. La simulation par chaînes de 1vlarkov est une méthode générale 

de simulation qui est très souvent ut ilisée lorsque ce n'est pas possible (ou très in-
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efficace au niveau du calcul) d 'échantillonner d\me loi de probabilité directement. 

Dans ces situations, les méthodes MCMC permettent de générer des réalisations 

de façon itérative, de telle façon qu 'à chaque étape du processus, la réalisation 

est distribuée selon une loi qui est de plus en plus proche de la loi visée , dans 

notre cas p(Oiy ). Plus précisément , la réalisation obtenue à l 'itérat ion t dépend 

des valeurs de celles générées antérieurement au t emps t- 1, t- 2, .. . , 1, à t ravers 

d 'une loi de tr-ans-ition T/;(Otlet-I) dont sa spécification est la clé pour garantir la 

convergence de la loi du processus au temps t ( t -t oo) vers p( 01 y). 

On souligne que les échantillons obtenus avec les méthodes MCMC ne sont pas in-

dépendants, et que les premières itérations du processus peuvent être fortement in-

fluencées par la loi init iale u tilisée. P ar conséquent , lorsqu'on utilise des méthodes 

iv1CMC pour simuler de lois a posterio'ri, il est nécessaire de faire une évaluation 

critique des échantillons ainsi générés, en incluant une analyse de convergenc , 

avant que quelqu'inférence sta tistique soit faite. 

1.3.2 Méthodes de Monte-Carlo par chaînes d Markov 

Dans cette section , on introduit les méthodes de Monte-Carlo par chaînes de 

Markov . En part iculier , on présente l'algorithme Metropolis-Ha.stings qui est le 

fondement de la méthode de simulation implémentée dans not re étude. 

Problématique 

Dans l'approche bayésienne, la loi a posteriori 

p(Oiy ) = p(B, y ) 
p(y ) 

p(O)p(y iO) 
f p(B)p(y iB) dB 

(1. 7) 

est l'élément essentiel pour faire des inférences sur les paramètres (ou fonctions des 

paramètres) du modèle. Ainsi, on peut être intéressé à estimer n 'importe quelle 

caractérist ique de la loi a poste1~ioTi comme par exemple : les moments, quan-
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tiles, intervalles de crédibili té, etc. Toutes c:es quantités peuvent être exprimées en 

termes d 'espérances a posteriori de fonctions de (}. L'espérance a posteriori d'une 

fonction f ( 0) est 

E[f(O) IY] = J f (O)p(O)p(y iO) d(} 
. f p(O)p(yiO ) dO 

(1.8) 

Or, dans de nombreux cas, le calcul analytique d'intégrales de type (1.8) s'avère 

très compliqué, même impossible. Une approche alternative pour l'évaluation de 

ces intégrales est l'intégration par la méthode de Monte-Carlo, qui est présentée 

à la section qui suit . 

Intégration et méthode de JVlontc'-Carlo 

Soit X un vecteur aléatoire de dimension p suivant une loi de densité non

normalisée 7r1
(-). On est intéressé à évaluer l'expression : 

E[f(X)] = J f(x)7r'(x) dx 
J 7r1(x) clx 

(1.9) 

pour une fonction d 'intérêt f (-). On remarque que l 'intégrale elu dénominateur 

dans l'expression (1.9) n 'est pas nécessairement égale à 1, puisqu 'on suppose que la 

loi de X est connue à une constante près (i .e., X '""7r = 7r
1 / k); ceci est très souvent 

le cas dans l 'analyse bayésienne où l'obtention de la constante de normalisation 

k = J p(O)p(y iO) d(} peut être assez ardue. On tient aussi à remarquer que, par 

simplicité dans l 'exposit ion, on a supposé que la variable X est un vecteur aléatoire 

continu avec densité 7r(x ). Or, les méthodes présentées ici s 'appliquent à des cas 

plus généraux où X est un mélange de variables continues et discrètes. Bien qu 'une 

notation propre à la théorie de la mesure permettrait de tenir en compte tous le 

cas possibles, on considère que ce n 'est pas essentiel pour t ransmet tre les idées 

principales de la méthode. 

'------------------------------ --
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Schématiquement, l'intégration Monte-Carlo consiste à générer un échantillon de 

T observat ions {X t , t = 0, ... , T - 1} issues de la loi 1r ( ·) , et à approcher la valeur 

de l' intégrale (1.9) par la moyenne empirique des réalisations 

. T-l 

E[f(X )] ~ ~ L f(Xt)· 
t=O 

Lorsque les réalisations sont indépendantes, et sous la condition que E[f (X ) J < oo, 

on sait, par la loi des grands nombres , que la moyenne empirique converge avec 

probabilité 1 vers l'espérance. Ainsi , en augmentant la taille T de l'échantillon 

aléatoire on peut rendre l'approximation aussi précise que l'on veut. 

Jvlalhcureusement , dans le contexte bayésien , les lois de probabilité à intégrer sont 

des lois a posteriori de dimension élevée pour lesquelles ce n 'est souvent pa..'> pos

sible de générer directement des échantillons aléatoires indépendants. Cependant, 

les méthodes de :rvfonte-Carlo par chaînes de Markov (MCl\1C) surmontent cette 

difficul té en permettant de simuler une suite de variables aléatoires (pas nécessai

rement indépendantes) qui converge en loi vers la loi visée ( 1r) . 

Dans la section qui suit, on introduit de façon informelle les chaînes de Markov , 

pour ensuite présenter l'algorithme Nietropolis-Hastings. 

Les chaînes de Markov 

Soit {X 0 , X 1, ... } une suite de vecteurs aléatoires telle que la loi de X t+ t , condi

tionnellement aux valeurs précédentes du processus, dépend uniquement de X t 

C'est-à-dire, pour une valeur fixée de X t, la valeur du prochain vecteur X t+l 

ne dépend pas de la sous-suite {X 0 , X 1 , ... , X t- t} . Une sui te qui possède cette 
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caractéristique est appelée chaîne de Markov. Dans ce contexte, l'ensemble des 

valeurs pouvant être prises par chaque vecteur est appelée l'espace d 'états (S), et 

P(X t+11X t) est appel' le noyau de transition de la. chaîne. 

Il est possible de montrer que, sous certaine. conditions de régularité , toute chaîne 

de Markov converge vers une loi limite 1r( ·) indépendamment des condit ions ini

tiales ( 1r0 ) ( urnmelin, 1984; Revuz, 1975) . Ainsi , lorsque t augmente, les dif

férentes valeurs prises par les vecteurs aléatoires X t s'approchent de plus en 

plus de réalisations dépendantes issues la loi limite 1r(·). Plus précisément, si 

X 0 , X 1, .. . , X~;, . .. est une réalisation d 'une chaîne de rvlarkov respectant cer

taines con di t i ons et f (x) une fonction d 'intérêt, on a 

Xt. ~X "' 1r(x); 
i-too 

t 

-
1
- '""""' f( X t:) ~ E7r[f(X )]. 

t + 1 ~ Hoo 
k=O 

Supposons, maintenant, qu'on est intéressé à générer des observations d'une loi 

1r(· ), mais qu 'il n'existe pas de méthode directe pour le faire. Ainsi , si on est 

capable de construire une chaîne de Markov facile à simuler et dont la loi li-

mite est 1r( ·) , on peut envisager d'estimer certaines caractéristiques de la loi visée 

1r(·) pourvu que le nombre de valeurs simulées soit assez grand. L'algorithme 

Metropolis-Ha..stings, présenté dans la. prochaine section, permet la construction 

de chaînes de rvlarkov convergeant vers une loi limite 1r(-) spécifiée en avance. 

L'algorithme Nietropolis-Hastings 

L'algorithme Metropolis-Hastings (algori thme M-H) (lVIetropolis et al. , 1953; 

Hastings, 1970) constitue un moyen simple, versatile et relativement effi cace de 

construire une chaîne de Markov convergeant vers une loi limite 1r(-) spécifiée par 

l'utilisateur. À chaque temps t de cet algorithme, le prochain état du processus 

X t+1 est obtenu en générant une réalisation candidate Y issue d'une loi de pro

position q(-IXt) - On remarque que la loi de proposition peut être dépendante 
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de l'état actuel X t de la chaîne. Ensuite, le point candidat Y est accepté avec 

probabilité ü(X t, Y ), où 

(1. 10) 

Si le point candidat est accepté, alors le prochain état de la chaîne est X t+l = Y . 

Par cont re, si le candidat n 'est pas acecpté, la chaîne ne change pas d 'état , c'est-

à-dire X t+ l = X t. Ainsi, le fonctionnement de l'algori thme l'vf-H peut être résumé 

avec le schéma algorithmique suivant : 

- Initialis er X o "-> 7ro. 

- Pour t = 0, 1, 2, . .. , T- 1 : 

- Générer Y de la loi q(·I X t); 

- Générer U de la loi U(O, 1) ; 

- Si U :S: u (X , Y ) alors poser X t+l = Y , sinon X t+1 = X 1 . . 

- Retourner les valeurs {X 1, X 2, . . . , X T } . 

Il est important de noter que le calcul de a(X t, Y ) dans l'expression (1.10) n 'exige 

pas la connaissance de la constante de normalisation de 1ï(-) puisqu'elle d isparaît 

de l'expression à t ravers le ratio 1ï(Y )/7r(X t) · Ainsi, on peut ut iliser l'algorithme 

M-H lorsque la loi à simuler 7r( ·) est connue à une constante près, comme par 

exemple pour les lois a posteriori p(Ojy ) dans un contexte d 'inférence bayésienne. 

Le noyau de t ransit ion P(X t+II X 1) d 'une chaîne de l\-'larkov construi te avec l 'al

gorithme Metropolis-Hastings est 

P(X t+II X t) = q(X t.+I IX t)a( X t, X t+I ) 

+ ll(X t+l = X t) [1- ./ q(Y IX t) a(X t , Y ) dY ], 

où le premier terme résulte de la génération de la variable candidate Y = X 1+ 1 

selon q(·IXt) et l'acceptation de celle-ci avec probabilité a(X t, X t+d , tandis que 
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le deuxième terme résulte du rejet de tous les Y possibles . En ut ilisant l'expression 

(1.10) , il est facile de vérifier que ce noyau est réversible par rapport à 7r(-) , ce qui 

veut dire 

Cette propriété est une condition suffisante pour garantir la convergence de la 

chaîne de Markov construite avec l'algori thme M-H vers 7r(-) pourvu que le choix 

de la loi de proposition q(- IX t) assure l'irréductibilité et l'apériodicité de la chaîne 

(Roberts et Smith, 1994; Tierney 1994). En termes informels, ceci revient à dire 

que si x et y sont dans le support de 7r ( ·) , alors il est possible de passer de x à y 

en un nombre fini d 'itérations avec probabilité plus grande que zéro , et que le plus 

grand commun diviseur de l'en emble des nombres possibles de sauts effectués 

pour passer de x à y est égal à 1 (pour tous x, y) . 

Dans la prat ique, les conditions qui garantissent la convergence d 'une chaîne de 

Markov obtenue avec un algorithme M-H sont généralement respectées en pren

nant une loi d proposition q(·IX t) qui a le même support que 7ï(·). Cependant, 

le taux de convergence vers la. loi limite 7r( ·) dépend fortement de la relation entre 

q( ·IXt) et 1r(-). Le choix d' une loi de proposition inadéquate pour la simulation 

d 'une loi part iculière 7ï( ·) peut entraîner non seulement que la chaîne ait une phase 

transitoire trop longue, mais aussi qu'elle prenne plus de temps à explorer l'espace 

dans la phase stationnaire à cause de la forte dépendance des observations (s low 

mixing). D'autre part, la sélection d 'une loi de proposition doit tenir compte de 

1' fficacité computationnelle associée à la génération des réalisations de cette loi 

et à l'évaluation de l'expression a(X t, Y ). 

Implémentation 

L'implémentation d 'un algorithme M-H passe par la spécification d 'une loi de 

proposition. En général, cette loi est choisie entre différentes familles ou typolo-
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gies de lois qui demandent souvent l'ajustement de paramètres tels que ceux de 

dispersion et de position . Pour une classification syst ématique des typologies de 

lois disponibles voir Tierney (1994) . Dans ce qui suit , on étudie l'algorit hme M-H 

pour 1 'importante famille de lois symétriques (algorit hme Ivletropolis) , ainsi que 

l'algorithme M-H en blocs, une variante de l'algorithme M-H qui donne lieu au 

bien connu échant illonneur de Gibbs. 

Algorithme Metropolis 

L'algorithme Metropolis (Metropolis et al., 1953) est obtwu lorsque la loi de 

proposition q(·[X) est symétrique, c'est-à-dire q(X[Y) = q(Y[X) pour tout X 

et Y . Dans ce cas, la probabilité d 'accep tation (1.10) devient : 

. ( r. (Y ) ) o:(X , Y ) = mm 1, r. (X ) . 

Ainsi, si 7r (Y ) 2::: 7r(X ) le saut est accepté automatiquement , sinon le saut est 

accepté avec probabilité égale au rapport des densités. 

Un cas spécial de l algorit hme l\1et.ropolis survient lorsque la loi de proposition 

est de la forme q(X[Y) = q([X- Y[ ), où q(-) est une loi multivariée. Alors, le 

candidat Y est généré suivant le processus Y = X + Z , où Z est un vecteur 

aléatoire issu de la loi q( ·). Puisque le candidat est égal à. l'état actuel do la. 

chaîne plus une pert urbat ion aléatoire Z , la chaîne ainsi générée s'appelle mar-che 

aléatoiTe. La densité normale multivariée ou celle de la loi de St udent multivariée 

cons t i t uent des choix communs pour la loi q( ·) . 

On souligne quo, dans le cas d 'une marche aléatoire, le param ètre d 'échelle do la loi 

q(-), typiquement une ma trice de covariances :E , doit être choisi avec précaution 

afin que les . auts proposés soient à une distance raisonnable clans l'espace. Si 
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le paramètre d'échelle est tel que les sauts Y - X 1: sont trop petits , le taux 

d'acceptation est élev' mais on explore l'espace trop lentement. Par contre, si 

l'ajustement de l'échelle produit de trop grands sauts , le taux d 'acceptation est 

trop faible et la chaîne ne change pas assez souvent d'état. Dans les deux cas, on 

obtient des chaîne ayant des difficultés à bien explorer l'espa ·e d états. 

Algorithme M etTopolis-H a.s tings en blocs 

Une alternative à l' actualisation du vecteur X en un seul bloc consiste à diviser 

X en k corn po santes ou sous-vecteurs {X 1 , ... , X k} de dimensions pas nécessai

rement égales, et actual iser les composantes X i, i = 1, ... , k , une à la fois. Ainsi, 

une itération de l'algorithme 1vl-H en blocs est composée de k étapes d 'actualisa

tion. 

Soit X -i= {X 1 , ... , X i-l , X i+1 , ... , X k} et X~ l'état de X i à la fin de l'itération 

t. À l'étape i de l'itération t+ 1, X i est actualisé suivant une démarche Metropolis

Hastings. Ainsi, on propose une réalisation candidate Y i pour x ;+1 avec une loi de 

proposition q;,(YdXL x :._i), OÙ x :._i désigne la valeur de x -i après avoir complété 

l'étape i- 1 de l'itération t + 1 : x :._i = {Xi+1
, ... , X~!i , X~+ 1 , ... , X t}. 

La probabilité d 'acceptation de la réalisation candidate Y .i est : 

(1. 11) 

Si Y est acceptée, alors on pose x ;+l = Y i , sinon x~+ 1 = X~. 

Les lois 1r(X ;, IX -i), i = 1, .. . , k, sont nommées les lois conditionnelles complètes 

(full conditional distributions). La loi conditionnelle complète de la composante 

x i est 
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Un cas spécial très important de l'algorithme iv1-H en blocs est l'échantillonne·ur 

de Gibbs (Gema.r1 et Geman, 1984; Gelfand et Smith , 1990). Dans l échantillon

neur de Gibbs , le. lois de proposition CJi(Y i iXi, X-i) utilisées pour actualiser les 

composantes X i sont les lois conditionnelles complètes 7ï(Xi iX- i),i = 1, . . . , k. 

A partir de l expression (1.11) on déduit que, dru1s ce cas, la probabilité d'accep

tation est égale à 1 et que les réalisations candidates Y i sont toujours acceptées. 

Ainsi , l'échantillonneur de Gibbs consiste simplement à générer des réalisations 

des lois conditionnE-lles complètes itérativement. 

On souligne que , dans un algorithme M-H en blocs, rien ne nous empêche de com

biner des étapes Gibbs, où l'on actualise certaines composantes de X directement 

à partir des lois conditionnelles complète. , avec des étapes où l'on utilise la forme 

plus générale de l' algorithme ?v1- H. Ceci est souvent le cas lorsqu 'on a affaire à des 

lois conditionnelles complètes pour lesquelles la. génération directe d'échantillons 

n 'est pas possible ou est très coûteuse du point de vue computationnel. L'algo

rithme utilisé pour l'analyse multivariée bayésienne des données dru1s le cadre de 

notre étude, présenté dans les prochaines sections, est un exemple d 'implémenta

tion de cette forme particulière de l'algorithme Ivi-H. 

1.4 Spécification bayésienne du modèle et approximation t-link 

Dans la section 1.2.3, on a pré ·enté la loi logistique multivariée proposée par 

O 'Brien et Dunson (2004) ainsi que la. vra.isemblanc (1.5) construite à partir de 

cett.e dernière pour l'analyse de données binaires par régression logist ique multi

variée. Afin d 'adopter une approche bayésienne pour l 'inférence sur les paramètres 

{3 et R du modèle, il est nécessaire de définir une loi a prim~i p(f3, R ). En suivant 

le choix fait par O'Brien et Dunson (2004) , on suppose, par simplicité, l 'indé

pendance a prioTi de {3 et R , c'est-à-dire p(f3 R ) = p(f3)p(R ). La loi a prior·i 

p(f3) assignée aux coefficients {3 de la régression est un loi normale multivariée 
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N;/(30 , E .a). La loi p(R ) pour les p(p- 1) / 2 coefficients qui déterminent de façon 

unique la matrice de corrélation R est une loi uniforme avec support sur l'espace 

de matrices de ce type. 

Ainsi, la loi a poste1~iori des paramètres prend la forme : 

p(/3 , RI y ) <X p(/3, R )p(y l/3 , R ), 

n 

où p(yl/3 , R ) = IJ P(Yil/3, R ) et P(Yi l/3 , R ) est la ·vraisemblance associée au ième 

i=l 

survivant. Or, la complexité de la vraisemblance p(y l/3 , R ) rend difficile la simu-

lation efficace de la loi p(/3 , R ly ). Une solution à ce problème consiste à approcher 

la vraisemblance p(yl /3 , R ) par une vraisemblance alternative p*(yl /3 , R ), de fa

çon telle que la simulation de la loi a posteriori p*(/3, R ly) <X p(/3 , R )p*(yl /3 , R ) 

puisse sc faire relativement faci lement à l'aide d'un algorit hme lVICMC. Si l'ap

proximation est assez bonne, on peut faire l 'inférence sur les paramètres (3 et 

R du modèle directement à partir de la loi a posteTiori p*(/3, R ly). En outre, 

la méthode d 'échantillonnage d 'importance (Hastings, 1970) peut nous permet t re 

d 'estimer exactement les caractéristiques de la loi a posterior-i p(/3 , Rly) en pon

dérant de façon appropriée les réalisations de la loi p*(/3 , R ly ). 

C'est dans cet esprit que O'Brien et Dunson (2004), inspirés par les résul tats 

d 'Albert et Chib (1993) montrant la grande similitude ent re la loi logistique et la 

loi de Student univariée lorsque u = 8, ont proposé d'approcher la densité de la loi 

logistique multivariée .Cp(Zi t-L , R , 1/) de la vraisemblance (LS) par celle d 'une loi 

de Student multivariée lp(zi J.L , 17
2 R , 1/). Afin de rendre ra.pproximation presque 

exacte, ils ont suggéré de fixer 17
2 à 1r

2(u- 2) /31/ pour égaliser les variances de 

chaque loi, et de fi...-œr le paramètre u de la loi logistique à 7.3 pour minimiser 

l'erreur quadrat ique intégrée ent re les densités logistique et Student univariées. 

L'application de cette approximation pour l'analyse multivariée des données issues 
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d 'une étude de neurotoxicité (O'Brien et Dunson, 2004) a permis de constater 

que les résultats étaient très peu influencés par le fait de pondérer ou non les 

échant illons obtenus de la loi a posterior-i p*((3, R ly) par des poids d 'importance. 

Par conséquent, on a décidé d'adopter cette même approximation (modèle t-link) 

pour notre étude. Ainsi , la. nouvelle vraisemblance pour les vecteurs de réponses 

métaboliques est : 

P(Y i = Y;i X i, (3 , R ) ~ 

L: ... L: (il 1 ( Zij > O)''' 1 ( Z;; :ô w-"') T,; (z, IX ,,a, a2 R , v) dz,. ( 1.12) 

Bien que la complexité des calculs pour l'évaluation de cette vraisemblance rend 

très diHicile l 'usage direct de la loi a posteTiori p*((3 , Rly) pour l'inférence bayé

sienne, le modèle t-link a l 'avantage d'admettre une démarche alternative qui per

met d 'améliorer considérablement Pefficacité des calculs pour l'échantillonnage de 

la loi a posteTioTi. Dans cette nouvelle approche, au lieu de travailler avec la loi 

a posteriori p*(f3 , R ly) , on s'intéresse ~~. la loi a poste?~ioTi p*(f3, R , cp, ziy) où 

<P = (1?t, ... , <I>n) est un vecteur de variables latentes spécifiées subséquemment. 

L'obtention de la loi p*((3 , R , cp , zly) passe par la construction d 'une vraisem

blance qui fait intervenir les vecteurs Z et <P. En effet, on introduit d 'abord 

1 t l ' t . Z d l · bl · ' 'l' m e · t A' · e vec .etu a ea Œre i ans a vra1sem ance associee au z · surviVail . ms1 , 

puisque: 

on a: 

Yi.i = 1l ( Z; J > 0) j = 1, ... , p 

Z i lf3 , R "' Tp (X if3 , a 2 R , v) 



où p*(Yi lf3 ,R ,zi) = Tij=1 (1(zij > 0)] (:1/ij = 1) + ](zij ~ O)](:IJij = 0)) et 

p*(zi lf3 , R) = Tp(zi iXi{3 , o-2 R , v). 
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D'autre part, par la définition 1.2.1, on sait que le vecteur Z i peut être exprimé 

COIIHne : 

1 
Zi = X if3 + ~W, 

v <I>.i 

où <I>i est une variable aléatoire distribuée selon une loi gamma Gam(1/ /2, z; / 2) et 

W est un vecteur aléatoire normalement distribué N(O , o-2 R ) indépendant de <I>i. 

Alors, on déduit que lorsque <I>i = (ÎJi, on a Zii<Pi,...., Np(Xif3 , o-2çbi1 R ). Ce résultat 

nous permet d'introduire la deuxième variable latente <I>i dans le modèle : 

Ainsi, on obtient : 

Yij = :ll(Zij > 0) j = 1, ... , p 

Z i lf3 , R , <I>i "'N;>( X i{3 , o-2epi1 R ) 

<I>ilf3 , R "' Gam(JJ/2, 7//2). 

où p*(epi lf3 , R ) = Gam(q\ lv/2, JJ /2), p*(zi lf3 , R , epi ) = Nv(zi iXif3 , o-2 epi 1 R) et 

p*(yi if3 , R , epi , zi) = p*(Yi lf3 , R , zJ 

Finalement , la loi a posteriori p*({3 , R , cp , zly) prend la forme : 

p*({3 , R , cp , ziy) ex p({3, R )p*(y , cp , zif3, R ) 

ex p({3 , R )p*(cplf3 , R )p*(z if3 , R , cp)p*(yif3 , R , cp , z), (1.13) 
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n n 

où p*(cp[f3 , R ) = IJp*(q)i [f3 , R ), p*(zif3, R , cp) = IJ p*(zi [f3 , R , ePi ) et 
i=l i=l 

n 

p*(y [f3 ,R , cp,z ) = IJ p*(y i [f3 ,R ,Q\, zi)· 
i= l 

Dans la section suivante, on décrit l'algorithme rviCMC proposé par O'Brien et 

Dunson (2004); c'est cet algorithme qu 'on a implémenté pour générer des réal i

sations de la loi p*(f3, R , cp , z [y ) dans le contexte de notre étude. 

1.5 Algorithme MC1v1C 

L'algorithme MCMC pour échantillonner la loi p*(f3, R , cp , z [y ) est un algorithme 

M-H en blocs : à chaque itération on actualise de manière séquentielle les blocs : 

Z 1, </Ji, i = 1, . . . , n, f3 et R . Lorsque p(f3 , R ) = p(f3)p(R ) avec f3 ""' N q(/30 , :E13) , 

les lois condi t ionnelles complètes de tous les blocs, à l'exception de R , prennent des 

formes standards. Ainsi, l'algorithme alterne des étapes Gibbs pour l'actualisation 

des composantes Z ;, ePi (i = 1, .. . , n) et f3 avec une étape Metropolis plus générale 

pour le bloc R . 

Maintenant, on dérive les lois conditionnelles complèt s pour les blocs : Z i, ci-J.;, i = 

1, ... , n, f3 et R à partir de l'expression de la loi p*(f3 , R , cp , z[y ). D'abord , 

on remarque que la composante zi apparaît dans les termes p*(zi [f3 , R , ePi) et 

p*(yi [f3 , R , 4;;, zi) de la loi a poster'ior-i. Ainsi , on déduit : 

p*(z.;[ {3 , R, cp, y , z _i) oc p*(zi[f3, R , c/J;) p*(y i[ f3 , R , </Ji, z-;) 

oc Np(z.;[ X ;{3 , CJ
2(Pi 1 R ) 

p rr (1(z;j > 0)1l(y;j = 1) + "ll( zij::; 0)1(yij = 0)) (1.14) 
j = l 

et donc Z i [f3 , R , ci-J.;, Yi rv TNp(X -;{3 , CJ
2cjJj 1 R , Dy), OÙ Dy = {zi E ~p : Zl:j > 

0 si Yi.i = 1, zi.i ::; 0 sinon , j = 1, ... , p}, dénote le support de la loi normale 
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tronquée multivariée. 

En appliquant la même démarche pour les variables latentes epi, i = 1, . .. , n , on 

obtient : 

p*(<Pi i,B , R, c/J_i, y , z) ex p*(<f>.d,B, R )p*(zii,B, R , <Pi ) 

ce qui implique 

Pour le vecteur j3 on a : 

ex Gam( cPi lu /2, 1/ / 2)Nv(zi iX i ,B , Œ24>i1 R ) 

,t,(ll+p)/2-1 
ex '+'·i 

, ( z; + Œ-
2 (zi - X ,,B)'R-1 (zi - X i,B) ) 

~p - 2 ~ ) 

n 

i=l 
n 

i=1 

Ensuite , après regroupement des termes en ,8, l'expression (1.15) devient : 

( 

1 n 

p*(,BIR , cp , y ,z) ex exp - 2 (,8' (~~1 +Œ-2~ çbiX;,R- 1Xi) j3 

- 2fJ' (Ef/ {30 + a_, t qi; X; R- 1 z;) )) . 

n 

E t ~ (~- t -2 ~ . X'R- 1X )-1 t - ~ c~-1 (.1 n no a.nt L< f3 = L...J/3 + Œ L C/Ji i i e IL/3 = L< f3 LJ/3 1-'o+ 
i=1 

n 

+Œ- 2 L çbiX~R-1 zi ), on obtient : 
i=l 
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p*(f31R , c/> , y , z ) ex: exp ( - ~ ({3 - [L(3)' f.;\f3- ÏL (3 )) . 

et donc f3 IR , c/> , z "' N 4 ([L(3 , f- (3 )· 

Finalement , pour les blocs R on a : 

n 

p*(R if3 , c/> , y , z ) ex: p(R ) II p*(z;i{3 , R , cPi) 
i=l 
n 

ex: p(R ) II N p(z;I X .i{3 , Œ2c/Ji 1 R ) 
i=l 

ex p( R ) IR I-"/2 exp (-a;' t, q,, (z, - X ,(3)' W 1 (z ; - X ,(3)) . 

On remarque que, indépendamment du choix pour p(R ), la loi conditionnelle com

plète associée au bloc R n'est pas standard et qu 'il n 'est pas possible de générer 

des réalisations de R avec des méthodes de simulation directe. On souligne aussi 

que cette dernière loi est la. loi associée aux p(p- 1) / 2 coefficients qui déterminent 

de manière univoque la matrice de corrélation R . 

Maintenant , on présente le schéma algori t hmique ut ilisé pour la. simulation de 

la loi a posteriori p*(f3 , R , c/> , zi y ), avec un échant illon résultant pour la loi a 

posteriori marginale de {3 et R : 

- I nitialiser z )O) ' <I> .~ o) ' ·i = 1, ... ' n , {3(0) et R (O). 

Pour t = 0, 1, 2, ... ,T- 1 : 

Pour i = 1, . . . , n, générer z )t+l) de la loi condi t i onnelle complète 

de z i : 
z Ct+l) "' T N (X ·f3 (t) 0"2 (A-( tl ) -1 R (tl n ) 

1 - P t ' 'Pt ' 11 · 
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P ; - 1 - - n- (t.+l) d - our z - , . . . , n , generer '±' ,i e la loi conditionnelle complète 

- Générer f3 (t+ l ) de la loi conditionnelle complète: f3 ,......, .lvq([Lf3 , tf3) , 

où 

Générer une réalisation candidate R prop pour les p* 

1)/ 2 éléments uniques de la matriceR: 

unique R prop,......, Np• (unique R (t ), 0 ). 

- Générer U de la loi U(O , 1). 

n 

p(p -

Si 
(R ) II A( ( (t+l) IX f3 (t+l) 2( ·(i+1) ) -1 R ) p ... 'Lprop j " 1l z i i ' (]' <Pi prop 

U::; min i=l 
1 , -------~n--------------------------------

p( R <t) ) II j\{P(z~i+ l ) IXi f3 (i+1 )' 0'2 ( ç&~ t +l ) ) - 1 R (t ) ) 

j,= l 

alors poser R (t+ l ) = R prop , sinon R (t:+ l ) = R (t). 

Retourner les valeurs { (/3(1), R (1)) , (f3<2l, R (2l) , .. . , (f3 (T) , R (T )) }. 



36 

1.6 Simulation de la loi normale t ronquée multivariée 

L'algorithme MCMC présenté antérieurement pour la simulation de la loi a pos

teTiori (1.13) doit être capable de générer des réalisations pour différentes lois 

de façon itérative. En particulier, on a vu que l'actualisation de chaque bloc 

Z.;, i = 1, . .. , n , demande la. simulation de lois normales tronquées multivariées 

(NMVT). Or, il n 'existe pas de méthode simple pour simuler de cette famille de 

lois efficacement. L'échantillonneur de Gibbs est la technique la plus répandue 

dans cette situation pui. que les lois conditionnelles complètes d une loi NJv1VT 

sont des lois normales tronquées univariées (NUVT) pour lesquelles il est possible 

de générer des réalisations directement. Par conséquent, on a décidé d'effectuer les 

actualisations des blocs Z i, i = 1, ... , n, dans notre algorithme 1v1CMC principal 

au moyen cl 'un échantillonneur de Gibbs. 

Dans ce qui suit , on dérive les lois condit ionnelles complètes d 'une loi NMVT. De 

plus, on présente le schéma de simulation utilisée ainsi que son intégration dans 

notre algorithme MC~·.;IC principal. 

1.6.1 La loi normale tronquée multivariée et le. lois conditionnelles complète. 

Définition 1.6.1. Un vecteur aléatoire W de dimension pest distribué selon une 

loi normale tronquée multivariée (NMVT) dont le support est l'hyper-rectangle 
p 

n = II n j (R j = ( aj' bj)) si sa densité est de la forme : 
j=l 

où :E est une matrice définie positive. On note W ,..._, TNv( J-L , :E , R ). 

(1.16) 

On souligne que les paramètres aj et bj , j = l, ... , p, apparaissant dans le support 

R peuvent être -oo et +oo. Dans notre cas, les lois conditionnelles complètes des 
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blocs Z ; sont en fait des lois :tv1VT avec R i.i = (0, +oo) ou R i.i = ( -oo, 0), .i = 

1, . . . , p, selon les valeurs prises par les variables binaires Yij. En outre, bien que 

dans cet te section on se concentre sur la loi JtviVT de la définition 1. 6.1 , il est 

possible de définir une famille plus large de lois NiviVT en considérant comme 

suppor"t une région convexe quelconque de JRP. 

Maintenant, on dérive les lois conditionnelles complètes de la loi N~·/IVT. D'abord, 

on réécrit la densité (1.16) au moyen de la densité normale mult ivariée Np( w iJL , :E) : 

(1.17) 

En utilisant (1.17) , les densités p(wJiw- _1), avec w _J E IT~=l R k> et j = 1, ... ,p, 
ki-) 

prennent la. forme : 

p(w) 

.r:: p( w ) dw.i 

D'autre part, on sait que si X= (Xj, X -J) "'N11(JL , :E ) où JL = (f.lJ , J.l - j)' et 

~ = ( a}J :EJ,-J ) , avec :E -J,-j défini e posi tive, alors : 
:E-j,j :E-j,- j 

Ainsi , on déduit que les lois conditionnelles complètes de la loi NI'viVT sont des 

lois normales tronquées univariées (NUVT ) dont les densités sont de la forme : 

' , d" W lW ']"' "' ' ( 2 -n ) c est-a- ·1re : .i - j '"'"' 1 v1 /-L j.-j, Oj.- j, 1"\..j . 
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1.6.2 Simulation de la loi NUVT et échant illonneur de Gibbs 

La simulat ion de la loi NNIVT au moyen d'un échantillonneur de Gibbs demande 

de pouvoir simuler des lois N VT. À cette fin , et dans un premier temps, on a 

choisi la méthode d 'inversion due à sa simplicité. 

La fonction de répartition d 'une variable aléatoire Hl '"" T N1 (p. , cr2 , (a , b)) est : 

F (w) = 

0 

<P(7)- P1 

P2- P1 

1 

si w < a 

si a~ w ~ b, 

si w > b 

où <P est la fonction de répartition d'une variable normale centrée réduite., p1 

<P (a.~J.L) et P2 = <P( 11~1 L). 

Pour génér r une réalisation de cette loi avec la méthode d 'inv .rsion, on do it 

résoudre l'équation F(TV) = U, où U '"" U (O, 1). Après une simple manipulation 

algébrique on obtient : 

Ainsi, l'échantillonneur de Gibbs pour la simulation d 'un vecteur aléatoire W '"" 
p 

TNp( J-I, , "E , R ) , où R = IJ (aj , bj) , (aj,bj) = (O, +oo) ou (-oo 0) , prend la forme 
j = l 

suivante: 

I · · l · W (O) _ ( 1,r; (O) U f (O) rv (O) ) - nl tla lSer - ' V l , VI 2 1 • • . 1 1• p · 

P - l l ~- 1 2 - 2 ~ ~- 1 ~ ,. - 1 - reca cu er L...J -J,-J et crj. -J- crjj - LJj ,-j LJ-j,-J LJ -j,j , .7 - , ... ,p. 

- Pour t = 0, 1 ... , T- 1 : 

Pour j = 1, ... ,p générer vVY+l ) de la l oi conditionnelle compl èt e 

T .,.. , ( Ct) 2 ( b )) , (t ) _ + ~ ~-l (W (t) ) . 
l 'I IJf -.i ' crj. - J a.j , j ou f.tj.-J - tL.i LJ j ,- j LJ _j, -J -j- 1-"-j . 



39 

Générer U de la loi U (O, 1). 

Si aj = 0 (R .i = (0, +oo)) : 

sinon (R j = ( - oo, 0)) : 

- Retourner les valeurs {W(l), W (2) , .. . , W (T) }. 

Dans un deuxième temps, afin d 'accroître la précision des calculs dans les simula

tions des lois NUVT, on a décidé d 'adopter l'algorithme d 'acceptation-rejet mixte 

proposé par Li et Ghosh (199:3). Cet algorithme, qui est une version améliorée des 

méthodes de simulation développées par Geweke ( 1991) et Robert ( 1995) , est basé 

sur une utilisation intelligente de quatre méthodes de rejet standards dans le but 

d'optimiser le taux d 'acceptation global des proposit ions. D'abord, l'algorithme 

tire profit d 'une propriété fondamentale de la loi NUVT qu 'on présente dans la 

proposition 1.6.1. 

où R 2 = (a, b) avec a= (c -tL)/Œ et b = (d -t.t) / Œ. 

Ainsi , une fois qu'on a généré une réalisation x de la variable aléatoire X ,...., 

TN1 (0, 1, R 2
) , on peut facilement obtenir une réalisation de vV"' TN1 (p., Œ2 , R 1) 

au moyen de la transformation w = /.l + Œ~D . En conséquence, l'algorithme de Li 

et Ghosh présuppose, sans perte de généralité, que la variable aléatoire à simuler 

est toujours de loi NUVT' standard . 



On remarque que lorsque R 1 = (0, +oo), R 2 est de la forme (a, +oo). Dans ce cas 

particulier , 1 'algorithme propose trois lois de proposition possibles en fonction de 

la valeur de a : 

1. a < 0 : on ut ilise une loi normale standard ; 

11 . 0 < a < a0 = 0.2570 : on prend une loi normale standard t ronquée à. la 

moyenne (0) ; 

iii. a ~ a0 = 0.2570 : la loi de proposition est une loi exponentielle de para

mètre .À* = a+~ t ranslatée de a unités. 

Les valeurs de a0 et .À* sont t elles que le taux d 'acceptation de l'algorithme qui 

combine ces trois lois est maximisé. Concernant la loi de proposition exponent ielle 

translatée, il est possible de montrer que le taux d 'acceptation opt imisé est égal 

à ~.À*exp (- >.;
2 + x •a)<D(-a). On souligne aussi que pour des intervalles de 

la forme R 2 = (-oo, a) (R 1 = (- oo, O)) , on peut obtenir une réalisation en 

appliquant la même méthode sur l'intervalle R 2 = (-a , +oo) et en changeant le 

signe du résultat. 

L'application de cet algorithme pour la simulation de lois NUVT avec des inter

valles de t roncature de la forme (0, +oo) ou ( -oo, 0) est présentée directement 

dans le schéma algorithmique de l 'échantillonneur de Gibbs suivant : 

P - 1 1 ~- ] 2 - 2 ~ ~- ] ~ . - 1 reca cu er L.J - J,-J et Oj.-J- a jj - L.J j.-j L.J-j,-J L.J - j .j, .J- , .. . , p. 

Pour t = 0, 1, ... , T - 1 : 

Pour j = 1, . .. , p générer vvy+l) de la loi conditionnelle complète 

'1' 1\T. ( (1) 2 ( . b·)) , (t) _ . ~ - .~ - 1 (W (t.) _ ) 
• 1 /J' j .- .i ' (Ji--i' aJ , .1 ou { Lj. - j- tt.1 + L.JJ,- J L.J -j,-j -j 11-j 

- Si aj = 0 ( R .i = (0, +oo)) 
(t ) 

. a = -P·j.- i 

. <>j .-j ' 
s = 1, 



( t ) 

sinon : a= Jl i .-:i. s = -1. 
a _j. -j . 

Si a< 0: 

1. Générer Z "'"'N(O, 1), 

2. Si Z 2:: a : X = Z , sinon : retour en 1. 

sinon : 

- Si a < 0.2570 : 

1. Générer Z "'"'N(O , 1) , 

2. Si JZJ 2:: a: X= JZ J, sinon: retour en 1. 

sinon: 

a+ v'a2 + 4 
1. Calculer À* = , 

2 

2. Générer Z' "'"'Exp().*), U "'"' U (O, 1) et Z =a+ Z' , 

41 

3. Si U ~exp( - 1/2(Z- ).* )2
) : X= Z , sinon: retour en 2. 

(t+l) - (t;) 
Poser w} - p,f-.i + SOf-jX. 

Retourner les valeurs {W(l) , W (2l, ... , w U'l }. 

Quelque soit la méthode utilisée pour la génération des lois NUVT, on souligne que 

l'échantillonneur de Gibbs peut être formulé en termes de la matrice de précision 

H = ~- 1 au lieu de la matrice de covariances ~ - En effet, si on écrit la. matrice 

de précision H en forme de matrice par blocs : 

(
(]'2. ~ ,- .. ) -1 H = JJ . • -.7 

~-.i..i ~-} , -.i 

alors, en util isant des formules d 'inversion, on obtient : 



42 

2 2 ~ ~-1 ~ H -1 
{J - -= (J -- -LJ,-_ ,·,w - -LJ _,- ,-= .. J. - J JJ . ' . - ) ,- ) . ). JJ 

On remarque aussi que, lorsque la matrice H est connue, l 'échant illonneur de 

Gibbs ne demande que l'inversion de H jJ, qui est un scalaire. Ainsi, l'ut ilisation 

de la matrice H au détriment de la matrice :E est souvent préférable en termes 

d 'effi cacité computationnelle. 

Bien que les actualisations des blocs Z i, 'i = 1, . .. , n, dans l'algorithme NlCl'vlC 

de la section 1.5 peuvent être faites au moyen de l'un ou l'autre échantillon

neur de Gibbs proposés ici, l'inclusion directe de cet échantillonneur dans un 

algorithme Ivletropolis-Ha.<;tings en blocs est trop lourde computationnellement. 

Une alternative qui s'est avérée plus efficace consiste à t raiter chaque composante 

Zij , j = 1, .. . ,p , de chaque vecteur Z i, i = 1, .. . , n, comme un bloc en lui même. 

À part ir de l'expression (1.14) des densités des lois conditionnelles complètes de 

chaque vecteur Z.;, il est facile de vérifier que les lois conditionnelles complètes 

des blocs Zij (j = 1, . . . , p; 'i = 1, . .. , n) sont des lois UVT. 

Ainsi, dans l'algorithme IviCMC principal, l'étape d 'actualisation des Z i, 1, 

1, . . . , n qui initialement prenait la forme : 

P · 1 - - z<t+l l d 1 1 · d · · 11 1-our 1, = , . .. , n, generer i e a Ol con l tlonne e comp ete 

Z (t+l ) ,...., 1,n (X ·f3 (t) ,.,.2(0i (t) ) -1 R (t) n) 
i J \ p ~ '" : i , ~ly. 

est maintenant devenue : 

- Pour i= 1, ... , n 

P · 1 - - zCt+l) d 1 1 · d · · 11 1· our J = , .. . ,p, generer lj e a Ol con ltlonne e comp ete 

de Zij : 
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Z (t,+ l) r7·' 1\ T ( (t) 2(1) 'T> ) 
'i:i "' iVl fL,i , j .-j ' Œ i,j. -)' l~ij 

- 2(il (H (t ) )-1 (t) . = (t) _ (Hco.)-1 H (t.) .(z (t l . _ en .) 
ou Œ i,j.- j = i ,jj ) fl t , .J. - ] ILtJ •f,,JJ 'I,.J ,-.1 'l ,- :J M t ,- .J ) 

H (t ) _ ( -2 A,(t)(R (tl)-I) .. 
i ,jj - Œ 'Pi JJ , 

et la région de troncature R i j étant l'intervalle (0 , +oo) si Yi.i = 1 et 

( - oo, 0) sinon. 





CHAPITRE II 

ANALYSE IviULTIVARIÉE DES DONNÉES 

2.1 Les mesures d 'effet 

Afin de résumer les résultat s de nos analyses concernant l'association entre l 'expo

sition et les réponses on suit l 'approche de Hund et al. (2015), qui proposent deux 

types de mesures d 'effet : le rapport de cotes (OR de l 'anglais "odds ratid') et la 

différence de ri sque (ATE de l 'anglais "average treatrnent effect"). L'estimation de 

ces deux mesures d'effet du traitement a été faite en adoptant le cadre contrefac

tuel de Neyman-Rubin (Rubin, 1974). Dans ce qui suit, on int roduit la notation 

propre au cadre cont refa.ctuel et on présente les expressions générales a.ssociées à 

chaque mesure dans un contexte de régression logistique multivariée bayésienne. 

2.1.1 Not ation 

On commence pa.r supposer l'existence de n unités expérimentales indexées pari= 

1, .. . , n , vues comme un échantillon aléatoire d 'une population plus large. Pour 

chaque unité, on suppose aussi la connaissance du vecteur de réponses binaires 

Y - (Y 1 YP) t 1 ' t . d -' d" t " x - d" ·(X 1 X 11 ) ' ' • ·i - i , ... , i e a md. ,n ee . e pre 1c .wn i - . 1ag i, . . . , i presentees 

à la fin de la section 1.2.3. On souligne que la notation présentée ici pour désigner 

les vecteurs de réponses, la matrice de prédiction et chaque sous-vecteur ligne est 

légèrement différente de celle de la section 1.2.3. Ce changement a ét é effectué pour 
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des raisons de clarté lors de la description mathématique des différentes variables 

modélisées dans cette étude. Dans chaque sous-vecteur ligne X~, .i = 1, ... , p, 

de la matrice X i, on distingue la variable binaire associée à un traitement (ou 

exposition) Ei (Ei = 0 pour l'exposition de base et Ei = 1 pour l 'exposition 

active) et l'ensemble des covariables C { En outre, on définit (Y i(O) , Y i(1)) comme 

la paire de réponses potentielles a..ssociées à la ième unité expérimentale lorsque 

celle-ci reçoit l'exposition de base et l'exposit ion active, respectivement. Ainsi, le 

vecteur des réponses observées Y i est relié à la paire des réponses potentielles 

(Y t(O), Yi(l)) par l'expression : 

si Ei = 0, 

Enfin, on précise que bien qu'on dérive les expressions de chaque mesure d 'effet 

en supposant un traitement à deux niveaux dans cette section (variable binaire 

Ei), il e.st facile d 'extrapoler celles-ci lorsque le t rai tement est à plusieurs niveaux 

(une variable binaire pour chaque modalité de traitement). Ceci est le ca..s dans 

notre étude, comme on le verra dans les sections ultérieures. 

2. 1.2 Les rapports de cotes 

Dans la section 1.4, on a vu que le modèle t-link est une t rès bonne approximation 

au modèle de régression logistique mul t ivarié original proposé par O'Brien et Dun

son (2004). Ceci implique que, clans la. pratique, les estimations des coeffi cients 

de régression {3 utilisant un modèle ou un autre sont presque ident iques. Ainsi , 

étant donné que le modèle mult ivarié original a une structure marginale logis

tique, les coefficients de régression {3 estimés avec le modèle t-link correspondent 

approximativement aux logarithmes des différents rapports de cotes a.ssoeiation

nels. C'est-à-dire : 
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logit(P (Y/ = 1fX 1)) = x ;13J = (3g + Ei,B~ + C{/3{:-: , j = 1, . . . , p (2. 1) 

et donc, ORJ = P(r ? = 1[Ei = 1, C i)/(1- P(r ? = l [Ei = 1, C f)) =ex )((3·7 ). 

P (Y/ = 1[Ei = 0, C:i)/(1- P (Y/ = 1[Ei = 0, C i)) l E 

On souligne que ces rapports de cotes sont interprétés conditionnellement aux 

covariahles C et qu'ils sont supposés constants à travers tous les niveaux de ces 

variables. 

Si certaines hypothèses sont respectées (Rubin, 1974), notamment que l'ensemble 

des variables confond<mtes est représenté dans C{, le rapport de cotes 0 RJ asso

ciationnel acquiert une interprétation causale et peut être exprimé en termes des 

réponses potentielles ~J ( 0) et Y/ ( 1) : 

En suivant une approche ba.yésienne, l 'estimation de l'effet de l'exposition E sur 

chaque réponse binaire yJ au moyen du rapport de cotes ORJ , j = 1, . .. , p, est 

ba..::;ée sur la loi a posteriori de 0 Ri. Dans la pratique, on obtient une estimation 

de cette loi a poste1·iori au moyen d'un échantillon aléatoire { (l?1)(1l , (/31)C2), . .. , 

(;'3~) (T) } généré de la loi a posteriori du coefficient f31s sous le modèle t.-link. 

La. moyenne et/ ou la médiane empiriques ainsi que des intervalles de crédibilité 

peuvent être obtenus afin de résumer la loi de 0 RJ. 

2.1.3 Les différences de risque: ATE 

Un avantage de l'approche bayésienne sur les méthodes d 'estimation classiques est 

qu'elle facilite l'inférence pour les fonctions des paramètres du modèle , ce qui est 

le cas pour les différences de risque individuel ou spécifique à chaque maladie et 

les différences de risque mult iple. 
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On définit la différence de risque spécifique à une maladie (AT EJ, j = 1, ... , p) 

comme la diffücnce de risque de subir la maladie si toute la population était 

traitée versus non t raitée . Exprimée en termes contrefactuds, cette mesure de 

l'effet d'un traitement prend la forme ATEJ = E[Y.'i(1)- YJ(O)] = Ec [E[Y.i(1)

YJ(O)I C J] = Ec [(P (Y(1) = 1) - P(Y(O) = 1))1 C ]. Sous l'hypothèse que l'éclum

tillon est représentatif de la population d 'intérêt, on peut définir un AT EJ au 

moyen de l'estimation d'un A.T EJ empirique conditionnel à la distribution em

pirique de l'ensemble de covariables associées aux participants, A.TEJ = ~ 2::.:::~ 1 
E[1~J( 1)- Y/(O)I C {] = ~ 2:~1 (P (Y/(1) = 1IC{)- P (1~.i(O) = liCf.)). Si certaines 

conditions concernant l'identifiabilité d 'effets causaux sont respectées, il est pos

sible de montrer que P (Y/(e) = 1ICJ) = P(~J = 11Ei = e, C {) , e = 0, 1. En 

combinant ce résultat avec l'expression (2. 1) on obtient : 

P(Y/(e) = l iC {) = exp(,BÔ + ef3k + C{f3i:) , e = 0.1. (2.2) 
1 + exp (tJô + e/3}:; + c~ !3i: ) . 

L'estimation bayésienne des ATEJ , j = 1, . .. , p, est basée sur les lois a posteTiori 

des différences de risque potentielles P (~.i (e) = 1ICf) , e = 0, 1, associées aux 

participants et leur marginalisation ultérieure. Plus précisément , on échant illonne 

de la loi a poste7~iari des coefficients de la régression {3 sous le modèle t-link 

et , pour chaque participant, on génère un échantillon des différences de risque 

contrefactuelles au moyen de l'expression (2.2). Finalement, on caractérise la loi a 

poste'l'io?'i associée au A.T EJ en calculant les différences de risque obtenues pour 

chaque élément de l'échantillon de {3. 

On souligne quo los estimations de AT EJ empirique ne sont pas de bonnes estima

tions de AT Bi pour des populations qui n 'ont pa.<; des caractéristiques similaires 

à l'échantillon de travail. Néanmoins, comprendre comment les risques de subir 

une maladie ou un trouble de santé changent en fonction du traitement reçu dans 
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l'échantillon de travail reste d 'intérêt. 

Le modèle de régression multivarié t-link, à l'opposé d'un ensemble de régres

sions logistiques standards, permet aussi d 'estimer la probabilité de développer 

conjointement une combinaison quelconque de troubles médicaux selon le niveau 

de traitement. Ainsi, on peut estimer les différences de risque associées au trai

tement pour chaque combinaison des troubles ca.rdiométaboliques. Formellement, 

les différences de risque multiple marginalisées sur l'ensemble des covaria.bles de 

l'échantillon sont définies comme : 

n 

ATEz = ~ ""(P(Y i( 1) = l iC i) - P(Yi(O) = liCi)) nL 
'i= l 

où Y i(e) = (Y/(e), r?(e) , ... , Yt(e)) , l = (l1, l2, . .. , lp ) et l.i, e E {0, 1} , J 

1, 2, . .. , p. 

Sous le modèle t- link, les probabilités potentielles sont calculées en utilisant l'ex-

pression : 

P(Y i(e) = l jC i) = { 7p (z i1 X i,L3 , o-2 R , u) dzi, 
Jnz (2.3) 

où x i = diag(Xi, ... ) x n, x { = (1, e, c {) et flz = {z.i E IR4 
: Z <i,j > 0 si lJ· = 

1, zi.i :::; 0 sinon , j = 1, .. . ,p}. 

L'estimation bayésienne des différences de risque multiple (AT El) sui t une dé

marche analogue à celle présentée pour l'estimation des différences individuelles 

(ATEJ) : on échantillonne de la. loi a posterio·ri des paramètres du modèle (,6 et 

R ) et , pour chaque participant , on induit un échant illon des différences de risque 

multiple au moyen de l'expression (2.3). Enfin, on marginalise sur l'ensemble des 

participants pour obtenir des réalisations de la loi a posteriori de AT El. 

Le calcul des différences de risque pour chaque combinaison des t roubles cardiomé

taboliques permet aussi d 'estimer la différence en risque de subir un nombre fixé k 
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de troubles ou plus si l'échantillon entier était traité versus non t raité (AT EN ?. k). 

On note par ~N?.k ( e), k = 1, ... , p , la réponse binaire potentielle prenant la valeur 

1 lorsque, en fixant le traitement au niveau e, le ième participant subit k troubles 

ca.rdiométaboliques ou plus et 0 sinon. Alors, la différence de risque AT g"~?.k 

prend la. forme : 

Comme dans le cas des autres différences de risque, l 'estimation des AT g"~?.k se 

base sur sa loi a poster·io1'i, qui est facilement approximée si les différences AT Et 

ont été préalablement estimées. 

2.2 Description des données 

2.2.1 La cohorte PÉTALE 

Les survivants de la leucémie aiguë lymphoblastique de l ' nfant (LALe) qui ont 

fait l 'objet de notr étude ont été recrutés comme participants dan. l'étude PÉ

TALE menée par le Centre hospitalier universitai re Sainte-Justine (CHUSJ) à 

Montréal L'ét ude PÉTALE est un projet de recherche multidisciplinaire visant 

trois objectifs. Le premier objectif est de caractériser les effets indésirables à long 

terme du trai tement (EIL) les plus communs pour une population de jeunes sur

vivants de la LALe, concrètement: syndrome métabolique, cardiotoxicité, compli

cations osseuses et probl ' mes concernant la qualité de vie. Le deuxième objectif 

est d 'identifi.Er des possibles biomarqueurs cliuiques, biochimiques et génétiques 

pouvant aider à prédire l'apparit ion des EIL. Finalement , le troisième objectif est 

de proposer des recommandations et des intervent ions afin d 'atténuer le risque 

d 'apparition et la sévérité des EIL. 

La cohorte PÉTALE e. t composée de jeunes survivants de LALe qui ont été traités 
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au CHUSJ et qui respectent les critères d 'éligibilité suivants : 

Être de descendence européenne et â.gé de moins de 19 ans au moment du 

diagnostic de LALe entre 1987 ct 2010. 

Avoir été t raité au CHUSJ selon les protocoles associés au t raitement de 

LALe du Dana-Farber Cancer Insti tute (DFCI-ALL) : 87-01 , 91-01 , 95-01 , 

2000-01 , 2005-01. 

Avec 5 ans ou plus de temps écoulé depuis le diagnostic. 

Avoir donné son consentement éclairé si ~ 18 ans, ou avoir donné son 

assentiment et les consentements éclairés de ses parents si < 18 ans. 

- Ne pas avoir souffert d'une LALe récidivante ou réfract aire, ni subi une 

greffe de cellules souches, ni reçu des médicaments ostéotoxiques, et n 'avoir 

aucune maladie osseuse congénitale. 

Entre 2012 ct 2016, les participants de l'étude PÉTALE ont été soumis à des tests 

et analyses cliniques , biochimiques et psychosociaux exhaustifs et spécifiques à 

chaque catégorie de EIL afin de bien caractériser l'ensemble de ceux-ci. Une des

cript ion dét aillée des méthodes et équipements ut ilisés est présentée dans 1vfar

coux, et al. , (2016). 

Dans notre recherche visant à estimer l'impact du t raitement ·de la LALe sur 

la probabilité de développer les facteurs de risque cardiométabolique (obésité, 

résistance à l'insuline, (pré)-hypertension et dyslipidémie), on a travaillé avec un 

sous-ensemble de survivants de la cohorte PÉTALE pour lesquels on dispose des 

données complètes concernant le traitement, les variables de confusion potentielles 

et les facteurs de risque cardiométabolique. 
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2.2.2 Les variables 

Les variables réponses 

Les quatre complications cardiométaboliques : obésité, résistance à l' insuline, 

(pré)-hypert nsion et dyslipidémie constituent l'ensemble des variables réponses 

binaires (ouij non) dans notre étude; chacune de ces variables a été obtenue à 

partir de différentes mesures associées à la santé cardiométabolique de la façon 

suivante. 

L'obésité a été établie chez un individu lorsqu 'au moins un de ces deux fac

teurs était présent à l'entrevue : obèse selon l'indice de masse corporelle IMC= 

poids/ taille2 (kgj m2
) (~ 30 kg/ m2 pour adultes, ~ 97e centile pour enfants) ou 

tour de taille élevé (~ 102 cm pour hommes, ~ 88 cm pour femmes et > 95e 

cent ile pour enfants) (Katzmarzyk, 2004 ; Van den Broeck et al ., 2009). 

La résistance à l'insuline a été définie à partir de trois facteurs : glycémie à jeun éle

vée (~ 6.1 mmol/ L) , pourcentage d 'hémoglobine glyquôe (facteur HbAlc) élevée 

(> 6%) ou valeurs estimées élevées selon le modèle d 'homéostasie de la résistance 

à l' insuline (HOMA-IR) [insuline (miU / L) x glucose (rnmol/ L) / 22.5] (~ 2.86 pour 

adultes, ~ 95e centile pour enfants) (Chen et al. , 2004; Allard et al. , 2003). 

La pression artérielle a été mesurée le matin au bra..c; droit. des participants a..c;sis 

et au repos. La (pré)-hypertension a été établie en suivant. les recommandations 

actuelles pour adultes (Paradis et al. , 2010; Stern , 2013) : on considère qu'un 

individu souffre de (pré)-hypertension lorsque sa pression artérielle systolique est 

~ 130 mmHg ou que sa pression artérielle diastolique est ~ 85 mmHg (~ goe 

centile selon âge et poids pour enfants). Si l 'individu est sous antihypertenseurs il 

est aussi considéré hypertendu . 

La dyslipidémie a été évaluée en sérum à jeun. Un individu a été classé comme 
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souffrant de dyslipidémie s'il avait au moins un de ces quatre facteurs à l'entrevue : 

taux de cholestérol LDL élevé (~ 3.4 mmol/ L pour adultes, ~ 3.36 mrnoljL pour 

enfants) , taux de triglycérides élevé(~ 1.7 mmol/ L pour adultes,~ 1.47 mmol/ L 

pour enfants ) , taux de cholestérol HDL ba.."> ( < 1.03 mmol/ L pour hommes et 

enfants, < 1.3 mmol/ L pour femmes) ou suivant un t raitement pour faire baisser 

le taux de lipides et / ou cholestérol (Genest et al., 2009). 

Enfin , on souligne que, au vu de la complexité dans les définitions des variables 

réponses, il est naturel de définir celles-ci comme des variables binaires plutôt que 

continues. 

La vari able d 'exposition 

La variable d 'exposit ion a été définie à part ir des doses cumulatives reçues de CS 

et de Rr. Les doses cumulatives de CS ont été calculées comme la somme, en 

doses équivalentes de prednisone, des doses cumulées normalisées par la surface 

corporelle (mgj m2 ) de dexametha.sone, methylpreclnisolone et prednisone reçues 

pendant les t rois phases du traitement : induction , consolidation et entretien. 

On a utilisé la médiane de la distribut ion empir ique des doses cumulées (8494 

mg/ m2
) pour catégoriser l'ensemble des survivants selon s'ils ont reçus une dose 

cumulée faible de CS (DF) ou une· dose cumulée élevée de CS (DE). E n ce qui 

concerne l'exposition à la radiothérapie, étant donné que la plupart des survivants 

ont reçu , soit une exposit ion de 18Gy, soit aucune exposition , on l'a quant ifiée au 

moyen d 'une variable binaire (oui/ non) . Ainsi, la variable exposit ion associée au 

t raitement est une variable catégorielle à trois niveaux : 1) DF / non RT, 2) DF / RT , 

3) DE/ RT, quantifiant ainsi l 'intensité elu t raitement combiné de CS et RT. La 

catégorie d 'exposition DE/ non RT a été exclue puisque seul un nombre t rès petit 

de survivants ont reçu une close élevée de CS sans être exposés à la Rf. 
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Les variables d'ajustement 

On s'intéresse à l'impact de l'exposition sur le risque de développer un ensemble 

de complications cardiométaboliqu es quelconque. Ainsi, l 'ajustement par des va

riables potentiellement confondantes est essentielle si on veut obtenir des esti

mations de l 'effet de l'exposit ion qui puissent être pertinentes dans une optique 

d 'intervention médicale. Les variables d'ajustement considérées dans nos analyses 

ont été le sexe, l'âge au diagnostic (années), le temps depuis le diagnostic (années) 

et la concentration de cellules blanches au diagnostic (x 109 / L) , un proxy de la sé

vérité de la maladie noté par \VBC. Les variables d 'ajustement sélectionnées sont 

toutes des variables potentiellement confondantes puisque chacune est associée au 

niveau d 'exposition et.j ou aux réponses cardiométa.boliques étudiées. En particu

lier , le sexe, l' âge et le vVBC ont été utilisées pour classifier les patients dans les 

groupes de risque de rechute standard et élevé dans les protocoles DFCI-CALL 

1987-01 et 2005-01. 

2.3 Analyses 

L'analyse bayésienne de l'effet de l'exposition sur la prévalence des complications 

cardiométaboliques repose sur le modèle t-link d 'O'Brien et Dunson (2004) pré

senté à la section 1.4. L'implantation de l'algorithme IviC:tviC décrit à la section 

1.5 a permis la simulat ion efficace des lois a poste1·io'ri des paramètres f3 et R et 

l'obtention des estimations d 'effets en ajustant pour différentes covaria.bles. 

Dans ce qui suit , on décrit précisément la modélisation des variables d'intérêt 

au moyen du modèle t-l·ink, l'implantation de l'algorithme MCMC ainsi que les 

différentes simulations et analyses effectuées. 
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2.3.1 Modélisation des variables 

Soi t Y i = (YF, Y/, ~H , Y;D) le vecteur de réponses binaires (1/0) pour le 'ième 

survivant où 0 , I , H et. D désignent l'obésité, la résistance à l'insuline, la (pré)

hn)ertension et la dyslipidémie, respectivement. Soient aussi T1,i et T2,i des va

riables indicatrices codant les niveaux de t raitement 2f' et 3e, respectivement, ver-

sus le niveau de base (T0 : DF / non RT) pour ce survivant et C i un vecteur ligne 

de variables d 'ajustement (sexe, â.ge au diagnostic, temps depuis le diagnostic et 

concentration de cellules blanches (\VBC) au diagnostic). Alors, sous le modèle 

t-hnk, ces variables sont reliées par les expressions : 

~j = ll(Z{ > 0) jE {O, I , H, D} , 

Z i i,6 , R '""" T4(XJ3, CJ
2 R , v) , 

où X if3 = diag(Xf , x {, X {1
, x f)(((3°)' , ({31

)' , (f3H)' , (f3v)')' et 

X j ~.i = {3j + T , Bj + T · Bj + C · ~j : 
1. /J 0 1,1., 1 2,t , 2 t fJC 

On rappelle que, afin de bien préserver la structure marginale logistique du modèle 

original d 'O'Brien et Dunson (2004), on a. fixé le paramètre v à 7.:3 et CJ
2 à 7r

2 (v -

2)/3v. On souligne aussi que, bien que la notation choisie pour les sous-vecteurs 

de la matri ce x i permet de différencier ceux-ci , dans notre étude on a x f = 

X 1 = XH = XD l)Uisqu'on a ut ilisé le même ensemble de variables d'aJ·Ustement 
t 1. t 

pour chaque complicat ion cardiométabolique. 

2.3.2 L'algori thme MCMC et les simulations 

Afin d estimer la loi a. poster-iori des paramètres {3 et R , on a implanté l'algo

rithme MCMC présenté à la section LS. Cet algorithme présuppose l'indépen

dance a priori des paramètres, c'est-à-dire p((3 , R ) = p(f3)p(R) , ainsi que la 

normalité des coefficients de régression : {3 '"""Nq((30 , ~,13 ). Plus précisément , on a. 

posé p((3) = IT.i N (f3.ilf36, ~o), où !36 = 0 et ~o = diag(1000,4, ... , 4), pour jE 
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{0, I, H, D}, et p(R ) comme étant uniforme sur l'espace des matrices de corréla

tion. Un prototype de l'algorithme MCMC a été développé en langage R à l'aide 

de l'environnement de développement intégré RStudio. Ultérieurement, dans le 

but d'augmenter la performance de l'algorithme, le programme a été réécrit en 

C++ au moyen des paquets informat iques Rcpp et R.cppArma.dillo . Le code in

formatique associé à 1 'algorithme MCiviC a.insi que le code pour la lecture et la 

manipulation dE,S données se trouvent à l'annexe C. Également , dans l'annexe A 

on trouve les résultats concernant la validation informatique de l'algorithme au 

moyen de deux jeux de données simulés. 

Un élément cri t ique dans l 'implantation de l'algorithme a été l'ajustement de 

la loi de proposition de l'étape .tv1etropolis-Hastings, loi qui permet d 'actualiser 

les six coefficients uniqu s associés à la matricf, de corrélation R (voir section 

1.4, page 28) . En effet , tel que commenté à la section 1.3, le choix du paramètre 

d 'échelle d 'une loi de proposition a un impact important sur le comportement de la 

chaîne, en part iculier sur la dépendance entre réalisations et par conséquence, sur 

la vitesse de convergence et la capacité de bien explorer l'espace cl états. Dans notre 

algorithme MCMC, le paramètre d 'échelle à ajuster était la matrice de covariances 

n (6 x 6) d 'une loi de proposition normale multivariée. À cause de la dimension du 

problème, l'ajustement complet de la matrice des covariances n par simple essai

erreur n'était pas viable. Or, certains résultats suggèrent qu un choix optimal 

consiste à prendre comm . matrice de covarianc s celle de la loi cible multipliée 

pm· un facteur d'échelle paTticulier (Rosenthal, 2010). Ainsi , inspirés par ceux-ci, 

on a décidé de prendre comme choix pour n la matrice de covariances empirique 

d 'un échantillon s'approchant de la loi a posteriori de R (loi cible) multipliée par 

un facteur ( = 0.08) a.ju té par essai-erreur. Cet échantillon a été obtenu à partir 

d 'une simulation préliminaire assez longue pour extrair un nombre suffisamment 

grand de réalisations faiblement corrélées de la loi a posteriori de R . 
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On a remarqué que la valeur d 'échelle avec laquelle on a obtenu les meilleurs 

résultats ( = 0.08) est assez différente de celle proposée dans Rosenthal (2010) 

pour une loi cible normale multivariée de dimension 6 (~ 1). Un facteur qui 

pourrait expliquer cet écart est le fait que le support de notre loi cible est une 

' . l t' t t' ' t l l 'h l [ 1 1]6 . ' ' l' d t . regwn re a 1vemen . pe ,1 ,e ce ypercu )e - , associe a espace . es ma .n ees 

symétriques de dimension 4 x 4 générées avec notre loi de proposition (Rousseeuw 

et 1vlolenberghs, 1994). 

Afin de vérifier la plausible stabilité et convergence des chaînes simulées avec l 'al

gorithme MCMC, on a réalisé un diagnostic de convergence en comparant les 

distributions des réalisations de trois chaînes selon trois conditions initiales diffé-

rentes. Les autocorrélations entre réalisations pour chaque paramètre du modèle 

ont été aussi évaluées. Les détails sur le diagnostic de convergence ainsi que les 

résultats correspondants obtenus sont présentés à l'annexe B. 

Les analyses concernant le lien exposition-réponses cardiométaboliques ont été ef

fectuées avec trois modèles : modèle sans variables d 'ajustement (analyse brute), 

modèle ajusté et modèle ajusté sans WBC. Pour chaque modèle, on a généré 

1050000 réalisations de la loi a posteTioTi de (/3, R). Bien que le processus d'ajus

tement de la loi de proposition décrit antérieurement a permis d'améliorer la 

convergence pour R , celle-ci restait encore lente et l'autocorrélation entre réali

sations consécutives trop élevée. Par conséquent, on a. écarté les 50000 premières 

valeurs ('burn-in') afin de réduire l'influence de celles-ci sur les statist iques obte

nues (moyenne, médianes, IC) . De plus, l'autocorrélation a été considérablement 

atténuée en gardant seulement toutes les 100 itérations ('thinning' = 100). Ainsi, 

pour chaque modèle, le nombre total d ' itérations disponibles pour faire de l'infé

rence était de 10000. 

L'effet de chaque niveau de traitement (Tl vs T0, l = 1, 2) sur l'ensemble des ré-
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ponses cardiométabolique a ét é estimé à l' aide des mesures d 'effet présentées à 

la section 2.1: les rapports de cotes (ORJ , jE {O , I ,H ,D} ), les différences de 

risque individuel ou spécifique à chaque maladie ( ATEJ, j E { 0 , 1, H , D} ) et les 

différences en risque de subir un nombre fixé k de t roubles ou plus (AT E N?.k , k = 

1, ... , 4). Pour chaque modèle, des estimations des lois a posteriori des mesures 

d 'effet ont étés obtenues au moyen d 'échantillons de t aille 10000 de ({3 , R ) en 

suivant les démarches décrites à la section 2.1. La moyenne ainsi que l'intervalle 

de crédibili té à 95% ont été utilisés afin de résumer le. lois. De plus, à cause de 

l'asymétrie des lois a posteriori des 0 Rs, la m, diane a. aussi été présentée pour 

cette mesure d 'association. Enfin, puisque nous pouvons interpréter les coefficients 

du modèle multivarié de façon marginale pour chacune des réponses, on a cru in

téressant de comparer les estimations des OR obtenus de ce modèle à ceux de 

régressions logistiques st andards appliquées à chaque complication cardiomèt abo

lique séparément. 

On souligne que l'obtent ion des AT E N?.k, k = 1, ... , 4, pour chaque niveau d 'ex

posit ion demande le ca.lcul des différences multiples (AT E l ) au moyen des in

tégrales (2.3). L évaluation de ces intégrales, gourmandes en temps de calcul , a 

été réalisée grâce à la. fonction prnvt du logiciel R.. Plus précisément, la fonction 

· pmvt nous a permis d 'évaluer la. probabilité que le vecteur a.uxilaire Z i distribué 
4 

selon une loi de Student multivariée tombe dans l'hyper-rectangle R i = II R1 où 
j = l 

R1 = (0, +oo) ou R1 = ( -oo, 0), selon les valeurs prises par les variables réponses 

binaires Y/. 

Pa.r la suite, des analyses supplémentaires ciblant l'association ent re les variables 

d 'ajustement et les réponses cardiométaboliques pour les groupe de survivants 

ayant reçu le niveau de traitement élevé (DE/ RT) ont été effectuées. Finalement , 

des analyses de sensibilité pour l'association entre \iVBC et la résistance à l'insuline 
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ont été faites au moyen de modèles de régression logistique standards où la variable 

vVBC a été dichotornisée selon une suite de valeurs de seuil définies selon les valeurs 

observées de la variable dans notre cohorte. 

Dans la section suivante, on présente et interprète les résultats obtenus en suivant 

la démarche expérimentale que nous venons de décrire. 

2.4 Résultats 

Des statistiques descriptives de la cohorte PÉTALE sont présentées à la table 

2.1. On souligne que les survivants de notre cohorte sont en majorité des femmes 

(100/180 ou 55.6%). L'âge moyen au diagnostic de la LALe éüüt de 5.8 ans (ET 

(écart-type) = 4.0), tandis que le temps moyen écoulé entre le diagnostic et l'en

trevue est de 15.2 ans (ET = 4.8) . Parmi les 180 survivants, 71 (39.4%) ont reçu 

de faibles doses de corticos téroïdes sans radiothérapie (DF / non RT), 24 (13.3%) 

de faibles doses avec radiothérapie (D F / Rr) et 85 ( 4 7. 2%) des doses élevées avec 

radiothérapie (DE/ RT). Le taux de prévalence des quatre complicat ions cardiomé

taboliques à l'entrevue était assez élevé, allant de 10% pour la (pré)-hypertension 

à 38.9% pour la dyslipiclémie. 

On souligne aussi des déséquilibres marqués concernant la distribution des cova

riables Genre et VvBC entre les différents niveaux de traüement. Par ai lleurs, on 

remarque que les survivants ayant reçu le t raitement de base (DF / non RT) sont 

les plus jeunes, en plus de présenter les plus ba..<Jses valeurs de VvBC et les plus 

courts temps écoulés depuis le diagnostic. 

2.4.1 Résultats modèle multivarié 

Des résultats bruts (non ajustés) et ajustés concernant l'effet de chaque niveau de 

traitement sont présentés aux tables 2.2 et 2.3 pour chaque complication cardio-
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Tableau 2.1 Caractéristiques marginales et stratifiées (par niveau de traitement) 

de la cohorte de survivants de LALe. 

Obésité 

Résistance à l'insuline 

(Pré-)hypertension 

Dyslipidémie 

Genre (mâle) 

Age au diagnostic (annües) 

Temps depuis diagnostic (années) 

WBC (x 109 / L) 

Cohorte complète 1 DF/ ncm HT 

(n = 180) (n = 71) 

DF/ RT 

(n = 24) 

DE/ HT 

(n = 85) 

55 (30.6%) 

30 (16.7%) 

18 (10.0%) 

70 (38.9%) 

80 (44.4%) 

5.83 (3.97) 

15.2 (4.78) 

29.8 (48.8) 

19 (26.8%) 8 (33.3%) 28 (32.9%) 

8 (11.3%) 5 (20.'"%) 17 (20.0%) 

4 (5.63%) 2 (8.33%) 12 (14. 1%) 

17 (2:3 .9%) 12 (50.0%) 41 (48. 2%) 
-------------------------

23 (32.4%) 18 (75%) 39 (45.8%) 

4.66 (2.20) 6.07 (4.95) 6.74 (4.56) 

14.21 (4.39) 16.5 (4.41) 15.7 (5 .07) 

8.30 (7.29) 23.9 (35.9) 49. 5 (62.4) 

Les résultats sont présentés en % (ent re parenthèses) pour les vari ables binaires 
et avec la moyenne et l'écart-type (entre parenthèses) pour les variables continues. 
DF : dose faible de corticostéroïdes; DE : dose élevée de corticostéroïdes; RI' : 
radiothérapie; \VBC : concentration de cellules blanches. 

métabolique individuellement. On souligne que, sous les trois modèles multivari(>_s, 

le niveau de t raitement DE/ RT (versus le niveau de ba..c;e DF / non RT) est signi

fkativement associé à une augmentation de la prévalence de la dyslipidémie chez 

les survivants, et cela selon les deux mesures d'effet utilisées : le rapport de cotes 

( OR0 ) et la différence de risque individuel (AT E 0 ). En particulier, dans le modèle 

ajusté incluant le \VBC, les médianes et intervalles de crédibilité pour ces mesures 

sont OR0 = 2.49 (IC à 95% : 1.16, 5.48) et ATED = 0.19 (IC à 95% : 0.03, 0.35), 

respectivement. Aucune autre association ent re un niveau de traitement et une 

complication cardiométabolique n'a pu être considérée comme statistiquement si

gnificative (tous les intervalles de crédibilité des ORs et des AT Es restants incluent 

leur valeur de référence , soit 1 ou 0, respectivement). On remarque que l'inclusion 

de la variable \VBC dans le modèle a une faible influence sur l'estimat ion de l'effet 

du traitement sur la (pré)-hypertension et la dyslipidémie individu .ll ment . En 
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effet , les valeurs des moyennes et médianes ainsi que les intervalles de crédibilité 

estimés pour 0 RH , 0 RD , AT EH et ATED n 'exhibent pas de changements su b-

tantiels lorsqu'on passe du modèle ajusté sans inclure WBC au modèle ajusté 

incluant \VBC (modèle ajusté complet). Par contre, on observe une situation dif

férente pour l'obésité et la résistance à l'insuline : lorsqu on inclut \VBC dans 

le modèle, les valeurs associées aux mesures d 'effet OR0 , OR1 , AT E 0 et AT E1 

sont sensiblement atténuées . Ces résultats suggèrent que WBC est une variable de 

confusion pour ces deux réponses cardiométaboliques. En fait , \VBC est un très 

fort déterminant du niveau de t raitement r çu et l'association entre \rVBC et la ré

sistance à l'insuline a été t rouvée statistiquement significative avec un 0 R = 1.17 

pour un incrément de 10 unités de \iVBC (rC à 95% : 1.07, 1.29). 

En examinant les éléments estimés de la matrice R dans le modèle ajusté complet , 

on remarque une corrélation résiduelle posit ive entre l'obésité et la dyslipidémie 

(p = 0.30, re à 95% : 0.08, 0.51) et une autre encore plus marquée ent re 1 obésité 

et la résistance à l'insuline (p = 0.68, re à 95% : 0.48, 0.84). Ces del.LX résultats 

viennent souligner ce que d'autres études ont mis en évidence, à savoir l'existence 

de liens causaux ent re l'obésité et la résistance à l'insuline (Hardy et al. , 2012; 

Kahn et Flier , 2000) , ainsi qu 'ent re l'obésité et la dyslipidémie (Klop et al., 2013). 

La table 2.4 pr(>,sente des résultats concernant l'impact global du t raitement sur 

l'ensemble des complications cardiométaboliques. En particulier, on a estimé les 

différences de risque cumulé AT gN~k, k = 1, ... , 4, pour chaque niveau de traite

ment sur la base des deux modèles ajustés. On voit que, dans le modèle complète

ment ajusté, le niveau de traitement le plus élevé (DE/ RT) est significativement 

associé à une augmentation de 0.15 du risque de développer au moins une com

plication métabolique (N 2 1) en comparaison au niveau de t raitement de base 

(DF / non RT). La valeur de cett e différence de risque est expliquée principale

ment par les différences de risque multiple (AT El ) de deux combinaisons spéci-
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Tableau 2.2 Rapports de cot es (ORs) bruts et ajustés associés au traitement pour 

les facteurs de risque cardiomètabolique individuels. Les estimations ponctuelles 

sont la moyenne/ médiane a posteriori obtenues avec 10000 réalisations. 

Obésité 

DF/ RT 

DE/ RT 

Résistance à. l 'ins·ul·ine 

DF/ RT 

DE/ R.T 

(Pré) -hypertension 

DF/ RT 

DE/ R.T 

Dyslipidémie 

DF/ RT 

DE/ R.T 

QR,t (Intervalle de crèdibilité 95%)tt 

Brut 

1.41/ 1.25 (0.44, 3.40) 

1.41/ 1.33 (0.68, 2.61) 

2.01/ 1.68 (0.49, 5.4 1) 

2.12/ 1.91 (0.82, 4.60) 

1.80/ 1.32 (0.21 , 6.30) 

3.07/ 2.55 (0.93, 8.44) 

3.34/ 2.97 (1. 17, 7.64) 

2.99/ 2.83 (1.45, 5.53) 

Ajusté 

incluant \i'/BC 

1.75/ 1.50 (0.47, 4.37) 

1.18/ 1.09 (0.49, 2.40) 

1. 71 / 1.39 (0.34, 5.03) 

0.98/ 0.85 (0.29, 2.46) 

1.29/ 0.93 (0.15 , 4.69) 

3.03/ 2.40 (0.71, 8.85) 

2.70/ 2.36 (0.84, 6.65) 

2.70/ 2.49 (1.16, 5.48) 

Ajust.è 

excluant \VBC 

1.85/ 1.59 (0.53, 4.72) 

1.46/ 1.36 (0. 65 , 2.85) 

2.04 / 1.66 (0.43 , 6.03) 

2.09/ 1.85 (0.75, 4.84) 

1.25/ 0.89 (0.14 , 4.51) 

3.03/ 2.42 (0.74, 9.07) 

2.63/ 2.30 (0.83, 6.40) 

2.51 / 2.34 (1.15, 4.81) 

t : Le traitement de base est DF / non RT. 
tt : Les bornes des intervalles sont les percentiles empiriques 2.5 % et 97.5 %. 
DF : dose faible de corticostéroïdes; DE : dose élevée de corticostéroïdes; RT 
radiothérapie ; WBC : concentration de cellules blanches. 

fiques de troubles métab oliques : (Y0 = 0, yi = 0, yH = 0 yD = 1) et (Y0 -

0, yi = 0, yH = 1, yD = 1). Pour la première combinaison, la valeur estimée 

de l'AT El , l = (0 , 0, 0, 1) , est 0.10 (IC à 95% : -0.00 , 0.21) tandis que pour la 

deuxième l'AT E l , l = (0, 0, 1, 1) , on a obtenu 0.02 (IC à 95% : 0.00 , 0.06). On 

souligne que, pour cette dernière combinaison, l 'estimation de l'AT Et est statist i

qnement significative, ce qui indique que le niveau de t raitement le plus élevé (vs 

traitement de base) semble augmenter légèrement (0.02) le risque de présenter une 

dyslipidémie et une (pré)-hypertension simultanément sans obésité ni résistance à 
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Tableau 2.3 Différences de risque individuel (AT Es) brutes et aj ustées asso

ciées au traitement pour les facteurs de risque cardiométabolique. Les estimat·ions 

ponct11.elles sont les moyennes a posteriori obten'Ues avec 10000 réalisations. 

AT E (Intervalle de crédibilité 95%) 

Brut 

Obésité 

DF/ RT 0.05 (-0.15, 0.27) 

DE/ RT 0.06 (-0.08, 0.19) 

Résistance à l 'insuline 

DF/ RT 0.07 (-0.07, 0.24) 

DE/ RT 0.08 (-0.03, 0.19) 

(Pré )-hypertension 

DF/ RT 0.02 (-0.07, 0.16) 

DE/ RT 0.08 (-0.01, 0.17) 

Dyslipidémie 

DF/ RT 0.24 (0.03, 0.45) 

DE/ RT 0.23 (0.08, 0.37) 

voir table 2.2 pour les notes et légendes. 

Ajusté 

incluant vVBC 

0.08 ( -0.14, 0.31) 

0.01 (-0.14, 0.17) 

0.04 (-0. 11 0.22) 

-0.02 (-0.14, 0.09) 

-0.00 (-0.09, 0.11) 

0.07 (-0.03, 0.17) 

0.18 (-0.04, 0.41) 

0.19 (0.03, 0.35) 

Ajusté 

excluant WBC 

0.09 (-0.12, 0.32) 

0.06 (-0.08, 0.20) 

0.06 (-0.08, 0.25) 

0.07 (-0.04, 0.18) 

-0.00 (-0.09, 0.10) 

0.07 (-0.03, 0.16) 

0.18 (-0.04, 0.40) 

0.18 (O.ü:3, 0.33) 

l'insuline. Par ailleurs, on note que toutes les A.TE'"-ï?:.k, k = 1, . .. , 4, associées au 

niveau de traitement DE/ Frf sont positives et que, dans le modèle ajusté excluant 

\NBC, celles-ci sont significativement différentes de zéro. Ceci pourrait indiquer 

un potentiel effet global nocif du niveau de traitement élevé en comparaison au 

niveau de base sur l'ensemble des complications cardiométaholiques. Cependant, 

puisque vVBC semble être une variable de confusion pour au moins deux troubles 

métaboliques (obésité et résistance à l' insuline) et que cette variable est exclue 

du modèle où les estimations des ATEN?.k, /..; = 1, ... , L1, sont statistiquement 
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significatives, ces résultats devraient être pris avec prudence. 

Tableau 2.4 Diflérences de risque (A.T Es) pour les facteurs de risque métabolique 

cumulés (N = L j Yj). Les estimations ponctuelles sont les moyennes a poster·iori 

obten'Ues avec 10000 réalisations. 

ATE (Intervalle de crédibilité 95%) 

Ajusté Ajusté 

incluant vVBC excluant \VBC 

N?. 1 

DF/ RT 0.16 (-0.04, 0.34) 0.17 (-0.03, 0.35) 

DE IRT 1 0.15 (0.01, 0.30) 0.19 (0.05, 0.33) 

N?. 2 

DF/ RT 0.11 (-0.06, 0.29) 0.12 (-0.04, 0.30) 

DE/ RT 0.07 (-0.05, 0.19) 0.13 (0.02, 0.24) 

N?. 3 

DF/ RT 0.04 (-0 .03, 0.14) 0.05 ( -0.02, 0.14) 

DE/ R'l' 0.03 (-0.02, 0.08) 0.06 (0.01, 0.12) 

N=4 

DF/ RT 0.00 (-0.00, 0.02) 0.00 (-0.00, 0.01) 

DE/ RT 0.01 (-0.00, 0.02) 0.01 (0.00 0.02) 

voir table 2.2 pour les notes et légendes. 

À la table 2.5 , on trouve les rapports de cotes a..ssociés aux variables d 'aj ustement 

pour chaque trouble métabolique sous les trois modèles étudiés : modèle ajusté 

complet, modèle ajusté sans vVBC, modèle ajusté complet restreint au groupe de 

survivants ayant reçu DE/ RT. En examinant la table , on remarque que, dans les 

trois modèles , le fait d 'être un homme diminue significativement le risque d 'être 

obèse en même temps qu'augmente 1, risque d souflrir de (pré)-hypertension . 
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Dans les mêmes modèles , on voit de plus que le temps depuis le diagnostic est 

associé posit ivement au risque d 'être dyslipidémique. 

En ce qui concerne WBC, on rappelle qu 'on a constaté que celle-ci était présumé

ment une variable de confusion pour l'estimation de l'effet du traitement sur la 

résistance à l'insuline. En effet des résultats différents pour le traitement étaient 

obtenus selon l'inclusion de WBC dans le modèle. Or, l'association remarquée 

entre WBC et Y 1 dans le modèle ajusté complet peut être induite par l'existence 

de deux chemins causaux (voir figure 2.1 ), l'un allant de WBC à Y 1 (effet di

rect) , et l'autre par l'entremise de la variable TXT ut ilisée comme proxy unique 

pour les autres agents chimiothérapeut iques non considérés dans nos analyses. 

Afin de pouvoir identifier l'effet direct de WBC sur la résistance à l'insuline, il 

est nécessaire de fixer TXT et CS simultanément . L'analyse stratifiée, obtenue en 

restreignant le modèle ajusté au groupe de survivants DE/ RT, a été réalisée pour 

atteindre ce but. Essentiellement , la restriction sur le groupe DE/ RT, qui est le 

groupe de survivants à plus haut risque, permet implicitement de fixer les niveaux 

de CS et de TXT, bloquant ainsi les chemins 2 et 3 du diagramme causal de la 

figure 2. 1. Ainsi, le résultat de l'analyse stratifiée obtenu pour WBC, 0 R = 1.02 

(IC à 95 % : 1.01 , 1.03) ou 0 R = 1.17 (IC à 95 % : 1.07, 1.29) pour un incrément 

de 10 uni tés, indique que la concentration de cellules blanches au diagnostic pour

rait avoir un impact direct sur la prévalence de la résistance à l'insuline chez les 

survivants. 

Finalement , les figures 2.2 et 2.3 présentent la force de l 'association entre WBC et 

la résistance à l 'insuline lorsque WBC est définie comme une variable b inaire. Plus 

précisément, la figure 2.2 montre WBC vs log OR obtenus en ajustant une suite de 

régressions logistiques stantards où, pour chacune, WBC a été dichotomisée selon 

une valeur de seuil croissante fixée ntre 3 et 120 (x109/ L). La figure 2.3 montre 

le même type de graphique, mais lorsqu 'on restreint l'analyse au groupe DE/ RT. 
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Dans les deux graphiques, on remarque une tendanc croissante de log( 0 R) ainsi 

que des valeurs très significatives dépassant 2.00 (OR > 7.40) lorsque les seuils 

de WBC sont proches de 120. Ainsi , ces derniers résultats viennent conforter l'hy

pothèse de l'effet direct de WBC sur la ré istance à l' insuline. Globalement , ces 

résultats semblent indiquer que la prévalence élevée de complication · cardiomé

taboliques ne serait pas exclusivement due au traitement de la LALe, mais serait 

également due à la maladie elle-même. 

3 

TXT cs 2 yr 
• . -----:- -------. 

1 

• 
WBC 

Figure 2.1 Liens causaux potentiels entr l niveaux de doses de corticostéroïdes 

(CS) , d 'autres agents chimiothérapeut iques (TXT), les WBC et la résistance à 

l'insuline (Y ' ). Fixer TXT et CS permet d 'isoler et estimer la force du li en 1. 



67 

,-.... Résistance à l'insuline 
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Figure 2.2 Rapports de cotes (sur échelle logarithmique) ajustés associés à une 

paramétrisation binaire de WBC pour résistance à l 'insuline, où la paramétrisa

t ion est basée sur des seuils croissants entre 3 et 120. Symboles de signification 

statistique : cercles pour P (p-value) > 0.05; triangles pour 0.01 < P < 0.05 ; 

croix pour 0.005 < P < 0.01 ; losanges pour P < 0.005. 
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F igure 2.3 Rapports de cotes (sur échelle logarithmique) ajustés associés à des 

WBC binaires pour résistance à l'insuline. Voir graphique 2.2 pour les symboles 

de signification statistique 
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Tableau 2.5 Rapports de cotes ( 0 Rs) ajustés pour les facteurs de risque méta

bolique individuels. Les estimations ponctuelles sont la moyenne/ m édiane a pos

teriori obtenues avec 10000 réalisations. 

On (In tervalle de crédihili té <i. 9G %) 

Obr'8il.r' 

DF nT t 

DE nT t 

Âge au at diag. (années) 

TelllflS dl·puis diag. (a nn(·es) 

Hollllnc 

WDC (x 109 L) 

Rr'sis lu:n,., ù l'in.m.linl' 

DF ru 
DE ru 
Âge a u a t di<~ g. (<Inii (•es) 

Te1nps d epuis diag. (a nn(•cs) 

HOI!llne 

WI3C (x 1119 L) 

( Pn) -h:t;)l' ?ü·nsion 

Ajus té 

inclua nt WD C 

1.7::> 1 ::>0 (0.4 7 . ..1 .37) 

1.1 8 100 (0.4 0. 2.40) 

1.0211.02 (0.03. 111) 

1.(14 1.04 (0.07. 112) 

11 .::> 11 0.47 (0.23. 0.04 )" 

1.01 . 1.01 (1.011. l.lll ) 

1.71 13!) (11 .34. ::> .03 ) 

0.08 0 8::> (0.20. 2.4G) 

1.02 1.02 (O.!J l. 114) 

1.10 Lill (1.110. 1. 21)" 

0.84 O. 7G (11. 311. 1.84) 

1.02 1.(12 ( 1.111. 1.113)" 

DF 1 nT 1.20 0.03 (ill ::> . 4.G!J) 

DE nT 3 113 V JO (0.71. 8.8::>) 

Âge a u at diag. (années) llll ].()] (11.88. 1.1 4) 

Te111ps d epuis diag. (a11nées) O.!J:J 0.% (0.84 . 1.(17) 

Ho nlllle G.114 / 4. 8!J (1.70, 17.2)' 

WDC (x 109 L) 1.00 11.00 (O.!J!J , Ull ) 

Dy8lirridr'111.Ù' 

A justé sans 

inclure WIJC 

J. 8:J 1 1 :J!J (11.:J3. cl.72) 

1.4G 1.3G (O.G:J. 2. 8::>) 

1.112; 102 (0.03. 1.11 ) 

1.113 1.03 (O.!JG. 1.11 ) 

Il ::>2 0.4 !) (11 .24. O.!J!J)' 

NA 

2114 l.GG (0.'13. G. 113) 

2.00 1 8::> (!1.7::>. 4.84) 

1(12 1.112 (0.!J2. l.JLI) 

1.08 / 1.08 (O.!J!J. 1.1 7) 

0.02 11. 8::> (0.3G. 1.02) 

NA 

1. 2::> 11.8!) (0. 14. 4.::>1) 

3.03 2.42 (0.74. 0.07) 

11111 1.1111 (0.88. 1.13) 

0 !J:J O.!J:J (0.84 . 107) 

GOG '4 01 (170. 17.1)' 

NA 

DF nT 

DE n T 

270 2.3G (0.84 . G.G:J ) 2.G3 2.30 (0.83. GAO) 

270 2.4!) (l. lG. ') .48)" 2'J 1 2.3~ ( I.I 'J. 4.81) ' 

Survivants DE nT 

seuici!ICII L 

NA 

NA 

1.03 ](13 (0.02. I. IG) 

O!J8 11.08 (0.80. 1.118) 

0.42 0 38 (1113. II .!JG) . 

!.Ill 101 (1.1111 . 1.111 ) 

NA 

NA 

II. !J!J 11 .00 (0.8::>. l.J..I ) 

IIIG 1.0::> (0.03. 1.211 ) 

l. 2G l. OG (11. 33. 3.30) 

1 02 1(12 ( 1.111. 1(13) . 

NA 

NA 

LIJ2 1.02 (0.8G. 1.10) 

0.80 0.80 (0. 7::>, 1.03) 

!J 38 / G. G8 (1.72. 33.G) ' 

1.00 r l.OO (O.!JS. Lill ) 

JA 

NA 

Âge a u at dia.g. (a nn(•cs) l OG J.OG (0.07. l.l G) lOG liiG (11.07. LI S) Ill!) l.O!J (11.08. 1 22) 

TclllflS depuis diag. (années) 1.08 1.08 (1.111 . l.lG)" 1 08 1.08 (101. l.lG) ' Ll 3 1.1 3 (1.02. 1.2G) · 

Holllllll' 

vVJ3C( x l09 L) 

Ll 8 1.11 (O.G8, 2. 14) 

Ulll ; Ulll (O.!J!J , l.lll ) 

1.17 1.11 (II .G7. 2.1G) 

NA 

1178 'Il 70 (0.28. 1.7G) 

1.1111 1.1111 (IJ.!J!J. Ull ) 

* IC ne contient pas la valeur de référence (résultats significatifs). 
voir table 2.2 pour d 'autres notes et légendes . 
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2.4.2 Résultats de la régression logistique standard 

Pour fins de comparaison, on présente, à la table 2.6 , les estimations ponctuelles 

des ORs ainsi que des intervalles de confiance à 95% pour ceux-ci. On constate 

que, à l'exception de t rois ca .. s , les valeurs des estimations par maximum de vrai

semblance des ORs se trouvent toujours entre la moyenne et la médiane de leurs 

distributions a posterior-i (voir table 2.2). On remarque aussi que les intervalles 

de confiance sont très semblables, mais toujours un peu plus larges, aux inter

valles de crédibilité présentés à la table 2.2. Ainsi, ces résultats viennent conforter 

les affirmat ions faites précédemment concernant l'effet du traitement sur chaque 

réponse cardiométa.bolique individuellement et plus globalement , l'interprétation 

marginale du modèle t-link. 

Tableau 2.6 Rapports de cotes (ORs) bruts et ajustés associés au t rai tement 

pour les facteurs de risque cardiométa.bolique individuels. Estimations ponctuelles 

et intervalles de confiance obtenues par maximum de vraisemblance. 

Obésité 

DF/ RT 

DE/ R:T 

Résistance à 1 "insuline 

DF/ HT 

DE/ R'I' 

(Pré) -hypert:m1.sion 

DF/ RT 

DE/RT 

Dyslipùlémie 

DF/ RT 

DE/ R:T 

OR (Intervalle de confianc:e 9-5%) 

Brut Ajust.{• 

indu~mt. WBC 

U7 (0.49, :l.66) 1.56 (0.51 , 4.G9) 

U4 (tHi8, 2.72) 1.09 (0.48. 2.46) 

2.07 (0.57, 6.99) 1.40 (0.34., 5.41 ) 

1.!)7 (0.82, 5.12) (J.ïS (0.25, 2.43) 

U i2 (0.20. 8.37) 0 97 (0.1 2, 5.86) 

2 75 (0.91, 10.23) 2.67 (O.ïl. 11.55) 

3.18 (1.21, 8.49) 2.45 (0.86. 7.08) 

2.96 (U:iO, 6.02) 2.54 (1.16. 5.(Ki) 

Ajusté 

C'xduant WBC 

1.70 (0.56, 5.03) 

Ll8 (O.G6, 2.93) 

1.84 (0.46, 6.88) 

1.73 (0.67, 4.73) 

0.96 (0.12, 5.77) 

2.59 (0.74 , 10.63) 

2.40 (0.85, G.89) 

2.39 (1.15, 5.06) 

voir table 2.2 pour les notes et légendes. 
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CONCLUSION 

L'étude présentée dans ce mémoire avait comme principal objectif de contribuer 

à une meilleure compréhension du rôle du traitement dans le développement des 

complicat ions cardiométaboliques chez les survivants de la LALc. L'accès aux 

données de la cohorte PÉTALE nous a permis de mener des analyses qui, pour 

la première fois selon nos connaissances, visaient à estimer l'effet combiné des 

doses reçues de CS et l'exposition à la RT sur le risque de développer certains 

EIL cardiométaboliques chez des survivants de la LALe. Par ailleurs , puisque les 

quatre complications étudiées : obésité, résistance à l 'insuline, (pré)-hypertension 

et dyslipidémie, forment un groupe cohésif de réponses, on a décidé d'adopter 

une approche multivariée pour l'analyse des données. Plus spécifiquenient, not re 

analyse statistique s'est basée sur le modèle de régression logistique multivarié 

bayésien proposé par O'Brien et Dunson (2004) jumelé au cadre bayésien de Hund 

et al. (2015) pour l 'estimation des effets de l'exposit ion. 

Grâce à cette stratégie de modélisation et d 'inférence, on a pu estimer l'effet du 

traitement sur l'ensemble des réponses cardiométaboliques de façon marginale et 

conjointe, à l 'aide de deux types de mesures d'effet facilement interprétable. dans 

le domaine biomédical. Ainsi, cette approche nous a donné une description plus 

précise de l'influence des niveaux de t rai tement sur les réponses comparativement 

à une série d' analyses univariées, en plus de mieux contrôler le risque de commettre 

une erreur de première espèce et d'accroître la puissance statistique (Tabachnik 

et Fidell , 201:3; Yang et \Vang, 2012). En fait, la puissance statistique était une 

source de préoccupation dans notre étude étant donnée la taille modeste de la co

horte (n = 180). En ce qui concerne les simulations des lois a posteriori au moyen 
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de l'algorithme ~1ICiviC proposé par O 'Brien et Dunson (2004), on a constaté une 

forte dépendance ent re réalisations consécutives de la matrice de corrélation R , et 

donc une effi cacité computationnelle moindre que prévue. Faute d 'analyses spé

cifiques qui exploœnt cette problématique, on pense que la dimensionnali té de 

la matrice R pourrait être étroi tement liée à la difficulté d 'explorer efficacement 

l'espace d 'état . De ce fai t , il semble pertinent de mentionner que l'analyse statis

tique effectuée a une complexité plus grande que celles des applications présentées 

clans O'Brien et Dunson (2004) et Hund et al. (2015). Plus précisément, O'Brien 

et Dunson illustrent la méthode au moyen d 'un cas d 'étude où interviennent 6 

variables réponses et seulement 7 coeffi cients d r-gr ,ssion (communs pour toutes 

les réponses), t andis que Hund et al. présente un cas où interviennent :3 variables 

réponses et ent re 4 et 6 coefficients de régression selon la réponse. Ainsi , not re 

cas d 'étude avec 4 variables réponses pour un total de 28 coefficients à estimer est 

clairement plus complexe. 

Les résultats des analyses effectuées mont rent que, chez les jeunes urvivants de 

la LALe, recevoir le niveau de traitement le plus élevé (DEj RT) augmente de 

0.19 le risque de présenter de la dyslipidémie comparativement au t raitement de 

base (DF / non RT) (table 2.3). De plus, ce même groupe de survivants (DE/ RT) 

a un risque plus élevé de subir au moins une complication cardiométabolique : 

différence de risque avec le groupe de référence de 0.15 (table 2.4). Bien que pas 

statistiquement significatif au seuil 5%, le risque n excès de présenter de la dys

lipidémie seulement et aucune autre complication est assez grand (0.10), ce qui 

explique la magnitude des deux r isques en excès ment ionnés ci-dessus. L'approche 

de modélisation mult ivariée nous a aussi permis de constater que le niveau trai

tement le plus élevé augmente légèrement, par rapport au traitement de base, la 

probabili té d 'être atteint de (pré)-hypertension et de dyslipidémie simultanément , 

sans obésité ni résistance à l'insuline (risque en excès de 0.02). P ar ailleurs, nous 
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avons trouvé des différences de risque pour t rois ou quatre complications cumu

lées petites et statistiquement non significatives, ce qui nous laisse penser que le 

traitement combiné des doses de CS et de RT n'est pas lié à un risque accru de 

présenter plusieurs complications cardiométaboliques simultanément. On souligne 

aussi que les 0R..'3 et ATEs pour la dyslipidémie associés au traitement DF / RT 

(versus DF / non RT), bien que pas significatifs: sont similaires en magnitude à 

ceux associés au niveau DE/ RT. Ceci semble indiquer que c'est plutôt la RT, et 

non pas les doses de CS , le facteur déterminant qui expliquerait l'impact du trai

tement sur le risque de présenter la dyslipidémie. De fait , dans l'étude SJLIFE 

sur la survie en cancer pédiatrique (Nottage, et al. , 2014) aucune association cli

niquement significative entre les agents chimiothérapent iques et les complications 

cardiométaboliques étudiées n'a été trouvée. 

Finalement , nos analyses suggèrent que le traitement ne serait pas le principal fac

teur explicatif de la haute prévalence de la résist ance à l'insuline chez les jeunes 

survivants de la LALe. Il semble, plutôt, que l'élément clé soit la sévéri té de la ma

laclie, mesurée par la concentration de cellules blanches au diagnostic (WBC). En 

fai t, l'augmentation des \VBC est un biomarqueur du niveau d 'activation du sys

tème immunitaire et des processus inflammatoires qui, à leur tour , semblent être 

des facteurs contributifs au développement de la résistance à l'insuline ( Olefsky et 

Glass, 2010). Bien que des liens entre un nombre élevé de WBC et le diabète de 

type 2 ont déjà été trouvés dans différentes populations (Vozarova et al., 2002 ; Yo

shimura et al., 2015) , à notre connaiss<mce, la présente étude est la première à 

enquêter sur une possible association entre la sévérité (progression) de la LALe 

au diagnostic et la résistance à l'insuline chez les survivants. Si d 'autres études 

val ident ces résultats, ceux-ci pourraient éventuellement mener à un meilleur suivi 

personnalisé des survivants de LALe en fonction de leur risque individuel. 





ANNEXE A 

VALIDATION INFORMATIQUE DU MODÈLE 

Nous présentons dans cette annexe des résultats portant sur l'analyse de deux 

jeux de données simulés, pour fins de validation du code informatique implémenté 

pour le modèle de O'Brien et Dunson (2004). 

Pour les deux jeux de données, on a simulé n = 10000 réalisations des vecteurs de 

réponses binaires Y .;, = (Y?, ~2 , ~3 ), i = 1, . .. , n , au moyen de la loi logistique 

multivariée de O'Brien et Dunson (2004). Pour le premier jeu de données, plus 

spécifiquement, chaque vecteur Y i a été obtenu en ut ilisant la relation : 

Yj = t.(z.i > o) J. = 1 2 3 
'/, t ' ' 

X . Î-1 - l' rr(Xl x 2 X 3)(( r.:!l )' (r.:12)' ( r.:!3) ')' x-i r.:~ .i - fJ.i+X .D.i x . '-].i ,,f-J- C iao i' i ' i fJ , JJ , JJ , i JJ - o l ,tf.l i + 2,d - 2: 

avec les paramètres du modèle fixés aux valeurs suivantes : {31 = (fJJ, fJ{, fJn = 

(2, -1.5,0.7) , /32 = (f35, ,Bf ,/3D = (-3,2,1.7), (3 :~ = ( fJ5, fJr J3~) = (-2 ,3.2, 0.3) , 

u = 7.3 et 

1 r12 r13 1 0.5 0.5 

R = r21 1 r23 0.5 1 0.5 

r:n r32 1 0.5 0.5 1 

Les covaria.bles X 1,i, i = 1, . . . , n, ont été générées indépendamment au moyen 
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d 'une loi binomiale de paramètre (p = 0.3) , tandis que les X 2,i sont des cova

riables continues issues d 'une loi normale centrée réduite. Les vecteurs Z i ont 

été obtenus en simulant des vecteurs Student et en appliquant la transformation 

décrite au chapit re 1.2.3. Ce faisant , cette validation a également comme but 

crévaluer l'approximation elu modèle t-link pour l'analyse de données logistiques 

multivariées. 

Pour simuler le deuxième jeux de données , on a suivi la même procédure en fixant 

les mêmes valeurs pour les coefficients de régression mais en modifiant celles des 

coefficients de corrélation de 0.5 (pour tous) à : 

1 7'12 7'13 

R = 7'21 1 T23 

r31 7'32 1 

1 0.5 0.8 

0.5 1 0.3 

0.8 0.3 1 

Les résumés des lois a posteriori estimées pour les coefficients de régression et 

de corrélation au moyen d 'un échant illon de taille lOOCH) sont présentés clans les 

tableaux A.1 à A.4. 

Dan les figures A.l à A.4 on présente également les densité. estimées pour chaque 

paramètre du modèle. On remarque que, pour tous les paramètres, le,s moyennes 

empiriques sont assez proches des vraies valeurs. Cependant, dans certains cas, les 

vraies valeurs se trouvent près des bornes des intervalles de crédibilité. Quelques 

raisons peuvent être avancées pour expliquer ceci. Premièrement, le modèle t-link 

ut ilisé pour l'inférence n'est pas le même que le modèle original de O'Brien et 

Dunson (2004), bien qu 'il en soit une très bonne approximation. De plus, les lois 

a. prior·i des paramètres peuvent aussi avoir une légère influence sur les résultats 

obtenus malgré la. relativement gra.nde taille (n = 10000) des jeux des données. 
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Tableau A.l Jeu de données 1 : résumés des lois a posteTiori des coefficients de 

régression. 

Covariables Vraies valeurs Moyenne (Intervalle de crédibilité 95%) 

Ordonnée à l'origine rjl 
1 () 2 1.94 (1.87, 2.02) 

x1 ;3{ -1.5 -1.53 ( -1.63 , -1.43) 

x 2 (31 
2 0.7 0.68 (0.63, 0.74) 

Ordonnée à l 'origine /)~ -3 -3.00 (-3.12, -2.88) 

Xr (32 
l 2 1.96 (1.82, 2.09) 

x2 J2 1 2 1.7 1.64 (1. 58, 1.72) 

Ordonnée à 1 'origine !33 -2 -1.96 (-2.03, -1.89) 

xl j3 
i 1 3.2 3.15 (3.04, 3.26) 

x2 /3~ 0.3 0.28 (0.22, 0.33) 

Tableau A .2 Jeu de données 1 : résumés des lois a poster-iori des coefficients de 

corrélation . Vraies valeurs : 0.5 pour les trois coefficients . 

.rvloyenne (Intervalle de crédibilité 95%) 

Y 1 1.00 (1.00, 1.00) 0.50 (0 .45 , 0.55) 

y2 1.00 (1.00 , 1.00) 

y 3 

0.53 (0 .49, 0.57) 

0.48 (0.44, 0.52) 

1.00 (1.00, 1.00) 
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Tableau A .3 Jeu de données 2 : résumés des lois a poster-io'l'i des coefficient s de 

régression . 

Covariables Vraies valeurs Moyenne (Intervalle de crédibilité 95%) 

Ordonnée à l'origine pl () 2 1.93 (1.86, 2.00) 

xl PI -1.5 -1.47 (-1.57, -1.36) 

x 2 
::p 
1- 2 0.7 0.71 (0.65 , 0.76) 

Ordonnée à l'origine tj2 
! 0 -3 -2 .95 (-3 .07, -2.84) 

x1 /3[ 2 2.02 (1.88 , 2. 15) 

x2 !32 
2 1.7 1.66 (1.57, 1.75) 

Ordonnée à l 'origine !35 -2 -1.95 (-2.02 , -1.88) 

x1 lil 3.2 3.09 (2.98, 3.20) 

X 2 Bi 0.3 0.28 (0.23 , 0. 33) 

Tableau A.4 Jeu de données 2 : résumés des loi · a poste'rim~i des coefficients de 

corrélation. Vraies valeurs : 0. 5, 0.8 et 0.3. 

:Moyenne (Intervalle de crédiuil ité 95o/c) 

Y 1 1.00 (1.00, 1.00) 0.50 (0.45, 0.55) 

y2 1.00 (1.00, 1.00) 

0.78 (0.75, 0.82) 

0 .:30 (0.25 , 0.:34) 

1.00 (1.00, 1.00) 
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Densité estimée pour ~~ Densité estimée pour ~: Densité estimée pour ~~ 

1.80 1.90 2.00 2.10 -1.7 - 1.6 -1 .5 -1.4 -1.3 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 

~~ ~ 

Densité estimée pour~~ Densité estimée pour~~ Densité estimée pour ~~ 

-3.2 -3.1 -3.0 -2.9 -2.8 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 1.5 1.6 1.7 1.8 

~ ~~ ~~ 

Densité estimée pour ~~ Densité estimée pour ~~ Densité estimée pour ~~ 

-2.10 -2.00 -1 .90 -1 .80 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 

~~ ~; 

Figure A.l .Jeux de données 1 : densités estimées des lois a posteriori des coef

ficients de régression. La barre verticale indique la vraie valeur du coefficient. 
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Densité estimée pour ~~ Densité estimée pour~~ Densité estimée pour p~ 

1.80 1.90 2.00 2.10 - 1.6 -1.5 -1 .4 - 1.3 - 1.2 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 

~ci ~: ~ 

Densité estimée pour ~~ Densité estimée pour~~ Densité estimée pour~~ 

-3.1 -3.0 -2.9 -2.8 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3 1.5 1.6 1.7 1.8 

~~ ~~ ~ 

Densité estimée pour~~ Densité estimée pour ~~ Densité estimée pour p~ 

-2.10 -2.00 -1 .90 -1.80 2.9 3.0 3.1 3.2 3.3 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 

~~ ~~ ~ 

Figure A.2 Jeux de données 2 : densités estimées des lois a posteriori des coef

ficients de régression. La barre verticale indique la vraie valeur du coefficient. 
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Densité estimée pour r12 Densité estimée pour r13 

:l!l : ~ 21S :l!l 

: ~ xs ïii ïii 
c: c: 
Q) Q) 

0 0 

0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.45 0.50 0.55 0.60 

r,2 r,3 

Densité estimée pour r23 

:l!l : ~ =z=& ëii 
c: 
Q) 

0 

0.40 0.45 0.50 0.55 

r23 

Figure A.3 ,Jeux de données 1 : densités estimées des lois a posteri ori des coef

ficients de corrélation . La barre verticale indique la vraie valeur du coefficient. 

Densité estimée pour r12 Densité estimée pour r13 

:l!l 

: 3 2IS :l!l : ~ ZlÇ ïii ïii 
c: c: 
Q) Q) 

0 0 

0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.72 0.74 0.76 0.78 0.80 0.82 0.84 

r,2 r13 

Densité . estimée pour r23 

~ : ~ ZlS "' c: 
Q) 

0 

0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 

r23 

Figure A.4 Jeux de données 2 : densités estimées des lois a posteTiori des coef

ficients de corrélation. La barre verticale indique la vraie valeur du coefficient . 





ANNEXE B 

DIAG OSTIC DE CONVERGENCE 

L'analyse de la convergence vers la loi a poster·iori des chaînes de .tvlarkov géné

rées au moyen de l'algorithme :tv1CMC (appliqué aux données de cette étude) a été 

effectuée par inspection visuelle des distributions des réalisations de trois chaînes 

différentes. Le modèle choisi pour faire ce diagnostic a été le modèle complète-

ment ajusté, c'est-à-dire le modèle incluant toutes les covariables confondantes 

( 4) dans les fonctions de régression, en plus des variables d 'exposition. La des

cript ion mathématique des relations entre ces variables sous le modèle t-link sont 

présentées à la section 2.3.1. On souligne que, dans le modèle complet, chaque 

sous-vecteur (3·1, j E { 0 , I , H , D}, du vecteur des coefficients de régression {3 est 

de dimension sept, (3:i = (!36, /3{ , [3~, ... , {J~), et que les coefficients ,B{ et fJ~ cor

respondent aux niveaux de traitement DF / RT et DE/ RT respectivement. Ainsi , 

une première chaîne a été générée selon les conditions initiales ' initl ' : {3 (o) = 

( ao ai aH aD) (O) - (() 0 0) .. .(o) - 0 . -1- . (R(O) - ) ··' . .. d ·· · .. tJ , tJ , tJ , tJ - , , ... , et r i:i - , z 1 J - 1 , une secon e avec 

les condit ions initiales ' init2' : {3(o) = (10, 10, . . . , 10) et 1'~) = 0, i =1= j (R (o) = 1) 

et une dernière avec 'init3' : {3 (o) = ( -5, -5 , ... , - 5) et T~) = 0.9, i =1= j. Dans 

les trois cas, les réalisations utilisées pour le diagnostic de convergence ont été 

obtenues en gardant seulement toutes leA<; 100 itérations ('thinning'= 100) d'une 

simulat ion de 1050000 itérations de laquelle on a écarté les premières 50000 valeurs 

(' burn-in ' = 50000). 
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Dans les figures B. l - B.5 on présente des diagrammes en boîtes pour les coeffi

cients de régression associés aux variables de t raitement et pour les coefficients de 

corrélation. On constate que les diagrammes associés à un même paramètre sont 

sensiblement pareils à t ravers 5 groupes de 2000 itérations et. pour des condit ions 

init iales t rès différentes; ceci est donc 1111 bon indice en ce qui concerne la stabi

lité des chaînes ct leur convergence vers la loi cible. Des résul tats très similaires 

ont été obtenus pour les autres paramètres du modèle n'apparaissant pas dans 

ces figures. Enfin , on souligne que, en tenant compte de la forte similit ude (après 

'burn-in ') entre des chaînes selon différentes conditions initiales et les calculs as

sez gourmands nécessaires à l'obtent ion des différences de risque mult iple (ATE) , 

les analyses de la section 2.3 ont été faites en simtùant une seule chaîne selon la 

condition init iale 'initl' tel qu 'il est décrit à cette même section. 

~~ (init1) ~~ (init2) ~~ (init3) 

_._ + + + + 
0 

N -1 -f- + + + + N N ..;.. -'- + + + 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

o-1 88888 0 88888 0 88888 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

N 
-t -t- + T t 

N 
T + T -t -t 

N T -t- t T t 
1 0 1 

0 0 
1 

5 

~~ (init1) ~~ (init2) ~~ (init3) 

N N N 0 ..._ + ..._ -f-
0 

+ 
0 

-'- ..... + + ~ + + + ~ + + + 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

o -188888 0 88888 0 88888 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

T -t -t -t -t -t t -t- -t -t T -t t T -t 
0 0 

N N 0 
0 N 

1 1 
1 1 1 

1 

3 4 5 1 2 3 4 5 

Figure B .1 Diagrammes en boîte pour les coefficients de régression ;Jf , /JfJ par 

groupe de 2000 itérations consécutives selon les trois conditions init iales. 
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Figure B.2 Dia6rrammes en boîte pour les coefficients de régression {3[, {3~ , {3 [1 

par groupe de 2000 itérations consécutives selon les trois condi tions initiales. 
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Figure B.3 Diagrammes en boîte pour les coefficients de régression /341
, !3 f , /31? 

par groupe de 2000 itérations consécutives selon les t rois conditions initiales. 
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Figu re B .4 Diagrammes en boîte pour les coefficients de corrélation r 12 , r 13 , r 23 

par groupe de 2000 itérations consécutives selon les t rois conditions initiales. 
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Figure B.5 Diagrammes en boîte pour Ies coefficients de corrélation r 14 , r 24 , r·;34 

par groupe de 2000 itérations consécutives selon les condit ions init iales. 
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Ci-dessous on présente les graphiques d 'autocorrélation pour les réalisations de 

deux paramètres (,BJ , r 14 ) du modèle selon les conditions initiales 'init l ' . 

c:: 
C> co 

'rn 6 -

-Q) .._ -
.._ ......r-
C> 6 -
<...> _g -= <:::> <C 6 1 1 1 1 1 

0 10 20 30 40 

Lag 

Figure B.6 Graphique d 'autocorrélation pour ,BJ 

c:: -
C> co := <:::> 

-
ro 

•Q) -.._ .._ ......r-
C> 6 -
<...> 

L _g -= <:::> <C 6 1 1 1 1 1 

0 10 20 30 40 

Lag 

Figure B. 7 Graphique d'autocorrélation pour r 14 

On remarque une faible autocorrélation pour le coefficient de régression ,BJ tandis 

que pour le coefficient de corrélation celle-ci est un peu plus élevée. On souligne 

aussi que, pour tous les autres coefficients de régression et de corrélation, on 

a obtenu des graphiques d 'autocorrélation très similaires à ceux de ,B"J. et r 14 , 

respectivement. 
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Finalement , dans le graphique ci-dessous on peut visualiser la force des corrélat ions 

croisées entre les paramètres. On remarque que, dans la plus part de cas , ces 

corrélat ions sont faibles. 

beta .1 beta .5 beta .9 beta .13 beta .17 beta .21 beta .25 corr.1 corr.4 

Figure B.8 Graphique de corréla tions croisées 



ANNEXE C 

CODE INFORMATIQUE 

# Vali d a t ion inform at iqu e d u mod ele 

n +--10000 

k +--3 

be t a l +-- c (2 , -1.5 ,0.7) 

b e t a 2 +-- c (-3 ,2 , 1.7) 

bet.a.3 +-- c ( -2 ,3.2 , 0 .3) 

c +-- l e n g t.h ( b e tal) 

R +-- di a g ( k) 

R[upp er. t ri(R)] +- c( 0.5 , 0 .8 , 0.3) 

R[lo we r .t ri (R)] +-- t(R ) [low er. tri (R ) ] 

se t. s ee d (4 45 ) 

Y+-- mat rix ( 0 , nrow=n , ncol= k) 

Xl +-- rbinom ( n , 1 , 0. 3) 

X2 +-- rnorrn ( n , mean = 0 , sd = 1) 



----------
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A +-- cbi nd ( 1 ,Xl ,X2) 

e +-- rmvt(n , sigma =R , df = 7.3) 

B +-- c bi nd ( betal , beta2 , b et a.3) 

Z +-- A%*% B + 1 o g ( pt ( e , d f = 7 . 3) / ( 1- pt ( e , d f = 7 . 3 ) ) ) 

Y[ Z> O] +-- 1 

i t e r +--1 0 5 0 0 0 0 

nu +--7<~ 

beta.init +-- rep(O,l<*C) 

rhoinit +-- r ep(l ,n) 

Rinit +-- r e p(O,l<*(k-1) / 2) 

mubeta +-- b eta ini t 

sigbeta +-- c( lOOO , r e p(4 , c -l))Hliag( k*c) 

s igprop +--0.000256 *diag( k*( k-1 ) / 2) 

as f--Gibbs(A ,Y , it e r, b e tainit , rhoini t , Rinit , 

mubeta, s i g b e ta , s igp rop , nu , n , k , c) 



~~~ Lect ur e des donnees et appelle G ibbs 

dos es = read.ta.b le("doses_r e ell e s . txt'' , 

se p= " \ t" , dec= " , '' , h ea.der :.::::!IRJJE) 

co l nam es ( doses ) +-- c ( " ID " , " C or t i co " , "IviiX _ i v " , "l'viiX _ i t " , 

"aracytabine" , 11 hydro cor_i t"," asparagi nase" , "me rcapto" , 

"vincristine" , "doxorubi c in" , "dexrazoxane") 

outcomes +-- r ead.. tab l e ("outcomes_covariabl e s. txt " , 

se p= " \ t 11 
, dec= " , " , h ead. e r :.::::!IRJJE) 

co ln ames ( outcomes) +-- c ( 11 ID 11 
, "OBESITY" , 11 IR 11 

, "HTA" , 

"DYSLIPIDE1VIIA", "HDL_W\V" , "Age " ," Age_ in ter" , "Temps 11
, 

11 Sexe 11 
, 

11 Radiotherapie") 

ce ll = r ead. tab le(" cell ul es _bl anc hes. txt", 

sep= " \ t" , d ec= " . " , head er:.::::!IRUE) 

colnames( cell) +-- c( 11 ID 11
, ''VVJX::_diag") 

m +-- cb ind ( outcomes$0BESITY , out comes$IR, outcomes$HTA, 

ou tcomes$ DYSLIPIDEMIA , do ses$ Cor t ico , ou tcomes $Age, 

o utcomes$Ternps , outcomes$Sexe , ce ll $VVEC_diag, 

ou tcomes$ Radio th e r a pi e) 
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m2 t- na . omit (rn) 

x t- median (m2 [ , 5]) 

vt- m2[ , 10] = 0 & m21 ,5 ] > x 

m2 f- m2 [ ! v , ] 

Obesitet- m2[ , 1] 

IR t- m2[ , 2] 

HTA t- m2[ ,3 ] 

Dy s lipicl em ie t- m2[ ,4] 

Corti co t- as. in te ger (m2[ ,5] > x ) 

Age t- m2[ , 6] 

Temps t- m21 , 7] 

Sexe t- as. integer (m2( ,8 [ ) 

ce llul es f- m2[ ,9] 

Radioth e r a pi e t- as. in te ge r (m2[ , 10]) 

RCor1 t- Cortico ==0 & R a dioth erapi e ==1 

RCor2 t- Corti co ==1 & Radioth erapi e ==1 

R.Cor 1 f- as . in te ge r ( R.Corl ) 

R.Cor2 t- as . in te ge r ( R.Cor2) 

At- cb ind ( 1 , RCorl RCor2 , N cel lul es , Age , Temps, Sexe) 

Y t- cbind (Obesite, IR , HTA, D ys lipid em ie) 

i te r t---1050000 

n +-nrow (A) 

k t-ncol (Y) 



c f--- n c ol (A) 

nuf--- 7.3 

b e t a init f--- r ep (0 , k* c ) 

rhoinit f--- rep(l , n) 

Rinit f--- rep(O , k*(k-1) / 2) 

mubeta f--- r e p (0 , k* C) 

sigb e ta f--- c (lOOO , r e p(4, c-1))*diag ( k* c ) 

sigprop +---0.08* covarianc e 

as+-Gibbs(A , Y , it e r, b et aini t , rhoini t , Rinit , 

mubeta, s igb e ta , s igprop , nu , n , k , c) 

# Calc ul d es diff e r e n ces de ri s qu e individu e l assoc i ees 

# au nivea u d e t r a ite m e nt DF/ HT po ur chaque facte ur de 

# ri s qu e cardiome t a boliqu o . 

v f--- 1:1000000 

sv f--- v%%1 00 

sv f---as. logi c al ( sv) 

SVf--- ! ( SV) 

a s c f--- as [ [ 1]] 

a s c f--- ascl50002:1050001 , ] 

a.s c f--- as c [ sv , ] 

81 f--- A 

B1[ , 2] f----1 
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B1 [ , 3] f--Û 

B2 f--A 

B2[ , 2] f--Û 

B2 [ , 3] f--Û 

ATE f-- mat ri x (NA, nrow( A) * 10000 ,4) 

fo r ( i in 1:nrow(A) ){ 

a t e 1 f-- exp(asc [ , 1:7] %*% B1[i , ] ) j (1 + exp (asc [ , 1:7] %*% 

B1[ i , ] ) ) 

a. t e 2 f-- exp(asc [ , 1 : 7] %*% B2 [ i , ] ) / (1 + ex p (asc [ , 1:7] %*% 

B2 [ i , ] ) ) 

ate O f-- a.te 1 -ate2 

AIE [(1+ ( i - 1)* 10000 ) : ( i * 10000 ) ,1 ] *- ate O 

a t e 1 f-- exp (asc [ , 8 : 14]%*% B1[i , ] ) / ( 1 + 
exp (asc[ ,8:14 ]%*% B1[ i ,]) ) 

ate 2 f-- exp( asc 1 ,8: 14] %*% B2 [ i , ] ) / ( 1 + 

exp(asc [ , 8: 14 ]%*% B2 [ i , ]) ) 

ate O f-- ate l - ate2 

ATE [(1+ ( i-1)* 10000 ): ( i *1 0000 ) ,2 ] *- ate O 



ate1 ~ exp(asc[ , 1 5:21 ]%*% B1 [i , ]) / (1 + 
exp( asc [ , 1 5:2 1]%*% Blf i ,]) ) 

ate2 ~ exp(asc l , 15:2 1] %*% B2 [ i , ]) / (1 + 
exp ( as c [ , 1 5 : 2 1 ] %*% B2 [ i , ] ) ) 

ateO ~ ate 1 - ate2 

A'TE [(1 + (i-1)*10000): (i*10000) ,3 ] ~ ateO 

ate 1 ~ exp(ascl,22:28 ]%*% B1[ i , ]) / (1 

exp(asc[ , 22:28] %*% B1[ i ,]) ) 

ate2 ~ exp(asc [ , 22:28] %*% B2 [i , ] ) / ( 1 + 

exp ( asc [ , 2 2:2 8 ]%*% B2 [ i , j ) ) 

ateO ~ at e 1 -ate 2 

ATE [( 1+ (i - 1)*10000): (i*10000) ,4 ] ~ a.t cO 

} 
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# C a l c ul d es diffe r e nc es d e risqu e mul t ipl e assoc i ees 

# au n iv eau de t r aite m ent DF/ RT 

v+- 1:1000000 

sv f-- vû/o%1 0 0 

sv f-- as . 1 o g ica 1 ( sv) 

SVf-- ! (SV) 

as c 1 f-- as Ill]] 

asc 1 f-- asc 1l50002: 1050001 , ] 

asc1 f-- asc 1 [sv, ] 

asc2 f-- as [ [ 2] ] 

asc 2 f-- asc2 [50002:1050001 , ] 

asc2 f-- asc2 1 sv , ] 

kf--- 4 

c f-- ncol (A) 

ATE f-- rnatr·ix (NA, nrow (A)* 10000 , 16) 

Mat. Rf-- mat rix ( O, k , k ) 

1 f---1 

for( 111 l:nrow(A)){ 

fo r ( J 1n 1 :10000) { 



Ma.t.R.[upper.tri(Ma.t..R)] ~ asc2[ j , ] 

Mat . R. [ 1 o w er . t r i (Mat. R.) ] ~ t (Mat. R) [1 o w er . t r i ( Mat . R.) ] 

diag(Mat.R) ~ 1 

IVIat. R. ~ 2. 3 8 9 *.lvlat. R 

mul ~as. vector (B l [ i , ]%*%matrix ( ascl [j , ] , nrow -- c, 

ncol =k )) 

mu2 ~as . vector( B2[i , ]%*%matrix(ascl [j , ] , nrow -- c, 

ncol =k)) 
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XIE [1 , lj~ pmvt(lower = rep(0 ,4), upper = rep( Inf ,4), 

de l ta = mul, df = 7, s igma= Mat.R, type = " shiftecl 11
) 

pmvt( lower = r ep(0 ,4), upper = r ep(Inf , 4) , 

d e l ta = mu2 , df = 7 , s igma= Mat.R, type 

= Sül tee Il L . f' lll ) 

XIE [1 2 ]~ pmvt(lower = c(O ,O,O, -Inf ), upper 

= c( Inf , Inf , I nf , 0) , de l ta = mul , df = 7 , sigma= 

M R - "·h ' f' d") at . . , type -- s 1 te -

pmvt(lower = c(O ,O,O, -Inf) , upper 

= c ( In f , In f , In f , 0 ) , d e l t a = m u2 , d f = 7 , 

s igma= Mat .R , type = "shiftecl 11
) 

XIE [1 , 3]~ pmvt(low er = c( O,O, - Inf , 0), upper 

= c(Inf , Inf , 0 , In f) , delta = rnu l , df = 7 , s igma= 

Mat.R. , type = 11 shif ted 11
) -

pmvt(lower = c(O, O, -Inf , 0) , u pper 
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= c( Inf , Inf ,O, In f), delta = mu2 , df = 7 , 

s igma= Mat . H. , type = "shift ed" ) 

ATE [l ,4[~ pmvt(lower = c(O,-Inf ,0 , 0) , upper 

= c( Inf , 0 , Inf , Inf ), delta = mul , df = 7 , sigma= 

rvlat.R, type = "shiftecl" )-

pmvt(lower = c( O,- Inf , 0 , 0 ), upper 

= c( Inf ,O, Inf , Inf ) , delta = rnu2 , df = 7 , 

sigma= Jvlat.H., type = "shift e d ") 

ATE [l ,5 ] ~pmvt( l ower =c(- In f ,O, O, O) , upper 

= c (0 , Inf , In f, Inf) , d e l ta = mul , df = 7, sigma= 

Mat.R, type = 11 shiftecl ")-

pmvt( lowe r = c(- Inf , 0 , 0 , 0) , upper 

= c (0, Inf , Inf , I nf) , de l ta = rnu2 , df = 7 , 

s igma.= .tvlat.R, type = "shifted 11
) 

ATE Il , 6]~ pmvt(low er = c(O,O,- Inf , - I nf) , upp er 

= c( Inf , Inf , 0 , 0 ), d e l ta. = mul , df = 7 , s igma= 1vlat.R, 

type = " s hift. ed" )-

pmvt(lower = c( O,O, - In f ,-Inf ), upper 

= c ( I nf , In f , 0 , 0 ) , d e 1 t a. = mu2 , d f = 7 , 

sigma.= Ivlat.R, typ = "shift e d ") 

ATE [1 ,7 ]~pmvt( l ower = c(O,-Inf ,O, - I nf) , upp er 

= c(Inf , 0 Inf ,0), de l ta. = mul , df = 7 , sigma= 1vlat.R, 

type = 11 shift. e d") -

pmvt(lowe r = c(O,- Inf ,0,-Inf) , upp er 



= c ( In f , 0 , In f , 0) , cl e l t. a = nm2 , d f = 7, 

sigma= I'vfat.R , type = " s hift e d") 

XIE [1 , 8]+-- pmvt(lower = c(O , -Inf ,-Inf ,0), upper 

= c(Inf ,0 ,0, Inf) , delta = mu1 , df = 7 , s igma= Mat.R, 

type = "shift e d 11
)-

pmvt( lower = c(O , -Inf ,-Inf , 0) , upper 

= c ( In f , 0 , 0 , I n f ) , cl e l t a = mu2 , d f = 7 , 

s igma= Mat.R, type = " s hif te d") 

XIE [1 , 9]+-- pmvt(low e r = c( -Inf ,0 ,0 , -Inf), upp er 

= c (0, Inf , Inf ,0) , d e l ta = mu1, df = 7 , sigma= Mat.R, 

type = " s hift e d") -

pmvt(lower =c(-Inf ,O,O, -Inf) , upper 

= c ( 0 , In f , In f , 0) , cl e l ta = mu2 , d f = 7 , 

s igma= l'vfat.R , type = " s h ifted ") 

ATE [l , 10]+-- pmvt(1ower = c(-Inf ,O,-Inf , 0) , upper 

= c (0 , Inf , 0 , Inf) , d e l ta = mul, df = 7 , s igma= Mat.R, 

type = 11 shift e d'1
)-

pmvt(lowe r = c(-Inf ,0 , -Inf , 0) , upp er 

= c ( 0 , In f , 0 , In f ) , delta = mu2 , d f = 7, 

sigma= Mat.R, ty p e = 11 s hift e d 11
) 

ATE [1 , 11]+-- pmvt(lower = c(-Inf ,-Inf ,0 , 0) , upp er 

= c(O ,O, Inf , Inf ), d e l ta = mul, df = 7 , sigma= Mat.R , 

- Il ··h ' f' d") type --- s 1 t e . -

pmvt(lower = c(-Inf ,-Inf ,0 , 0) , upper 
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= c (0 ,0 , In f , Inf) , d e l t a = mu2 , df = 7 , 

s igma= l\!Iat.R, ty p e = 11 shift e d 11
) 

ATE [1 , 12 ]+- pmvt (low e r = c( O, - In f, -Inf ,-Inf ) , upp er 

= c (Inf , 0 , 0 , 0) , d e l t a = mul , d f = 7 , s igm a= Mat .R , 

t yp e = "sh i ft. e d" )-

p rn vt ( 1 o w e r = c ( 0 , - I n f , - In f , - I n f ) , upp er 

= c ( I nf , 0 , 0 , 0 ) , d e 1 t a = rn u2 , d f = 7 , 

s igma= l\!lat. R , t yp e = " s hi ft e d " ) 

ATE [l , 13]+- pmvt( lowe r = c(-Inf ,0 , - Inf ,-Inf ), upp er 

= c( O, Inf ,O, O), d e lt a = mu1 , df = 7 , sigm a= Mat .R , 

typ e = " s hi ft.ed " )-

pmvt ( lower = c (-Inf ,O, -Inf , - I nf) , upp er 

= c ( 0 , In f , 0 , 0 ) , d e 1 t a = rn u2 , d f = 7 , 

s igma= Mat. R , ty p e = "shift e d ") 

ATE Il , 1 4 J t- p rn v t ( low e r = c (- I n f , - In f , 0 , - I n f ) , upp er 

= c (0 ,0, Inf ,0) , d e l t a = mul , df = 7 , s igm a= Mat . l:l , 

t yp e = " s h i ft. e d") -

pmvt( lower = c(- Inf ,-Inf ,O, -Inf ) , upp er 

= c ( 0 , 0 , In f , 0 ) , d e 1 ta = mu2 , d f = 7, 

s igma= I\.1Iat. R , ty p e = " s h ift e d") 

ATE [l , 15]+- pmvt (lowe r = c (-Inf ,-Inf ,-Inf ,0 ), upp er 

= c (0 , 0 , 0 , I nf ), d e lt a = mul , df = 7 , s igm a= Mat .R 

t yp e = " sh i ft.ed") -

pmvt ( lowe r = c(- Inf ,-Inf ,-Inf ,0 ) , upper 



= c (0 , 0 , 0 , Inf) , d e l ta = mu2 , df = 7 , 

sigma= Mat.R, typ e = "sh i ftE>cl 11
) 
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XIE [1 , 16]*- pmvt(lower =c(- Inf,-Inf ,-Inf,-Inf), upper 

= c (0 ,0 , 0 , 0) d e lt a = mu1 , df = 7, sigm a= Niat.R , type 

- -
11 s h i ft e d " ) -

l *- 1+ 1 

} 

} 

xf--1:9900 

pmvt(low e r = c(-Inf ,-Inf ,-Inf ,-Inf) , 

upper = c(O ,0 ,0 , 0) , delta = mu2 , df = 7 , 

s igma= Mat.R, typ e = " sh i ftE>d 11
) 

xb f- rep (x , nrow (A)) 

ATEh-- cbi nd (xb ,ATE) 

ATEb *- data. frame (AT'Eb) 

ATE4- aggregate (ATEb[ , -1], by = 1 i s t ( xb = ATEb [ , 1]) ,FUN 

= mean) 

ATEc *- ATEc [ , -1] 

ATEbc f- m atrix (0 , nrow( ATEc ) ,4 ) 

A TEbc [ , 1] *- -ATEc [ , 1 6 j 

ATEbc [ , 2 j *-

- ( ATEc [ , 16 J + ATEc 1 , 15 ] + ATEc [ , 14 ] + ATEc [ , 1 3] + ATEc [ , 1 2 J ) 

ATEbc [ , 3 J *- ATEc [ , 1] + ATEc [ , 2] + ATEc [ , 3] ATEc [ , 4 J + ATEc [ , 5 j 

ATEbc[ , 4] *- ATEc[ , 1 ] 
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Al go rithm e M.C.M.C. 

// [ [ Rcpp: : ex por t ]] 

double dmvnrrn_arma ( rowv ec x, rowv ec mean , mat sigma , 

bool logd = fa.l se) { 

} 

int xdim = x.n_ elem ; 

d oubl e o u t ; 

mat rooti i n v ( tr imatu ( ch o l (s igma))); 

rowvec z = (x-mean )* roo t i ; 

out -(static_cast < doubl e > (xdirn ) / 2.0) * 
log (2. 0 Hlatum : : pi ) - 0 .5 *SUin (z%z) + 
sum ( 1 o g ( r o o t i . d i ag () ) ) ; 

if ( logd = f a lse) { 

o ut = exp (o ut) ; 

} 

r eturn(o ut); 

// Il Rcpp:: expor t ]] 

Li st Gibbs( mat X, mat Y, int i ter , vec b e ta ini t , vec 

rhoinit , vec Rini t , vec mubeta , 

mat sigb eta , mat s igpr op , double nu , in t n ,int k , 

int c ) { 



// Declaration e t initi a lization d e variabl es 

doubl e s ig 

doubl e f 

int Race 

- pow ( datum:: pi , 2. 0) * ( nu-2) / ( 3 *llU) ; 

- (nu + k) / 2 ; 

0 ; 

mat Z ( n , k , f i ll : : zeros ) ; 

mat za(1 , k , fill : :zeros) ; 

mat be ta ( i t e r + 1 , k * c , f i 1 l : : zeros ) ; 

mat rh o ( n , 1 , f i l l : : z e r o s ) ; 

mat R(iter + 1 ,k*(k-1) / 2 , fill ::ze ros) ; 

mat !vlatR(k , k , fi ll : :z e ros) ; 

rowvec mu( k) ; 

rowvec a(k , fi ll ::zeros) ; 

ro\vvec b(k , fill ::ze ros) ; 

double s = 0 ; 

double sa = 0; 

mat \V(k*C , k*C, fi ll :: z e ros) ; 

mat V(k*c , 1 , fill ::z e ros); 

mat sigbetatilcl e (k*C , k* c , fi 11 : : zeros) ; 

vec mubetati lcle(k*c , fi ll : : z e ros); 

mat Ma.tRprop ( k , k , fi ll :: ze ros) ; 

v ec Rprop(k*(k-1) / 2 , fi l l ::z e ro s ) ; 

double num = 0; 

double dem = O; 

mat Rchol(k , k , fill ::z e ros) ; 
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mat AUXl ( k , k , f i ll : : ze ros ) ; 

mat AUX2(k , k , fill ::z e ros ); 

vec indices= lin s pac e < v ec > (l,k , k) · 

AUXl. each_ c ol () += indices; 

AUX2. each_row () += t rans (indices) ; 

umat AUX3 = AUX2 .> A1JX1 ; 

uvee aux= find (AUX3) ; 

b e ta. .row(O) - b e t a. ini t.t() ; 

rho. c ol (0) -- rh oinit; 

R. . row ( 0 ) R.ini t.t(); 

Ma.tR.. e lem(aux) = trans (R..row(O)); 

MatR. = symma.tu (MatR. ) ; 

Ma.tR.. di ag () . on es () ; 

mat sigbetainv ( inv_sympd (s igbeta)); 

mat Ma.t.R.inv(k , k , fi ll : :zeros); 

mat lVIatR.invb(k , k , fi ll ::zeros) ; 

1v1 at R.i n v in v _sympd (JviatR. ) ; 

doubl e mu_h = 0. 0 ; 

doubl e ab = 0. 0 ; 

doubl e ld = 0.0 ; 



double x = 0 .0 ; 

double u = 0.0; 

vec sd (k); 

mat P ( k , k -1 , fi 11 : : zeros ) ; 

umat AUXb(k-1,1< , fill ::zeros); 

uword uk stat i c_cast <uword > (k ); 

AUXb(O , 0) 1 ; 

for ( uwo rd = 1; < uk -1; ++i ) { 

AOXb.row (i) = AUXb.row ( i-1 ) + 1; 

AUXb( i , i ) = AUXb( i , i ) + 1; 

} 

umat AOX2b ( 1 , k , fi 11 : : ze r os ) ; 

urowv ec au = linspaee < urowvec > (O, k-1 , k) ; 

AUX2b. row (0) = au; 

umat AUX3b ( 1 , n , fi 11 : : zeros ) ; 

urowvec av = l inspace <urowvec > (O , n - 1, n ); 

AUX3b. row ( 0 )= av; 

uword uiter - stat i e_ca.st <uword > (iter); 
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uword un - stat i c_cast <uword > (n); 

j / Boucle principa l 

for(uword t = l ; t -<= ui ter; + H ){ 

/ / 1Vlise a JOur pour l es zetas (etape Gibbs) 

for (uworcl i = O; -< un ; ++ i ){ 

mu = X.row(i)*reshape(b e ta.row(t -l) , c , k) ; 

MatRinvb = rho ( i ,0) / . ig*MatRinv; 

a. z eros() ; 

a (fin d (Y . row ( i )= a)) . fi 11 ( -datum : : in f) ; 

} 

fo r ( uword h = O; h < uk ++h){ 

sel ( h) sqrt (1 / MatRinvb(h,h)); 

P.row(h) --- .lvlatRinvb. submat (AUX2b . col (h) , 

AID...'b. c o l (h) ) / MatRinvb(h , h) ; 

for ( uword h = O; h ·< uk ++h){ 

mu h = mu(h)- as_ , ca lar(P .row (h)* 



(t r ans ( Z . su bma.t (AUX3b. co l ( i ) ,AUXb . co l ( h ))) -

rnu(AUXb. co l (h)))); 

if (a ( h ) = - datum : : in f) { 

sa = -1; 

} e l se sa = 1; 

ab= -sa*rnu_h/ sd (h ); 

if( ab < 0) { 

x = rnonn ( 1 , 0 . 0 , 1 . 0 ) 1 0 1 ; 

whil e ( x < ab){ 

x =rnorm(l , 0.0 , 1.0) [OI ; 

} 

}else if (ab >=0 && ab < 0.2570 ) { 

x = rnorm(l , 0 .0 ,1.0) [Oj ; 

wbil e( fabs(x) < ab){ 

x = rnorm (1 , 0 . 0 , 1. 0 ) [ 0 1 ; 
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} 

x = fabs (x) ; 

} e ls e { 

ld - (ab + sqrt(pow(ab , 2.0) + 4)) / 2; 

x = ab + rexp ( 1 , ld ) [ 0] ; 

u = runif( l , O.O,l.O) [0] ; 

while ( u > exp(-pow(x-ld , 2) / 2)) { 

x = ab + r exp ( 1 , ld) [0] ; 

u = runi f(l , 0.0 , 1.0 ) [0] ; 

} 

} 

Z ( i , h ) - s d ( h ) * sa *x +mu_ h ; 

} 

} 

// Mise a jour pour l es rho s (etap e Gibbs) 

for ( uword i = O; < un ; ++i){ 
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za = Z.row(i) - X.row(i)*r es hape( b eta .row (t -1) , c , k) ; 

s = (nu + 1/ s ig*as_sca. lar (za*MatRinv*tra.ns (za)) ) / 2 ; 

r ho ( i , 0) = rgamrna ( 1 , f , 1 / s) [ 0 ] ; 

} 

// r-.dise a jour pour les betas (etape Gibbs) 

vV. zeros() ; 

V. zeros() ; 

for ( uword i = 0; < un ; -++i) { 

\V = \V + rh o ( i , 0 ) * 
kron (Ma.tRinv, trans (X . row( i)) *X. row ( i)); 

V = V + rho(i ,0)* 

vectoris e (trans (X. row ( i)) *z . row ( i) ûvia.tRinv) ; 

} 

s igb e t a tild e = inv_syrnpd(sigb eta inv + 1/ s i g*vV) ; 

rnubetatilde = s i g b etat i l de* 

(sigb eta inv*nmbet a. + 1/ s i g*V ) ; 

b eta. row(t) = muhetatild e .t() + 
r andn ( 1 , sig be tati l d e . n_ c ols ) *arma : : ch o l ( s ig b e tati l d e ) ; 
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// Mis e a jour pour R (etap e Ivi et r o pol is avec l ois de 

pro p o s i ti on uniform e) 

Rprop = trans(R . row (t -1) + 
randn ( 1 , s igp rop. n_cols) *arma : : cho l ( s igprop )); 

IviatRprop. elem (aux) = Rprop ; 

tvlatRprop = symma.t u ( rvla.tRprop) ; 

NiatRprop. di ag () . ones () ; 

if (arma : : c hol ( Rchol , MatRprop) && 

a ll( vector i se(abs(lVIatRprop ) <= 1))){ 

num = 0; 

dem = 0 ; 

for ( uword i = O; < un; ++ i ){ 

} 

mm1 = m.m1 + dmvnrm_ arma ( Z . row ( i ) ,X . row ( i ) * 

reshape(beta.row(t) , c , k) , sig / rho(i , O)* MatRprop , t ru e) ; 

dem = dem + dmvnrm_arma ( Z. row ( i) ,X. row ( i ) * 

r es h a p e( b eta. row ( t) ,c , k ) ,s ig / rho(i , O)*MatR,true) ; 

if (r u nif( 1) 1 0 ] < ex p (mun - dem) ) { 



} 

} 

R..row (t)= t r a ns( R.prop) ; 

}.1latR = MatRprop ; 

l\llatRinv = in v _sympd (MatR) ; 

R ace = Race + 1; 

} e lse R.row(t) = R.row(t-1) ; 

} e ls e R . row( t) = R.row(t-1) ; 

Li st z = List: : c r eate ( beta , R , Race); 

r et urn z; 
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