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RESUME

Ce mémoire expose une nouvelle méthode de calcul des probabilités du premier temps de
passage d’un processus stochastique & travers une courbe déterministe. Le calcul se fait par
des approximations & travers des simulations dans un algorithme qui se base sur le résultat
de la probabilité exacte de passage d’'un mouvement brownien & travers une courbe de
Daniels (8). Les résultats de simulation obtenus sont comparés avec ceux obtenus par une

méthode Monte Carlo ou par un autre algorithme.

Mots clés : Processus de diffusions, premier temps de passage, courbe de Daniels.
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INTRODUCTION

Nous nous intéressons dans ce mémoire & la probabilité du premier temps de passage
d’un processus stochastique & travers une barriére que nous pouvons représenter par une
équation déterministe qui dépendra de la variable temps . Les applications de cette pro-
blématique sont nombreuses et dans des domaines trés diverses tels que la physique (The

Kramers problem), la chimie, la finance, etc.

Une solution exacte du probléme de la probabilité de premier passage n’est pas évidente.
Ceci est di a la complexité des processus ou & des difficultés de calcul. De plus, les résultats
pour des calculs numériques ou des simulations sont, en général, trop grossiers. Soit la
variable T représentant le temps du premier passage alors, la probabilité recherchée dans

un intervalle [0, T, ot T représente 1'échéance, est donnée par cette formule

P(r < T) = /0 " ftydt = p (0.0.1)

Pour calculer la probabilité p (0.0.1), nous avons deux approches possible la résolution
analytique de 1’équation, ou bien, I’approche de simulation en simulant un grand nombre

de scénarios possibles, pour ensuite évaluer la probabilité de fagon empirique.

Ces deux méthodes ont évidemment leurs avantages et leurs inconvénients. Par exemple,
dans le cas des méthodes exactes et sous certaines hypotéses, on peut facilement déterminer
les erreurs de précision contrairement aux méthodes de simulation o1 le degré de précision
est trés difficile & établir. L’inconvénient des méthodes exactes est que les temps de calculs
sont trés longs. Dans les méthodes par simulation, I’avantage est que la simulation des

trajectoires est trés rapide et qu'il existe plein de modéles pour améliorer cette probabilité



tout en réduisant les temps de calculs. Parmi ces méthodes nous pouvons citer le modéle

Di Nardo (2) ou de la méthode de Durbin.

Nous nous sommes focalisé dans ce mémoire sur la méthode par simulation en se basant
sur plusieurs études et articles du domaine. Nous avons essayé d’approcher la probabilité
du premier temps de passage d’un processus stochastique & travers un courbe déterministe
S(t), t > 0 en proposant un nouvel algorithme qui donne des résultats assez intéressants.
Cet algorithme est meilleur en précision et en temps de calcul qu'une simple méthode

Monté Carlo ou celle de Di Nardo (2).

Afin d’améliorer notre estimation de la probabilité du premier temps de passage nous avons
découper 'intervalle de temps en plusieurs parties de méme taille At et simuler des ponts
de diffusions dans chaque partie. L’approximation d’un pont de diffusion a fait ’objet de
plusieurs travaux dans le domaine de la simulation. Giraudo, Sacerdote et Zucca proposent
dans (5) de simuler, pour chaque sous-intervalle, des processus attachés en utilisant es-
sentiellement un schéma d’approximation Kloden Platen avec un ordre de convergence de
1.5. Des résultats plus récents de Lin, Chen et terre Myk (6) ou Sgrensen et Bladt (7)
sont aussi intéressants dans ce domaine afin d’améliorer 1’estimation de la probabilité du

premier temps de passage.

Les méthodes ci-dessus pourrait, dans de nombreux cas, étre améliorée de maniére signifi-
cative en appliquant la transformation de Lamperti & la fois sur le processus original et la

frontiére tel que de décrit par exemple dans (9).
En effet, posons
E A
F(z) = / ——du 0.0.2
B 002)

en supposant que F'(z) est bijictive, le probléme de départ serait équivalent & la recherche

de la densité de premier temps de passage de



Ts« = inf{t > 0|Y (¢) = S*(¢)}

ol la nouvelle barriére est donné par S*(t) = F(S(t)). Par la formule d’'It6 le processus

stochastique (Y;):50 satisfait

dY (£) = b(Y (t))dt + dW (), Y (0) = F(xo) (0.0.3)

_METIY @) 180(FH(Y ()

EY®) = CF vy 2 6

. (0.0.4)

L’élément de diffusion du processus Y (t) est constant, alors le simple pont brownien devient

une bonne approximation du pont de diffusion.

Gréace aux résultat de (8) et pour une courbe S(t) spécifique nous avons la formule exacte
de la probabilité de passage & travers S(t). Les résultats seront détaillé dans les différents

chapitre de ce mémoire.

Le mémoire est composé de trois chapitres. Le premier porte sur des définitions générales
des processus stochastiques et les probabilités du premier temps de passage a travers plu-
sieurs types de frontiéres. Dans le second chapitre, nous exposons le raisonnement qui nous
a conduit & notre algorithme et nous parlons de la méthode de simulation de la probabilité
de premier temps de passage par 1’approximation locale de la barriére par une courbe de
Daniels et par I’approximation locale du processus par un processus attaché. Nous exposons
finalement nos résultats dans le chapitre 3 en comparant notre algorithme avec d’autres

méthodes en fonction de la qualité de I'approximation du résultat et au temps de calcul.



CHAPITRE I

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats afin de faciliter la com-

préhension de notre travail. Les différentes définitions sont essentiellement tirées de (1).

1.1 Définitions générales

Afin de modéliser un événement aléatoire qui prend une série de valeurs dans le temps,
comme les prix d’une option dans un marché financier ou le changement de température
sur une certaine période de temps, on fait appel aux processus stochastiques. Un des plus

connus et utilisé, est le Mouvement brownien.

1.1.1 Mouvement Brownien

Définition 1.1.1. Le processus stochastique en temps continu et & états continus, {W(t),t >

0} est appelé processus de Wiener, ou mouvement brownien, si :

— W(0)=0;
— {W(t),t > 0} posséde des accroissements indépendants et stationnaires;

— W(t) suit une loi normal N(0,c%t), Vt > 0.

Le processus {B(t),t > 0}, défini par




s’appelle mouvement brownien standard.

Définition 1.1.2. Le mouvement brownien avec dérive est une transformation du processus

de Wiener. Soit

D(t) = oB(t) + pt.

ou {B(t),t > 0} est un mouvement brownien standard et les paramétres p € R et ¢ > 0

sont appelés respectivement, coefficient de dérive et coefficient de diffusion.

Définition 1.1.3. Le mouvement brownien géométrique est obtenu en prenant l’exponen-
tielle d’un mouvement brownien avec dérive. Soit { D(t),t > 0} un processus de Wiener de

coefficients de dérive p et de diffusion o%. On pose :

Y(t) = eP®, pour tout t > 0

Il posséde les propriétés suivantes :

1
my (y) = py — §a2y,
(1.1.1)

vy (y) = 02?!2-

1.1.2 Pont Brownien

Les processus vus en haut sont définis pour des valeurs de la variables ¢ dans l'intervalle
[0, 00). Le pont brownien est un processus assez intéressant qui est basé sur le mouvement
brownien standard {B(t),t > 0}. Appelé parfois processus de Wiener attaché mais le plus
souvent pont brownien, il est défini pour ¢ € [0, 1] seulement. C’est un processus de diffusion
conditionnel car on suppose que B(1) = 0. C’est comme si le processus ainsi obtenu était

attaché a ses deux extrémités.



Définition 1.1.4. Soit {B(t),t > 0} un mouvement brownien standard. Le processus
. :
o

stochastique conditionnel {Z(t),0 <t < 1}, ou

Z(t) = B(t) - tB(1)

est appelé pont brownien.

T8 Processus Gauss-Markov

(Xt)t>0 est un processus de Gauss-Markov s'il est en méme temps, Gaussien et posséde la

propriété de Markov. (X;);>0 satisfait aussi les propriétés suivantes

— Soit h(t) une fonction non nulle de t, le processus Z(t) = X(f(t)) est un processus

de type Gauss-Markov.

— Soit f(t) une fonction non décroissante alors le processus Z(t) = X(f(t)) est un

processus de type Gauss-Markov.

ce processus est caractérisé par les quantités suivantes :

— m(t) = E[x)
— ¢(s,t) = B[(X, - m(s))(X: — m(t))] = L2288 o1y 5 < u < ¢
— r(t) = Z;—g%
114 Processus de diffusion et premier temps de passage

Soit X; un processus de diffusion homogéne. X; est la solution de 1’équation différentielle

stochastique

dX; = .u'(Xta t)dt = U(Xh t)ch
(lad a2y
Xo = o



ou B; est un mouvement brownien standard sur un espace de probabilité muni d’une filtra-
tion % , avec un intervalle de diffusion I = [ry, 73] o, 75 € (—00,00) et p: Rx Ry — R

et 0 : R x Ry — R, sont des fonctions lisses bornées.

Nous appelons une barriére un seuil qu’on définit, une barriére peut étre constante, dé-
terministe ou aléatoire. Soit S(t) une barriére qui dépend du temps (déterministe), nous
supposons que cette barriére est continue et différentiable. Et soit 7¢ le premier temps ou
le processus X; atteint cette barriére. On définit le premier texﬁps de passage la variable

aléatoire 7g

Tg = inf{t > to| X; = S(t); Xt = To} (d.3)

et soit

f(z,tly,7) = %{P(Xt <z|X, =yl T<tzelyel, (1.14)

la densité de probabilité du processus X; contraint par la barriére absorbante S(t).

f(z,tly, 7) satisfait I’équation de Kolmogorov (Karlin, S. and Taylor, H, M. (1988)) :

Of (. tly, 7) | 1 0’ f(z,tly, 7) 0f(z,tly,7)

-_— 2 - —————
p il 57 (y,t) B + u(y,t) By 0 (1.1.5)
et I’équation de Fokker-Planck :
3f(a:,t|y, T) r 1 2 32f(x,t|y, T) _ af(x’t|y’ T)
T i (i, 1) =y ( ’t)—ax (1.1.6)

Généralement, il n’y a pas une forme explicite pour la densité du premier temps de passage



d’un processus de diffusion & travers une barriére déterministe qui dépend du temps.

A ce jour, il existe que trés peu de cas bien spécifiques qui peuvent fournir des formules
fermés & ce probléme. Par exemple dans le cas de processus Gaussien et de barriére de
type Daniels, mais ceci sera abordé en détails au chapitre suivant. Nous allons citer dans la
prochaine section quelques exemples o1 il est possible de calculer la probabilité du premier

temps de passage d’un processus stochastique & travers plusieurs types de barriéres.

12 Densité de premier temps de passage & travers une courbe constante
1.21 Densité de premier temps de passage d'un mouvement brownien
standard

Soit B; un mouvement brownien standard et a € R une frontiére constante, posons

= Wil B; Pecl

En utilisant la densité déja connu de B; en conditionnant sur 7, on obtient

P(B; > a) =PiB: >alr, < 1)Blr: € 1)+ B(B; 2l > HiP(7 > 1) (1.2.39

par la continuité du processus {B;,t > 0} on a que

P(Bt 2 a|Ta > t) =0

on obtient donc



P(7, < t) = 2[1 — ®(a/V1)] (1.2.2)

ou

®(z) = P(N(0,1) < )

1 .1: 2
=—— [ eVdy, —co <z <+00
\’QW j(oo :

la fonction de densité de 7,, (1.2.2), est obtenue en dérivant la fonction (1.2.2) qui nous

(1.2.3)

donne

= o] ex (_a_2) ourt > 0 (1.2.4)
Ta 27rt3 p % y P . s

Cette densité est un cas particulier de la loi gaussienne inverse ou la loi de Wald.

1.2.2 Densité de premier temps de passage d’'un mouvement brownien

quelconque

Soit X; un mouvement brownien quelconque de la forme

Xi=1x9+ pt+ oB; (1.2.5)

oizg €R, p €R, 0 >0et (B)o un mouvement brownien standard. Et posons

X; = min
P 0gs<t

X,, t>0. (1.2.6)

La densité de probabilité de la fonction du minimum est donnée par
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PX;>y)=9 (%_y) — exp (2N(ya‘2‘ .’L‘o))q)(y +:f/z_ xo), Yo T - (12T}

Si on définit 7, comme étant le temps de premier temps de passage du processus (X;)i>0 &

travers la borne constante b, ou

m = inf{t > 0|.X; = b}

et en remarquant que les événements suivant sont équivalents

{n 2= {0

nous obtenons directement la loi du premier temps de passage qui est donnée par

xo+ut—b) Wt (Qu(b—xo))(b(b+pt—x0

P(r' > t) = @(_T\/_t— - =2

),t>0.

Apreés avoir vu les cas de processus connus avec des barriéres constantes nous allons montrer
dans la prochaine section comment on peut obtenir 1’expression analytique de la densité de
premier temps de passage a travers une barriére déterministe. Cette densité va dépendre
d’autres intégrales trés difficiles & évaluer. Le raisonnement menant & ces expressions ana-

lytiques est briévement exposé dans la section suivante.

1.3 Densité de premier temps de passage a travers une frontiére détermi-

niste

Soit S(t) une frontiére affine et définissons 7g(), comme étant le premier temps de passage

du processus (X;)ss0 & travers la frontiére S(t) et posons £ < ¢



7s() = inf{t > 0|X; > S(t)}.

La densité de probabilité du premier temps de passage est donnée par

0
g(S(t), t|zo, to) = EP(TS <),

et soit

F(S(t), t|zo, to) = P(X(¢) < 5(2)|X (to) = o)

F(S(8) toorte) = 55 FS(E) oo o).

En utilisant le résultat de Fortet, 1943. Posons ¢y < ¢

t 00

POX(t) > SE)1X(te) = 20) = |

| [ F,S@®),t)dy|-g(S(E), o, to)at,
to S(t)

nous obtenons le résultat suivant

P(X(8) > S(8)| X (to) = o) = 1 — F(S(t), t|zo, to)

= /t [ - f(y,tlS(tl),tl)dy] -g(S(tl),t’|x0,t0)dt’.

to ~JS()

11

(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

En intégrant par rapport a la variable y et ensuite par rapport & t’ et en utilisant le résultat

de I’équation (1.3.3)

1 - F(S(t),t|zo, to) = f : a(S@),t'|xo, to)dt' — / tg(S(t’),t'|xo,to)F(S(t),tl.S‘(t’),t')dt’.

to

(1.3.4)
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d’ou le résultat

t

/t " G(SE), Lo, o) = 1 — F(S(2),thoos to) + /to 9(S(t), ¥ |zo, to) F(S(2), ¢1S(t'), ')t .
’ (1.3.5)

En dérivant des deux cotés par rapport & t et aprés quelques manipulations algébriques

nous obtenons cette équation de Volterra de 2™¢ espéce

9(S(2), tlzo, to) = —29(S(2), tlzo, to) +2/tg(S(t')at'lxo,to)¢(5(t),tls(t'),t')dt' (1.3.6)

to

ol

YS(), oo, t0) = g F(S(E), o, o)

En définissant

W(S(2),tzo, to) = B(S(E), o, to) + () F(S(0) oo, o) + 7(8)[1 = F(S(), o, to)]

ol «(t) et r(t) sont des fonctions continues sur [tp, 00) et zo < S(tp). Nous obtenons aprés

remplacement le résultat recherché

g(S(t), t|zo, to) = —2¥(S(t), t|zo, o) + 2 / tg(S(t'),t’|x0,t0)\IJ(S(t),t|S(t’),t’)dt’. (1.3.7)

Si par exemple nous souhaitons obtenir la densité g(S(t), t|zo, to) dans le cas de mouvement

brownien & travers une frontiére S(t) et en utilisant les informations suivantes
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1 1(S(t) — z0)?
f(S(t)1t|x07t0) = m ex ('— E(t——to)o)
.nstMm%y=%h+Eu(L%%%%%ﬂ. (1.3.8)

ot Erf(x) = 72—77/: P

Nous devons calculé ¥(S(t), t|zo, to)

8F(S(t), t|£L‘0, to)

Y(S(t), tlwo, to) =

ot
B lze—ﬂ% (1.3.9)
2w ot
aprés calcul nous obtenons
S(t) —
B(S(O), tzo,ta) = F(SE), oo, o) [81(8) — 2 —20] (1.3.10)
2(t — to)

et

S(t) —

U(S(t), tlzo, to) = F(S(t), tlzo, to)[K(t) + S'(t) — 20t — 1)

] +r(t)(1 — F(S(t),tlzo, to))
(1.3.11)

Dans un cas général, 'équation (1.3.11) est trés difficile & résoudre, mais il est possible
d’obtenir un résultat dans le cas particulier ou r(t) = 0, &(t) = —ﬂzﬂ et oll on suppose
que la frontiére S(t) est une frontiére affine. On obtient donc ¥(S(t),t|S(t'),t') = 0, pour

a la fin obtenir le résultat

ato + b — xo ((at+b—xo)2)

Var(t—to)2 D\ 20t —to) 41

g(S(t) t|120, t0

Si a = 0 on retrouve la densité de l'inverse gaussienne.
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Nous avons vu, a travers les différents cas, que dans le cas de barriéres constantes ou affines
il est possible d’avoir des formules explicites pour certains processus. Cependant dans le
cas de barriéres déterministes, le calcul devient rapidement trés difficile voir impossible &
éffectuer. Nous proposons dans ce cas une autre approche afin de résoudre ce probléme qui

se base sur la simulation.

Dans le chapitre suivant nous allons aborder l’approche par simulation et proposer un

algorithme afin de calculer la probabilité de premier temps de passage.



CHAPITRE II

2.1 Méthode de Monte Carlo

La méthode de simulation Monte Carlo est une des méthodes les plus simples et les plus
connues en simulation basée sur la loi des grands nombres. En fixant un intervalle de temps
et en divisant ce dernier en d’autres plus petits intervalle (sous-intervalle), on simule plu-
sieurs trajectoires tout au long des points de la subdivision. Si il y a un passage, on marque
le sous intervalle otl ce dernier s’est produit. En général, le point milieu de ce sous-intervalle
forme un estimé du premier temps de passage d’'un chemin simulé. L’opération est répétée
un grand nombre de fois afin de construire une estimation de la fonction de répartition ou

la fonction de densité cumulative de ce temps d’arrét.

Considérons un mouvement brownien W et une barriére linéaire b(t) = o+ 3(t), posons 7
la variable aléatoire représentant le temps du premier passage, fixons les constantes a > 0
et I’échéance T' > 0. La probabilité d’avoir un premier passage & l'instant 7 avant la fin de

la période & T est donnée par :

Plr < T] = q>( = Q%T) ke e-w@(“a—jg). (2.1.1)

La densité est égale a
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| 2

)=

@(a\“;zﬂt) (2.1.2)

WIw

t

car

@(a J:/?T) = /0 té(ﬂM) f(s)ds. (2.1.3)

21l Exemples

Il existe dans la littérature une idée ingénieuse qui, idéalement, consiste & obtenir la loi de
probabilité d’'un passage de la trajectoire & travers des points simulés. Ainsi, considérons
un mouvement brownien W et une barriére linéaire S(¢) = o + St alors pour o > 0 et
T > 0, de la théorie classique nous pouvons calculer aisément la probabilité du premier

temps de passage par (2.1.4).

Posons o = 0.5, 3 =0.2 et T' = 1. Le Tableau 2.1 ci-dessous représente plusieurs estima-
teurs de la probabilité du premier temps de passage & travers une courbe S avec plusieurs
valeurs de la variable N qui représente le nombre de chemins simulés, et différentes valeurs
de pas de discrétisation At. Nous remarquons clairement que, méme dans ce cas simple,
afin d’obtenir un bon estimateur de notre probabilité, dont la valeur exacte est donnée
par P(rs < T) = 0.5548, on a besoin de simuler un grand nombre de chemins avec une

partition de plus en plus fine de I'intervalle ol la probabilité est recherchée.

Un autre inconvénient de I’approche Monte Carlo est qu’elle tend & sur-estimer la valeur du
premier temps de passage, car un passage peut survenir bien avant entre les points simulés

comme il est montré dans la Figure 2.2.

Voici un autre exemple du calcul de la probabilité de Monte Carlo par simulation en
utilisant un processus d’Ornstein-Uhlenbeck & travers une barriére linéaire y(t) = a + St

tel que a > 0. L’équation est donnée par :
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Plrg £1.0) | &1=10"" | Af=107% | At = 1074
N ="10¢ 0.5096 0.5407 0.5487
N =108 0.5102 0.5390 0.5506
N = 10° 0.5122 0.5412 0.5504

Tableau 2.1 Probabilité de passage par rapport a différents pas de discrétisation At et

nombre de chemin N

T

0.8

| ="
\
\
\
‘l
\
‘\
\
\
\
u
\
u
|
\

0.6

0.4

0.2

S
——
*

)
a
T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 2.1 Premier passage non détecté a travers une simulation Monte Carlo basique.
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ou W; est un mouvement brownien, A > 0, u et ¢ > 0 qui représente la volatilité sont des

paramétres déterministes. Le tableau 2.2 nous donne les différentes valeurs de la probabilité

de Monte Carlo pour un nombre de trajectoire N = 10000.

oc=0.6 c=09 g =152
Pas de discrétisation | Proba | Temps | Proba | Temps | Proba | Temps
ac Al i g 0.1620 | 0.3169 | 0.4050 | 0.3039 | 0.5690 | 0.3186
A=l 0.1750 | 0.3418 | 0.4540 | 0.3429 | 0.6250 | 0.3481
Al = 10y 0.2120 | 0.6048 | 0.4720 | 0.3429 | 0.6640 | 0.6041

Tableau 2.2 Probabilité de passage a travers y par rapport a différents pas de discrétisation

At et différentes valeurs de la volatilité o.

Nous remarquons encore une fois que plus les pas de discrétisation At sont petits, plus

la probabilité s’ameéliore, le méme constat se fait pour la volatilité o plus la volatilité est

grande plus le processus aura tendance & faire des sauts beaucoup plus important et donc

atteindre la rapidement la barriére.
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Passage de differentes courbes de S atravers la droite y=1+0.5°

\
1

i Jw i i

3 %. I \ ".\."1‘.’!'"1‘!“ ..',‘:n} |
:§- ' ' || ll | I'"“ |1 I| ' li'*‘“_l"!l"‘ﬁ' ‘\(flj{'\). ;I‘I ” lrh[jll.i.li QI\li‘Fl.‘.Ii“ JI ‘}|€]:'[:
,i i } ;"1; i F' ‘\ ‘rr'i’f, ) t'“{'i'.l:;f -.' k‘i‘l;‘f}:"- .' :‘-“;}.'-h.-*.-.ii.-,'#

05 V‘ | hlf' y ? ('1 ' i " “! ‘.r, ‘ 1 M; .P r

Figure 2.2 Simulation des passages de N processus d’Ornstein-Uhlenbeck & travers une

barriére linéaire y(t).

Au lieu de faire des simulations Monte Carlo en augmentant & chaque fois le nombre de
chemins simulés, ce qui entrainera des temps de calcul de plus en plus long, nous proposons

dans ce travail d’améliorer cette estimation.

&2 Problématique

Le probléme auquel nous nous intéressons consiste & trouver une méthode qui nous permet-
trait de déterminer la probabilité du premier temps de passage d’un processus stochastique
a travers une courbe déterministe. Nous commencerons d’abord par la simulations des diffé-
rents chemins. Nous avons opté pour le schéma d’Euler. Ce schéma est utilisé pour simuler

des équations différentielles stochastiques (ou processus de diffusion) comme celle vu dans
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dXt = #(Xtat)dt s U(Xt; t)chXO =Zo

ol B; est un mouvement brownien.

La solution exacte est donnée par

h h
Xh=X0+/ u(Xs)ds-i-/ o(Xs)dBs (2.2.1)
0 0

et le schéma d’Euler de 1’équation différentielle stochastique est donné par

Xn=Xo+ M(Xo)dt + O'(Xo)(Bh =t Bg) (222)

Nous avons dans la figure 2.3 un processus stochastique simulé sur un intervalle de temps
[0,7] qui atteint la frontiére déterministe en rouge vers I'instant ¢t = 4.3. La question qui se
pose est : est-ce que t = 4.3 est vraiment le premier temps de passage ? c’est & dire si le pas
de simulation était plus petit, est-ce qu’on aurait pu détecter un éventuel passage prématuré
de la trajectoire? En effet, nous remarquons qu’a t = 2.5 le processus stochastique était

trés prés de la barriére mais sans l'atteindre.

En simulant ce processus selon ce schéma (ou selon un autre) nous obtenons en réalité des
points que le logiciel va relier par la suite pour nous donner une courbe. La figure 2.4 est

un agrandissement d’une certaine partie de la courbe qui est trés proche de la frontiére.

Supposons maintenant qu’on raffine notre simulation : nous remarquons dans la figure 2.4,

qu'il y a un passage prématuré de la courbe non détecté par la simulation initiale.
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Wiy

Temps
Figure 2.3 Eventuel passage non détecté par le processus stochastique & travers la courbe
déterministe.
2.3 L’approche Monte Carlo avec simulation de passage inter-temporel

Au lieu de répéter un grand nombre de fois I’ensemble de la méthode de Monte-Carlo,
avec des partitions de plus en plus fines de l'intervalle de simulation, voyons comment on

pourrait ameéliorer les estimations initiales sans rejeter les chemins simulées.
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0.4 ——“‘_T
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Wt
|
!

Temps

Figure 2.4 Agrandissement d’une partie de la trajectoire du processus stochastique.

Une idée astucieuse, qui a été mise en avant par plusieurs auteurs, est d’obtenir idéalement
la loi de probabilité d’un passage entre les différents points simulés. Nous allons alors
calculer une probabilité de passage entre deux points simulés. Soit py la probabilité de
passage dans lintervalle [tg,tr41], on pourrait simplement générer une valeur Uy prise

d’une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] et d’affirmer qu’il existe un passage si Uy < py.

Dans le cas particulier de modélisation par pont brownien ou le processus est représenté

par un mouvement brownien avec dérive de la forme



23

0.8

W

Temps

Figure 2.5 Représentation de deux trajectoires superposées représentant le méme proces-

sus stochastique mais avec des pas de discétisation At différents.

Y(t) = yo + ut +oW(t)

et soient ¢; et f;;; représentant respectivement les instants de début et de fin du pont
brownien, nous obtenons les valeurs respectives Y (¢;) = y; et Y (fi+1) = Yit1 00 ¥, Yiy1 < S
et que S est le seuil a franchir (le seuil peut &tre aussi une fonction déterministe en fonction

de t de la forme S(t)) tel que S > yo .

La probabilité qu’un pont brownien reliant les valeurs y; et y;4; traverse le niveau S la
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premiére fois & un instant aléatoire 7 est donnée par

(S = yir1)(S - yi)}.

g4~ ) e

pi = P(T € [ti, tin]) = exp{ =

Mais dans le cas de pont de diffusion la probabilité exacte du premier temps de passage

est dans un grand nombre de cas inconnue ou difficile & calculer.

Z84 Approximation d’un pont de diffusion

Nous avons vu au début de ce mémoire qu'il exister différents méthodes pour I'approxima-
tion d’'un pont de diffusion et aprés quelques manipulation nous pouvons utiliser un pont
brownien afin d’utiliser les résultats de (2). Nous allons utiliser une approximation local de

la barriére déterministe par une courbe déterministe donnée par

a; ¥
g

2 —a2ft
i (c1 + v/cf +4cze ) (23.2)

dite courbe de Daniels (8) ot ¢; > 0 et c; € R, pour laquelle nous avons une formule exacte
pour la probabilité de premier passage d’un processus stochastique & travers cette derniére
(2.3.2).

Proposition 2.3.1. Considérons le pont brownien WAt défini sur l’intervalle de temps

[0, At] et soit S(t) une courbe de Daniel, ot o, >0, vy € R et tlirgt B% + dye=2t > 0.
—

Si
7s = inf{0 < t < At|W*A(t) = S(t)},

alors
o? 202
P(1s < At) = Be™ 25t 4 ye™ ar.
Cette proposition est une application directe du Théoréme 3.4 de Di Nardo et al (2), qui

annonce sous certaines hypothéses le Théoréme suivant :
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Théoréme 2.3.2. Soient S(t) une courbe de Daniel, o, >0 ety € R

b
| o156 o)ttt tolde =1~ lim FIS() o) 1]

0

+fexp { - 2=V iy pi50), tzute) - ). o

4[2d} — di][u(to
ha(to)

) — y(to)] } ltl_l,% F[S(¢), t|4u(to) — 3y(to), o)
(2.3.3)

+7y exp { —

ot g[S(t;to),t|y(to), to] représente la densité de premier temps de passage du processus
(Xt)is0 et F la fonction de distribution d’un processus normal avec une moyenne condi-

tionnelle et une variance.

Quand ¢t tend vers b la limite de la fonction de répartition tendra vers 1, d’ou le résultat

de la Proposition 2.3.1.

Proposition 2.3.3. Soit [0, At] un intervalle de temps, considérons les points (0, a), (At/2,b)

02 {s1 ac
et (8t,c) et posons A = ek, B=c "5t et C=e" % ou

1 o B & il e A2 -1
A2 C A A?
Alors il existe une unique courbe de Daniels (2.3.2) passant par les trois points avec les

parameétres

a = 2a,

g = A(A*B? - C?)
ASB-C '’

v = A'C? — BA®C.

(2.3.4)
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Preuve : Enremplacant les coordonnées des trois points que traverse la courbe de Daniels

dans I’équation (2.3.2), nous obtenons le systéme d’équations non linéaire suivant :

aL,
5 =0
a At B+ /B2 +dye2/At
o o e pi 2.8
i3 Zaln[ . ] b (2.3.5)
2 —2a2 /At
A
= D o 2

De fagon évidente, la premiére équation donne oo = 2a > 0, tandis que par une simple
manipulation algébrique des deux équations suivantes nous sommes amenés & résoudre le

systéme d’équations linéaires suivant :

poro {520}y - 20} {220
2

At
son {52} 4o (- 2} - e {520)

qui peut étre écrit sous cette forme :

BASB +v = ASB?,
BARC +v = ASC2.

Comme A%B — A3C = A3(A3B — ¢) > 0, il existe une solution unique donnée par :

g AB -0
T T HB-C
C - AB
ol A p B . AT
7= A°C? - BAC = A'BC| =21
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Cela constituerait la solution au systéme d’origine a condition que # > 0 and c111%1c 6% +
_’

4ye=lt > (),

Notons d’abord que 45 < 8 = A'B®—C? > O et donc B > 0 et si de plus £ < 5

alors v > 0 et nous la condition tlir?t B? + 4'76“"‘2/ ® > 0 est clairement satisfaite. Si nous
—

supposons maintenant que g > % alors v < 0, nous devons alors vérifier que 3% + % >0,

ce qui est le cas puisque

4y AYA'B2-CR)

2
'+ 2= —mB=oy

C—AB].

4 ——
+444BC | =

A2

- ip—gp (4" - O +44°BO(C - ABYA*B - O)).
A2

~ el T 00k

La derniére étape est de s’assurer que cela résout le systéme d’origine. En substituant dans
(2.3.5), (ot seules les racines carrées positives ne sont impliqués), nous voyons que c’est le

cas seulement si A*B? + C? —2A43BC < 0, ou bien de facon équivalente

B R

Ce qui est vérifié par (2.3.4).
L’algorithme du premier temps de passage se résume dans ces étapes :

Etape 1. Application de la transformation de Lamperti pour le processus de diffusion

d’origine et & la frontiére S afin d’obtenir le nouveau processus obtenu et la nouvelle

frontiére S* = F(S(t)) ;
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Etape 2. Sélectionnez un intervalle de temps [T}, T,] et construire une partition
n:to <tl < s <tn=Tu;

Etape 3. Initialiser le vecteur compteur des premiers temps de passage & 7 := {0,...,0};

Etape 4 Initialiser le compteur des chemins k = 1;

Tant que k est inférieur & NV le nombre de chemins simulés faire :

Etape 5. Simuler des chemins du processus {Y (t1),...,Y (t.)};
Etape 6. Initialiser le compteur des sous-intervalles i = 1.
Tant que 7 est inférieur a4 n le nombre de sous-intervalles, faire

Etape 7. Si Y(t) > S*(t;) mettre la i—éme cofnposante du vecteur de densité de premier
temps de passage & 7; := 7; + 1, le compteur de chemin k := k + 1, revenir & Etape 5.
Etape 8. Posons A := t; — t;_y, a := S(ti-1) — Y(tim1), b = S(%) - Y(%),
c:= S(t;) — Y(t:), et enfin posons A, B,C, a, B et v tels qu’expliquer précédemment ;
Etape 9. Si Xlg < g < %+ ——2—“}1_1, Posons ¢; := 3, ¢z := v Si KI; > g Posons ¢; := 0,

=A% S >4+ AQAQE Posons ¢; := 2AC, c; := —A*C?;

- a2 a2

Etape 10. Mettre la probabilité de passage & p = c1e7258 + cpe™ &

Etape 11. Générer une valeur & U, tel que U est une variable aléatoire uniforme;

Etape 12. Sinon si U < p, Posons 7; := 7; + 1 et le conteur k = k + 1, allez & Etape 5;
Poser i = i + 1, allez & Etape 7.

Notez que I'Etape 9 comprend les cas extrémes ol le point milieu de la frontiére dans un
sous-intervalle ne peut étre atteint par une courbe de Daniel S(.), nous utilisons alors la

courbe la plus proche.



Data: N,n,T

Result: Probabilités de premier temps de passage

Application de la transformation de Lamperti;

Sélectionnez un intervalle [T}, T,,] ;

construire la partition T} =t < t) < +++ < tp, =Ty;
Initialiser 7 := {0,...,0};

k=1;

while £ < N do

end

end

Simuler des chemins {Y (t1),...,Y (ts)};
2 =l

whilei - n do

if Y(t,) > S*(t:) then

nii=n+1
k:=k+1;
end

A=t —tq;a:=8(t-1) - Y(tia); b:= S(=E) - Y(

A, B,C,a,pB,7;

if & <2< 1+YE then
| c:=pci=1,

end

if 4z > Z then

‘ ¢ :=0; ¢y := A'C?,
end
ifg)-}+3@y§then

l ¢ := 2AC; ¢y := —AYCY;

end

P=C16-7£;+C28_§;
U - Ufo,1);
if U < pthen
=+ 1l;k=k+1;

else
| i=1i41;

end

ti—1+ti

2

Algorithm 1: Algorithme de premier temps de passage

)i ei=8(t:) - Y(t);
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CHAPITRE III

Dans ce chapitre, nous illustrons ce qui a été exposé au chapitre précédant par des exemples.
Nous concentrons nos exemples sur les processus de diffusion qui peuvent étre simulés de

fagon exacte.

Example 1 Considérons le processus d’Ornstein-Uhlenbeck X (t) et soit une

barriére déterministe S(t)

dX(t) = (1.0 — 0.5X(t))dt + dW (t), X (0) = 1.6,
S(t) = 2.0(1.0 — sinh(0.5t)).

Ce processus de diffusion est un processus de Gauss-Markov et selon Di Nardo
et al (2), la frontiére choisie nous permet d’obtenir une formulation explicite de

la densité de premier temps de passage donnée par :

eO.St

f(8(),t) = m%(s(t))
ol ¢y est la fonction de répartition du processus d’Ornstein-Uhlenbeck débutant
A X(0)=0.
d

La figure 3.1 compare la vraie densité de premier temps de passage avec la densité empi-
rique en histogramme obtenue par notre algorithme, et en utilisant un pas de discrétisation

égal a4 0.01 et en simulant 10 000 trajectoires. De plus, I'algorithme nous donne une esti-
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mation de la probabilité du premier temps de passage égale 4 0.9622 sur tout l'intervalle

par rapport & la vraie valeur de 0.9608 soit une erreur relative d’environ 0.15%.

I Algorithm
Exact pdf

Figure 3.1 Densité de la probabilité du premier temps de passage d’un processus Ornstein-

Uhlenbeck & travers une barriére S(t) = 2.0(1.0 — sinh(0.5¢t)) .

Example 2 Soit le mouvement brownien géométrique et la barriére linéaire

suivants :

dX(t) = 5.0X(t)dt + 2.5X (¢)dW (t), X (0) = 0.5,
S(t) = 1.0 + 2.0t.

En appliquant la transformation de Lamperti au processus et a la barriére, nous

obtenons respectivement



dY (t) = 0.75dt + dW (¢), Y (0) = 0.4In(0.5).

S*(t) = 0.41n(1.0 + 2.0t).
Comme dans l'exemple précédent, ce processus de diffusion transformé est aussi
un processus de Gauss-Markov et bien que la nouvelle barriére ne permette pas
une densité de premier temps de passage explicite, en utilisant I’algorithme
déterministe de Di Nardo et al (2) avec un pas de discrétisation de 0.01, nous
pouvons obtenir une approximation fiable.
La figure 3.2 compare la densité du premier temps de passage aprroximée par
la méthode de Di Nardo avec la densité empirique en histogramme obtenue par
notre algorithme en utilisant le méme pas de discrétisation et avec 10 000 che-
mins simulés. De plus, ’algorithme nous donne un estimateur de la probabilité
de premier temps de passage égale & 0.8251 sur tout I'intervalle par rapport a
la vraie valeur de 0.8258 soit une erreur relative d’environ 0.08%.

O

Example 3 On considére dans cet exemple un processus de Cox-Ingersoll-Ross

modifié et une barriére linéaire S(¢) définis par

dX(t) = —0.5X(t)dt + /1 + X(t)2dW (t), X (0) =0,
S(t) =0.3+0.2t.
En appliquant la transformation de Lamperti au processus et a la barriére nous

obtenons respectivement

dY (t) = —tanh(Y'(¢))dt + dW (t),Y (0) =0,
S*(t) = arcsinh(0.3 + 0.2¢t).
Contrairement aux exemples précédents, ce processus de diffusion transformé

n’est pas gaussien, mais en utilisant 1'algorithme exact de Beskos et Roberts

(4) nous pouvons simuler des échantillons de chemin exacts.

32
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[ Algorithm

= DiNardo approx

Figure 3.2 Densité de la probabilité du premier temps de passage d’'un mouvement brow-

nien géométrique a travers une barriére S(t) = 1.0 4+ 2.0t .

Bien que la densité explicite de premier temps de passage ne soit pas disponible,
en utilisant les résultats de Downes et Borovkov (3), nous pouvons, dans ce cas,

obtenir les bornes inférieures et supérieures suivantes :

-0.5

Fu(8(e),1) = 3 (S0) - j%) SO,
—-0.5

Fu(S(e),) = 5 (80 - jf_és) P )

ot ®y est la fonction de répartition d'un mouvement brownien standard.
La figure 3.3 compare les limites de la probabilité du premier temps de pas-
sage avec l'histogramme de la densité empirique obtenue par notre algorithme

en utilisant un pas de discrétisation égal & 0,01. On commence au départ avec
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15 000 simulations dont 11 768 chemins qui sont valides par le biais de I’al-
gorithme exact. De plus, 1’algorithme propose une estimation de la probabilité
de premier temps de passage égale & 0,7398 sur tout l'intervalle qui se trouve

entre [T f1(S(t),t)dt = 0.6204 et [ fu(S(t),t)dt = 0.7673.

5-

A I Algorithm

Downes—Borovkov bounds|

451

al
3.5+

3H
2.5
2 \

1.5 \

1

|
0.5 Ill“
5 Hirw,
mn
} mr"l'llnﬂnlmrlllrm|||nmrr-m--1nlrw

O 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.3 Densité de la probabilité du premier temps de passage d’'un CIR modifié &
travers la barriére S(¢t) = 0.3 + 0.2¢.
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3.1 Résultats de simulation

Nous avons testé notre algorithme (Algorithme de Probabilité de Passage APP) en com-
parant des résultats simulés de la probabilité du premier temps de passage par rapport au
temps, par deux méthodes performantes celle de Di Nardo et al (2) et la méthode Monte
Carlo. Tout en augmentant le nombre de chemins simulés N (nombre de trajectoires simu-
1és) nous observons le comportement de la probabilité du premier temps de passage calculée
par notre algorithme. Nous avons utilisé deux barriéres pour un processus stochastique qui
modélise '’équation de Black-Scholes. Nous allons aussi faire varier le pas de discrétisation
At qui représente l'intervalle de temps entre deux points browniens simulés, plus At est

petit meilleur sera la simulation.

=il Exemple 1

La probabilité exacte du premier temps de passage de cette exemple est égale & 0.5485.

Nous fixons N = 10.

Prob MC Prob APP

At =0.1 0.5000, t=0.1145 | 0.6000, t=0.0629
At =.0.01 0.5000, t=0.0649 | 0.5000, t=0.0739
At =0.001 | 0.4000, t=0.0408 | 0.4000, t=0.0753
At = 0.0001 | 0.6000, t=0.0290 | 0.6000, t=1.2752

Tableau 3.1 Comparaison des algorithmes MC et APP par rapport & plusieurs At pour
N = 10,

Nous remarquons ici pour un nombre trés petit de chemins simulés la probabilité est assez

instable et est en moyenne égale a 0.5.



En fixant N = 100.

Prob MC Prob APP
At =0.1 0.4400, t=0.0694 | 0.5500, t=0.0922
&= 091 0.5100, t=0.0574 | 0.5300, t=0.0884
At = 0.001 | 0.5300, t=0.0524 | 0.5400, t=0.1574
At = 0.0001 | 0.5500, t=0.8473 | 0.5520, t=19.2752
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Tableau 3.2 Comparaison des algorithmes MC et APP par rapport a plusieurs At pour
N =100

En augmentant le nombre de chemins simulés, nous remarquons que la probabilité se
stabilise en moyenne autour de 0.54. Cette probabilité est approchée par ’algorithme de
Monte Carlo seulement aprés une discrétisation. Notre algorithme est cependant instable,
idem pour ’algorithme de Monte Carlo, également cela s’exprime par le nombre de chemins

simulés N qui reste insuffisant.

En fixant N = 1000.

Prob MC Prob APP
Af =0.1 0.4420, t=0.0753 | 0.5540, t=0.1418
A= 0] 0.5010, t=0.0667 | 0.5420, t=0.3600
At =0.001 | 0.5239, t=0.2336 | 0.5350, t=2.3395
At = 0.0001 | 0.5239, t=0.2336 | 0.5350, t=2.3395

Tableau 3.3 Comparaison des algorithmes MC et APP par rapport & plusieurs At pour
N = 1000.

En augmentant encore la variable N nous remarquons que l'algorithme de Monte Carlo
n’arrive toujours pas a obtenir le bon résultat, mais ceci est obtenu par notre algorithme,

cela dit ce dernier reste instable pour des pas de discrétisation assez petits.



En fixant N = 10000.

Prob MC

Prob APP

At =101
At =0.01
At = 0.001
At = 0.0001

0.4293, t=0.0717
0.4293, t=0.0739
0.5080, t=0.1695
0.5328, t=1.6684

0.5449, t=1.1755
0.5524, t=1.4189
0.5487, t=10.4908

0.5451, t=107.2411
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Tableau 3.4 Comparaison des algorithmes MC et APP par rapport & plusieurs At pour

N = 10000.

Finalement pour N assez grand, notre algorithme se stabilise autour de cette valeur.

La probabilité de Di Nardo est égale 0.5484 avec un temps de calcul égale & 19.5625.

3.1.2 Exemple 2

Fixant maintenant une autre barriére S(¢) = t - log(t + 1) + 1. La probabilité de premier

temps de passage est égale & 0.1772.

En fixant N = 10.

Prob MC

Prob APP

At=01

At =0.01
At = 0.001
At = 0.0001

0.1000, t=0.0468
0.2000, t=0.0443
0.2000, t=0.0462
0.2000, t=0.0332

0.2000, t=0.0.0644
0.3000, t=0.0615
0.2000, t=0.0865
0.2000, t=1.0915

Tableau 3.5 Comparaison des algorithmes MC et APP par rapport & plusieurs At pour

N =10.

Les deux algorithmes donnent en moyenne des résultats proches.



En fixant N = 100.

Prob MC Prob APP
AT X 0.1500, t=0.0444 | 0.1900, t=0.0655
At =0.01 | 0.1000, t=0.0470 | 0.1200, t=0.1078
At =0.001 | 0.1600, t=0.0650 | 0.1700, t=0.2674
At = 0.0001 | 0.2100, t=0.1147 | 0.2200, t=2.7264
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Tableau 3.6 Comparaison des algorithmes MC et APP par rapport & plusieurs At pour
N = 100.

En augmentant le nombre chemins simulés, notre algorithme et 1’algorithme de Monte
Carlo, approchent la probabilité en donnant des valeurs qui sont supérieures ou inférieures
a la vraie probabilité mais notre algorithme & cependant pu donner une meilleur estimateur
de cette probabilité car pour un pas de discrétisation égale & 0.001 nous obtenons une valeur

égale & 0.17.

En fixant N = 1000.

Prob MC Prob APP
At =0.1 0.1900, t=0.0444 | 0.1600, t=0.0655
At =001 | 0.1820, t=0.0597 | 0.1750, t=0.5850
At =0.001 | 0.1820, t=0.3058 | 0.1880, t=5.4262
At = 0.0001 | 0.1730, t=0.9307 | 0.1750, t=38.6026

Tableau 3.7 Comparaison des algorithmes MC et APP par rapport & plusieurs At pour
N = 1000.

En augmentant encore plus la variable N, nous remarquons que nous avons encore un
meilleur estimateur avec notre algorithme que par l’algorithme Monte Carlo qui surestime
la probabilité et il donne un bon estimateur qu’aprés un pas de discrétisation égale & 0.0001

ce qui a entrainé un temps de calcul égal & 0.9307 ce qui est supérieur & celui de notre



39

algorithme. Notre algorithme reste plus performant mais nous remarquons que pour le pas

de discrétisation qui est égale & 0.0001 le temps de calcul est trés grand.

En fixant N = 10000.

Prob MC Prob APP

At =0.1 0.1139, t=0.0640 0.1709, t=3.0587
At =0.01 0.1552, t=0.2134 0.1768, t=27.8381
At =0.001 | 0.1711, t=1.5264 0.1771, t=0.2800
At = 0.0001 | 0.1710, t=12.9293 | 0.1726, t=2.7301 4003

Tableau 3.8 Comparaison des algorithmes MC et APP par rapport & plusieurs At pour
N = 10000.

Finalement, la probabilité se stabilise autour de la vraie valeur, le temps de calcul par notre
algorithme est donné par 0.2800. Cette valeur n’est pas atteinte par l'algorithme Monte
Carlo. La probabilité de Di Nardo est égale 0.1772 avec un temps de calcul égale & 32.008,
ce qui est un bon estimateur mais avec un temps de calcul assez grand par rapport au

résultat obtenu par notre algorithme.

3.2 Application financiére

Nous allons maintenant aborder un exemple sur le probléme d’atteinte de richesse optimale.
Ce probléme est particuliérement utilisé en finance, il repose sur la théorie de portefeuille
moyenne-variance qui a été introduite par Harry Markowitz (économiste américain, Prix
Nobel d’économie en 1990). Un portefeuille est définie par les parts des titres qui le com-

posent. Ces titre varient par leur nature et leur valeur financiére.

Markowitz a eu 'idée de mesurer la rentabilité d’'un portefeuille par I'espérance de ren-
dement et le risque<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>