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RESUME

Le théoréme de convexité stipule que I'image d’une variété symplectique compacte
et connexe (M,w) par I’application moment yx : M — RF de I’action hamilto-
nienne d’un tore T*, est un polytope convexe. Prouvé simultanément par (Atiyah,
1982) et (Guillemin et Sternberg, 1982), ce résultat prend d’autant plus d’impor-
tance que dans le cas d’une variété torique (le cas ou dim(M) = 2k), le polytope
ainsi obtenu, s’avére étre un invariant combinatoire pour cette classe de variétés
symplectiques; résultat prouvé par (Delzant, 1988).

Les deux premiers chapitres de ce mémoire présentent un traitement systématique
de la géométrie symplectique et de ses résultats fondamentaux dans le contexte
de I'action hamiltonienne d’un tore sur une variété symplectique compacte et
connexe.

Dans le troisiéme chapitre, nous parlerons de la version classique du théoréme de
convexité ainsi que du théoréme de Delzant, pour ensuite aborder dans le cha-
pitre 4 le théoréme 4.3.10 dans lequel la condition sur la structure symplectique
du théoréme de Atiyah, Guillemin-Sternberg est remplacé par une structure sym-
plectique transverse par rapport au feuilletage généré par un sous-algébre de Lie
g’ C g qui agit librement sur la variété (ou g est I’algébre de Lie d’un tore G).
Dans le cas ou g’ = {0} on retrouve le théoréme de Atiyah, Guillemin-Sternberg.

MOTS-CLES : Convexité, groupe de Lie, action hamiltonienne, variété symplec-
tique, application moment, polytope de Delzant, structure transversale.






CHAPITRE I

GEOMETRIE SYMPLECTIQUE LINEAIRE

Un espace symplectique est un espace vectoriel muni d’une forme symplectique ;
une telle forme introduit un certain nombre de propriétés qui distinguent ce genre
d’espaces. Par exemple, les espaces symplectiques sont toujours de dimension
paire.

On se propose dans ce chapitre de faire une étude systématique de la gébmétrie
symplectique qui va étre trés utile pour I'étude des variétés différentiables sym-
plectiques.

Le contenu de ce chapitre provient essentiellement de (Kostrikin et Manin, 1989)

et de la section 2 du chapitre I de (McDuff et Salamon, 1995).

1.1 Espace vectoriel symplectique

Définition 1.1.1. Une forme bilinéaire non dégénérée w sur une espace vectoriel

V', est une application

w:VxV—0R (1.1)



linéaire par rapport a ces deur arguments, telle que :

WV — Vv (1.2)
v w(v,.) (1.3)

est un isomorphisme.
Remarque 1.1.2. La matrice de Gram de w dans une base B = (ey,...,e,) de 'V,
est la transposée de la matrice de w° dans les bases B et sa dual B* = (e',...,eM).

Définition 1.1.3. Le sous-espace orthogonale & un sous-espace W C (V w) est

défini par :

Wh = {z € V| Vye Wuw(,y) =0} =ker(i*ou”) (1.4)

ou i : V¥ — W™ est le dual de Uinjectioni: W — V.,

Théoréme 1.1.4. Soit w une forme bilinéaire non dégénérée sur une espace vec-
toriel V.. Alors, pour tout sous-espace W C (V,w) :

(a) dim(W) + dim(W) = dim (V).

(b) Wt = w.

Démonstration. (a) dim(W) = dim(ker(i*)) = dim(V) — dim(W) car u” est
un isomorphisme.

() On a W C We™ par (a) dim(Wte™) = gim(W) = W =W 0O

Définition 1.1.5. Une forme symplectique est une forme bilinéaire antisymé-

trique non dégénérée.

Définition 1.1.6. Un espace vectoriel symplectique (V,w), est un espace vectoriel
V muni d’une forme symplectique w.

De plus, si W C V est un sous-espace de 'V, on dit que W est :



(a) Isotrope si W C W,

(b) Coisotrope si Wie C W.

(c) Symplectique si W N Wie = Q.

(d) Lagrangien si W = Wie.

Théoréme 1.1.7. Un espace vectoriel symplectique (V,w) posséde une base dite
symplectique de la forme (eq,... ,en,v1,... ,0,) telle que :

w(es,vy) = 0%

En particulier, dimg(V) = 2n.

Démonstration. Supposons que dim(V) = 2. Soit e; € V tel que e; # 0. Par la
non dégénérescence de w, il existe v; € V tel que w(e,v1) =1 = (e1,v1) est
une base symplectique de V.
Supposons maintenant que dim(V') > 2, et que 1’énoncé est vraie pour tout espace
vectoriel symplectique de dimension < dim(V').
Soit W C V un sous espace de V avec W = Span{e;,v;} et w(e;,v;) = 1. On
remarque que :

(1) WnNWwte =0.

(2) dim(W) = dim(V) — dim(W)

= V=W@W = (Wl w) est un espace vectoriel symplectique, alors

par ’hypothése de récurrence W+« posséde une base symplectique (es, ... ,en,vs, . ..

= (e1,...,€n,V1,...,Vn) est une base symplectique de V. O

Remarque 1.1.8. La matrice de Gram d’une forme symplectique w dans une

base symplectique est de la forme :

0 E,
Gw: = JO7
_E, 0

ot E, est la malrice identiié de dimension n.



Exemple 1.1.9. L’espace vectoriel réel (R*™, wy) est un espace vectoriel symplec-

tique, ot wy est la forme symplectique standard définie par :

n

wO:Zei/\vi. (1.5)

i=1

*
avec {e',... e",v! ... v"} une base de R,

Remarque 1.1.10. L’ezemple 1.1.9 est trés important car on verra dans le cha-

pitre suivant que toute variété symplectique ressemble localement a (R*™, wy).

1.2 Groupe linéaire symplectique

Définition 1.2.1. Un symplectomorphisme de (V,w) est un endomorphisme i de

V' qui laisse invariante w, dans le sens :
(Ww)(z,y) = w(¥(z),¥(y)) = w(z,y). (1.6)
Ou d’une fagon équivalente en notation matricielle :
AYG Ay =G, (1.7)
Dans une base symplectique, la matrice Ay de i vérifie :

Ad,tJ()Aw = J(). (18)

L’ensemble des symplectomorphismes d’'un espace vectoriel symplectique (V,w)
posseéde une structure naturelle de groupe (par composition d’automorphisme) et

sera dénoté par Sp(V,w). On dénotera par Sp(2n) le groupe Sp(R*™, wq).

Remarque 1.2.2. L’équation (1.8) nous montre que la matrice de ¢ dans une



base symplectique est inversible. En d’autres termes, un symplectomorphisme est

un automorphisme de Uespace vectoriel.

Proposition 1.2.3. Pour toute matrice A € Sp(2n,R), on a que :
(a) det(A) =1.
(b) P(t) =t>"P(t7'), ou P est le polynéme caractéristique de A.

Démonstration. (a) A laisse invariante la forme volume wf = det(A) = 1.
(b) Par P'équation (1.8) : det(tEs, — A) = det(tEay, + Jo(AY) ') =
det(tEsn — (A1) = det((AY)V)det(tA* — Es,) = t2rdet(t ' Eop — A). O

Corollaire 1.2.4. Pour toute matrice A € Sp(2n,R) on a que, si A est une valeur

propre de A, alors A™1, X et A\=1 sont aussi des valeurs propres de A.

Démonstration. 1l suffit d’utiliser la proposition 1.2.3 et le fait que P est un po-

lynéme a coefficients réels. : O
1.3 Complexification et décomplexification

La complexification est 'opération d’extension du corps des scalaires d’un espace
vectorielle réel & C. De méme, la décomplexification est 'opération de restriction
du corps des scalaires d’'un espace vectorielle complexe a R.

On se propose d’étudier dans cette section les résultats fondamentaux de ces

opérations.

1.3.1 Décomplexification

Définition 1.3.1. Soit V un espace vectoriel sur C. On désigne par Vg l’espace
vectoriel réel obtenu de V par la restriction du corps des scalaires a R. Vg est

Despace vectoriel qui correspond a la décomplexification de V.



De plus, si f : V. —> W est une application C-linéaire, on désigne par fg : Vg —

Wr Uapplication R—linéaire correspondante.

Théoréme 1.3.2. Soit L et M deuz espaces vectoriels sur C avec comme bases
respectives B = {e1,...,e;} et B = {e},... e, }. Soit f : L — M une application
C-linéaire.
Alors :
(1) dimgLg = 2dimcL. En particulier, Bg = {e1,..., e, te1,...,1e;} est une
base de Lg.
(2) Soit (A+iB) la matrice de f dans les bases B et B' (ot A et B sont deux

matrices réelles). Alors, la matrice de fg dans les bases By et B'g est de la

forme :
A -B
B A

(3) det(fx) = |det(f)}>.

Démonstration. (1) Supposons qu'il existe (a;)1<i<n, (Bih1<i<n € R tels que
Yo e —+-Z;=1 Bjie; =0 =3 p_ (ax+iBi)ex. Alors, a+if8 =0 V1 <k<n
= aqp,=0=0, VI<k<n.

A —-B z
(2) (A+iB)(z +iy) = (Az — By) +i(Bz + Ay) — X O
B A Y

1.3.2 Structure complexe

Définition 1.3.3. Une structure complexe sur un espace vectoriel réel V, est un

automorphisme J de V tel que :

J?=-Id (1.9)



On dénotera par J(V) l’espace des structures complezes sur V.

Théoréme 1.3.4. Soit (V,J) un espace vectoriel réel V. muni d’une structure
compleze J. Soit espace vectoriel compleze 1% qui consiste en V. muni de la mul-

tiplication par des complezes définie par I’équation suivante :

(a+ib)r =azx+bJ(x) VeV (1.10)
Alors :
Ve=V. (1.11)
En particulier :
dimgV = 2dimcV. (1.12)
Démonstration. Soit (e, ..., e,) une base de V, alors (e1,.. . €n, J(€1)y-..,J(ER))
est une base de V(voir la preuve du théoréme 1.3.2(7)). a

Définition 1.3.5. Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique. Une structure

compleze J € J(V) est dite compatible avec w si :
w(Jv, Jw) = w(v, w). (1.13)

et

w(v, Jv) > 0. (1.14)

Vu#£0 weV.

On dénotera par J(V,w) Uespace des structures complezes compatibles avec w.

Lemme 1.3.6. Pour tout espace vectoriel symplectique (V,w), il existe une struc-

ture compleze J € J(V,w).

Démonstration. Soit g un produit euclidien sur V. On définit ’application linéaire



A:V —Vtelque w(X,Y)=g(AX,Y). Alors :

(a) A* = —A. En effet, on a que, g(4*X,Y) = g(X,AY) = g(AY, X) =

—w(X,Y) = —g(AX,Y).

(b) AA* est symétrique ((AA*)* = AA*).

(c) AA* est définie positive (g(AA*X,X) >0 VX #0).
= AA* est diagonalisable avec valeurs propres > 0, donc (vVAA*)~! est bien
définie et est autoadjointe. Par conséquent, J = (v/AA*)"'A est une structure
complexe (A commute avec (\/H )~! car A commute avec AA*). O

Théoréme 1.3.7. Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique, et J € J(V,w).
Alors :

(a)
g;:VxV-—C
(1.15)
(v, w) = w(v, J(w))
est un produit euclidien J-invariant.
(b)
H:VxV —C
(1.16)

(v, w) = w(v, J(w)) + iw(v, w)

est un produit hermitienne.

Démonstration. (a) On a que gy(v,v) = w(v, J(v)) > 0. Par conséquent, g; est
non dégénéré. De plus, g;(v,w) = w(v, J(w)) = w(J(v), JH(w)) = w(w, J(v)) =
gs(w,v). Donc, g; est un produit euclidien.

(b) Hw,v) = w(w, J(v)) — iw(w,v) = w(v, J(w)) + iw(v,w) = H(v,w). a
1.3.3 Complexification

Définition 1.3.8. La complexification d’un espace vectoriel réel L est l'espace

vectoriel compleze C Qg L noté LC.



De plus si f : L — M est une application R-linéaire, on définit :

fE€LE — M©
(1.17)
a®v—a® f(v)

la complezification de f.

Remarque 1.3.9. On peut voir la complezification d’un espace vectoriel réel L

comme étant l’espace vectoriel compleze (L@ L, J) avec J(L1,l2) = (=12, 11).

Théoréme 1.3.10. Soit L et M deux espaces vectoriels réels muni respectivement
des bases B = (ey,...,e)) et B = (€},...,e.). Alors :
(a) B et B' sont respectivement des bases de LE et MC.

(b) f et f€ ont la méme matrice dans les bases B et B respectivement.

Démonstration. La preuve de (a) est évidente. Pour prouver (b), il suffit d’utiliser

(a) et le fait que fC(e;) = f(e;) (voir équation (1.17)). O






CHAPITRE II

ACTION HAMILTONIENNE D'UN GROUPE DE LIE

Le but principal de ce chapitre est de démontrer I’existence et I'unicité de I'appli-
cation moment induite par I’action hamiltonienne d’un groupe de Lie G sur une
variété symplectique (M,w) ainsi que ses propriétés. Bien que seul Paction d’un
tore nous intéresse, nous étudierons le cas plus général de I'action propre d’un

groupe de Lie et ses propriétés.

Nous suivrons les références (da Silva, 2006; Cieliebak, 2010; Cieliebak, 2001; Kar-
shon, 2002).

2.1 Action lisse

Définition 2.1.1. L’action d’un groupe de Lie G, sur une variété différentiable

M, est un morphisme de groupes :

p: G — Dif f(M) (2.1)

ot Dif f(M) est le groupe des difféomorphismes de M. Pour alléger la notation

on écrira g.x ou juste gz au lieu de p(g)(z).
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L’action ainsi définie est dite lisse ou C, si 'application d’évaluation :

ev:GxM—M (2.2)

(g,m) — g.m

est C°,

Exemple 2.1.2. Un groupe de Lie G agit sur lui méme de maniére C™ par :
(1) Multiplication & gauche : Lo(z) = g.x.

(2) Multiplication & droite : Ry(z) = z.g7".

(3) Conjugaison : c¢y(z) = Ly o Ry(z) = g.z.9g7".

Lemme 2.1.3. Soit M une variété différentiable munie de Uaction C* d’un

groupe de Lie compacte G. Alors, il existe sur M une mélrique riemannienne

G-invariant g ; dans le sens ot p(G) est un sous groupe du groupe d’isométries de

g.

Démonstration. Soit ¢’ une métrique riemannienne quelconque sur M. On définit

= h*g"Ydh, ol h est une mesure de Haar (une forme volume bi-invariante sur
c(h*g')dh,

G) sur G. O

Remarque 2.1.4. Soit (M,g) une variété différentiable munie d’une structure
riemannienne G-invariante g, et © € M un point fize de Uaction de G.
Soit exp 1V C T,M — M Uapplication ezxponentielle associé ¢ g (ou V est une
boule autour de 0 € T,M ). Alors :

(a) L’action de G sur M définie une action sur T,M telle que hv = hw

Yhe G, Vve T, M.

(b) exp(hv) = h.exp(v) Vh € GYv e V.
ot exp(thv) et h.exp(tv) sont deur géodésiques issues de x avec vélocité en
égale o h,v. En d’autres termes, Uapplication exp d’une métrique riemannienne

G-invariante est équivariante (voir définition 2.1.8 pour ’équivariance).
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Définition 2.1.5. L’action par conjugaison de G sur lui méme induit les repré-

sentations sutvantes :

(a) Représentation adjointe de G sur g :

Ad :G — GL(g)

g+ (deg)e

(b) Représentation coadjointe de G sur g* :

< Ad*(9)¢,n >=< &, Ad(g™")n > Vg € G, V€ € g*,Vn € g.

(¢) Représentation adjointe de g sur g :

ad :§ — gl(g)
n > (dAd)e(n)

Exemple 2.1.6. Soit l’action de S' sur S® définie par :

S'x 83 — 53

(Z, (Zl, ZQ)) — (zmlzl, zmzzQ)
ou

S'={zeC| |dl=1)

SS = {(Zl,ZQ) S C2| |21l2 + |ZQI2 = 1}

et my, mo deux entiers fixé. L’action est clairement C*.

(2.3)

(2.4)

Exemple 2.1.7. Soit M une variété différentiable et X € X(M) un champ de
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vecteurs complet. Alors :

p:R— Dif f(M) (2.6)

t— &,

ou ¥, est le flot de X, est une action C* de R sur M.

Pour z € M on définit I'orbite et le stabilisateur (groupe d’isotropie) de z respec-

tivement comme suit :

O,=Gz={gxlge G} C M.
G,={9€Glgxz=z}CQG.

On définit aussi 'application orbitale de x, par :

U, G5 Gx M5 M (2.7)

g (g9,7) = g(x)

Définition 2.1.8. Une G-variété est une variété différentiable M munie de l’ac-
tion C™ d’un groupe de Lie G. Une application C* f : M —> N entre deuz

G-variétés M et N est dite équivariante, si :

flg(z)) = g(f(z)) (2-8)

Vge G etVre M.

Terminologie 2.1.9. Soit M une G-wvariété. L'action de G est dite :
(a) Libre : i G, = {e} Vz € M.

(b) Localement libre : si G, est discretV © € M.

(¢) Effective : si IQMGI ={e} — Ker(p: G — Dif f(M)).

(d) Transitive : si O, — M Yz € M.

)
)
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Remarque 2.1.10. L’action dans l'ezemple 2.1.6 est effective ssi m, et my sont

premiers entre euz.

Démonstration. L’action de I'exemple 2.1.6 s’écrit en cordonnées polaires comme

suit :

S'x S — 5°

(9, ((7'1,01), (T'2, 02))) — ((7'1, 01 + m19), (T'Q, 92 + m20)) (avec T'% + 7'% = 1)
L’action de 6 € (0,2r) fixe S3 ssi Ik, ky € Z telles que :

m10 = k127 (2.9)

m20 = k‘227T

Or I’équation (2.9) est équivalente a % = % avec k; < mj et ky < my. En d’autres
termes, (2.9) < |pged(my, m2)| > 1. Donc, 'action est effective ssi m; et my sont

premiers entre eux. O

Dorénavant, tout action d’un groupe de Lie est sous entendue C* a moins de
spécifier explicitement le contraire.
L’action d’un groupe de Lie G sur une variété M induit une action infinitésimale

de son algébre de Lie g sur M, définie comme suit :

Proposition 2.1.11. L’action infinitésimale de l’algébre de Lie g de G sur une

G-variété M est une application linéaire :

o:g — X(M) (2.10)

d
n=> 0, = Zl—oezp(tn).z = Yo ()
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qui vérifie :
(1) Adgn — g.1
(2) [ 8] = —[a,8]
Va,B,n € g etV g€ G. Le champ de vecteurs n € X(M) est dit champ de vecteurs

fondamental associé a n € g.

Démonstration. 1l est claire que o est linéaire.
(1) Adgn — Sli—oezp(tAdgn).z— L|,—oCylexp(tn)).ac = %|i—ogexp(tn)g~'.a —
(9+1)z-

(2) [a,ﬁ]z — ad(a)ﬁx — %|t:0Ad(expta)ﬁ — %|t=0(exp(ta)*ﬁ)z - —la,fl.. O

Théoréme 2.1.12. Soit M et N deuz G-variétés telles que l’action de G sur M
est transitive, et f : M — N une application équivariante. Alors :

(1) f est de rang constant.

(2) fum,, —n, Vn€ag.

Démonstration. (1) foLy — LeofV9 € G = fr (2)x(Lg)zs — (Lg) fx) s fox =
Jex €t fLy ). Ont le méme rang V g € G.

Vye M dge€ G tqg.x =ycar G agit transitivement sur M = rang(f;.) =
rang(fy.) Yo,y € M.

() (funy)s — &li-of(exp(tn).x) — Hloeap(tn).f(@) = (1) 0o 0

Lemme 2.1.13. Soit M une G-variété et x € M. Alors :

(1) G, est un sous-groupe fermé de G.

(2) Lie(G;) = g. = {n € gln, = 0}.

Démonstration. (1) G, — ¥ ' (z) = G, est fermé car ¥, est C*.
(2)Sineg, = dit|tzgerp(tn).r =0or d%h:serp(tn).r %[tzoerp((t + s)n).x
— Ll—oexp(sn)exp(tn).c =0 = exp(tn).x =z Vt € R => 7 € Lie(G,).

Le sens inverse est évident. O
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Terminologie 2.1.14. L’action infinitésimale de lalgébre de Lie g sur une G-
variété M est dite :

(a) Libre : sig, = {0} Vz € M.

(b) Effective : si 0 8= {0} = Ker(o : g — X(M)).

(¢) Transitive : sig — T,M Vx € M.

Proposition 2.1.15. Soit M une G-variété, alors :
(1) L’action de G est localement libre < [’action de g est libre.
(2) L’action de G est effective = [’action de g est effective.
(8) L’action de G est transitive = ['action de g est transitive. Si M est

conneze alors le sens inverse est aussi vraie.

Démonstration. (1) G, est discret & g, = {0}.

(2) Supposons qu’il existe n € gtelquen =0 = ne€g,Vre M =

exp(tn) € G, Vx € M et Vi € R = l'action de G n’est pas effective.

(3) pour z € M : ¥, est surjective et de rang constant (par théoréme 2.1.12) —>
¥, est une submersion = l’action de g est transitive.

Inversement, si M est connexe et l'action de g est transitive, alors ¥,(G) est
ouvert dans M (car ¥, est une submersion). Si y € M\¥,(G) alors ¥,(G) est un
voisinage de y disjoint de ¥,(G) = M\¥,(G) est un ouvert == ¥, (G) — M

= DPaction de G est transitive. O
2.2 Action propre

L’action d’une groupe de Lie de G sur une variété M est dite propre si ’applica-

tion :

0:GxM—MxM

(g,z) = (9(z),z)
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est une application propre.

Lemme 2.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L’action de G est propre.

(2) Pour toute suite convergente (xix)ken C M et suite (g;)jen C G telles
que (ge-Tr)rex C M est une suite convergente, il existe une sous-suite
convergente (g,) C (9;)jen-

(3) Pour tous sous-ensembles compactes K1,Ky C M, l’ensemble Gﬁ; —{g€

G | gK1 N Ky # 0} est compacte.

Démonstration. (1) = (2) Si (xx) et (gr.zx) convergent =—> 3 compacte
K C M x M et ng €N telles que V k£ > ng (gk-2k, 2k) € K = (Gk> Tk )k>no €
K' = ¢7!(K), or K’ est compacte => 3 sous-suite convergente (gx,) C (g;)jen
(2) = (3) Soit une suite (g;);en C Gﬁg et une suite convergente (zx)ren C K,
telle que (gi.zx)ren C M est une suite convergente. Remarquez que de telles suites
existent car K, est compacte et qu’on pourra toujours passer au sous-suite.
Alors, il existe une sous-suite convergente (gi;) C (g;)jen = Gﬁ; est compacte.
(3) = (1) Soit un compacte K C M x M et K’ = m(K) U m(K) (ou

i M x M — M tel que m;(z1,z2) = z;), alors o7 (K) C Gﬁ; x m(K) =

0 }(K) est un compacte car sous-espace fermé d’'un compacte. O

Proposition 2.2.2. Soit M une G-variété. Alors :
(1) G est compacte = laction de G est propre.
(2) Si laction de G est propre, alors :
(a) L’application ¥, (voir équation (2.7)) est propre Vr € M.
(b) G, est compacte Vx € M.
(¢) La restriction de l'action de G a un sous groupe fermé H C G et a un

sous ensemble H-invariant ouvert U C M est propre.

Démonstration. (1) Soit un compacte K C M x M, alors o7} (K) C G x my(K)
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est un sous-ensemble fermé d’un compacte = o' (K) est compacte.
(2) Si I’action de G est propre :
(a) V1K) = GE} est un compacte de G pour tous compacte K C M de M.
(b) G, = V. (x) est compacte.
(c) U est une sous-variété plongée de M, donc la restriction d’une application
C>™ de M a U reste C*. D’autre part, la restriction de ¢ & H reste propre

car H est un sous-groupe fermé.

O

Théoréme 2.2.3. Soit M une variété différentiable munie de l’action propre d’un
groupe de Lie G. Alors :

(1) m: G — G/G, est un fibré principal.

(2) O, est une sous-variété plongée de M, et T,0, = {Qm | neg}.

Démonstration. (1) G, agit librement sur G et I'action est propre car G, est
compacte(par proposition 2.2.2). Donc, par un résultat connu de géométrie diffe-
rentielle G/G, posséde une structure différentiable telle que 7 : G — G/G, est
un fibré principal.

(2) Soit le diagramme commutatif suivant :

G— M

\u},

G/G,

U, est une application injective, elle est aussi ouverte car ¥, est ouverte (¥,
une submersion par la proposition 2.2.2). \TJI est aussi de rang constant (par la
proposition 2.1.12) — \TJI est un plongement, et par conséquent (O, est une sous-
variété plongée. La définition de T,0O, découle du fait que O, est difféeomorphe a

G/G; et de 'équation (2.10) . d
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Dorénavant tout action d’un groupe de Lie est sous entendue propre & moins de

spécifier explicitement le contraire.

2.3 Variété de Poisson

Définition 2.3.1. Une structure de Poisson sur une variété différentiable M est

une application R-bilinéaire :

{,}: C®(M) x C®(M) — C®(M) (2.11)

qus satisfait :
a) Antisymétrie : {f,9} = —{g, [}
b) {,h} est une dérivation, i.e {fg,h} = f{g,h} + g{f, h}.

(c) Identité de Jacobi : {f,{g,h}} + {9, {h, f}} + {h, {f, g}} = 0.
Vf,g,h € C®(M). (M,{,}) est dite variété de Poisson.

(
(

Par la propriété (b) de la définition précédente, {, } correspond a un tenseur P €

[(A2T M), dit tenseur de Poisson, tel que :

{f,9} = P(df,dg). (2.12)

La structure de Poisson est dite non dégénérée si le tenseur de Poisson est non

dégénéré, ou de maniére équivalente :

{f,g} =0 Vge C®M)e f=cst. (2.13)

La propriété (b) nous montre aussi qu'on peut associer a chaque fonction f €

C>(M) un champ de vecteurs X; € X(M) tel que :
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{9, f} = Xs(g9) ¥V g € C=(M).

X est le champ de vecteurs hamiltonien de f.

Par conséquent, pour f € C®(M), on a :

Xy = i(—df)P. (2.14)

Ainsi, si la structure de Poisson est non dégénérée, le tenseur de Poisson introduit

une identification canonique entre T'M et T*M via I'isomorphisme suivant :

P*.T*"M — TM (2.15)

n e i(-n)P

Exemple 2.3.2. Soit g un algébre de Lie et g* son dual. Alors, g* posséde une
structure de Poisson canonique (dite structure de Kirillov, Kostant et Souriau ou

KKS) définie par :

{£,9}(&) =< & ldfe, dge] > Vf, g € C™(g"),V¢ € 9" (2.16)

Lemme 2.3.3. Le champ de vecteurs hamiltonien X; associ€ a une fonction
f € C™(g*) est défini par :
X/(6) = —adi . (217)

Démonstration. Soit g € C*(g*). Alors, {g, f}(£§) = X;(£)(9) =< &, [dge, dfe] >
=<, —addfedgf >=< —ad:ifeﬁ,dgg > = Xf(ﬁ) = —ad:,feﬁ. |

Définition 2.3.4. Une application ¥ : (M, {,}) — (N,{, }) est dite application

de Poisson, st :

U*{f, g} = {¥"f,¥"g} Vf g€ C®N) (2.18)
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Lemme 2.3.5. Soit (M, {}) une variété de Poisson. Alors :
(a) Lx,P=0Yf e C*(M).
(b) f+— Xy est un anti-morphisme d’algébre.

(¢) Xu-y = V*X; pour tout application de Poisson V.

Démonstration. (a) (Lx,P)(dg,dh) = X;(P(dg,dh))-P(Lx,dg,dh)-P(dg, Lx,dh)
- Xf({g’ h})_P(d{fvg} dh)_P(dgv d{fv h}) o {f7 {97 h}}_{{fag}v h}_{g’ {f7 h}} =

O(par l'identité de Jacobi).
b) X{f,g}(h) o '{{f,g}vh} - '{f7 {gvh}} + {g’ {fa h}} - '[Xf’Xg](h)-
¢) Xu-g(g) — {9, 0" f} = {¥" g, f} = X, (T™"g) — (L"X[)(9). O

—~ o~

Remarque 2.3.6. Par (b) du lemme 2.3.5, une structure de Poisson induit une
distribution naturelle (de rang variable) F générée par les champs de vecteurs ha-

meltoniens, telle que :

F={Xr| FeCO=M)]).

Proposition 2.3.7. Soit (M, {,}) une variété de Poisson. La distribution F in-
duite par la structure de poisson est intégrable (dans le sens de la définition 4.1.2).
De plus, la restriction de la structure de Poisson & chaque feuille est non dégéné-

rée.

Démonstration. En ce qui concerne l'intégrabilité de F voir théoréme A.5 dans
(Cieliebak, 2010) (ou (Bolsinov et al., 2016) section 2.2 page 45). Pour la deuxieme
assertion, soit £ une feuille et f € C*(L) telle que :

{9, f} =0 Vge C®L)e X,f)=0 Vge C=L), or TL est générée par les
champs de vecteurs hamiltoniens.

& f = cst. U
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2.4 Variété symplectique

Définition 2.4.1. Une variété symplectique (M, w), est une variété différentiable
M munie d’une 2-forme w € Q%(M) fermée et non dégénérée. En d’autres termes :
(a) dw = 0.
(b) (T:M,w,) est un espace vectoriel symplectique Vx € M. Ou de maniére

équivalente, Uapplication :

W TM —T'M (2.19)
X = i(X)w

est un isomorphisme.
M est dite variété symplectique ezacte, si w — df pour 6 € QY (M) (i.e w est une

2-forme ezacte).

Remarque 2.4.2. Par le théoréme Borel on sait que pour chaque champs de
vecteurs X € X(M) et en chaque point x € M il existe une fonction Fx, C* dans

un voisinage de x et telle que P#((dF%),) = X,.

Proposition 2.4.3. Une structure de Poisson non dégénérée {, } sur une variété

différentiable M induit une structure symplectique w telle que :

w(X,Y) =PP* (X),P* (V) (2.20)

ot P est le tenseur de Poisson. De plus :
(Xp)w=dF VFe(C*® (2.21)

Démonstration. En utilisant la remarque 2.4.2 il est facile de voir que la non

dégénérescence de w découle directement de la non dégénérescence de P.
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Pour voir que w est fermée, on a que :

dw(X,Y, Z); = X (w(Y, Z)). — Y (w(X, Z)): + Z(w(X,Y))x
—w([X,Y], Z)e + w([X, 2], Y)e — w([Y, 2], X).
= X({Fy,Fz})e = Y({Fx, Fz}): + Z({Fx, Fy}).
+ {{Fx,Fy}, Fz}o. — {{Fx, Fz}, Fx}: + {{Fv, Fz}, Fx}:
= {Fx,{Fy,Fz}}e — {Fv {Fx, Fz}}o + {Fz, {Fx, Fy }}«
+{{Fx, Fy}, Fz}e — {({Fx, Fz}, Fy}o + {{Fy, Fz}, Fx}. = 0

Ve € M. Enfin, on a dF(Y), = {F, Fy}, = w(Xp,Y), = (i(Xp)w)(Y), Vz € M.
Par conséquent, i(Xp)w = dF VF € C*. O

Exemple 2.4.4. (C", wy) avec :

3

dz, N\ dz;, (222)

N .

Wst =
k=1

est une variété symplectique.

Exemple 2.4.5. Soit M une variété différentiable et (m : N = T*M — M) son
fibré cotangent. On définit sur N une 1-forme X, dite forme de Liouwville, de la
maniére suivante :

Apw) = VO T(pv).x
Il est facile de voir que (N, —d)) est une variété symplectique ezacte.

Définition 2.4.6. Un symplectomorphisme ¢ d’une variété symplectique (M,w),

est un difféomorphisme de M tel que :

V'w=w (2.23)

On désignera par Sp(M,w) C Dif f(M) le sous-groupe des symplectomorphismes
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de M.

Proposition 2.4.7. Un champ de vecteurs X d’une variété symplectique (M, w)
est dit symplectique si i(X )w est fermé. Alors, l'ensemble des champs de vecteurs

symplectiques X(M,w) est un sous-algébre de X(M).

Démonstration. Soit X,Y € X(M,w). Remarquons tout d’abord que Lxw = 0.
En effet, Lxw = (di(X) + (X )d)w = di(X)w = 0.

Maintenant, on veut prouver que di([X,Y])w = 0. On sait que, i([X,Y])w =
Lyi(X)w—i(X)Lyw = Lyi(X)w. Or, Lyi(X)w = di(Y)i(X)w (par la formule de
Cartan). Par conséquent, di([X,Y])w = ddw(X,Y) = 0. d

Remarque 2.4.8. Soit X,Y € X(M,w). Alors :

(1)
(2) di([X,Y])w =0
d(i(X)w) = 0 & Lxw = 0.

Définition 2.4.9. L’action d’un groupe de Lie G sur une variété symplectique

(M,w) est dite symplectique si :
Jgw=w VgeQG. (2.24)
En d’autres termes, G est un sous-groupe de Sp(M,w).

Proposition 2.4.10. Si G agit symplectiquement sur (M,w) alors
g={nl n € g} est un sous-algébre de X(M,w).

Démonstration. Soit n € g alors di(n)w = %h:oexp(tn)*w =0 = npeX(M,w).
g est un sous-algébre par (2) de la proposition 2.1.11. a
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2.4.1 Structure presque complexe

. Définition 2.4.11. Une structure presque complexe sur une variété différentiable
M est un tenseur J € T(T*M @ TM) tel que J, est une structure compleze de
T.M.

Définition 2.4.12. Soit (M,w) une variété symplectique. Une structure presque

compleze J sur M est dite compatible si J, € J(T,M,w,) Vo € M.

Proposition 2.4.13. Une variété symplectique (M, w) posséde toujours une struc-

ture presque complexe compatible J.

Démonstration. En utilisant une métrique riemannienne g sur M et une carte

locale (U, z',...,z?") on définit J, en chaque point y € U via la construction
dans la preuve du lemme 1.3.6(sur 7, M). L’application y — A, ainsi définie est
C* car l'opération d’inversion d’une matrice est C° de méme pour I'opération

de racine carré de matrice diagonalisable définie positive. a

2.4.2 Théoréme de Darboux-Weinstein

Le résultat principal de cette section est le théoréme de Darboux-Weinstein qui est

en fait un cas particulier du théoréme de Moser dont la preuve est assez technique.

Définition 2.4.14. Deuz variétés symplectiques (My,wy) et (My,w,) sont dite

symplectomorphes s’il existe un diffécomorphisme ¢ : My — M, tel que :
¢*w1 = Wo (225)

Théoréme 2.4.15 (Théoréme du voisinage tubulaire). Soit Q@ C M une sous
variété compacte de M. Il eziste un voisinage convere U de Q dans NQ =
TM|o/TQ, et un voisinage U de Q dans M, ainsi qu’un difféomorphisme 1 :
U — U tel que Ylo = Id.
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Remarque 2.4.16. Remarquons qu’on utilise ici Uidentification de Q a la section

zéro de NQ via le plongement :

SolQ—>NQ

z > (z,0)

Démonstration. Soit exp : NQ — M l'application exponentielle associé & une
métrique riemannienne quelconque sur M. Alors, pour € > 0 assez proche de 0,
la restriction de ezp au voisinage U = {(p,q) e NQ | p€ Qet|g| < e} est un
difféeomorphisme. On définit U — exp(U) et ¢ = exp. d

Lemme 2.4.17. Soit Q C M une sous variété compacte de M, et o une k-forme
sur un voisinage tubulaire U de Q telle que o|g = 0. Il existe une (k — 1)—forme
T € QY (U) avec 0 = dr et T|g = 0. Si de plus M est munie de Uaction d’un
groupe de Lie compacte G qui laisse invariante Q) et telle que o est G-invariante,

alors T est ausst G-invariante.

Démonstration. Soit 'application :

’(th U —U

ezp(p,v) — exp(p, tv)

pour 0 < ¢ < 1. Remarquons tout d’abord que ¥ = Id et que ¥, est un difféo-
morphisme pour 0 < ¢ donc on peut définir le champ de vecteurs X; pour 0 < ¢

l wt Xt wt .
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a l'aide de X, on définit ’homotopie suivante :

hy, Q8 (U) — QY (U)

8 /0 GH(X)B) dt

Avant de poursuivre on fait remarquer ’égalité suivante pour une k-forme fermée
B e QU :

d . \ v

08 = ¥i(Lx.B) = d(W/(i(X,)B)).

Ainsion a :

(hisrod — dohe)B — [ w7 (((X)dB) dt +d Jyw;(i(X)B) dt = f3 i (i(X,)d+
di(X))B dt = [y ¥i(Lx.B) dt = yiB — g8

= (hgyr10d | dohy)o — Yio — Yo — o car Yo =0 et Yo = 0.

=> o — d7 avec 7 — hi(o) il nous reste donc & démontrer que 7|g = 0 ceci
résulte du fait que X;|g = 0 car ¢x|g = cst.

Enfin, M posséde une métrique riemannienne G-invariante(par le lemme 2.1.3), et
par la remarque 2.1.4, exp est équivariant. En d’autres termes, 1, commute avec

I'action de G ainsi que by = la (k — 1)-forme 7 est aussi G-invariante. g
Définition 2.4.18. Une isotopie différentiable d’'une variété différentiable M est

une application C™ :

Y:[0,1]]xM—M (2.26)
(t,2) = Y(2)

avec Yo = Id.

Théoréme 2.4.19 (Théoréme de Moser). Soit M une variété différentiable com-
pacte munie de deuz formes symplectiques wy et w; telles que [wo] — [w1]. St

wy = wo + t{wy — wo) est une forme symplectique Vt € [0,1], alors il eziste une



29
isotopie Y, de M telle que :
Yiwy =wp VEE[0,1]. (2.27)

De plus, si M est munie de Uaction d’un groupe de Lie compacte G telle que wy

et wy sont G-invartantes alors ¥, est équivariante.

Démonstration. Supposons qu’il existe une isotopie ¥; qui satisfait I’équation
(2.27). Alors :

Soit le champ de vecteurs X; défini par :
d, . 1
X; = (-ﬁ(wt we)oy, Vte|0,1]. (2.28)

Alors :

d, . . dw
Z(Wiw) = 0=} (Lxw + —7)

dw
=4 ﬁxtwt + d_tt =0. (2.29)

Inversement supposons qu’il existe un champs de vecteurs X; sur M tel que I’équa-
tion (2.29) est satisfaite, alors par compacité de M il existe une isotopie ¥; qui
satisfait équation (2.28) et par conséquent satisfait ’équation (2.27). En d’autres
termes, la problématique revient a résoudre I’équation (2.29).

On sait que :

%ﬁ =w —wy = dp = Lx,w+ %‘ = 0 = di(X;)w; — du = par la non-
dégénérescence de w; il existe un champ de vecteurs X; qui satisfait I’équation
(2.29) et par compacité de M le flot ¥, de X; est un difféomorphisme globale qui
satisfait a Péquation (2.27).

Si de plus wy et w; sont G-invariantes alors w; et u sont G-invariantes et ainsi X;
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est G-invariant d’ou I’équivariance de ;. ([l

Théoréme 2.4.20 (Version relative du théoréme de Moser). Soit Q C M une
sous variété compacte de M et wy et wi deux formes symplectiques sur M telles que
wolg = wi|g- Alors il existe deuz voisinages U et U de Q et un difféomorphisme
b :U—U tel que :

¢ w1 = wo. (2.30)

avec ¢lg = Id. En plus si M est munie de l'action d’un groupe de Lie compacte
qut laisse invariante Q et telle que woy et wy sont G-invariantes alors ¢ est un

difféeomorphisme équivariant.

Démonstration. On définit w, — wy + t{w) - wp) = wi|g = wop et par consé-
quent on peut trouver un voisinage tubulaire U de @ tel que w; est une forme
symplectique sur /. Par le lemme 2.4.17 il existe une 1-forme p telle que (w; - wp)
—dpu = w; = wy + tdu. Par le théoréme de Moser il existe une isotopie

Uy U — M telle que :
Yiwy = wo. (2.31)

Ainsi, il suffit de prendre ¢ = 11 et U = d(U). a

Remarque 2.4.21. La version équivariante du théoréme précédent est souvent
appelé "Théoréme de Darbouz- Weinstein", voir théoréeme 20.1 dans (Guillemin et

Sternberg, 1990).

Théoréme 2.4.22 (Théoréme de Darboux). Soit (M,w) une variété symplec-
tique. Alors, Vx € M il existe une carte de Darbouz (U, $) autour de x telle que

¢*wo = w. En d’autres termes :

wly = Z dz' A dy'. (2.32)

i=1
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avec ¢ = (z*,..., 2" y', ..., y").

Démonstration. 11 suffit de prendre @ = {z} et de choisir on une carte (U,¢ =

(..., 2"y ..., y")) telle que w, = Y o dzi A dy:, on définit aussi wly =
S, dz* Ady* et on applique le théoréme 2.4.20 avec wy = w. a
2.5 Action hamiltonienne

Définition 2.5.1. Une action symplectique de G sur (M,w) est dite faiblement

hamiltonienne s’il eziste une application moment p € C*(M) @ g* tel que :
i(Pw=d<pn> Vneg (2.33)
L’action est dite hamiltonienne st i est équivariante. En d’autres termes :

< plgz),n >=< Ad*(g)u(z),n >=< p(z), Ad(g™")n > Ve e M,Vne€g,Vge G.
(2.34)

On utilisera la notation p" pour designer < ji,n >.

Remarque 2.5.2. Quand G est un groupe de Lie abélien l’équivariance de l’ap-

plication moment p veut dire tout simplement que i est G-invariante.

Proposition 2.5.3. Soit i1 l'application moment associée a l’action hamiltonienne
d’un groupe de Lie G sur une variété symplectique (M,w). Alors :

(a) ker(du,) :gpr_

(b) im(du,) = gj-

Démonstration. < dpy(v),n >= w(ﬂp, v)Vpe M,n€getveT,M.
(a) v€ ker(du,) ssi w(gp,v) =0Vneg = veEker(dy,) ©ve gpL“.
(b) Sin € g, alors n,=0 =< dup(v),n >=0Vv € T,M = im(du,) C g,
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(ot g> est 'annulateur de g,), or dim(im(du,)) = dim(M) — dim(ker(dp,)) =
dim(M) — dim(g ) = dim(g5) = im(dp,) = g5, O

Exemple 2.5.4. Soit O* C g* une orbite coadjointe. Alors la forme de KK S
de lezemple 2.3.2 est 'unique forme symplectique sur O* telle que ’application

d’inclusion i : O* — g* est Uapplication moment de !’action hamilionienne de G

sur (O*, KKS).

Démonstration. Premiérement, par les propositions 2.3.7 et 2.4.3 la forme de
KKS est fermée et non dégénérée sur O*.

Soit p : M — g* I'application moment associée a ’action hamiltonienne de G
sur M. On sait que 7,0 = span{g } Vp € O".

w(gp,gp) = <dpp(a,),n>Vnacgetpec O or:

< dpy(a,),n >= Fli=o < plezp(ta).p),n >= %o < pu(p), Ad(ezp(—ta))n >=<
u(p), [n, @) >, par conséquent si ¢ est ’application moment alors w est la forme de
KKS.

Inversement, Soit n € g et €, € g*" telle que g,(a) =< a,n > Va € g*.

Par.le lemme 2.3.3 i(n)w = de,, == T’action de G sur (M, KKS) est hamilto-

nienne avec comme application moment 3. O

Définition 2.5.5. Une G-variété hamiltonienne est une variété symplectique (M, w)

munze de laction hamiltonienne d’un groupe de Lie G.

Proposition 2.5.6. Soit (M,w = df) une G-variété telle que Uaction de G pré-
serve la 1-forme 6. Alors Paction de G est hamiltonienne avec comme application
moment :

<p,n>=—i(n)f VEcg (2.35)

Démonstration. i(n)w — i(n)dd — -di(n)f(car L8 = 0).

I nous reste donc a vérifier I’équivariance de pu.
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< u(g),n >= —(i(n)0)(g9) = —g*i(n)8 = —i(g*n)g*0 = —i(Ad(g~")n)0

=< p, Ad(g~")n >. O

Un exemple important d’action hamiltonienne est celle de I’action de U(n) sur
(C",wg), la compréhension de cette action est fondamentale pour la preuve du

théoréme de convexité dans le chapitre suivant.

Exemple 2.5.7. Soit (.,.) la forme hermitienne naturelle sur C* défini par :

h(z, z') = Zfizli. (2.36)
=1
Or ‘
Wgt = —Im((, )) = —df = —d(% ZEdej - Zjdfj). (237)
j=1

Par un calcul assez simple on peut voir que 0 est invariant sous l’action de U(n) ;

par la proposition 2.5.6, 'action de U(n) sur (C*,wy) est hamiltonienne.

On sait que :
= 0 _ 0 n
lz =Xz= "ZJ:X,JZJa—Zl — inZja—E; VX € u(n),Vz e C". (238)
Par proposition 2.5.6 :
. iy =
W (2) = ~({X)0)(2) = 5 D X (2.39)
ik

On identifie canoniquement u(n) et u(n)* via le produit euclidien sur u(n) défini

par :

(X,Y) =tr(X*Y) = —tr(XY) (2.40)
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On en déduit que :
u(2)ij = —52%;. (2.41)

En d’autres termes :

u(z) = —=z2". (2.42)

Proposition 2.5.8. Soit (M,w) une G-variété hamiltonienne et u lapplication
moment correspondante et ¢ : H — G est un morphisme de groupes de Lie.

Alors, (Pe.)* o p est Uapplication moment de Uaction hamiltonienne de H sur M.

Par la proposition 2.4.3 on associe 4 w une structure de Poisson {, } sur C*°(M)

définie par :
{He, Hg} = w(a, 8) = w(w’ (dH,),o’” (dHg)) Va,B€ g (2.43)

Ainsi, a est par définition le champ de vecteurs hamiltonien de u® Va € g.

Proposition 2.5.9. Pour une action hamiltonienne de G sur (M,w), Uapplication

suwante :

pi(e,[]) — (M), {,}) (2.44)

n— '

est un morphisme d’algébres de Lie.

Démonstration. {p®,p®}(x) = B_(u*) = L|,_o < p(exp(tB).z),a >

T

— g0 < ul@), Ad(exp(=tB))a > — < u(z), -[8,e] > — p*A(2). O

Remarque 2.5.10. Dans le cas d'un groupe connexe, la proposition précédente

est en fait équivalente & l’équivariance de l’application moment p.



35
2.5.1 Points fixes de I'action hamiltonienne d’un groupe de Lie compacte

Proposition 2.5.11. Soit (M?",w) une variété symplectique et p Uapplication
moment de l'action hamiltonienne d’une groupe de Lie compacte G sur M. Soit
z € M un point fize de cette action. Il existe un voisinage U de x et un voisinage
V de 0 dans T, M et un difféomorphisme équivariant ¢ : V — U tels que :

(1) L’action de G induite sur (T,M,w,) est hamiltonienne et correspond a

celle d’un sous-groupe G C U(n) sur (C* wy).
(2) ¢*w = wy.
(3)

iU — g* (2.45)

y > u(x) +1i (—522 )

avec z = ¢~ (y), et i : g —> u(n) linjection canonique.

Démonstration. Soit exp, 'application exponentielle d’'une métrique riemannienne
G-invariante dont I’existence dans un voisinage de 0 € T, M découle de 'existence
de solution maximal d’une EDO. Il existe un voisinage & de z et un voisinage V
de 0 € T, M tels que exp, : V —> U est un difféeomorphisme équivariant.

Soit ' = exp,*w et wy la forme symplectique constante qui coincide avec w’ en 0.
Par le théoréme 2.4.20, il existe un difféomorphisme équivariant ¢ : V — T, M
tel que ¥*w’ = wp. 1l suffit donc de choisir une structure presque complexe G-
invariant Jy, € J(wp), pour que I'action de G sur (V, Jy,wp) correspond & celle
d’un sous-groupe G C U(n) sur (C* wg), qui est une action hamiltonienne (par

Pexemple 2.5.7). O

Définition 2.5.12. Soit M une G-variété et H C G un sous-groupe de G. Alors
on désigne par My = {x € M| hx =z Vh € H} l'ensemble des points fizes de
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Paction de H sur M.

Corollaire 2.5.13. Soit H C G un sous-groupe de G alors My est une sous-

variété symplectique de M. De plus, My = M.

Démonstration. Soit z € My. Par la proposition 2.5.11, les élément de My dans
un voisinage de x correspondent aux éléments fixes par ’action linéaire complexe
de H sur C", qui est un sous espace vectoriel complexe, donc symplectique.

Le fait que My = M7 découle de la continuité de I’action. O

2.5.2 Propriétés de I’application moment

Proposition 2.5.14. L’application moment p: M —> g* est une application de
Poisson, ot g* est muni de la structure de Poisson de KKS décrite dans l’exemple

2.3.2.

Démonstration. On veut prouver l'identité suivante :

p{f,gy={wrfuwg} Vf,geCg).

Remarquons d’abord que df,,, dg, € g.

Par la proposition 2.5.9 < pu, [df,,dg,| >= {< p,df, >, < p,dg, >}.

De plus d(p* f) = df, o dp =< dp,df, >= d < p,df,, >, or le crochet de Poisson
dépend uniquement des dérivees — p*{f,g} = {u"f, u*g}. O

2.6 Existence et unicité de I’application moment

On a vue qu'une action hamiltonienne d’'un groupe de Lie G sur une variété
symplectique (M, w) est en particulier une action symplectique. On peut alors se
poser les questions suivantes :

(1) Quand est-ce qu'une action symplectique est hamiltonienne ?
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(2) Jusqu’a quel point I'application moment d’une action hamiltonienne est
unique ?
Pour répondre a ces deux questions on va nous restreindre au cas d’'un groupe de

Lie connexe.

Lemme 2.6.1. Soit laction symplectique d’un groupe de Lie conneze G sur une
variété compacte (M,w) telle que H'(M,R) = 0. Alors Uaction de G est hamilto-
nienne. De plus, st G est abélien Uapplication moment est définit a une constante

preés.

Démonstration. Soit n € g alors i(n)w est fermée or H'(M,R) =0 = i(n)w =
du™ o u" est définit & une constante c¢(n) prés. Remarquons tout d’abord que :
(a) ceg*.
(b) ¢ € [g,9)° annulateur de [g, g], chose qu'on peut déduire de ’équation

suivante :

Hlo,8) + c([a, ﬁ]) = {Iua + c(a), /‘LB + C(ﬁ)} = {/‘Lanuﬁ} = HU{a,8]-

Dans le cas o g est abélien n’importe quelle constante c fera I’affaire, sinon on
peut choisir I'application ¢ en exigeant que [ a W™ = 0.

En effet soit X,Y € g alors :

Sl m¥ Yo = (X, Y1) [y

Or

{u¥, p¥ Yo" = Ly (p¥) = d(i(Y)(*w™) = (X, Y])=0.

L’équivariance de u résulte de la remarque 2.5.10. O

On peut aussi déduire des conditions sur G via le théoréme suivant :

Théoréme 2.6.2. Soit (M,w) une variété symplectique munie de Uaction sym-
plectique d’un groupe de Lie conneze G. Alors, si H*(g,R) = 0 = H!(g,R) l'action

est hamiltonienne et ’application moment correspondante est unique.
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Avant de prouver le théoréme précédent, on va introduire un certains nombres de

résultats sur la cohomologie d’'un groupe de Lie compacte et connexe.

2.6.1 Cohomologie d’algebre de Lie

Dans cette section, G désigne un groupe de Lie compacte et connexe, et g son

algébre de Lie.
Définition 2.6.3. Une k-forme a € Q%(G) est dite invariante & gauche, si :
Lifa=a Vgei. (2.46)

Lemme 2.6.4. L’espace des k-formes invariantes a gauche sur G est isomorphe
a A¥(g*). De plus, la dérivée extérieure d’une k-forme invariante @ gauche o est

une (k + 1)-forme invariante & gauche 6o, définie par :
(k) (Xo, -, X) = 3 _ (- a([X, X5, .., X5, XKy, Xe). (247)
i<j

Remarque 2.6.5. Le lemme précédent nous dit simplement que (Cy, := A*(g*), 6 )ken

est un compleze de cochaine. On définit la cohomologie de l'algébre de Lie g, par :

Ker(8 : Cr, — Cry1)
k _ +
He) = e G — ) (2:48)

En particulier, H*(g) = H* orham (G, R).

2.6.2 Preuve du théoréme 2.6.2

Lemme 2.6.6. Soit (M,w) une variété symplectique, et X,Y € X(M,w) deuz
champs de vecteurs symplectiques. Alors, [X,Y] est le champs de vecteurs hamil-

tonien de —w(X,Y).
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Démonstration. Lyi(X)w = i([X,Y])w +i(X)Lyw = i([X,Y])w.
Or Lyi(X)w = (di(Y) +i(V)d)(i(X)w) = dw(X,Y) = {([X,Y])w = dw(X,Y).

O
Démonstration. Remarquons tout d’abord que : H'(g) = [g, g]°. En effet,
(6,a)(Xo, X1) = —a([Xo, X1]) Va € g*, donc a € Ker(6,) < a € (g,g]°-
Par conséquent, H'(g) =0 < [g, 9] = g.
Maintenant en utilisant le fait que [g,g] = g et que [X,Y] = —[X, Y], on définit

I’application suivante :

u g — C°(M)

X = pX

ot 1% est le hamiltonien de X. L’application u* n’est probablement pas un mor-

phisme d’algébres, mais nous permet de définir la 2-forme suivante :
o(X,Y) = pY — (¥, p"}

Par l'identité de Jacobi, d,c =0 == 3b € g* tel que &b = ¢ (car H2(g) = 0).

Par conséquent, I'application :

mrg — C®(M)

X = X +b(X) ="

est un morphisme d’algébres, et par la remarque 2.5.10, zz I'application moment.

Supposons maintenant que jz; et f1p sont deux applications moments. Alors VX €

g:

o(X) =™ -
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est une fonction localement constante sur M. Il est claire que ¢ € g*, et puisque
fi1 et jip sont des morphismes d’algébres, ¢([X,Y]) =0 VXY € g. Or [g,g]° =
{0} = c=0. O



CHAPITRE III

THEOREME DE CONVEXITE

Le théoréme de convexité est un théoréme trés important de la géométrie sym-
plectique. Prouvé simultanément par (Atiyah, 1982) et (Guillemin et Sternberg,
1982); il a pris encore plus d’importance griace aux travaux de (Delzant, 1988)
sur les variétés toriques. Les chapitres 1 et 2 de (Guillemin, 1994) sont une bonne

référence pour la matiére de ce chapitre.

3.1 Réduction symplectique

La réduction symplectique est une technique trés utile pour la construction de
variétés symplectiques a partir d’une vari¢té munic d’unc 2-forme dégénérée dans

la direction d’une distribution donnée.

Définition 3.1.1. (M,w,G,u) est dite G-variété hamiltonienne si M est une

G-variété telle que u est Uapplication moment de ’action hamiltonienne de G.

Théoréme 3.1.2 (Marsden-Weinstein-Meyer). Soit (M,w,G,u) une G-variété
hamiltonienne et supposons que O est une valeur régquliére de u, et que G agit libre-
ment sur u=1(0). Alors, il existe une unique forme symplectique & sur M//G(0) :=

p~1(0)/G, telle que *& = w ou 7 est le fibré principal w : u='(0) — M//G(0).

Remarque 3.1.3. La codimension de u~'(0) est égale a dim(G) et par conséquent

dim(M//G(0)) = dim(M) — 2dim(G).
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Pour prouver le théoréme 3.1.2 on va utiliser le lemme suivant :

3.1.1 G-fibré principal

Définition 3.1.4. Un fibré principal sur une variété différentiable M avec groupe
structurelle G, est une variété différentiable P, telle que :

(a) G agit librement et a droite sur P.

(b) M = P/G et Uapplication 7 : P — P/G est une submersion.

(c) P estlocalement triviale. En d’autres termes, Vo € M il eziste un voisinage

U de z, et un difféeomorphisme :

U Y (U)— UxG (3.1)
u > (7(u), ¢(u)) (3.2)

ou ¢ : w1 (U) — G est une application équivariante. Un G-fibré principal

est un fibré principal avec groupe structurelle G.

Définition 3.1.5. Soit P(M,G) la G-fibré principal sur M. Une connerion prin-
cipale I' sur P, est une distribution C* u > Q,, telle que :

(a) TuP =g @ Qu, ot g est Ualgebre de Lie de G.

(5) Qua = RonQu Yu € P,Ya €G.
g, est dit sous-espace vertical de T, P, et (), sous-espace horizontal de T, P.

On associe a ' une I-forme w a valeurs dans g, définie par :
w(Z)=X. (3.3)
o X, est la composante verticale de Z € T, P.

Définition 3.1.6. Soit P(M,G) le G-fibré principal sur M. Une k-forme o €
QF(P) est dite :
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(a) Horizontale : si :

i(Na=0 Vpeg. (3.4)

(b) G-invariante : si

Lya=0 Vneg. (3.5)
(c) Basique : si elle est a la fois horizontale et G-invariante.

Lemme 3.1.7. Soit 7 : P — B un G-fibré principal et o € QF(P) une k-forme
basique. Alors, il eziste une unique k-forme & € Q%(B) telle que ™ & = o avec &
est fermée ssi a est fermée. De plus, & est non dégénérée ssi ker(a) = ker(m,).
Démonstration. Soit (z!,...,z",y',...,y™) un systéme de coordonnées sur P
telle que 7(z,y) = .

a est horizontale — a =3, f, dzl.

a est G-invariante = les f;; ne dépendent pas de y.

Par conséquent, en utilisant les remarques précédentes et le fait que (z!,...,z")
est un systéme de coordonnées sur B, on peut définir & = I I, dzli.

Il est claire que & est fermée ssi o est fermée. 1l reste donc a prouver la derniére
condition.

& est non dégénérée ssi les f;. ne s’annulent jamais< ker(a) = ker(x.,). O
g f J

Démonstration : Marsden- Weinstein-Meyer. Soit S = p~1(0). Alors, par équiva-
riance de p, O, C S Vz € S. On sait aussi que 1,5 = ker(du) = 7,0, =
T,S* c T,§ = S est une sous variété coisotrope ; de plus, Ker(w|s) = g
Ainsi on peut appliquer le lemme précédent pour @ = w|s = il existe une

unique forme symplectique @ sur M//G(0) telle que 7*& = wls. O

Remarque 3.1.8. On sait par le lemme 2.6.1 que Uapplication moment p est

définie, a une constante prés, A € [g,8|°. Par conséquent, on peut généraliser le
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théoreme 3.1.2 pour p=Y(X)/G avec X € [g,9]° en utilisant application moment

p=p—A

Exemple 3.1.9. Soit l’action diagonale de S* sur (C",wy) définie par :

StxCt— C"

En utilisant le fait que wy = Y., ridr; A db; en coordonnées polaires, on peut

réécrire laction de S' de la maniére suivante :

S'xCt—C"
0,((r1,01),...,(Tn,01))) — ((r1,61 +8),...,(rn, 6, +9))

Par conséquent, § = B%i = i(Q)ws = — Y, ridr; = du®

= p(z) = —330 |al® + cst. Si on choisit cst = 1 alors p~1(0) = S
et C"//S' = CP"! et la forme & sur C"//S! est par construction la forme de

Fubini-Study.

Théoréme 3.1.10. Soit (M, w) une variété symplectique et p et ¥ les applications
moments de l’action hamiltonienne des groupes de Lie G et H, respectivement.
Supposons que laction de H commute avec celle de G. Alors Uaction de H des-
cend en action hamiltonienne sur (M //G(0),&) avec application moment V,.q qui

vérifie :

U gom=Woi. (3.6)
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et m et i désignent les applications :

m:u~H(0) — M//G(0)

i:p H0) — M

Démonstration. On commence par montrer que ¥ est constante sur les G-orbites
de M.

Soit X € get Y € h. Alors Lx¥Y = Lxi(Y)w = i([X,Y])w = 0. Pour la derniére
identité nous avons uFilisé la relation [X, Y] = 0 qui résulte du fait que les actions
de H et de G commutent. Par conséquent il existe une application C*®, ¥, .4 telle

que U,eq0m = ¥ oi. De plus on peut définir une action de H sur M//G(0) par :
hr(z) = w(hx) Vz € p~(0),Yh € b.

Notons que pM/1GO) — mﬁ“il(o) avec i‘ﬁ“_l(o) = h. Pour voir que l'action est
hamiltonienne avec application moment W,.4, on calcule :

T i(BM/CNG = ik O)(rw) = ik D) (w) = i*(i(h)w) = d(¥h 0d) =
7 dUh =5 {(BM/CO)G = qut |

L'équivariance de ¥" , découle de I'équivariance des applications 7,7 et ¥ et de

la relation 3.6. d

3.1.2 Réduction par rapport a une orbite coadjointe

Définition 3.1.11. Soit O C g* une orbite coadjointe. On désigne par O~ la
variété symplectique (O, —KKS).

Lemme 3.1.12. Soit (M,w, G, u) une G-variété hamiltonienne et O C g* une

orbite coadjointe. Alors, Uapplication moment de 'action diagonale de G sur M x
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O~ est:

p:-MxQO —g" (3.7)

(z,e) > pu(z) —¢

Proposition 3.1.13. ¢ est une valeur réguliére de p ssi O est une valeur régu-
liere de ji. De plus, l’action de G sur p='(e) est libre(respectivement localement
libre) ssi Uaction de G sur i7'(0) est libre(respectivement localement libre). De
plus, p=(e)/G. et (M x OZ)//G(0) sont symplectomorphes (ou O, est U'orbite

coadjointe de ).

Démonstration. p='(O.) = Gu~'(e) = Daction de G sur p~!(O,) est libre(respectivement
localement libre) ssi 'action de G sur 7' (€) est libre (respectivement localement
libre).

L’application :

M-—MxQO.~

m — (m, p(m))

préserve la forme symplectique, par conséquent sa restriction :

pHO) — f7H(0)

m = (m, p(m))

est une bijection équivariante qui préserve la forme symplectique = 17!(0)/G
et 1~ 1(0.)/G sont symplectomorphes = u~1(¢)/G. et (M x O7)//G(0) sont

symplectomorphes. O
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3.2 Théoréme de convexité

Définition 3.2.1. Soit S = {p1,...,pr} C R™ un ensemble fini de points. L’enve-
loppe conveze de S, noté conv(S), est lintersection de tous les polyédres convezes

de R™ contenant S.

Théoréme 3.2.2 (Atiyah; Guillemin-Sternberg). Soit (M,w) une variété sym-
plectique compacte et conneze, munie de l’action hamiltonienne d’un tore T*.
Notons par i : M — RF DUapplication moment de cette action. Alors :
(A,) pY(c) est vide ou conneze ¥c € R*.
(Bn) p(M) est un polyédre conveze de R*. Plus encore, si Wy, ..., W, sont les
composantes connezes des points fires de T* alors u(M) = conv{u(W), ..., u(W,)}.

Soit T un tore de dimension k. On définit les ensembles suivants :

A = {7 € tlezp(2nmiT) = 1}.

AN={{et|<&T>€Z VT €eA}L

Par la proposition 2.5.11, on sait qu’autour de chaque point fixe de T ce dernier
agit comme un sous groupe de U(n). En d’autres termes, T agit par représentation
unitaire. Etant donnée que T est abélien, il existe une décomposition de C™ telle
que tous les éléments de T sont diagonale et telle que w,,...,w, € A* sont les

poids de cette représentation. On a prouvé ainsi la proposition suivante :

Proposition 3.2.3. Soit £ € M*™ un point fize de ’action hamiltonienne d’un
tore T sur M?". Alors, dans un voisinage autour de x, ’action de T est l’action

diagonale sur C"* définie par :

exp(T).(21,. .., 2,) = (0L g e2rilunT)y ), (3.8)
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De plus, une application moment pour cette action est donnée par :

1 n
wz) = ple) + 35 >zl ws. (3.9)
i=1
ot wy,...,w, € A" sont les poids de la représentation irréductible de T. De plus :
" 0 0
7= 27sz:;<dwjﬁ>($j8—% - yja_zj)' (3.10)

VT et

Remarque 3.2.4. La proposition précédente nous permet déja de voir que le
voisinage d’un point fize est envoyé par Uapplication moment dans un céne. En
effet, La prewve du théoréme 3.2.2 due a Victor Guillemin et Shlomo Sternberg
(voir (Guillemin et Sternberg, 1982)), montre que les poids wy,...,w, sont les

segments du polytope conveze qui partent du sommet p(z).

Remarque 3.2.5. Sil'action de T* sur M est effective alors t* = span{ws, ..., wy}.
En d’autres termes pour que l’action d’un tore T sur une variété M soit effective

il faut que 2dim(T) < dim(M).

Démonstration. Imaginons que t* # span{wy, ..., w,}. Alors 37 € t # 0 tel que
<w;, 7>=0 V1 <i<n = exp(r) agit trivialement au voisinage de = donc

sur tout M =<«. O

Nous ne prouverons pas le théoréme 3.2.2, car nous établirons par les mémes
arguments que dans (Ativah, 1982). une version plus générale dans le chapitre

suivant.
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Exemple 3.2.6. Soit l’action d’un tore T™ sur (C™,wg), définie par :

" xC*"— C"
((t1, - t0), ((11,61)y - -y (T, 00))) = (11,01 + 1)y .o, (T, On + 1))

L= a%i = i(t)we = —ridr; = phi(2) = —3laf +a.
Par conséquent, Uaction de T" sur (C",wy) est hamiltonienne avec application

moment :

pM — t=R" (3.11)

1
(z1,..-y20) M —-2—(|21|2,...,|zn|2) + (e, .- ,¢n)

Si on revient a ’ezemple 3.1.9, on remarque que U'action de S et T™ sur (C™,wg)
commutent, ainsi par le théoréme 3.1.10 l'action de T™ descend en une action
hamiltonienne sur (CP"~! wrs). En utilisant la relation 3.6, l’image piycq(CP™1)
est le n-simpleze au point (c1,...,cn) = {(c1,...,¢n) + (t1,- - tn)| t1,..  tn >

0, r t,' = 1}

i=1

3.3 Variétés toriques et théoréme de Delzant

Définition 3.3.1. Une variété torique est une variété symplectigue compact et
conneze (M?" w) de dimension 2n, munie de l'action effective et hamiltonienne

d’un tore T™ de dimension n.

Le théoréme de Delzant illustre parfaitement 'importance du théoréme de convexité
car il démontre que dans le cas d’une variété torique le polytope convexe de I'ap-
plication moment permet de construire un espace classifiant pour cette classe de

variétés.

Définition 3.3.2. Un polytope conveze P C (R™)* est dit polytope de Delzant,
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81:
(a) n arétes s’intersectent en chaque sommet de P.
(b) Les arétes qui partent d’un sommet p de P sont de la forme {p+tw;|t > 0}
avec w; € (Z™)*.

(c) Les vecteurs wn, ..., w, forment une base de (Z")*.

Théoréme 3.3.3 (Delzant). Le polytope de Uapplication moment d’une variété
torique est un polytope de Delzant. De plus, chaque polytope de Delzant est le
polytope de Uapplication moment d’une variété torique. Inversement, deuz varié-
tés toriques qui possédent le méme polytope de Delzant(a translation prés) sont

symplectomorphes.

La premiére assertion du théoréme 3.3.3 découle du fait que {wy,...,w,} forme
une base de R™ (par remarque 3.2.5) et que w; € L£L(Z",Z) V1 < i < n (par la
proposition 3.2.3). Quand & la seconde assertion elle sera adressée dans la section

3.3.1.

3.3.1 Espace de Delzant

Soit P C R™ un polytope de Delzant. Les d faces de P (qui sont de dimension

(n — 1)) sont définis par :
F={§ e R")[(§,w) = M} (3.12)
avec u; € Z™ et A; € R et tel que :

P=n_{§ € (R")"|{€, wi) > A\i}- (3.13)

Soit wy, ..., w, les segments qui partent d'un des sommet de P. Le vecteur u,

normal a la face Py = span{w,,...,w;,...,w,} et qui pointe vers l'intérieur de
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P, doit vérifier la relation suivante :

ou de maniére équivalente :

Wau, = e;. (3.14)

avec W = (wt,...,w!)". Puisque W est un automorphisme de Z", I’équation
précédente posséde une unique solution u, € Z". On définit ainsi, un vecteur

normal 4 chaque face de P qui pointe vers 'intérieur du polytope.

Maintenant on va entamer la construction d’une variété torique Xp, dont I'image

par 'application moment sera P. Soit I'application :

7 :R* — R

€; Uy

qui se restreint a4 une application 7 : Z¢ — Z" et induit par conséquent une
application 7 : T — T™ avec H = ker(w). On obtient ainsi les suites courtes

exactes suilvantes :

0— HLT!S T —0.
0—hHR S R* — 0.

0— RY)" 5 (RY)* 5" — 0.

Soit I’action standard du tore T¢ sur C¢ définie par :

exp(r) (21, 20) = (€T, L, € Tezy)
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avec application moment définie par(voir équation (3.11)) :
1
u(z) = §(|zl|2, oo lzd) (A, )

Par la proposition 2.5.8, 'action de H sur C¢ est hamiltonienne avec application

moment ¢* o p.

Lemme 3.3.4. (:* o u)~'(0) est compacte avec une action libre de H.

Démonstration. (i* o u)71(0) = p~Hker(i*)) = p~tEm(x*) Nim(u)).

Puisque A; < (u(z2),e;) 1<1i<d.

—s (im(r) nim() C {7 (O] A< {6w) 1<i<d)=m(P)

= (*ou) H0) = p Y (7*(P)) = (i* ou)~!(0) est compacte car u est propre.
Soit z € (i*ou)}(0) = 3¢ € P tel que 7 (£) = pu(z), on définit I =
{i {&uw)=N} = (ukR)e)=\ Viel = =0 Viel.

Soit h = exp(X) € H, avec X € h. Alors h stabilise z ssi X; € Z pour i ¢ I. On
veut prouver que X € Z%.

Soit X = X — 2igr Xi; puisque m(X) € Z" (car H = ker(m)), on a m(X) =
Y ier Xiug € 2. »
— X; = (w;, 7(X)) € Z car (wi,u;) =6 = h=1. O

Définition 3.3.5. La variété de dimension 2n compacte et conneze C?//H(0) =
(2* ou)~Y(0)/H est l’espace de Delzant associée au polytope de Delzant P et sera

désigné par Xp.

Soit ’homomorphisme de groupe j : T — T tel que mo j = Id, alors j* o u
est I’application moment de ’action hamiltonienne de 7™ sur C¢. En appliquant
le théoréme 3.1.10 et étant donnée que I'action de T™ commute avec celle de H

elle descend en une action hamiltonienne sur Xp avec comme application moment
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lix, définie par I'équation 3.6.

= pxp(Xp) = j* o p(u=(m*(P))) = (w0 j)*(P) = P.

Voir (Delzant, 1988) pour la preuve du sens inverse du théoréme 3.3.3 qui est assez

technique.






CHAPITRE IV

THEOREME DE CONVEXITE POUR UNE VARIETE TRANSVERSE
SYMPLECTIQUE

Dans ce dernier chapitre nous démontrerons une version plus générale du théoréme

de convexité, due & Hiroaki Ishida (Ishida, 2015).

4.1 Théoréme de Frobenius

Définition 4.1.1. Une distribution D de dimension d, sur une variété différen-
tiable M, est un sous-fibré de TM de rang d. D est dite involutive si [X,Y] € ['(D)
VX,Y € I'(D).

Définition 4.1.2. Soit D une distribution sur M. Une sous-variété immergée N
de M est dite variété intégrale de D, si T,N = D, Vz € N. La distribution D est

dite intégrable si chaque T € M est contenu dans une sous-variété intégrale de D.

Théoréme 4.1.3 (Frobenius). Soit D une distribution involutive de dimension
d, sur une variété différentiable M. Alors, D est intégrable. De plus, Yz € M il

eziste une unique variété intégrale conneze L(z) de D qui passe par z.
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4.2 Feuilletage C*°

Définition 4.2.1. Soit M une variété de dimension m +n. Un feuillage de codi-

mension n est un atlas dit feuilleté F = {Uy, Yata tel que :

P00y Wa(UaNUs) — 9s(Us NUp)

(.T,y) = (f051($7y)7 .- 7fa5m($ay)7gaﬂl(y)7 v 7gaﬂn(y))

V(z,y) CR™ x R*. (M, F) est dite variété feuilletée. Une carte feuilletée est une
carte (Uy, Yo) d'un atlas feuilleté.

Définition 4.2.2. Soit (M, F) une variété feuilletée de dimension m + n munie
d’un feuilletage de codimension n. Soit aussi (U, = (21, ., Zm, Y1, --,Yn)) une
carte feuilletée. Alors, les coordonnées y = (y1,...,Yy,) sont dites coordonnées

transversales. De plus, la feuille locale d’un point b € U est I'ensemble =1 (R™ x

{a}), ou y(b) = a.

Remarque 4.2.3. Soit P, = span{a%lh,, o %h,}. Alors, la définition de P, ne

dépend pas de la carte feuilletée (U, = (z1,...,Tm,Y1,---,Yn)). Par conséquent,

Uapplication x — P, définie une distribution C™ involutive de rang m sur M.

Définition 4.2.4. Soit (M, F) une variété feuilletée et © € M. Alors, le sous-
espace P, C T, M (défini dans la remarque précédente) est l’espace tangent a F
au point x. On désigne par TF le sous-fibré de TM générer par la distribution

intégrable x — P,

Définition 4.2.5. Soit (M, F) une variété feuilletée. La feuille L., qui passe par
un point xop € M est 'ensemble des points ¢ € M tel qu’il existe une courbe
v € Q(zo, ) tangente & F. En effet, L., et la variété intégrale de la distribution

définie dans la remarque 4.2.3, qui passe par xy.
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Remarque 4.2.6. On peut toujours trouver une carte feuilletée (U,v) d’une va-
riété feuilletée (M, F) telle que y(U) est un cube de R¥™M)  Ainsi, en utilisant

la relation d’équivalence introduite par les feuilles locales, U/F est difféomorphe

a Rdim(M)—dim(]—') .

Définition 4.2.7. Soit (M, F) une G-variété feuilletée. On dit que F est G-

invariante si l’action induit par G sur TM se restreint a une action sur TF.

421 Structure transversale

Définition 4.2.8. Soit (M, F) une variété feuilletée. On désigne par X(F) l’en-

semble des champs de vecteurs tangents ¢ F. Une k-forme a € Q*(M) est dite

basique si :

Exa =0.
et

i(X)a=0.
VX € X(F).
4.3 Théoréme de convexité

Définition 4.3.1. Une structure symplectique transversale sur une variété feuille-

tée (M, F) est une 2-forme fermée w € Q2(M) telle que ker(w) = TF.

Lemme 4.3.2. Soit (M,F) une variété feuilletée de dimension 2n + | équipée
d’une structure symplectique w transversale par rapport @ F, et munie de l’action
d’un tore G. De plus, supposons que F est un feuilletage G-invariant de dimension
l. Alors Vx € M 1l existe :
— Une carte feuilletée i, : ﬁ; — ,\}; telle que (7;/]-' est munt de l’action de
G,.
— Un voisinage Gy -invariant V, de 0 € T, M /T, F.
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— Un difféeomorphisme G, équivariant ¢, : (3':/]—" — V.
— Une base (x1,...,Zn,Y1,---,Yn) de (T M/T,F)* telle que :
¢V w= Yo dzy A dy;.

Démonstration. Soit 1, : U — V une carte feuilletée autour de x telle que U/F
est diffeomorphe a R?", on suppose aussi que U est G -invariant.

Etant donné que w est transversale par rapport a F(i.e w est basique), il existe
une forme symplectique w sur 7(U)/F avec 7*w = w ot 7 : U — U/F est une
submersion(voir lemme 3.1.7). Par la proposition 2.5.11 il existe un voisinage U, de
m(x) et V, de 0 € T,M/T,F G, -invariants et un diffeomorphisme G,-équivariant
¢ : U, — V, telles que :

o Vw = Sowdry Ady; ot (Z1,...,%n, Y1, -, Yn) est un systéme de carte sur
(T.M/T,F).

Par la proposition 3.2.3 :

= 0 0
n, = ;(daiw)(%’@ - yid_l'i)

;
Yv € g, ol ay, ... ,a, € Hom(G,,S") sont les poids de la représentation unitaire

de G, sur TeM /T, F. Enfin, il suffit de prendre (,]: =11 U,) et i}; = wI(U;) O

Définition 4.3.3. Une fonction f sur une variété M est dite de Morse-Bott si
Uensemble des points critiques de f est une sous-variété W de M et que le hessien
de f est non dégénéré dans le sens transverse a W.L’indeze d’une composante
conneze W; C W est le nombre de valeurs propres négatives du hessien calculer

en un point de W;.

Lemme 4.3.4. Soit M une variété compacte et conneze, et f € C™ une fonction
de Morse-Bott. Supposons que f et —f ne possédent pas de sous variété critique
d’indeze égale o 1. Alors, f~'(c) est une sous variété conneze de M (ou vide)

Ve € R.
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Le lemme précédent est un résultat trés important pour la preuve du théoréme de
convexité.

Soit (M, F) une variété feuilletée et supposons qu'il existe v € g tel que i(v)w =
dh, avec h, € C®°(M). Un point x € M est un point critique de h, ssi v, € T,.F.
Par conséquent, on ne peut pas déduire que h, est une fonction de Morse-Bott
(on ne peut méme pas déduire que les points critiques de h,, ont une structure de

variété).

Définition 4.3.5. On désigne par Fy le feuilletage correspondant a la distribution

générée par g.

Lemme 4.3.6. Soit M une variété muni de l'action d’un tore G et ¢’ C g un
sous-algebre de Lie qui agit librement sur M (voir 2.1.14). Soit w une structure
symplectique G-invariante et transversale par rapport a Fy. 5l eziste une fonc-
tion h, € C®(M) telle que i(v)w = dh, pour v € g, alors :

— h,, est une fonction de Morse-Bott.

— L’indice de chaque composante critique de h, est pair.

Démonstration. Soit x € M un point critique de h,, alors v, € T, Fy

= Ju, € g, et V' € g’ tels que v = v, + v'. Par conséquent i(v)w = ¢(vz)w car
i(v)w = 0. h, est basique car i(v)w est basique.

Soit ¥, : ﬁ, — /‘7;, ¢z et (T1,...,Zn,Y1,---,Yn) comme dans le lemme 4.3.2.

Puisque h, est basique, il existe h, € C°°((7;/.7—'gf) telle que :

a;/}-s’

o~

Par la définition de Fy et de w, v € X(U,) est envoyé sur v_x(lz/fs’) € X(a;/fg/). De.

méme par G -équivariance de ¢, v,(Y=/7¢) € X(U,/Fy) est envoyé sur &(TI

Uz/TeFy) ¢
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X(TU, )T, Fy).

Par conséquent :

dhy = i(v)w = i(v)w = 7 (007 )w) = 7° 0 ¢, (i(v, T/ TT) g, " w), on
w est la forme symplectique du lemme 4.3.2.

D’autre part :

dh, = d(m*hy) = m*d(hy) = 7* 0 ¢2d((¢2")*hy).

Puisque 7* est injective et ¢, est un diffeomorphisme, on a d((¢. ")*h,) =

i(UI(T”ﬁ;/TI}-F'))(bz_l*w

Par le lemme 4.3.2 :

h(T::U;/Tzfgl) =21 Z?:l <da1—’ U$>(xia%i — Y 3(3:,- )
Ainsi :
i(ﬁ(TIUI/TJ"/))(%-l)*& = —2r Z(dai, v ) (@idx; + yidy;). (4.1)
=1

et par conséquent :

Il est clair(a partir des deux équations précédentes) que (qbz”l)*@ est une fonction
de Morse-Bott dont I'indice des composantes critiques est deux fois le nombre des
a; tels que 0 < (doy,v,). Puisque ¢, o 7 : f]: — V., est une submersion, h,
est aussi de Morse-Bott dont les composantes critiques sont de méme indice que

(627") Py O

On arrive maintenant & un lemme important pour la preuve du théoréme de
convexité(voir (Atiyah, 1982)), qui permet de faire le lien entre le lemme précédent

et le théoréme de convexité.

Lemme 4.3.7 (Atiyah, 1982). Soit f : M — R une fonction de Morse-Bott

o M est une variété compacte et connezre. Si f et —f ne possédent pas de sous-



61

variétés critiques d’indice égale a 1. Alors ¥c € R, f~!(c) est une sous-variété
conneze de M ou vide. De plus, f posséde un unique minimum local ainsi qu’un

unique maximum local.

Démonstration. voir lemme 5.51 dans (McDuff et Salamon, 1995). O

Lemme 4.3.8. Soit M une variété connere et compacte munie de ’action d’un
tore G, et ¢ C g un sous-algébre de Lie qui agit librement sur M. Soit w une
structure symplectique G-invariante et transversale par rapport a Fy. Supposons
qu’il ezistent h,, ..., h, € C®°(M) telles que dh,, = i(v;)w pour vi,..., v € g.

Soit la fonction h = (hy,,..., hy,) : M — R¥ et ¢ une valeur réguliére de celle
ci. Alors, g" = g’ + Ruy + - - - + Ruy agit librement sur h™'(c) et w|p-1(, est une

structure symplectique transversale par rapport a Fyr.

Démonstration. Soit z € h~!(c). Puisque ¢ est une valeur réguliére de h, {(i(v;)w)s }1<i<k
sont linéairement indépendants. En utilisant le fait que g’ agit librement sur M

on déduit que pour v” € g”, v”_ = 0 ssi v = 0. En d’autres termes, I’action de g”

est libre.

T.hY(c) = ker(dh;). X € ker(dh;) ssi w(v;, X) = 0 pour tout 1 <i <k —
ker(dh,) = (T,Fg)* ce qui implique aussi que ker(w|y-1()); = TpFg. Par
conséquent w|h—1(c) est une structure symplectique transversale par rapport a

h1(c). | O

Remarque 4.3.9. Dans la preuve du lemme précédent, on utilise le fait que dh, =
i(v)w est G-invariante car G est abélien, ce qui veut dire que h, est G-invariante.
En d’autres termes, h,”'(c) est une sous-variété G-invariante et donc TFyn est

une sous fibré de Th, ' (c).

On arrive maintenant au théoréme principal de ce chapitre



62

Théoréme 4.3.10 (Ishida, 2015). Soit M une variété compacte et connexe munie
de laction d’un tore G et g’ C g un sous-algébre de Lie qui agit librement sur M.
Soit w une structure symplectiqgue G-invariante et transversale par rapport a Fy.
Supposons qu’il existe des fonctions h,,, ..., h, € C*(M) telles que dh,, = i(v;)w
pour vy, ..., 0 € g. Soit la fonction h = (hy,, ..., hy): M — RF. Alors :

(Ax) h7Y(c) est conneze ou vide Vc € R.

(Bx) h(M) est conveze.

(Ck) SiZs,...,2Z, sont les composantes connezes des points critiques commun

des (hi)1<i<k alors h(M) = conv{ci,...,cn} avec ¢; = h(Z;).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que (B;) est vraie. Etant donné que
M est connexe et compacte alors h(M) est un intervalle fermé et connexe de R.
Pour prouver le théoréme on va procéder comme suit :
(Etape 1) (Ar) = (Biy1)-
Soit z,y € h(M) C R*! et m : R¥1 — R* la projection sur le plan
k+1

perpendiculaire a la droite (z,y), définit par 7(e;) = > 1 aije; et telle

que 7(z) = n(y) = c.
L’application ' = moh : M —> R* respecte les conditions du théoréme car
dh'; = S5 a;dhy, = i(3°F] aiv;)w. Par conséquent, h'~!(c) est connexe,
et puisque h(M) N7~ (c) = h(K'~(c)) alors h(M) N7~ (c) est connexe ce
qui implique que h(M) est convexe.

(Etape 2) (Ax) est vraie par induction.

(A;) est vraie par les lemmes 4.3.4 et 4.3.6.

Si la fonction h = (h,,, ..., h,,) ne posséde pas de valeurs réguliéres alors
(dhy,)1<i<k+1 sont linéairement dépendants et par conséquent (Agy1) dé-
coule de 'assomption (Ag).

Si h posséde des valeurs réguliéres, par le théoréme de Sard, I'ensemble
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de ceux ci est dense dans h(M). Donc, par continuité, on peut nous res-
treindre 4 une valeur réguliére ¢ = (cy,...,cky1) € R¥*1. Par I'hypothése
de récurrence W = h,, “'(c;) N ...k, '(ck) est une sous variété connexe.
Soit le sous algébre de Lie g” = g'+Ruv; +- - - +Rug, par le lemme 4.3.8, w|w
est une structure symplectique transversale par rapport a Fg. Par (4,),
hue.|lw (k1) est connexe et par conséquent h='(c) = W N hy! (cke1) est
connexe.

(Etape 3) (Bx) = (Cx).
Le fait que h(Z;) est un point ¢; est évident. Il est clair aussi par (By) que
conv{cy,...,cn} C h(M). Il reste & démontrer que h(M) C conv{cy,...,cn}-
Soit H la fermeture de exp(g”) dans G, et x € M un point critique commun
de hyyy ... hy. On a (v); € T Fy car (dhy,): = 0= (i(v)w), V1 <i < k,
par conséquent, il existe vy4,..., Uz € br et vi',..., v € ¢ tels que
vi=v,+v pour 1 <i< k.
Etant donné que g agit librement sur M, b, = span{vl,z,...,vk,z} et
donc {exp(tiviy)...exp(tkurs)|t; € R} est dense dans H,°. De méme,
exp(h, + g') est dense dans H. Inversement, soit H' C H un sous tore
dense dans H. Alors si z € M’ on a (k'), = 0 VA’ € W, or H' est dense
dans H = 3h},...h; € b et vy,...,v, € ¢ tels que v; = h] + 7]
Vi<i<k
= (v;); € T;Fy = 7 est un point critique commun de h,,, ..., hy,.
Soit via,,. a} = Zle a;v; +u’, pour a; € R et v’ € g’ tels que
{exp(tv(a,.. ax})|t € R} est dense dans H, et € M un point critique de

la fonction h,, g = Zle a;h,,. Alors, il existe v' € ¢’ et v, € b,

.......
tels que V(a;, .0} = Uz + V' €ar (Via,,.a})s € TaFg((dho,  .y)e =
0 = (i(V{ay,.ax})W)z)- Puisque {exp(tvie, . a.)[t € R} est dense dans
H, {exp(tv,)|t € R} est dense dans H,°, et par conséquent exp(h, + g')

est dense dans H. Il en résulte que = est un point critique commun de
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hoys -y hy,. Ainsi, par le lemme 4.3.7, hv{a1 ) atteint son minimum en

----- ap

un point critique commun de h,,, ..., h,,. Par conséquent la restriction de
k R . .. )

Qfay,ax} = D i Gi€;* & h(M) atteint son minimum en un point ¢;.

On a ainsi prouvé que :

h(M) C CA = m(al,...,ak)eA{y = (yla cee ,yk) c Rk| < O{aq,....ac}r Y >> y{al,...,ak}}

(4.3)
O :
Yar,mar) = MIN(< Ofay,ax}r € > |1 < j < ).
et
A={(a1,...,ak) € R*|{exp(tvis,, a)|t € R} est dense dans H}.
Puisque A est dense dans R¥, 'ensemble C4 est en fait I'ensemble conv{c, ..., c,}
= h(M) = conv{c,...,cn}.

O

4.4 Exemples

Exemple 4.4.1. Prenons la construction de Delzant dans la section 3.3.1 du
chapitre 3. On sait que :

(1) Mpan = (i* o u)~10) C C? est une sous variété compacte et conneze de
dimension d + n.

(2) La restriction wg) Myq . €St une structure symplectique transversale par

rapport & Fa-n. En effet, sott x € Mrya-n, alors TyMpi-n = ker(d(i*ou),) =

(t4=™) ). Par conséquent, k‘er(wst|MTd_n) =T, Mrpa—n N 47" = ¢ld—n)
(car Mpa-n est invariants sous action de T¢™").
(3) Par le lemme 3.8.4, le sous tore T*™ C T? agit librement sur Mpa-—n —>
Uaction de t*" sur Mya-n est libre.
Par (1) et (2), (MTdfn,ws,|MTd7n) est une variété transverse symplectique compacte

et conneze. Soit vy, . .., v, € t" les générateurs de laction hamiltonienne du sous
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tore T* C T? sur C¢, avec i*h,,,...,i"h,, la restriction @ Mra—n des hamiltoniens
de respectivement vy, ..., Un.

Soit Uapplication h = (i*h,,,...,1*h,,). Il,suﬁ‘it de choisir ¢’ = t" dans ’énoncé
du théoréme précédent pour voir que h(Mra-») C R" est un polytope conveze. En
fait, h(Mra-n) est le polytope de Delzant P de la construction dans la section 3.3.1
du chapitre 3.

En effet, soit ¥ = (hy,,...,h,,) Uapplication moment de U’action hamiltonienne
du sous tore T" C T¢ sur (Cd, et U, g4 celle de U'action hamiltonienne de T™
sur Mpa—n/T*™. On sait que U, oq(Mpa—n/T? ™) = P, or par l'équation (3.6)
Urea(Mpa—n /T ™) = (¥ 08)(Mra—n) => h(Mra-n)=P.
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