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RESUME

Ce mémoire est centré sur I’étude des coefficients de corrélation partiels en régre-
ssion linéaire multiple, a travers les tests de permutation. Ces tests sont nécessaires
lorsque les suppositions du modele linéaire ne sont pas verifides, et 'application des
tests classiques est erronnée. On présente les bases théoriques de trois méthodes de
la littérature, Manly (1991), Freedman ct Lane (1983) ct Iennedy (1995), et on fait
une étude de simulation afin de les comparer. On ajoute aux comparaisons le test pa-
ramétrique, ainsi qu’une méthode qu’on propose. On regarde Perreur de type I et la
puissance de ces tests.

Un dernier volet du mémoire est la présentation des tests de Mantel (1967) et
Smoose et al. (1986) qui sont des généralisations de ces méthodes de permutation pour
la régression multiple & des matrices de distances. A titre d’excmple, ces différentes
techniques de permutation sont appliquées sur des matrices de distances génétiques en
relation avec des distances environnementales et des distances géographiques.

Mots clés : Echangeabilité, test de permutation, test de Mantel, test de Mantel partiel,
régression multiple, corrélation partielle, résidus.



INTRODUCTION

Lorsque les conditions d’application de I'inférence statistique paramétrique ne sont pas
respectées, les résultats des tests paramétriques sont peu fiables. Fisher (1935) et Pitman
(1937) ont proposé une nouvelle classe de tests, les tests de permutation. En dépit d’étre
les plus anciens de tous les tests non paramétriques, ces tests ne se sont pas répandus &
cause de ’énorme tache de calcul qu’ils demandent. Avec augmentation de la capacité
de calcul des ordinateurs, ces tests sont de plus en plus utilisés dans des situations de

plus en plus différentes et des domaines d’application tres divers.

Tous les tests de permutation sont dérivés du méme principe fondamental. Ce principe
est intuitif : sous Ihypothese nulle appropriée, ct en fixant les valeurs échantillonnales,
toute permutation des observations de 'échantillon a la méme probabilité d’étre tirée.
On demande que, sous 'hypothése nulle, les observations soient échangeables (concept

un peu plus général que celui de variables indépendantes et de méme loi, voir chapitre T).

Ainsi, un test de permutation consiste & unc comparaison de la valeur observée de la
statistique du test avee les valeurs générées en permutant les données. Les probabi-
lités critiques sont calculées en considérant la loi conditionnelle par rapport au vecteur
des statistiques d’ordres observées, et cette loi conditionnelle fournit une distribution

empirique par rapport a laquelle la statistique observée du test peut étre située.

Les tests de permutation sont parmis les tests les plus puissants quand les suppositions
des tests paramétriques traditionnels ne sont pas valides (Good, 1994). Cependant, dans
des situations complexes, il n’est pas toujours évident de définir la fagon de permuter les
données afin d’effectuer ce test. Par exemple, Ja construction d’un test de permutation
pour les coefficients de régression partiels dans la régression multiple est controversée.

C’est ce contexte d’application qui est I’objet central de notre étude.



Ainsi, soit un modele de régression multiple Y = 5 X + 32 Z + ¢, et supposons qu’on
s'intéresse a tester l'effet de la variable X sur Y, en tenant compte de la présence
de Z, donc a tester Hy : ) = 0. Si on voulait effectuer un test & partir de triplets
d’observations (2;, 2;,%:), i = 1,...,n, en permutant les valeurs de Y, cela ne serait
pas approprié car les valeurs observées de Y ne sont pas échangeables sous I'hypothése
nulle Hg : ) = 0. Les différentes méthodes de permutation suggérées dans la littérature
(Freedman et Lane, 1983 ; Collins, 1987 ; Oja, 1987 ; Welch, 1990 ; Braak, 1992 ; Kennedy,
1995; Manly, 1997) refletent des différences dans la fagon de construire un test de
permutation qui est forcément approximatif (voir chapitre 2). Dans ce mémoire, on
compare trois méthodes (Kennedy, 1995; Manly, 1997 ; Freedman et Lane, 1983) ainsi
qu’une nouvelle méthode qu’on a proposée, en terme d’erreur de type I et de puissance,
en utilisant des simulations numériques. On présente aussi la généralisation de cette
méthodologie & des modeles de régression multiple sur des matrices de distances. Cela

comprend, entre autres, le test classique de Mantel (1967).

La structure du mémoire est la suivante. Le premier chapitre présente le principe des
tests de permutation, leur condition d’application et leurs propriétés statistiques, ainsi
que le test ¢ de Student de permutation et une bréve description d’une application de

ces tests dans le domaine de la génétique.

Dans le chapitre 11, on présente le test de permutation exact pour le coefficient de cor-
relation partiel en régression linéaire multiple, ainsi que trois méthodes de permutation
approximatives de la littérature (Kennedy, 1995 ; Manly, 1997 ; Freedman ¢t Lane, 1983).
On suggere aussi notre propre méthode qui utilise une technique de type bootstrap pour
estimer le parametre inconnu, estimation nécessaire pour faire un test qui ressemble le

plus au test de permutation ezact.

Le chapitre III compare l'erreur de type I et la puissance empiriques des quatre méthodes
présentées dans le chapitre II en utilisant des simulations. On examine 'effet de la taille
d’échantillon n, le degré de colinéarité entre les covariables, p, ,, la valeur du coefficient

de Ja covariable Z, f;, et la loi de I'crreur aléatoire, €.



Enfin, le 44™¢ chapitre cldture ce mémoire par une généralisation des tests de permuta-
tion & des modéles de régression sur des matrices de distances. On présente la procédure
introduite par Mantel (1967), ainsi que les modifications ajoutées par Smoose et al.
(1986). Ensuite, on déerit le test de Mantel particl lorsqu'il y a plns de deux matrices de
distances. Finalement, on illustre ces mméthodes en appliquant le test de Mantel simple

et le test de Mantel partiel sur des données ¢eologiques présentées par Manly (1997).



CHAPITRE I

LES TESTS DE PERMUTATION

Les approches paramétriques standard exigent plusieurs suppositions d’application concer-
nant le plan de 'expérience (échantillonnage aléatoire) et le immodele de population (distri-
bution normale ou homoscédasticité, par exemple). Lorsque les conditions d’application
de ces approches ne sont pas respectées, en particulier lorsque la loi des données n'est
pas conforme aux exigences du test, les résultats des tests paramdétriques sont moins

fiables.

Les tests non paramétriques offrent une alternative importante puisqu’ils necessitent
moins de suppositions. Une classe importante de tels tests sont les tests de permuta-
tion que 'on décrit dans ce premier chapitre. On présente leurs conditions d’applica-
tion et leurs propriétés statistiques. Afin d'illustrer la méthodologie, on introduit un
exemple d’application pour le cas de la comparaison de la moyenne de deux échantillons
indépendants. Finalement, on indique Vapplication de cette méthode dans le domaine

de la génétique.
1.1 Principe et propriétés des tests de permutation

L’'importance des tests de permutation réside dans leur flexibilité et leur robustesse
lorsque les suppositions statistiques des tests paramétriques habituels ne sont pas va-
lides. Ils permettent le choix complet de la statistique du test appropriée au probleme

en main, et cette liberté de choix permet des milliers d’applications pratiques (voir, par
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exemple, Good 1994 et Pesarin 2001).

L’idée derriére ces méthodes est que, au lieu de comparer la valeur d’une statistique
de test & une valeur critique correspondant a une distribution théorique de probabilité,
on génére la distribution de référence & partir des doundes mémes, en recalculant la
statistique du test pour chaque permutation des données et en se référant A la loi discréte

qui en résulte.

Le principe général de permutation est intuitif. En langage informel il revient & : sous
I’hypothese nulle appropriée, toute permutation des observations de I'échantillon a la
méme probabilité d’étre " tirée” (dans '’ensemble des permutations). En d'autres termes,
les différentes permutations possibles de I'échantillon observé sont équiprobables. La
propriété d’équiprobabilité est déja utilisée dans la statistique non paramétrique pour
la. construction des tests libres de loi (basés sur les rangs). Cette propriété résulte du
fait que sous 'hypothése nulle appropriée, les observations de I’échantillon sont des

réalisations de variables aléatoires échangeables (voir définition 1.1).

Pour appliquer les tests de permutation, il faut que la condition nécessaire et suffisante
sous I’hypothése nulle, I'échangcabilité des observations, soit verifice. Sinon, leur utili-
sation devient inappropriée et crronée. Afin de détailler ce qu’on vient d'énoncer, on
introduit quelques définitions et concepts, et on commence par la définition de variables
échangeables (Randles and Wolfe,1979, chapitre I). Dans ce qui suit, on suppose toujours

que nos variables sont continues et admettent une densité f.

Définition 1.1

(a) Soit IT Uensemble des permutations des entiers (1,---,n). Un ensemble de va-
riables aléatoires Xy, -+, X, est échangeable, si pour toute permutation 7 =

(71, ,mp) €l on a:
(Xl)"' )Xn) g (erla"' )Xﬂ'")) (11)

ot d indique que les deux vecteurs ont la méme fonction de répartition (égalité en

loi).



(b) On dit que la fonction de densité conjointe du vecteur © = (xy,--- ,z,) est inva-

riante par rapport auzr permutations des éléments du vecteur x si :

Sl@)= [z, an) = [z, 2, (1.2)
[ |
L'exemple le plus simple de variables échangeables est le cas ou X, -+, X, sont des

variables indépendantes et identiquement distribuées. Dans ce cas, les varjables sont

échangeables car :

[ = S, wa) = [T f(a) = flen, e, (1.3)

Le probléeme considéré est celul de tester une hypothése nulle Hg, concernant la loi
de probabilité d'un échantillon, contre une alternative H) concernant cette loi. Notons
par fo(x) la densité de x sous 'hypothese nulle Hy et par fi(x) la densité de x sous
Palternative Hj. Avant de décrire un test de permutation, on doit d'abord introduire le

concept de test statistique.

Définition 1.2

Un test non randomisé ¥V est une régle de décision (fonction) qui prend les valeurs 0

ou 1,

1 on rejette Hy;
\I)(w) = (1.4)
0 on accepte Hy.

Dans ce cas, faire un test W consiste & déterminer une région de rejet (qui correspond &
I’ensemble de x tel que ¥(x) = 1) telle que, si I'échantillon observé appartient a cette
région, on rejette ’hypotheése nulle Hp. Les critéres qui définissent la région de rejet
d’un test ¥ sont I'erreur de type I (la probabilité de rejeter Hy quand elle est vraie) et

la puissance (la probabilité de rejeter Hg chaque fois qu’ elle est fausse).



La region de rejet ou critique, C, se définit & 'aide d'une variable aléatoire appelée

statistique du test, U(x) et on met

On veut toujours controler erreur de type I pour quelle ne dépasse pas un seuil de

signification determiné o et maximiser la puissance du test ; ainsi, on met :

P(U(x) € C) = /\I/(x)fo(x)dx <a (1.5)

Un tel test s'appele test conservateur. Si, en plus, on a que pour toute densité fo qui
satisfait Hp,

[eeaneax =

le test s’appelle exact.

Notons par H la famille de densités invariantes par rapport aux permutations, par Sy
'ensemble qui contient toutes les permutations de x, avee x fixé et par N le nombre de
points de S, évidemment on a NV = card{x € Sx} = n!. Dans ce qui suit on montre
que les tests de permutation sont des tests conditionnels et quion travaille avee la loi

discréte sur Pespace Sy.

Tout d’abord, on commence par définir les statistiques d’ordre et le vecteur des rangs.

Définition 1.3

Soit un vecteur aléatoire X = (X, -+, Xy).

(a) La statistique d’ordre k, notée Xy, est égale a la k& plus petite valeur.

(b) Soit (X(1), -+, X(n)) le vecteur des statistiques d’ordre correspondant d
X = (X1, -, Xy). Lobservation échantillonale X; a le rang Ry parmi X, -, X,
st Xy = Xp,y, & condition que la R;eme statistique d’ordre soit uniguement définte.

Soit m = (w1, -+, ) une permutation quelconque dans 1l et le vecteur Xy = (Tn,, -, Zn,)



correspondant. On présente un théoréme important sur lequel s¢ base 'inférence non

paramétrique, et en particulier les tests de rangs.

Théoreme 1.1 (Randles and Wolfe, 1979, chapiire I, th 2.3.3)

Soit le vecteur X = (X, -, X,) de densité fo € H. Alors le vecteur des rangs
R = (Ry, -, Rn) et le vecteur des statistiques d’ordre Xy = (X(py, -, X(,)) sont

indépendants. De plus, R est uniformément distribuée sur I, ¢’est & dire :

P(R=7)=—, Vrell

D’apres le théoréme précédent, l'indépendance entre le vecteur des rangs et le vecteur

des statistiques d’ordre nous permet d’écrire :

P(X = x, | Xy = x()) = P(R =7 | X, = x)) = % (1.6)
L'égalité (1.6) s’interprete ainsi @ en gardant fixe le vecteur des statistiques d’ordre
X(y = (T(1), +, Tey), toutes les N = n! permutations des valeurs du vecteur x( sont
équiprobables. On conclut que, sous hypothese Hy qui suppose 'échangeabilité des
variables, la distribution conditionnelle {X|X() = x()} est uniforme sur Syx. En d’autres
mots, sous Hp, on peut considérer que I'échantillon observé x a la méme probabilité

d’étre choisi que tout autre élement de Sy, car tous les points de Sy sont équiprobables.

La définition formelle d'un test de permutation peut se faire de deux fagons : en termes
de sa fonction critique, ¥, ou en termes de statistique de test (via le principe de per-

mutation).



Définition 1.4 (Hajek 1967, 11.2.1)

Un test de permutation au seuil de signification « a une fonction critique qui s'ezprime
comme fonction du vecleur des stalistiques o ordre x(y el des rangs, m = (mwy, mwp, . m).
donc W(x) = V(z), 71,2, ... 7n) el est telle que

Z" \i(m(.),ﬂl,ﬂg, . .7rn)
N

= .

Si le test est non randomisé, ¥(x) ne prend que les valeurs 1 ou 0 et on ne peut pas
toujours atteindre o exactement ; alors, la définition précédente s’applique aux valeurs

o qui sont de la forme /N, k=1,2,...,N.

Remarque 1.1 (Randles et Wolfe 1979, formule (11.1.4))

Si on décrit la région de rejet & 'aide d’une statistique de test, U(x), cetle statistique
doit satisfaire le principe de permutation, gui revient au tirage uniforme sous Hy.

Si on considere Uensemble U = {u|lu = U(x, ), T, € S:} on doit avoir que :

1

P(U(X) = u|X(.) = (E(.)) = N

En d’autres mots, la statistique du test est de loi conditionnelle uniforme sur U. Alors,
pour un seuil de signification &« = k/N, k = 1,--- | N, la région critique va contenir k&
éléments de U, par exemple les k plus grandes valeurs de U. A la section (1.3) nous
décrivons en détail un tel test. Pour conclure, nous signalons les points suivants :
e Les tests de permutation sont des procédures conditionnelles ou le conditionne-
ment se fait par rapport au vecteur des statistiques d’ordre et cela donne une loi

discréte sur espace des permutations Sy,
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o Les tests de permutation sont des tests libres de loi parce que la loi de la statis-
tique du test ne depend pas de la densité fp(.) € H, qui peut étre partiellement
ou completement inconnue.

o Les tests de permutation sont toujours exacts ou conservateurs puisque la pro-
babilité de l'erreur de type I est controlée pour tous les échantillons possibles de

densité fy € H.

1.2 L’application d’un test de permutation : étapes de calcul et méthode

Monte Carlo

Selon Good (1994), pour faire un test de permutation, il faut procéder en quatre étapes,

comme suit :
(a) on commence par I'analyse du probleme : définir 'hypothese nulle, 'nypothese
alternative, la loi des observations, et les suppositions du test ;
(b) apres, on choisit la statistique de test la plus appropriée pour distinguer les deux
hypotheses, et on calcule la statistique pour les observations dont on dispose;
(¢) on recalcule la statistique du test pour toutes les permutations possibles des
observations de départ ; notons qu’il faut préciser comment faire les permutations

selon chaciue probléme ;

(d) finalement, on prend la décision : accepter ou rejeter 'hypothese nulle en uti-
lisant la loi de la statistique comme guide. Cela revient a voir si la statistique
observée est extréme ou non par rapport a la loi empirique de la statistique de
test générée par les permutations.
Si on consideére les étapes (b) et (¢) on constate plusieurs problemes liés aux tests de
permutation. Premiérement, la statistique du test sous Hg, particulitrement dans les
situations multivariées, peut avoir des formes difficiles & exprimer et a calculer. Un
exemple serait le cas ou on fait un test de permutation a partir du rapport de vrai-
semblance. Ensuite, si la taille d’échantillon n’est pas petite, un calcul direct de la

loi par énurneration de toutes les permutations devient nnpraticable a cause du grand
}
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nombre de permutations & faire. Par exemple, méme si on compare les espérances de
deux échantillons de tailles m = 5 et n = 5, le nombre de permutations possibles est
(172) = 30240. Finalement, une approximation asymptotique de la statistique du test
n’est pas toujours appropriée, & moins que le nombre d’observations soit sufisamment

grand.

Meéme si, en principe, il est toujours possible de faire un calcul exact en énumérant -
toutes les permutations possibles, en pratique, on utilise des approches qui sont plus
efficaces du point de vue des calculs. La méthode la plus utilisée est la méthode de
Monte Carlo. Cette technique consiste & tirer un échantillon aléatoire de taille M, M
grand, parmi toutes les permutations possibles et appliquer le test seulement sur cet
échantillon, au lieu de considérer la loi complete. En effet, avec un grand échantillon, la
distribution sous Hy peut étre bien approximée par la technique de Monte Carlo. Alors,

on estime la p-valeur par
k*(x)

ﬁ/,o(l'ejctter Hp) = i

ol k*(x) est le nombre de fois que la statistique du test est plus extréme que la statistique

observée parmi les M pemutations retenues dans I’échantillon.

Efron (1993) a demontré que le nombre de valeurs de la statistique de test qui sont
extrémes par rapport a la valeur observée suit une loi binomiale Bin(M, «). Plusieurs
auteurs ont signalé (Ernst 2004, Good 1994, Manly 1997) qu’'un M égal a quelques
milliers est suffisant pour obtenir une estimation précise de la probabilité critique (p-

valeur) exacte.

Dans ce qui suit, nous allons illustrer les concepts présentés sur deux exemples.

1.3 Le test de permutation pour deux échantillons indépendants

Afin d’illustrer le principe de permutation, on prend I'exemple de comparaison de
deux échantillons indépendants. On a deux groupes d’observations {z;,7 = 1, ,n}

et {y;,7 = 1,---,m} deffectifs n et m, et on veut tester Hy : p, = p, contre lalter-
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native Hy : p, > u,., par exemple. On choisit comme statistique U(X,Y) =Y — X.

Pour faire un test de permutation, il faut générer la loi conditionnelle de la statistique

U sous Hy. D’abord, on calcule la valeur observée ugps = Jops — Tops- On prend ensuite

tous les (m 4 n) éléments des vecteurs observés (zy, - ,zn) et (Y1, - ,Ym) €t on crée
le vecteur (z(1y, ", 2(m4n)) des statistiques d’ordre des (m + n) observations mises

ensembles. Apres, on les mélange (permute aléatoirement) ct on tire au hasard deux
nouveaux groupes avec m et n ¢léments respectiveinent. Le nombre de valeurs distinctes
de U est égal a (m"’:”) car si on permute les observations a I'interieur de chague groupe

la valeur de U reste la méme.

Si les tailles des échantillons sont petites, on peut faire toutes les permutations possibles.
Sinon, on obtient un bon résultat en effectuant sculement un certain nombre M de
permutations, par exemple M = 4999, choisies au hasard et sans remise parmi toutes

celles qui sont possibles.

Apreés avoir généré les valeurs de la statistique U, on place en ordre croissant les valeurs
obtenues (U(y), - ,Urry). Pour un seuil de signification a, le test rejette Hy si Upps >
Ugy ol Uy est le quantile qui correspond a k = [M (1—a)], la partie entitre de M (1-a).
Cela veut dire qu’on rejette si la valeur observée U, est suffisamment extréme qu’elle

ne peut étre due seulement au hasard.

On reprend ici 'exemple numérique présenté par Randles et Wolfe (1979), chapitre XI.
Les valeurs observées sont x = (4.3,6.0,3.6) et y = (7.4,5.5,6.2). Le vecteur des statis-
tiques d’ordre pour I'échantillon combiné est zy = (3.6,4.3,5.5,6.0,6.2,7.4). Le nombre
de permutations possibles est M = (S) = 20. Le tableau (1.1) présente les différentes va-
leurs x et y possibles étant donné z(y = (3.6,4.3,5.5,6.0,6.2,7.4), ainsi que la loi discréte
de la statistique U. La valeur observée est t,,s = Y, — Tops = 6.4 — 4.63 = 1.7667 ct,
pour chague valeur w dans la colonne 8, on a

Py (UX,Y) =u| Zy=(36,43,55,6.0,6.2,74)) = 516

En effet, en vertu du théoreme 1.1, sous Hy toutes les répartitions des valeurs du vecteur
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z(y = (3.6,4.3,5.5,6.0,6.2,7.4) entre les x ct les y sont de méme probabilité 1/20. Pour

un seuil de signification o = 0.05 on a &k = M(1 — o) = 20(1 — 0.05) = 19. Comine la

valeur observée tnp = 1.7667 est supérieure a la valeur critique {9y = 1.733, on peut

rejetter I'hypotheése nulle.

Tableau 1.1 Les permutations possibles de deux groupes de tailles m = 3 et n = 3

No X, Xo Xz Y Yo Y3 U(x,y) Rang
1 36 43 55 60 62 74 2067 20
2 36 43 60 55 62 74 1.733 19
3 36 43 62 55 60 74 1.600 18
4 36 43 74 55 60 62 0800 17
5 36 55 60 43 62 74 0.933 16
6 36 55 6.2 43 6.0 74 0.800 15
7 36 55 74 43 60 6.2 0.000 14
8 36 6.0 6.2 43 55 74 0467 13
9 36 60 74 43 55 62 -0.333 12
10 36 62 74 43 55 60 -0.333 11
11 43 55 60 36 62 74 -0467 10
12 43 55 6.2 36 60 74 0.333 9
13 43 55 74 36 6.0 62 -0467 8
14 43 60 62 36 55 74 0.000 7
15 43 60 74 36 55 62 -0.800 6
16 43 62 74 36 55 6.0 -0.933 5
17 55 60 6.2 36 43 74 -0.800 4
18 55 60 74 36 43 62 -1.600 3
19 55 62 74 36 43 60 -1.733 2
20 60 62 74 36 43 55 -2.067 1
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1.4 Intérét pratique des tests de permutation dans la détection d’un

QTL en génétique

Pour illustrer I'intérét pratique de ces tests, nous présentons une application dans le
domaine de la génétique (Doerge et Churchill, 1996), mais sans rentrer dans les détails
techniques. On commence par définir quelques termes génétiques nécessaires pour com-
prendre cet exemple. On a -

- ADN : code d’information génétique. les génes composés de séquences d’ADN, se

présentent en paires;

- Locus : emplacement précis d’un géne sur un chromosonc;

- Marqueur : séquence d'ADN repérable spécifiquement;

- Allele : une des différentes formes que peut prendre un méme géne; les alléles

occupent la méme position (Jocus) sur les chromosomes appariés;

- QTL : un locus dont les alléles déterminent la valeur d’un caractere quantitatif,

par exemple, le taux de cholestérol.
Pour un marqueur donné, on veut savoir s'il y a un géne a son voisinage responsable
de la valeur du caractére quantitatif. Les données observées se composent d’une partie
génétique (carte génétique des individus observés, un codage numérique de son ADN) et
d’une partie phénotypique qui représente la valeur du caractére quantitatif d'intérét, par
exemple, le taux de cholesterol dans le sang. On a n individus ¢t (y;, M), 1 =1, - ,n,
ol y; est la valeur du caractere quantitatif chez 'individu 4, et M, représente le marqueur

de l'individu <.

A un point précis du génome (marqueur M) on veut tester 'hypothése nulle suivante
(en langage informel), Ho : QTL absent ou présent mais non relié au marqueur, contre
une alternative H, : QTL relié au marqueur. On suppose que, sous Hy, en réassignant
aléatoirement chaque valeur de trait y; (de l'individu i) a un autre individu qui a la
carte génétique 7, la loi de Y ne change pas. Pour simplifier 'exemple on considere que
la valeur du caractére Y est définie par une composante génétique et une composante

aléatoire.
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Sans rentrer dans les détails techniques liés &4 la génétique, le test de détection d’un
QTL revient a faire un test de Hy : & = 0 versus Hy @ A # 0, ot A représente effet de
la présence du QTL au marqueur en question. Les méthodes de permutation offrent un
choix multiple de la statistique de test U : on peut par exemple utiliser le «Lod score»
qui est le logarithme du rapport de vraissemblance, la statistique ¢ de Student ou celle

de Fisher (les auteurs ont utilisé la statistique t de Student pour cette étude).

L’idée est que, s'il n'y a pas d’effet du QTL lié au marqueur M, on peut mélanger
aléatoirement les valeurs du caractére quantitatif y; a travers les individus sans que la

valeur de la statistique de test U devienne extréme.

Pour trouver la loi de la statistique de test U, on numérote les individus de 1 a n,
et on calcule la statistique observée u,,,. Les valeurs de trait y, sont permutées (tout
en gardant les cartes génétiques fixes) en faisant une permutation 7= = (my,- -, m,)
et en assignant la i¢™ valeur du caractére aprés permutation, y, , & l’individu'qui a
I'indice i. On répéte cette procédure un grand nombre de fois (M = 4999 est suffisant)
pour trouver les valeurs de la statistique du test Ugyy, Ugg), -+, Ugagy, et on cherche le
(1 = )¥™ quantile Uj(_aypm)-

La décision du test se fait en comparant up, avec Uj_ayag) €t en rejetant hypothese
nulle si ueps > Ul1-o)n)- Si on rejette, on conclut que le marqueur est relié au caractere
quantitatif d’intérét. On refait le test de permutation pour tous les marqueurs afin de

trouver les QTL qui contribuent & la détermination de la valeur du caractére quantitatif.



CHAPITRE II

LES TESTS DE PERMUTATION ET LA REGRESSION LINEAIRE
MULTIPLE

Dans ce chapitre, on va présenter le test de permutation exact pour le coefficient de
corrélation (coeflicient de régression) dans la régression linéaire simple, ainsi que trois
méthodes de permutation approximatives pour le test du coefficient de régression partiel.
On suggere aussi notre propre méthode qui utilise la technique du «bootstrap;> pour

estimer le parametre inconnu nécessaire pour effectuer le test exact.

Pour introduire le probleme, on va commencer par le cas de la régression linéaire simple.

qui est suivi de la régression multiple.
2.1. La régression linéaire simple

La situation de régression linéaire simple se produit lorsque deux variables X et Y
“sont mesurées sur n sujets. Les données se composent de n couples d’observations
(x1,91), - (Ty, yn) qui sont des réalisations de couples de variables aléatoires (X5, Y,)
ol i =1, - ,n Pour des fins de simplicité, et sans perte de généralité, ou considere
que les variables X; et Y; ont des moyennes nulles, px = py = 0. Ainsi, on considére

un modele de régression linéaire simple déerit par I'équation suivante :

)/Ii:ﬂXi+€iai:1)"'yTL- (21)
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Les suppositions de ce modele sont :
o les erreurs aléatoires €;, 1 = 1, -, n sont des variables indépendantes et identi-
quement distribuées de loi normale N(0,02);
e les erreurs €; sont indépendantes des variables explicatives X;,1 =1, | n.
Par contre, l'inférence statistique habituelle suppose que les variables X; sont connues
sans erreur. Cela veut dire qu'en régression simple on traite les valeurs de la variable X

comme étant fixes (ou, autrement dit, on conditionne par rapport & X).

L’estimateur de la méthode des moindres carrés du coefficient de régression f est décrit
par I'équation (2.2)
Sy:c ZZ,—:I (Ii - E)(yl - Tj)

B=b,, = = (2.2)
yr 11 — ¥ .
Sex Yo (s —T)?
ou (x;,¥i), t = 1,-- ,n sont les valeurs observées. Les résidus estimés sont la différence

entre la valeur de Y observée et estimée. Soit &~y ~ 7 = yi — byz 4.

Souvent, on a intérét & savoir si le coefficient de régression [ est significativement
différent de zéro. Dans ce cas, on fait le test de Phypothese nulle Hy © 8 = 0 contre

I'alternative Hy : 8 # 0.

On sait que le cocfiicient de corrélation entre les variables X ot ¥ est égal a

cov(X,Y) 7
ety oy
7,0, o,

Ainsi, sous le modele (2.1), 'hypothese Hy : B = 0 est équivalente & 'hypothése
Hy: p,, =0

Dans la littérature on considére aussi les suppositions un peu plus générales, que les
erreurs aléatoires €; sont des variables identiquement distribuées de loi symdétrique par

rapport a 0 et telles que cov(e;, X;) = 0,i= 1,--- ,nct cov(e;,e,) =0sii#j.
2.1.1 Le test paramétrique

Si les suppositions du modeéle linéaire (2.1) sont verifiées, et on conditionne par rapport

a X alors le test paramétrique usuel est le test ¢ de Student, de statistique observée
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définie par 1'équation suivante

b
TO)GZLN an—‘a .
" Selby) T 29)

ou T;,_» dénote une variable aléatoire ¢ de Student avee (n — 2) degrés de liberté et
Se(by,) est estimateur de I'écart type de by,. On rejette hypothése nulle si |tons| >
tan—2, OU tqn_2 représente la valeur critique correspondant a un scuil de signification

a fixé d’avance.

2.1.2 Le test de permutation

Quand les suppositions du modele de régression lindaire ne sont pas verifiées, on ne peut
pas utiliser le test paramétrique. Dans ce cas, on peut effectuer un test de permutation

qui nécessite seulement I'échangeabilité des observations (X, Y;)(voir Ja définition 1.1).

En effet, sous Hy : § = 0, le modele devient ¥; = ¢; et la supposition nécessaire et
suffisante pour faire le test de permutation (I’échangeabilité des Y;) est verifiée. Done,
sous Hy, les variables X ¢t Y ne sont pas reliées lincairement et tout appariement des
valeurs de X et Y est équiprobable. Ainsi, en permutant les valeurs y;, on obtient n!
permutations possibles, en gardant les z; fixes des n couples (z1,y1) -+ (Tn, Yn), qui sont

toutes équiprobables.

Notons d’abord que, dans ce qui suit, on va indiquer par un indice supérieur m que la
variable Y (ou le résidu) a été permuté et par un indice inféricur m une valeur ¥ qui a

été recréée a partir d’un résidu permuté.

D’aprés Iéquation (2.2), on remarque que les tests basés sur les statistiques Syz, bye
et Ty = Syz/\/Syy Sz sont équivalents puisque Sy, et Spp restent fixes a travers les
permutations. Donc, le test de permutation donnera le méme résultat. On va prendre
la statistique 7‘51 parce qu'elle est facile & interpreter pour faire le test bilatéral, en

utilisant M permutations (méthode Monte Carlo).

Soit (z;,:), 4 =1,---,7, et soit un sous ensemble {m(!) ... 7M1} tiré aléatoirement

de I'ensemble des permutations possibles, II, (M < n!). Fixons la permutation 7), j =
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1,---,M. Si on remplace les couples (z;,%),7 = 1, - ,n par des couples ou les va-
leurs y; ont été pérmutés selon ) on obtient une autre valeur r2. Ainsi {r},--- 7%}
sont les valeurs de la statistique du test pour ce sous-ensemble de permutations ct

{7‘?”, - ,T?A1)} est 'ensemble en ordre croissant de ces valeurs de 72.

Alors, le test de permutation est le suivant : on rejette Hy si 72

2 N T
hs = Tlky OU Ty est le

quantile qui correspond & k = [M (1 - )], la partie enticre de M(1 — a).

Si, dans la littérature, les chercheurs sont d’accord sur la procédure de permutation a
utiliser dans le cas de la régression simple (Manly 1991 et Edgington 1987), ce n'est
pas le cas lorsqu’il y a plusieurs variables explicatives. Pour siinplifier, daus la section
suivante, on va discuter du cas de la régression multiple avee deux variables explicatives
univariées (X, Z). Les résultats peuvent étre généralisés au cas de deux vecteurs de

variables (X, Z) avec X = (X, -, Xp) et Y = (Y1, ,Y)).
2.2 La régression multiple : Tests de ce modele

Supposons qu’on a mesuré trois variables (X,Y, Z) pour n individus et on a observé
(Ziy ¥, 2i), 2 = 1,--- ,n. Pour la simplicité et sans perte de généralité, on suppose que
ces variables ont des espérances nulles o, = g, =y, = 0. Le modele de régression

linéaire multiple de Y sur X ot Z est défini alors par 'équation suivante '
Yi = 0 Xi+ BaZi + &, (2.4)

ol Y; est une variable aléatoire a expliquer, X; et Z; sont des variables explicatives, 3,
et f, sont les coefficients de régression partiels et e, est I'erreur aléatoire. Les conditions
usuelles pour 'utilisation du modéle de régression linéaire multiple sont

e les erreurs aléatoires ¢, 1 = 1, -+ ,n sont des variables indépendantes et identi-

quement distribuées de loi normale N(0,02);

e les erreurs ¢; sont indépendantes des vecteurs de variables explicatives (X5, Z,),

i=1,
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Par contre, en inférence, on conditionne par rapport a X et Z, et on suppose X, Z;
fixes, i = 1,--- /n. Notons qu'on peut considérer les suppositions un peu plus générales
suivantes
o leserreurs aléatoires ¢; sont des variables identiquement distribuées de loi symétrique
par rapport a 0 et telles que cov(e;, ¢;) = 0sii # j;
o cov(X;,¢) =cov(Z;,e)=0,i=1,- n.
On entend par test de signification du modele de régression multiple, le test de hy-
pothese

Hy:B81=0;=0 contre H;:aumoins fjoufy #0.

En d’autres mots, on veut tester '’hypothése que la variable de réponse Y est indépendante
des variables X et Z contre I'hypothese que la variable Y est (lincairement) lice a au

moins une des deux variables X et Z.

Le test paramétrique usuel est basé sur la statistique de Fisher. L’expression la plus
commode de cette statistique F' est basée sur le coefficient de détermination R? qui
donne la proportion de la variation totale de Y expliquée par le modéle. Alors on a

_(n— 3)R?
F= m ~ Fy o, (2.9)

2 S 2 712

RP=3 (Y=Y > (.- V)~
avec Yl = b1 X + 0y Z; et Iy n_y dénote une variable de Fisher avec 2 et - 3 degrés de
liberté. Ainsi, pour un seuil de signification «, on compare la statistique observée avee

la valeur critique correspondante, Fyn,,-3.

Afin de construire le test de permutation correspondant, on peut utiliser la statistique
R? ou F. D’abord, on doit connaitre quelles variables sont échangeables sous hy-
pothése nulle. Sous Hg, le modeéle devient Y; = ¢;. Ainsi, la supposition des errcurs
¢, indépendantes et identiquements distribuées peut étre allégée pour une supposition
d’erreurs échangeables. Dans ce cas, on peut faire un test de permutation exact en

permutant les valeurs de la variable Y.
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Sous I’hypotheése nulle, Y n’a aucune relation avec X et Z pris ensemble. Cela signifie
que, pour des valeurs X; = z; et Z; = 2 fixes, on peut obtenir n’'importe quelle valeur de
Y;. En d’autres termes, si on prend des permutations 7 € I1, tous les triplets (y',z;, 2;)

sont équiprobables (conditionnellement aux statistiques d’ordre de y;,2 = 1,- -, n).

Aprés avoir généré et placé en ordre croissant les M valeurs de la statistique, le test
rejette Hoy si B2, > R(Qk), ol ol R%k) est le quantile qui correspond a k = |M(1 — )],

‘obs

la partie entiere de M (1 ~ a).
2.3 Coefficient de régression partiel

Les chercheurs sont souvent intéressés a des hypothéses spécifiques concernant les co-
efficients de régression partiels, par exemple Hy : #; = 0. En d’autres termes, on veut
savoir si la variable X explique une partie de la variabilité¢ de Y en tenant compte de

leffet de la variable concomitante Z, qui peut ¢tre relice & X,

Si les suppositions du modele sont verifiées et on conditionne par rapport & X et Z, la
statistique du test paramétrique familier prend la forme habituelle décrite par Iéquation

(2.6)
Seqy

~

t n—3» (26)

ou by est Pestimateur des moindres carrés du coefficient 3y, Seg,,y est Uestimateur de

son écart-type et T;,_3 représente la loi t de Student avee n — 3 degrés de liberté.

Lorsque les conditions du modéle de régression linéaire multiple ne sont pas respectées,
les tests paramétriques ne sont pas fiables. Pour remédier a cette situation, plusieurs
chercheurs ont proposé des techniques de perniutation approximatives nécessitant peu
de suppositions (Welch 1990, Braak 1992, Oja 1987, Brown et Martiz 1982, Freedman
et Lane 1983, Kennedy 1995, Manly 1997).

Ici on s’intéresse a présenter des méthodes de permutation qui permettent une relation

potenticlle entre les variables X et Z (colinéarité). Ces méthodes sont :
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1. permutation des résidus sous le modele réduit proposée par Freedman et Lane

(1983);
2. permutation des résidus sous le modele réduit proposée par Kennedy (1996) ;

3. permutation de la variable dépendante Y; proposée par Manly (1997).

Une autre méthode de la litterature qu’on ne décrit pas ici ( car trop différente) est celle
proposée par Braak (1992). Afin d’introduire ces trois méthodes (qui sont des tests de
permutation approximatifs), on présente un test conceptuel de permutation exact, qui
suppose que la relation entre la variable dépendante Y ¢t la variable concomitante Z est
connue. A travers ce test conceptuel on peut juger de la qualité des méthodes de per-
mutation appliquées en pratique. Ce développement suit celui présenté dans Anderson

et Robinson {2001).

2.3.1 Un test de permutation exact

Dans cette section, nous présentons des idées de tests de permutation ezacts (dans le
sens du chapitre 1) de ’hypothese nulle Hy : 81 = 0 dans le modcle (2.4). Un tel type de
test est conceptuel, car il suppose la connaissance parfaite des parametres du modele.

On le présente afin de justifier les tests utilisés en pratique.

Considérons le coefficient de corrélation partiel défini en (2.15). Alors, on peut noter
que 'hypothese Hp : 8) = 0 revient a I'hypothese p,,., = 0 (voir section 2.4.2), et que
le carré de ce coefficient s’écrit comme,

(va'_pxzpvzy
2 2
(1-p%,)0=pZ,

Pive = =P (27)

xztvz’
ou

Y=XMZ+e, X=AZ+te,,.

Yz»

En d’autres mots, A, Z, A, Z sont les meilleurs approximants linéaires de Y, respective-

ment X, en fonction de Z (voir section 2.4.2).
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Y kv . 2 . 2 o Aoal N -
L’estimateur de Py, , et Tl etest égal & :
2 ' 2
7,2 - (TXY — TXZTYZ) — 7“?2 n _ (ZRYIZRXIZ) (2 8)
Xvy.z (1—7“3'2)(1“7“32) xiztviz ZR’?quR?\wz

ou IR, , est le résidu de la régression linéaire de Y sur Z et R, , est le résidu de la

z

régression linéaire de X sur Z.

Pour effectuer un test czact on devrait pouvoir recalculer la statistique rlz\,),_z sous des
permutations qui font que toutes les valeurs de 7'?\,),_2 obtenues sont de méme probabilité
(principe de permutation énoncé au chapitre 1). Supposons qu’on observe (z;, z,, yi),
1=1,...,n, et qu'on conditionne par rapport & (z;, z;). Ainsi, on fixe les couples (;, z;)

et on note que, sous Hy: ) = 0, les différences

Yi—fBozi=Yi— A,z =¢

YZ

sont des variables i.i.d. Donc, si on connaissait A, on pourrait considérer les triplets

(24, zi,Yi — A, 2;) et permuter €., = R, ., =vi— A,z tout en laissant (23, 2;) fixes. Pour

la simplicité, on omet l'indice ¢ dans R),lz et €,,. Sous Hy, €,, = ¥ — A, 2 sont des

réalisations de variables 1.1.d. et, par conséquent, les valeurs permutées €7 = R’y‘,lz de

_ . 11 e e . Yo m? 2t Tne obaticet] A AT _
€y, = R, , sont équiprobables, une fois qu’on connalt les statistiques d’ordre de ¢, , =
yi — A, z;. Cela revient a dire que tous les n! triplets (X, Z, R)’[V) avec (X, Z) fixés et
R, , permutés sont équiprobables. Dans cette démarche, les valeurs (z;, zhi=1,...,n
restent fixes, donc les résidus RX|Z = x; — A, 2 ne changent pas. On pourrait méme
supposer A, = A, sion considérait seulement la loi discréte, uniforme sur les n couples
(i, 2z:), ce qui donnerait exactenient inz = ¢,,. En pratique, I'idée de permuter de

cette fagon a conduit au test de Kennedy (1996), qu’on présente a la section 2.3.4.

Par contre, ici on met 'emphase sur un autre type de test de permutation ezact dans
le sens du chapitre I, qui est celui introduit dans Anderson et Robinson (2001) afin de
justifier et comparer les méthodes de Freedman et Lane (1983) et Manly (1997). Pour
effectuer le test on passe par les étapes suivantes (I'indice E veut dire exact) -

(1°) on permute les résidus R, , ct, & partir des résidus permutés, R’)[;Z, on crée

de nouvelles observations, Y, (g) = A, Z + R’qu :
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(2°) on recalcule les résidus R, ()17 qui correspondent a la régression du vecteur
m

. ©rhe PR F P . _ _ \
Yy (E) sur le vecteur Z; ces résidus s’écrivent comme R’Yﬂw)w = Yr(g) — An(£)Z OU

;\T,(E) =3 YogyZ/ S™ Z? est Pestimateur de A, pour la permutation 7 ;

(3°) on recalcule 2 en remplagant dans (2.8) R, , par R,

vz SPNTS ce qui donne

la statistique de test
2 (ZRY"(E)|ZRX|Z)2
ERD> (N S 29

Y,,([;)|Z X1z

Cette facon de construire un nouveau vecteur d’obscervations, Yr(E)s fait en sorte que, si
on fixe Z et on conditionne par rapport aux statistiques d’ordre des résidus R;’.lz, tout
vecteur Yy (g) a la méme chance d’étre tiré. Notons qu’il y a en tout (au plus) n! vecteurs
Yoy différents et, par conséquent, n! valeurs différentes de ri Par la construction du
vecteur Yy gy et le fait que la loi conditionnelle des résidus observés '7{’|Z est uniforme
(sous Hp), on obtient indirectement que les valeurs de ri sont, elles-aussi, équiprobables

(sur 'espace des n! valeurs différentes de rQE).

Notons que, dans le calcul de r'fw ,» & chaque permutation on refait la régression et on
obtient les résidus avec A, estimé. Cela se justific (Anderson et Robinson, 2001) par
la nécessité de reproduire chaque fois la démarche eflectude pour obtenir la statistique

2

observée, 15,

. L’avantage de cette méthode par rapport a celle ou on permute seulement
les résidus de départ et on travaille avec R;’,lZ ressort dans les propriétés des versions
pratiques de ces tests de permutation ezacts (test de Kennedy, 1996 versus Freedman

et Lane, 1983).

Cependant, A, est inconnu. Il est donc impossible de faire le test exact. Plusieurs cher-
cheurs ont suggtéré des inéthodes de permutation approximmatives pour remmedicr a cette
situation (Freedman et Lane, 1983 ; Kennedy, 1996 ; Manly, 1997). Dans ce qui suit, on

va décrir ces procédures qui sont utilisées en pratique.
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2.3.2 L’approche de Frcedman et Lane

Freedman et Lane (1983) considerent que leur méthode est une approche noun stochas-
tique en se référant a la probabilité critique (la proportion des valeurs de la statistique
qui sont supérieures a la statistique observée) comme étant une statistique descriptive
et non une probabilité. Cependant, on peut justifier leur méthode & partir du deuxi¢me

test exact décrit & la section précédente.

L’idée du test de Freedman et Lane (1983) est intuitive. Puisque A, est inconnu, on
peut Uestimer en régressant Y sur Z. Les résidus sont approximativement égaux aux
vraies erreurs dans le modele de la régression, et sont échangeables sous I'hypothése
nulle. Ainsi, la distribution générée par permutation approxime la distribution qu’on

devrait avoir si on avait utilisé les vraies erreurs (Anderson et Robinson, 2001).

Ensuite, pour chacune des n! permutations possibles, la valeur de la corrélation partielle

au carré, notée r%, est calculée de'la méme fagon que 7% ou A, est remplacée son

estimateur A, dans la partic (1°) du test exact.

Notons que X et Z ne sont pas permutées et restent dans I'ordre original. Cela assure

que la relation entre X et Z reste intacte et n’affecte pas le test (les vésidus 17, restent
constants & travers 'ensemble des permutations). Les différentes étapes de "approche
proposée par Freedman et Lane(1983) sont(I'indice F identifie Freedman et Lane) :
Etape | : Calcul de la statistique observée :

(1°} chacune des variables Y et X est régressée sur la variable 75

(2°) on caleule ;\Y ot ;\X ;

(3°) on obtient les résidus RYIZ =Y -AZct R, ,=X~- A\ 2,

(4°) on calcule la statistique du test observée 72, & partir de I'équation (2.8);

Etape Il : Algorithme de permutation :

) 14 ; o Tt . R s
(1°) on permute aléatoirement les résidus R, pour trouver le vecteur RY|Z'

On recalcule les valeurs Yy (py = ;\YZ + R’lez. Lancien couple (Y, Z) est

remplacé par (Yo(ry, Z2);
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(2°) on régresse Yy (g sur Z, cc qui donne un nouvel estimateur ;\,,(p) de A, ,

et apreés on calcule les résidus RY,(F)IZ =Yrr) — Arm) 2
(3°) on calcule la statistique du test r%

2 (2 Ry, pyizRx)2)° _ (O (Yn(ry = My Z) R 2)? (2.10)
Ry, iz 2R S Y - ARy 2)* 2 Rz

Etape Il : Répétition de I'algorithme et décision :

(1°) on répete I'étape IT N fois (N grand) pour obtenir la loi de la statistique

du test 7% ;
(2°) on ordonne les valeurs de r% pour obtenir (r%“), . ,r%—(N));

- G2 2 ~ 2 + 1o quanti o ;
(3°) le test rejette Ho siry > Ty OU 7T, €5t le quantile qui correspond a

k = [M(1 — )], la partie entiere de M (1 — ).
2.3.3 L’approche de Kennedy

Cette technique de permutation a été proposée auparavant par des chercheurs dans un
contexte multivarié pour tester le coeflicient corrélation particlle pour des matrices de

distances (Smouse et al 1986, Legendre et Fortin 1989).

La méthode est basée sur Pidée générale que le coeflicient de corrélation particlle entre Y
et X sachant Z, r, , ., est égal au coeflicient de corrélation simple entre les erreurs des
deux modeles lindaires simples, Y = A, Z+e,, et X = A, Z + ¢, , (voir démonstration,

section 2.4). Ce test correspond au premier test exact présenté a la section 2.3.1.

Comme sous Hy : ) = 0 (modele réduit de 2.4) la statistique du test est le carré du

coeflicient de corrélation simple entre les résidus R, cb R on permute ici les résidus

Z Yz

de la régression de ¥ sur Z pour obtenir R et on calcule la corrélation entre R et

R’;,lz pour chaque permutation .

C’est seulement le numérateur qui change a travers les permutations, car chaque per-

mutation donne un nouvel appariement entre les deux résidus (R” |, R

. xlz) alors que les
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. © parTac C b Ty 2 — 2 s Atanes o
sommes des carrés des résidus ne change pas (> R, = Z(R:m) ). Les étapes d’un

test de permutation en utilisant la méthode de Kennedy (1995) sont -
Etape | - Calcul de la statistique observée :
identique & 'étape I de la méthode de Freedman et Lane.

Etape Il : Algorithme de permutation :

(1)° on permute aléatoirement les résidus R, pour obtenir le vecteur R’;‘Z ;
(2)° on recalcule la statistique du test, ri, qui est le carré de la corrélation

simple entre RT et R, 5

_ (Z R:me)z)Q
" ZR?’lzzRilz

r (2.11)

Etape Il : Répétition de 'algorithme et décision :
on refait I’ étape I11 décrite dans I’approche de Freedman et Lane, ou r?{ remplace
2.

Notons que cette approche demande moins de calcul que celle de Freedman et Lane

{1983) car la régression ne doit pas étre refaite pour chaque permutation.
2.3.4 L’approche de Manly

Manly (1991) a proposé une approche différente pour faire le test de permutation. Pour
obtenir la loi de la statistique du test il faut permuter la variable de réponse, Y. La
justification de cette méthode repose sur la considération générale qui suggere que, si
Y est indépendante de (X, Z), alors le mécanisme qui génére les données donne des
probabilités égales & Y d’apparaitre avee n’importe quel couple (X, Z). Cela signifie que
la distribution des observations Y est similaire a celle des erreurs sous ’hypothése nulle.
On remarque ici que cette justification assume implicitement que G = 0 (en plus de

81 =0 ), ce qui n’est pas toujours vrai.

Dans cette approche, on permute Y en gardant Z et X fixes et, pour chaque permuta-

tion, on calcule le coefficient de corrélation entre les résidus de la régression de X sur Z,
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R, et les résidus de la régression de Y™ sur Z, R, ,. Les différentes étapes de cette

procédure sont (I'indice M identifie Manly) :

Etape | : Calcul de la statistique observée :
identique a 'étape T de la méthode de Freedman et Lane.
Etape Il : Algorithme de permutation :

(1)° les valeurs de Y sont permutées aléatoirement pour obtenir un autre

vecteur Y7,

(2)° le vecteur Y™ est régressé sur Z pour obtenir les résidus R

RYMZ =YY" — ;\W(M)Z ou ;\"(1\1) = ZY"Z/ZZQ,

ynyz Avec
(3)° on recalcule la statistique du test, r3,, qui est le carré de la corrélation

simple entre R et IR

vz Xz

2 (Z RY"IZRXIZ)2

rt = , (2.12)
M 2 2
Z RY‘"\Z Z R)uz
Etape Il : Répétition de 'algorithme et décision :
on refait 1" étape 111 décrite dans 'approche de Freedman et Lane, ou 7‘:1, remplace
2
T

2.3.5 Comparaison entre les trois méthodes de permutation

1l faut d’abord noter qu’aucune des trois méthodes ne propose un test de permutation
exact dans le sens défini au chapitre I. Anderson et Robinson (2001) ont montré que
la méthode de Freedman et Lane (1983) donne le test le plus proche de leur test de
permutation conceptuel exact (le deuxiéme test présenté a la section 2.3.1). Anderson
et Legendre (1999) ont aussi montré que cette méthode donne les meilleurs résultats

empiriques en termes d’erreur de type I et de puissance par rapport aux autres méthodes.

Méme si Kennedy (1995) a prétendu que sa méthode donne des résultats identiques a
celle de Freedman et Lane (1983), les deux méthodes sont differentes. En effet, la logique

derriére les deux méthodes est semblable et se base sur le calcul des résidus sous le modele



29

réduit (c’est a dire sous Hp). Puisque les vraies erreurs sont inconnues, on utilise les
résidus pour les estimer. Cependant, les deux méthodes procedent différemment pour

générer la loi de la statistique de test sous permutation.

La différence entre les deux techniques de permutation est délicate, mais elle a des
conséquences importantes. Pour la méthode de Kennedy, les résidus permutés R’;V

sont utilisés directement dans le calcul de la statistique du test et ga veut dire que

'estimation du parametre A, reste fixe & travers les permutations.

Pour la méthode de Freedman et Lane (1983) les résidus RT , sont utilisés pour créer

de nouvelles observations Y (r) qui seront régressces de nouveau sur la covariable Z

afin de créer de nouveaux résidus R, 1z C’est a partir de ces résidus qu’on calcule la
n(Fy~

statistique du test.

Anderson et Robinson (2001) ont donné la relation entre les statistiques du test 7‘(2(, pro-
posée par Kennedy (1995) et T'ZF, proposée par Freedman et Lane(1983). Cette relation

est
2 r2
T =

e r"/ﬂ;, (2.13)

ou
2 _ (Z RY,,IZ 2)2
T ZR?HZZZ?

et Z, avec R

A

est le coefficient de corrélation entre R

v les résidus de la régression
nlZ

YnlZ

de Yy sur Z. La preuve détaillée de (2.13) est donnée a la section 2.4.

En effet, méme si ) Z R, , = 0, en permutant 7, , une petite relation entre Z et

R, , est réintroduite. Cela fait que A? est différent de 0 pour toute permutation 7. La
relation (2.13) entre rzF et rlz( montre que r?( est plus petite que rzF. Cela veut dire que
la valeur observée apparait plus extréme pour la méthode de Kennedy, ce qui donne

une plus petite probabilité critique.

La méthode de Manly ne souffre pas du méme probleme que la méthode de Kennedy.
Aprés chaque permutation des observations, Y7 est a nouveau régressée sur la cova-

riable Z.
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Par contre, méme sous Hy, les triplets (x4, 2, yJ7) ne sont pas équiprobables car ['espérance
de Y; dépend de Z;,¢ = 1,--- ,n. En effet, une étude empirique d’Anderson et Legendre
(1999) a‘ montré que 'approche de Manly est sensible aux données extrémes de la co-
variable Z. Sous I'hypotheése Hy : By = 0,0on a Y = 32 Z + e. Alors, si les valeurs
Zi,t=1,--- ,n nesont pas trés différentes, on peut supposer que ¥;, 79 =1,--- ,n sont
approximativement de méme loi. Dans ce cas, les unités perinutées Y sont ¢changeables
sous Hg. Mais, si on observe une valeur extréme de Z, disons Z*, quand on permute les
valeurs de la variable Y, la valeur Y de Y qui au départ correspondait 4 ce Z* ne sera

plus appariée avec Z*. Finalement, on n’obtient pas un test précis de Hy.
2.3.6 Suggestion d’une nouvelle méthode

Dans nos simulations (chapitre ITI) nous avons exploré une approche différente mais
proche de la méthode de Freedman et Lane (1983). L'idée était d’estimer le parametre
A, , inconnu, & partir d’autres données, puis utiliser cette estimation ot appliquer un

test. de permutation qui ressemble plus au test exact.

En principe, on pourrait faire ceci en mettant de coté une partie des observations,
disons 20%, et l'utiliser pour estimer le parameétre inconnu. Aprés, on appliquerait le
test conceptuel exact sur la partie restante. Par contre, si on procede ainsi, on réduit
la taille de I’échantillon utilisé pour effectuer le test, et il serait difficile de comparer la

performance d’une telle procédure avec les autres méthodes.

En considérant ceci, nous avons procédé d'unc autre fagon. On a cffectué des tirages avec
remise, de type « bootstrap» afin d’estimer le parametre inconnu A, ¢t avons utilis¢
cette estimation pour faire le test «exact» de Anderson ct Robinson (2001), a partir de

toutes les données.
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Dans cette section nous complétons quelques preuves présentées dans ce chapitre.

2.4.1 Relation entre la statistique de Freedman et Lane et la statis-

tique de Kennedy

On va démontrer ici un énoncé de Anderson et Robinson (2001) sur la relation (2.13)

entre la statistique du test proposé par Frecdman et Lane (1983) et celle du test de

Kennedy (1995). On a que

ou

42 — (2 By, iz 2)? ot 2 = (X Ry Rx)2)?
DAV NN LRV LR

Rappelons que la statistique de Freedman et Lane (1983) est :
o _ (ZVar) = i) 2)Rix12)

T Yy ZR,\V’
ou
. 2 YumZ)
Y( —/\ Z+RYIZ et /\Y-n(F) Zv—.
On remplace Yr(r) dans la formule de Ar =(F) €t on obtient :
. Y (A Z+ R} ,)Z
An(F)y = S22
B Z(/\ Z? 4 ZRY\Z)
= =72
A\ ZE+ Y Z Ry,
= 7
“ ZZRYl?
= A, + .
Yzt
Ensuite, on réécrit la différence
: . L2y,
Yn(r)—/\"(r)Z = A Z+RY|7 - (/\Y = ZZQ

ZZRYV

R;T/|Z 4 =7 Z Zz

(2.14)



32

On remplace ce dernier résultat dans le numérateur et le dénominateur de la statistique

de Freedman, r%. Pour le numérateur on a :

. 2 . > ZRY, g
(Z(YW(F) - /\W(F)Z)R,‘qz) = ( ( viz —Z Zzgl ) RX|Z>

ZR
= (Z RY\z Rxjz = Z Rx|z ZZ Z;/'Z)>

L IRy,
ZRYVR’(V ZZR\I/ 222

= (ZR’{/IZR,\'(Z) ,

f

et on retrouve le numérateur de la statistique de Kennedy, r%(. Si on introduit

L (Yary — /A\,,(p)Z)2 dans le dénominateur, on obtient :
. 2 ; ZZRYI/
>~ (Yo - ApZ) = Y ( Yz T AT
" Z Ry, ZR7,
= Z (RYlZ) 2Ry ,Z = - ZZ )2’7
A 3. Z

ZR? S ZR
= Z( %2) ~2) RY;Z ZZZVJFZZ ( ZZ;/V)

. (vzry,) (s2m,)
Z( ;r’IZ) —2( ZZY2|> +( 222|>

Z(R;,Z)Q_%RZYQL).

I



On remplace ces résultats dans la formule de 1"12_,

o (Z(YN(F An(F) )3\17)2
’ Z (Yn(l?) ) ZHYM
(Z Rq/)z RX|7>2
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, et on obtient :

(Z (R%Z)Q - Z;R;y

(Z RY, 7 R,\'|Z>2

JE R

A

2.(R Y|7 ZR\’V ZR\V_}:T’

En divisant le numérateur et le dénominateur avec ZR%QZ Z(R’,&lz)2 on obtient le

résultat, car

> R;VR“Z)?

2 LRy, LR

Y12)?

2Ry Y|Z ZR/\M

ZH\V

(ZZRY,,)?

w7

SR, SR

<ZR§5|ZRX)Z>
L R% DR )P
ZZRYV
Y22 YR Y1z’

2
(Z R1)r/|7 R\’l?)
ZR |7ZRY|7
ZZRYlZ )?
ZZQ ZRYIZ
2

r
I

1- A2

1-

Y|7
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2.4.2 Quelques résultats classiques utilisés dans ce chapitre

Dans les démonstrations suivantes on suppose, sans perte de généralité, qu’on a les
trois variables X, Y et Z avec des espérances nulles. On commence par démontrer

I'égalité (2.7).

Soit le vecteur aléatoire (X, Y, Z); alors, la corrélation partielle entre Y et X sachant
Z se définit par

p, a /) »‘/) A 4

Pxyz = = > AL Y72 . (2.15)

\/1 ~ Py \/1 T Pxz

Dans le cas ou (X,Y, Z) suit une loi normale multivariée, p,,. , est la corrélation entre

Y et X conditionnellement & Z. En général, cette corrélation partielle se définit comme

la corrélation entre €, , et €, , ou

€, =Y —AN,Z, €,=Y-)\ 2

Yz Y !

et A, Z, respectivement A, Z est le meilleur approximant linéaire de X, respectivement
Y (on suppose toujours que o, = p,. = 0). En d'autres mots, ces valeurs A et Ay
minimisent les quantités E[(Y — A, Z)% et E[(X ~ A, Z)?]. Apris avoir calculé les
dérivées par rapport a A, on peut voir que

_E[XZ]  cov(X,2Z) _E[YZ]  cov(Y,Z)

MWEEZ T o YEEZN T ol

De plus, on a cov(e, ,, Z) = 0 et cov(e,.,, Z) = 0. D’aprés la définition de la corrélation

entre deux variables on a :

) _covie,, €, ,)
[GVE SV )
vzt e, 0,

Yz XNZ

et on peut montrer que Py, = P ,e,, OU Ay, a ¢6€ défini en (2.15) La covariance

entre les erreurs est égale a
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cov(e 6,\'2) = E[(X_/\/\Z)(Y_/\YZ)]

Yz

= E[XY]=XE[YZ] - ) EXZ]+ )\, E|ZY
E[YZIE[XZ] E[YZ|E[XZ] N E[XZ)E|Y Z]

= E[XY]-

E|Z?] E(Z?] E|Z?]
_ ElYZ|E|X Z]
= E[XY]- ~ Bz
~ cov(X,Y) - cov(X, Z)cov(Y, Z)
o? ’

tandis que la variance de 'erreur €, , est égale a :

o} = E[(Y_/\YZ)Q]

fy 2
= E[(Y?-2),YZ+ )22
E[YZ]2 E[YZ]2

= E[(Y?)] -2
E|Y Z)?
= E[Y? -
"
s cov(Y,Z)
= Oy — R
7z
De la méme fagon, on caleule la variance de €, , et on trouve que 07 = 0% - LO—\;(;Q :
- Z
On remplace les valeurs de cov(e,.,, €, ), o et o, dans la formule de la corrélation
simple et on obtient :
X,z Y, 2
cov(X, V) — cov(X, Z)cov(Y, Z)

2
9z

Pe,, ¢ =
e , covi(Y,Z) |, covi(X, 2)
o — ——>—" o4 -~ ——
Y O'% X O‘%

cov(X,Y)  cov(X, Z)cov(Y, Z)

gXoy IxX0y gxXay

cov?(Y, Z) cov?(X, Z)
1- o202 1- o2 g2
Y9z X9z

xy " Px2Pyvz

4 _
> > = Pxyzn
\/1 ~ Pxa \/1 P2

tel que désiré.



36

Finalement, on démontre I’équivalence entre les hypotheses Hy : 81 = 0 et Hyp :
Pxyvz = 0. Soit le modele de régression multiple Y = 3, X + 322 + €. Sous 'hypothese
nulle, le modele linéaire multiple devient Y = (27 -+ €. Soit les covariances cov(Y, X) et

cov(Y, Z) sous Hp, qui se calculent commme suit :
cov(X,Y) = E[XY]

= E[X(82Z + ¢))

= ME|[XZ)+ E|X¢
——’

0
= fhcov(X, Z),
ainsi que

cov(Y, Z) EYZ)

Il

= E[2(5Z + )]

= [E|Z%| + E(Z¢]
0

= ol

car Z et € ainsi que X ct € sont de covariance nulle par hypothese. Cela donne 8y =
cov(Y,Z)/ag, ainsi que :

cov(X,Y)
o0,
ﬂQCOV(X, Z)
0,0,
cov(Y, Z)cov(X,2) 1
a? o0,
cov(Y, Z) cov(X,Z)
0,0, 0,0,

PyvzPxz -

pXY =

Comme le numérateur de la corrélation partielle est égal & p,, — p, ,0x,, On conclut
d’apres le résultat précédent que B est nul si est seulement si la corrélation partielle est

nulle.



CHAPITRE 111

COMPARAISON EMPIRIQUE DE QUATRE METHODES DE
PERMUTATION

Dans ce chapitre, on compare, en utilisant des simulations, 'erreur de type I et la puis-
sance empiriques des tests de permutation approximatifs présentés dans le chapitre IT .

On examine Peffet des parameétres suivants :
(i) la taille de Iéchantillon n;
(i) le degré de colinéarité entre les covariables, p, ,, ;
(iii) la valeur du coefficient de la covariable Z, (o

(iv) la loi de Perreur aléatoire, e.
3.1 Les méthodes de simulation

Les simulations ont été faites a travers plusieurs niveaux de tous les facteurs a ’étude
{(voir section 3.1.1). Le programme informatique utilisé pour les simulations et les calculs
a été écrit et exécuté dans le langage R. L’étude a été faite a partiv de 2000 séries de
données simulées pour chaque combinaison de facteurs ¢t 999 permutations pour chaque

test effectué.

3.1.1 Les facteurs a 1’étude

Notre modele de régression multiple est Y; = 6 Xi+2Z;+¢i, © = 1,- - ,n, et 'hypothese

nulle d’intérét est Hy @ §) = 0. Clest a dire, sous Hg il n'y a aucun effet significatif de
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la variable X dans la régression linéaire multiple. Les données ont été simulées pour
toutes les combinaisons des niveaux choisis pour chacun des facteurs. On a simulé des

échantillons en tenant compte des différents niveaux des facteurs suivants :

e Puisqu’on veut connaitre le comportement des quatre méthodes selon la taille
de I'échantillon on a considéré diffiérentes tailles (n «petity et n «grand») 1 n €
{10, 30, 45, 60}.

e On a considéré que les variables explicatives sont fixes. Done, pour chaque taille n
on a généré une seule fois un couple de loi bivariée normale (X,, Z;), i =1,--- ,n.

s Les quatre méthodes permettent la colinéarité (c-a-d la corrélation lincaire entre
les variables explicatives p,, peut étre différente de 0) et c’est pour cela qu'on a
considéré deux situations, indépendance et de forte relation linéaire et on a pris :
Pxz € {0,0.9}.

e Puisque les tests de permutation nécessitent I'échangeabilit¢ seulement sous Hyp,
on a pris des situations ot les suppositions du modele linéaire ne sont pas verifiées
(la normalité et indépendance des erreurs). Pour la violation de la condition de
normalité, on a choisi des erreurs qui ne sont pas normales, mais qui suivent une
loi centrée sur 0, €; ~ Uniforme(~1,1}. Pour la violation de I'indépendance on a

pris des erreurs de loi normale dépendantes et telles que la corrélation pe,e , 2 # J

est différente de 0. On a considéré un vecteur (e, -, €,) qui suit unc loi normale
multivariée € = (€), -+ ,en) ~ N(0, ) (afin d’avoir I'¢changebilité).

Pour la valeur du cocfficient de la covariable Z on a pris deux valeurs du coeflicient
de régression : 5 € {0,1.5}.
Notons que, pour introduire la colinéarité entre les covariables X et Z, on géneére un
vecteur de loi normale bivariée (X, Z) ~ N(0,Z) tel que X et Z sont dépendantes avec
une corrélation p, , # 0. Pour cela on procéde par les étapes suivantes :
1) On génére deux variables X et Z, dec loi normale centrée réduite X, 2, ~

N(0,1) indépendantes.
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1y : . . . .
2) On calcule 2 & partir de la matrice de variance-covariance ot :

Pour créer 22, on fait la décomposition orthogonale de la matrice de variance-
covariance. On calcule les valeurs propres (Aj, A2) de et la matrice orthogonale

.y . 1 . N
P constituée de ses vecteurs propres Vi, Vo, Alors, la matrice £2 est dgale &
L Lo
Y:=PAz P

ou
VAL 0
0 Vi

3) Finalement, on calcule les nouvelles valeurs des variables X et Z corrélées en

B

A

utilisant 1'équation suivante

(X,2)=Si(X,,7Z)). (3.1)
Alors, on peut voir que la matrice de variance covariance de (X, Z) est en effet égale
4 X. Notons que, contrairement & 'étude de Anderson et Legendre (1999), on exclut le
choix des erreurs de loi exponentielle cubique [Exp(1)]® car elle n’est pas centrée sur 0

et cela contredit la notion d’erreur.

3.1.2 Etude de erreur type I

Pour I'étude de Verreur de type I, on a fait les stmulations lorsque 'hypothese nulle est
vraie Hp : 8y = 0 e¢n considérant les différentes combinaisons des facteurs cités dans
la section précédante. On a fait 999 permutations pour chaque cnsemble de données
simulées et on a considéré un seuil de signification ¢égal & o = 0.05. L'erreur de type |
empirique a été calculée pour les quatre tests de permutation et le test t de Student.
Cette erreur de type [ empirique est la proportion des probabilités critiques inferieures
a a, donc se calcule par la formule suivante;

(N9 p-valeur < o)
2000

Erreur typelempirique = (3.2)
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3.1.3 Etude de la puissance

Dans ce cas, la puissance a été définie par la proportion de rejets parmi les 2000 simu-
lations lorsque ’hypothése nulle est fausse, c-a-d sous H; : 8) # 0. Pour la calculer, on

a utilisé la formule suivante,

(N® p-valeur < o)
2000

Puissance empirique =

(3.3)

Pour I'étude de la puissance, les données ont été générées de la méme maniére, sauf
qu'on a pris des valeurs de 8; # 0. Le paramétre 8; a ¢été choisi tel que la corrélation
partielle soit égale & une valeur donnée, et on a pris : p, ., = 0.5 (valeur «moyenne »
pas trop grande). A partir des formules appropriées on peut déduire la valeur de 8; en

fonction des autres parametres, 8y = f(p, 4 21 Px 2, 52)-

En effet, voila comment on peut obtenir 31. Soit X et Z deux variables normales centrées
réduites (0, = o, = 1) avec une corrélation p,, = cov(X,Z)/rrf\,aa = cov(X, Z).
D’aprés le modele de régression linéaire multiple on a Y = 51X + 22 + ¢, d’ou la

variance de Y, V(Y) = 02 est égale & :

V(Y)

V(B X + 822 +¢)

BEV(X) + BIV(Z) + BrBacov(X, Z) + V(e)

ﬁ% +ﬁ% +ﬁlﬁ2pxz +0(2

Les autres termes de covariance sont nuls, car ¢ est supposé tel que cov(X,¢) = 0 et
cov(Z,¢) = 0. On calcule maintenant les expressions des diflérentes covariances pour les

remplacer dans la formule de la corrélation partielle. Soit

cov(Y,Z) = cov(bh X +5Z +¢ 2)

= freov(X,Z)+8:V(Z) +cov(Ze)
— e~ N —
Pxz 1 0

Bipy, + B2,
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ainsi que

cov(Y, X) cov(B1 X + 022 +¢,X)

= L V(X)+L0zcov(X, Z) + cov(Xe)
N—— ———— N —

1 Pxz 0

B+ Bapy,.

On remplace ces résultats dans p,, ,, en tenant compte du fait que ox =0z =1

Pxy = PxzPyz

Pxvz =
\/(l—piz>\/(1—p32>
cov(X,Y) cov(X,Z) cov(Y, Z)
0,0, 007 0,07

covi(X,Z) cov?(Y, Z)
1= 02 g2 1- o2 g2
x“Z vy Z
cov(X,Y) — cov(X, Z)cov(Y, 2Z)
V1 —cov(X,Z)? /o2 —cov(Y, Z)?
- Bl+ﬁ2pxz _'pxz(ﬁlpxz+ﬁ2>
VU= P2 \J(B2 + B3 + BiBap, + 02 — (Bipy, + o))

_ ﬂl(l—/-?iz)
1= 02,02 = Bibap,, + B(1-2,)
6 |
062 _/B [3 pxz
\/ﬂ?+ 1_1'0%(22

D’apres le calcul précédent on peut déduire les valeurs de ) correspondant & une
corrélation partielle p,, , = 0.5, si B2, p,, et 02 sont connus. Cela revient a résoudre

’équation de 26™¢ degré suivante en 3y :°
2 2 2
ﬁszzﬁxv.z _ Pxv.z?

£ =0. 3.4
1_'03\'2 1_'oiz (54)

B1-p4, )+ B

Pour des erreurs de loi normale on a o = 1, et pour des erreurs de loi uniforme [—1, 1]
on a o2 = (b—a)?/12 = 1/3. Le tableau suivant présente les solutions de Péquation

(3.4) selon les valeurs de p ., 5, Py, B2 Ct 02
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Tableau 3.1 Les solutions de 1'équation (3.4) en fonction de la variance de erreur

aléatoire af, de Ba et p,,.

Loide e | pz; | B2 | solutionl | solution2
Normale | 0 | V(s 0.58 -0.58
Uniforme | 0 | VG, 0.19 -0.19
Normale | 69 0 1.32 -1.32
Uniforme | 0.9 | 0 0.44 -0.44
Normale | 0.9 | 1.5 0.59 -2.95
Uniforme | 0.9 | 1.5 2.45 -0.08

Puisqu’on a choisi la corrélation partielle p,,. ,=0.5 positive, et on sait que p,, , et
sont de méme signe, on a retenu les solutions positives de I'équation (3.4) pour faire les

simulations.

3.2 Résultats des simulations

Dans cette section, on présente les résultats des simulations. Les figures 3.1 et 3.2 com-
parent les quatre méthodes approximatives de test de permutation présentés dans le
chapitre précédant, ainsi que le test t de Student en terme d'erreur de type I empi-
rique. En abscisse, on a la taille de 'échantillon, ¢t chaque graphique correspond a une
autre valeur de la colinéarité p,., et du coefficient de la covariable B;. Les figures 3.3
et 3.4 comparent la puissance empirique des quatre méthodes et le test t de Student en
fonction de la taille de I'échantillon, selon la colincarité p, , ct la valeur du cocflicient
de la covariable §;. La méthode qu’on a proposé a donné des résultats identiques a la
méthode de Freedman et Lane (1983) pour la majorité des simulations avec une seule

différence minime, et c’est pourquoi on ne I'a pas présentée dans les graphiques.
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3.2.1 Erreur de type I empirique

D’aprés les figures 3.1 et 3.2, on remarque que la méthode de Manly (1997) et Freedman

et Lane (1983) donnent des résultats similaires pour les différentes situations.

Les résultats des simulations ont montré que la méthode de Kennedy donne une erreur
type [ empirique plus élevée que les autres méthodes et largement supérieure & o = (.05,
lorsque la taille de ’échantillon est petite (n = 10). Ce probleme diminue au fur et &
mesure que la taille de I'échantillon augmente (figures 3.1 et 3.2). L’étude de Anderson
et Legendre (1999) a montré que ce probleme d’erreur de type I gonflée devient plus

grave avec I’augmentation du nombre de covariables dans la régression multiple.

La présence du parametre 8 # 0 de la covariable Z n'a pas un effet remarquable sur
Perreur de type [ pour les quatre méthodes de permutation (figure 3.1 ¢,d et figure 3.2
¢,d ). La présence de la colinéarité (dépendance linéaire) entre les covariables X et Z,

Py, # 0, a peu d'effet sur les résultats (figure 3.1 b,d et figure 3.2 b,d ).

Lorsque les erreurs sont normales dépendantes, la différence entre la méthode de Ken-
nedy (1995) et les autres méthodes est moins importante, méme si l'erreur de type I
reste encore gonflée. Les autres méthodes, Manly (1997), Freedman et Lane (1983) ¢t
la méthode proposée, donnent une erreur de type I qui se rapproche du résultat du
test t de Student et ne different pas beaucoup de o = 0.05. L’étude de Anderson et
Legendre (1999) a trouvé que ces différentes méthodes de permutation convergent plus
vite que le test t de Student vers l'erreur de type I appropriée si on considére des si-
tuations avec des erreurs extrémement non normales [exp(1)]® (choix exclu dans nos

simulations).

Contrairement aux résultats de ’étude de Anderson et Legendre (1999), le test t de

Student donne des erreurs de type I trés bonnes, mais pas toujours inféricures & o = 0.05.

A Dexception de la méthode de Kennedy, les autres méthodes de permutation donnent
des résultats plus proches du test t de Student (surtout la méthode de Manly, 1997)

pour les différentes combinaisons. Cela peut étre expliqué par le fait qu’on a gardé les
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variables X et Z fixes & travers les simulations et la méthode de Manly est supposée
bien fonctionner dans cette situation. Les résultats de I'étude de Anderson et Legendre
(1999) ont montré que la méthode de Manly doune une erreur de type I biaisée en

présence de valeurs extrémes dans les données, ce qui n’est pas notre cas.

Figure 3.1 Comparaison de 'erreur de type I de quatre tests de permutation et du test
t de Student comme fonction de la taille d’échantillon, selon quatre valeurs de (82,0, ),

lorsque les erreurs aléatoires suivent une loi uniforme [—1, 1].
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Figure 3.2 Comparaison de 'erreur de type I de quatre tests de permutation et du test

t de Student comme fonction de la taille d’échantillon, sclon quatre valeurs de (G2, p

,\'Z)’

lorsque les erreurs aléatoires sont de lois normales dépendantes.
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3.2.2 La puissance empirique

Pour Iétude de la puissance on a considéré des valeurs de £ qui correspondent a une
corrélation partielle de p,, , , = 0.5. On note ici que, contrairement a I'étude de Anderson
et Legendre (1999), on a inclus la méthode de Kennedy dans 'étude de la puissance.

Ces résultats sont présentés dans les figures fig 3.3 et fig 3.4.

Toutes les méthodes montrent une augmentation de la puissance avec 'augmentation
de la taille d’échantillon et 'augmentation de la valeur de 3. Cela est naturel puisqu’on
s'attend a ce que la puissance augmente avec I'augmentation de la taille d'échantillon.
Aussi, tel qu’attendu, plus 8; s’éloigne de 0, plus les tests sont puissants et capables
de detecter que I'hypothése nulle est fausse. On remarque que la méthode de Kennedy
donne une puissance plus élevée que les autres méthodes, et que cette différence est plus
importante lorsque la taille d’échantillon est petite, mais disparait avec augmentation

de la taille d’échantillon.

Pour ce qui est de la loi du terme aléatoire, on remarque que, pour les quatre tests de
permutation et le test t de Student, la puissance est moins ¢levée lorsque les erreurs sont
uniformes, que lorsqu’elles sont normales dépendantes, mais cette différence disparait

avec I'augmentation de la taille d’échantillon.
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Figure 3.3 Comparaison de la puissance de quatre tests de permutation et du test t

de Student comme fonction de la taille d’échantillon, sclon quatre valeurs de (f2, py, ),

lorsque les erreurs aléatoires suivent une loi uniforme [~1, 1].
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Figure 3.4 Comparaison de la puissance de quatre tests de permutation ct du test t
de Student comme founction de la taille d’échantillon, selon quatre valeurs de (B2, py ),

lorsque les erreurs aléatoires sont de lois normales dépendantes.
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3.3 Conclusion

Les résultats obtenus par ces simulations montrent que la méthode de permutation pro-
posée par Kennedy (1995) ne donne pas des résultats équivalents & la méthode proposée
par Freedman et Lane (1983), en utilisant la corrélation particlle comme statistique
de test. La méthode de Kennedy (1995) donne une crreur de type 1 gonfliée, parti-
culierement lorsque la taille d’échantillon est petite (n = 10). L'étude de Anderson et
Legendre (1999) a montré que ce probleme d'erreur de type 1 devient plus sérieux avec
I'augmentation du nombre de variables explicatives incluses dans le modeéle. Donc la
méthode de Kennedy (1995) ne donne pas les méines résultats que la méthode de Freed-
man et Lane (1983). Notons que Kennedy (1995) avail proposé sa méthode comme une
alternative équivalente a la méthode de Freedman et Lane (1983) qui serait plus simple

quant au niveau du calcul.

Anderson et Robinson (2001) ont montré théoriquement quelle est la différence entre
ces deux méthodes de permutation (Kennedy, 1995 ; et Freedman et Lane, 1983). Cette
formule a été présentée dans la section (2.4) du chapitre II. Nos simulations confirment

cette différence entre ces deux méthodes.

St on applique la méme technique de permutation pour les tests de corrélation partielle
entre les matrices de distances proposée par Smoose et al (1986) comme extension du
test de Mantel dans le cas de plusieurs matrices qu’on va présenter dans le chapitre IV,

on s’attend & ce qu’elle souffre des mémes faiblesses que la méthode de Kennedy.

Pour ce qui est des trois autres méthodes, la permutation des valeurs de la variable
dépendante proposée par Manly (1997) et la méthode de permutation des résidus sous
le modele réduit proposée par Freedman et Lane (1983), ainsi que la méthode qu'on a
proposé (ol le bootstrap est utilisé pour estimer le coefficient de régression inconnu)

donnent des résultats équivalents dans la plupart des situations simulées.

Pour ce qui est de leffet de la loi du terme aléatoire, et contrairement a |'étude de

Anderson et Legendre (1999), on n’a pas détecté des différences importantes dans la
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performances des quatres méthodes. Cela est di peut étre au fait qu’on n’a pas choisi

des situations ou il y a des lois trés asymétriques et non centrées a 0. Les lois utilisées
q

pour la génération des erreurs aléatoires sont symétriques ou se rapprochent de la loi

normale.

Pour des tailles d’échantillon suffisamment grandes (n > 45) les quatre méthodes sont
équivalentes pour ce qui est de l'erreur de type I et de la puissance. Dans un tel cas, on
choisit celle qui demande moins de calcul. Dans un tel cas, on peut recommander d’uti-
liser la méthode de Kennedy (1995) puisqu’clle ne demande pas de refaire la régression

apres chaque permutation.



CHAPITRE IV

LE TEST DE MANTEL SIMPLE ET LE TEST DE MANTEL
PARTIEL

Dans ce chapitre, on va présénter une géﬁéralisation des tests de permutation pour
les coefficients partiels de régression & des matrices de distances. Certains tableaux de
données multivariées portent sur les ressemblances (des similarités ou des dissimilarités).
En effet, plusieurs méthodes d’analyse multivariée comme la classification (clustéring)
et I'ordination sont basées sur de telles ressemblances. Ces méthodes sont généralement
utilisées dans un contexte exploratoire et descriptif des données, sans tests statistiques

formels sur les relations entre les variables (Shannon, 2002).

Une dissimilarité (similarité) entre deux objets mesure & quel point ils sont diftérents
(semblables). Parfois, on peut emnployer une distance cntre les objets, mais une dissimi-
larité n'est pas nécessairement une distance. Eu mathématique, on appelle distance sur
un ensemble E une application D : £ x £ — R telle que, pour tout 4, j, &k € E

e D(i,5) 2 0, la distance est positive entre deux points;

i,1) = 0, la distance est zéro d’un point a Ini méme;

e D(i
o D(i,j) = D(j,1), la distance est symétrique;
o D(i,k) £ D(i,j) + D(k, j), inégalité triangulaire.

Souvent, seulement les trois premiers axiomes d'une distance sont satisfaits. Dans ce
hl
qui suit, sans perte de généralité, on considere seulement des matrices de distances

symétriques.
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Les chercheurs s’intéressent parfois & comparer deux ou plusicurs matrices de distances
(entre plusieurs groupes de variables) sur les mémes sujets, pour examiner I'hypothése

d’une présumce relation entre ces matrices de distances.

Plusieurs auteurs ont proposé des calculs simples d’un test de signification pour le co-
efficient de corrélation entre les éléments de deux matrices de distances. Cependant,
les méthodes paramétriques comme la régression et la corrélation ne peuvent étre ap-
pliquées. Les suppositions de la normalité et de indépendance néeessaires pour faire
le test ne sont pas valides dans le cas des mesures de distance (Dietz, 1983). Dans la
Jittérature, on propose des tests de permutation afin de surmouter cette difficulté. Nous

trouvons ce point discutable et nous reviendrons la-dessus plus tard.

Une alternative simple et flexible a été proposée par Mantel (1967). Manly a nommé cette
procédure le «test de Mantely, et elle est largement utilisée dans différents domaines de
la recherche comme 'environnement, la biologie, I’écologic ct la génétique pour comparer

deux matrices de distances.

Dans ce chapitre, on va d’abord présenter de fagon informelle la procédure introduite
par Mantel, ainsi que les modifications proposées par Smoose et al. (1986). Ensuite,
on décrit le test de Mantel partiel lorsqu’il y a plus de deux matrices de distances.
Finalement, on présente un exemple d’application du test de Mantel simple et du test

de Mantel partiel sur des données présentées par Manly (1997).

4.1 Le test de Mantel simple
4.1.1 Présentation du test

En 1967, Mantel a présenté une nouvelle approche pour évaluer la relation entre deux
matrices de correspondances mesurées sur les mémes individus. Plus tard, Manly (1986)
a nommé cette approche «le test de Mantel». Pour bien comprendre ce test on va le
présenter comme Mantel I'a fait dans son article de 1967. Ensuite, on va expliquer les

modifications apportées & ce test par Smoose ct al. (1986).
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Mantel a proposé cette méthode dans le contexte de la détection d’un regroupement
(clustering) en temps et en espace pour la maladie de leucémic pour n(n — 1)/2 paires

de distances formées & partir de n cas observés de cette maladie.

Supposons qu’on a n individus et que deux groupes de variables ont été mesurés pour
chaque individu (dans notre exemple il s’agit de la variable temps et de la variable
espace). Chaque groupe de variables est utilisé pour construire une matrice de distances.
Ainsi, on a deux matrices de distances Xpxn ¢t Yoxn. Par exemple, entrée de la €™

éme

ligne et la j colonne de la matrice X mesure la distance entre les individus 4 et j
basée sur le 1¥" groupe de variables, tandis que I'entrée de la i€ ligne et la 79 colonne
de la matrice Y mesure la distance entre les individus i et j basée sur le 28 groupe

de variables.

Ces matrices de distances sont, dans la plupart des cas, symétriques et ont des éléments
nuls sur la diagonale. En effet, la distance entre un individu et lui méme est nulle,
Xi; = 0, et la distance entre l'individu ¢ et 'individu j ne change pas, c’est-a-dire pour
tout 7,5 = 1,--- ,ni # j Xi; = X;;. Notons que la symétric dépend de la métrique

n
choisie pour calculer les distances. Dans ce cas, on a N = ( > = n(n — 1)/2 couples

distincts de distances (Xi;,Ys5), 1,5 = 1,- - ,n ainsi que les rr?atriccs :
0 Xiz - X 0 Y2 - Yin
X - Xy 0 0 Xop v - Yoo 0 - Yo
Xnp Xp2 o+ 0 Yor Yg -+ 0

Mantel a proposé de faire une régression de 'une des matrices (temps) sur autre
(espace) en mettant Y = X + E o E cst une matrice d'erreurs aléatoires, daus le but
de détecter des regroupements (clusters), et non pas de vérifier une éventuelle relation

entre les deux matrices.

En langage courant, I'hypothése nulle du test est Hg : il n'y a pas de regroupement
«no clustering». En termes de X,Y cela veut dire que les éléments correspondants

des deux matrices ne sont pas associés. En d’autres mots, le méeanisme qui génere les
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distances de la matrice X est indépendant du mécanisme qui génere les distances de
la matrice Y (Mantel,1967). Cela revient au cas ol les distances de deux cnseinbles
seraient calculées & partir de deux ensembles indépendants d’individus (Manly,1991).
L’hypothese alternative est souvent unilatérale, dans le sens d’une relation positive ou

négative entre X et Y.

La statistique du test est le produit croisé des éléments des deux matrices :

7

Txy =) Y XYy

i=l j=1
Puisqu’on considére des distances symétriques ¢t que la distance entre un individu et

lui méme est nulle, la statistique Tx vy est équivalente a la statistique Uxy définie par :

n o 1-1

UXY = ZZXUYU

i=2 j=1
La distribution sous ’hypothese nulle de Uxy peut étre obtenue par approche de per-
mutation que Mantel (1967) a nominé «approche de population Aunies. On a n positions
des individus dans I'espace et n positions des individus dans le temps. L'hypothése Hy
«no clustering» est équivalente a celle que les emplacements des cas dans 'espace sont
regroupés aléatoirement avec les emplacements des cas dans le temps. Il y a au total n!

ensembles correspondants équiprobables.

Comme aux chapitres précédents, soit m = (m,---,m,) une permutation des entiers
(1,---,n) et soit Il ensemble de toutes les n! permutations possibles. La loi de la
statistique Uxy sous I'hypothése nulle s’obtient en donnant une probabilité 1/n! pour
les n! valeurs Uxy correspondant a 7 € I1. Chague valeur de Uxy correspond a une
permutation des n individus sur lesquels on a mesuré les deux (groupes de) variables,

par exemple temps et espace.

Notons ici que ce sont les individus qui sont les unités de permutation et non pas
les distances. L'hypothese nulle Hy affirme que le vecteur de variables obtenu pour

un individu peut étre observé pour tout autre individu. Cela veut dire que, si Hp est
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vrale, alors on peut permuter les individus, recalculer les matrices de distances apres
chaque permutation et finalement calculer la statistique du test. Ainsi la condition
d'échangeabilité des observations nécessaire pour effectuer un test de permutation est

satisfaite.

Pour faire le test de permutation, la stratégie de permutation est similaire & celle décrite
dans le premier chapitre. On permute les individus dans I'une des matrices de données
brutes et on recalcule les distances a partir des donndées permutées. Finalement, on

recalcule la statistique du test.

n i—1

Uxyr =) Y X,Y5,  well (4.1)

i=2 j=1

De fait, il y a un algorithme qui donne les mémes résultats en permutant les lignes et

leurs colonnes correspondantes dans la matrice des distances {voir section 4.3).

Si le nombre d’individus n'est pas petit, le calcul direct de la loi de la statistique sous
Hy devient «impraticable» & cause du grand nombre de permutations possibles. Alors,
en pratique, on utilise des approches de calcul efficaces comme la méthode de Monte

Carlo.

Ainsi, on utilise la distribution empirique de Uxy pour calculer la probabilité de trouver
des valeurs de Uxy aussi extrémes que la valeur observée Uxy,, par chance seulernent.
L’hypothése alternative considere souvent une association positive entre les éléments des

deux matrices.

La probabilité critique (p-valeur) pour tester la non existence d’un regroupetnent «clus-
tering» est :

P —valeur = Pr(Uxy~ > Uxvy,,,)

Mantel a présenté aussi une approximation asymptotique par la loi normale de la sta-
tistique Uxy, et a calculé son espérance et sa variance. Cependant, Mielke (1978) a

démontré que Uxy n'est pas toujours asymptotiquement normale.
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4.1.2 Le test de Mantel modifié

Le critere Uxy proposé par Mantel est une mesure peu familiére dont 1'échelle varie
d’un probléme a un autre. Pour cela, Smoose et al. (1986) ont propos¢ de standardiser ce
critere. En effet, Uxy est le produit croisé des éléments des deux matrices de distances
Xi; et Yi;. On a déja remarqué qu'il existe N = n(n —1)/2 éléinents différents dans les
matrices X et Y, car X = Yy = 0 et X;; = Xj; et Yy, = Y,;. On calcule les moyennes

des éléments des deux matrices X = )7, (Xo;/N) et Y = 37, . (Y,;/N).
La somme corrigée d'un produit croisé est calculée par :
SP(X,Y) = Uxy - NXY. (4.2)

En correspondance avec cette somme de produits corrigée on a aussi une paire des

sommes au carré corrigées pour les éléments de chacune des matrices :

§§(X) = (Xi; - X)%, (4.3)
tj

SS(Y) =) (Y - Y)" (4.4)
ij

Notons que SP(X,Y) change.quand les éléments d’une des matrices sont permutés, alors
que les sommes SS(X) et SS(Y) restent invariantes. La corrélation entre les éléments

des deux matrices est égale & :

o __SPXY) _ Uxy-NXY
T SSK)SS(Y)E (SS(X)SS(Y))}

Ainsi, les statistiques Uxy ¢t rxy sont ¢quivalentes et restent en relation monotone.
Cela montre que la procédure de Mantel st vraiment une analyse de régression pour
iliser r3 < au lie S 2 AT 0 0 e
des distances. L'avantage d'utiliser riy au lieu de Uxy est que riy varie entre 0 et 1,
donc I'association entre les deux matrices est facile a interpréter. Par contre, I'utilisation

de r%(y ou Uxy ne change rien a la probabilité critique du test.

Selon Smoose et al. (1986) le manque d’indépendance entre les distances n’est pas un

probleme, puisqu’on trouve la distribution de la statistique du test par la méthode de
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permutation. Cela résulte du fait que les mesures des individus sont échangeables sous
Hy. Par contre, ici on démontre que sous certaines suppositions les distances restent

échangeables sous Hy, méme si elles sont dépendantes (voir section 4.3).
4.2 Le test de Mantel partiel

Il v a beaucoup d’applications ol on peut s'intéresser 4 utiliser plus de deux matrices.
Soit un tel vecteur de matrices (X, -+, X,,), p > 2 explicatives pour prédire les dléments
de la matrice de réponsc Y. Plusicurs auteurs ont présenté une généralisation du test
de Mantel simple pour de telles situations (Smouse et al. 1986 ; Manly 1997). Dans un
tel contexte, il est souvent le cas que les éléments des différentes matrices X; solent
corrélés entre eux. Ainsi, il y a une certaine redondance de U'information. On a besoin
de pouvoir évaluer comment les matrices individuelles prédisent la matrice de réponse
Y, mais on veut connaitre 'information additionnelle d’une matrice particulicre X; en

sachant que d’autres matrices ont été déja dans le modele.

On considére ici deux matrices explicatives X et Z. La généralisation a plus de deux
matrices est évidente. En remplagant dans le modele linéaire les variables (Y5, X;, Z;)

par les éléments des matrices Y, X et Z on peut considérer le modele
Y =0Xiy+ eZi; +ej,i=1,---,nj=1--,n, (4.5)

ou €;; est une erreur aléatoire. Cela nous ramene & I'approche du chapitre II. Le seul
aspect difficile est le test de signification des coefficients de régression (par exemple
Hp : 31 = 0). Smoose et al. (1986) suggtrent que la procédure de permutation differe si
on considére que les matrices X et Z prédisent Y, ou sout seulcient corrélées avec Y.
On sait que les matrices X et Z sont corrélées, et on veut une procédure de permutation

qui conserve cette dépendance a travers les permutations.

Smoose et al. (1986) ont proposé deux méthodes de permutation. La premiere, reprise
aussi par Manly (1997), consiste & permuter la matrice dépendante Y en gardant les
matrices explicatives X et Z fixes, et calculer la statistique du test désirée pour chaque

permutation de Y.
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Smoose et al. (1986) notent que, si X et Z sont elles mémes variables, possiblement
mesurées avec erreur plutdt que fixes et assocides a Y, il est préférable de permuter
une des matrices résiduelles plutdt que la matrice Y. Pour cela, on fait la régression de
chacune des matrices de distances Y et X sur la matrice Z pour obtenir deux matrices
résiduelles Ryz et Rxz. La corrélation entre les éléments correspondants des deux
matrices résiduelles représente la corrélation partielle entre les éléments des matrices de
distances X et Y en tenant compte de Z. Pour faire le test de permutation, on permute
la matrice residuelle Rygz pour obtenir une matrice RY5 ¢t on calcule la corrélation
entre les matrices Ry, et Rxz pour chaque permutation. Notons que c’est la méme

technique de permutation que Kennedy (1995) a proposé (voir chapitre II, section 2.3.3).

Dans nos applications numériques, nous proposons de généraliscr la technique proposée
par Freedman et Lane (1983) a des matrices de distances. La description est la méme
que pour le cas de la régression habituelle. Dans ce cas, les éléments des matrices Y et
X sont régressés sur les éléments de la matrice Z, pour obtenir deux matrices de résidus
Rxz et Ryz. Apres, on procede de la fagon suivante :

e on permute la matrice des résidus Ryz pour obtenir une matrice RSz ;

s on ajoute la matrice permutée au modele de régression pour construire une nou-

velle matrice dépendante Y., ou Y, = BZ + R4

e cette matrice Y, est régressée de nouveau sur la matrice Z pour trouver une

nouvelle matrice résiduelle Ryvy.z;

e la statistique du test est la corrélation entre les éléments des deux matrices

résiduelles Ry 7z ¢t Rxz.

A la section 4.4 nous présentons une application de ces tests.



59
4.3 Deux résultats théoriques
4.3.1 Equivalence entre deux fagons de permuter

On va montrer I’équivalence entre la permutation des lignes de la matrice de données
brutes, A, et la permutation des lignes avec leurs colonnes correspondantes dans la

matrice de distances calculée a partir de ces données.

Supposons qu’on a n individus et qu’on a mesuré p variables pour chacun d’entre eux
pour obtenir la matrice de données brutes Ay y,. On calcule la matrice de distances
D..xn entre les mesures sur les individus. Alors, ona:dy; =dy; et dy=0,i=1,--- | n,

etj=1,---,n.
Soit, par exemple, une matrice Dgyq :

0 diz diz dia
day 0 dyy dog
dsi dyz 0 dia
dn daz dgg 0

D=

Regardons dans cet exemple 'cffet de la permutation de deux lignes dans la matrice
de données brutes, A, sur la matrice de distances, D. Si on permute les lignes 7 et j,
on obtient une matrice A & laquelle correspond une matrice de distances D telle que
Jik_ est la distance entre Iindividu k et individu i de la matrice A qui correspond a la
distance entre les les individus &k et j de la matrice A. Alors (ik = djp = diy = Jki et

dy = dyg = di = dy;.

Supposons que, dans notre exemple, on permute la ligne 2 avec la ligne 3 dans la matrice
A Alors, par le raisonnement qu’on vient de faire, la matrice D suivante :
0 diy =diy dig =dya dia=dua
day = da 0 doy = d3z  daq = dag
3y = doy dyg = day 0 dsq = daa
do = day dap = day  day = da 0

(whl
Il
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est égale a
0 dig diz dig
dyn 0 dy2 dgg
dn doz 0 dog
dgy dgz daz O
Donc, on peut voir que la matrice D s'obtient de la facou suivante a partir de la matrice
D : on permute la ligne 2 avec la ligne 3 en méme temps qu’on permute la colonne 2 avec
la colonne 3. Ainsi, permuter deux lignes dans la matrice de données brutes revient a
permuter les lignes en méme temps que leurs colonnes correspondantes dans la matrice
de distances. Donc, dans les tests de permutation, pour plus d’efficacité, et pour éviter
des calculs inutiles, on peut effectuer les permutations directement dans la matrice de

distances.
4.3.2 Echangeabilité des distances

On commence par démontrer ici que, si les mesures sur les individus sont indépendantes
ou échangeables, les distances entre ces mesures restent échangeables. Cela se base sur

le théoreme qui suit.

Théoreéme 4.1 (Randles and Wolfe 1979, théoréme 1.8.7)

Si les vecteurs X et Y sont de méme loi, X d Y, et U(.) est une fonction mesurable

définie sur le support commun des variables, alors :

U(X) d U(Y).
|
Notons par V; = (Vj;, -+, V4,) le vecteur des p variables pour 'individu i. La matrice
de données brutes est V. = (V1, Vo, ,V,,). Puisque les vecteurs 'V, sont supposés

indépendants ou échangeables, alors, pour une permutation 7 € 11, on a :

(YlyY?)"' )YH) C:i (Y‘"UYW'}:"' YY"TH)'
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Soit la fonction A(.) une distance entre les mesures de deux individus 7 et j. Ainsi, on
prend :
U(Y])Y?y e 1Yn.) = A(YZ,VJ),

et

U(Ym)ngy s aYn") = A(Yn“YnJ)-

On applique le théoreme précédent & la fonction U(.) = A(.) et on obtient, par conséquent,

que les distances restent échangeables méme si elle ne sont pas indépendantes, d’ou

Donc, on peut considérer les distances comme des variables doublement indicées et on
peut appliquer directement les méthodes présentées dans le chapitre II. Cela permet
de formuler le test de Mantel de la fagon suivante. Soit deux groupes de variables

Vo= (v o vy et W= (WO ... WE@) quon mesure sur n individus. A ces

(w

. . . . 1 .
groupes de variables, on associe les distances respectives AT(-_] Vet Ay ), L,j=1,,n

L’hypothése nulle est qu’il n'y a pas de relation entre les deux groupes de variables
pour le méme individu, et donc V; est indépendant de W,;, i = 1,--- ,n. De plus, les
individus sont “indépendants” et donc V; est indépendant de V;, ¢ # j. On conclut

ainsi que V; est indépendant de W, ¢ # j.

Finalement, on a que AEJ‘-/) = f(Vi,V;) est indépendant de AI(-JW) = f(W,, W) pour
i et j fixés. De plus, les vecteurs de distances AEJ‘-/)Ii =1, ,n7j <iet Agv)li =

1,-+-,n;j <1sont des vecteurs de variables échangeables.
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4.4 Exemple d’application

On illustre la méthodologie sur un exemple de données du chapitre IX de Manly
(1997), ol on étudie la relation entre les conditions environnementales et les varia-
tions génétiques pour 21 colonies de papillons «Euphydryas Editha», en tenant compte
des distances géographiques entre ces colonies. Ces donnéees proviennent d’une étude
faite par McKechnie et al. (1975) en Californie et Oregon. On commence par faire le
test de Mantel pour évaluer les relations entre les trois matrices de distances prises deux
a deux. Puis on applique le test de Mantel partiel en utilisant les différentes techniques
présentées au chapitre II pour évaluer s’il y a une relation entre les distances génétiques

et les distances environnementales, étant donné les distances géographiques.

On note par G la matrice de distances génétiques, par E la matrice de distances envi-

ronnementales et par S la matrice de distances géographiques.

Les éléments de la matrice E sont obtenus par le calcul de la distance euclidienne stan-
dardisée basée sur dix variables qui décrivent 'environnement (l'altitude, les précipita-
tions annuelles et huit variables de température). Notons par Ej, la valeur de la k¥™
variable environnementale pour la 7€™¢ colonie aprés standardisation. Ainsi, la moyenne
est 0 et I'écart type est 1. La distance cnvironnementale cntre la colonie 4 et la colonie

7 est décrite par I'équation suivante :

10

Eqi; = Z( :k’ ;k)‘z_ (4.6)

k=1
Les éléments de la matrice des distances génétiques sont obtenus on utilisant la matrice
des différences génétiques de 'enzyme hexokinase «Hexokinase» entre deux colonies,

cette matrice est décrite par I’équation suivante :
3

Gi; = Z Ipir — pjr| - (4.7)

r=1
ol p;r représente la fréquence de allele r dans la i¢™¢ colonie. Notons qu’il y a trois

alléles responsables de 'enzyme hexokinase.
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Le calcul de la distance géographique entre deux colonies se fait en utilisant la distance

en ligne droite entre les colonies avec une unité d’approximativement 111.2 km.

Les trois matrices de distances environnenmentales, génétiques et géographiques de ces

données sont présentées dans les tableaux suivants :

Tableau 4.1 la matrice de distances environnementales

2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

5

6 1.40

8 0.870.55

8 0.87 0.55 0.01
8 0.87 0.55 0.01 0.00

6 1.30 0.45 0.51 0.50 0.50

91.17 0.33 0.37 0.38 0.38 0.40

.951.02 0.46 0.19 0.190.19 0.34 0.31

10 2.40 1.41 0.57 0.68 0.68 0.68 0.29 0.4G6 0.53

11 2.40 1.41 0.57 0.68 0.68 0.68 0.27 0.47 0.53 0.03

122.09 1.16 0.82 0.73 0.74 0.74 0.82 0.55 0.76 0.71 0.74

132.16 1.32 0.73 0.79 0.80 0.80 0.90 0.53 0.81 0.81 0.84 0.38

14 1.09 1.08 1.89 1.54 1.55 1.55 1.99 1.67 1.70 2.03 2.05 1.49 1.48

15 2.63 2.32 2.60 2.46 2.47 2.47 2.72 2.37 2.57 2.60 2.63 1.93 1.91 1.62

161.851.29 1.69 1.451.46 1.46 1.74 1.42 1.56 1.66 1.68 0.99 1.05 0.93 1.09
172.111.281.241.111.121.121.24 0.96 1.15 1.09 1.12 0.49 0.60 1.35 1.58 0.65

18 4.03 3.91 4.29 4,16 4.17 4.17 4.40 4.07 4.26 4.27 4.29 3.61 3.61 3.15 1.72 2.76 3.24

1

1.0
2.2
1.7
1.7
1.7
2.2
2.0
1.9

[{ole JBEN Nl &) BN I I ol

194.72 4.62 4.854.78 4.79 4.79 5.01 4.66 4.88 4.87 1.90 4.22 4.17 3.78 2.34 3.42 3.87 0.93
20 5.49 5.53 5.93 5.80 5.82 5.82 6.07 5.72 5.91 5.94 5.97 5.28 5.25 4.67 3.37 4.41 4.92 1.72 1.25
21 6.53 6.53 6.88 6.78 6.79 6.79 7.01 6.68 6.88 6.87 6.90 6.22 (.20 5.70 1.33 5.39 5.86 2.65 2.09 1.06
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Tableau 4.2 la matrice des distances génétiques

2 3 4 5 6 7 8 9 10 I1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

6

2

27 O 34 0.02

.33 0.28 0.08 0.06

15046 0.100.12 0.18

0.25 0.36 0.00 0.02 0.08 0.10

5032029007005001017007

10 1.00 0.97 0.36 0.72 0.70 0.64 0.82 0.72 0.65

11 0.93 0.90 0.29 0.65 0.63 0.57 0.75 0.65 0.58 0.09

12 0.60 0.57 0.04 0.32 0.30 0.24 0.42 0.32 0.26 0.39 0.33

13 0.61 0.58 0.03 0.33 0.31 0.25 0.43 0.33 0.26 0.39 0.32 0.01

14 0.91 0.88 0.27 0.63 0.61 0.55 0.73 0.63 0.56 0.09 0.32 0.31 0.30

150.81 0.78 0.17 0.53 0.51 0.45 0.63 0.53 0.46 0.19 0.03 0.21 0.20 0.10

16 0.58 0.55 0.09 0.30 0.28 0.22 0.40 0.30 0.23 0.44 0.12 0.05 0.06 0.36 0.26

17 0.63 0.60 0.05 0.35 0.33 0.27 0.45 0.35 0.28 0.40 0.35 0.04 0.01 0.32 0.22 0.05

18 0.84 0.81 0.20 0.56 0.54 0.48 0.66 0.56 0.49 0.16 (.31 0.24 0.23 0.07 0.03 0.29 0.25

19 0.96 0.93 0.32 0.68 0.66 0.60 0.78 0.68 0.61 0.04 0.09 0.36 0.35 0.05 0.15 0.41 0.37 0.12
200.990.96 0.35 0.71 0.69 0.63 0.81 0.71 0.64 0.01 0.09 0.39 0.38 0.08 0.18 0.44 0.40 0.15 0.03
210.96 0.93 0.32 0.68 0.66 0.60 0.78 0.68 0.61 0.04 0.06 0.36 0.35 0.05 0.15 0.41 0.37 0.12 0.00 0.01

O CO O U LW D

Tableau 4.3 la matrice des distances géographiques

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0.07

7.37 7.36

7.64 7.63 0.30

7.66 7.65 0.300.08

7.68 7.67 0.340.040.10

7.81 779 0.71 0.47 0.53 0.43

8.07 8.05 0.800.500.53 0.46 0.31

10.13 10.11 3.01 2.70 2.72 2.66 2.39 2.20

10 13.97 13.94 7.46 7.16 7.20 7.12 6.77 6.66 1.56

11 13.98 13.95 7.47 7.18 7.21 7.14 6.79 6.68 4.57 0.01

127.86 7.84 1.110.90 0.97 0.87 0.44 0.66 2.27 6.50 6.52

13 10.14 10.12 3.09 2.78 2.81 2.74 2.45 2.28 0.21 1.43 4.44 2.29

14536 5.34 2.332.53 2.57 2.55 2.55 2.85 14.78 8.71 8.73 2.53 4.78

15793 7.89 2.652.52 2.60 2.50 2.10 2.31 2.87 6.04 6.06 1.66 2.76 2.75

16 8.19 8.16 2.60 2.44 2.51 2.41 1.99 2.17 2.55 5.78 5.80 1.55 2.44 2.96 0.32

17825 8.22 235217224214 1.71 1.87 2.30 5.76 5.78 1.27 2.21 2.95 0.58 0.32

18 8.88 8.84 3.20 3.00 3.07 2.97 2.54 2.65 2.39 5.09 5.11 2.10 2.23 3.69 0.95 0.74 0.87

199.46 9.43 3.71 3.49 3.55 3.45 3.02 3.09 2.36 4.51 4.53 2.60 2.18 1.30 1.56 0.34 1.44 0.61
20740 7.36 2.74 2.67 2.71 2.65 2.30 2.56 3.41 6.58 6.59 1.90 3.32 2.34 0.58 0.90 1.11 1.49 2.07
21 8.18 8.15 3.183.04 3.123.02 2.61 2.80 3.07 5.81 5.83 2.17 2.91 3.15 0.53 0.65 0.97 0.80 1.31 0.81

WO o0 O OtA LN
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La figure 4.1 suivante présente les distances tracées 'une contre autre. D’aprés cette

figure, la relation entre les distances environnementales et les distances génétiques parait

faible. En outre, ¢lle indique une relation possible entre les distances génétiques et les

distances géographiques d’une part et les distances environnementales d’autre part,.

Distances génétiques

Distances environnementales

Figure 4.1 Les graplhiques des matrices de distances 'une versus Pautre
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Pour tester Passociation entre les matrices deux a deux, on a utilisé le test de Mantel.
L'argument pour faire le test de Mantel est de considérer les n colonies de papillons
pour lesquelles les distances sont calculées comme un échantillon aléatoire d’une plus

grande population de colonies potentielles qui pourraient étre étudiées.

Le test de Mantel a été fait avec 4999 permutations et on a utilisé la statistique U

décrite & la formule (4.1) . Le tableau (4.4) présente les résultats obtenus .

Tableau 4.4 Résultats du test de Mantel simple

Corrélation | P-valeur

[ Génétiques vs Géographiques 0.48534 0.0002
Génétiques vs Environnementales 0.2915438 | 0.0072

Environnementales vs Géographiques | 0.02640319 | 0.3894

On voit bien que les distances génétiques sont significativemnent corrélées aux distances
géographiques et environnementales. Par contre, le test de Mantel n’est pas significatif
pour la corrélation entre les distances géographiques et les distances environnementales,
ce qui est surprenant & premier abord. D’autres part, selon la carte géographique, les
données qui proviennent de la méme latitude (donc avec les mémes conditions envi-
ronnementales, le méme climat) ne sont pas nécessairement proches du point de vue
géographique. Ces résultats sont consistants avec les représentations graphiques de la
figure (4.1), & part la relation significative entre les distances génétiques et environne-
mentales, qui est vraisemblablement due au grand nombre de colonies ol autant les

distances génctiques, que les distances environnementales, sont proches de zéro.

La relation significative entre les distances génétiques et les distances environnementales
peut s'expliquer par 'adaptation au climat. La relation significative entre les distances
génétiques et les distances géographiques peut s’expliquer par la migration entre les

colonies proches.

On peut alors essayer d’expliquer les distances génétiques en fonction des distances
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géographiques et les distances environnementales prises ensemble. On se retrouve ici
avec un modele de régression avec E et S fixes qui explique les distances génétiques
G xn par les distances géographiques S, ., et environnementales E,, .. Ce modéle est

de la forme

Gij =00+ 061Eij; + 5285 +€5,i=1,-- netj=1-,n. (4.8)

ol ) mesure la relation entre Gy; et E,; en tenant compte I'effet de S;; et G mesure la
relation entre Gy; et 8;; en tenant compte effet de E;j, tandis que €5 sont des erreurs

aléatoires indépendantes.

Aprés, on s'intéresse 4 tester Phypotheése nulle Hy @ 3y = 0. C’est & dire on veut sa-
voir si relation entre les distances génétiques entre les colonies de papillons et leurs
distances environnementales est significative lorsqu’on tient compte de leurs distances

géographiques.

On a régressé les distances génétiques sur les distances géographiques et les distances

environnementales et on trouvé 'équation de régression ajustée suivante :

~

Gi]‘ =0.133 + 0.041E1‘j + 0.03781'] . (49)

On peut utiliser la régression usuelle pour ajuster I'équation précédente, mais on ne
peut pas appliquer les tests usuels parce que, si on utilise les distances, les hypoteéses
du modele linéaire ne sont pas satisfaites (les distances ne sont pas indépendantes).
Cela suggere 'utilisation des différentes techniques de permutation présentées dans le

chapitre précédent, pour évaluer la signification des coefficients de régression partiels.

Afin d’effectuer nos tests on a adapté les techniques de permutation de Freedman et
Lane (1983), Kennedy (1995) et Manly (1997) sur les matrices de distances. On a uti-
lisé la corrélation partielle comme statistique de test et on a généré sa distribution

approximative en utilisant 4999 permutations. Notons que la méthode de Freedman et
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Lane (1983) n’a pas encore été utilisée dans le cas des matrices.

Pour la méthode de Manly (1997) on a gardé les deux matrices explicatives (ici S et E)
fixes et on a permuté aléatoirement 'ordre des 21 colonies dans la matrice des distances
génétiques, G. Pour la méthode de Kennedy (1995) on a permuté la matrice des résidus
de la régression des distances génétiques sur les distances géographiques Rgg et on a
utilisé la corrélation entre les matrices des résidus R;g et Rgg (cela revient & appliquer

le test de Mantel simple sur les matrices des résidus).

Pour la méthode de Freedman et Lane (1983), on a pernnuté la matrice des résidus de la
régression des distances génétiques sur les distances géographiques ct on a utilisé cette
matrice RGg pour construire une nouvelle matrice de distances génétiques Gr. Gy est
régressée de nouveau sur S et la statistique du test est la corrélation entre la matrice

RG,,S et REs.

Le programme décrit dans 'annexe a donné une corrélation partielle égale a
Rfm_s = 0.1017002 et la méme probabilité critique ou (p-valeur) de 0.000242 pour les
trois méthodes. Cela est peut-étre di au fait qu’on a un grand nombre d’observations

n = 210, et on a déjd vu dans les simulations qu'a partir d’une certaine taille (environ

45) les méthodes donnent des résultats similaires.

Pour le test sur Hg : O2 = 0 on a trouvé une corrélation partielle entre les distances
génétiques et les distances géographiques en tenant compte des distances environnemen-
tales de RES_E = (.2495090. Le test cst significatif avec probabilité critique (p-valeur)

de 0.000237



CONCLUSION

Ce mémoire est centré sur 'application des techniques de permutation pour tester les
coefficients de corrélation partiels dans la régression multiple. Nous avons vu que ce
genre de méthodologie est difficile & réaliser puisque la permutation des valeurs de la
variable dépendante Y n'est pas appropri¢e. Cela est di au fait que, sous 'hypothese
nulle Hy : () = 0, les valeurs observées de Y ne sont pas échangeables. Ce sont plutot

les erreurs qui sont échangeables sous ’hypothése nulle.

En effet, un test exact reposerait sur la connaissance du parametre de la régression de
Y sur Z, Ay, sous Hp. Cela permettrait de permuter les résidus de cette régression,
€, =Yi—AvZ. Evidemment, Ay est inconnu et aucun test de permutation exact n’est
possible (Anderson et Robinson, 2001). Plusieurs auteurs ont proposé différentes fagons
pour construire un test de permutation approximatif (Freedman et Lane, 1983 ; Collins,
1987; Oja, 1987 ; Welch, 1990 ;Braak, 1992 ; Kennedy, 1995; Manly, 1997). Trois de ces
tests (Freedman et Lane, 1983; Kennedy, 1995 ; Manly, 1997) sont présentés en détail
dans ce travail. Ensuite, la présentation théorique est complétée par une comparaison par
simulation entre ces trois fagons différentes de faire un test de permutation approximatif.
On a examiné leffet de la taille de 'échantillon n, le degré de colinéarité entre les
covariables, p, ., la valeur du coefficient de la covariable Z, (B, et la loi de 'erreur
aléatoire €. Pour notre étude, on a introduit de nouvelles lois pour les erreurs par rapport
a la littérature existante, par excmple le cas ol les erreurs sont échangeables, niads pas

indépendantes.

Les méthodes de Freedman et Lane (1983) ct Kennedy (1995) se basent sur la per-
mutation des résidus sous le modéle réduit, mais les facons de faire les permutations
sont différentes. La méthode de Kennedy, utilise directement les résidus permutés dans

le calcul de la statistique du test, et ainsi P'estimation du parametre A, reste fixe a
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travers les permutations. La méthode de Freedman et Lane (1983) utilise les résidus
permutés pour créer de nouvelles observations qui seront régressées de nouveau sur la
covariable Z, ainsi, 'estimation du parameétre A, change & travers des permutations.
Manly (1997), quant & lui, a proposé de permuter Y en gardant Z et X fixes et, pour
chaque permutation, utiliser les résidus de la régression des valeurs permutées de Y sur

la covariable Z dans le calcul de la statistique du test.

Les résultats de nos simulations ont montré que la méthode de permutation proposée
par Kennedy (1995) n’est pas équivalente a la méthode proposée par Freedman et Lanc
(1983). La méthode de Kennedy (1995) donne une erreur de type I gonflée, parti-
culierement lorsque la taille de I'échantillon est petite. Ces résultats concordent avec
ce qui avait été trouvé dans la littérature. Pour ce qui est des trois autres méthodes
(Manly, 1997 ; Freedman et Lane, 1983 et la méthode qu’on a proposée), elle ont donné

des résultats équivalents dans la plupart des situations simulées.

Par contre, 1'étude empirique d’Anderson et Legendre (1999) avait montré que méme
Papproche de Manly ne fonctionne pas toujours bien, car elle est sensible aux données
extrémes de la covariable Z, investigation qu’on n'a pas repris dans notre étude. On
constate ainsi que la méthode proposée par Freedman et Lane (1983) est la plus proche

du test de permutation exact conceptuel.

Une avenue intéressante a explorer serait le développement d’un test ressemblant au
test de Kennedy (1996) mais qui incorporait une estimation de type bootstrap. Cette

variante pourrait améliorer la performance de ce dernier test.

On remarque aussi que pour des tailles d'échantillon suffisaimment grandes, n > 45, les
quatre méthodes sont équivalentes au niveau de 'erreur type I et de la puissance. Cela
veut dire qu’on pourrait choisir celle qui demande moins de calcul. Dans ce cas, on peut
recommander d’utiliser la méthode de Kennedy (1995) puisqu’elle n’exige pas de refaire

la régression aprés chaque permutation.

Finalement, dans un dernier chapitre de ce travail, on a présenté une généralisation des
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tests de permutation pour les coefficients partiels de régression lorsque les variables sont
remplacées par des éléments de matrices de distances. Cette généralisation est de plus
en plus utilisée dans I'analyse des données multivariées (écologie, biologie, agriculture...)
lorsque les données ne respectent pas, généralement, les suppositions nécessaires pour les
tests paramétriques traditionnels. Nous avons proposé d’appliquer les trois différentes
techniques de permutation sur un exemple de données génétiques. 11 s’agit de ’étude
de la relation des distances génétiques en fonction des distances géographiques et des
distances environnementales. L’analyse a donné des résultats équivalents, mais on pense
que cela est d a la grande taille d’échantillon de cet exemple. Notons que 'adaptation
de la méthode de Freedman et Lane (1983) dans ce contexte (matrices de distances)
n’avait pas été encore faite et elle pourrait s’avérer utile pour des données qui présentent

des valeurs extrémes en Z.




APPENDICE A

SIMULATION DES ERREURS DE LOI NORMALE
DEPENDANTES

Pour générer un vecteur de loi normale multivariée :

X =(Xp o Xu) ~ N, £)

tel que X; et X; sont dépendants avec une corrélation p,; # 0, .on doit procéder pz.n‘ les
étapes suivantes :
1. On génére n variables (Z;, -, Z,) de loi normale centrée réduite avec Z; ~
N(0,1) indépendantes (Pour cela on utilise la fonction rnorm);

2. On fait la décomposition orthogonale de la matrice de covariance. Pour cela, on

calcule les valeurs propres (Ay,- -, Ay) de & et la matrice orthgonale P constituce
de ces vecteurs propres Vi, --- | V;,. La matrice T3 est cagle a
57 =PAz Pl (A1)

N . . . . .
ou Az est une matrice diagonale composée des racines carrés des valeurs propres

\/)‘—1)"')\//\_11:

A= | 1 (A.2)
0 oo A A
3. on calcule les valeurs des variables X, -+, X,, en utilisant I’équation suivante :

X =%3Z ~ NO,%) (A.3)



APPENDICE A

PROGRAMMES

###### ERREUR DE TYPE I PUISSANCE EMPIRIQUE ###t##tit#st#tits#suss

N

simul_puissance<—function(n,betal,beta2,rho,1oi=c("uniforme",”normaldep”))

{

# ce programme calcule 1’erreur de type 1 lorsque betal=0 # et la
puissance lorsque betal différent de O # d’abord on détermine les
constantes # taille, nombre de simulations, # coefficient de
regression partiel, nombre de permutation. # le modele est Y=
beta_1*X + beta_2* Z + e #1’hypothese alternative est que le

coefficient partiel beta-1

nperm<-999 nsimul<-2000

wuspuspesststtla fonction normal.bivariee"##t###RiIIHEHIHIAHIE # #
#Cette fonction génére un couple bivarié de loi normale
normal.bivariee<-function(n,rho)
{
sigma<-matrix(c(1,rho,rho, 1) ,nrow=2)

result<-eigen(sigma,symmetric=T)
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# on construit une matrice diagonale "val" telle que ses diagonales
# sont les racines carrées des valeurs propres; vec représente la

# matrice orthogonale des vecteurs propres

val<-diag(sqrt(result$values)) vec<-result$vectors

sigmaldemi<-vecl*jvall+)t (vec)

# on géneére deux variables normales centrées réduites
#indépendantes on calcule deux variables normales corrélées

#X=(X1,X2) A partir de la formule X = sigma”1/2 Z
Z<-matrix(rnorm(2+*n) ,nrow=2,ncol=n) X<-matrix(0,nrow=2,ncol=n)

X<- sigmaldemi%*%Z

X}

#p#HtAAaRR4  fonction multinormale.dep "#########ARAMY

# la fonction "multinormale.dep" simule des erreurs normales
#corrélées dans cette fonction on suppose que la corrélation entre
# les variables epsilon_i et epsilon_j

multinormale.dep<-function(n){ rho1<-0.85

# la matrice de covariance est une matrice symétrique appelée

#sigma ol sigmaii=1 et sigmaij = rho

ma<-matrix(rhol,nrow=n,ncol=n) di<-diag(1l-rhol,nrow=n,ncol=n)

sigma<-ma + di



# on doit calculer la matrice sigma”1/2 nécessaire pour trouver #
# des normales corrélées; on va calculer les valeurs et les
#vecteurs propres de sigma on construit une matrice diagonale
#"val" tel que ses diagonales sont les racines carees des valeurs

#propres.

result<-eigen(sigma,symmetric=T) val<-diag(sqrt(result$values))
vec<-result$vectors
sigmaldemi<-round(vec¥*%valy*%t(vec),2)

epsilon<~ rep(0,n)
# epsilon est un vecteur oll on va stoquer les valeurs calculées

Z<-rnorm(n)
epsilon <-sigmaldemi%*%Z

epsilon }

HEHBHERBHB R HHBH PROGRAMME PRINCIPAL HERHBHAH AR GHBRHBHEHE #
#on géndre le couple(X,Z) de loi normale et de corrélation rho
#set.seed(3) U<-normal.bivariee(n,rho) X <- U[1,] Z <- U[2,]

compteur<-rep(0,5)

# On géndre 2000 vecteurs Y de taille "n"

# pour garder la trace de la simulation des erreurs epsilon on fixe le germe

set.seed(2009) for(k in 1:nsimul)
{
loi<-match.arg(loi)
if (loi=="normaldep") epsilon<- multinormale.dep(n)

else if (loi=="uniforme") epsilon<- runif(n,-1,1)



Y<- betal*X + beta2*Z + epsilon

# On estime le paramétre inconnu par la méthode du bootstrap

coef<-matrix(0,nrow=1000,ncol=2)
coef[1,]<-coefficients(Im(Y~Z))
for (k in 2:1000){
s<-sample(n,replace=T)
" Ys<— Y[s]
Zs<- Z[s]
coef[k,]<-coefficients(1m(Ys~Zs))
}
coef .btspl<-mean(coef[,1])

coef .btsp2<-mean(coef[,2])

# la statistique du test est la corrélation partielle entre Ryx.z
# on fait la régression linéaire du vecteur Y sur Z

# et la régression linéaire du vecteur X sur Z

Ryz<-residuals(1m(Y~2Z))
Rxz<-residuals(1m(X~Z))
R_obs <- (sum(Ryz*Rxz)~2)/(sum(Ryz~2)*sum(Rxz"2))
p.-ttest<- coefficients(summary(1lm(Y ~ X+Z)))[2,4]

coef<-coefficients(Im(Y~Z))

# la statistique du test est déterminée par 1l’utilisateur
# elle calcule la corrélation entre les deux vecteurs de résidus
# R_obs est la valeur observée de la statistique du test

# on définie des vecteurs pour stoker des calculs de la régression
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stat.freedman <- numeric(nperm)
stat.kennedy <- numeric(nperm)
stat.manly <- numeric(nperm)
stat.propose <- numeric(nperm)
Res.freedman<-numeric(n)
Res.manly<-numeric(n)

Res.propose<-numeric(n)

# On estime le paramétre inconnu par la méthode du bootstrap
# cette boucle calcule la distribution empirique de la statistique

# du test pour les différentes méthodes

for (i in (1:nperm)) {

# on permute le vecteur des résidus Ryz et le vecteur Y
# on calcule la statistique de Kennedy directement

# on régresse la variable de réponse Y permutée sur Z (Manly)

s<-sample(n)

RYZpi<- Ryz[s]

Ypi<- Y[s]

stat.kennedy[i] <- (sum(RYZpi*Rxz) 2)/(sum(Rxz"2)*sum(Ryz"2))
Res.manly<-residuals{1m(Ypi~Z))

stat.manly[il<- (sum(Res.manly*Rxz)"2)/(sum(Rxz"2)*sum(Res.manly"2))

# on utilise les résidus permutés pour construire des nouvelles
# observations de Ypi
# on régresse les nouvelles observations Ypi sur Z et on calcule la

# statistique de freedman et la méthode
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Ys<-coef.btspl +coef.btsp2+*Z + RYZpi

Res.propose <- residuals(lm(Ys~Z))

stat.propose[i]<-

(sum(Res.propose*Rxz) "2)/(sum(Rxz"2)*sum(Res.propose~2))
Ypi<~ coef[1] + coef[2]*Z + RYZpi
Res.freedamn<-residuals(1m(Ypi~Z))

stat.freedman[i]<-
(sum(Res.freedamn*Rxz) "2) / (sum (Rxz"2) *sum(Res .freedamn"2))

¥

# on fait le tri des distributions nulle calculées

# calcule la puissance pour un test bilatéral

null.stat.freedman <- sort(stat.freedman)

null.stat.kennedy <- sort(stat.kennedy)

null.stat.manly <- sort (stat.manly)

null.stat.propose <- sort (stat.propose)
pvalue.freedman<-(sum(null.stat.freedman>= R_obs)+1)/(nperm+1)
pvalue .kennedy<-(sum(null.stat.kennedy>= R_obs)+1)/(nperm+1)
pvalue.manly<-(sum(null.stat.manly >= R_obs)+1)/(nperm+1)
pvalue.propose<-(sum(null.stat.propose >= R_obs)+1)/(nperm+1)
# On compte le nombre de fois qu’on rejette 1’hypothese nulle
# on compare la pvalue pour chaque méthode avec le niveau alpha=0.05
if (pvalue.freedman <= 0.05) compteur[1]<- compteur[1] + 1

if (pvalue.kennedy <= 0.05) compteur[2]<~ compteur(2]+ 1

if (pvalue.manly <= 0.05) compteur[3]<- compteur(3] + 1

if (pvalue.propose <= 0.05) compteur([5l<- compteur(5] + 1

if (p.ttest <= 0.05) compteur[4]<-compteur[4]+ 1

}

puissance<-compteur/nsimul puissance }



#udf#ngtnp#na#nt  TEST DE MANTEL PARTIEL :3:3:2:3:3:3:3:3:3:3:3:3:3:3:3:3:3:3:3

partial .mantel<-function(M1,M2,M3) { # les entrées de la fonction
partial.mantel sont des matrices de distances qu’on suppose
symétrique avec diagonales nulles

n<- dim(M1) (1]

nperm<-4999

Y<-as.vector(as.dist(M1))

X<-as.vector(as.dist (M2))

Z<-as.vector(as.dist(M3))
# on fait le test usuel d’un coefficient de régression. la
régression linéaire de la partie inférieure de la matrice Y sur
les éléments de la partie inférieure des les matrices X et Z

p.ttest<- coefficients(summary(Im(Y “X+Z))) [2,4]

resl<-residuals(Im(Y~Z))

res2<-residuals(1lm(X~2))

r_carrée<- (sum(resi*res2)~2)/(sum(res1”2)*sum(res27°2))
# on stocke les residus de Y sur Z dans la matrice D

coef<-coefficients(Im(Y~Z))

D_yz<-matrix(0,n,n)

D_yz[row(D_yz)>col(D_yz)]<-resi

D<-D_yz +t(D_yz)
# on cree des vecteurs pour stocker la distribution de r"2 selon la
technique de permutation utilisée

stat.manly<-numeric (nperm)

stat.kennedy<-numeric(nperm)

stat.freedman<-numeric{(nperm)

for (i in 1:nperm){

s<- sample(n)
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# on permute la matrice dépendante M1 et la matrice des résidus D
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D_pi<- Dis,s]

# La méthode de Manly

Mi_pi<- as.vector(as.dist(Mi[s,s]))

res.manly<- residuals(1lm(M1_pi~Z))

stat.manly <- (sum(res.manly*res2)~2)/(sum(res.manly”2)*sum(res2°2))
# la méthode de Kennedy

res_pi<-as.vector(as.dist(D_pi))

stat.kennedy<- (sum(res_pi*res2)~2)/(sum(res_pi~2)*sum(res2°2))
# la méthode de Freedman

Y.freedman <- coef[1] +coef[2]*Z+ res_pi

res.freedman<- residuals(lm(Y.freedman~Z))

stat.freedman<- (sum(res.freedman*res2)~2)/(sum(res.freedman~2)*sum(res2-2))

}
null.stat.freedman <- sort(stat.freedman)
null.stat.kennedy <- sort(stat.kennedy)

null.stat.manly <- sort (stat.manly)

pvalue.freedman<-(sum(null.stat.freedman>= r_carrée)+1)/(nperm+1)
pvalue.kennedy<-(sum(null.stat.kennedy>= r_carrée)+1)/(nperm+1)

pvalue.manly<-(sum(null.stat.manly >= r_carrée)+1)/(nperm+1)

list(r_carrée,pvalue.manly,pvalue.freedman,pvalue.kennedy,p.ttest)

3
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