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RESUME

L'objet de ce travail est d’exposer la démonstration de I'indécidabilité du dixieme
probléme de Hilbert fournie par Matiiassevitch dans son livre Le diziéme probléme de
Hilbert. Son indécidabilité paru en 1995. Le probléme consiste & fournir une méthode per-
mettant de déterminer I’existence d’une solution en nombres entiers relatifs d’une équa-
tion polynomiale a coefficients entiers quelconque, dite équation diophantienne. Aprés
un exposé des notions préliminaires, on réduit le probléme aux entiers naturels. On s’at-
tache ensuite & clarifier les mécanismes fournis par Matiiassevitch (1995) qui permettent
de déterminer le caractére “diophantien” de I’exponentiation dans les entiers naturels.
Ceci constitue la difficulté centrale de la démonstration. Sa résolution fut le fait de
Matiiassevitch (1970). Ce fait établi, on s’attache & commenter et expliciter la nouvelle
preuve fournie par Matiassevitch (1995) qui utilise des méthodes de codage s’appuyant
sur I’cxponentiation. On voit comment leur utilisation judicieuse permet de coder les
machines de Turing & l'aide d’équations diophantiennes. Ceci meéne & 1'équivalence entre
les ensembles semi-décidables et les ensembles codés par les équations diophantiennes.
Enfin, on étudie la preuve de V'indécidabilité par I'utilisation d’une méthode diagonale
portant sur les équations diophantiennes.

Mots-clés : décidabilité, dixieme probleme de Hilbert, équations diophantiennes, ma-
chine de Turing, Matiiassevitch.



INTRODUCTION

En 1900, lors du Congres International des Mathématiciens de Paris, David Hil-
.bert, un des plus grands mathématiciens de tous les temps, présenta une liste de 23
problemes mathématiques ouverts qu’il jugeait centraux et qui allalent grandement in-
fluencer la recherche en mathématique du XXe siecle. L’énoncé du dixiéme probleme de

Hilbert est particulierement simple :

On donne une équation de Diophante a4 un nombre quelconque d’incon-
nues et & coefficients entiers rationnels : on demande de trouver une méthode
par laquelle, au moyen d’un nombre fini d’opérations, on pourra distinguer

si 'équation est résoluble en nombres entiers rationncls. (Hilbert, 1900)

Une équation de Diophante, ou équation diophantienne, est une équation poly-
nomiale & coeflicients entiers en un nombre quelconque d’inconnues a valeurs enticres.
Hilbert demandait un algorithme capable de décider si une telle équation diophantienne
possede une solution. A I’époque, Pexistence d’un tel algorithme n’aurait pu étre prou-
vée que par sa description. En effet, il n’existait pas alors de systéme formalisant la
notion intuitive de calculabilité. On ne disposait pas d’outils permettant de statuer sur
la non-existence d’un algorithme particulier. Or, comme allait le montrer Matiiassevitch

en 1970, il n’existe pas d'algorithme tel que demandé dans ce dixieme probléme.

La théorie de la calculabilité, développée dans les années 30 par des logiciens tels
que Church, Turing ou Gédel, fournit des outils pour établir la non-existence d’algo-
rithmes particuliers. Il fut dés lors possible de démontrer que certaines procédures ne
peuvent pas étre décrites par un algorithme tel que notre intuition le définit, c’est-a-dire
une suite d’instructions simples. Le fameux probleme de Parrét (Turing, 1937) est un
exemple classique de probleme impossible & résoudre au moyen d’un algorithme. Muni
de ces outils, plusieurs chercheurs commencerent & envisager la possibilité d’une solution

négative au dixieme probléme.



La principale difficulté rencontrée lors de la résolution du dixieme probléme consis-
tait & démontrer le caractére diophantien de I’exponentiation. Julia Robinson (1952) a
établi que I'existence d’une relation diophantienne quelconque de croissance approxi-
mativement exponentielle impliquerait que I'exponentiation est diophantienne. Elle dé-
montre également que le coefficient binomial, la factorielle et I’ensemble des nombres
premiers seraient diophantiens si I'exponentiation 1’était. En 1953, Davis montre que
le complémentaire d’un ensemble diophantien n’est pas nécessairement diophantien et
établit que tout prédicat semi-décidable est exprimable sous forme d’une expression lo-
gique utilisant un quantificateur borné et une équation diophantienne. S’appuyant sur
ces travaux, Davis, Putnam et Robinson (1961) montrent que le probléme de trouver
une solution en nombres entiers & une équation exponentielle diophantienne (qui auto-
rise I’exponentiation pour la construction du polynéme a résoudre) est indécidable. Pour
prouver que le dixiéme probléme de Hilbert est indécidable, il ne reste plus qu’a prouver
que Pexponentiation est diophantienne. C’est 'apport de Matiiassevitch a la résolution
du probléme. En 1970, il publie un article démontrant le caractére diophantien de la
relation ¢, = v, ou @g, P1,... sont les nombres de Fibonaccei, définis par la récurrence
do =0, 1 =1 et Ppya = ¢n + Pny1. Cette relation satisfaisant les critéres énoncés
par Julia Robinson (1952), Matilassevitch peut alors conclure que 'exponentiation est
diophantienne et qu’au regard des conclusions de Davis, Putnam et Robinson (1961),

un algorithme tel que demandé par Hilbert n’existe pas.

Bien que le résultat soit négatif, plusieurs faits intéressants s’en dégagent ou ont
été mis en évidence lors de sa démonstration. En particulier, I'équivalence entre les en-
sembles diophantiens et les ensembles semi-décidables, reconnus par les machines de
Turing, offre une nouvelle caractérisation dec ce qui est calculable ou pas. De plus, I'in-
décidabilité du dixieme probleme étant établie, il est possible de prouver I'indécidabilité

d’autres problémes en réduisant le dixieéme probleme & ces problemes.

L’objectif de ce travail est d’étudier la démonstration de I'indécidabilité du dixieme
probléme de Hilbert fournie par Matiiassevitch. Nous nous baserons sur I'ouvrage écrit

par Matiiassevitch (1995). Un exposé complet d’une preuve menant & 'indécidabilité du



dixieme probléme de Hilbert avait déja été fait par Davis (1973), s’appuyant sur larticle
de Davis, Putnam et Robinson.(1961) et sur celui de Matiiassevitch (1970). Toutefois,
I'approche de Davis (1973) est assez différente de celle de Matiiassevitch (1995); en
particulier, Davis n’emploie pas les machines de Turing et se base largement sur les
formes de Davis, une représentation particuliere des ensembles diophantiens qui utilise
le concept de quantificateur universel borné. La démonstration de Matiiassevitch (1995)
semble plus accessible, se basant sur un modele de calcul (la machine de Turing) relati-
vement simple & manipuler et & comprendre. Toutefois, un certain nombre de détails non
triviaux méritent d’étre explicités. On s’attachera ainsi & clarifier cette démonstration de
sorte qu’il ne reste plus de sujets d’interrogation & son endroit. La plupart des résultats
abordés dans ce travail se trouvent dans le livre de Matiassevitch (1995) concernant le
dixieme probleme de Hilbert. Matiiassevitch y expose les idées nécessaires a une preuve
différente de la preuve originale tout en soulignant, par le biais de notes historiques, la
contribution de Davis, Putnam et Robinson & la premiere preuve de I'indécidabilité du
probleme. Les ajouts qui ont été faits pour éclaircir 'exposé de ce livre sont signalés

dans ce travail par un astérisque (*).



CHAPITRE I

NOTIONS PRELIMINAIRES

Pour étudier le dixiéme probléme de Hilbert, nous emploierons divers outils et no-
tions mathématiques relativement connus et documentés. L'objet central de cette étude
est. 1’équation diophantienne, que nous définirons et dont nous exposerons diverses pro-
priétés. En particulier, nous verrons comment le dixiéme probleme de Hilbert peut étre
réduit aux équations diophantiennes & solutions positives ou nulles. On s¢ servira ensuite
des équations diophantiennes pour définir d’autres objets extrémement importants, les

ensembles diophanticns.

En premier lieu, nous allons rapidement passer en revue des notions que nous

utiliserons par la suite.

1.1 Apports de la théorie des nombres

Le dixieme probléme de Hilbert concerne la théorie des nombres. 1l n’est par consé-
quent pas étonnant d’utiliser, dans le cadre de sa résolution, des théorémes eux-mémes
issus de cette branche. Nous aurons besoin, au cours de démonstrations ultérieures,
d’utiliser troiAs théoremes importants. Ces résultats sont connus et facilement acces-
sibles au lecteur désireux de prendre connaissance de leurs démonstrations. Celles-ci
sont en particulier faites par Matiiassevitch (1995) dans I’ouvrage sur lequel nous nous

basons. Nous ne donnerons donc pas ces démonstrations icl.

En sus de ces théoremes, nous préciserons la notation du coefficient binomial que



nous utiliserons par la suite.

1.1.1 Coefficient binomial

Définition 1.1.1. Pour tous entiers naturels n et m < n, on a CI* = Wim), On

appelle ce nombre coefficient binomial.

1.1.2 Lemme de Bezout

Ce résultat est relativement connu mais son appellation varie beaucoup. On le
rencontre aussi sous le nom d’identité de Bezout. On peut trouver sa preuve dans des
ouvrages sur la théorie des nombres (par exemple, De Koninck et Mercier, 1994, p. 6,

théoreme 1.12).

Lemme 1.1.1. Soient a et b des nombres naturels. Soit d = pged(a,b). 1l existe des

nombres relatifs x et y tels que ax + by = d.

1.1:3 Théoreme des quatre carrés de Lagrange

Ce résultat, aussi connu sous le nom de conjecture de Bachet, stipule que tout

nombre naturel peut étre exprimé comme somme de quatre carrés d’entiers relatifs.

Théoréme 1.1.2 (Théoreéme des quatre carrés de Lagrange (1772)). Soit n un entier

naturel quelconque. Il existe alors quatre entiers relatifs a, b, c,d tels que

n=a’+b*+c*+d2%

1.1.4 Théoréme des restes chinois

Ce théoreme est bien connu en théorie des nombres (voir De Koninck et Mercier,
1994, section 3.4) ainsi qu’en théorie des groupes. Il permet de trouver un dividende a
tel que la division de a par un certain nombre de naturels ¢y, ..., ¢, fournit précisément

les restes r1,...,r, déterminés au préalable.



Théoréme 1.1.3 (Théoréme des restes chinois). Soient qi,...,q, des nombres entiers
premiers deur & deux. Soient ri,...,7, des entiers tels que pour touti € {1,...,n}, on
a

0<r <g;.
Alors, il existe un entier a unique tel que, pour tout i € {1,...,n}, le reste de la division

euclidienne (voir section 1.8.2) de a par q; estr; et 0 < a < q1.q2...Gn.

1.1.5 Théoréme de Kummer

11 s’agit peut-étre du moins connu des trois théorémes énoncés ici. Il fournit un

critére simple permettant de déterminer si un coefficient binomial C7 .. est divisible

m~+n

par un nombre premier p.

Théoréme 1.1.4 (Théoréme de Kummer (1852)). Soit p un nombre premier quel-
conque. Soient m et n des nombres naturels quelconques. L’exposant de p dans la dé-
composition de C} . en produit de facteurs premiers est égal au nombre de retenues

nécessaires pour additionner les nombres m et n représentés en base p.

1.2 Equations et ensembles diophantiens
1.2.1 Equations diophantiennes

Nous allons maintenant définir les objets dont nous étudierons les propriétés dans

le cadre de ce travail : les équations diophantiennes.

Définition 1.2.1. Une équation diophantienne est une équation a n inconnues de la

forme

D(zq,...,xpn) = anl,..,,anl“fl o =0
oun >0 et a; est un entier > 0 pour tout i € {1,...,n} et ¢y, q, €St un entier relatif
pour tout ai, . .., an. La sAomme est finie. Le domaine des inconnues est l’ensemble des

entiers relatifs.



La définition précédente est équivalente a la forme

— ay an __ ay an __
Dr(zy,...,2n) = g CLoay, .anl] - . Zo* = g CRay...anl] - - Zu* = Dp(21,...,2,)

oun >0, a; >0 pour tout 7 € {1,...,n} et pour tous ai,...,an, CLa,,..an € CRA.. an
sont des entiers naturels. Il est facile de passer de la, premiere définition a la seconde :
il suffit de placer les coefficients de part et d’autre de ’équation de maniere & éliminer

les valeurs négatives.

Définition 1.2.2. Le degré d’un monéme est la somme des degrés des variables indi-

viduelles de ce monome.

Par exemple, le degré de 223z est 6.

Définition 1.2.3. Le degré total d’un polynéme D est le degré du monéme de degré
mazimum parmi les mondmes constituant D.

Dénotons Deg la fonction qui associe a tout polynéme son degré total.

Par exemple, le degré de 2%y2%z + 2592 est 7.

Définition 1.2.4. Le degré d’une équation diophantienne D(z1,...,2,) = 0 est le

degré du polynéme D.

1.2.2 Systemes d’équations diophantiennes

Nous allons maintenant prouver que résoudre un systéme d’équations diophan-
tiennes est équivalent & résoudre une équation diophantienne et que par conséquent, le
dixieme probleme de Hilbert et le probleme de l'existence d’une solution en nombres
entiers d’un systeéme d’équations diophantiennes sont équivalents. C’est ce que montre

le lemme suivant.

Lemme 1.2.1. Pour fout systéme d’équations diophantiennes, il existe une équation
diophantienne qui posséde une solution en nombres entiers si et seulement si le systéme

en posséde une.



Démonstration. Soit un systéme de m équations diophantiennes

Dl(xl,...,xn) =0

Dm($1;-~-;$n) =0.

Résoudre ce systéme est équivalent & résoudre ’équation diophantienne suivante :

D%(xl,...,xn)+~--+D,2n(a:1,...,$n)=0-

Réciproquement, il est trivial de constater qu'une équation diophantienne consti-
tue un systeme d’équations diophantiennes & une équation. Donc, résoudre une équation
diophantienne revient & résoudre un systéme d’équations diophantiennes particulier. Le
probleme de ’existence d’une solution en nombres entiers d'un systéme d’équations

diophantiennes est donc équivalent au dixieme probléme de Hilbert.
1.2.3 Solutions en entiers naturels

Le dixiéme probleme de Hilbert propose les entiers relatifs comme domaine des
inconnues. Davis (1953, p. 35-36) montre que ce probléme peut étre réduit au dixiéme

probleme de Hilbert, restreint aux solutions entiéres naturelles.

Lemme 1.2.2. Soit D(z1,...,2,) = 0 une équation diophantienne quelconque. Il existe
une équation diophantienne E(y1,...,ym) = 0 telle que D(x1,...,2,) = 0 posséde une
solution en entiers naturels si et seulement si E(y1,...,ym) = 0 posséde une solution

en entiers relatifs.

Démonstration. D’aprés le théoreme des quatre carrés de Lagrange, tout entier naturel
peut étre écrit comme somme de quatre carrés d’entiers relatifs. Il existe donc des entiers

relatifs ¥1,1,. .., Y14, -+ Yn,1,- - Yn4 tels que

$1=?J%,1+"'+?J%,4
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Tn = 92,1 +"'+y31,4'

D’aprés le lemme 1.2.1, il existe une équation diophantienne E(z1,..., 2,) = 0 admet-

tant une solution si et seulement si le systeme d’équations diophantiennes

D(zy,...,2n) = 0
T z1 = v+ +uiy
v T = Y1t Yng

admet une solution. Puisque les équations

2 2
T1 = Y+t Y
) 2
Ip = yn,1+"'+yn,4
admettent forcément une solution si z1,...,x, sont tous des entiers naturels et n’ad-

mettent aucune solution en entiers sinon, alors le systéme admet une solution si et
seulement si D(x1,...,2,) = 0 admet une solution en entiers naturels. Donc, 1’équa-
tion diophantienne E(z1,...,2,) = 0 admet une solution en nombres relatifs si et seule-
ment si '’équation diophantienne D(z1,...,Z,) = 0 admet une solution en nombres

naturels. 0

Donc, si on peut déterminer 'existence d’une solution en entiers relatifs pour une
équation diophantienne quelconque, on peut également déterminer l'existence d’une so-
Jution en entiers naturels pour une équation diophantienne quelconque. Prouver I'in-
décidabilité du probléeme restreint aux solutions naturelles suffit alors & montrer que le
probléme originel est indécidable. C’est ainsi que nous prouverons effectivement I'indéci-
dabilité du dixiéme probléme de Hilbert. Toutefois, qu’aurions-nous pu conclure au sujet
de I'indécidabilité du dixieme probleme de Hilbert si le probléme restreint aux solutions

naturelles avait été décidable? A priori rien. Nous allons toutefois montrer qu’en fait la
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décidabilité du probléeme restreint aurait entrainé la décidabilité du probléme original.
En effet, si on peut établir la possibilité de déterminer Pexistence d’une solution en en-
tiers naturels pour une équation diophantienne, alors on peut établir la possibilité Ade
déterminer I'existence d’une solution en entiers relatifs pour une équation diophantienne

quelconque.

Lemme 1.2.3. Soit une équation diophantienne quelconque D(z,...,z,) = 0 dont
les inconnues appartiennent aur entiers relatifs. Il existe une équation diophantienne
E(y1,..-,y2,) = 0 dont les inconnues appartiennent auz entiers naturels telle qu’il
eriste une solution de D(zy,...,zn) = O si et seulement s’il existe une solution de

Véquation E(yy,...,y2n) = 0.

Démonstration. Soit E(ay,...,an,b1,...,b,) = D(a; —by,...,a, —by) le polyndéme ob-
tenu par substitution de Pexpression a; — b; a chaque inconnue z; dans le polyndéme

D(z1,...,20).

(=) Soit (z1,...,Zn) une solution de D(zy,...,z,) = 0. Tout entier relatif peut étre ex-
primé comme la différence de deux entiersnaturels. Par conséquent, il existe a1, b1, ..., an,bn
tels que

Ty = a; - b,

Tp = Gn — by
On a donc

D(zy,...,20) = D(a; —b1,...,¢, — bn) = E(ay,...,an,b1,...,bn) =0.
11 existe une solution en nombres naturels de
Eay,. .. anbi,... bs) = 0.
(«) Soit (a1,...,an,b1,...,bs) une solution de I’équation

E(al,...,an,bl,...,bn) =0
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Solent z1,...,z, les entiers relatifs définis par
T = a)— b,
Ty = Qp— bn.
On a donc
E(al,...,an,bl,...,bn)=D(a1—b1,...,an-bn):D(ml,...,,xn)=0‘

II existe une solution en nombres relatifs de

D(xl,...,xn) = 0.

Donc, si déterminer I'existence de solutions en nombres entiers naturels pour toute
équation diophantienne est possible, alors il est également possible de déterminer I'exis-
tence d’une solution en nombres entiers relatifs pour toute équation diophantienne. En
conclusion, prouver 'indécidabilité ou la décidabilité du probleme restreint aux solu-
tions naturelles revient & prouver respectivement I'indécidabilité ou la décidabilité du
probléme originel. Par conséquent, nous ne considérerons plus que le probleme restreint
pour la suite de la démonstration. Les inconnues appartiendront donc 4 I’ensemble des
naturels. Ce choix est fait pour faciliter certains détails techniques dans les preuves &

venir.

1.2.4 Familles d’équations diophantiennes

Nous allons considérer des ensembles particuliers d’équations diophantiennes.
Définition 1.2.5. Soit une équation diophantienne quelconque
D(ay,...,0n,21,...,Zm) =0.
On appelle famille d’équations diophantiennes ’ensemble des équations diophantiennes

D(ai,...,an,Z1,- -, Tm) =0
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dans lesquelles on a substitué des valeurs entiéres auz inconnues ai,. .., a,. On appelle
ces tnconnues parameétres de Uéquation. On parle également d’équation diophantienne

paramétrée.

Par exemple, I’'équation

az’ +br+c=0

peut étre considérée comme une équation diophantienne possédant une inconnue z et
trois paraméetres a,b, et ¢. La famille d’équations diophantiennes représentée par cette

équation est donc la famille des équations de degré au plus 2.

1.3 Ensembles diophantiens
Nous aurons a représenter des ensembles d’uplets de nombres entiers par des
équations diophantiennes.

Définition 1.3.1. Pour tout n > 0, on dit qu’un ensemble E de n-uplets entiers naturels

est diophantien si et seulement s’il existe une équation diophantienne

D(y1,. . ,Un, 1, -, Tm) =0

ot Yi,...,Yyn sont des paramétres et x1,...,Tm des inconnues, telle
qu’un n-uplet (a1,...,a,) d’entiers appartient @ E si et seulement s'il existe des en-
tiers x1,...,Tm satisfaisant I’équation

D(a1,...,an,T1,.. ., Tm) = 0.

On appelle n la dimension de 'ensemble E. Un ensemble dont le complémentaire est

diophantien est dit co-diophantien.

L’ensemble diophantien associé & une équation diophantienne particuliere est donc
I’ensemble des valeurs de parametres pour lesquelles cette équation a une solution. Nous
pouvons donc représenter un ensemble au moyen d’une équation diophantienne. Par
exemple, I’équation

2z = aq,
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ou a est un parametre et x une inconnue, représente l’'ensemble des nombres entiers
pairs. L’équation

a=b
ou a et b sont des parametres, représente I’ensemble des couples de valeurs égales.

On notera qu’ici, les valeurs prises par les inconnues pour satisfaire ’équation
ne nous intéressent pas; seul le fait qu’une solution existe ou non pour les paramétres

choisis est pertinent.

On remarquera finalement qu’a tout ensemble diophantien correspond une infinité
d’équations diophantiennes. En effet, dés qu’une équation possede une solution, il est
possible d’en dériver une infinité d’équations en ajoutant des inconnues auxquelles on

affectera une valeur nulle pour se ramener 4 ’équation initiale. Par exemple, si Péquation
D(zy,...,2,) =0
admet une solution, il est évident que I’équation
D(zy,...,2,)+y=0

admet une solution pour y = 0.

1.4 Relations diophantiennes

Nous avons dans la section précédente défini les ensembles diophantiens,
représentables au moyen d’équations diophantiennes. Il est donc naturel de représen-
ter des relations au moyen de ces équations. Dans la théorie ensembliste, une relation
n-aire est simplement un ensemble de n-uplets. 11 est donc aisé de définir une relation

diophantienne.

Définition 1.4.1. Une relation n-aire R est diophantienne s’il existe une équation

diophantienne a4 n paramétres et m inconnues,

D(yl7‘"')yn7ll>"'7$m) :07
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0U Y1, - - -, Yn SOnt des parameétres et x1,...,Tm Sont des inconnues, telle que R(ay,...,an)
est satisfaite si el seulement 8’il existe x1,..., T, tels que
D{ay,...,an,21,...,Zm) =0.

Si on reprend les exemples de la section précédente, on constate que la relation

« est pair » est diophantienne. De méme, la relation d’égalité est diophantienne.
1.5 Fonctions diophantiennes

De méme que les relations, les fonctions peuvent étre considérées comme des

ensembles d’uplets dans la théorie ensembliste.
Définition 1.5.1. Une fonction
f:N™ - N?
est dite diophantienne s’il existe une équation diophantienne
D{y1, .. Ymy 21, ooy 20y T1y0 0., Tp) = 0,

OU Y1, Ym, 215+ -+, Zn SONL des parametres el x1,...,x, sont des inconnues, telle que

pour tout ai,...,am,b1,...,by on a

f(al,...,am) = (bl,...,bn)

si et seulement s’il existe T1,...,xp tels que

D(ala"'7am>b1)"~7bn7I17"')x7’) :0

Par exemple, I’équation diophantienne
a = b?
ou a et b sont des parametres, représente la fonction diophantienne

f(z) =22

Il existe des fonctions dont le caractére diophantien est beaucoup moins évident,

notamment 'exponentiation qui fera 'objet du second chapitre.
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1.6 Opérations sur les ensembles diophantiens

Puisqu’il est possible de représenter des ensembles au moyen d’équations diophan-
tiennes, il est logique de s’interroger sur la réalisation de 'union et de I'intersection d’en-
sembles dans cette représentation. La cloture des ensembles diophantiens sous I'union
et la disjonction est exposée par Davis (1953} comme une conséquence de la cléture des
prédicats polynémiaux sous ces mémes opérations. La preuve qui est donnée ici est une
adaptation de AAAces résultats. Les opérations d’union et de disjonction concerneront
des ensembles de méme dimension. Comme nous allons le voir ultérieurement, le com-
plémentaire d’un ensemble diophantien n’est pas nécessairement diophantien (Davis,

1953).

1.6.1 Union

L’obtention d’une équation diophantienne représentant I’'union de deux ensembles

diophantiens A et B se fait en utilisant la multiplication de polynémes.

Lemme 1.6.1. Soit A ’ensemble diophantien de dimension n représenté par [’équation
Dalyry- . Yn, Z15. -, Tm) = 0.

Soit B l'ensemble diophantien de dimension n représenté par l’équation
Dp(y1,.. . Yn,21,--,2p) = 0.

Alors, l'ensemble AU B est diophantien, de dimension n et représenté par ’équation

diophantienne & n paramétres et m + p inconnues

DA(yl7"'>ymazla"';Im) 'DB(yl:“')y'ﬂvzh"')zp):0'

Démonstration. Soit F I'ensemble diophantien représenté par 1’équation diophantienne
DA(yl,. o Yns L1, - ..,(L‘m) . DB(yl,... yYns 1y v - ,Zp) = 0
Soit (a1,...,a,) € A. Par définition de A, il existe alors z1, ..., 2., tels que

DA(al,...,an,zl,...,:rm) :0.
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Par conséquent, on a

DA(ala---aana-le-'wmm) 'DB(ala"'aan7Z1a"-azp) =0.
De méme, si (b1,...,b,) € B, alors il existe 21,..., 2, tels que
Da(ai,...,0n,21,...,2m)  Dpla1,...,an,21,...,2p) = 0.

Done, AUBCE.

Soit (eq,...,en) € E. Par définition de E, il existe z1,...,Zm, 21, .., Zp tels que
Daler,. . en,21,...,Zm) - Dple1,...,en, 21,...,2,) = 0.
On a donc Da(e1,...,€n,Z1,...,%m) = 0 ou Dpley,...,en, 21,...,2,) = 0. Par défini-

tion de A et B, on a alors (ey,...,e,) € Aou (ey,...,e,) € B. Donc, EC AU B.

Par conséquent, on a AUB = F. O

1.6.2 Intersection

L’obtention d’'une équation diophantienne représentant l'intersection de deux en-

sembles diophantiens A et B se fait en utilisant 'addition et le carré de polynomes.
Lemme 1.6.2. Soit A l'ensemble diophantien représenté par U’équalion
Daly1, -, Yn, T1,-- -, Zm) = 0.
Soit B ’ensemble diophantien représenté par I’équation
Dp(y1,-- Y, 21, ., 2p) = 0.
Alors, l'ensemble AN B est diophantien et représenté par U'équation diophantienne

Di(yl,...,yn,ml,...,xm)+D23(y1,...,yn,z1,...,z,,) = (.

Démonstration. Soit E 'ensemble diophantien représenté par ’équation diophantienne

Di(yl,...,yn,xl,...,xm)+DQB(y1,...,yn,z1,...,zp) =0.
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Soit (a1,...,an) € AN B. Par définition de A, il existe alors z1, ..., Zx, tels que
Dalay,...,an,21,...,2m) =0.
Par définition de B, il existe alors z1,..., 2 tels que
Dp(a1,...,an,21,...,2) =0.
Par conséquent,
D%(a1,. .., an, 21, s Tm) + D5(a1, .00, G0y 215 -+, 2p) = O,

Donc, par définition de E, (a1,...,a,) € E. On a donc ANB C E.

Soit (e1,...,en) € E. Par définition de E, il existe z1,...,Zm, 21,...,2p tels que
D3 (e Tm) + D( )=0
Al 80, L1y, T BE1, -+ ,€ny 21,5, 2p) = U
2 _ 2
On a donc D4(ey,...,en,x1,...,2m) = 0 et Dgler,...,en,21,...,2p) = 0.
Par conséquent, on a Da(e1,...,en,21,...,2m) =0 et Dp(e1,...,en,21,...,2) = 0.

Par définition de A et B, on a alors (eq,...,e,) € Aet (ey,...,e,) € B. Donc, E C ANB.

Par conséquent, on a AN B = E. O

1.7 Construction d’ensembles diophantiens a partir de termes dio-

phantiens

Pour prouver qu’un ensemble, une relation ou une fonction est diophantien, il faut
exhiber I’équation diophantienne le représentant. Toutefois, il n’est pas toujours pratique
de le faire. Ainsi, si les équations représentant I’ensemble des nombres pairs ou la relation
de divisibilité sont simples, les équations représentant 'ensemble des nombres premiers
ou I'exponentiation sont, elles, beaucoup plus volumineuses, beaucoup trop pour étre
lisibles et utilisables dans les démonstrations. On opte alors pour des représentations

alternatives des ensembles, relations et fonctions diophantiennes.



19

1.7.1 Expressions logiques utilisant relations et fonctions diophan-

tiennes

On peut construire une expression logique & partir de relations et de fonctions
que l'on sait diophantiennes. Par exemple, les relations Multiple3(a) et Multiple5(a)
signifiant respectivement que a est un multiple de 3 et a est un multiple de 5 sont

représentés par les équations diophantiennes suivantes
Multiple3(a) < Jzla = 3z]

Multiple5(a) < Jzfa = 5z

On peut alors représenter la relation Multiplel5(a) signifiant que a est un multiple de

15 au moyen de ’équation suivante
Multiple15(a) < Multiple3(a) N Multiple(a).

Nous avons vu que lintersection et union d’ensembles diophantiens sont diophan-
tiennes. Puisque la conjonction et la disjonction de relations peuvent étre respective-
ment vues comme une intersection et une union d’ensembles, alors une expression logique
construite au moyen des opérateurs A et V et de relations diophantiennes représente un
ensemble diophantien. De méme, une expression construite par adjonction d’un quantifi-
cateur existentiel devant une relation ou fonction diophantienne décrit. un ensemble dio-
phantien. Soit R(ay, ..., a,) une relation diophantienne et D(a1, ..., 0m,T1,. .., Tm) =0

I’équation diophantienne telle que
R(ay,...,an) © 321,...,2mD(a1,...,am, 21, ..., Tm) = 0.
On a alors
3wR(ai,...,an) < JwIys, ..., YmD(a1, - s Qm, Y15+, Ym) =0

que w soit un des parametres aq,...,a,, une des inconnues yi,...%Ym,; OU UNe incon-
nue quelconque. L’expression JwR(ay,...,a,) représente donc un ensemble diophan-

tien. Nous n’avons pas besoin d’expliciter I'équation diophantienne correspondant a
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I’ensemble pour le considérer comme diophantien. Nous pouvons décrire un ensemble
diophantien en construisant une expression logique employant la conjonction, la disjonc-

tion et le quantificateur existentiel.

1.7.2 Composition de fonctions diophantiennes

La notation introduite dans la derniére section permet de mettre en évidence que

la. composition de fonctions diophantiennes est diophantienne. En effet, I'expression
a= f(tl,...,tn)
ol t1,...,t, sont des fonctions diophantiennes est équivalente a

3ty tmla=flt,. . tm) Atr=t1 A Aty =tm).

1.8 Quelques fonctions et relations diophantiennes

Par la suite, nous nous servirons de quelques relations et fonctions dont le carac-
tere diophantien est plus ou moins évident. Nous les décrivons briévement ici, en nous

attardant sur les moins évidentes.

1.8.1 Inégalités
Lemme 1.8.1. Soient a, b et x des entiers naturels. On a alors
a<be Jzla+z=1l.
Lemme 1.8.2. Soient a, b et © des entiers naturels. On a alors
a<be dzla+z+1=1.
Lemme 1.8.3. Soient a, b et x des entiers naturels. On a alors

atbea<bVb<a.
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1.8.2 Division euclidienne

Un résultat standard d’arithmétique (De Koninck et Mercier, 1994, p. 5) nous
apprend que pour tout couple d’entiers naturels a et, b > 0, il existe d’'uniques g et r tels
que a = bg +r et 7 < b. On appelle ¢ le quotient et 7 le reste de la division euclidienne
de a par b. Si r est nul, on dit que b divise a et on écrit b | a.

Rappelons la notation suivante : N* est I’ensemble des entiers naturels dont on a exclu

0.
Lemme 1.8.4. Soient a, b > 0 et ¢ des entiers naturels. On a alors
b|a < Jqlbg = a

Définition 1.8.1. Soit rem la fonction de N x N* dans N qui ¢ un entier naturel a et

un entier naturel non nul b associe le reste de la division euclidienne de a par b.

Lemme 1.8.5. Soient a, b > 0 et r des entiers naturels. On a alors

r=rem(a,b) &r <bAb|a—r.

Démonstration. (=) Soit r = rem(a,b). Par définition de rem, on a r < b. De plus, il
existe ¢ tel que a = bg + r, donc a —r = bg et b divise a — 7.

(<) Soit r < bet b | a—r. Dong, il existe ¢ tel que a — r = bg, donc a = bg + 7.
Puisque 7 < b, alors par unicité du quotient et du reste d’une division euclidienne, on a

r =rem(a,b). O

Définition 1.8.2. Soit div la fonction de N x N* dans N qui 4 un entier naturel a et

un entier naturel non nul b associe le quotient de la division euclidienne de a par b.

Lemme 1.8.6. Pour tous naturels a,b,q, on a

g =a div b & bg+rem(a,b) = a.

Démonstration. (=) Soit ¢ le quotient de la division euclidienne de a par b. Par défini-

tion, il existe r < b tel que a = gb+ r et r = rem(a,b).
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(<) Soit bg + rem(a,b) = a. Par définition, rem(a,b) < b et puisqu’il existe d’uniques
g et r < btels que a = bg+ r, alors ¢ est le quotient de la division euclidienne de a par

b. O

Nous concluerons en remarquant que la relation de congruence est diophantienne

(De Koninck et Mercier, 1994, chap. 3).

Lemme 1.8.7. Pour tous entiers naturels a et b, on a

a=b (mod p) & rem(a,p) =rem(b,p).

1.8.3 PGCD, PPCM

Puisqu’il a été démontré que la divisibilité est diophantienne, on peut maintenant
démontrer que la fonction pged : N* x N* — N* qui aux entiers naturels a et b associe

le plus grand commun diviseur de a et b est diophantienne.

Lemme 1.8.8. Pour tous naturelsa > 0,b>0etd >0, on a
d = pged(a,b) < (a>0)A(b>0)A(d]a)A(d]b) ATJzIy[d = ax — by],

ou x,y sont des entiers naturels.

Démonstration. (=) Soit d = pged(a,b). Par définition a > 0, b > 0, d|a et d|b.
D’apres le lemme de Bezout (lemme 1.1.2), il existe des entiers relatifs x et y tels que
ax + by = d. Puisque d | a, il existe un entier naturel ¢ différent de 0 tel que a = qd.
Puisque d divise a et b, alors d < a,b. Donc, on a forcément z < 0 ou y < 0, sinon on
aurait d = ax + by > a,b. On ade plusz > Q0 ou y > 0, sinon on aurait d = ax + by <0

alors que d > 1. On a deux possibilités :
o siy<0,alorssoitv=—-yetu=z.Onaau—-bv=ax+by=d

e si y > 0, alors on a deux possibilités :
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-siz =0,o0on aaxr+ by = by = d. Puisque d divise b, alors d < b, on a
donc y = 1. Par conséquent, b = d. Soit u > 0 un entier quelconque. Soit

v=gqu—1. Puisque u > 0 et ¢ > 0, alors v > 0. On a

ua —vb = wa— (qu—1)b
= ua—qub+b

= wua—qud+b.

Or, on a a = qd, d’ou

uae—vb = ua—qud+b

= wuwa—ua+b
| = b
= d.
‘ -six <0, soit u = qz? et v=—qry —y. Puisque y,qg > 0 et z < 0, alors
u,v > 0. On a
av—bv = aqz?—b(—gzy —y)

= aqz?® + bgay + by
= qz(azx + by) + by

= qxd+ by.

Puisque ¢d = a, on a

ou—bv = ax+by

Dans tous les cas, il existe des entiers naturels u et v tels que au — bv = d.

(<) Sotlent @ > 0, b > 0, d | a, d | bet z,y € N tels que d = az — by. Puisque
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d|aetd]|b, alors il existe q1,92 € N tels que a = g1d et b = gad. On a alors

d = ax—by
d = qdz — gody

1 = quz~qy.

D’aprés le lemme de Bezout (lemme 1.1.2), g1 et g, sont donc premiers entre eux. Par
conséquent, puisque a = g1d et b = gad, alors le plus grand commun diviseur de a et b

est d. 0

La fonction pged est donc diophantienne puisqu’elle peut étre définie par construc-
tion d’'une expression logique ne comprenant que des termes diophantiens. On peut
maintenant utiliser une propriété bien connue (De Koninck et Mercier, 1994, p. 12,
théoreme 1.26) du plus grand commun diviseur et du plus petit commun multiple pour
donner une définition diophantienne de la fonction ppem : N* x N* — N* associant a

deux entiers naturels a et b leur plus grand commun multiple.

Lemme 1.8.9.

¢ = ppem(a, b) & ab = pged(a,b)c

Les notions d’équations diophantiennes et d’ensembles diophantiens étant main-
tenant définies, nous pouvons nous pencher sur la résolution du dixieéme probléme de
Hilbert lui-méme. Rappelons qu’on ne s’intéresse plus au probléme tel qu’originellement
formulé, mais au probleme modifié qui ne concerne que les équations diophantiennes a

solutions naturelles.



CHAPITRE II

L’EXPONENTIATION EST DIOPHANTIENNE

Prouver que 'exponentiation est diophantienne fut la derniére étape de la preuve
de I'indécidabilité du dixieme probleme de Hilbert. En effet, dés 1961, Davis, Putnam
et Robinson avalent prouvé le caractére indécidable de l'existence de solutions pour
une équation diophantienne exponentielle. Ils en concluaient naturellement que si 'ex-
ponentiation elle-méme est diophantienne, alors les équations diophantiennes exponen-
tielles ne sont qu’un cas particulier des équations diophantiennes et que par conséquent,
le dixieme probleme de Hilbert est lui-méme indécidable. Matiiassevitch démontra en
1970 le caractére diophantien d’une relation a croissance exponentielle, satisfaisant les
criteres énoncés par Julia Robinson (1952} et par conséquent le caractére diophantien

de I'exponentiation (Robinson, 1952).

La démonstration originale de Matiassevitch (1970) se basait sur la suite de Fibo-
nacci. Ce n’est pas cette suite que Matiassevitch emploie dans son livre (1995). 11 utilise
une suite «, définie par ap(0) = 0, ap(1) = 1 et ap(n + 2) = bay(n + 1) — ap(n),
qui affiche quelque similitude avec la suite vy, définie par 7,(0) = 0, v(1) = 1 et
T(n +2) = byy(n+ 1) +yw(n), dont la croissance est aussi exponentielle (Davis, 1971).
Le comportement de la suite ap et son caractére diophantien formeront le coeur de ce

chapitre.

Pour commencer, introduisons une nouvelle fonction qui sera utile dans cette

section.
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2.1 La fonction arem

Nous aurons besoin d’identifier la plus petite valeur absolue d’un nombre congru

4 z modulo b. C'est cette valeur que dénote arem(z,b).

Lemme 2.1.1. Pour tous entiers naturels x > 0 et b > 1, il existe un unique entier

naturel a tel que a = £z (mod b) et 0 <a < L.

Démonstration. Soient ¢ et r le quotient et le reste de la division euclidienne de z par
b.Onaalorsz=qb+7ravec 0 <r <b.

On a alors deux possibilités :
o Sir< g.,soit a=r.0n aalors x —a = gb, d’ott @ = z (mod b).

o Sir > %, soita =b—r.Onaalorsz+a = (g+1)b, d’ot a = —z (mod b). Puisque

%<r<b,ona0<b—r<%.

Prouvons maintenant qu’un tel a est unique. Soient a et a’ tels que a = +z (mod b),
0<a<$ a =%z (modb)et0<a < b, Ceci signifie que (+a) + (£a') = kb, pour
un entier relatif k.

On a maintenant quatre cas a considérer, dépendamment du signe de a et du signe de
a’ dans Pexpression (+a) + (+a') = kb.

Si a4 a’ = kb, on a alors

0 < a4+d < b
0 < kb < b
0 < k < 1
Sik=0,onaa+a =0,donca=ad =0.
Sik=1, onaa—l—a’:b,donca:a’:%.
Si —a —a’ = kb, on a alors
b < —a—-ad < 0
-b < kb < 0

|
—
IA
Eoyd
IA
o
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Sik=0,ona—a—a =0,donca=a =0

Sik=-1,ona —a—a =b, donca:a'zg.

Sia—a' = kb, on a alors

b 1 b
-5 < a—a < 5
b b
-3 < kb < 3
1 . 1
-5 < k < 3

Donc, k=0etonaa—a =0,donca=ad.

Si —a+a’ = kb, on a alors

b I b
-5 < —ata < 3
b b
-5 < kb < 3
1 . 1
-5 < k < 3.

Donc, k =0 et on a —a+a’ = 0, donc ¢ = a’. Dans tous les cas, a = a’. Il y a bien

unicité. O
Ce lemme établit que les contraintes a = +x (mod b) et 0 < a < % constituent
une fonction de N x N* dans N. On peut alors écrire la définition suivante.

Définition 2.1.1. La fonction arem : N x N* — N est définie comme suit :

arem(z,b) =z (mod b) et 0 <arem(z,b) <b/2 -

On constate que d'apres cette définition, arem est une fonction diophantienne.

Lemme 2.1.2. Soient a, b et ¢ > 0 des entiers naturels. Si a = +b (mod ¢), alors

arem(a,c) = arem(b, c).

Démonstration. Soit x = arem(a,c).
On a:z = +a (mod c).

Or, a = b (mod ¢), d’ou les quatre possibilités suivantes :
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e z=a (mod c) et a =b (mod ¢) alors z = b (mod ¢);

e z=—a (modc)eta=b (mod c) alors z = —b (mod ¢);
e x=a (mod c) et a = —b (mod ¢) alors z = —b (mod ¢);
e z=—a (mod c) et a=—b (mod ¢) alors z = b (mod c).

Dans tous les cas, 2 = b (mod ¢) et 2z < ¢ puisque z = arem(a, c). Par définition, on

a donc z = arem(b, c). O

2.2 La suite o

La suite ¢ qui nous intéresse ici est une suite & croissance exponentielle. Julia
Robinson avait établi (1952) deux criteres qui, satisfaits par une relation diophantienne
a croissance exponentielle, permettaient de conclure immédiatement & ’existence d’une
définition diophantienne de ’exponentiation. Lorsque Matiiassevitch établit le caractére
diophantien de ¢y (1995), il n’utilise pas directement le résultat de Julia Robinson (1952)
et prouve que cette suite peut étre utilisée pour donner une définition diophantienne de

I’exponentiation en s’appuyant sur la notion de limite.
Dans un premier temps, définissons & nouveau la suite «.

Définition 2.2.1. Soit b > 2 et soit la fonction oy définie comme suit :

a(0)
ay(1)
ap(n+2) =bay(n+ 1) — ap(n).

0,
L,

La suite oy possede un certain nombre de propriétés qui seront utiles ultérieure-

ment et que nous allons exposer dés maintenant.

Lemme 2.2.1. Pour tout entier naturel n >0, on a ag(n) = n.

Démonstration. On procede par récurrence sur n.

e Pour n =0, on a a(0) = 0. La propriété est vérifiée.
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e Pour n =1, on a az(l) = 1. La propriété est vérifiée.
e Pour n > 1, on a az(n) = 2az(n — 1) — ag(n — 2). Par hypotheése de récurrence,
onaas(n—1)=n—1et az(n —2) =n—2. Donc,

ag(n)=2n-1)—-(n—-2)=2n—-2-n+2=n

La propriété est vérifiée.

O

Lemme 2.2.2. Pour tout entier naturel n > (O et tout entier naturel b > 2, on «a

ap(n) < (b—1ag(n) < ap(n +1).

Démonstration (x). Puisque b > 2, alors on a ap(n) < (b — 1)ap(n).

Pour prouver que (b — 1)ap(n) < ap(n + 1), on procéde par récurrence sur n.
e Pourn=0,0na(b—1)ap(n)=0<1=ap(l).
e Pourn=1,0ona(b—Day(n) =b—1<b=(2).
e Pour n > 1, on a: ap(n) = bay(n — 1) — ap(n — 2). Par hypothése de récurrence,
ap(n —2) < ap(n — 1), d’ou
—ap(n—2) > —ap(n—1)
bap(n —1) —ap(n —2) > bap(n—1) — ap(n — 1)
bap(n —1) —ap(n—2) > (b—1ap(n—1)
ap(n) > (b—Dap(n—1).

Dans tous les cas, la propriété est vérifiée. O

Lemme 2.2.3. Pour tout entier naturel n > O et tout entier naturel b > 2, on a

ab(n) > n.

Démonstration. On procede par récurrence sur n.
e Pour n =0, on a ap(n) =0 =n.

e Pourn=1,onaawan)=1=n.
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e Pour n =k + 2, on a, d’apres le lemme 2.2.2,

aplk +2) = baplk+1) — oplk)
> bop(k+1) — ap(k + 1)
= (b— 1)Qb(k+ 1).

Or, par hypothese de récurrence, on a ap(k +1) > k+ 1, d’ott

ap(k+2) > (b—Day(k+1)

> (b-1D(k+1)

bk+b—k—1

(bk — k) + (b—1).
On a b > 2, donc (bk — k) > k. Donc, on a
ap(k+2)> (bk—k)+(b—-1)>k+(b-1).

Par conséquent, ay(k +2) > k + b. Puisque b > 2, alors ap(k+2) > k+b > k+2.

O

Le lemme suivant est intéressant puisqu’il permet d’exhiber un élément de la
suite qp sans avoir & faire explicitement appel a . Il s’agit d’une propriété tres utile
qui permet de faire intervenir des termes de la suite ap en utilisant uniquement des

opérations que ’on sait diophantiennes.

Lemme 2.2.4. Soit un entier naturel b > 2. Soient x et y des entiers naturels. Alors

12 —bay+y? = 1 etz < y si et seulement s’il existe m tel que x = cp(m) ety = ap(m+1).

Démonstration. (<) Soit mtel que z = ap(m) et y = ap(m+1). D’apres le lemme 2.2.2,
onaz<y.

On procéde par récurrence sur m pour prouver que z2 — bzy + 3% = 1.

e Pourm=0,onaz=0ety=1etz?—bry+42=0-0+1=1.
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e Porm=1,onaz=1lety=betz?—bry+y?=1-0>4+b>=1.

e Pourm=k+2,0na

22 —bry+y? = oaf(k+2) —bay(k + 2oy (k +3) +al(k+3)
= ai(k+2)
—bay(k + 2)(boy (k + 2) — ap(k + 1))
+(bap(k 4+ 2) — ap(k +1))?
= al(k+2)
—b2 a2 (k +2) 4 bap(k + 2)ap(k + 1)
+02a2(k +2) — 2bap(k + 2)ap(k + 1) + B (k + 1)
= al(k+2) —bay(k+ 2op(k+ 1) + af(k+1)
= (bap(k+1) — (k)
—bay(k + 1)(bap(k + 1) — ap(k))
+ai(k+1)
= blad(k+1) - 2bay(k + Doy (k) + al(k)
—b?af(k+1) + bop(k + 1) (k)
+al(k+1)
= of(k+1) = bay(k + Day(k) + af(k).
Par hypothese de récurrence, of (k + 1) — bay(k + 1)ap(k) + o2(k) = 1. On a donc
o (k +2) — bay(k + 2)ap(k + 3) + af(k +3) = 1.

(=) Soient z et y tels que z < y et =2 — bxy + y*> = 1. Montrons par récurrence sur z

qu'il existe m tel que z = ap(m) et y = ap(m + 1).
e Pour 2 = 0, on a 22 — by + y? = 4> = 1. Donc y = 1 et puisque m = 0, on a
z = ap(m) et y = ap(m + 1), I'yopthese est vérifiée.
e Pour z > 0,0on a

2 —bzy+y® = 1

1 2
y=bx+——z—.
y oy
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22 5 1 Suisque 1_ 2
OnayzypulsquchI.Doncy USO.
2 . 2
Onaalorsyzba:—{—%—%be.Pulsquea:<y,ona’i7<a:et%<1.0naalors
z? 1 2?1 — 1_2° -
0<y<a:et0<y<1.Donc,0§y y<x.0naalorsy—bx+y y>bx x,
d’ott z > bz —y.

Soit yy =z et 7 = bz — y.
On a

o} —bniy +yi = (b —y)* — bl —y)z +2°
= ba? ~ 2bay 4y — b72? 4 by + 2°
= 2% —bry + y?
= 1

De plus, on a z = y; > z; puisque > bz — y = z1.

On utilise donc ’hypotheése de récurrence pour conclure qu’il existe m tel que

y1=ap(m+1)
et
z1 = ap(m).
On obtient z = y; = ap(m + 1).
Nous avons également
z; = bx—y
ap(m) = bap(m+1)-—y

y = dop(m+1) - ap(m)
v = am+2)
Soit my; =m+ 1. On a alors ¢ = ap(m1) et y = ap(my + 1).

O

Définition 2.2.2. On dit que deux nombres entiers a et b sont premiers entre eux st et

seulement si leur plus grand commun diviseur est 1.
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Lemme 2.2.5. Pour tout entier naturel n > 0 et tout entier naturel b > 2, ap(n) et

ap(n + 1) sont premiers entre euz.

Démonstration. On procede par récurrence sur n.

e Pourn=1,0na: ayn) =1et ap(n+1) = b. La propriété est vérifiée.

e Pour n > 1, soit d le plus grand diviseur commun de ap(n) et ap(n — 1). Puisque
ap(n + 1) et ap(n) sont divisibles par d et que ap(n + 1) = bay(n) — ap(n — 1),
alors ap(n —1) est aussi divisible par d. Par hypothése de récurrence, le plus grand
diviseur commun & ap(n) et ap(n — 1) est 1. Par conséquent, on a d = 1, ce qui

signifie que ap(n) et ap(n + 1) sont premiers entre eux.

O

Lemme 2.2.6. Soient by et by > 2 des entiers naturels. Soit un entier naturel ¢ > 1.

Pour tout entier naturel n >0, si by = by (mod q), alors ap, (n) = ap,(n) (mod ¢).

Démonstration (x). On procéde par récurrence sur n.

e Pour n =0, on a oy, (0) = a3, (0) =0, donc ap,(0) = 0, (0) (mod gq).
e Pourn =1, on a ap, (1) = ap, (1) = 1, donc ap, (1) = ap,(1) (mod gq).

e Pourn=k+2,0na

Op, (k + 2) — g, (k+2) bray, (k + 1) - Qp, (k) — baavy, (k+1)+ abz(k)

blabl(k + 1) — bgabQ(k + 1) — (Olbl (k) — Ozbz(k)).

Par hypothése de récurrence, ap, (k) = oy, (k) (mod q) et ap, (k+ 1) = ap,(k + 1)

(mod ¢). Puisque = est une relation de congruence, on a alors :

ap,(k+1) = ap(k+1) (modq)

brauy, (k + 1) — o, (k

) (k+1)
biog(k+1) = ap(k+1) (mod q)

) = ap(k+1)—ap(k) (modg)

) (k+2)

ap (k+2) = op,(k+2) (mod q).
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Lemme 2.2.7. Soient les entiers naturelsb>4 etm > 1. On a

ap(m + 1) — ap(m — 1) < ap(m + 2) — ap(m).

Démonstration. On procede par récurrence sur m.
e Pourm=1,0na
Otb(Q) - O(b(O) =b—-0=0b
et
oap(3) — (1) =02 —1—-1=102~2.
Puisque b > 4, alors b — 2 > b et la propriété est vérifide.
e Pourm =2, 0n a
oap(3) —ep(1) =b2—1-1=02—2
et
op(4) — ap(2) =5 — 26— b= b — 3b.
Puisque b > 4, alors b® — 3b > b% — 2 et la propriété est vérifiée.

e Porm=k+ 3, aveck >0, 0n a

ap(k+5) —ap(k+3) = bap(k+4) — ap(k +3) — (bap(k +2) — ap(k +1))

= blaplk +4) — ap(k + 2)) — (ap(k + 3) — ap(k + 1)).
Par hypotheése de récurrence, on a
ap(k+4) —op(k +2) > ap(k + 3) — ap(k + 1).

Donc,

ap(k+4) — op(k +2) = (ap(k +3) —ap(k+ 1)) > 1.
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Puisque b > 2, on a alors
blap(k +4) — ap(k + 2))
—(ap(k+3) —ap(k+1) = (b—1)(ap(k+4) — ap(k+2))
+(ap(k +4) — ap(k +2)) — (ap(k + 3) — aplk + 1))
> (b—1D(apk+4) —ap(k+2))+1
> (b—1)(ap(k +4) — op(k+2))
> op(k+4) —ap(k+2).
Finalement, on a bien
ap(k +5) — ap(k + 3) > ap(k +4) — ap(k + 2).

Donc, pour tout m > 1, on a

ap(m +2) —ap(m) > ap(m + 1) — ap(m — 1).

Lemme 2.2.8. Soient les entiers naturels b >4 etm > 1. On a

ap(m+1) — ap(m — 1) > b.

Démonstration. On procede par récurrence sur m.

e Pourm =2, 0naa(3)—ap(l) =b>—1—1=b°—2. Puisque b > 4, alors b>~2 > b

et la propriété est vérifiée.
e Pour m > 2, onam==%+ 3, avec k > 0. D’apres le lemme 2.2.7, on a
ap(k+4) —op(k +2) > ap(k +3) — ap(k + 1).
De plus, par hypothese de récurrence,
ap(k +3) —ap(k +1) > b.
La propriété est vérifiée.

La propriété est donc vraie pour tout m > 1. U
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2.3 Représentation du premier ordre de la fonction «,

On utilise maintenant une représentation matricielle de la suite ay pour obtenir
une récursivité du premier ordre, plus aisée & manipuler que la forme précédemment

fournie.

Définition 2.3.1. On éiend la définition de la suite cp @ —1 : ap(—1) = —1.
Soient les matrices de format 2 x 2 Ay, =y et I définies comme suit pour tout entier

naturel n :

ap(n +1) —ap(n)
Ap(n) =
ap(n)  —ap(n—1)
b —1
==
1 0
1 0
I =
0 1

=_n

Lemme 2.3.1. Pour tout entier n > 0, on a Ay(n) = =}

Démonstration (x). On procede par récurrence sur n.

e Pourn=20, on a

4,(0) = ap(l)  —ew(0) | 1 0
ab(O) ~Ozb(—l) 01

Il
[
Il
[1]
O."O
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e Pour n >0, 0n a

) ap(n+ 1) —ab(n))

ap(n)  —ap(n—1)

_ bap(n) — ap(n — 1) —bap(n — 1) + ap(n ~ 2))

ap(n) —ap(n —1)
_ b —1 ap(n)  —ap(n—1)
1 0 ap(n—1) —ap(n —2)

ob(n)  —ay(n 1)) -

b

Par hypothese de récurrence, Ap(n — 1) =
ap(n —1) —ap(n —2)
On a done

Ap(n)

Il
AN T
_ O~
o |
—
N~
Q
o
ol ]
2
—
[
Q L
. =
3 3
[
[\
~——

On a bien Ay(n) = Z}.

Donc Ay(n) = Z} pour tout n > 0. O
Lemme 2.3.2. Pour tout entier naturel n > 0, on a det(Ay(n)) = 1.

Démonstration (x). Onadet(Z,) = b.0—-1.(=1) = 1. Le lemme 2.3.1 et que Det(A-B) =
Det(A) - Det(B) (Anton, 2005, chap. 2) nous permettent alors de conclure que

det(Ap(n)) = det(Z]) = (det(Zp))" = 1.

Lemme 2.3.3. Pour tout entier naturel n, on a

Ay = (—am— D ) ) |

—op(n)  op(n+1)
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Démonstration. D’apres le lemme 2.3.2, det(Ap(n)) = 1. D’aprés un résultat classique
d’algebre linéaire (Anton, 2005, chap. 2), ceci signifie que Ap(n) est inversible. Il est

alors facile de vérifier que

—op(n—1) op(n)

4N =
—ap(n) ap(n + 1)
En effet, on a
sty = [ @t el [ —esn—1) ay(n)

ap(n) —ap(n —1) —ay(n) ap(n +1)

_ [ =1 a(n) [ wln+1) —ay(n)

- —ap(n) ap(n + 1) ap(n) —ap(n— 1)
a 0

oo/

avec a = af(n) — ap(n + Vap(n — 1).
On a a = a?(n) — ap(n + Dag(n — 1) = a?(n) — bay(n)ap(n — 1) + ap(n — 1). D’apres

le lemme 2.2.4, a = a2(n) — bag(n)ap(n — 1) + ap(n — 1) = 1. 0

Le lemme suivant est un élément important de la démonstration qui va suivre.
En effet, il nous permet d’établir la relation de divisibilité entre a;(k) et m sans néces-
sairement connaitre la valeur de m, une situation dans laquelle nous nous retrouverons

plus tard.

Lemme 2.3.4. Pour tout b > 2, tout entier naturel k > 0 et tout entier naturel m > 0,

on a ai(k) | ap(m) = ap(k) | m.

Démonstration. Si k = 0, alors la partie gauche de I'implication est fausse, ce qui im-
plique que l'implication est vraie.

Si k > 0, soient b > 2 et m > 0 tels que a2 (k) | ap(m).
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Soient g et v le quotient et le reste de la division euclidienne de m par k. On a donc

m =gk + 1 et 0 <r < k. Considérons les équivalences suivantes :
wm+1)  —ay(m) )

ap(m) —ap(m — 1)

ap(r+1) —ay(r) aplk+1) —ay(k)
a(r)  —a(r—1)) \ aplk)  —ay(k-1)
ap(r +1) —ap(r) ap(k +1) 0
a(r)  —ap(r—1)) \ 0 —aplk-1)
a(r 1) —ay(r) ) (ai(k +1) 0
\ ) —ar-1) )\ 0 (~D)%(k-1)
a(r+1)al(k+1)  (=1)%ay(r)al(k - 1)
ab(r)ag(k +1) (=) (r — l)ag(k - 1)

fl

(mod ay(k))

) (mod e (k)

(mod ap(k)).

On peut alors écrire ’équivalence :
ap(m) = ap(r)af(k +1) (mod ap(k)).

Par conséquent, on a
an(k) | ap(m) — ap(r)af(k + 1).

On sait que (k) divise ay(m), donc ap(k) divise également ap(m). Par conséquent,
ap(k) divise ap(r)(af(k + 1)). D’aprés le lemme 2.2.5, ay(k) et ap(k + 1) sont premiers
entre eux. Donc, ap(k) et (ap(k+1))? sont également premiers entre eux. Par conséquent,
ap(k) divise forcément ap(r).

On a alors deux possibilités : soit 7 = 0 et ap(r) = 0, soit 7 > 0 et ap(r) > 0.



e Sir > 0, alors puisque ay(k) divise ap(r), on a ap(k) < ap(r), ce qui implique,
d’apreés le lemme 2.2.2, que & < r. Or, on sait que 7 < k. Donc, il est impossible

d’avoir simultanément r > 0 et ap(k) | ap(r). Ce cas ne peut se produire.

o Sir =0, alors on am = gk, d’ott 4y(m) = Al(k). On a donc :

Afm) = Al(K)

= (k)= — ap(k = 1)I)7

= Y (-1 Clajk)ef (k- 1T}
i=0
(rappelons qu'ici, C! = FGqLT)')
Lorsque i > 2, o (k) est divisible par o (k). Cela revient & of (k) = 0 (mod o2 (k)).
On a donc

Ap(m)

= (—1)9C%f(k)al(k — =] + (-1 Clad (K)o~ (k — )=} (mod of(k))

= (—l)qag(k - I+ (—l)q_lqab(k)ag_l(k - 1)E, (mod ag(k))

((—mam =) 0 )
0 (=1)%(k - 1)

N (1) qay(k)ef (k= )b —(—1)" g (k)af "t (k- 1)
(—1)1 gy (k)oK — 1) 0

) (mod of (k))

(=1)7ef(k = 1) + (1) qap(k)ag (k= 1)b (—1)%qoy(k)ag " (k= 1)
(-1 qan(k)ef (k- 1) (—1)%eg(k - 1)
(mod o (k)).

Puisque

ap(m)  ap(m—1)

Ay(m) = (ab(m+ 1)  —ap(m) )

ay(m) = (1) gey(k)ed Tk~ 1) (mod of(k)).

Ceci revient a dire que

aj (k) | an(m) — (=1)7 'qap (k)ag ' (k — 1).
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Or, ap(m) est divisible par af(k), ce qui implique que (—l)q_lqab(k)ag_l(lc - 1)

est également divisible par o (k). 11 existe donc un £ tel que
e (k) = (~1)" gep(k)ag " (k ~ 1),

d’ou

bap(k) = (—=1)""qaf ' (k — 1),
Done, o4 (k) divise (—1)q_1qag'1(lc —1). Si k =1, alors a(k) = 1 divise évidem-
ment m qui est alors égal & ¢q. Si k > 1, alors d’aprés le lemme 2.2.2, ap(k) >
ap(1) = 1. Or, d’apres le lemme 2.2.5, ap(k) et ap(k — 1) sont premiers entre eux

ce qui implique que ap(k) divise g et donc m.

2.4 Comportements de o

Matiiassevitch (1995) présente succinctement les phénomenes qui permettent d’éta-
blir dans la section suivante un systéme de contraintes diophantiennes qui définit. exac-
tement la fonction ap. On se propose ici de d’éclaircir son propos en détaillant plus
longuement les mécanismes mis en jeu. Les raisonnements qui suivent sont informels et
leur lecture n’est pas indispensable. Néanmoins, ils permettent de comprendre I'origine

des contraintes utilisées dans la section suivante.

Nous voulons prouver que '’ensemble des triplets (a,b,c) tels que b > 4 et
a = op(c) est diophantien. Nous pouvons considérer que cet ensemble est 1’ensemble

contenant tous les éléments de la suite
(ab(O),b,O), Ceey (ab(n),b,n), PN

avec b > 4. Observons tout d’abord que la suite

est périodique modulo v pour tout entier v > 0. En effet, si n > 2, chaque terme oy(n)

est entierement défini par ap(n — 1) et ap(n — 2). De plus tous les termes de la suite
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modulo v sont inférieurs & v. Done, il ne peut exister qu’une quantité finie de couples

de termes consécutifs distincts. Ainsi, si la suite

ap(0), ..., ap(k)

contient tous les couples de termes consécutifs distincts, il existe forcément &' tel que
0<k <ket
(e k), cnk +1)) = (a(k), ap(K + 1)) (mod v).

Soit £ tel que k = k' + £. Puisque ap(n) = bay(n — 1) — ap(n — 2), nous avons alors :
ap(k) = ap(k +£) (mod v), ap(k+1) =ap(k' +1+4£) (modv), ...

Donc, il existe dans cette suite une série de nombres périodique de période £. De plus, il
est certain qu'il s’agit bel et bien d’une période de la suite oy et non pas d’une pseudo-
période qui ne se répéterait qu’a partir d’une position autre que le premier terme de la
suite. En effet, deux termes consécutifs f = by—2 (mod v) et g =bf —y (mod v) de la
suite ap modulo v ne peuvent étre engendrés qu’a partir d’un couple unique de valeurs

z et y. Si f et g étaient engendrés également & partie des entiers z’ et 3/, alors on aurait

bf -y  (modv)

@
Il

bf —y bf —y' (mod )

y = 3y (modv),

d’ou
f = b -2 (modv)
by—z = by —2’ (modv)
by—z = by—2 (modv)

z = 7' (modu).

Par conséquent, tout couple de nombres consécutifs dans la suite ap ne peut étre engen-

dré qu’a partir d’un couple unique de nombres le précédant. Ainsi, pour toute séquence

YL Y2, 1, T2 T, L1, T2,
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rencontrée dans la suite, on sait que y; = z,—1 (mod v) et y2 = x¢ (mod v). De proche
en proche, on peut ainsi remonter jusqu’a l'origine de la suite et en conclure que la

période commence a cette position, donc que la suite est périodique.

Nous allons maintenant choisir la valeur de v de maniere a obtenir certaines formes

de la suite a(0),...,a(n),... modulo v.

Soit m > 0. Soit v = ap(m + 1) — ap(m — 1) pour un m fixé. Nous avons

ap(m+1) = ap(m—1) (mod v).

Supposons que la relation

ap(m+ k) = ap(m —k) (mod v)

reste vrale pour k entre 1 et n < m. Alors elle reste vraie pour k=n+1 < m.

En effet,

ap(m+n) = ap(m—n) (modv)
bap(m+n) = bay(m —n) (mod v)
bap(m +n) —ap(m+n—1) = bay(m —n) —ap(m—n+1) (mod v)
ap(m+n+1) = bay(m—n)—a(m—n+1) (modwv)
ap(m+n+1) = bay(m—n)—boy(m —n) + ap(m—n—1) (mod v)
ap(mrnt+l) = ap(m—n—1) (modwv).

On a alors

et

ap(2m) = op(0) (mod v)
bap(2m) — ap(2m — 1) = bay(0) — (1)  (mod v)

ap(2m+1) = —(l) (modv).
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Supposons que la relation
ap(2m + k) = —ap(k) (mod v)

reste vraie pour tout £ € {1,...,n}. Montrons qu’elle reste vraie pour k =n+ 1.

On a

apy(2m+n+1) = bapy(m+n)—ap(m+n—1)

—bay(n) + ap(n — 1) (mod v)

—ap(n+1) (modv).

Donc, la relation est vraie pour tout & > 0. De cette relation, on peut déduire trés

facilement le fait que la suite

modulo v posséde une période de longueur 4m. En effet, on a, pour £ > 0 :
ap(k +4m) = ap(2m 4+ 2m + k) = —ap(2m + k) = (k)  (mod ).
Nous allons maintenant considérer le comportement de la suite
arem(ay(0),v), ..., arem(ay(n),v),. ..

De ce qui précede, on peut constater que pour tout n > 0 tel que n = 2mf £+ k avec

0 <k < mon a, si £ est impair,
ap(n) = —ap(k)  (mod v),

et si £ est pair,

ap(n) = ay(k) (mod ).
De plus, on a
v = op(m+1)—ap(m—1)

= bay(m) —ap(m — 1) — ap(m — 1)

= bap(m) — 205(m — 1),
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et d’apres le lemme 2.2.2, puisque b > 4,
2ap(m — 1) < (b— 1Tjap(m — 1) < ap(m).

On a donc

<
v

bay(m) — ap(m)

> 2ap(m).
Par définition de arem, on a donc, pour tout n > 0 tel quen =2méLtkavec0 <k <m
arem{ap(n),v) = ap(k) = arem(ap(k),v).
[1 est alors facile de constater que pour tout n =2mé £ k avec 0 < k <mon a
ap(2m +n) = —ap(n) = £ap(k) (mod v).

Donc,

arem{op(2m + n),v) = aplk) = arem(ap(n), v).
Ceci signifie que la suite
arem(ay(0),v), ..., arem(ap(n),v),. ..
possede une période de longueur 2m de la forme
ap(0),ap(1), ..., ap(m — 1), ap(m), ap(m — 1), ..., a(1).

Observons maintenant le comportement de la suite ay. Comme on I’a vu précédemment,,

pour tout n > 0, on a az(n) = n. Si on consideére la suite

a2(0),...,a2(n), ...

modulo u, avec u > (), on constate sans surprise qu’elle posséde une période de longueur

1 de forme

0,1,...,u—1.

Si on s’intéresse maintenant & la suite

arem(az(0),u),...,arem(a(n),u),. ..
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on constate qu'elle posséde une période de longueur u de forme

u—1 u—1 u—1 uv—1
2 7 2 7 2

~1,...,1

si u est impair.
Il est aisé de constater Iexistence d’une période de longueur u. En effet, pour tout n > 0,

si arem(n,u) =z, alors on a 2z < u et n = £z (mod u). Ceci implique que
n+u=tzr4+u=+z (modu).

Par conséquent, on a arem(n + u,u) = arem(n,u) = z. Il est & peine plus ardu de
caractériser la forme de cette période. Pour tout n > 0, il existe z et g telsque 0 < z < u

et n=wug+z. On a alors n =z (mod u).

e Siz < %, alorson a2z <uetn =2 (modu), dol, par définition dc arem,

arem(n,u) = z.
e Siz > %, alors on a 2z > u, dolt
2r > u
20 —2u > u-—2u
2r —u) > -u

2u—1z) < wu

z=ct—u=—(u—z) (modu),
et donc, arem(n,u) = (v — x).

Nous pouvons maintenant constater un fait intéressant au sujet des périodes des suites

arem(ap(0),v), ..., arem(ap(n),v),. ..
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arem(az(0),u),...,arem(az(n),u),...
En effet, elles sont respectivement de la forme
Olb(O)._Ozb(l), L ,ab(m — 1),ab(m),ab(m — 1), Ceey 1

et

si u est pair ou

u—1 u—1 u—-1 u—1
1,... -1
0) b b 2 Y 2 ) 2 b 2

—1...,1

si u est impair. Un certain segment initial de ces périodes juxtapose 0 et ap(0), 1 et
ap(1), etc.

Si k est la longueur de ce segment initial, on est alors cn mesure de former £ +1 triplets
(ab(O),b,O), (Olb(l), b, 1), ey, (ab(k), b, k)

appartenant & ’ensemble des triplets (a,b,c) satisfaisant a = ap(c). En utilisant la

fonction arem, on obtient alors la suite
(arem(ap(0),v), b, arem(az(0),w)), (arem(ap(1),v), b, arem(as(1),u)),

.., (arem(ap(k),v), b, arem(aa(k),u)).

Le probleme est de déterminer la longueur ¢ au-dela de laquelle cette correspondance
ne tient plus. Il faut de plus des contraintes suffisamment souples pour pouvoir donner
a £ une valeur quelconque dans la mesure ol nous désirons pouvoir obtenir n’importe
quel triplet (a,b,c) satisfaisant a = ap(c). Nous ne pouvons donc pas borner les valeurs
prises par u et m par une valeur constante, ce qui ne nous empéche pas de borner u par

rapport a m.

Supposons donc que m soit supérieur & u. Nous sommes alors assurés que les

segments initiaux de longueur £ inférieure ou égale a L%J des suites

ab(o))ab(1)>ab(2)> s
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a2(0), a2(1), a2(2), . ..

vont respectivement étre de la forme

a(0), (1), - -, (€)
0,1,...,2

Tous les triplets (arem(oy(k),v),b,arem(az(k),u)) avec k < |%| appartiennent donc
4 I'ensemble des triplets (a,b,¢) tels que a = ap(c). En choisissant un u et un m suffi-
samment grands, il serait donc possible de trouver dans le segment initial de longueur

¢ inférieure ou égale a L%J de la suite
(arem(a(0),v), b, arem(a2(0),u)), .. ., (arem(ay(n),v), b, arem(az(n),u)), . ..

n'importe quel triplet (a,b,c) tel que a = ap(c). 11 semble que nous ayons mainte-
nant suffisamment d’informations pour décrire un systéme de contraintes identifiant
un triplet (a,b,c) tel que a = ay(c). Toutefois, nous cherchons & obtenir un systéme
de contraintes diophantiennes. Ceci va susciter quelques difficultés supplémentaires. En
effet, nous cherchons & prouver que oy est diophantienne. Ceci exclut donc que «y
apparaisse dans le systéme de contraintes. Nous pouvons contourner ce probleme en

employant le lemme 2.2.4, qui nous permet d’affirmer que s'il existe x et y tels que
22 —bay +y° =1,

alors il existe z > 0 tel que z = a3(2). L’inconvénient est qu’on ne connait alors pas
la valeur de z et qu’on ne posséde pas de moyens de I'extraire & partir de z. Toutefois,

nous venons de montrer que le segment initial de longueur L%J de la suite
(arem(ay(0),v),b,arem(a2(0),u)), ..., (arem(cap(n),v), b, arem(az(n),u)), . ..
ne contient que des triplets (a, b, ¢) tels que a = ay(c).

Si nous pouvions nous ramener a ce segment initial, connaitre la valeur précise de

z ne serait plus nécessaire. I faut donc faire en sorte que la suite

(arem(ap(0),v), b,arem(a2(0),u)),. .., (arem(ap(n), v), b, arem(az(n),u)), . ..
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soit périodique. Nous savons déja que les suites
(arem(ey(0),v), ..., (arem(ap(n),v)),. ..

(arem(a2(0),u),..., (arem(az(n),u)),...

possedent toutes deux des périodes, respectivement, de longueur 2m et u. Si on impose

que u divise m, alors il existe ¢ tel que m = qu et la suite
(arem(ap(0),v)), ..., (arem(ap(n),v)),. ..
posséde une période de longueur 2m = 2qu. Donc, si u divise m, la suite
(arem(ap(0), ), b,arem(az(0),w)),. .., (arem(ap(n), v), b, arem(az(n),u)),. ..

est périodique de longueur 2m. Pour s’assurer que le triplet (arem(ay(2),v), b, arem(az (1), u))

que 'on observe est bien tel que

arem(ay(i),v) = ap(k)

arem(az(j),w) = k' et
k=K,
il suffit donc de considérer sa position au sein d’une période.

On commence par ramener ¢ dans l'intervalle de valeurs [0..(2m —1)] en le divisant
par 2m. Soit 1 = 2mgq + r, avec r < 2m et ¢ > 0. Puisque la suite posséde une période

de longueur 2m, alors on a
arem(ay(1),v) = arem(ap(r), v) et

arem(ag (i), u) = arem(as(r),u).

On sait que si 2r < u, alors arem(aq(r),u) = 7. De plus, on sait que si ap(r) < m,
alors arem(ay(r),v) = ap(r). Puisque u | m, on a v < m. De plus, r < ap(r), alors si

204(r) <uona

(arem(ay(c),v), b,arem(az(c),u)) = (ap(c), b, c).
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Nous avons donc une condition suffisante pour nous assurer que le triplet considéré

satisfait a = ap(c).

1l reste un dernier obstacle & écarter. Nous avons remarqué précédemment que
si le terme a = ap(c) est choisi en utilisant I’équation a® — baa’ + /> = 0, on ne sait
pas extraire ¢ & partir de a. Cependant, il est nécessaire d’exprimer le terme as(c).
Pour contourner cette difficulté, on utilisera la propriété de la suite a évoquée dans
le lemme 2.2.6. Soit w tel que w = b (mod v) et w = 2 (mod u). Alors, d’apres le
lemume 2.2.6,

ayw(n) = ap(n)  (mod v)
ay(n) = as(n) (mod u).

On a alors, d’apres le lemme 2.1.2
arem(ay(n),v) = arem(a,(n),v)

arem(as(n),u) = arem(ay(n), u).

Par conséquent, on a
(arem(ay,(n),v), b, arem(ay, (n),v)) = (arem(ay(n),v), b, arem(az(n),u))

Toutes les observations effectuées dans cette section vont permettre de formaliser le
systéme de contraintes diophantiennes définissant I'ensemble des triplets (a,b,c) tels

que a = ap(c).

2.5 La fonction «; est diophantienne

Nous allons montrer dans cette section que I'ensemble
{(a,b,¢) | b>4Na=a(c)}

est diophantien. Pour ce faire, nous exhiberons un systéme de contraintes diophantiennes

qui sera satisfait si et seulement si a = ap(c). Ces contraintes sont les suivantes :

1.b>4
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2. u?—but+t2 =1
3. 82 —brs+r?=1
4. r<s

5. u?| s

6. v=>0bs—2r
T.v|w—1b

8 u|w-—2

9. w>2

10. 22 —way +y2 =1
11. 2a < u

12. a = arem(z,v)
13. ¢ = arem(z,u)

On peut, & la lumiére des observations de la section précédente, comprendre le réle de
ces contraintes. La contrainte (3) alliée & la contrainte (4) permet d’obtenir deux termes
r et s tels que 7 = ap(m) et s = ap(m +1). En utilisant ces valeurs dans la contrainte
(6), on produit une valeur v capable de créer une période particuliere telle que décrite
dans la section précédente. La contrainte (2) permet d’obtenir un terme u = oy (k).
Le lemme 2.3.4 et la contrainte (5) permettent d’obtenir I'assurance que u divise m.
La contrainte (10) permet d’obtenir un terme z = ay,(n). Les contraintes (7) et (8)
permettront d’utiliser le lemme 2.2.6 pour prouver que arem(z,v) = arem(a(n),v) et
arem(z,u) = arem(az(n),u). Enfin, la contrainte (11) est celle évoquée & la fin de la
section précédente et permet de s’assurer qu'il existe j tel que arem(z,v) = ap(j) et

arem(z,u) = j.

Lemme 2.5.1 (o est diophantienne). Soient a, b et ¢ des entiers naturels. Il existe des
entiers naturels u, t, v, 8, v, w, , y satisfaisant les contraintes 1 ¢ 14 si et seulement

st a = be.
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Démonstration. (=) D’apres le lemme 2.2.4 et les conditions (1) et (2), il existe k& > 0
tel que u = ap(k). D’apres le lemme 2.2.4 et les conditions (1) et (3) et (4), il existe
m > 0 tel que s = ap(m) et » = ap(m — 1). Nous pouvons donc récrire la condition
(5) : of(k) | ap(m). D’apres le lemme 2.3.4 on a alors ay(k) | m et puisque oy (k) = u,
on a u | m. On récrit maintenant la condition (6) en remplagant s et 7 par a,(m) et

ap(m —1):

v = bap(m)—2ap(m — 1)

= bay(m) —ap(m —1) —ap(m —1)

Il

ap(m+1) — ap(m —1).

4

D’apres le lemme 2.2.4 et les conditions (9) et (10), il existe n tel que = = oy, (n).
D’apres la condition (8), u | w—2, d’ot w = 2 (mod u). En utilisant le lemme 2.2.6, on
obtient alors a,,(n) = z = az(n) (mod u). Or, d’apres le lemme 2.2.1, on a az(n) = n,
d’ott 2 = n (mod u).

D’apres la condition (7), v | w — b, d’ot w = b (mod v). En utilisant le lemme 2.2.6, on

obtient alors ay(n) =z = ap(n) (mod v).

Soilent £>0et 0 <j<mtelsquen=2mf{+j. Ona
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Puisque v = ap(m + 1) — ap(m — 1), on a ap(m + 1) = ) (mod v), d’out
ap(m + 1) —ap(m
Ap(m) =
ap(m)  —op(m
ap(m — 1) -
d b{m (mod v)
ap(m) —ap(m + 1)

- ~ap(m ) (mod v)
—ab(m) ab(m+1)

—Agl(m) (mod v).

On a donc Ay(m) = =47 (m) (mod v), d’ot
Ai(m) = —Ay (m)Ap(m) = —T  (mod v).
On a alors

Ap(n)

|
—
I
o
—~
~—
~—
o
I
H
—
—
~—

On a vu précédemment que

D’apres 'équation précédente, on a
ap(n) = £ap(j) (mod v),
et donc
z=xap(j) (mod v).
Nous avons alors les trois inégalités suivantes :

2ab(j) < 2ab(m)a

20p(m) < (b—2)ap(m) et

(b - 2)ab(m) < bab(m) - Qab(m - 1).
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La premiére est justifiée par le choix de j, par hypothese, j < m. La seconde est justifiée

par le fait que b > 4. Enfin, on a, d’apres le lemme 2.2.2, ap(m — 1) < ag(m), d’olt

(b — 2)ap(m) = bay(m) — 2ap(m) < bagp(m) — 204 (m — 1).

Puisque bagp(m) — 2a(m — 1) = v, nous pouvons déduire du systeme d’inégalités
précédent que 2a4(j) < v. Nous avons alors 2a4(j) < v et £ = +ap(j) (mod v). Donc
par définition, on a a,(j) = arem(z,v). D’apres la condition (12), on a a = arem(z,v).
Or, on sait que a(j) = arem(z,v). Par transitivité, on a donc a = a3(j). D’apres la
condition (11), on a 2a < u. Or, on sait que o(j) = a. Done, 2a4(j) < u. D’apres le
lemme 2.2.3, ap(7) > 7, d'out 25 < 2a4() < u. On sait que u | m et n = 26m % 4, donc
u|ntjetj=+xn (modwu). On sait de plus que 25 < u. Donc, par définition, on a
j = arem(n,u). D’aprés la condition (13), ¢ = arem(z,u), donc ¢ = +x (mod u) et
2¢ <. Or, on sait que z = n (mod u), donc ¢ = £z = +n (mod v). Par définition, on
a donc ¢ = arem(n,u). Donge, on a j = arem(n,u) = arem(z,u) = ¢. Finalement, on a

c=7jeta=aw(j), doltt a = ap(c).

(<) Nous allons maintenant montrer la proposition réciproque, & savoir que si
b>4deta=a(c), alors il existe u, t, 7, 8, v, w, z, y tels que le systéme de contraintes
est satisfait. Par hypothese, la condition (1), b > 4 est satisfaite. Soient u et k tels que
u > 2a, u > 2, u est impair et u = ap(k) pour k > 0. Il existe k tel que u satisfasse ces
conditions puisque la suite des a(7) est croissante (lemme 2.2.2) et que pour tout 7 > 0,
ap(i) et ap(i 4+ 1) sont premiers entre eux (lemme 2.2.5), ce qui implique qu’une de ces
deux valeurs est impaire. La condition (11) est satisfaite. Soit t = ay(k + 1). D’apres le
lemme 2.2.4, on a u® — but +t* = 1. La condition (2) est satisfaite. Soient s, r et m tels
que m > 0, m = uk, s = ap(m) et 7 = ap(m — 1). D’apres le lemme 2.2.2, on a r < s.

D’apres le lemme 2.2.4, on a s — bsr + 72 = 1. Les conditions (3) et (4) sont satisfaites.

On a vu précédemment, dans la démonstration du lemme 2.3.4, que si m = gk,
on a

ay(m) = (=1)7 gay(k)e! (k- 1) (mod c(k)).
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Puisqu’ici, m = uk et u = ay(k), on a
s = ap(uk) = (—1)* Tuap(k)of T (k — 1) (mod u?).

Dong, on a

u? | s — (-1 e (k- 1),

Puisque u? divise (—1)%"‘u2af ™! (k— 1), »? divise aussi s. La condition (5) est satisfaite.
Soit v = bs—2r. La condition (6) est satisfaite. Remarquons que v possede les propriétés

suivantes : v = ap(m + 1) — ap(m — 1) et v > 2ap(m). En effet, on a

v = bs—2r
= bap(m) — 2ap(m — 1)
= bap(m) —ap(m —1) — ap(m — 1)

= oy(m+1)—ap(m - 1),
et d’apres le lemme 2.2.2,

bs — 2r > day(m) — 2ap(m — 1) > 4oy (m) — 204 (m) = 2ap(m).

Nous voulons maintenant utiliser le théoréme des restes chinois pour prouver qu’il
existe w tel que v | w — b et u | w — 2. Pour utiliser ce théoréme, il faut prouver que
u et v sont premiers entre eux et que u > 2 et v > b. Soit d > 1 tel que d | u et
d | v. Ici, d est forcément impair puisque u est impair. Puisque u? | s, alors d | s. De
plus, puisque v = bs — 2r et que d | bs, d | v et d # 2, on a forcément d | 7. Or, on a
7% — bsr + s> = 1 et puisque d divise 72, bsr et s2, alors d divise 1. Done, d = 1 et u et
v sont premiers entre eux. Puisque u > 2 et u = a3(k), alors k > 1. Done, m = uk > 1.
De plus, b > 4. En appliquant le lemme 2.2.8, on obtient ap(m + 1) — ap(m — 1) > b.
Or, ap(m +1) — op(m — 1) = v. On a donc v > b. De plus, par hypothése, v > 2. On
peut maintenant appliquer le théoréme des restes chinois pour affirmer qu’il existe w
tel que b = rem(w,v) et 2 = rem(w, u), avec 0 < w < uw. Ceci implique que v | w — b
et u | w — 2. Les conditions (7) et (8) sont satisfaites. De plus, puisque b = rem(w,v)

et que b > 4, alors w > 4 > 2. La condition (9) est satisfaite. Solent z = ay,(c) et
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y = ay(c+1). D’apres le lemme 2.2.4, on a 2?

— wry + y? = 1. La condition (10) est
satisfaite. La condition (7) étant satisfaite, on aw =b (mod v). D’apres le lemme 2.2.6,

on a alors ay(c) = ap(c) (mod v). Donc,

T = ay(c) = ap(c) =a (mod v).

Puisque m = uk et que u > 2 et k > 1, alors on a m > k. De plus, la condition (11)
est satisfaite, donc u = ap(k) > 2ap(c) = 2a. D’apres le lemme 2.2.2, ceci implique
que k > ¢. Donc, m > k > c et on a, toujours par le lemme 2.2.2, ap(m) > ap(c). De
plus, on a vu précédemment que v > 2ap(m), donc v > 2q4(c) = 2a. On a v > 2a et
z = a (mod v), par définition on a donc a = arem(z,v). La condition (12) est satisfaite.
Par définition, on a = = ay,(c) et, d’apres le lemme 2.2.1, ¢ = ag(c). De plus,on a w = 2
(mod (w — 2)). D’aprés le lemme 2.2.6, on a donc ay,(c) = az(c) (mod (w — 2)), donc
z = ¢ (mod (w — 2)). Nous avons alors w — 2 | z — ¢. Or, puisque la condition (8) est
satisfaite, on a u | w— 2 et donc u | z — ¢. Par conséquent, on a z = ¢ (mod u). D’apres
le lemme 2.2.3, on a ¢ < ap(c), d’'olt 2¢ < 2a3(c) = 2a. Puisque la condition (11) est
satisfaite, on a 2¢ < 2a < u. Puisque 2¢ < u et que z = ¢ (mod u), alors par définition

on a ¢ = arem(x,u). La condition (13) est satisfaite.

Nous venons d’exhiber u, v, s, t, r, w, T et y tels que le systéme de contraintes
diophantiennes est satisfait. Donc, si on a b > 4 et a = ap(c), il existe u, v, s, t, 7, w, T

et y tels que le systéme est satisfait.

Nous pouvons maintenant conclure que a, b et ¢ sont tels que b > 4 et a = ap(c)
si et seulement s’il existe w, v, s, t, 7, w, T et y satisfaisant le systéme de contraintes

diophantiennes présenté. [

D’aprés ce lemme, I'ensemble {(a,b,c) | b > 4 A a = ap(c)} est diophantien

puisqu’on peut le définir au moyen d’un ensemble de contraintes diophantiennes.
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2.6 L’exponentiation est diophantienne

Le résultat de la section précédente est suffisant pour conclure que ’exponen-
tiation est diophantienne (Robinson, 1952). Toutefois, Matiiassevitch (1995) fournit des
indications sur la manicre de faire cette preuve en s’appuyant spéeifiquement sur la suite

ap. Pour les besoins de cette section, on posera (0 = 1.
Dans un premier temps, établissons quelques inégalités utiles.
Lemme 2.6.1. Pour tout entier naturel b > 2 et tout entier naturel n > 0, on a

(b—1)" < ap(n+1).

Démonstration (*). On procede par récurrence sur n.
e Pourn=0,0ona:(b-1)°=1=0(1). La propriété est vérifide.

e Pourn >0, on a:

b-1)"=0(B-10b-1)""1

Par hypotheése de récurrence, on a :
(b—1)""" < ay(n).
Dot

(-1t

IA

ay(n)

G-DG-D" < (b-1ay(n)

(6—1)" < bay(n) — ap(n).
D’apres le lemme 2.2.2, on a ap(n — 1) < a(n), et donc :

(b— 1)

IN

bab(n) — Oy ('I’L)

(6—-1)"

AN

bap(n) — ap(n - 1)

ap(n+1).
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Lemme 2.6.2. Pour tous entiers naturels b > 2 etn >0, on a ap(n + 1) <™.

Démonstration. On procede par récurrence sur n.
e Pour n =0, on a: ap(n+1)=1=2" La propriété est vérifide.
e Pourn=1,0na:ayn+1)=>b=>l. La propriété est vérifiée.

e Pour n > 1, 0n a: ap(n + 1) = bay(n) — ap(n — 1).

Par hypothése de récurrence, 8"~ % > ay(n), d’ot :

"t > ay(n)

"t > bag(n)
" > bay(n)
b > bap(n) — ap(n—1)
> ap(n+ 1)

Les deux propriétés suivantes, aisément démontrables, serviront dans des démons-

trations ultérieures. Nous les exposons ici pour alléger ces démonstrations.

Lemme 2.6.3. Pour tous entiers naturels k > 0,a>0,b>0etc>0, ona

oo = (ko 2)) = (o)

De ce lemme, on peut immédiatement déduire le corollaire suivant.

Corollaire 2.6.4. Pour tous entiers naturels k >0,a>0,b>0etc>0,0na

(ka +b)° < k(a+b)".
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Lemme 2.6.5. Pour tout nombre réel a < 1 et tout entier natureln > 0, on a

1-a)">1—-an.

Démonstration. On procede par récurrence sur n.
e Pourn=0,0ona:(l-a)’=1=1-a- 0. La propriété est vérifiée.
e Pour n > 0, on a:

(1-a)"=(1-a)1—a)y .

Par hypothese de récurrence, on a (1 —a)*"! > 1 —a(n — 1) et puisque 1 —a > 0,

ona(l-a)(l—a)"'>(1-a)l-a(n-1)). Ona alors

1-a" = (1-a)l-a)"
> (1-a)(l-a(n—1)
= l-a(n-1)—a+a?(n-1)
= l—-an+a—a+a?n—a?
= 1-an+a’*n —a?
= 1l—an+a*(n—1)
> 1l—an.

Lemme 2.6.6. Pour tout entier naturel ¢ > 0, a > 0 et x > 2ac, on a

1 2ac
<1l+—.
T

1— ac
x
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Démonstration.

r > 2ac
r—2ac > 0

acx — 2a°c* > 0

ac  2a%c?
— - >
T T
ac  2ac  2a2%c?
1—— 4+ —— > 1

TN
—

|
58§
~——
TN
—
+
[N
o |8
o
—
\
—

Puisque = > 2ac, alors 1 — 2% > 1 — % > (. Par conséquent,

2 2 1
(-2 (1+ ) s a2 L
z z z 1 -

La particularité de «; est que pour des valeurs de z suffisamment grandes, on a

B — lim Qg4+ 1)
z—oo o (c+ 1)

Les limites ne faisant pas partie du formalisme diophantien, on doit recourir & la divi-
sion euclidienne pour parvenir & transcrire ce résultat au moyen d’expressions diophan-

tiennes. Ici, on va montrer que pour un z assez grand,
b = appralc + 1) div apg(c + 1).
Lemme 2.6.7. Pour tout entier naturel b >0, ¢ >0 et x > 16(c+ 1)(b + 1)¢, on a

b° = apgralc + 1) div az(c+1).

Démonstration. Montrons dans un premier temps que

Qpetalc+1) _ .
az(c+1)



D’apres le lemme 2.6.1, apgrq(c+ 1) > (bx + 3)°.
D’apres le lemme 2.6.2, az(c+ 1) < z€

Par conséquent, on a
Upgra(c+1) (b +3)°
agle+1) —  a¢

> be.

Montrons maintenant que

abz+4(c + 1)

< b+ 1.
an(c + 1) +
Pour b=0et ¢c=0,0ona
1
a(l) 1 _ 1=0%
az(l) 1

et la propriété est vérifide.
Pour b=0et ¢ > 0, on a, d’apres les lemmes 2.6.2 et 2.6.1,
aglc+1) <4°

et

az(c+1) > (z - 1)°%

On a donc

ag(c+1) 4¢
ag(c+1) = (x—1)¢

Puisque 2 > 5, on a

4C
o <!
On peut alors conclure que
aglc+1
aiic <1

La propriété est vérifiée.
Sib>0etc>0,on a, dapres les lemmes 2.6.2 et 2.6.1,

Qpera(c+ 1) < (bx +4)°
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et
ar(c+1) > (z—1)°

On obtient alors
Opeac+1) o (bz+ 4)°

ag(c+1) (x—1)¢"

D’apres le lemme 2.6.3, on a

" ot (1-1)

Par conséquent,
(bx + 4)° _ (b+2)°

Drapres le corollaire 2.6.4, on a
4 C 4 c
<b+—> gbc<1+—> |
x x

On obtient par conséquent 'inégalité
(bz +4)° _ b1+ 5)°
- l .
(x — 1) (1=

On a
0<1—lg=(1+é)(1—é>51
z z z
On obtient donc

(96 9) (6 2fet) )

Par conséquent,
1

>1
1+2)°0-2°"
et
R (R S
1-2)° "@-D°0+2)-2°" (-°0-2°
On a
1 4

1—=>1-—,
x z



De plus, puisque z > 4, on a

1—-=>0
z
et
4
1—-=>0
On obtient donc
1-1
-3,
(1-3)
et par conséquent
_ 1ye
( j) > 1
(1-3)°
On obtient
I1\¢
b° b (1-3)
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Le lemme 2.6.5 nous permet d’écrire

bC bC
(1_5)ZCS 18
xT

x

Finalement, d’apres le lemme 2.6.6, si > 16¢, on a

be 16¢
< (14— .
1—%_ <+x>

On a démontré, au terme de cette série d’inégalités, que l'inégalité

abx+4(c+1) < e 1+@
QI(C+ 1) B T

est vraie si z > 16¢. De plus, si x > 16¢b°, on a

x

16¢ 16¢b¢
bc(1+%>=bc+ 6eb < b+ 1.

Nous pouvons trouver une borne inférieure de z pour laquelle la propriété

b€ = apgra(c+ 1) div agz(c+ 1)

est vraie quelles que soient les valeurs de b et ¢ :
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e lorsque b = ¢ = 0, nous n’avons pas eu besoin d’émettre d’hypothéses sur la valeur

de z;

e lorsque b = 0 et ¢ > 0, il faut au moins que = > 5 pour conclure que la propriété
est vraie;

e lorsque & > 0, il faut au moins que =z > 16¢b® et = > 4 pour conclure que la
propriété est vraie.

Nous pouvons donc imposer la condition suivante sur x
x> 16(c+1)(b+ 1)

pour nous assurer que la propriété est vraie quelles que soient les valeurs de bet ¢. O

Le lemme 2.6.7 fournit presque une définition diophantienne de Pexponentiation.
En effet, la division euclidienne est diophantienne et pour b > 4, la fonction oy est

également diophantienne (voir section 2.5). En revanche, on ne sait pas si la contrainte
z > 16(c+1)(b+1)°

est diophantienne dans la mesure oli ’exponentiation n’est toujours pas connue pour étre
diophantienne & ce stade de la démonstration. Pour achever la démonstration du carac-
tere diophantien de I’exponentiation, il suffit donc de remplacer cette contrainte par une
contrainte  diophantienne équivalente. D’apres le lemme 2.6.2, on a
ap(c + 1) > (b — 1)°. Nous allons utiliser cette propriété pour définir une nouvelle
borne inférieure pour z. Ceci permet d’obtenir une définition diophantienne de I'expo-

nentiation.

Théoréme 2.6.8 (Définition diophantienne de I'exponentiation). Pour tous entiers

naturels a, b et ¢, on a

a =0 3z[z > 16(c+ Dayra{c+ 1) Aa = appra{c+ 1) div az(c+ 1)].
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Démonstration (x). (=) Soit a = b°, avec b > 0 et ¢ > 0 quelconques.

Soit x > 16(b + 1)aprq(c + 1). D’apres le lemme 2.6.1, on a
aprale+1) > (b+3)°> (b+1)°,
d’oli
x> 16(c+ Dappa(c+1) > 16(c+ 1)(b+ 1)

D’apres le lemme 2.6.7, on a donc

b = apgra(c+ 1) div agz(c+ 1).

(<) Soient z et a tels que z > 16(c 4+ L)aprq(c+ 1) et a = apzyq(c+ 1) div ag(c + 1),

avec b et ¢ quelconques. D’apreés le lemme 2.6.1, on a
apralc+1) > (b+3)°> (b+ 1),

d’ou
x> 16(c + Dapya(c+ 1) > 16(c+ 1)(b+ 1)°.

D’apres le lemme 2.6.7, on a donc

a= appya(c+1) divag(c+1) =b°

Puisque nous savons désormais que I’exponentiation est diophantienne, nous pou-
vons, pour la suite, manipuler des équations diophantiennes exponentielles, ¢’est-a-dire
des équations construites non plus seulement & ’aide des opérateurs arithmétiques, mais
également les équations construites en utilisant ’exponentiation. Ceci découle directe-
ment de I'observation faite dans le premier chapitre concernant le caractére diophantien
de la composition de fonctions diophantiennes. Ce résultat permettrait immédiatement
de conclure & 'indécidabilité du dixieme probléme de Hilbert (Davis, Putnam et Robin-

son, 1961). Toutefois, Matiiassevitch (1995) présente une démonstration qui n’est pas
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celle que Davis, Putnam et Robinson ont adoptée en 1961. Matiiassevitch (1976) utilise
le codage positionnel qui se base sur la représentation d’'un nombre dans une certaine
base pour conclure a 'indécidabilité. Le prochain chapitre expose la définition et les

propriétés de ce codage.



CHAPITRE III

CODAGE

Nous allons maintenant exposer deux méthodes de codage qui nous permettront
de réduire, dans les systemes de contraintes diophantiennes ultéricurs, des uplets de
longueurs variables & des uplets de longueurs fixes. Les méthodes que nous emploierons
sont diophantiennes; nous pouvons donc nous en servir pour démontrer le caractere

diophantien des ensembles décrits.

3.1 Numérotation de Cantor

Cette méthode classique a été utilisée par Cantor pour démontrer qu'une union
dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable. I utilise pour cela le polynéme
suivant, qui & un couple d’entiers (a,b) associe le nombre entier :

(a+b)2+3a+b

Cantor(a,b) = 5

Lemme 3.1.1 (). La fonction Cantor : N x N — N qui ¢ un couple d’entiers associe

lentier donné par le polyndme de Cantor est une bijection.

Démonstration (x).

L’énumération décrite par Cantor consiste & parcourir toutes les diagonales du
plaﬁ discret (N x N) joignant (0,a) & (a,0), pour tout entier naturel a, dans le méme
sens (voir par exemple Sierpinski, 2003, p. 47-48). Il n’est pas difficile de constater que

pour tout couple (a,b) d’entiers naturels, le nombre de points dans I'orthant positif du
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Figure 3.1 Enumération de Cantor

plan discret situés strictement sous la diagonale passant par (a,b) est 14+2+---+(a+b) =

(a+b2(g+_b+1). En ajoutant 'abscisse du couple (a,b) & Mw, on obtient le nombre

de couples du plan discret qui ont été « visités » par ’énumération avant d’atteindre
(a,b). Ceci revient & associer a chaque couple du plan discret un nombre naturel unique.

Par conséquent, la fonction

b b+1 b)? b
Cantor(a,b) = (atb)atb+ )+a: (a +b)* + 3a +
2 2
décrit une bijection entre le plan discret et les entiers naturels. [

On peut trés facilement définir des relations diophantiennes permettant de récu-

pérer & partir d'un numéro de Cantor I'un ou Vautre des éléments du couple encodé.

Définition 3.1.1. Soient Elem]l et Elem?2 les fonclions définies sur les entiers naturels

par

Eleml(Cantor(a,b)) = a

Elem2(Cantor(a,b)) = b.
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Ces fonctions sont définies pour tout entier naturel puisque Cantor est une sur-

jection. On peut fournir aisément une définition diophantienne de ces fonctions.

Lemme 3.1.2. On a
a= Eleml(c) & y[la+y)? +3a+y =2 et

b= Elem2(c) & 3z[(x + b)% + 3z + b= 2d.

Ce lemme permet de constater que Eleml et Elem?2 sont diophantiennes. Main-
tenant que nous pouvons encoder et décoder des couples d’entiers naturels avec la nu-
mérotation de Cantor, nous pouvons généraliser le procédé pour des uplets de taille
quelconque. Le numéro de Cantor d’un n-uplet est défini comme suit pour n > 2 :

Cantory(a,a2) = Cantor(a,ap)
Cantorp(ay,...,an) = Cantor(a,Cantor,_1(asz,...,as)).

Notons toutefois qu’il est nécessaire de connaitre le nombre de composantes de 'uplet

encodé pour pouvoir retrouver cet uplet & partir de son numéro de Cantor.

Lemme 3.1.3 (*). Quel que soit n > 2, Cantor, est une bijection.

Démonstration (*). On procede par récurrence sur n.

e Pour n = 2, on a Cantory(ay,as) = Cantor(ay,as), donc Cantors est une bijection

puisque Cantor en est une.

e Pour n > 3, on a Cantory(ay,...,a,) = Cantor(ay,Cantorn_1(ag,...,a,)). Par
hypothese de récurrence Cantor,_, est une bijection. De plus, Cantor est une
bijection. Soient aj,...,an et by,..., b, tels que (a1, ...,a,) # (b1,...,b,). On a

deux possibilités :

- Si(agy...,an) # (ba,...,by), on a alors
Cantorn_i(ag, ..., b,) # Cantor,_1(by,. .., by).
On a donc

Cantor(ay, Cantorn_1(as, ..., a,)) # Cantor(by, Cantor,_1(ba,...,by)).
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- Si(ag,...,an) = (be,...,b,), alors on a nécessairement a; # by, d’olt

Cantor(ay, Cantorn_1(asg,...,an)) # Cantor(by, Cantorp_1(ba, ..., bn)).

Dans tous les cas, si (a1,...,an) # (b1,...,b,), alors
Cantorp(al,...,a,) # Cantorp(by,. .., by).

Cantory, est donc une injection.

Soit ¢ un nombre entier quelconque, alors puisque Cantor est une bijection, il
existe ap et y tels que ¢ = Cantor(a1,y). Par hypothese de récurrence, Cantor,—1
est une bijection, donc il existe as, ..., a, tels que Cantorp—1(ag,...,an) =y. On

a donc

¢ = Cantor(ay, Cantorp_1(az, ... ,an)) = Cantorp(ay, ..., an).

i

Donc, Cantor, est une surjection. Puisque Cantor,, est également une injection,

alors, Cantor,, est une bijection.

Pour étre en mesure d’utiliser la numérotation de Cantor dans un systeme de
contraintes diophantiennes, il faut parvenir a éliminer les coefficients fractionnaires du
polynéme de Cantor. En effet, un polynéme diophantien ne possede que des coefficients
entiers. Le lemme suivant donne un coefficient permettant 'emploi de la numérotation

de Cantor dans un systéme diophantien..

Lemme 3.1.4 (). Pour n > 2, le polynéme Cantory(ai,...,a,) peut étre écrit sous
la forme PQ(;I;’_“,“_QI"—), avec P(ay,...,a,) un polynome & cofficients entiers.

Démonstration (x). On procéde par récurrence sur n.
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e Pourn=2 ona

Cantors(ay,a3) = Cantor(ay,as)
(a1 + a2)2 4+ 3a1 +ay
2

(a1 + a2)? + 3a1 + ao
922-1-1 '

La propriété est vérifiée pour le cas de base.

e Pour n > 3, on a, par définition de Cantory,
Cantorp(a,...,a,) = Cantor(a1, Cantorn_1(ag, ... ,an)).

Par hypothese de récurrence, on peut écrire

P(ag,...,a
Cantorn_l(ag.,. N ,an) = Wz,
ou P(as,...,a,) est un polynéme & coefficients entiers.
On obtient alors, par définition de Cantor,
Cantory(ai,...,a,) = Cantor(a;,Cantor,_1(az,...,a,))
P(ag,...,an)
= Cantor (al, 2271_—2_1”
Play,....an) 2 Plaa,...an
B (M*‘%ﬁ_&—l) )+3a1+%2_a—,)
B 2
2
a? + 241 Pé‘;,?:gff) + (Pg(fiigf;’)) +3a; + —Q—PQ(Z,?:"T;‘)
B 2
P(aa,....,0n Plaz,....0n
_ d43a, Pla..,an) (Elozponly2 . e
- 2 P 2 2
P2%(a3,...,an P(az,....,an
. a% + 3a3 4 P(aa,...,an) 225512271~2(12) 2(;21—2_(1%
B 2 Pl 2 2
B a? +3a4 ra Plag,...,an) N P?(ay,...,a,) N P(ag,...,an)
- 9 1 2271—2_1 2271—1_1 2271—2
2277 =2(a2 4 3ay) + 22?01 P(ag, . .., an) + P(as,. .., an)

g2n—1-1

22" *~1P(qay,. .., an)
02n=1-1
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Puisque P(ag,...,a,) est un polyndme & cofficients entiers, alors P?(as,. .. ,an)
I’est aussi. D’ol,
n—1_ n—2 n—2_
22 2(a%+3a1)+22 a1P(a2,...,an)—l—PQ(ag,...,an)+22 1P(ag,...,an)

est un polyndéme a coefficients entiers.

De ce lemme, on déduit sans difficulté le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.5. 22nCanto7‘n(a1, ..., ay) est un polynéme a coefficients entiers.

Ceci nous permet d'utiliser une définition diophantienne pour caractériser le

m-iéme élément d’un uplet & n éléments encodé par Cantor,,.

Définition 3.1.2. Pour tous entiers naturels n, m, x1, ..., Tn tels que m < n, on

définit la fonction Elemy ,» : N — N comme

Elemy, m(Cantorp(z1,...,%n)) = Tm.

D’apres cette définition, 1l est clair qu’on a

a= Elempm(c) & dz1.. . 2mo1Zma1 .. zp[Cantory(z1, ..., Tm—1,0, Tm+1,- -, Tn) = ¢].

Le probleme ici est que le polynéme Cantor,(z1,...,ZTm-1,8,Tm+1,--.,Zn) €st
un polynéme a coefficients fractionnaires; cette définition de Elem,, ,, n’est donc pas
diophantienne. Pour résoudre ce probleme, il suffit de multiplier chaque cété de 'équa-
tion par 22°. On a alors

a = Elemp m(c)

=4
2n on
Az1 . 1@t - - - 2o[2° Cantorn (21, ..., Tm—1,0, Tma1,- .- Tn) = 27 ¢].
N . PR n
D’aprés le corollaire précédent, 22" Cantorp(z1, ..., Tm-1,8 Tmit,. .. ,Zn) est un poly-

noéme a coefficients entiers; donc Elem,, », est une fonction diophantienne.
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3.2 Codage positionnel

Définition 3.2.1. Soit un uplet quelconque (a1,...,a,). On dit que le triplet (a,b,c)

est un code positionnel de cet uplet si et seulement si :
e b>2,
e c=mn,
e pour tout i compris entre 1 etn, b > a;, et
e a= Z;;l a;bt 7L,
On définit la relation Code(a, b, c) si et seulement si (a,b, c) est un code positionnel.

On appelle a le numéro de code de 'uplet dans la base b. On appelle b la base d’encodage

de I'uplet.

En d’autres termes, on peut dire que I'uplet codé est la représentation en base b
de a. De plus, on peut constater qu'un uplet possede une infinité de codes positionnels,
il suffit de choisir un b suffisamment grand. Cependant, tout triplet (a, b, ¢) n’est pas
nécessairement un code positionnel. En effet, si tout nombre a peut étre représenté de
maniere unique dans une base b > 2 quelconque, cela nécessite tout de méme un nombre

minimal de chiffres. 11 faut que ¢ soit supérieur ou égal & ce minimum.

Lemme 3.2.1 (x). Soient b > 2 et n quelconques. Si pour tout i € {1,...,n}, on a

a; < b, alors 3 a;bt < b

Démonstration (%). Puisque a; < b, alors a; < b — 1. Par conséquent, on a

et < ) (b- 1)
=1 =1
n .
= (b-1)) b
i=1
b —1
= (b-1
(b= 1)7—
= -1

< b
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]
Lemme 3.2.2. Pour tous entiers naturels a, b et ¢, on a
Code(a,b,c) & b>2Aa < b
Démonstration (x). (=) Sion aCode(a,b,c), alors par définition, b > 2eta = ¢ a;6'~! < b°

(d’apres le lemme 3.2.1).

(<) Soient b > 2 et a < b°. On procede par récurrence sur c.

e Pour ¢ =0, on a: b° =1 et puisque a < b¢, alors a = 0. Le triplet (0,5,0) est le
triplet qui code 'uplet vide, on a bien Code(a, b, ¢).
e Pour c=1,0na:b°=beta<b Donc, on a bien a = ab?, et le triplet (a,b,1)

satisfait Code(a, b, c).

e Pour ¢ > 1, par division euclidienne on obtient
_ c—1
a=ab" +r

avec 7 < b1, De plus, on a a. < b, car bb*~! = b° et on sait que a < b°. On a
r < b Let b > 2, donc, par hypothese de récurrence, on déduit que (r,6,¢ — 1)
est un code positionnel et que par conséquent, r = 25;11 a;b*"1, avec a; < b pour

tout ¢ € {1,...,¢ —1}. On a alors

a = adb 47
c—1

= a4 ) ab

=1
c
= E aibi_l
=1

avec a; < b pour tout i € {1,...,¢}. On a donc bien Code(a, b, c).
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Puisque I’exponentiation et la relation d’ordre sont diophantiennes, la relation

Code est diophantienne.

Il serait maintenant commode de posséder une relation diophantienrie qui per-
mette de récupérer un élément d’un uplet & partir du code de cet uplet. La relation

suivante joue ce réle.

Définition 3.2.2. Soit (a,b,c) un code positionnel de l'uplet (ay,...,a;). Soit Elem la

fonction définie par

ag sid<c
Elem(a,b,d) =
0 sinon.
Lemme 3.2.3. Soit (a,b,c) un code positionnel de l'uplet (ay,...,a.). On a alors

e = Elem(a,b,d) & 323y32[(d = z + 1) A (a = zb? + eb® +-y) A (e <b) A (y < b7)].

Démonstration (*). Puisque (a,b,c) est un code positionnel de (ay,...,a.), alors

c
a= E ab !
i=1

avec a; < b pour tout ¢ compris entre 1 et ¢. Soit a; = 0 pour tout i > ¢. On a alors

k

a = Z aibi_l

=1

quel que soit k£ > c.

(=) Soit z = d — 1. Soit z = D7, a;6 717 Soit y = 2471 a;6t7!. Par définition

de Elem, on a e = ag < b. On a alors

c d—1
zb? + eb? + y = ( Z aibi_l—d> b + adbd_1 + Z a1

i=d+1 i=1
c d—1
= Z ab 4+ adb‘i_1 + Zaibi_l
i=d+1 i=1
= a.
Enfin, d’apres le lemme 3.2.1, onay = f:_f a;b? < b%1 = b*. Les conditions sont donc

bien satisfaites et 'implication démontrée.
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(<) Supposons que e = Elem(a,b,d). Par définition, on a

IrFyIzld =2+ 1ha=zb +eb* +yne < bAy < V7.

Donc, x=d—1eton a:

C

Z aibi‘l

i=1
d-1
Zalbl Ty Z ab + agy1b?® + agh??
=1 i=d+2
d—1 c—d—1

Zaibi_l + Z iyar1 b7+ agp1b? + agh? !

i=1 =1
c—d—-1

Z ai+d+1bi+d + (ld.Hbd + adbd_l — zb? — ep?!

i=1
-1

=1

ai+d+1bi+l +agi1b—xb—e+ ad>

zb? +epd 4y

zb® + eb? 1 4y
-1

y= ab’™
i=1
-1

Yy — Z aibz—l.
i=1

Done, y — ZZ La;b1 est divisible par b1, Or, 21 L aib™t < b4 puisque a; < b

pour tout i et y < 6471 On a —b471 < Z 1a1b’ 1y < b4 Par conséquent,

Z lazbz 1 _
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On a donc :
a = zbdpeb® !4y
¢ . d—1 '
Yoab Tt = abpeb®™ ) ap' !
i=1 i=1

d—1 c d—1
Z ab™t + Z ab™t = xbd g ebdt 4 Z ;b
i=1 i=d

=1
C
Z a;b™l = zb? p oepd!
i=d

c
> ab™ et = zb? 4 e’
i=d+1
c—d
Z a:b Tl 4o gub®t = zb? 4 ebd!

2=1

c—d,
adbd—l _ ebd—l — l'bd _ Zaibi+(l_1
i=1
c—d .
¥l ay—e) = b! (a: — Zaibz_1>
i=1
c—d ‘
ag—e = b (a: — Zaibz"1> .
i=1

Donc, ag — e est divisible par b. Or, e < b et ag < b. Donc, —b < a4 — e < b. Dong,
(aq — €) est divisible par b seulement si ag = e. Si d < ¢, alors ay est le d-ieme élément

de l'uplet codé, sinon, ag = 0. On a bien e = Elem(a, b, d). O
L’avantage du codage positionnel est qu’il permet de définir facilement une rela-
tion diophantienne de concaténation sur des codes d’uplet & méme base.

Définition 3.2.3 (x). Pour tous entiers naturels a, ¢, a1, c1, a2, c2 et b, on définit la

relation ConcatFaible comme suit :
ConcatFaible(a,c, a1, 1, a2, ca,b)

=4

Code(ay, b, c1) A Code(aa, byco) Aa = azd® +a; Ac=cj+ co.
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Lemme 3.2.4 (x). Sotent (a1,b,c1) le code de l'uplet (a1,1,...,a1,¢) et (az,b,c2) le code
de l'uplet (ag1,...,a2.,). S1 la relation ConcatFaible(a,c,ay,c1,a2,c2,b) est satisfaite,

alors le triplet (a,b,c) est un code positionnel de l'uplet (a1,1,...,a1,¢,,a2,1,---,02¢,)-

Démonstration (). Par hypothese, a1 = Y01, a1,;6° ! et ag = 52, ag ;b L. De plus,

par hypothese, la relation ConcatFaible(a,c,a1,¢y,a2,co,b) est satisfaite. Donc, on a :

a = a® +a1

c2 C]

= bcl Z ag,ibi_l + Z al,ib"’"l
=1 i=1
c2 C1

— ZGQ,ibCIJri_l + Zal,ibi——l
i=1 =1
co+cl C1

= Z agﬁibj_l + Z allibi_l.
i=cl+1 i=1

Si nous définissons z; = a;; si i est compris entre 1 et ¢; et z; = ag;—, si i est compris
entre ¢; + 1 et ¢ + ¢35, alors on obtient

co+cl

Cl1
a = E ag’ibl_l—‘r‘g allibz_l
i=cl+1 =1
co+cl

Cl
= Z xibi_l + Zﬂiibi_l
1=cl+1 1=1
c1+c2

= Z CEibi—l.

i=1

Par définition d’un code positionnel, (a,b,c¢; + ¢2) code l'uplet
(T1y ey Ty s Teytls - v s Ty e )-

Par substitution des z;, on peut conclure que le triplet (a,b,c; + c2) code I'uplet
(@1,15- -1 01,6,Q2,1y - -+, A2,05)-

Par hypothése, on a ¢ = ¢; + cg, ce qui permet de conclure que (a,b,c) code I'uplet

précédent. 0
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Nous voudrions en fait obtenir une relation Concat qui permette de déterminer
qu’un code positionnel (a,b,c) code un uplet résultant de la concaténation de deux
autres uplets respectivement codés par (a1, by, c1) et (ag, b, ca). L'intérét par rapport
a la relation ConcatFaible est que pour Concat, les bases d’encodage des trois uplets

pourront &tre différentes. Nous aborderons ce point un peu plus loin.

Le codage positionnel est utilisée par Matiiassevitch (1995) pour établir que les co-
efficients binomiaux, la factorielle et I'ensemble des nombres premiers sont diophantiens.
Il est & noter que Julia Robinson (1952) avait établi que ces fonctions sont diophantiennes
exponentielles (donc diophantiennes dans le cas ot ’exponentiation est diophantienne)

sans que le concept de code positionnel soit utilisé.

Lemme 3.2.5. Pour tous entiers naturels n et 1 tels quei < n, on a

c=C! o c=Elem((2" +2)™, 2" +1,i + 1).

Démonstration (*). D'apres la formule du binéme de Newton, on a
n .
b+ = Y Cib'
=0

D’apres la définition d’un codage positionnel, le triplet ((b+1)™,b,n+1) est donc un code
positionnel de 'uplet (CO,CL, ... CP) si b est strictement supérieur & C%,CL, ... CP.
Montrons d’abord que quels que soient n et i tels que 0 <7 < n, on a C? < 2™. Soiemt

n et i quelconques. On a
2" = (1+1)"
n .
- ya
i=0
Par conséquent, on a bien 2™ > C{ pour tout i compris entre 0 et n. Donc, en prenant
b = 2" + 1, on est assuré d’avoir b strictement supérieur & C2,CL ... C™. Donc, si
b=2"+1,letriplet ((b+1)",b,n+1) = ((2"+2)", 2"+ 1,n+ 1) est le code positionnel
de 'uplet (C9,CL,...,C™). Nous pouvons alors définir le coefficient binomial de la fagon

suivante

c=C! e c=Elem((2" +2)", 2" + 1,3 + 1).
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Ce lemme établit bien que le coefficient binomial est diophantien puisqu’expri-
mable grace a un systéme de contraintes diophantiennes. On utilise immédiatement ce

résultat pour établir que la factorielle est diophantienne.

Lemme 3.2.6. Pour tous entiers naturels m et n > (m + 1)™%2, on a

(n)™ div C7F = ml.

La démonstration de ce lemme se base sur I'observation suivante (Matiiassevitch,

1995). Par définition du coefficient binomial, on a

m n!
O = m!(n —m)!
ml n!
’ Cm(n —m)!
ml nn—1)...(n—m+1)

m

m
n—oo
n

11 faut traduire le passage a la limite dans la formalisation diophantienne :

signifie que pour tout m, il existe une valeur z telle que si n > z, alors m! = n™ div CJ".

11 suffit de trouver cette borne z. Au préalable, procédons & ’observation suivante.

Lemme 3.2.7 (). Pour toutm >1, m! < (m+1)™ -1

Démonstration (x). On procéde par récurrence sur m.

Pour m = 2, onam! = 2et (m+1)™ —1 =32 — 1 = 8 La propriété est vérifide.
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Supposons qu’elle reste vraie pour m compris entre 2 et k. Vérifions qu’elle I'est encore

pour m=k+ 1. On a (k + 1)! = (k + 1)k!. Par hypothése de récurrence, on a

(k+ k! < (k4 1)((k + 1)F = 1).

On a alors
(k+1)} = (k+1)K!
< (k—l—l)((k—l—l) -1)
= (k+ DM~ (1+k)
< (k+2H — (1+k)
< (k+2)F -
La propriété est donc vérifiée pour m = k + 1 et pour tout m > 1. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le caractere diophantien de la

factorielle.

Démonstration du lemme 3.2.6 (x). On veut montrer que m! = n™ div CJ* pour tout

n > (m + 1)™*2, c’est-A-dire que
m! = ((m+ 1) 4 k)™ div Cll, | ymez g

pour tout k£ > 0.

0
e Pourm=0,ona0l=1e¢t %ﬂ— =1, la proposition est vérifiée.
1+k

B4k 23+k

e Pourm=1onall=1et % =1, la proposition est vérifiée.
Ch,, 2+k

e Pour m > 1, il s’agit de montrer que

(G 1)(m+2) + fym

= ™m
C(m+1)m+2 +k

<m!+1.
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Ona

((m +1)(m*2) 4 )™ ((m+ 1)+ 4 )™

oy m m+2 !
C’(n~L+1)m+2+k <n~L!((((n~L++11))m+2 f,fl'm)!)

((m + 1)m+2) L Bymml((m 4+ 1)™+2 4 k — m)!
(m+ )™ + &)
ml((m 4 1)(m+2) 4 k)™
(m+ )™ 2+ k). (m+ 12+ k— (m—1))

Puisque m > 1, on a (m + 1)™"2 4 k> (m + 1)™*2 + k — (m — 1). Ceci va nous

permettre d’établir les inégalités souhaitées. On a d’une part

((m + 1)m+2 + k)m B ((m + 1)m+2 + k)m
m o m+2 4k
Clmanymsask m!((((rzfjll))’"“:k—%)!

ml((m+ 1)™2 4 k)™
(m+ 12 +k) . (m+ 12+ k- (m—1))
m!((m + 1)™*2 4 k)™
(m + ™2 1 k). ((m + D)™+ + &)
ml((m + 1)™+2 4+ k)m
((m 4+ 1)m+2 + k)
~ m ((m+ Dl +k>’”

N(m+1)m+2 4k

= mh

On a donc

((m+ )2

pouy 2z
C’(771+1)""H'2+1c

D’autre part, on a

(m+1)"2 4 k—-1>m+ D)2 4k~ (m-1)
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car m > 1, d’ou

(m+1)™2 4+ k)™ (m+1)™2 4+ k)™
m - m41)m+2 4 k)1
C(m+1)m+2+k ﬁ(((m_:ll))mmjlﬁ_n%!

mi((m + 1)™+% 4 g)ym!
(m+ 12+ k—1).. (m+ 1)"2 +k—(m-1))
m!((m+ 1)m+2 + k)m—l

IN

m[((m + 1)m+2 + k)m—l
((m + 17 + k — (m — 1))
3 (m +1)™t2 4 m-1
B m!((m+l)m+2+k—(m—1)> '

On veut montrer que

- (m+ 1)+ + k
N(m+1)m+2 4k —(m—1

m—1
)) <m!+1,

ce qui est équivalent a

< (m+1)"*2 4 k ))m—l

(m+1)m*2 +k—(m—1

1
<l4+ —.
m!

(m+1)m+2+k—(m-1 1

e m—1"
- (m+1)m+?+k)

( (m+1)™+2 4+ & ))m‘l _ (1 1

D’aprés le lemme 2.6.5, on a (1 — )¢ > (1 — £a) pour tout £ > 0 et tout o tel que

O0<a<1 Or
(m—1)
(m+1)m+2

(- i k)m_l > (- )

On obtient alors

(( (m+ 1)™+2 4 k ))m‘l 1

m+1)m2 4k — (m—1

0< <1,

donc, on a

(1- mi—’fﬁﬂﬂ)m_l

1

1 {m~1)2
G R

(m+1)"24+k—(m-1))...(m+1)"*?2+k-(m—1))
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On va maintenant prouver que

1 ) 1
- 1) <l+ m
(m+1)m+H2 4k
Ceci revient & prouver que
1 1
1< —.

m-12 '
R s m'

R e
1= i
1

(m41)m™+2+k 1
(m=1)

Puisque m — 1 < m + 1, alors on a

mA ™24k (n+ )™ 4k ™
| (+m)—1)2+ - (m)+1)2+ = {mr

Donc, on a
1 1

) Tk S (1) =1
D)

Puisque m > 2, alors, d’aprés le lemme 3.2.7, on a m! < (m + 1)™ — 1. Par

conséquent, on a

1 < 1
(m+1)m -1 "ml’
et donc
1 | < 1
m—-1)2 - !
e ™
d’ou
1
. (m-1) <1+ m
(m+1)"+2 1%
On a donc bien
1
ml| ————— | <m!+1.

m—1)2
1‘@1)—"‘%@
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Ceci permet de conclure que

((m+ 1)m+2 + k.)m

<m!+ 1.
C(Tn+1)m+2+k
On a donc établi les inégalités
+1 m+2 Lym
mi < L — )™+ k) <ml+1,
Clmt1ym+2k

ce qui permet, d’affirmer que
((m + 1)m+2 + k)™ div C(Tn+1)m+2+k = ml.

O

Ce résultat révele que la factorielle est diophantienne puisque pouvant étre définie
par une expression diophantienne. Ce résultat va maintenant nous servir & prouver que

Pensemble des entiers naturels premiers est diophantien.

Définition 3.2.4. Pour tout entier naturel n, on définit la relation suivante : Prime(n)

si et seulement simn est premier.

Lemme 3.2.8. Pour tout entier naturel n, on a Prime(n) < pged(n,(n —1)!) = 1.

Démonstration (). Un nombre est premier si et seulement s’1] n’est divisible que par
1 et par lui-méme. Un nombre entier positif ne peut étre divisé que par un nombre
entier positif qui lui est inférieur ou égal. Par conséquent, un nombre entier positif n est
premier si et seulement si aucun nombre entier positif inférieur ou égal & n ne divise n.
D’ou n est premier si et seulement si n et (n — 1)! ne possédent aucun diviseur commun,
c’est-a-dire si et seulement si pged(n,(n — 1)) = 1. Le prédicat Prime(n) peut étre
défini par

Prime(n) < pged(n,(n — 1)) = 1.

0

Puisque le pged et la factorielle sont diophantiens et que la composition de fonc-
tions diophantiennes est diophantienne, I'ensemble des nombres premiers est bien dio-

phantien.
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3.3 Comparer les uplets

L’objectif est maintenant de se munir d’outils diophantiens permettant de com-

parer des uplets en ne considérant que leurs codes.

On souhaite essentiellement pcuvoir déterminer que deux codes positionnels codent

le méme uplet (on dit alors qu’ils sont équivalents).

Définition 3.3.1. La relation Equal(ai, b1, c1,a2,bs,ca) est satisfaite si et seulement

st (a1,b1,c¢1) et (ag,ba, o) sont des codes positionnels équivalents.

Nous utiliserons également les relations NotGreater et Small définies comme suit

Définition 3.3.2. Pour tous entiers naturels ay, by, as et by, on définit la relation

NotGreater par

NotGreater(ay, b1, az,ba) & Vk[Blem(ai, by, k) < Elem(as, bz, k)].

La relation NotGreater permet de vérifier que tout élément de I'uplet codé par

(a1, b1, k) est inférieur ou égal a I’élément correspondant de 'uplet codé par (ao, bo, k).

Définition 3.3.3. Pour tous entiers naturels a1, b1, ao et by, on définit la relation
Small par
Small(a,b,c,e) & Code(a,b,c) AVk[Elem(a, b, k) < e].

La relation Small permet de vérifier que tout élément de I'uplet codé par (a, b, c)

est inférieur ou égal 4 e.

Nous allons montrer que les trois relations Equal, NotGreater et Small sont
diophantiennes. Pour ce faire, nous allons définir des relations plus fortes PNotGreater et
PSmall qui sont satisfaites respectivement lorsque NotGreater et Small sont satisfaites

et que la base d’encodage b est un nombre premier. En utilisant ces deux nouvelles
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relations, nous prouverons que Fqual est diophantienne puis que NotGreater et Small

sont diophantiennes.

Définition 3.3.4. Pour tous entiers naturels a1, az et b, on définit la relation PNotGreater
par

PNotGreater(ai,az, b) < Prime(b) A NotGreater(ay,b,as,b).

Démontrons pour commencer une propriété simple de cette relation.

Lemme 3.3.1 (x). Soient (a1,b,c1) et (az,b,c2) des codes positionnels des uplets (a1 1,...,a1,,)

et (ag1,...,a2,c,). Si NotGreater(ai,b,a,b) est vérifide, alors a1 < as.

Démonstration (). On a
C] ] )
ar =) ayb"t =" Elem(a1, by, i)t
i=1 i>1
et

C2
a9 = Zag,ibi_l = ZElem(ag,bg,i)bi_l.
i=1

i>1

Puisque NotGreater(ay, b, as,b) est satisfaite, on a

Vi > 1[Elem(ay,b,1) < Elem(as,b,1)].

D’ou
ay —a; = ZElem(ag, b )bt — ZElem(al,b,i)bi_l
i>1 i>1
= ) (Blem(as, by, i) — Elem(as, by, 1))b !
i>1
> 0.
Donc, ag > ay. O

D’apres la définition de PNotGreater, si PNotGreater(a1,as, b) est satisfaite, alors

NotGreater(ay, b, as, b) est satisfaite et donc a; < as.
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Lemme 3.3.2.
PNotGreater(a1,az,b) < Prime(b) Ab{Cgl.

Démonstration (x). Soient (aj,b,c1) et (az,b,cy) les codes positionnels des uplets
(a11,.--,01¢) €t (ag1,...,02¢). Pour tout ¢ > ¢1, on définit a;; = 0. Pour tout
i > ¢g, on définit ag; = 0.
(=) Par définition, PNotGreater (a1, az, b) implique Prime(b) et NotGreater(a1, b, az,b).
On a donc, pour tout entier naturel i > 1, a1; < ag;, d’ou il existe k; > 0 tel que
az; = a1; + ki, avec k; < ag; < b.
Soit k=35, kib'™'. On a

ap+k = Z(al,i + k)bt

1>1

= ) agb!
i>1
= as.

Pour additionner a; et k en base b, on n’a pas besoin d’utiliser de retenue, puisque
quel que soit 7 > 0, ag; < b par définition d'un code positionnel. Donc, d’aprés le théo-
réme de Kummer (voir 1.1.4), 'exposant de b dans la décomposition de Cg! = Cpt
en produit de facteurs premiers est 0. Ceci implique que b ne divise pas Cg}. On a donc

PNotGreater (a1, az,b) = Prime(b) Ab{ Cah.

(<) On a Prime(b) A b1 Cgl. On sait que b ne divise pas Cg)

a2’

donc Cgl # 0. Or,
par définition du coefficient binomial, si a1 > ag, alors Cg} = 0. Donc, on a a1 < as.
Soit k tel que az = a1 +ket k=), kb1 avec quel que soit i > 1, 0 < k; < b.

On a

§ : i—1
ay = al,ib

i>1
k= kb
i>1
d’ol

ag=a1+k= Z(al,i + ki)bi_l.

i1
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On sait que b { Cgl, ce qui implique que I'exposant de b dans la décomposition en
facteurs premiers de Cg! est 0; donc d’apres le théoreme de Kummer, le nombre de
retenues nécessaires pour additionner ay et £ en base b est 0, ce qui implique que quel
que soit i > 0, a1; + k; < b. Par unicité de la représentation d’un nombre dans une base
b, on a nécessairement ap; = ay; + k; pour tout i > 1. Donc, pour tout ¢ > 1, on a

a2 2> a1 On a donc NotGreater(as,b, ap,b). O

Définition 3.3.5. Pour tous entiers naturels a, b, ¢ et e, on définit la fonction PSmall

comme sutl :

PSmall(a,b,c,e) & Prime(b) A Small(a, b, c,e).

Définition 3.3.6. Pour tous entiers naturels p, q et v, on définit la fonction Repeat

comme suit :

g -1
Repeat(p,q,7) =p- P

Lemme 3.3.3. Soient p et g des entiers naturels tels que p < g, alors (Repeat(p,q,7),q,7)
est le code positionnel du r-uplet (p,...,p).

Démonstration (x).
g -1
g-—1

r—1 '
= py ¢

i=0

T

= py ¢’
i=1

T
= Y pdt
=1

Par définition d'un code positionnel, on constate que la propriété est vraie. O

Repeat(p,q,7) = p

Lemme 3.3.4. Pour tous entiers naturels a, b, c et e, on a

PSmall(a,b,c,e)
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=4

Prime(b) A [e > bV PNotGreater(a, Repeat(e, b, c), b)].

Démonstration. (=) Supposons que PSmall(a, b, c,e) soit vérifiée. On a alors Prime(b)
et Small(a,b,c,e) par définition de PSmall. Puisqu'on a Small(a, b, c,e), alors par défi-
nition de Small, on a Vk[Elem(a, b, k) < e]. On veut maintenant vérifier que I'expression

[e > bV PNotGreater(a, Repeat(e, b, c),b)] est vraie si PSmall(a,b,c,e) est vraie.
e Sie > b, alors I'expression est vraie.

e Sie < b, alors d’apreés le lemme 3.3.3, (Repeat(e, b, c),b,c) est le code positionnel
du c-uplet dont tous les composants valent e. Or, puisque Vk[Flem(a,b, k) < €,
on a Yk[Elem(a,b,k) < Elem(Repeat(e, b,c),b, k)| car (Repeat(e,b,c),b,c) est le
code d’un uplet ne contenant que le nombre e. De plus, la relation Prime(b) est
satisfaite, ce qui permet de conclure, par définition de PNotGreater, que la relation

PNotGreater(a, Repeat(e, b, c),b) est satisfaite.

Dans tous les cas, I'expression [e > bV PNotGreater(a, Repeat(e, b, c), b)] -est satisfaite.

Enfin, par définition de PSmall, Code(a,b,c) est également satisfaite.

(<) Supposons quc les rclations Prime(b), [e > bV PNotGreater(a, Repeat(e, b, c), b)]

et Code(a, b, c) soient vérifiées.

e Si PNotGreater(a, Repeat(e, b, c),b) est vérifiée, par définition on a

Vk[Elem(a,b, k) < Elem(Repeat(e, b, c), b, k].

Or (Repeat(e, b, c), b, ¢) est le code d’un uplet ne contenant que le nombre e, done
on a Vk[Elem(Repeat(e, b, k),b,c) < k], puisque Flem(Repeat(e, b, k),b,c =0 ou
e. Par définition, on a Small(a,b,c,e) et puisqu'on a également Prime(b), on a,

par définition, PSmall(a, b, ¢, e).

o Si PNotGreater(a, Repeat(e, b, c),b) n’est pas vérifiée, alors on a nécessairement

e > b. Puisque (a,b,c) est un code positionnel, alors Vk[Elem(a,b, k) < b]. On a
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donc Vkle > b > Elem(a,b, k)], d'ou Vk[e > Elem(a,b, k)]. Puisqu’en plus on a
Prime(b) et Code(a,b,c), on obtient par définition PSmall(a,b,c,e).

Dans tous les cas, I'implication est vérifiée. L’équivalence est donc établie. O

Le lemme précédent nous permet d’affirmer que PSmall est diophantienne puisque

PNotGreater, Prime et Code le sont.
La proposition suivante sera utile dans la démonstration a venir.

Lemme 3.3.5 (). Soient a, b et n des entiers naturels tels que a # b.

Alors a™ — b™ est dwvisible par a — b.

Démonstration (*). 11 suffit de constater que

(a _ b) (Z aibn—i> — aTL-f—l _ bn+1.

i=0

a

Lemme 3.3.6. Soient by, ¢1, az, b, co tels que PSmall(as, b, co,b1 — 1), ¢; = c2 et
b + by < by sotent vérifiées. Alors il n'eziste qu’une valeur ay qui satisfasse C'ode(ay, by, ¢y)
et a1 = as (mod by — by). Cette valeur de a1 est telle que (a1, b1,c1) et (as, b, c2) sont

des codes positionnels du méme uplet.

Démonstration (*). Montrons dans un premier temps que a; existe toujours. Puis-
qu'on a PSmall(ag, bz, c2,b1 — 1), alors par définition, on sait que (agz,be,cz) est un
code positionnel. Soit (ag,1,...,a2,) 'uplet codé par (ag, ba, ¢2). De plus, puisqu’on a

PSmall{ag, by, c2,b1 — 1), alors par définition Vk[ag x < by — 1]. Soit

c2 Ci

§ : i—1 § : i—1
a) = ag,ibl = ag,ibl .

=1 =1

On a bien, par définition d’un code positionnel, que (a1, b1, ¢1) est un code positionnel.

De plus, a; est le code positionnel de I'uplet (a2,1,...,02.,), ¢’est & dire I'uplet codé par
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(ag,ba,¢2). On a alors
Cl
as —a) = Zagyi(bé_l - bﬁ_l).
i=1
D’apres le lemme 3.3.5, b — b} est divisible par b2 — b1 quel que soit n > 0. On a donc

as — ay divisible par by — b1. Done, a; = ag (mod by — by). 1l existe bien une valeur de

a telle que Code(ay, by, c1) et a1 = ap (mod by — by) soient vérifiées.

Montrons maintenant que cette solution est unique. Soit a; satisfaisant Code(ay, by, ¢1)
et ) = ay (mod by —b1). Soit @'y satisfaisant Code(d’1,b1,¢1) et a’1 = az (mod by —by).

Par définition de Code, on a

C
a; < bll

a/1 < bil.
Or, puisque b]" + b1 < by, on obtient
by — by > b5 > q
by — by > b9 > d.

On a donc
—(by — b)) < ay —a'y <by—by.
De plus, nous avons
ap = ap (mod by —by)
et a1 = ay (mod by — by),
ce qui signifie que (by — by) divise a; — as et a’y — ap. 1l existe donc k > 0 et k' > 0 tels
que
ar—ay = k(by—by)
et dy—ay = K(by—by),
d’ou
a; —a'y = (k—K)(ba— by).
Donc, a; — a'y est divisible par by — b1 (qui est différent de 0 puisque ' + by < by).
Or, on a —(by — b1) < a3 —a’y < by — by. Donc, on a nécessairement a; — a’y = 0, d’or

a1 = a'1. Dong, §'il existe une solution, cette solution est unique. |
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Nous allons maintenant introduire une nouvelle relation Eq telle que si Fq est
satisfaite, alors Fqual est satisfaite. L’avantage de Fq est qu’elle peut étre définie dans
la formalisation diophantienne. Nous redéfinirons alors Fqual par rapport a Eq et nous

obtiendrons une formalisation diophantienne de Equal.

Définition 3.3.7. Pour tous entiers naturels ai, b1, ¢1, az, b et ¢cp, on a

Eq(a1,b1,¢1,a2,b3,c2) & Code(ar,br,c1) A Code(az, by, c2) Aer = co
A PSmall(ag.,bg,cQ,bl - 1) A b? + b1 < by

Aa;=ap (mod by — by).

D’apreés le lemme 3.3.6, si a1, b1, ¢, a9, bo, co satisfont Eq{aj, by, c1,az,b2,co),
alors (aq,b1,c1) et (ag, by, c2) sont des codes positionnels d’un méme uplet. On a donc
Eq(a1,b1,c1,a2,b2,¢2) = Equal(ay, by, c1,a2,by, c2)

Des lors, il est facile de fournir une définition diophantienne du prédicat Equal.
Lemme 3.3.7. Pour tous entiers naturels aq, by, c1, a, by et ¢y, on a

Equal(ab b17 Claa25b2) c?) e HIEQEZ[EQ(O':U bl) c1,T,Y, Z) A Eq(a27 b?acanay>ZH'

Démonstration (x). (=) Si Equal(a,bi,c1,az,bs, c) est satisfaite, alors (a1, b1,c1) et
(ag,bq, c2) sont des codes positionnels du méme uplet (zy,...,2,), avec n = ¢; = ca.

Solent z, y et z tels que soient satisfaites les conditions

Prime(y) Ay > b7 + b1 Ay > b2 + by

Notons qu’il est toujours possible de trouver un y satisfaisant les conditions ci-dessus
dans la mesure ou il existe une infinité de nombres premiers. Par définition de Equal,

on a Code(ai,bi,c1) et Code{ag, by, o). On a donc Vklzk < by Az < ba] et puisque
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y > by et y > by, alors Vk[zx < y]. De plus, 2 = n. Donc, par définition d’un code
positionnel, Code(z,y, z) est satisfaite. Puisque y est premier, on a alors, par définition,

PSmall(z,y,2,b; — 1) et PSmall{z,y,2,bs — 1). Enfin, on a

n n n
ag—z =Y b =Y ay =D e -y
i=1 i=1 i=1
et
n n n
ay—z = inbghl - inyl_l :-Z z; (bt — )
=1 1=1 7=1

D’ou, d’apres le lemme 3.3.5, a; — = et ag — = sont respectivement divisibles par b; —y
et by —y. On a donc

ag =z (mody—bp) et
ay =z (mody — by).
On a dong, par définition de la relation Fq
Eqlai,by,c1,7,9,2) et

EQ(G'vaQaC?)zayaz)'

Donc,

Equal(ay,bi,c1,a,be, co) = FzIy3z[Fgla1, b1, c1,z,v, 2) A Eqlag, be, co, 2,9, 2)].

(<) Sl existe z, y et z tels que Fqlaj, by, c1,2,y,2) et Egqlag, b, co,z,y,2) sont sa-
tisfaites, alors d’aprés le lemme 3.3.6, (a1, b1,¢1) et (z,y, z) sont des codes positionnels
d’un méme uplet et (az, by, c2) et (2, vy, 2) sont des codes positionnels d’un méme uplet.
Donc, (a1,b1,¢1) et (ag, b2, co) sont des codes positionnels d’'un méme uplet et par défi-

nition, la relation Equal(ai, b1, c1,a9,bs,co) est satisfaite. |

Ce lemme nous permet d’affirmer que la relation Fqual est diophantienne dans la
mesure ou la relation Fq est diophantienne. En utilisant ce fait, nous pouvons prouver
que les relations NotGreater et Small sont également diophantiennes : il suffit d’utiliser
Fqual pour changer les bases d’encodage des uplets afin d’obtenir des codes positionnels

dont la base est premiere.



95

Lemme 3.3.8.
NotGreater(a, b1, az, b2)

=4

Jz13z9TyIz|Equal(ay, b1, 2,21, y, 2) A Equal(ag, ba, z, x2,y, 2) A PNotGreater(z1,z2,v)].

Démonstration (x). (=) Supposons que NotGreater(ay,b1,as,by) soit satisfaite. Soit
k tel que (a1, b1, k) et (as, b, k) solent des codes positionnels. Soient (uq,...,ux) et
(v1,...,vk) les uplets respectivement codés par (a1, b1, k) et (az, by, k). Soit y un nombre
premier tel que y > by et y > by. Soit z7 tel que (z1,y,2) soit un code positionnel
de (uy,...,us). Soit zo tel que (z2,y,2) soit un code positionnel de (uy,...,v;). On
a, par définition Fqual(ai,by, z,x1,y,2) et Equal(as, bo, z, 22,7y, z). De plus; puisque
NotGreater(ay, by, ag, ba) est satisfaite, on a Vk[u, < vi]. Puisque y est premier, on a

par définition PNotGreater(z1,22,Y).

(<) Supposons qu'il existe z1, z9, ¥ et z tels que soient satisfaites
Equal(alabl)z)xlay: Z)

Equal(ag, by, 2, 29,9, 2) et
PNotGreater(z1,z2,Y).

Alors, par définition, (a1,b1, 2) et (z1,y, z) sont des codes positionnels du méme uplet
(u1,...,uz) et (ag, b2, 2) ct (z2,y, 2) sont des codes positionnels du méme uplet (vq, ..., v;).
De plus, puisque PNotGreater(xi,zo,y) est satisfaite alors par définition
NotGreater(z1,y, Z2,y) est satisfaite. Or puisque d’une part (21, v, 2) et (a1, by, 2) codent,
le méme uplet et que d’autre part (x2,y,2) et (asz,b2,2) codent le méme uplet,

alors on a NotGreater(ay, b1, ag, bs). O

Puisque Equal et PNotGreater sont diophantiennes, alors la relation NotGreater

est diophantienne.

Lemme 3.3.9. Small(a,b, ¢, e) < JzIy[Equal(a,b, c,x,y,¢c) A PSmall(z,y,c, e)]
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Démonstration (x). (=) Supposons que Small(a,b,c,e) soit satisfaite. Par définition,
(a,b,c) est un code. Soit (u1,...,u.) l'uplet codé par (a,b,c). Soit y un nombre pre-
mier strictement supérieur & b. Soit z tel que (z,y,c¢) soit un code positionnel de
(u1,...,uc). Par définition, on a Equal(a, b, ¢, z,y,¢). Donc puisqu’on a Small(a, b, ¢, €),
on a forcément Small(z,y,c,e). De plus, puisque y est premier, on a par définition

PSmall(z,y,c,€).

(<) Supposons que Equal(a,b, ¢, z,y,c) et PSmall(z,y,c,e) soient satisfaites. Cela im-
plique que (a, b, ¢) et (z,y,c) sont des codes positionnels du méme uplet (uy, ..., uc). De
plus, PSmall(z,y,c,e) est satisfaite, ce qui implique que Vk[uy < e]. Puisque (a, b, c)
est un code positionnel de (u1,...,ux), alors par définition, Small(a,b,c,e) est satis-

5

faite. O

Puisque Equal et PSmall sont diophantiennes, alors Small est diophantienne.
Nous achevons ce chapitre en définissant la relation de concaténation en termes dio-

phantiens.

Définition 3.3.8. Soient {(aj,b1,c1) et (az,ba,c) des codes positionnels des uplets

(@11,..-,81¢) et (az1,--.,02¢,). La relation Concat(a,b,c,a1,b1,c1,0a2,b2,¢2) est sa-
tisfaite  si et  seulement s (a,b,c) est un  code  positionnel
de 'uplet (al,l, cey 06,0215 - ,ag‘cz).

Maintenant, prouvons que cette définition peut étre reformulée en termes dio-

phantiens.

Lemme 3.3.10.

Concat(a,b,c,a1,b1,c1,a02,b2,¢2)
&=
Jz3zo[Fqual(ay, by, c1,21, b, ¢1) A Equal({ag, ba, co, 29,b, ¢2)

NConcatFaible(a,c, 21, ¢1, 22, c2, b))
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Démonstration (x). (=) Si Concat(a,b,c,a1,b1,c1,az,ba, cz) est satisfaite, alors, par dé-

finition, (a1,b1,c¢1) et (a9, be,c2) sont des codes positionnels d’uplets (a1 1,...,a1,,,) €t
(ag1,...,a2¢,). De plus, (a,b,c) est un code positionnel d'un uplet
(@11,...,Q1,¢,,02,1,- -, 02,,). Par définition d’un code positionnel, on a

Vi > 1[b >a1; Ab> ag)i].

Solent

<1
T = Zalﬂ'bl_l et
i=1

C2
Ty = E agyibl_l.
=1

Par définition d’un code positionnel, on a (z1,b,¢1) et (z2,b,¢cs) des codes positionnels
des uplets (a1,1,...,01,¢,) et (az1,- -, a2, ) respectivement. Par définition de Equal, les
relations Equal(ay,by,c1,21,b,¢1) et Equal(ag, ba, co,x2,b,co) sont satisfaites. Puisque
Concat(a, b, c,a1,b1,c1,a9,bs,co) est satisfaite et que (a, b, ¢) est le code positionnel de
I'uplet formé par la concaténation des uplets codés par (z1,b,¢1) et (z2,b,¢2), alors

ConcatFaible(a,c,x1,¢1,29,c2) est satisfaite par définition.

(<) Soient z; et z3 tels que
Equal(ay,by, 1,71, b, ¢1),

Equal(ag,by, cz, 2, b, c2),
ConcatFaible(a, b, z1,c1,29,¢2)

soient satisfaites. Par définition de Equal, (a1, b1, c1) et (z1,b,¢1) sont des codes posi-
tionnels d’un méme uplet (a1,1,-..,01,¢,), et (ag,b2,¢2) et xa,b, ¢z sont des codes posi-
tionnels d’un méme uplet (az1,...,as.,). Par définition de ConcatFaible, (a,b,c) est
un code positionnel de I'uplet issu de la concaténation des uplets codés par (z1, b, ¢1) et
(z2,b,c9), donc codés par (a1, b1, 1) et (as, ba, o).

Par définition, la relation Concat(a,b,c,aq,b1,c1,a2,bs,co) est satisfaite. O
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Pour simplifier les notations, on utilisera I'opérateur + pour désigner la concaté-
nation d’uplets codés. Ainsi, dans 'équation (a,b,c1 + ¢2) = (a1,b,¢1) + (ag,b,c2),
(a,b,c1 +¢2) est le code positionnel de 'uplet formé par concaténation des uplets codés

par (a1,b,c1) et (azg, b, cz).

Le code positionnel que nous avons présenté dans ce chapitre est un élément
central dans les démonstrations qui vont suivre. Il permet d’encoder un grand nombre
d’objets mathématiques dans un triplet d’entiers naturels. Son utilisation peut é&tre
relativement triviale comme nous le verrons au chapitre 5, ou il sert & encoder de simples
uplets dans un format plus concis, ou plus complexe comme nous le verrons au chapitre
4, ou il servira & encoder des polynémes. Dans tous les cas, la puissance de ce codage
réside dans la possibilité d’agir sur le contenu de I'uplet encodé sans avoir & décoder au

préalable le triplet qui constitue le code positionnel.



CHAPITRE IV

EQUATIONS DIOPHANTIENNES UNIVERSELLES ET
ENSEMBLES NON CO-DIOPHANTIENS

Nous allons maintenant étudier I'existence d’équations diophantiennes spéciales,
les équations diophantiennes universelles, capables de simuler le comportement d’autres
équations diophantiennes. De existence de telles équations, Matiiassevitch (1995) dé-
duit D'existence d’ensembles diophantiens dont le complémentaire n’est pas diophan-
tien (ensembles non co-diophantiens). 11 est intéressant de noter qu’historiquement,
I'existence d’ensembles non co-diophantiens a été établie avant celle d’équations dio-
phantiennes universelles. En effet, Davis (1953) prouve P’existence d’ensembles non co-
diophantiens en se basant sur I’existence de problemes indécidables. 11 faut toutefois
attendre 1970 et la résolution du dixiéme probléeme par Matiiassevitch pour que de-
vienne évidente l'existence d’équations diophantiennes universelles. En établissant que
les ensembles semi-décidables sont diophantiens, 'existence de machines de Turing uni-
verselles, capables de simuler toute machine de Turing, entraine 'existence d’équations
diophantiennes capables de « simuler » toute équation diophantienne. Matiiassevitch
(1995) bouscule quelque peu la chronologie des découvertes pour offrir au lecteur une

preuve plus simple & comprendre.

4.1 Définition

Définition 4.1.1. Soit une équation diophantienne de la forme :

U(ala-'-aanakla---akfayl)-'-ayw) =0.
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On appelle ay,...,a, des parametres d'individu. On appelle ki, ..., k¢ des parametres

de code. Cette équation est dite universelle si et seulement si quelle que soit I’équation

diophantienne

D(ay,-..,an,21,...,Zm) =0
il existe kf’,...,ng tels que quels que soient aj,...,an, tl existe yi,...,Yy tels que
Ulal,. .- an, kP, ... ,k?,yl, oo Uw) = 0 st et seulement st il existe Tq,..., Ty, tels que
D(ay,...,0n,Z1,...,Tm) =0.

En d’autres termes, une équation diophantienne universelle 4 n parametres d’in-
dividu est capable de représenter le méme ensemble diophantien qu'une quelconque
équation diophantienne a n paramétres. Il suffit pour cela de trouver les parametres de

code appropriés.

4.2 Propriétés des équations diophantiennes universelles

Jusqu’ici nous avons défini ce qu’est une équation universelle diophantienne sans
prouver qu'une telle équation existe. Nous verrons qu’en fait, il est suffisant de prouver
qu’il existe une équation universelle & un parametre d’individu pour garantir que pour

tout nombre de parameétres d’individu, il existe une équation diophantienne universelle.

Pour commencer, constatons que toute équation universelle & ¢ paramétres de
code permet de créer une équation universelle & un seul paramétre de code moyennant

une augmentation du nombre de variables.

Lemme 4.2.1. SoitU(as,...,an, k1, ke, Y1, .-+, Yw) = 0 une équation diophantiennc
unverselle, ot ay,. . .,a, sont des paramétres d’individu, k1, ..., k¢ sont des paramétres
de code et yy,...,Yn sont des inconnues. Alors, il existe une équation diophantienne
unwverselle U'(ay, ..., an, k, k1, ..., ke, y1, .. Yw) = 0 0% ay, ..., a, sont des paramétres

dindividu, k est un paramétre de code et ki,...,kg, Y1, -, Y SONL des inconnues.
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Démonstration. Définissons U’. Soit :

U/(a17"'aanakaklv"'7keayla---ay‘w) = Uz(ala"'aanaklt---akevyla"'vy’u))
+(k — 2% Cantore(ky, . . ., ke))2.

Soit D(a1,...,an,Z1,...,Zm) = 0 une équation diophantienne quelconque.

Puisque U est universelle, alors, par définition, il existe k¥, ... ,keD tels que :

Val,...,an[ﬂyl,...,yw[U(al,...,an,le,...,k?,yl,...,yw) =0].
f=4
3z1,...,2m[D(a,...,an, 21, ..., Tm) = 0]].

Soit kP = 22e0antor(k1D, e ,k?). Solent ay,...,a, quelconques. On souhaite démon-

trer qu’il existe des entiers naturels k1, ... ,ke,y1,. .., Y tels que
Ulaly - san,k k1, .. ke, y1y - %) = 0
si et seulement s’il existe des entiers naturels z1,..., %, tels que

D(al,...,an,xl,...,xm) =0.

(=) S'il existe k1,..., ke, y1,- .., Y tels que
U/(alu"')an)kDak‘la"'akeayla"'vy’w) = 0)

alors nécessairement, k1, . .., ks sont tels que k2 = 22€Cantor(k1, ..., kg). Or puisque la

fonction Cantor est bijective, on a: ky =kP ... k= k,?. D’autre part, on a forcément
Ulats .. san ki, ke Yy hw) = U@, yam, K20 kP u1, - 0w) =0
Or, par définition de kP, ... ,k,?, s'il existe y1, ..., Yy tels que

U(al,...,an,kfj,...,k?,yl,...,yw) =0,
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alors il existe z1,...,Zm tels que
D(ai,...,an,Z1,...,Zm) =0.
Pour résumer, s’il existe ky, ..., ke, y1,. .-, Y tels que

U/(ala"'aan)k)kla"'7k€7yl)'" )y’w) :0)
alors il existe z1,...,2, tels que
D(al,...

Ay L1,y Ty ) = 0.

Prouvons maintenant I'implication réciproque.
p

(<) S’il existe x1, ..., 2T, tels que
D(ai,...,an,21,...,Zm) =0,
alors, par définition de kP, ..., kP, il existe y1,..., % tels que

U(al,...,an,le,...,kf,yl,...,yw) =0.
Or, puisque kP = QQ[Cantor(kf’,. .., kP), par définition de U’, on a :

U’(al,...,an,kD,kf),...,keD,yl,...,yw) =0

Nous allons maintenant montrer qu’a partir d’une équation diophantienne uni-
verselle donnée & un parametre d’individu, un parametre de code et M inconnues, il est
possible de créer des équations diophantiennes universelles & un nombre quelconque de
parametres d’individu, un parameétre de code et M inconnues. En d’autres termes, le
nombre d’inconnues n’augmente pas lorsque le nombre de parametres d’individu aug-

mente.

Lemme 4.2.2. S’il existe une équation diophantienne universelle & un paramétre d'in-
dividu et un paramétre de code, alors il existe une constante M telle que pour tout n, il
existe une équation diophantienne universelle a n paramétres d’individu, un parameétre

de code et M inconnues.
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Démonstration. Soit Ui(a,k,y1, ..., %) une équation diophantienne universelle quel-
conque 4 un parametre d’individu et un parametre de code. Soit M = w. Définissons

maintenant U, de la maniére suivante :
Un(ala v >an7kay1> v 7yM) = U1(22nCantor(a1, v -,an), k;l/l, ERR ayl\/[)-

Nous allons montrer que Uy(ay,...,an, k,91,-..,ym) = 0 est une équation diophan-
tienne universelle & n parameétres d'individus, un parameétre de code et M inconnues.
Soit
D(ai,...,an,Z1y...,Zm) =0

une équation diophantienne quelconque. Soit
D'( = D¥( )+ (a—2""Cant ))?

Ay 21y s 20, Tye e ey L) = 21y 20y L1y Tm) +(a antor(z1,...,2,))".
11 s’agit 1a d’une équation diophantienne & un parameétre d’individu.

Puisque U, est universelle, il existe kL tel que, quel que soit a
q

Hyl;"' aEyIV[[Ul(G/;kDayla"'ayl\/[) = 0]

=4
!
3z1,..., 320, 321, ..., T [D(a, 21, . 20, T, - Tm) = 0]
Done, quels que soient les entiers naturels ai,...,a,

Ay, ..., HyM[Ul(22nC'antor(a1, . ,an),kD, Y1y ym) = (]

=4
321,...,32,, 321, ..., Jz,[D/(22 Cantor(ay, ..., an), 21, . ., Zn, Ty - - -, Zm) = 0.
Sl existe z1,...,2n,21,...,Zm tels que
D'(2%" Cantor(ay,...,an), 21y .-+ » 20y T1y -+ v Tm)
=D%z1,...,2n,Z1,. .., &m) + (22 Cantor(ay, ... ,an) — 22" Cantor(zy, ..., 2))%* =0,

alors, on a nécessairement

D(Z],...,Zn,$1,...,$m> =0et
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22" Cantor(ay, ..., an) = 22 Cantor(z1, ...

Puisque Cantor est une bijection, on a forcément z; = ay, ...

qu’il existe des entiers naturels zq, ..., z,, tels que
D{(ay,...,0n, 21, .., Zm) = 0.
Dong, §’il existe des entiers naturels ¥y, ..., ¥» tels que

>Zn)-

, Zn, = Qn. De plus, on sait

U1(2%" Cantor(as,...,an), k2, v1, ... ,ym) = 0,

alors il existe x1,...,Z,, tels que
D(ay,...,an,Z1,...,Zm) =0.

On a donc prouvé que pour toute équation diophantienne
D(ai,...,an,Z1,...,Tm) =0

il existe k tel que quels que soient les entiers naturels aq, . ..

Hyl,...,HyM[Ul(QQnCantor(al,...,an),k,yl, .

=14
El:z:la"'>E|xm[D(a1)---1an71:1)"')1:m)

Or, par définition,

Ul(QQnCantor(al, sy @), koyn, M) = Unlag, - -

Ceci nous permet de conclure que

Un<a1,... ,an,k,yl,...,yM) =0

est bien une équation diophantienne universelle.

y An

, M) = 0]

aan)k,yla"'ayM)'

Nous avons donc montré comment, a partir d’une équation diophantienne uni-

verselle & un parameétre d’individu, un parametre de code et M inconnues, on peut
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construire une équation diophantienne universelle & n parametres d'individu, un para-

metre de code et M inconnues.

Non seulement nous savons maintenant que le nombre d’inconnues n'augmente
pas nécessairement avec le nombre de parametres d’individu, mais en plus, pour prouver
I'existence d’équations diophantiennes universelles & n parametres d’individu pour tout
n, il ne reste plus qu’a montrer I'existence d’une équation diophantienne universelle a

un parametre d’individu. Nous allons nous y attacher dans les prochaines sections.

4.3 Codes d’équations

Nous allons définir dans cette section une maniere de coder toutes les informa-
tions concernant une équation diophantienne dans un sextuplet (b,cr,cg,d, e, f). Pour

commencer, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3.1 (x). Soit ay,...,an des entiers naturels quelconques. Soitd =aj; +---+

am. On a alors d' > a1!...an!.

Démonstration (x). Pour prouver que d! > ay!...an! lorsque d = a3 + -+ +a,, il suffit

1 1 3N oy
de prouver que ﬁ >1.0Or, # est alors le nombre de maniéres de partitionner d

.am!
objets distincts en parties distinctes de tailles ay, ..., a, (Goldstein, Schneider et Siegel,
2007, chapitre 5). Ce nombre est évidemment un entier et il existe au moins un tel

arrangement. O

Soit D(z1,...,zm) = 0 une équation diophantienne quelconque. Pour le type
de codage qui va suivre, nous aurons besoin de polynémes & coefficients positifs ou
nuls. 1l faut done éliminer les coefficients négatifs. Ceci se fait tres aisément en trans-
formant 'équation D(z1,...,Zm) = 0 en Péquation Cr(z1,...,2m) = Cr(z1,...,Tm)

avec Cr(z1,...,2m) —Cr(z1,...,2m) = D(z1,...,Zm). Bien entendu, il faut choisir Cr,

et Cg tels que leurs coeflicients soient positifs ou nuls.

Soit d un nombre supérieur au degré total de D. On a donc :
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7 7
CL(:El, e ,:Em) = E CL,io,...,imxoo oz oet
io+-+im<d
_ . 0 z
Cr(z1,...,2Zm) = E CRyigy im0+ + - Ly
i0+"'+im<d

Définition 4.3.1. Soit le polyndéme
Clzoy. -y Tm) = Z Cioyrnim T -+ Tyt
toetim <d
ol Gy, im € N. On appelle numéro du polynéme C' de degré total d relativement a la
base b le nombre
c= Z iol. .. Zm'(d —1l-dg—-— im)!Qo,...,imbdm+l_iOdo——'“_'imdm_
10, tm

Observons quelques particularités de ce nombre. Tout d’abord, le lemme 4.3.1
nous permet de constater que si b est strictement supérieur a d! max{c;, ;. }, alors
b est strictement supérieur a ig!. .. in!(d — 1 —dg — -+ — im)leiy. i, quels que solent

10, .. -, Im, PUisque
o+ Fimtld=—1—-ig—- —ip)=d-1

De plus, & tout coefficient ¢;, ;. est associé un terme pd™ —iod® = —imd™ ynapifes-
tement unique, puisque quel que soit j € {0,...,m}, i; < d. Par conséquent, si
b > d! max{ci,, . in}, alors pour un numéro donné du polynéme C' relativement & la

base b, les coefficients ¢;, .4, sont déterminés de fagon unique par b, c et d.

Définition 4.3.2. On appellera code du polyndéme

_ . ) 2
Clzg,. - ZTm) = E CigyimTg - - Ty
0+ +im<d

le quintuplet (b,c,d, e, f) st :
® = m}
o d est strictement supérieur au degré total de C(zo,...,Zm),

o b>d maz{ci. i},
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o f=20 4. 42

Définition 4.3.3. On appellera le sextuplet (b,cr,cr,d, e, f) code étendu de I'équa-
tion D(zg,...,2m) = 0si (b,cp,d,e, f) et (b,cpr,d, e, f) sont des codes des polynémes

Cr(zo, ..., Zm) et Cr(zo, ..., Tm).

Définition 4.3.4. Pour tous entiers naturels d, e et f, on définit la relation Format

comme suit :

Format(d, e, f)
=1

f=2dl+---+2de/\d>Degre(C’(fco,...,xm))/\e:m.

Notons que nous ne pouvons pas conclure que Format est une relation diophan-

tienne dans la mesure ol nous ne savons pas si Degre est diophantienne.

4.4 Codes de solutions

On s'intéresse maintenant & une maniére de coder des uplets potentiellement
solutions d’équations. Ceci sera utilisé lorsqu’on voudra tester une solution potentielle

d’un polynéme donné encodé selon la méthode décrite a la section précédente.

Définition 4.4.1. Soit D(a,z1,...,z.) = 0 une équation diophantienne quelconque.
Soit (d,e, f) un format de cette équation. Soit (xq,...,x.) une solution potentielle
de Déquation. Soit g tel que quel que soit i € {1,...,e}, g > z;. Soit h tel que
h= xlgdl + -+ 2,9%. On appelle (d,e, f,g,h) code d’une solution potentielle de
D(a,z1,...,%e) =0 et on dit qu’il satisfait la relation SCode(d, e, f,g,h).

Cette définition implique que (h, g,d® 4+ 1) est un code positionnel.

Lemme 4.4.1. Soit (d,e, f,g,h) un code de la solution potentielle (xy,...,z.). Soit
(h1y. .., hgey1) Duplet codé par (h, g, d®+1).Soit (f1,.. ., faer1) Vuplet codé par (f,2,d*+

1). Alors pour tout i € {1,...,d*"}, fi =1 si et seulement si il existe j tel que h; = z;.
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Démonstration (*). Par définition, on a :
F=2% 4400 et
h= xlgdl + - +C£egde

Done, pour tout i € {1,...,d® + 1}, s'il existe j tel que i = d’ alors f; =1 et h; = z; et

sinon f; = h; = 0. O
Ce lemme signifie que les 1 contenus dans 'uplet (f1,..., fges1) €t les 21,..., 2,
de l'uplet (hi1,...,hges1) Occupent les mémes positions dans leurs uplets respectifs.

Lemme 4.4.2 (x). Soit (a,b,c) un code positionnel de l'uplet (ai,...,ac). Soit n tel
que pour tout i compris entre 1 et ¢, na; < b. Alors, (na, b, c) est un code positionnel de

Puplet (naq, ..., nae).

Démonstration (). Par définition d'un code positionnel, on a :

C
_ 7—1
a = E Iib ,
i=1
d’ou

C
na = E nab L
i=1

On sait que nz; < b pour tout 7 compris entre 1 et ¢. Par définition, (na,b,c) est un

code positionnel de l'uplet (nai,...,nac). O

Nous allons maintenant définir une nouvelle relation, SCod, exprimable en termes
diophantiens. Nous montrerons par la suite que cette relation est équivalente a la relation
SCode sous certaines conditions. Ceci nous évitera d’avoir a prouver que SCode elle-

méme est diophantienne.

Définition 4.4.2. Pour tous entiers naturels d, e, f, g et h, on définit la relation SCod
comme suit :
SCod(d,e, f,g,h)
-
Jt[Equal(f,2,d® + 1,t,9,d° + 1) A NotGreater(h, g, (g — 1)t,9)].
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Lemme 4.4.3. Pour tous entiers naturels d,e, f,g,h, on a

Format(d,e, f) = [SCod(d,e, f, g, h) < SCode(d, e, f, g, h)].

Démonstration. Soit d, e, f tels que Format(d, e, f) est satisfaite.

(=) Sion a SCod(d,e, f,g,h), alors, par définition de SCod, on a
Equal(f,2,d° +1,t,9,d° + 1),

donc (t,g,d® + 1) et (f,2,d® + 1) représentent le méme uplet. Donc, ¢t = g% 4 +¢%.
Par conséquent, (g — 1)t = (g — 1)gd1 4+ -4 (g — 1)g®. Done, ((g — 1)t,g,d® + 1) est
un code positionnel. Soit (z1,...,z4e11) 'uplet encodé. Soit (hq, ..., hges1) 'uplet codé
par (h,g,d® +1). La relation NotGreater(h, g, (g —1)t,g) est satisfaite, donc, pour tout
i >0, Elem(h,g,7) < Elem((g —1)t,g,%). Or, puisque pour tout ¢ € {1,...,d*+ 1} on
a

- §'il existe j tel que d? =1, alors h; < ¢

- sinon h; <0, d'ou h; =0.
Donc, on peut écrire

h=hgugh + - + hgeg™.

Par conséquent, on a bien SCode(d, e, f, g, k) pour une solution potentielle (hyi, ..., hge).
Prouvons maintenant I'implication réciproque.

(<) Si (d,e, f,g,h) code la solution potentielle (z1,...,z,.), alors on a
h= xlgdl oot g

avec pour tout i € {1,...,m}, 2; < g. Soit t = g% 4.+ g% Luplet (t,g,d® + 1) est

le code d’un uplet ne contenant que des 0 et des 1. D’aprés le lemme 4.4.2,

((g—Dt,g,d° +1)

est le code positionnel d'un uplet ne contenant que des 0 et des (g — 1). De plus, les

éléments non nuls de cet uplet sont situés aux mémes emplacements que les éléments non
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nuls de l'uplet codé par (h,g,2¢ + 1). Par conséquent, on est assuré d’avoir la relation
NotGreater(h,g,(g — 1)t,g). De plus, on a f = 24" 4. g df par définition de f.
Alors, puisque t = gdl +...¢%, on sait que la relation Equal(f,2,d®+1,t,g,d¢+1) est
satisfaite puisque (f,2,d®+1) et (¢, g,d®+1) sont des codes positionnels du méme uplet.
Donc, il existe ¢ tel que FEqual(f,2,d® + 1,t,g9,d% + 1) et NotGreater(h,g,(g — 1)t,9)
sont satisfaites, donc tel que SCod(d,e, f, g, h) est satisfaite. O

Nous savons maintenant coder a la fois les polynémes mais également les solutions
potentielles de ces polyndmes. Il est alors naturel de chercher a développer une méthode
permettant, a partir de leurs codes, de calculer la valeur prise par un polyndéme pour

une certaine affectation de valeurs & ses inconnues.

4.5 Calcul de la valeur d’un polynéme

Ce que nous cherchons & obtenir ici est une méthode permettant de calculer
la valeur d’une solution particuliere d’un polyndme particulier & partir de leurs codes
respectifs. On pourrait envisager de décoder le polynéme et la solution & tester et de faire
effectivement le calcul. Toutefois il existe une solution plus simple. Nous allons présenter
une méthode plus efficace qui permet de calculer la valeur du polyndme directement a

partir des codes, sans passer par une étape de décodage.

Lemme 4.5.1. Soit (b,c,d,e, f) le code d’un polynéme D(zg, ..., ZTm).
Soit (d,e, f,g,h) le code d'une solution potentielle x = (z1,...,2Zm) pour ce polyndme.
Siw ett sont tels que Equal(h,g,d® + 1,t,w,d® + 1) est satisfaite, alors (d,e, f,w,t)

est un code de la solution potentielle x.

Démonstration. Par hypothese, (d,e, f,g,h) est le code d’une solution. Par définition,
(d,e, f) est donc un format du polynéme D et h = Ilgdl + -+ z,¢% Par définition
de FEqual, si t et w sont tels que Fqual(h,g,d® + 1,t,w,d® + 1) est satisfaite, alors
t =zl + -+ 2,07 et w > z; pour i in{1,...,m}. Le quintuplet (d,e, f,w,t) sa-

tisfait bien la définition de code d’une solution. O
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Lemme 4.5.2 (x). Soit (b,c,d,e, f) le code d’un polynéme D{(zo,...,2m). Si w et s
sont tels que Equal(c,b,d*t! 4+ 1, s, w,d*"! 4 1) est satisfaite, alors (w, s,d, e, f) est un

code du polynéme D.

Démonstration (*). Par hypothese, (b, ¢, d, ¢, f) est le code d’un polynéme. Par défini-

tion, (d, e, f) est donc un format du polynéme D et

. . . . o= —i
c= D gl iml(d—1—idg = i) ey i b 0TI
ig+-+im<d

Par définition de Equal, si s et w sont tels que Equal(c,b,d**! 41,5, w,d*"! + 1), alors

on a
s= Y. dgl.iml(d—T—ig—- - i )i g 0
ig+-+im<d
et w >l ipl(d—1—149—+ —in)le,. i quels que solent tg, ..., in.
Le quintuplet (w, s,d, e, f) satisfait bien la définition de code du polynéme D. O

Lemme 4.5.3. Soit (b,e,d, e, f) un code du polynéme P & un paramétre et e variables.
Soit (d,e, f,g,h) un code d’une solution S = (z1,...,z¢) du polynéme P. Soient w, s
et t tels que Equal(h, g,d® + 1,t,w,d® + 1) et Equal(c,b,d*t1, s, w,d*T1).

La valeur de P pour une valeur a du paramétre et la solution S est donnée par

_ Elem((1 +aw+t)*1s,w,d*! + 1)

P(a,z1,. .., ze) (d—1)!

pour w > (1+a+ h)41c
Démonstration. Si w, s et t sont tels que FEqual(h,g,d® + 1,t,w,d® + 1) et
Equal(c,b,d*T!, s, w,d**!) sont satisfaites, alors, d’apres les lemmes 4.5.2 et 4.5.1,

(w, s,d,e, f) est un code de P et (d,e, f,w,t) est un code de S.

Par définition, on a

(1+aw + )4 = (1+ aw® + o + - 4 ze®)L
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L’utilisation de la formule du bindéme de Newton nous permet de déduire

d—1

%

1=

(d-1)!
iMd—1—-1)!

(1+aw+1)% ! = (aw‘lo +zw?

En utilisant maintenant le multindme de Newton, on obtient

o

1

(d - 1)!
ild —1—1)!

(14 aw +t)*!

!

- O

(d— 1)
il(d — 1 —14)!

b

i
1l o,

A

g

2.

o+ Hie=i

(d — 1)kl
iMd—1—)lg!.. gl

il ...

&Ti-
- o

g

(aw)® (2w .. (zow

a®.zl .. rrw

+ xew‘le)i.

xi‘ o xéewiodo*“'“ede

i0d0 - +i.de

=0 g+ +ie=i
d—1
—_ 1\
_ 3 (@ —1)! G0 . gleqiod®HFied®
d—1—lg!.. .50 1T
i=0 io+---+ie=i( Mo €
_ 3 (d-1) 10 git | gpheqyiodot tied®
_ C (d—1 =9 . .5, 1 e
ig++ie<d
Soit
. . . . +1 5 40— ;. g€
s = Z il i d—1—1dg— - —ze)!qo,m’iewdm tod Ged®
s+ Hie<d
Sionaig,...,1. <d, alors d’apres le lemme 4.3.1, on a
i0d® + -+ + 5.d® < d*TY,
d’olt

dod + -+ igd® < dft — 1.

de )ie
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On obtient alors la forme suivante

d—1)! o S
1 td_l — ( 0yl e 10d°+.. ded
(It aw+H™"s (.+; R e 1 B )
G0+ Hie
0N doliddd =1 —ig — o — i)y, g 0
do+Hie<d
= 2
19+ Fie<d
(d——l)' 10 b1 le ; .
N
j+z+]- <d((d—1—z‘0—---—ie)!iol...z‘c!a L Te Jote e
ot e .
. . S | T I m+1_ 5 J0__ . _; e
(d —1—go—-- —]e)!cjo,...,jew“d +otiedt, d Jjod Jed ))
2dm+1 1
- Yt
i:
avec
. (d_]‘)' 10 0 ie'l y
Cr = OZ ((d—1—2’0---—@'0)!1'0!...2'61“ T T ot ge!
detl4(io—jo)d0 =+ (ie—je)do =k ’
(d=1—dg— - —ic)Ci, i)

avec ig + - -+ i, < d et jo + - + jo < d. Par conséquent, pour k = d**!, on a

(d—1)! o . |
Chet1 = , _ : — gl (d— 1 —d9g— - —1g)!
1'0+...Zﬂe<d20!"'ze!(d_1_20_"' —1¢)! ¢ ¢

. . 420 il ie
Cig,ie@ 0Ty L Ty

= Z (d~ 1)!ci0,.‘_vieai°a:"il . .a:f;

io+-Fig<d

= (d—1)! Z qoy.,.,ieaioa:i‘ e

do+tie<d
Par définition, on a

20 .01 fe _
Z Cig,..ie 02T .. 2l = Pla,x1,...,%e),
io+ - Hie<d

Cuet1 = (d— 1)1P(a,z1,... 7).

?

Donc, si on arrive & extraire Cyes1 & partir de (1 4+ aw + t)%~1s, on aura la valeur du

polynéme P pour une constante a et des valeurs zy,...,x. des variables.
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On sait que
ade+l _q

(1+aw+t)?ts = Z Cwk;
i=0
done, si on choisit w tel que pour tout i € {0,...,2d**! — 1}, w > C;, alors on
aura par définition que ((1 + aw +1)¢"1s, w,2d**1) est un code positionnel de I'uplet
(Co,C1, ..., Coger1_1). Considérons le nombre (1 4 a + h)¢~lc. Ce nombre a une forme
quasiment identique & celle de (1 + aw + t)4"!s, ce qui n’est pas vraiment étonnant
puisque s et ¢ sont les numéros de code d’un méme uplet et que A et ¢ sont les numéros

de code d’un méme uplet. On a

Il

(1+a+h)4 e (1+a+z19" +- - +2.0%c

= Z (d-1)! aioa:lil .._Iiegild1+---+iede)
i g (A= T—ig = —i)liol. ! ¢
(ST ot de(d =1 =g — o — ), b0 0B e
ot tie<d
io+--Fie<d
(d—1)! o

Z ( , — —azy .zt

Py (d=1—19— - —1d¢)lip!... 4! 1 € ¢
€

(d=1=jo = = Jellcip,..,jog" &+ eyt 0 ey,

Soit w > (1 4+ a+ h)?~*c. On a naturellement

Vig, ..o yte, 0y osJello+Hie <dAJo+ -+ je < d

(d—1)! o i . .
W T e il e B e ot eld =1 =Jo = = Je)leso, el

Or, par définition, on a, pour tout k,

Ch = >

9+ Fie<d
(d—1)! o P .
Z (=1 —ip-—is)lio] Z,'alom“...xle]o!...]e!
P 0 e)tol .. 26!
(d -1~ ’io — = ie)!cio,...,ie

avec k = d®! + (ig — jo)d° + -+ + (i — je)d®. On a donc Vk[Cy, < w]. Par conséquent,

en choisissant w > (1 +a + h)% L, (1 +aw + )4 1s, w, 2d°*1) est un code positionnel
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de 'uplet (Co, Ci,... ,nge-H_l).

Par définition de la fonction diophantienne Elem, on a

Elem(((1 + aw + )% s, w, 2d°T) w,d*T + 1) = Cler

(d— )P(a,z1,...,2¢),
d’on

_ Blem(((1+aw + )" 's,w, 24 1), w,d"*! 4 1)

- (d—1)! :

Pla,z1,...,z¢)

Gréace a ce lemme, nous sommes en mesure d’exprimer sous forme de fonction
diophantienne la valeur d’un polynéme & un parameétre et un nombre quelconque de
variables pour une certaine affectation de valeurs a ses variables et son parametre. 11
suffit pour ce faire d’utiliser des codages du polynéme et de la distribution appropriés.
Cela signifie que nous pouvons désormais, & partir du code étendu d’une équation dio-
phantienne et du code d’une solution potentielle de cette équation, vérifier si ’équation
est satisfaite. De plus, la procédure de vérification sera diophantienne. En effet, le code
étendu d’une équation diophantienne C; = Cr & un parameétre et e inconnues est un
sextuplet (b,cr,cr,d,e, f) tel que (b,cr,d,e, f) et (¢,cr,d, e, f) sont respectivement des
codes des polyndomes Cy, et Cr. Sinous calculons les valeurs que prennent Cr, et Cg pour
un certain parametre et une certaine distribution de valeurs des inconnues, il suffira alors
de vérifier que ’égalité est satisfaite pour pouvoir conclure que ’équation diophantienne

est satisfaite.

Nous possédons un outil nous permettant de définir des relations diophantiennes
qui seront vérifiées si et seulement si une certaine équation diophantienne & un para-
metre et n inconnues posséde une solution. 11 s’agit justement d'une des caractéristiques
principales des équations diophantiennes universelles. En fait, la relation diophantienne
Solution, définie ci-dessous, est représentée par une équation diophantienne qui est pré-

cisément universelle.
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Définition 4.5.1. Pour tous entiers a, b, cr, cr, d, e, f, g et h, on définit la relation

Solution comme suit
Solution(a,b,cy,cr,d,e, f,9,h) < SCod(d,e, f,g,h)
Adsp3spFtTwlw > (1 +a+ k) cp + cr)]
NEqual(cp,b,d*™, s, w, d*T)
AEqual(cg, b, d*™, sp, w, d*™)
NEqual(h,g,d® +1,t,w,d® + 1)
A(Elem((1 + aw + t)* s, w,d*™)

= Elem((1 + aw + t)%1sp, w, d*™)).
Lemme 4.5.4 (). Soit (b,cr,cr,d, e, f) un code étendu d’une équation
D(a,xl,...,xm) =0

a un paramétre et m inconnues. Soient les polynémes 4 coefficients entiers Cp et Cr

tels que

D(a)xlv"'axm) :OL(aaxla"'axm) —OR(a,xl,...,Q?m)

et dont les codes sont respectivement (b,cp,d,e, f) et (b,cr,d,e, f). Alors, pour tout

paramétre a, on a

Jg¢3h[Solution(a,b, cL,cr,d, e, f, g, h)|
<~

dz; ... dzp[Dla, z1,. .., Tm) = 0]

Démonstration (x). Puisque (b,cL,cr,d, e, f) est un code d’équation, alors (d,e, f) est
un format d’équation.
(=) Soient g et h tels que Solution(a,b,cr,cr.d, ¢, f,g,h) soit satisfaite.

Par définition, il existe donc s, sg, t et w tels que les relations

SCod(d,e, f,g,h)
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w> (1+a+h)*ep + cr)
Equal(cp,b,d** + 1,52, w,d*T! +1)
Equal(cg,b,d*™ + 1,55, w,d** + 1)
Equal(h,g,d®* + 1,t,w,d* + 1)
Elem((1 4 aw + )% Ysg,w,d*! + 1) = Elem((1 + aw + t)4 Ysp, w,d*! + 1)

solent satisfaites. D’apreés le lemme 4.4.3, puisque (d,e, f) est un format d’équation,

alors

SCod(d,e, f,g,h) & SCode(d,e, f, g, h).

Larelation SCode(d, e, f, g, h) est satisfaite. Par définition, (d, e, f, g, h) est donc un code
d’une solution potentielle (z1,...,z.). De plus, puisque w > (1 +a+ h)4"!(cy +cr), on

aw> (14+a+h)% e et w> (14+a+h)%*cg. Par conséquent, d’apres le lemme 4.5.3,

on a

Elem(l + aw + )%ty = (d— DICr(a,z1,. .., z.) et

Elem(1 + aw + )% Ysg = (d — 1)!Cr(a, z1, . . ., ze),
d’out

(d-DICr(a,zy,...,2,) = (d—1)'Crla,z1,...,z)
CL(a,:El,...,:L‘e) = CR(a,xl,..,,me)
CL(a,IEl,...,l'e)—CR(G,ml,...,ZL‘e) = 0
D(a,z1,...,z¢) = 0.

(<) Soient z1, ..., z, tels que

D(a,z1,...,z.) = Crla,z1,...,2.) — Cr(a,z1,...,2¢) = 0.

Soit ¢ tel que pour tout i compris entre 1 et e, ¢ > z; et g > 1. Soit

h = 21g% 4 - -+z.9%. Par définition, (d, e, £, g, h) est un code de la solution (21, ..., z.),
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la relation SCode(d,e, f,g,h) est vérifibe. Puisque (d,e, f) est un format d’équation,

alors d’apres le lemme 4.4.3, on a
SCode(d,e, f,g,h) < SCod(d,e, f,g,h).

Donc, la relation SCod(d, e, f, g, h) est vérifiée. Soit w tel que w > (a+14+h)4 " (cs +cR)
et Vi[l <1< e = z; < w). Puisque (b,c,d, e, f) est un code du polynéme Cr, alors
(cr,b,d®! + 1) est un code positionnel et
co= D ol iel(d =1 =g = —ie)lep ., bY TodOT e
i9+-+ie<d

Soit. 55, défini par

. . . . e+l _, 0 Ho_ ... 5 b
s = Z ol i (d—1—dg—-- — 7,3)!cL,i0,,_.,iewd fod” ted'®
i0+-+ie<d
Puisque w > ¢ > do!...%(d — 1 —ip — - -+ — i¢)lcr ip,...ic. POUr toUt ig, ..., 17, tels

que ig + -+ + i, < d, alors par définition d’un code positionnel, les codes positionnels

(cr,b,d*T 4+ 1) et (s, w,d*™! + 1) codent pour le méme uplet. Par définition de Equal,
Equal(cr,b,d™ + 1,5, w,d*t! + 1)

est satisfaite. En se basant sur les mémes observations que précédemment, on conclut
facilement que

Equal(cg, b,d*™" +1,5p,w,d*™ + 1)

est satisfaite. Puisque (d, e, f, g, h) est un code de la solution (z1,...,z.), (h,g,d® + 1)

un code positionnel et

h:xlgd‘ +~--+xegde

Soit t = xlwdl + -+ zow®. Puisque w > x; pour tout i compris entre 1 et e, alors
(t,w,d® 4+ 1) est un code positionnel. De plus, (h, g,d® + 1) et (t,w,d® + 1) codent pour
le méme uplet. Par définition de Equal, Equal(h,g,d® + 1,t,w,d® + 1) est satisfaite.
Puisque (b,cr,d, e, f) est un code de polynéme, que (d,e, f,g,h) est un code de la

solution (z1,...,%e) et que s, w et t sont tels que les relations

Equal(c,b,d™ +1,s1,b,d +1)
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Fqual(h,g,d* +1,t,w,d* + 1)
sont satisfaites, alors d’apres le lemme 4.5.3,
(d—DICLla,z1,...,xe) = Elem((1 + aw + t)*  sp,w,d*t! +1).
En raisonnant de maniere analogue, on conclut que
(d— D'Crla,x1,...,2,) = Elem((1 + aw + t)* Lsp,w,d*T! + 1).
Or, on sait que Cr(a,z1,...,2.) = Cr(a,z1,...,2.). Donc on a

Crla,zy,...,z.) = Cgla,z1,...,2)
(d‘l)!CL(a,Il,...,Ie) = (d_l)!CR(a,Il,.--,Ie) .

Elem((1 +aw + )% sy, w,d" +1) = Elem((1 +aw + ) 1sp,w,d*™ +1)

Done, §'il existe z1,...,Ze tels que D(a,z1,...,2¢) = 0, alors il existe g et h tels que

SCod(d,e, f,g,h) est satisfaite et tels qu’il existe sr, sp, t et w tels que les relations
w > (14+a+ R4 ep + cp)
Equal(cp,b,d*™ + 1, s, w,d*™ 4+ 1)
Equal(cn,b,de'H +1,sp,w,d* + 1)
Fqual(h,g,d® + 1,t,w,d* +1)
Elem((1 + aw + )% sy, w,d*T + 1) = Elem((1 + aw + t)4 Ysgp,w, d*F! +1).

sont satisfaites. Par définition de la relation Solution, Solution(a,b, cr,cr,d,e, f,g,h)
est alors satisfaite. Donc, s’il existe 21, ...,z tels que D(a, 21, ... ,x.) = 0, alors il existe

g et h tels que Solution(a,b,cr,cr,d, e, f,g,h) est satisfaite. O
Lemme 4.5.5. L’équation diophantienne
U(a7baCL)CR>d,e>fag)h)y1) s )ym)

représentant la relation Solution(a,b,cr,cr,d, e, f,g,h) est universelle si g et h sont

considérées comme des inconnues.
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Démonstration (x). Soit D(a,z1,...,z,) = 0 une équation diophantienne quelconque 4
un parametre. Soient b2, cf, cg, dP, el et fP tels que (b°, cf,cg,dD eD, fP) est un
code étendu de cette équation. Soit a quelconque. Puisque (b7, cP, cR,dD el ) es

un code d’équation, alors d’apres le lemme 4.5.4, on a
3g3h[Solution(a, bP, cf, c}%, dP eP fP g, h)]
&
Jzy...3z,[D(a, 21, ..., 24) = 0.

Par définition d’une relation diophantienne, on a
Solution(a,b?, cP, cB,dP,eP | fP, g,h)

=

Eiyl . --Eym[U(aabDaC€7CgadDaeDafDaga hayla v aym) = 0]

3g3h|Solution(a, b, cP, B, dP &P P g, h)]
& 3¢g3rTy; .. Fym|U(a, 6P, P cB,dP €2, 12 g,k u1, .. - ym) = 0.

Donc,

dz; ... 3z,[D(a,z1,...,2n) = 0]
=
393h3y1 ... Jym[U(a, bD,cL,cR,dD e? fP g, by, ym) = 0.
Nous pouvons alors conclure que pour toute équation diophantienne
D(a,z1...,2m) =0

A un parameétre et m inconnues, il existe b2, cf., cg, dP, eP et fP tels que quel que soit
aon a

Jz1...3z,[D(a,z1,...,2,) = 0]

=
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3gah‘ayl s Hym[U(aa bD7C€7C]D2adD-,eD7 fD)g> ha Y1, aym) = 0]

Par définition d’une équation diophantienne universelle, nous pouvons conclure que
Ula,b,cr,cr,d,e, f,9,h,y1,...,Ym) = 0 est une équation diophantienne universelle & un
parametre d’individus (a), six parametres de code (b, cr,cr,d, €, f) et m+ 2 inconnues

(g7hay17"'aym)' 0

Nous venons d’établir I'existence d’une équation diophantienne universelle & un
parametre d’individu et six parametres de code. D’aprés le lemme 4.2.1, cela permet d’af-
firmer I'existence d’une équation diophantienne universelle & un parameétre d’individu et
un parametre de code. D’apreés le lemme 4.2.2, cela nous permet de conclure & 'existence
d’équations diophantiennes universelles & un nombre quelconque de parametres d'indi-
vidus et un parametre de code. Tout ensemble diophantien est donc représentable au
moyen d’une équation diophantienne universelle & un parametre de code et un nombre

approprié de parametres d’individu.

Nous aurons en fait besoin de deux équations universelles particulieres, respecti-

vement & aucun et un parametre d’individu.

Définition 4.5.2. Soit
Ui(a,kyzr, - xn) = Ula,zy,. .. 20) + (k- 2260ant076(x1, . x6))2.
Cet artifice nous permet de transformer 1’équation diophantienne universelle ob-

tenue précédemment en une nouvelle équation diophantienne universelle ne possédant

qu’un seul parametre de code. Prouver que
Ui(a,k,z1,...,20m) =0
est diophantienne universelle n’est pas trés complexe.
Lemme 4.5.6. L’équation Uy(a,k,z1,...,25) = 0 est diophantienne universelle.

Démonstration. 1l est évident que I'équation est diophantienne puisque nous savons que

Cantorg est diophantienne.
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Soit E(a,y1,-- . ,Yn) = 0 une équation diophantienne quelconque & un parametre. Puisque

U(a,z1,...,20m) = 0 est diophantienne universelle & six parameétres de code, alors il

existe des entiers naturels x1,...,z¢ tels que pour tout naturel a :
3z7,...,zmUla,zy,...,2m) = 0]
&

ayla"')yn[E(avyla"'ayn) :0]

. 6 . . . .
Soit k = 2% Cantorg(x1, ..., zg). Si pour un certain entier naturel a et certains naturels

Z1,...,Tg, il existe z7,..., x5 tels que
U(a,l'l,...,l'M) :Oa

alors on a

Ua,z1,...,xp) + (k — QQGCantorﬁ(xl, z6)) =0.

Inversement, si pour un certain entier naturel a et certains entiers naturels zj,...,zy,

il n’existe pas de solution & 'équation
Ula,z1,...,zp) =0,
alors il n’existe pas non plus de solution a I'équation
2 26 2 _
Ua,z1,...,x) + (k — 27 Cantorg(z1,...,26))° = 0.

On peut donc affirmer que pour toute équation diophantienne & un parametre d’individu

E(a,y1,...,yn) =0, il existe k tel que pour tout entier naturel a,
31’1, cee ,Z'M[Ul(a,k,l'l,. --axl\/[) = 0]
&

1, ynlEla,y1, - 50n) =0
Par définition, ’équation

Ui(a,k,z1,...,20)=0

est diophantienne universelle. O
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Matiiassevitch (1995) ajoute une définition supplémentaire concernant 1’équation
diophantienne universelle Uy. En I'état, on voit que tout entier naturel ne constitue pas
un code d’équation pour Uy. En fait, tout nombre qui n’est pas divisible par 22° ne peut
pas étre code d’équation pour Uy. Pour éviter de vérifier que le code d’équation que
nous tentons de passer & Uy est effectivement un code d’équation, on considére que tout

entier k ne constituant pas un code d’équation représente 1’équation
Ul(a,k:,xl, N ,IM) =0.

11 est aisé de constater que cette convention ne change rien au caractére diophantien

universel de I’équation.
Nous pouvons désormais conclure & 'existence d’un ensemble non co-diophantien.

Définition 4.5.3. Soit Hy = {k l dzy,. .. ,:vM[Ul(k,k:,:rl, . ,1121\4) = 0]}

Rappelons que la précaution prise précédemment garantit que tout entier est un

code d’équation pour I’équation diophantienne universelle
Uila,k,zq,...,zy) = 0.

Lemme 4.5.7. Soit Hy le complémentaire de H\, alors Hy n’est pas diophantien.

Démonstration. Puisque Hy est le complémentaire de Hy, alors Hy est un ensemble
d’entiers naturels. Par conséquent, si H; est diophantien, cela implique, par définition
d’une équation diophantienne universelle, qu'il existe un entier k tel que pour tout entier

naturel a, I’équation

Ul(a,k,xl,...,mM) = 0

admet une solution si et seulement si a € H;. On a alors deux cas de figure :

e si k € Hy, alors par définition de Hy, 'équation Uy(k,k,z1,...,zp) = 0 admet
une solution. Par définition d’une équation diophantienne universelle, on a alors

kEIl_ﬁ;
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e si k € Hj, alors par définition d’une équation diophantienne universelle,
Uylk,k,z1,...,za) = 0 admet une solution. Ceci implique, par définition de Hj,

que k € Hy.

Dans les deux cas, on aboutit & une contradiction, par conséquent, H; ne peut étre

diophantien. 0

Davis (1953) avait établi ce résultat sans utiliser les équations diophantiennes
universelles. Toutefois, sa méthode s’appuyait également sur un argument diagonal tel

que celui utilisé ici.

En utilisant le résultat précédent, Matiassevitch (1995) introduit un nouvel en-
semble non co-diophantien qui servira ultérieurement & achever la preuve de indécida-
bilité du dixieme probléme de Hilbert. Ce nouvel ensemble est intéressant puisqu’il s’agit
en fait de I’ensemble des codes d’équations sans paramétre qui admettent au moins une
solution. En fait, une méthode vérifiant que le code d’une-équation particuliere appar-
tient ou non a cet ensemble serait une réponse au dixieme probléeme de Hilbert. On
verra dans le dernier chapitre que le fait d’étre non co-diophantien est précisément ce

qui interdit & une telle méthode d’exister.
Définition 4.5.4. Soit Up(k,z1,...,20m) = U1(0,k, 21, ..., 2p1).

Définition 4.5.5. Soit Ho = {k | 3:131, v ,1131\/[[U0(k,271, Ce ,11?1\/[) = 0]}

Par définition, Hy est ’ensemble des codes d’équations sans parametre (puisque
ce parametre est systématiquement nul) qui admettent au moins une solution. Comme
dans le cas de H), sous sommes assurés que tout entier est un code d’équation grace a

la précaution prise précédemment.

Lemme 4.5.8. Soit Wp(y1,...,ym) = 0 ’équation obtenue par substitution de p et
q par des valeurs fizées dans Ui(p,q,y1,...,ym) = 0. Il existe un polynéme K & co-
efficients entiers et & deux inconnues p et q tel que K(p,q) est le code de I’équation

Waa(y1, ... ym) = 0.
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Démonstration. Rappelons que le code d’une équation est un nombre de la forme
QQGCantor(;(b,cL,cR.,d,e, I

ou (d,e, f) est un format de ’équation et b, cr et cg des nombres satisfaisant certaines

contraintes. On choisit d supérieur au degré total de ’équation

Urp,q,v1,---,ym) = 0.

On aura alors nécessairement d supérieur au degré total de 'équation W, o(v1,...,ym)
(le degré total ne peut pas augmenter si on supprime des inconnues). On choisit e = M.

On a bien e égal au nombre d’inconnues de I'équation

Wp,q(yla ce -,Z/M) =0.

On choisit f = 24" 4 ... 424 Le triplet (d,e, f) est bien un format d’équation tel que
défini précédemment. A aucun moment les valeurs de p et ¢ ne sont intervenues dans le
choix de d, e et f.

Transformons maintenant I’équation

Ul(p‘/q)yl:'-')yM) =0

en ’équation équivalente

CL(puq)ylv"' ayl\/[) = CR(p>q)y17" . >yM))

ou Cr(p, ¢, %1, ym) et Cr{p,q,v1,--.,ynm) sont des polynomes a coefficients positifs.

On peut donc écrire

v, 1 %
Cr(p,q,y1, - Yar) = S i P Y Y
utv+i 4 Fip <d

et

_ v, L iM
CR(p> q,Y1,- - )yl\/[) = Z CR,u,v‘il,,_,,iMp“q yll NYE
utv+iy 4 Fip <d

Ceci est équivalent 4

Colp,qyun,--yum) = D @ (Y e, d))
it tipr <d utu<d
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et

Crp, @, yn,- - um) = Y W () CRuwin.inP d"))-
tteetiy <d utv<d

Si p et g sont des inconnues, alors

(Eu+v<d CL>u,v,i1,...,iMpqu) et (Zu+v<d CR,U',U»ih---,iMpqu>

sont des polyndmes en p et ¢ a coefficients entiers positifs ou nuls. On remarquera qu’ici,
le fait que u+v+ig+- - -+ 157 Soit potentiellement supérieur a d n’est pas problématique.
Dans ce cas, Cyu,y,...ip = 0 et n'influence donc pas le résultat. Soit
b=dl( D () LauwineaP @) (Y CRupir,inp ") + L.
i1+t <d utv<d utv<d
Ici, b est donné par un polyndme en p et g a coefficients positifs ou nuls, puisque d! est

positif et les ¢z uw,iy,...ine €8 CRuw,,,...ias SONE POsitifs ou nuls. De plus, on a
b > dlmax{crup,is,...in P 0"}

et
b > d!max{cR,u,U,il,...,iMPuqv}~

s m+1_ ., 40, M—1
Par conséquent, b? td ind

est un polyndme en p et ¢ & coefficients entiers
positifs ou nuls.

Soient ¢y, et cg tels que

. . . . \ d‘m+l_‘ do—---—' dM*l
cr = Z i iy (d—1—i1 = —ipn)Y( Z CLuwvi,ig DG )0 “ M
itetipg<d utv<d
et
. . . . . dm+l_- dO_..._‘ dM—I
CR = Z iy (d—=1—1i1— - —ip) X Z CRuws1 i PG00 4 ™ )
P14t <d utv<d
. dm'H—i do—---—i d:\/l—l ~ N . . .
Puisque b ! M est un polynéme en p et ¢ & coefficients entiers positifs

ou nuls, alors ¢y, et cg le sont également. Donc, b, ¢y, et cg sont des polynémes en p et

q & coefficients entiers positifs ou nuls. Par conséquent, compte tenu du corollaire 3.1.5,

92° Cantorg(b, cp,cr, d, e, f)
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est un polyndéme en p et ¢ & coefficients entiers positifs ou nuls.

De plus, puisque (b, ¢y, cr,d,e; f) est un code étendu de I'équation
Wpaly1, - ym) =0,
alors QQGC’antorﬁ(b, crL,cr,d, e, f) est un code de cette méme équation. Donc,
K(p,q) = QQGC’antore(b,cL,cR,d, e f)

est un polynéme en p et ¢ & coefficients entiers positifs ou nuls.

O
Lemme 4.5.9. Pour tout a > 0, on a
a€ Hy & Kla,a) € Hy
Démonstration. (=) Soit a € Hy. Par définition de Hy, il existe uy,...uy tels que
Uila,a,uz,...,up) = 0.
Par définition de K, K(a,a) est le code de I'équation W, 4(y1, ..., ym). Puisque
We,o(y1,---,ym) =0
est obtenu par substitution de p et ¢ dans ’équation
Ui(p, ¢ v15 -+, ym) = 0
et que Ui(a,a,u1,...,up) =0, alors on a naturellement
Wealut,...,upr) =0.
11 existe donc, par définition d'une équation diophantienne universelle, v1,..., vy tels

que Up(K (a,a),v1,...,vp) = 0. Par définition de Hy, on a alors K(a,a) € Hy.

(<) Soit K(a,a) € Hp. On a alors, par définition de Hy, il existe uy,...,ups tels
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que Up(K(a,a),uy,...,up) = 0. Puisque Uy est une équation diophantienne univer-
selle et que K(a,a) est par définition le code de I’équation W, .(v1,...,ym) = 0,
alors, par définition d’une équation diophantienne universelle, il existe vy,...v)s tels
que W, ,(v1,...,up) = 0. Donc, puisque W, o(v1,...,ym) = 0 est obtenu par substitu-
tion des variables p et ¢ par la valeur a dans 1'équation Ui(a,a,y1,...,ym) = 0, alors

on a Ui(a,a,v1,...,vy) = 0. Par définition de H;, on a donc a € H;. O

Du lemme précédent, on peut immédiatement conclure que
a€ Hy & K(a,a) € Hy.
On est maintenant en mesure de prouver que Hy n'est pas diophantien.
Lemme 4.5.10. Soit Hy le complémentaire de Ho, alors Hy n’est pas diophantien.
Démonstration. Supposons que Hg soit diophantien. Par définition de Hy et d’apres ce
qui précede, on a donc
K(a,a) € Hy & Jy1,...,ymUo(K(a,a),1,...,ynm) = 0.
On a
Fy1, . ymUo(K(a,a), 1, ym) = 0 Jyr, .., yms 2l = K(a, o) AUz, y1, - .., ym) = 0.
Or, K est un polynéme a coefficients entiers, par conséquent, on obtient
a€ Hy & Iy, ., ymszlz = K(a,a) AUo(2,91, ..., ynr) = 0]

ce qui signifie que H; est un ensemble diophantien. Or, nous avons vu au lemme 4.5.7
que ce n’est pas le cas.

Donc, Hy n’est pas un ensemble diophantien. O

Done, I'ensemble des codes d’équations diophantiennes sans solution n’est pas
diophantien. Il s’agit d’une observation importante pour la suite, puisqu’elle nous per-

mettra de conclure a l'indécidabilité du dixiéme probleme de Hilbert. En effet, dans
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le chapitre 6, nous prouverons l'équivalence entre les ensembles diophantiens et les en-
sembles semi-décidables ainsi que le fait que si un ensemble est décidable, alors son
complémentaire est semi-décidable. Puisque Hy n’est pas diophantien, alors il n’est pas

semi-décidable et donc Hy n'est pas décidable.



CHAPITRE V

REPRESENTATION DIOPHANTIENNE D’ENDOFONCTIONS

Avant de pouvoir conclure la démonstration de 'indécidabilité du dixieme pro-
bleme de Hilbert, nous devons définir un nouvel outil qui nous servira dans le dernier
chapitre. 1l s’agit de montrer que toute endofonction diophantienne définie sur un en-
semble fini peut étre transformée en une fonction diophantienne s’appliquant sur les
éléments d’uplets. Ceci est extrémement utile puisqu’on pecut alors appliquer n’importe
quelle endofonction de ce type aux éléments d’uplets. De plus, puisque la fonction éten-
due aux uplets manipule en fait les codes positionnels d’uplets, on n’aura pas a procéder
a I'extraction des éléments des uplets. Cette méthode est décrite en partie par Matiias-
sevitch (1995) qui laisse au lecteur le soin de généraliser le cas particulier des fonctions

4 un argument.

Dans un premier temps, on étudiera le fait que la transformation peut étre uti-
lisée sur des endofonctions & un argument, puis nous généraliserons le résultat aux
endofonctions & un nombre quelconque d’arguments. Cette démarche permettra d’ex-
poser la méthode relativement simplement dans le cas d’une variable, ce qui rendra le

traitement du cas de plusieurs variables plus clair.

Dans tout ce chapitre, on utilisera des bases d’encodage b > 3. On utilisera de

plus la notation Nj pour représenter 'ensemble {0,...,b6 — 1}.
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5.1 Fonctions & un argument

Définition 5.1.1. Soit F : Ny — N, une endofonction quelconque. Soit la fonction
F[b] : NxN — N telle que st (a,b, c) est un code positionnel de l'uplet (a1, ..,a.) € N,
alors (F'[b](a,c),b,c) est un code positionnel de l'uplet (F'(a1),...,F(ac)).

¥

On va montrer que F[b] est diophantienne.

Définition 5.1.2. Soit (ay,...,a.) € Nf. On appelle uplets caractéristiques de (a1, ..., ac)

les uplets

(hO,la sy hO,c)

tels que pour tout k € {0,...,b— 1} et tout j € {1,...,c} ona

1 sia;j=k

hi,; =
0 sia; #k.

Lemme 5.1.1. Soient

(ho,la cen 7h0,c>7 ey (hb—l,b s ahb—l,c)

les uplets caractéristiques d’un uplet (a1, ..., a.) € Nf quelconque. Quel que soitj € {1,...,c},

il existe un unique k € {0,...,b— 1} tel que hyj = 1.

Démonstration. Pour tout je{l....,c}, on sait que
aj €{0,...,b—1}. Donc, si k = aj, on a hg; = 1 par définition des uplets caracté-
ristiques. De plus, il ne peut exister k' # k tel que hy ; = 1, puisque ceci impliquerait

que k' =a; = k. O
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Lemme 5.1.2. Soit (a,b,c) un code positionnel de Uuplet (ay,...,ac). Soient (ho,b,c),

(h1,b,¢), ..., (hy_1,b,¢) des codes positionnels des uplets caractéristiques de (a1, ..., ac).
Alors

b—1

> kb =a

k=0

Démonstration (x).

b—1 b—1 ¢
Y kb = D> khy b

k=0 k=0 j=1

¢ c b-1
= khk,jbj_l.

j=1 k=0

Or, pour tout k € {0,...,b—1}ettout j€{l,...,c},onahg;=1sia;=ket hg; =0
sinon. D’apres le lemme 5.1.1, on sait qu’il existe un unique k; € NV} tel que k; = a; et

hi; 5 = 1. On a donc

b—1
3 khy b = kb
k=0
On peut alors conclure :
b—1 ¢ b-1
khie = )Y kb b
k=0 j=1 k=0
C
= Zajbj_l
j=1
= a.

Si on écrit les uplets caractéristiques les uns sous les autres dans une matrice, on
réalise que le lemme précédent signifie que chaque colonne de cette matrice contient un

unique 1. Le lemme suivant fait appel a la fonction Repeat, déja définie en 3.3.6.

Lemme 5.1.3. Soit (a,b,c) un code positionnel de l'uplet (ay,...,a.). Soient (hg,b,c),

(h1,b,¢), ..., (hp—1,b,c) des codes positionnels des uplets caractéristiques de (ay, ..., ac).
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Alors
b—1 1
hx = Repeat(1,b,c) = R
k=0 h
Démonstration (). D’aprés le lemme 5.1.1, pour tout j € {1,...,c}, il existe un unique
kj € Ny tel que Ay, ; = 1. On a done
b—1 b—1 ¢ '
D b = Yy gt
k=0 k=0 j=1
¢ b-1
= DD het™
j=1 k=0

C
= ij_l
j=1
c—1
= ij
j=0

b —1
b—1

O

Définition 5.1.3. Soient (q1,b,¢c) et (g2, b,¢) des codes positionnels des uplets (aq, ..., a;)

Lemme 5.1.4 (x). Soit (a,b, c) un code positionnel de l'uplet (aq, ..., a.). Soient (hg, b, c),
(h1,b,¢), ..., (hp-1,b,¢) des codes positionnels des uplets caractéristiques de (a1, ..., ac).
Alors, pour tous k et £ tels que 0 < k < £ < b, la relation Ortnormy(hy, he, ¢) est satis-

faite.

Démonstration (x). Par définition des uplets caractéristiques, quel que soit € {1,...,c},
ona hg; <1ethy; <1 Solent k et £ tels que 0 < k < £ < b. Soient (hg,-..,hie)
et (hg1,...,hee) les uplets codés respectivement par (hi,b,c) et (he,b,c). Soit j €

{1,...,c}.
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e Si hg; = 1, alors par définition des uplets caractéristiques, on a a; = k. Donc,

puisque k < ¢, on a hy; = 0.

e Si hy; = 1, alors par définition des uplets caractéristiques, on a a; = £. Donc,

puisque k < £, on a hy ; = 0.

La relation Ortnormy(he, by, c) est donc satisfaite. O

Lemme 5.1.5. Soient q1, g2, b et ¢ des entiers naturels. On a

Ortnormy(q1, qo, ¢) < Small(q1, b, ¢, 1) A Small(ge, b, ¢, 1) A Small(q1 + g2, b,¢,1).

Démonstration (). (=) Supposons que la relation Ortnormy(qy,ge,c) soit satisfaite.

Par définition, (q1,b,¢) et (go,b,c) sont des codes positionnels. Soient (z1,...,z.) ¢t
(y1,-..,Yc) les uplets respectivement codés par (qi1,b,c) et (¢2,b,¢).
On a

¢
q1 = inbi_l et
i=1

[4
g =) yib™!
i=1

et puisque Ortnormp(qi, g2, c) est satisfaite, on sait que pour tout 7 € {1,...,¢c}, z; <1,

y; < 1etx; +1y; < 1. Par conséquent, les relations
Small(q,b,¢,1)

Small(ga, b, ¢, 1)

sont satisfaites.

De plus, on a

[4 [4
e = Y b+ )yt
i=1 i=1
C

= > (mi+uy)b

i=1
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Par définition, (g1 4 g2, b, ¢) est un code positionnel de l'uplet (z1+y1,. .., Zc +ye), avec,
quel que soit i € {1,...,c},

zi +y; < L

Donc, la relation Small(gy + g2, b,¢,1) est satisfaite.

(<) Supposons que les relations
Small(q1,b,¢,1), Small(ga, b,c, 1), Small(q1 + g2,b,¢, 1)

solent satisfaites. Par définition de la relation Small, (g1,b,¢) et (ga2,b,¢) sont des
codes positionnels. Soient (z1,...,z.) et (y1,-..,¥c) les uplets respectivement codés

par (q1,b,¢) et (g2,b,¢). On a alors

c

Q= Zmibi_l et

=1

C
g =Y wb™!
i=1
avec ¢; < 1 et y; <1 pour tout 2 € {1,...,c}, dolt z; + y; < 2. On a alors
C C
>+ o
=1 i=1

c

D (@it u)b'

i=1

q1+ q2

et puisque z; + y; < 2 < b, alors par définition, (g1 + g2,b,¢) est un code positionnel de

l'uplet (z1 +y1,--.,%c + o). Puisque Small(q + g2, b,¢, 1) est satisfaite, alors on a

Tty <1
pour tout i € {1,...,c}.
Par conséquent, si 2; = 1, alors y; = 0 pour tout z € {1,...,c}. De méme, si y; = 1, alors
z; = 0 pour tout ¢ € {1,...,c}. On constate donc que la relation Ortnormy(q, gz, ) est
satisfaite. [

Le lemme 5.1.5 nous permet de conclure que la relation Ortnorm, est diophan-

tienne.
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Lemme 5.1.6. Soit (a,b, c) un code positionnel de uplet (a1, . .., a.). Soient hg,. .., hy—q
des entiers naturels. Alors (ho,b, ¢), ..., (hy—1,b,c) sont des codes positionnels des uplets
caractéristiques de (a1, ...,ac) st et seulement si les relations suivantes sont satisfaites

b—1 b—1

Z khy = a,Z hi, = Repeat(1,b,c), /\ Ortnormy(hy, he, c).

k=0 k=0 0<k<t<h
Démonstration (). (=) Si (ho,b,c),. .., (hs—1,b, c), sont des codes positionnels des uplets
caractéristiques de (a1,...,a.), alors d’aprés les lemmes 5.1.2, 5.1.3 et 5.1.4, on a

b—1 b—1

khy = a, hx = Repeat(1,b,c¢), /\ Ortnormy(h, he, ¢).

k=0 k=0 0<k<e<h
(<) Supposons que

b—1 b—1

Zkhk =a, Z hi = Repeat(1,b,c), /\ Ortnormy(hg, he, ¢)

k=0 k=0 0<t<k<h

soient satisfaites. Puisque

/\ Ortnormy(hg, he, c)
0<k<t<h

est satisfaite, alors par définition, (hg,b,c),... (hp—1,b,¢) sont des codes positionnels
d’uplets appartenant a {0,1}¢. Soient (ho1,...,hoe), -+ +y (Bb=1,1,- -, ho—1,c) les uplets
codés respectivement par (hg,b,¢), ..., (hp—1,b,¢). On sait que pour tout k € Ny, tout

L€ Nyettout j€{1,...,c},on a
hk,j =1= hgyj =0.

On peut donc écrire, pour tout 7 € {1,...,c},

b—1
Z he; < 1.
£=0
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On sait de plus que

b—1
Z he = Repeat(l,b,c)
=0
Sfm _ b
prd b—1
b—1 c—1
Y he = Y b
=0 =0
b—1 ¢ c
hegb ™t = > H!
=0 j=1 =1
c b—1 c
hf,i) bi—l — sz—l
=1 \{=0 =1

Par définition, (Zf;é b, b,c) est un code positionnel du c-uplet (1,...,1). De plus,

d’apres ce qui précede, on a
b1
Y hei<1<b,
=

Done, par unicité de la représemtation d’un nombre en base b, on a pour tout

ie€{l,...,c},
b—1
> hei=1.
=0

Ceci implique que pour tout ¢ € {1,...,c¢}, il existe un unique £ € N, tel que hy; =1 et

hi; = 0 pour tout k # £.

Soient ji,...,Jc € {0,...,b -1} tels que hj, 1 =1,...,hj.c= 1.



b—1
a = Zghg
=0
b—1 c
= ZEZhg’jbj_l

(=0 j=1

b—1 ¢
= ) thep !

£=0 j=1

= Z (biehe‘j) Zh

j=1 \e=0

De plus, par définition de (a,b,c), on a

[+
a= E abt 7l
i=1

Par unicité de la représentation d'un nombre en base b, on a, pour tout 7 € {1, ...

b—1
Zehé,i = a;.
=0
On sait que hg; = 1 si £ = j; et hg; = 0 sinon. On a donc
b—1
Zehé,i = hjii - Ji = aq..
£=0
Dong, pour tout £ € N, et tout ¢ € {1,...,c}, on a

1 siaizf

0 siai%f.

he; =

)

139

Par définition, les uplets (ho1,...,hoc), -+, (ho—1.1, -, ho—1,c) codés par (hg,b,c), ...,

(hs—1,b, ¢) sont les uplets caractéristiques de (ay,...,ac).

O

Lemme 5.1.7. Soit une fonction F : {0,...,b—1} — {0,...,b— 1}. Soit (a,b,c) un

code positionnel de l'uplet (ai,...,ac) € Nf. Soient (ho,b,c),...,(hs-1,b¢) des codes

positionnels des uplets caractéristiques

(h0,17 ce )h(),c)a s 1(h’b—1,17 ce )h'b—l,c)
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de (a1,...,ac). Alors, (F(0)ho+- -+ F(b—1)hy_1,b,¢) est un code positionnel de l'uplet
(F(a1), ..., F(ac))-

Démonstration (*). On a

b—1 b—1 ¢

F(R)he = > F(k)hy 6"
k=0 k=0 j=1
c b-1

= Y > F(k)hy b

j=1 kO

c

b—1
= > O Flk)hg )bkt

j=1 k=0
D’apres le lemme 5.1.1, pour tout 7 € {1,...,c¢}, il existe un uniqde kj €{0,...,b—1}
tel que Ay, ; =1 et par définition, a; = k;.

On a alors

o

-1
F(k)hy,; = F(a;).
0

ES
1l

On obtient

b—1

F(k)hy = Z F(a)p ™!
k=0 7=1

et puisque F(a) < b pour tout j € {1,...,c}, alors ( Z;}) F(k)hg,b,c) est par définition
un code positionnel de 'uplet (F(a1),..., F(ac)). O

On peut maintenant conclure que I'application d’une endofonction 3 un uplet est

diophantienne.

Lemme 5.1.8. Soitb > 3. Soit la fonction F : Ny — Ny. Soit la fonction F[b] : NxN —
N telle que si (a,b,c) est un code positionnel de uplet (ay,...,a.) & valeurs dans Ny,
alors (F[b](a,c),b,c) est un code positionnel de l'uplet (F(ay),...,F(a.)). Soit (a,b,c)

un code de l'uplet (ai,...,a;) a valeurs dans Ny. Alors, on a 'équivalence suivante
Flbl(a,c) =d

=1
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b--1 b—1
Ahg...3hp_1 Z khy =aA Z hx = Repeat(1,b, c)A
k=0 k=0
b—1
/\ Ortnormy(h, by, c) A Z F(k)h, =ad
0<k<i<h k=0

Démonstration (x). (=) Supposons que F[b](a,c) = a’. Soient (hg,b,¢),..., (hs—1,b,¢)

des codes positionnels des uplets caractéristiques de (ai,...,a.). D’apres les lemmes

5.1.2, 5.1.3 et 5.1.4, les relations

b~1 b—1
Z khy = a,z hx = Repeat(1,b,¢), /\ Ortnormy(hy, he, )]
k=0 k=0 0<k<t<h

sont satisfaites. Donc, d’apes le lemme 5.1.7,

b—1
a' = Fbl(a,c) =Y F(k)h
k=0
(<) Supposons qu’il existe hg, ..., hy—1 tels que les relations suivantes soient satisfaites :
Eb—l kh _ b—1 —
k=0 k=G, Ek:O hk = Repeat(l,b,c),

/\0§k<z<b0rtnormb(hk, he,c) et Z;}) F(k)h =a'.

D’apres le lemme 5.1.6, (ho, b, ¢),. .., (hs—1, b, ¢) sont des codes positionnels des uplets ca-
ractéristiques de (a1, ..., ac). Donc, d’aprés le lemme 5.1.7, (a’, b, ¢) est un code position-
nel de I'uplet (F(ay),...,F(ae)), d’ou par définition
F[bl(a,c) = d. O

5.2 Fonctions a plusieurs arguments

Matiiassevitch (1995) prétend qu’on peut adapter les résultats obtenus précé-
demment pour prouver qu’'une fonction & plusieurs arguments appliquée aux éléments
d’uplets est également diophantienne. Toutefois, il n’en fait pas la preuve. Les résultats
de cette section ne se trouvent pas dans le livre de Matiiassevitch (1995). On tra-

vaille maintenant avec une fonction quelconque F': N;® — N, et on définit la fonction
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F[b] : N™* x N — N telle que si (a1,b,¢),...,(am,b,c) sont des codes positionnels des
uplets

(@11,---201,¢)s -5 (Qm1s- -2 Qme),
alors (F'(a,...,am,c),b,c) est un code positionnel de 1'uplet

(F(al,l, Cen ,amyl), e ,F(al,c, e ,am,c)).

Pour alléger la notation, on utilisera dans cette section des noms de variables en gras
pour représenter des uplets et on utilisera une notation normale avec indice pour repré-
senter les éléments d’uplets. La notation normale sans indice représentera le numéro de
code positionnel de cet uplet. Par exemple, si un uplet est représenté par la variable a,
alors a; est le i-eme élément de a et a est le numéro de code positionnel de a dans une
certaine base. Définissons maintenant la notion d’uplets caractéristiques de plusieurs

uplets.

Définition 5.2.1. Soitb > 3. Soient ay, ..., a, € Nf. Pourtoutk = (ki,..., kp) € N

et tout 5 € {1,...,c}, on pose

hk-— 1 sial,j:kl,...,am,j=km
7] -
0 sinon.
Les uplets hy = (hic1,. .., hi ) sont appelés uplets caractéristiques des uplets ay, ..., as,.

Lemme 5.2.1 (). Soientay,...,a, € Ny. Soient les uplets de la forme hy = (hx 1, ..., hxc),

pour k € N, les uplets caractéristiques de ay,...,an,. Quel que soit j € {1,...,¢}, il
existe un unique kK = (k1,..., kn) € N tel que hyej = 1.
Démonstration (x). Pour tout 5 € {1,...,c}, on sait que

Ql,jy-+ 5 0mj € Nb-
Dong, si k1 = ayj,...,km = @m,j, o0 a h(g, k) = 1 par définition des uplets ca-
ractéristiques. De plus, il ne peut exister &'y,..., k', € {0,...,b — 1} tels qu’il existe

q € {1,...,m} tel que K’y # kg et hg . y; = 1, puisque ceci impliquerait que

l /
k1:al,j:kl,...,km:am,j:km. (|
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Comme pour son homologue de la section précédente, ce lemme signifie en fait

que dans la représentation des uplets caractéristiques sous forme de matrice, il existe

un unique 1 par colonne de cette matrice.

Lemme 5.2.2. (%) Soient (ay,b,¢),...,(am,b,c) les codes positionnels des uplets

ai,...,am € Nf et (hk,b,c) le code positionnel de uplet caractéristique (hi1, ..., hie)

pour tout k € N¢. Pour tout £ € {1,...,m}, on a

Z hkkg = Qy.

keNg

Démonstration. Démonstration (*) Par définition, on a

Doohcke = Y (Ol ke

keNg keNg j=1

Z Z hk,jbj_lkg.

j=1keN§

D’apres le lemme 5.2.1, pour tout j € {1,...,c}, il existe un unique k € N{ tel que

hy j = 1. Par définition des hy j, on a alors k; = ap ;.

On a donc

c

c
Z Z hk,jbj_lig = ij_lag,j
j=1

j=1keNg
c
Z ag,jbj_l.
7=1

Il

Par définition d’un code positionnel, on a alors

C
Z agljbj_l = ay.
Jj=1

Lemme 5.2.3. (%) Soient ai,...,an € Nf. Soient les uplets (hi,..

O

Shie), avec

k € NJ* les uplets caractéristiques de ay,...,an et sotent les triplets (hy,b,c) leurs
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codes positionnels. On a

b —1
Z hix = Repeat(1,b,¢c) = 51
ken™ B
Démonstration (). D’apres le lemme 5.2.1, pour tout j € {1,...,c}, il existe un unique

k € N;" tel que hi; =1. On a

c
2 b= D) kb
keN” keNp j=1

c

= 3D gt

j=1keND
c

- Y
j=1

b¢—1
b—-1

g

Lemme 5.2.4 (). Soient ai,...,a, € Nf. Soient les uplets (hi,..., k), avec
k € Ny, les uplets caractéristiques de ay,...,an et soient les triplets (hi,b,c) leurs
codes positionnels. Alors
/\ Ortnormy(hk, by, €)
keN™, K ENT, k#k!

est satisfaite.

Démonstration. Démonstration (x) Soient k € Nj™ et k' € N[ tels que k # k'. Il existe
donc j € {1,...,m} tel que k; # k';.
Par définition des uplets caractéristiques, quel que soit £ € {1,...,c},ona 0 < hy, <1

et 0 < hk/,g < 1.

e Si hry = 1, alors, par définition des uplets caractéristiques, on a
aie = ki,...,ame = km. Or ajp = k; # k';. Par définition des uplets carac-

téristiques, on a donc hy ; = 0.
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e Si hwe = 1, alors, par définition des uplets caractéristiques, on a
are = k', ame = K'm. Or aje = k'; # 4. Par définition des uplets carac-

téristiques, on a donc hy ; = 0.

La relation Ortnormg(hy, hi, ¢) est donc satisfaite pour tout k, k' € N/™ tels que k # k'.

O

Lemme 5.2.5 (). Soient ay,...,a, € Nf et (a1,b,¢),...,(am,b,c) leurs codes posi-
tionnels en base b. Soient les hy, ouk € N;*. Alors les triplets (hy,b,c), ou k € NJ*,
sont les codes positionnels des uplets caractéristiques de ay,...,a, si et seulement si

les relations suivantes sont satisfaites :

m
N D hike =ay,
¢=1keN™
b° —1
2 o=
kEND
/\ Ortnormy(hy, by, ¢).

ke N, K'eN*, k#k/

Démonstration (x). (=) Siles uplets de la forme (hy,b,c), ol k € N;*, sont les codes
positionnels des uplets caractéristiques de aj,...,a., alors soient les uplets hy, ou
k € NJ*, ces uplets caractéristiques. D’apres les lemmes 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4, les condi-

tions suivantes sont satisfaites :

4
A S huke = a

¢=1keN
¢ —1
2 =g
keNy
/\ Ortnormy(hk, by, ¢).

keNY, K'ENT®, k£K/
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(<) Supposons que les conditions

m

/\ Z hkkgzag

¢=1keN™

b1
> =3
keNy®

/\ Ortnormy(hy, by, ¢)
keN™, K'eNT®, k#k!

soient satisfaites pour tout £ € {1,...,m}. Puisque

/\ Ortnormy(hy, hyr, ¢)
KeEN]", k'ENJ?, k#k!
est satisfaite, alors pour tout k € N/*, (hy,b,c) est un code positionnel d’un uplet
dont les éléments appartiennent & {0,1}. Soit hy P'uplet codé. Pour tout k, k' € N
tels que k # K/, on a, pour tout j € {1,...,c}, hxj =1 = hy ; = 0. Donc, pour tout

je{l,...,c},ona

> by <1

keN"®

Par hypothese, on a également

Z hx = Repeat(1,b,c)

keNy
b — 1
h =
kez]\;bm ) b—1
> mo= Yow
keNT® j=1
c
S Y et = 3w
keN™ j=1 j=1

¢

Yo > (vt = iw’-l.

j=1keN]



147

Puisque hi ; <1 <b, par unicité de la représentation d’un nombre en base b, on a

> () =1

keN

pour tout j € {1,...,c}. Puisque hk; € {0,1}, alors, pour tout j € {1,...,c}, il existe

x; € N;™ tel que hy; j = 1. Soient x1,...,%c € Nj™ tels que hyx; 1 =1,..., hx,c =1 On

a alors
1 si k)lz.rj,l,...,k)m:l‘j)m
hy; =
0 sinon.
Par définition, pour tout £ € {1,...,m}, on a

[
ap = Zag’jbj_l.
i=j
Par hypothese, on a, pour tout £ € {1,...,m}

aeg = Z hkk)g

keNp
c
ap = Z thvjbj_lkg
keN™ j=1
[4 ) [¢
Zag,jlﬂ“l = Z th,jlﬂ_lkg
j=1 keN™ j=1
c c
DoaegtTh = Y (Y ke
J=1 J=1 kenN

Puisque hi; € {0,1} et que k¢ € Ny, alors hy jke € Np. Par unicité de la représentation

d’un nombre en base b, on a pour tout £ € {1,...,m} et tout j € {1,...,¢}

ag,j = Z hk’jkl.

keENE

Or, pour tout j € {1,...,c}, il existe un unique x; € N;* tel que hy, ; = 1. Pour tout

y € N{* tel que x; # y, on a hy ;j = 0. Par conséquent, pour tout j € {1,...,c}, on a

agJ — ”/k, ke — h’X i y L ',e.
J E N Rt}
ker



148

Donc, ap; = z;¢. Nous pouvons alors conclure que

1L siky=xzp1 =014, km =Zpm = amye
hie =
0 sinon.
Par définition, les uplets (hi 1,...,hk.), avec k € NJ™ sont donc les uplets caractéris-
tiques des uplets ay, ..., am. |

Lemme 5.2.6 (x). Soit une fonction F': NJ* — Ny. Soient ay,...,a, € Nf. Sotent
(a1,b,¢),...,(am,b,c) des codes positionnels de ces uplets. Soient hy € {0,1}™, ou
k € N[, les uplets caractéristiques de ay,...,am. Soient (hi,b,c), ot k € N[*, des

codes positionnels des uplets hy. Alors,

> F(k)hg,b,c

ke N

est un code positionnel de l'uplet

(Fla11,---ram1), - F(a1,er- -y amye))-

Démonstration (*). On a

> PR = Y, 14"(1<)th,jbf—1

keN keNP
¢ .
= D 2 Pt
keny j=1
C
= Y ) Pk b
j=1keN™
D’apres le lemme 5.2.1, pour tout j € {1,...,¢c}, il existe un unique k € N{" tel que
hk ; = 1. Par définition des uplets caractéristiques, on a k1 = a1j,...,km = am ;. On a

alors

> F(K)h Y3 PRt

keNy j=1keN["

c
ZF(GU’ e ,am,j)bj_l.
j=1
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Puisque 0 < F(a1j,...,am,;) < b, alors par définition,
C .
O Flar,. .., am ¥} b,c)
j=1
est un code positionnel de 'uplet
(F(O,],l, vy am,l), AN ,F(allc, Ca ,am|c)).

O

Lemme 5.2.7 (x). Soit b > 3. Soit la fonction F : N — Ny. Soit la fonction F[b] :
N™ x N — N telle que si (a1,b,¢),...,(am,b,c) sont des codes positionnels des uplets
ai,...,am € Nf, alors (F'[bl(a), b, ¢) est un code positionnel de luplet (F(as),..., F(ac))-

Alors,

Flbj(a1,...,am,c) =a
&
m
3h0,..0) - 1,51y | [\ D ke =agA Y Ry = Repeat(l,b,c)A
€=1keNm kenm™
/\ Ortnormy(hg, hgr, ¢) A Z F(k)h =d
KEN™, K'eNI™, k#k! ke N
Démonstration (x). (=) Supposons que F[bl(ai,...,am,c) =a’.

Soient (hy,b,c) avec k € Nf les codes positionnels des uplets caractéristiques hy des

uplets ap, ..., an. D’aprés les lemmes 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4, les relations
m
N\ D hucke = ae
¢=1keN]

Z hx = Repeat(1,b,c)
ke N

/\ Ortnormy(hi, hi, ¢)
keN], KEN™, kk/
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sont satisfaites.

Donc, d’aprés le lemme 5.2.6,

a = Fbl(a1,...,am,c) = Z hy F (k) hy.
keN

(<) Supposons qu'il existe des entiers hy, ot k € N, tels que les relations

m

/\ Z hyke = ayg

¢=1keN

Z hx = Repeat(1,b,¢)
keN

/\ Ortnormy(hy, hi, €)
KENT™, K'END, kstk/

> Fk)hg =d

kEND
soient satisfaites. D’apres le lemme 5.2.5, les uplets de la forme (hi, b, ¢), ot k € N;*,
sont des codes positionnels des uplets caractéristiques de ay,...,a,,. Donc, d’apres le

lemme 5.2.6, (a’,b,¢) est un code positionnel de l'uplet

(Flai1,.yam1),--  Flaie, .-y ame))

d’olt par définition F[bl(ay,...,am,c) =d'. O

Puisque toutes les conditions utilisées dans le lemme précédent sont diophan-
tiennes, on peut conclure que la fonction F[b] est elle-méme diophantienne. Nous pos-
sédons donc un nouvel outil diophantien permettant d’appliquer des endofonctions aux
éléments d’uplets. Nous nous servirons de cette possibilité au cours du prochain chapitre
dans lequel 'encodage des machines de Turing au moyen d’équations diophantiennes ré-

clamera justement 'application d’endofonctions aux éléments d’uplets.



CHAPITRE V1

LE DIXIEME PROBLEME DE HILBERT EST INDECIDABLE

Rappelons I’énoncé du dixieme probleme d’Hilbert :

On donne une équation de Diophante & un nombre quelconque d’incon-
nues et & coeflicients entiers rationnels : on demande de trouver une méthode
par laquelle, au moyen d'un nombre fini d’opérations, on pourra distinguer
si 'équation est résoluble en nombres entiers rationnels. (Hilbert, 1900)

L’approche de Matiiassevitch (1995) pour achever la preuve de 'indécidabilité du dixieme
probléme de Hilbert est assez différente de celle employée originellement par Davis, Put-
nam et Robinson (1961). Ces derniers utilisaient des résultats issus de la logique et s’ap-
puyalent notamment sur certaines représentations des ensembles diophantiens appelées
formes de Davis. Matiassevitch (1976) a présenté une nouvelle approche utilisant les ma-
chines de Turing et permettant de se passer des formes de Davis. Matiiassevitch a par la
suite continué a explorer des méthodes alternatives de preuve, avec notamment des ré-
sultats employant des machines a registre (Jones et Matiassevitch, 1991), autre modeéle
de calcul. La méthode exposée par Matiassevitch (1995) est assez simple d’approche :
elle ne demande pas au lecteur d’8tre familiAarisé avec le formalisme rigoureux de la
logique et utilise les machines de Turing, un modele de calcul facilement définissable et

simulable.

Nous allons maintenant aborder la question de la calculabilité qui est le lien
entre I'expression intuitive de la nature de la méthode demandée par Hilbert et une
formalisation de ce qu’est une telle méthode. Ceci nous amenera & définir dans un

premier temps la notion de calculabilité et les enjeux qui s’y rattachent. On décrira



152

dans un premier temps les machines de Turing. On se servira de ce formalisme pour
établir I’équivalence entre les ensembles diophantiens et les ensembles semi-décidables,

équivalence constituant 1’objectif de ce chapitre.

6.1 La calculabilité

Intuitivement, la question de la calculabilité semble triviale : est calculable tout
ce qui peut étre calculé, c’est-a-dire obtenu au terme d’un nombre fini d’étapes élé-
mentaires. Ces étapes constituent la procédure ou l'algorithme permettant d’obtenir le
résultat. On rencontre rapidement les limites de la formulation intuitive de calculabilité.
En effet, il n’est pas exclu de penser que certains résultats ne peuvent pas étre calculés.
Or, on ne peut pas, au moyen de la seule notion intuitive, prouver qu’aucune procédure
n’existe pour réaliser un calcul particulief&r. On ne peut que se borner & constater qu’on

n’a pas encore explicité d’algorithme permettant sa réalisation.

Lorsque Hilbert formule son dixieme probléme, il n’existe pas encore d’outils per-

mettant de démontrer 'inexistence d’un algorithme.

6.2 Les machines de Turing

Lorsqu’on parle de décrire une procédure pour exécuter une tiche particuliére,
on veut une méthode mécanique, une suite finie d’instructions élémentaires & exécuter
pour arriver au résultat escompté. Par conséquent, une machine pourrait étre créée qui
accomplirait ces étapes sans aucune intervention extérieure. Introduites par Alan Turing
(1937), les machines de Turing constituent un modele de calcul pouvant étre décrit
comme une machine physique. Dans le cadre de 'utilisation d’une machine de Turing,
on considére que le temps est discret. Une machine de Turing posséde une mémoire
constituée d’un ruban infini divisé en cellules. Par convention, on suppose que le ruban
est infini & droite et que la premiere cellule du ruban est située & Pextrémité gauche.
Chaque cellule peut soit contenir un symbole choisi dansun alphabet A = {a1,...,qy}

qui est propre & la machine, soit étre vide (pour faciliter I’écriture, on utilisera le symbole
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A pour désigner le vide). La machine posséde une variable appelée état dont la valeur
appartient & un ensemble fini constituant I’ensemble des états @ possibles de la machine.
Un de ces états est dit initial : il s’agit de I’état dans lequel se trouve la machine au
début de son exécution. Certains de ces états sont dits finauz : lorsque la machine entre

dans un état final, son fonctionnement est interrompu.

Une machine possede une téte de lecture lui permettant d’interagir avec la mé-
moire. La téte de lecture observe le contenu d’une cellule particuliere et écrit dans cette
cellule un des symboles de 'alphabet, remplagant éventuellement le symbole qui s’y
trouvait. La téte peut rester sur place ou se déplacer d’une cellule vers la droite ou vers
la gauche. Chacune des opérations (lecture, écriture, déplacement) de la téte de lecture
est exécutée & chaque période du temps. Le comportement de la machine est entiérement
déterminé par le symbole contenu dans la case observée par la téte de lecture et 1'état
dans lequel sc trouve la machine. Un ensemble de regles permet de préciser les actions
qu’effectuera la machine pour chacune des configurations possibles. On considére, pour
simplifier I'écriture, que 'ensemble des états Q est {q1,...,gn} avec g1 I'état initial. Une

instruction peut alors étre écrite

Qi = aA(i,j)D(i’j)qQ(iJ)

ol ¢; est un état non-final de la machine, o est le symbole de I’alphabet AUA (on pose
ap = A) observé par la téte de lecture, a5 est le symbole & inscrire dans la cellule
observée par la téte de lecture, gg(; ;) est le prochaine état de la machine et D(i, 5)
est le déplacement effectué par la téte de lecture. Les valeurs que peut prendre D(4, j)
sont L, R et S, indiquant respectivement un déplacement & gauche, & droite et aucun

déplacement.

Au début de I'exécution, un segment initial de taille fini de la mémoire d'une
machine de Turing est formé de cases contenant un symbole de I'alphabet A. Ce seg-
ment constitue 'entrée passée a la machine de Turing. La machine peut adopter deux
comportements en fonction de I’entrée. Soit la machine atteint un état final au bout

d’un nombre fini d’étapes, soit aucun état final ne sera jamais atteint. Si la machine
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entre dans un état final elle s’arréte et on dit que Pentrée est reconnue par la machine.
Une machine de Turing est donc capable de reconnaitre un langage dont les mots sont
formés & partir des symboles de 'alphabet A. Si la machine s’arréte, alors le mot passé
en entrée appartient au langage reconnu par la machine. Un tel langage est dit récursive-
ment énumérable ou encore semi-décidable. On peut également considérer la machine de
Turing comme un calculateur. Si on se munit d’une interprétation des mots qu’on peut
former au moyen de 'alphabet, alors on peut observer un résultat sur la mémoire de la
machine lorsque 'exécution s’arréte. C’est le résultat du calcul effectué par la machine
de Turing & partir de I'entrée initiale. L’ensemble des valeurs pouvant étre calculées de
la sorte par une machine de Turing est dit partiellement récursif. De telles machines
sont, si on considere valide la thése de Church (voir section 6.3), capables de calculer
tout ce qui est calculable. En d’autres termes, s’il n’existe pas de machine capable d’ef-
fectuer une procédure, alors il n’est pas possible de décrire une telle procédure en termes

d’algorithme.

Il existe plusieurs descriptions des machines de Turing, équivalentes entre elles :
machines & mémoire infinie dans les deux sens, machines multi-bandes, machines ne
possédant qu'un nombre restreint de symboles d’alphabet. Le lecteur intéressé pourra
se référer & Hopcroft, Motwani et Ullman (2006) pour une définition plus formelle des

machines des Turing et des démonstrations d’équivalence entre les modeles.

Un résultat remarquable issu de la recherche autour du dixiéme probléeme de
Hilbert est I'identité entre les ensembles semi-décidables et les ensembles diophantiens.
Ceci signifie que les ensembles diophantiens constituent un modele de calcul équivalent
aux machines de Turing alors qu’a prieri ces équations n’ont pas vocation a distinguer
ce qui est calculable de ce qui ne I'est pas. Nous allons montrer cette équivalence, puis

nous en déduirons 'indécidabilité du dixieme probleme de Hilbert.
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6.3 La thése de Church

La théorie de la calculabilité est une tentative de modélisation de la notion intui-
tive de faisabilité. En d’autres termes, elle fournit un critére permettant de décider s'il
existe une procédure, un algorithme permettant. de répondre & une question, de fournir
le résultat d’un calcul. Il n’existe pas de preuve absolue que la notion intuitive de cal-
culabilité et sa formalisation mathématique sont parfaitement équivalentes. La these de
Church affirme que ce que peuvent calculer les machines de Turing coincide exactement
avec ce qui est intuitivement considéré comme calculable. Plusieurs indices fondent cette
hypothése. En premier lieu, il n’a pas encore été découvert de modele plus puissant que
les machines de Turing. En d’autres termes, il n’existe pas, pour 'instant, de modeles
permettant d’effectuer des calculs que la machine de Turing est incapable de faire. De
plus, aucune procédure n’a encore été décrite qui ne soit pas simulable par une machine
de Turing. Ceci plaide en faveur de la these de Church. Aussi, arriver & démontrer qu'un
calcul particulier ne peut &tre réalisé équivaut, si on accepte cette these, a prouver qu'il

n’existe aucune machine de Turing capable d’effectuer ce calcul.

6.4 Convention de représentation

Les machines de Turing manipulent des symboles qui sont en eux-méme dépour-
vus de sens. C’est a I'utilisateur de la machine de se munir d’un systéme d’interprétation
des symboles qui lui permet de tirer parti des calculs effectués par une machine de Tu-
ring. Nous présenterons dans cette section les conventions adoptées pour représenter les
objets mathématiques que nous allons fournir aux machines créées ainsi que les spécifi-

cités de ces machines. [’alphabet des machines utilisées dans ce chapitre est 'ensemble

{A’ *707 1727 3}'

6.4.1 Symboles spéciaux

Nous commencerons par établir une convention commune a toutes les machines

que nous emploierons. Cette convention permet d’éviter des mouvements invalides de
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la téte de lecture en permettant de détecter 'emplacement de la premiere cellule de la
mémoire. Par convention, on exige que le symbole contenu dans la premiere cellule de la
mémoire d’une machine de Turing soit en tout temps le symbole x. Ceci permet d’écrire
des instructions qui ne provoqueront pas un déplacement vers la gauche de la téte de
lecture alors qu’elle se trouve sur la premiére cellule. Il suffit pour cela d’interdire les
mouvements vers la gauche pour toute instruction concernant le symbole x et d’imposer
la réécriture de ce symbole. Il convient également d’interdire la possibilité d’écrire le

symbole * ailleurs que dans la premiére case de la mémoire.

Hormis ’entrée passée initialement a une machine de Turing, la mémoire est com-
posée de cases vides (c’est-a-dire contenant le symbole A). Si le format des instructions
d’une machine de Turing permet de traiter le cas d’une case vide, il est en revanche
impossible de ne rien inscrire dans cette case durant I'exécution d'une instruction. Ceci
implique que toute case observée 4 un moment donné contiendra par la suite un sym-
bole. De plus, il n’est pas possible qu'une case contenant un symbole redevienne vide au
cours de 'exécution de la machine. 11 pourrait toutefois s’avérer utile d’effacer le contenu
de cases de la mémoire, par exemple pour supprimer une donnée. Pour contourner cette
difficulté, on introduit un nouveau symbole, A, qui sera considéré comme vide. Ainsi,
toute instruction s’appliquant & une case vide s’appliquera également & A. De méme,
lors de 'interprétation de ’état de la mémoire, on considérera identiques une case vide
et une case contenant A. On exige qu’a tout moment de 'exécution d’une machine de
Turing, il n’existe aucune case vide ou contenant le symbole A située a gauche d’une
case contenant un symbole différent de . En d’autres termes, le segment initial de la
mémoire est continu, sans « trous », toutes les cases que nous considérons vides sont

situées apres les cases non vides sur la bande.

6.4.2 Etats initial et finaux

Il est possible de tirer des conclusions non seulement de I’état de la, mémoire d’une
machine de Turing lors de son arrét mais également de P'état dans lequel elle s’arréte.

En effet, les machines de Turing peuvent posséder plusieurs états finaux, chacun porteur
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d’un sens particulier.

Par convention, toute machine de Turing créée pour les besoins de ce chapitre aura
pour état initial g1. De plus, elle possédera deux états finaux, go et g3, qui seront respec-
tivement interprétés comme donnant les réponses « OUI »(ou « VRAI ») et « NON »(ou
« FAUX »). Si on considere qu’une machine est en quelque sorte la formalisation d’une
question et que 'entrée est le sujet de cette question, alors on peut considérer I’état
final de la machine au terme de I’exécution comme la réponse & la question concernant

I'entrée.

6.4.3 Nombres et uplets

On sera amené, dans le cadre de ce chapitre, & utiliser des machines de Turing
pour reconnaitre des uplets. 11 faut donc adopter une convention de représentation des

uplets dans la mémoire de ces machines.

Définition 6.4.1. On appelle représentation canonique d’un nombre n dans la mémoire

d’une machine de Turing un mot débutant par le symbole O suivi de n symboles 1.

Il ne s’agit pas vraiment de la représentation unaire du nombre, a cause de la
présence du 0 au début du mot. Cet ajout sert justement & représenter les uplets faci-
lement, le 0 joue un role de délimiteur entre les nombres. Notons que le nombre 0 est

représenté par le mot constitué d’un unique symbole 0.

Définition 6.4.2. On appelle représentation canonique d’un uplet (n1,...,nk) le mot
obtenu en concaténant les représentations canoniques des nombres ny,...,ng les unes

apres les autres par ordre croissant d’indices.

1l ne serait pas possible de retrouver les valeurs des membres de 'uplet représenté

sans le délimiteur 0 dont ’emploi trouve ici son sens.
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6.4.4 Compositions de machines de Turing

Un de nos objectifs est ici de construire, a partir d’une équation diophantienne
paramétrée quelconque, une machine de Turing qui atteint un état final si et seulement
si I'entrée qui lui est fournie est la représentation d’un uplet de parametres pour lesquels
I’équation posséde une solution. Les instructions d’une telle machine sont probablement
nombreuses et leur réle risque d’étre complexe. Pour faciliter la description de cette
machine, Matiiassevitch (1995), propose d’utiliser des méthodes permettant de composer
des machines de Turing entre elles, c’est-a-dire de former une machine de Turing M a
partir de machines préexistantes M; et Ms. Ainsi, on pourra décrire des machines de plus
en plus complexes en composant des machines de base, dont les jeux d’instructions sont
faciles a décrire. Cette démarche sera intuitivement plus compréhensible, se rapprochant

de la programmation.
Nous utiliserons deux méthodes de composition différentes.
La premiere méthode est la suivante :

¢ Dans toutes les instructions de la machine M1, on remplace ’état final gz par ¢,11

ou v est le nombre d’états de M.

o Dans toutes les instructions de la machine My, on remplace chaque état non final
g; par 'état gy

o L’ensemble des instructions de la nouvelle machine M est constitué des ensembles

d’instructions modifiés tels que décrits ci-dessus.

Concretement, cette composition fournit une machine dont le comportement est le sui-

vant :
o La machine M se comporte dans un premier temps comme la machine Mj.

- Sila machine M; n’atteint jamais un état final, alors la machine M n’atteint

Jjamais un état final.

- Si la machine M, atteint I'état ¢, alors, & cause de la modification des ins-

tructions, la machine M entre dans ’état g,.1. Cet état se trouve étre J'état
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initial de la machine Mj. Puisque les modifications apportées & My consti-
tuent juste un nouvel étiquetage des états, alors M se comporte maintenant

comme Mo.

> Si la machine M, atteint un état final avec pour entrée la mémoirc de
M aun moment on 'état de M devient g,y1, alors la machine M s’arréte

sur cet état final.

> Sila machine M5 ne s’arréte jamais lorsque son entrée est la mémoire de

M au moment on I'état de M devient ¢,y1, alors M ne s’arréte jamais.
- Si la machine M; atteint I'état g3, alors M s’arréte dans I’état final g3.

On peut voir que ’exécution de la partie issue de My est conditionnelle & une réponse
« VRAI »de M; pour 'entrée. Si la réponse de M7 est « FAUX », alors la réponse de M
sera. « FAUX ». Pour décrire une machine obtenue par cette composition, on utiliscra
les notations

1\/[1;]\/[2,
M1 and MQ,

ou

if Ml then MQ.

La seconde méthode de composition est la suivante :

e Dans toutes les instructions de la machine My, on remplace I'état g5 par g,.1, ou

v est le nombre d’états de la machine M;.
e Dans toutes les instructions de la machine M1, on remplace 1'état g3 par g¢s.
e Dans toutes les instructions de la machine M5, on remplace I’état ¢o par qi.

e Dans toutes les instructions de la machine Ms, on remplace chague état g; par

Qu4i, OU 1 # 2, 1 # 3 et v est le nombre d’états de la machine Mj.

e L’ensemble des instructions de la machine M est constitué de I’ensemble des ins-

tructions de M7 et My modifiées.

Cette composition fournit une machine dont le comportement est le suivant :
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¢ La machine M se comporte dans un premier temps comme la machine M.

- Si la machine M n’atteint jamais un état final, alors la machine M n’atteint

jamais un état final.

- Si la machine M; atteint I’état g2, alors, & cause de la modification des ins-
tructions, la machine M entre dans I'état g,41. Cet état est I’état initial de
la machine Ms. Puisque les modifications apportées & Mo, constituent juste
un nouvel étiquetage des comportements, alors M se comporte maintenant,

comme Mo.

> Si la machine M, s’arréte dans I’état ¢o, alors la machine M revient a

I'état ¢1. Elle se comporte alors de nouveau comme M;.

> Sila machine M, s’arréte dans I'état g3, alors la machine M s’arréte dans

I’état gs.

- Si la machine M7 atteint 1’état final ¢3, alors la machine M s’arréte dans

I’état go.

Cette composition forme une boucle conditionnelle. En effet, tant que la machine M,
répond « VRAI », alors la machine My s’exécute. Si I’exécution de la machine M; est
normale (c’est-a-dire qu’elle s’arréte dans I’état ¢o), alors on relance la machine M,
et ainst de suite. Si la machine M7 répond « FAUX », alors la machine M s’aréte
dans I'état gp. On peut remarquer une différence fondamentale avec la composition
précédente, qui est qu'une réponse négative a la condition de la boucle n’entraine pas
une réponée négative de la machine M. Cependant, si la machine My s’arréte dans I'état
g3, alors la machine M s’arréte dans I’état ¢g3. Pour décrire une machine obtenue par

cette composition, on utilisera Ia notation
while M; do Ms od.
Bien que la notation de ces deux compositions ressemble & celle d’un langage

informatique, il est bon de remarquer qu’il existe ici quelques subtilités que ne véhi-

culent pas les concepts d’instructions et de boucles conditionnelles en général. Ainsi, tel
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qu’évoqué précédemment, il faut noter que dans le cas d’une machine if M then Ms,
une réponse négative a la condition entraine une réponse négative de la machine au
complet. Au contraire, dans le cas d’une machine while M; do Ms od, une réponse
négative ne peut étre obtenue que si la machine M, donne une réponse négative. Ainsi,
si on désire créer une machine qui teste une condition et qui dans tous les cas donne
une réponse positive, il faut employer une composition while plutdt qu’une composition

if ... then, ce qui ne constitue pas le réle usuellement associé & une boucle.

6.5 Machines utiles au test de toutes les solutions d’une équation

La démonstration du caractere semi-décidable des équations diophantiennes fait
intervenir un certain nombre de machines de Turing qui sont utilisées par Matiiasse-
vitch (1995) pour créer une machine capable de tester toutes les solutions possibles de
I’équation considérée. Le tableau suivant présente briévement chacune de ces machines.
La partie subséquente n’est pas indispensable & la compréhension et ne fait que fournir

la définition de ces machines tout en détaillant plus avant leurs caractéristiques.
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Tableau 6.1 Machines de Turing utilisées

Nom Entrée Action

RIGHT Quelconque Déplace la téte de lecture d’une case
vers la droite.

LEFT Quelconque Déplace la téte de lecture d’une case
vers la gauche.

WRITE(n) Quelconque Ecrit le symbole n dans la case observée
par la téte de lecture.

READ(n) Quelconque S’arréte dans ’état g2 si le symbole ob-
servé par la téte de lecture est n. S’ar-
réte dans ’état g3 sinon.

STOP Quelconque S’arréte dans I'état g3.
NEVERSTOP Quelconque S’exécute indéfiniment.
READNOT(n) Quelconque S’arréte dans ’état g3 si le symbole ob-

servé par la téte de lecture est n. S’ar-
réte dans 'état ¢ sinon.

STAR Quelconque Positionne la téte de lecture sur la pre-
miere case de la mémoire.

VACANT Quelconque Positionne la téte de lecture sur la pre-
miere case vide de la mémoire.

JUMP Représentation d’un | Déplace la téte de lecture de sa po-

uplet (a1,...,am) sition actuelle vers la premiére case &

droite débutant la représentation d'un

nombre.
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Tableau 6.1 Machines de Turing utilisées (suite)

FIND(n) Représentation d’un | Déplace la téte de lecturc vers la case
uplet (a1,...,am) débutant la représentation de a..
LAST Représentation d’un | Déplace la téte de lecture vers la case
uplet (a1,...,an) débutant la représentation de a,.
NEW Représentation d’un | Transforme la  représentation de
uplet (ay,...,amn) (a1,...,am) en la représentation de
(al; s >am70)~
INC Représentation d’un | Transforme la  représentation de
uplet (a1,-..,am) (a1,...,am) en la représentation de
(a1,...,am +1).
DEC Représentation d'un | Sia,, > 0, transforme la représentation
uplet (a1,...,an) de (ay,...,an) en la représentation de
(a1, ...,am —1). Sinon ne fait rien.
DELETE Représentation d'un | Transforme la  représentation de
uplet (a1,...,am) (a1,...,am) en la représentation de
(al) s aam—l)'
MARK(n) Représentation d’un | Remplace chaque symbole 1 rencontré
uplet (as,...,am) a droite de la téte de lecture par le sym-
bole n jusqu’a 'observation d’un sym-
bole différent de 1.

THEREIS(n) Quelconque S’arréte dans I'état g9 si un symbole n
est présent dans la mémoire. Sarréte
dans ’état ¢3 sinon.

THEREWAS(n) Quelconque Agit comme THEREIS(n) mais rem-
place le symbole n, s'il est rencontré,
par le symbole 1

RESTORE Quelconque Remplace toutes les occurrences des

symboles 2 et 3 par le symbole 1.
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Tableau 6.1 Machines de Turing utilisées (fin)

APPEND(k) Représentation d’un | Transforme la représentation de
uplet (a1,...,am) (a1,...,am) en la représentation de
(@1,...,am + ag).
COPY(k) Représentation d’un | Transforme la  représentation de
uplet (a1,...,am) (a1,...,an) en la représentation de
(@1, ..., Gm,ak).
ADD(:, 7) Représentation d’un | Transforme la  représentation de
uplet (ay,...,am) (a1,...,am) en la représentation de
(@1,...,am, i + aj).
MULT (s, 7) Représentation d'un | Transforme la  représentation de

uplet (a1,...,am)

(a1,...,am) en la représentation de

(a1,...,am,0;a;).

NOTGREATER(s, 7)

Représentation d'un

uplet (a1,...,am)

S’arréte dans I’état ¢o si a; < a;. Sar-
réte dans I’état g3 sinon.

EQUAL(, j)

Représentation d’un

uplet (ay,...,an)

S’arréte dans I'état g si a; = a;. Sar-
réte dans I’état g3 sinon.

NOTEQUAL(, §)

Représentation d’un

S’arréte dans ’état go si a; # a;. S’ar-

uplet (a1,...,am) réte dans I'état g3 sinon.
NEXT Représentation d’un | Transforme la  représentation de
uplet (ai,...,am) (a1,...,am) en la représentation de
(@1,...,am-2,b,c) ou (bc) est le
couple suivant (am-1,0,) dans la
numérotation de Cantor.
DECODE Représentation d'un | Transforme la  représentation de

uplet (a1,...,am)

(a1,...,a,) en la représentation de
(@1,...,am,b,c) ou (b,c) est le couple
dont le numéro de Cantor est a,.
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On va maintenant décrire plus en détail chacune de ces machines.

LEFT et RIGHT

Les machines RIGHT et LEFT déplacent la téte de lecture respectivement d’une
case vers la droite et d'une case vers la gauche. Toutefois, si la téte de lecture
observe la premiere cellule de la mémoire, le déplacement vers la gauche n’aura
pas lieu. De méme, si la téte de lecture observe une cellule vide ou contenant le
symbole A, le déplacement vers la droite ne se fera pas. La machine LEFT est

décrite par les instructions

qx = xSq
¢10 = 0Lg
gl = 1lLg»
@12 = 2Lgs
¢13 = 3Lg
@A = ALg
A = ALgs.

La machine RIGHT est décrite par les instructions

g1*x = *Rg
10 = ORqg
11 = 1Rq
q12 = 2Rq
@13 = 3Rgs
aA = ASq
g = ASq.

Quelle que soit I'entrée passée & la machine, I'exécution s’arréte forcément dans
Pét o5 1 o . Aeat; .
état ¢o apres la premiere instruction. De plus, aucune modification de la mémoire

n’est effectuée, exception faite du cas ou la cellule observée est vide, auquel cas
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on écrit le symbole A dans cette cellule. Dans la mesure ol aucune cellule vide et
aucune cellule contenant A n’est située a gauche d'une cellule non vide contenant
un symbole différent de A dans I'entrée, alors la mémoire obtenue en fin d’exécu-
tion ne présente aucune cellule contenant un symbole A & gauche d’une cellule ne
contenant pas A.

WRITE(n) ‘

Une machine WRITE(n) écrit le symbole n € {0,1,2,3, A} dans la cellule observée
par la téte de lecture sauf si cette cellule contient le symbole x, c’est-a-dire si la

téte observe la premiere cellule de la mémoire. Le jeu d'instructions de la machine

WRITE(0) est.

ax = *5qo
g0 = 05¢
g1l = 05¢q
@12 = 05¢s
13 = 05q2
A = 0S¢
A = 0S¢

Les machines WRITE(1), WRITE(2), WRITE(3) et WRITE()) possédent des

jeux d’instructions similaires.

Quelle que soit 'entrée passée & une de ces machines, 'exécution s’arréte forcément
dans I'état ¢o apres la premiere instruction. Lors de 1'utilisation des machines
WRITE(0), WRITE(1), WRITE(2) et WRITE(3), il faut s’assurer que 1’écriture
ne se fait pas sur une case située a droite d’une case vide ou contenant le symbole A.
Lors de 'utilisation de la machine WRITE()), il faut s’assurer que 1’écriture ne se
fait pas sur une case située & gauche d’une case non vide et contenant un symbole
différent de A. Ces vérifications sont nécessaires pour maintenir les conventions

adoptées précédemment concernant la forme des données dans la mémoire.
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e READ(n)
Une machine READ(n) indique si le symbole contenu dans la cellule observée par
la téte de lecture est n, avec n € {*,0,1,2,3, A}. La machine s’arréte donc dans
I’état g si le symbole observé correspond a celui reconnu par la machine et dans
I’état g3 sinon. Le comportement de READ()) est un peu différent dans la mesure
ol A est un symbole & interpréter comme le vide. La machine READ(A) s’arréte
donc dans l'état go si la cellule observée par la téte de lecture est vide ou contient

A. Le jeu d’instruction de la machine READ(x) est

Q*x = *xSq¢
a0 = 0S¢
¢l = 1S¢g;
@12 = 2S¢
@13 = 35¢3
@A = ASq
g = ASgs.

Les machines READ(0), READ(1), READ(2) et READ(3) possédent des jeux
d’instructions similaires. Aucune modification de la mémoire n’est faite par ces
machines, Dans la mesure ou aucune cellule vide et aucune cellule contenant A n’est
située & gauche d’une cellule contenant un symbole différent de ) dans Uentrée,
alors la mémoire obtenue en fin d’exécution ne présente aucune cellule contenant

un symbole A & gauche d’une cellule ne contenant pas A.
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Le jeu d’instruction de la machine READ(X) est

g* = =S¢
g0 = 0S¢
gl = 15¢
g2 = 2S¢
@3 = 3S5g¢
@A = ASq
g = ASe.

Aucune modification de la mémoire n’est faite par cette machine. Dans la mesure
ou aucune cellule vide et aucune cellule contenant A n’est située & gauche d’une
cellule contenant un symbole différent de A dans I’entrée, alors la mémoire obte-
nue en fin d’exécution ne présente aucune cellule contenant un symbole A & gauche

d’une cellule ne contenant pas A.

e STOP
La machine STOP passe dans 1'état final g3 directement sans effectuer aucune
modification sur la position de la téte ou I'état de la mémoire, excepté si la cel-
lule observée est vide, auquel cas le symbole A sera écrit dans cette cellule. Ses

instructions sont,

ax = *5¢3
g0 = 0S5¢3
¢l = 18g3
a2 = 25¢3
@13 = 35¢s
A = ASgs
aA = Mg



169

Aucune modification de la mémoire n’est faite par cette machine. Dans la mesure
ou aucune cellule vide et aucune cellule contenant A n’est située & gauche d’une
cellule contenant un symbole différent de A dans 'entrée, alors la mémoire obte-
nue en fin d’exécution ne présente aucune cellule contenant un symbole A a gauche

d’une cellule ne contenant pas A.

NEVERSTOP
La machine NEVERSTOP est congue pour ne jamais s’arréter ; elle ne fait aucune
modification de la position de la téte de lecture ou de I'état de la mémoire. Ses

instructions sont

Gx = *Sq
¢10 = 05q
gl = 15q
q12 = 28q
@13 = 3Sq
GgA = ASq
A = ASq.

Nous sommes désormais en possession de toutes les machines de Turing de base
dont nous avons besoin pour la suite. A partir de maintenant, les machines que
nous décrirons seront obtenues uniquement par composition.

READNOT(n)

Les machines READNOT(n) avec n € {%,0,1,2,3,A} indiquent si le symbole
contenu dans la cellule observée par la téte de lecture n’est pas n. La machine
s’arréte dans 1'état go si le symbole observé est différent du symbole attendu et

dans I'état g3 sinon. La machine est composée comme suit :
READNOT(n) = while READ(n) do STOP od.

L’utilisation de la composition while est un peu contre-intuitive. En effet, il n’est
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pas ici question d’exécuter des instructions en boucle, mais d’effectuer une unique
ob;erva,tion du contenu de la cellule observée. On pourrait donc penser que la
composition if ... then serait plus appropriée. Cependant, une machine composée
au moyen de if ... then s’arréte dans 1'état g3 si la machine servant de condition
donne la réponse « FAUX ». Or ici, si le symbole observé est différent du symbole
attendu, la machine READ(n) va donner la réponse « FAUX ». Si on utilisait
if ... then, notre nouvelle machine répondrait alors « FAUX », ce qui n’est pas le
comportement voulu. Dans le cas de la composition while, la réponse « FAUX »de
READ(n) provoque la réponse « VRAI » de la machine composée. Sila réponse
de READ(n) est « VRAI », alors on exécute les instructions de la machine STOP
qui s’arréte toujours dans I’état g3. La réponse sera alors « FAUX ». Donc, la ma-
chine READNOT(n) obtenue par la composition while répond « VRAI » lorsque
le symbole contenu dans la cellule observée par la téte de lecture est différent du
symbole attendu et « FAUX » sinon. De plus, aucune modification de la mémoire
n’est faite par les machines utilisées dans la composition. Dans la mesure ou au-
cune cellule vide et aucunc cellule contenant A n’est située & gauche d'une cellule
contenant un symbole différent de A dans I’entrée, alors la mémoire obtenue en
fin d’exécution ne présente aucune cellule contenant un symbole A & gauche d'une

cellule ne contenant pas A.
STAR
La machine STAR positionne la téte de lecture sur la premiére cellule de la mé-
moire.
STAR = while READNOT( ) do LEFT od.
La mémoire n’est pas modifiée par les machines utilisées dans la composition.

VACANT
La machine VACANT positionne la téte de lecture sur la premiere cellule vide ou

contenant le symbole A de la mémoire.
VACANT = STAR; while READNOT(A) do RIGHT od.

La mémoire n’est pas modifiée par les machines utilisées dans la composition.
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o JUMP
La machine JUMP positionne la téte de lecture sur la prochaine cellule & sa droite
contenant le symbole 0. Si aucune cellule & droite ne contient 0, alors la machine
ne s'arréte jamais. Si la mémoire représente un uplet, la machine positionne donc
la téte de lecture sur le début de la représentation la plus proche a la droite de la

position initiale de la téte de lecture.
JUMP = while READNOT(0) do RIGHT od.

La mémoire n’est pas modifiée par les machines utilisées dans la composition.
e FIND(n)
La machine FIND(n) positionne la téte de lecture sur la cellule contenant le sym-
bole 0 débutant la représentation du n-ieme élément de I'uplet représenté en mé-
moire. Si cet uplet contient moins de n éléments, alors la machine ne s’arréte
jamais.

FIND(1) = STAR ; JUMP
FIND(k -+ 1) = FIND(k) ; RIGHT ; JUMP.

La mémoire n’est pas modifiée par les machines utilisées dans la composition.
e LAST

La machine LAST positionne la téte de lecture sur la cellule contenant le symbole

0 débutant la représentation du dernier élément de l'uplet représenté en mémoire.
LAST = VACANT; while READNOT(0) do LEFT od.

La mémoire n’est pas modifiée par les machines utilisées dans la composition.

e NEW
La machine NEW écrit le symbole O dans la cellule & droite de la derniére cel-
lule contenant un symbole 1. Considérant nos conventions de représentation, cela
signifie que si la mémoire représentait un uplet (ay,...,a,) a I’état initial, alors

elle représentera I'uplet (ai, ..., an,,0) lors de I'arrét de la machine.

NEW = VACANT ; WRITE(0).
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La machine VACANT positionne la téte de lecture sur la case immédiatement &
droite de la derniere case contenant un symbole différent de A\. Par convention, il
n’existe pas de case située plus & droite dans la mémoire qui contienne un symbole
différent de A. Par conséquent, écrire 0 dans cette case respecte les conventions

adoptées au sujet de la forme de la mémoire.

INC et DEC

La machine INC modifie la mémoire en écrivant un symbole 1 dans la cellule 3
droite de la derniére cellule contenant un symbole différent de A. Considérant nos
conventions de représentation, cela signifie que si la mémoire représentait un uplet
(a1,...,an) & Pétat initial, alors elle représentera I'uplet (ai,...,a, + 1) lors de

I'arrét de la machine.
INC = VACANT; WRITE(1).

La machine VACANT positionne la téte de lecture sur la case immédiatement &
droite de la derniere case contenant un symbole différent de A. Par convention, il
n’existe pas de case située plus & droite dans la mémoire qui contienne un symbole
différent de A. Par conséquent, écrire 1 dans cette case respecte les conventions
adoptées au sujet de la forme de la mémoire.

La machine DEC modifie la mémoire en remplagant par A le symbole contenu dans
la, derniére case de la mémoire contenant un symbole différent de A si ce symbole
est différent de 0. Considérant nos conventions de représentation, cela signifie que
si la mémoire représentait un uplet (ay,...,an) avec a, # 0 & I'état initial, alors
elle représentera I'uplet (ai,...,a, — 1) lors de 'arrét de la machine. Dans le cas
particulier ou a, = 0, la mémoire représentera (a1, ...,a,) & la fin de exécution

mais 1'état final sera alors g3, indiquant que la soustraction n‘a pas eu lieu.
DEC = VACANT; LEFT; if READ(1) then WRITE(}).

La machine VACANT positionne la téte de lecture sur la case immédiatement &
droite de la derniere case contenant un symbole différent de A. Par convention, il

n’existe pas de case située plus & droite dans la mémoire qui contienne un symbole
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différent de . La machine LEFT décale ensuite & gauche la téte de lecture, la
positionnant sur la derniére case de la mémoire contenant un symbole différent de
A. L’écriture du symbole A dans cette case respecte donc les conventions adoptées

au sujet de la forme de la mémoire.

DELETE

La machine DELETE modifie la mémoire en supprimant la suite de symboles
01...1la plus & droite de la mémoire. Considérant nos conventions de représenta-
tion, cela signifie que si la mémoire représentait un uplet (aj,...,a,) & létat

initial, alors elle représentera l'uplet (ay,...,a,—1) lors de 'arrét de la machine.

DELETE = VACANT;
while READNOT(0) do WRITE()) ; LEFT od ;
WRITE()).

La machine VACANT positionne la téte de lecture sur la case immédiatement &
droite de la derniére case contenant un symbole différent de A. Par convention, il
n’existe pas de case située plus & droite dans la mémoire qui contienne un symbole
différent de A. Le caractére X est par la suite écrit dans toutes les cases situées
entre cette position et la plus proche case située a gauche contenant le symbole 0
(inclusivement). Les conventions adoptées au sujet de la forme de la mémoire sont,

donc respectées.

MARK(n)

Les machines MARK(n) avec n € {2,3} modifient la mémoire et écrivent le sym-
bole n dans les cellules observées par la téte de lecture tant que celles-ci contiennent
le symbole 1. Apres chaque écriture, la téte se décale vers la droite. Ainsi, dans
notre représentation, si la téte de lecture est positionnée sur la premiere cellule
contenant le symbole 1 d’une représentation d’entier naturel, alors tous les sym-
boles 1 servant & représenter cet entier vont étre remplacés par le symbole n. Ces

machines permettent de marquer un entier particulier lorsqu’on travaille avec des
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représentations d’uplet; cela permet en quelque sorte de sélectionner cet élément.
MARK(2) = while RIGHT; READ(1) do WRITE(2) od.

MARK (3) = while RIGHT ; READ(1) do WRITE(3) od.

Ces machines ne modifient que le contenu de cases contenant le symbole 1. Par
conséquent leur action respecte nécessairement les conventions adoptées quant a la
forme de la mémoire pour peu que la mémoire sur laquelle elles travaillent respecte
initialement ces conventions.

THEREIS(n)

Les machines THEREIS(n) avec n € {2, 3} entrent dans ’état final g9 si le symbole
n est présent dans une des cellules de la mémoire et dans I’état final g3 sinon. La

téte de lecture s’arréte sur la premiere cellule rencontrée contenant le symbole 7.

THEREIS(2) = STAR;
while READNOT(2) do
if READNOT()) then RIGHT
od.

La mémoire n’est pas modifiée par les machines utilisées dans la composition.

THEREWAS(n)

Les machines THEREWAS(n) avec n € {2,3} entrent dans P’état final g2 si le
symbole n est présent dans une des cellules de la mémoire et dans 1’état final
gz sinon. De plus, elles écrivent le symbole 1 dans la premiere cellule rencontrée

contenant le symbole n.
THEREWAS(2) = if THEREIS(2) then WRITE(1).

La machine THEREIS(2) positionne la téte de lecture sur la premiere case conte-
nant le symbole 2. Par convention, aucune case vide ou contenant le symbole A
n’est située a gauche de cette case. Puisque la machine WRITE(1) ne fait qu’ins-
crire le symbole 1 dans la case mentionnée précédemment, alors les conventions

concernant la, forme de la mémoire sont respectées.
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¢ RESTORE
La machine RESTORE modifie la mémoire en écrivant le symbole 1 dans toute

cellule de la mémoire contenant les symboles 2 ou 3.

RESTORE = while THEREIS(2) do THEREWAS(2) od;

while THEREIS(3) do THEREWAS(3) od.

Les machines utilisées dans cette composition respectent les conventions concer-

nant la forme de la mémoire.

o APPEND(k)
Les machines APPEND(k) avec k > 0 modifient la mémoire de sorte que si 'uplet,
(a1,...,a,) est représenté dans P’état initial, alors & l'arrét de la machine, la mé-

moire représente (aj,...,an + ag). Si k > n, alors la machine ne s’arréte pas.

APPEND(k) = FIND(k); MARK(2);

while THEREWAS(2) do INC od.

Les machines utilisées dans cette composition respectent les conventions concer-
nant la forme de la mémoire.

e COPY(k)
Les machines COPY (k) avec k > 0 modifient la mémoire de sorte que si I'uplet
(a1,...,an) est représenté dans I’état initial, alors & l'arrét de la machine, la mé-
moire représente 'uplet (ai,...,an,ax). Si k > n, alors la machine ne s’arréte
pas.

COPY (k) = NEW ; APPEND(k).

Les machines utilisées dans cette composition respectent les conventions relatives
a la forme de la mémoire.

e ADD(1, )
Les machines ADD(i, j) avec 7,7 > 0 modifient la mémoire de sorte que si I'uplet
(a1,...,a,) est représenté dans ’état initial, alors & 1'arrét de I’exécution, la mé-

moire représente Puplet (ai,...,an,a; +a;). Sit > n ou j > n, alors la machine
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ne s’arrétera pas.

ADD(3, j) = COPY(i); APPEND(j).

Les machines utilisées dans cette compositions respectent les conventions relatives
a la forme de la mémoire.

MULT(i, )

Les machines MULT (4, §) avec i, > 0 modifient la mémoire de sorte que si 'uplet
(a1,...,a,) est représenté dans I’état initial, alors & I'arrét de I’exécution, la mé-
moire représente l'uplet (a1,...,an,a;a;5). Si4 > n ou j > n, alors la machine ne
s’arrétera pas. 1l existe deux machines différentes qui gérent deux cas : le cas ol 7

et 7 sont distincts et le cas ou ils sont identiques.

MULT(i,j) = FIND(:); MARK(3);

while THEREWAS(3) do APPEND(5) od.

MULT(i,i) = COPY(i); LAST; MARK(3);
while THEREWAS(3) do
while THEREWAS(3) do APPEND(4) od

od.

Notons, en ce qui concerne la seconde machine, que le premier while est présent
uniquement pour supprimer une occurrence de 3 dans le cas o le i-eme élément de
l'uplet représenté en mémoire serait différent de 0. En effet, on copie cet élément
au moyen de la machine COPY. 1l suffit alors d’additionner a; — 1 fois a; & cette
copie pour obtenir a?. Les machines utilisées dans cette composition respectent

les conventions relatives a la forme de la mémoire.

NOTGREATER(3, 5)

Les machines NOTGREATER(, 7) avec ¢,7 > 0 comparent les élements a; et a;
de l'uplet (a1,...,a,) représenté en mémoire dans I’état initial. Si a; > a;, alors
I'exécution s’arréte dans Iétat g3, sinon elle s’arréte dans I’état go. Si i > n ou

j > mn, alors 'exécution ne s’arréte pas.
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NOTGREATER(E,1) = FIND(k):MARK(2); FIND(l); MARK(3);
while THEREIS(2) and THEREIS(3) do
THEREWAS(2) ; THEREWAS(3)
od;
while THEREIS(2) do
RESTORE; STOP
od;
RESTORE.

Les machines utilisées dans cette compositions respectent les conventions relatives
a la forme de la mémoire.

EQUAL(, j) et NOTEQUAL(Y, j)

Les machines EQUAL(%, ) avec 4,5 > 0 comparent, les éléments a; et a; de'uplet
(a1,...,ay) représenté en mémoire & 1'état initial. Si a; = a;, alors 'exécution
s’arréte dans I'état go, sinon elle s’arréte dans I'état ¢3. Si i > n ou j > n, alors

I'exécution ne s’arréte pas.
EQUAL(k,l) = NOTGREATER(k,!) and NOTGREATER(, k).

Les machines NOTEQUAL(?, j) avec ¢,j > 0 comparent les éléments a; et a;
de l'uplet (ai,...,an) représenté en mémoire & I'état initial. Si a; # a;, alors
I'exécution s’arréte dans 1'état go, sinon elle s’arréte dans 1'état ¢3. Si 7 > n ou

j > n, alors 'exécution ne s’arréte pas.
NOTEQUAL(k,!) = while EQUAL(k,!) do STOP od.
Les machines utilisées dans ces compositions respectent les conventions relatives
a la forme de la mémoire.
NEXT

La machine NEXT modifie la mémoire de sorte que si V'uplet (ai,...,a,) est re-

présenté dans 1’état initial, alors & Parrét de la machine, la mémoire représente
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I'uplet (a1, ...,an—2,b,c¢), ol (b, c) est le couple qui suit (an—1,an) dans 'énuméra-
tion de Cantor des couples. L’énumération de Cantor est en quelque sorte le « tra-
jet » parcouru sur le plan N x N lorsqu’on énumeére les couples (a, b) de N x N dans
l'ordre correspondant & l'ordre croissant des résultats obtenus par Cantor(a,b).

L’énumération de Cantor est de la forme

(0,0), (0,1),(1,0),(0,2), (1, 1), (2,0), ...

NEXT = LAST; WRITE(1); RIGHT;
while READ()\) do WRITE(1); LAST; RIGHT od;
WRITE(0)

Notons qu’ici encore, le while n’a pas vocation a créer une boucle mais agit plutot
comme une vérification ponctuelle de I’état de la mémoire. La machine LAST
positionne la téte de lecture sur la case contenant le 0 initiant la représentation
de a,. Par convention, il n'existe pas de case vide ou contenant le symbole X a
gauche de cette case. Donc, apres exécution de la machine WRITE(1), la mémoire
respecte les conventions relatives & la forme de la mémoire. La machine RIGHT
déplace ensuite la téte de lecture d’une case vers la droite. Cette case peut étre

vide, contenir le symbole A ou contenir un autre symbole.

- Si elle contient un symbole autre que A, alors on exécute directement la
machine WRITE(0). Puisqu’aucune case & gauche de la case sur laquelle est
positionnée la téte de lecture n’est vide ou ne contient le symbole A, alors les

conventions relatives & la forme de la mémoire sont respectées.

- Sielle est vide ou contient le symbole A, alors on exécute la machine WRITE(1)
qui écrit le symbole 1 dans la case. Les conventions relatives a la forme de
la mémoire sont respectées. L’exécution de la machine LAST repositionne la
téte de lecture sur la derniére case contenant 0 présente dans la mémoire,
puis la machine RIGHT positionne la téte de lecture immédiatement & droite

de cette case. Par convention sur la forme de la mémoire, cette derniere case
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est nécessairement vide ou contient le symbole A. La machine WRITE(0) y
écrit le symbole 0 et pour la mémoire alors obtenue, les conventions relatives

3 la forme de la mémoire sont respectées.
e DECODE
La machine DECODE modifie la mémoire de sorte que si I'uplet (ay,...,a,) est
représenté dans 1'état initial, alors & I'arrét de la machine, la mémoire représente

l'uplet (aq,...,an,b,c), ol (b, ¢) est le couple dont le numéro de Cantor est a,.

DECODE = LAST; MARK(2); NEW; NEW;
while THEREWAS(2) do NEXT od

Les machines utilisées dans cette composition respectent les conventions relatives

a la forme de la mémoire.

Nous sommes maintenant en mesure de créer une machine capable de reconnaitre

les ensembles diophantiens.

6.6 Reconnaissance d’un ensemble diophantien par une machine de

Turing

Considérons une équation diophantienne paramétrée quelconque & n parameétres
et m 4+ 1 inconnues

D(ay,...,6n,Z1,. .., Tmy1) =0.

On veut construire une machine de Turing qui, lorsqu’on lui passe en entrée la représenta-

tion d’un uplet (ai,...,a,), s'arréte si et seulement si
D{ar, .. ,0n,21,.. s Tmt1) =0

admet une solution. L’idée sous-jacente & la machine dont Matiiassevitch (1995) propose
la construction est triviale : il s’agit simplement calculer la valeur de D(aq, ..., an, 1, .., Tm+1)
pour tous les (m + 1)-uplets possibles jusqu’a ce qu’on trouve la valeur 0. S’il n’est pas

possible de trouver une telle valeur, c’est-a-dire si I'équation n’admet pas de solution
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pour ces valeurs de paramétres, alors la machine ne s’arrétera jamais. Puisqu’il existe
une bijection entre les entiers naturels et les m-uplets pour m > 0, alors pour s’as-
surer de tester tous les m-uplets possibles, il suffit d’énumérer les entiers un par un
dans l'ordre croissant en testant & chaque fois le m-uplet dont il est le nombre de Can-

tor. Commengons par construire une machine qui, prenant en entrée la représentation

de l'uplet (aq,...,an,y0), vérifie que le (m + 1)-uplet codé par yp est une solution de
I'équation D(ay,...,an,Z1,...,Zm+1). Rappelons que
Cantormi1(z1, ..., 2ms+1) = Cantor(zy,,Cantorm(za, ..., Tm+1))-

Ceci implique que pour décoder un numéro d’uplet, c¢’est-a-dire pour obtenir I'uplet &
partir du numéro, il est nécessaire de décoder successivement le numéro initial, puis le
dernier membre de I'uplet obtenu, puis le dernier membre de 'uplet obtenu et ainsi de

suite. Ainsi, si nous utilisons m fois la machine DECODE en partant de la représentation

de T'uplet (ai,...,as,%0), on obtiendra & l'arrét de la machine la représentation de
l'uplet (a1, .., @n, Y0, T1, Y1, - - - Ty Ym) AVEC 1, - -+, T, Ym 1€s m+1 éléments de l'uplet
qu’on va tester comme solution potentielle et yo,...,ym—1 les numéros de Cantor &

décoder successivement. Notons qu’ici, ¥, n’est pas le code d'un couple de Cantor
mais le deuxieme élément du dernier couple a avoir été encodé. En conséquence, on a

Im+1 = Ym-

Apres l'utilisation de m machines DECODE, nous sommes donc en possession de
tous les éléments nécessaires au calcul de la valeur du polynéme D. Nous avons construit
précédemment des machines de Turing permettant d’effectuer des modifications sur la
mémoire pouvant étre interprétées comme les opérations
arithmétiques d’addition et de multiplication. Il est pertinent de remarquer que le cal-
cul de la valeur d’un polyndme & coefficients entiers naturels ne nécessite pas d’autres
opérations arithmétiques. Le probléme est qu’ici, rien ne garantit que le polyndme D
soit & coefficients entiers naturels. Cette difficulté est contournable aisément. En effet,

vérifier si

D(al,...,an,ml,...,xm+1) =0
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revient & vérifier si

Cr(at,.. . 0n, 1, Tmy1) = Cr(a1, ..., Gn, 1, oo Tt1)s
ou C, et Cg sont des polyndmes & coefficients entiers naturels tels que

CL(CL],...,an,il,...,Q:-m_;r_])_CR(al,....,Cln,xl,...,xm_}—l) = D(ala"',a'fhxl:"':l"m."rl :

Supposons maintenant que k étapes soient nécessaires pour calculer la valeur de
Crlai,...,an,T1,...,Zm+1) et £ étapes pour calculer Cg(ai, ..., an,Z1,...,Tm+1). On
peut alors enchainer les machines NEW, INC, ADD et MULT pour obtenir, & partir de la
représentation en mémoire de 'uplet (a1,...,an, %0, 21,1, - ,%m, Ym) la représentation

de "uplet

(ali"'aa'n)yO)xhyla--~7xmaym>lvzlv"->Z1cazlc+1)"'>zk+f))

dans lequel z; & zx sont les valeurs successives calculées pour obtenir la valeur de
Crlay,...,an,T1,...,Zms1) €t 2411 & 2xie sont les valeurs successives calculées pour
obtenir la valeur de Cg(aq,...,an,1,...,Zm+1). Cela signifie que zx et zkye sont res-
pectivement les valeurs de Cr(ay,...,an, 21, s Tme1) €6 Cr(Q1, ..., a0, T1, .., Ting1)-

Donc, pour vérifier que I'uplet (z1,...,Zm+1) constitue une solution de I’équation
D(al,. oy O, T ,CIIm+1) = 0,

il suffit de vérifier que 2z = zr+¢. Notons au passage la présence de la valeur 1 dans
I'uplet. 11 est nécessaire de faire apparaitre cette valeur dans Puplet pour permettre
I'utilisation de constantes dans les opérations arithmétiques effectuées par la machine

de Turing.

La machine M; sera donc constituée d’un enchainement de m machines DECODE
permettant Pextraction du (m + 1)-uplet & tester, puis d’un enchainement de machines

NEW, INC, ADD et MULT permettant de calculer la valeur des polynémes

CLEala"'aa‘naa:l)"'ax'm-f-l)
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et

Cr(a,- -, 0n,T1, -, Tt1)-

Enfin, on compose avec une machine NOTEQUAL(k,£+ k), ce qui fait passer la machine

dans 1'état g9 si

Cr(ai,.. . an,T1,- -y Zm+1) # Crla1, .., an, 1, o, Tng1)

et dans I'état g3 sinon. Supposons maintenant que la machine M; s’arréte dans I'état gs.
Cela signifie que P'uplet testé ne constitue pas une solution de I’équation. Nous désirons
donc tester I'uplet suivant dans la numérotation de Cantor. Aprés I'exécution de la

machine M7, la mémoire contient la représentation de I'uplet

(A1, Oy Y0, Z15Y1s - oy Timy Yms Lo 21y e« vy Zhes Zht L« » 2t )

Pour tester un nouvel uplet, il faudrait effacer toutes les valeurs introduites par la
machine M, c’est a dire les 2m + £ + k + 1 derniéres valeurs. Ceci peut étre effectué
en employant une machine constituée d’un enchainement de 2m + k + £ + 1 machines

DELETE. On obtient alors un uplet (ag,...,an,¥yo)-

Puisqu’il ne nous intéresse pas de tester & nouveau le méme (m + 1)-uplet, il
faut attribuer une autre valeur & yg. Nous avons évoqué précédemment la possibilité
d’énumérer les numéros de Cantor dans 'ordre croissant. 11 est possible d’obtenir la
représentation de V'uplet (ai1,...,a,,%0 + 1) & partir de la représentation de I'uplet
(aj,...,an,yo) en utilisant une machine INC. La machine M, sera donc constituée
de l'enchainement de 2m + k + £ + 1 machines DELETE et d’une machine INC. Si
la machine M; n’entre pas dans 1’état g3, on voudrait que la machine M, nettoie la
mémoire et incrémente le numéro de Cantor de I'uplet & tester. Nous pouvons utiliser
la composition while M; do M, od pour construire une machine testant les numéros
de Cantor dans I'ordre croissant et ne s’arrétant que lorsqu’un numéro de Cantor code
une solution de I’équation. Pour achever la construction de la machine reconnaissant
I'ensemble diophantien associé & 1'équation, rappelons que seule la représentation de

I'uplet (ay,...,a,) doit étre présente en mémoire dans I'état initial. Or la machine M;
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utilise la représentation d’un uplet (ay,...,an, o) pour fonctionner correctement. II
faut donc ajouter & la représentation initiale de I'uplet (a1, ..., a,) la valeur du premier

numéro de Cantor, ¢’est-a-dire 0. La machine NEW permet d’effectuer cette opération.

Au final, la machine M = NEW: while M; do M5 od & laquelle on passe la

représentation de uplet (a1, ...,a,) atteint un état final si et seulement s’il existe une
solution de I'équation D(ai,...,an,Z1,...,Tm+1) = 0, c’est & dire si et seulement si
(a1,...,an) appartient & ’ensemble diophantien représenté par 1'équation. Pour chaque

équation diophantienne paramétrée, il est donc possible de construire une machine de
Turing capable de reconnaitre exactement les éléments de I’ensemble représenté par

I’équation. Donc, les ensembles diophantiens sont semi-décidables.

6.7 Simulation diophantienne des machines de Turing : les ensembles

semi-décidables sont diophantiens

L’objectif de cette section est de montrer que les ensembles semi-décidables sont
diophantiens. On constatera en fait qu’a partir de toute machine de Turing, il est pos-
sible de construire une équation diophantienne paramétrée admettant une solution si et
seulement si les parametres de I’équation représentent un mot reconnu par la machine
de Turing (c’est-a-dire si et seulement si la machine de Turing s’arréte lorsqu’on lui

passe ce mot en entrée).

Soit une machine de Turing M. Soit A = {@1,...,ay} P'alphabet de M. Soit
{g1,-..,qy} 'ensemble des états de M.

11 est possible, en utilisant les codes positionnels, de représenter une configuration
de M & chaque étape de I'exécution. En effet, & tout moment de son exécution, une
machine de Turing n’utilise qu’une portion de longueur finie ¢ de sa mémoire. Cette
bande de mémoire peut étre représentée par un uplet dont la i-iéme valeur code le
symbole contenu dans la i-ieme cellule de la mémoire. De plus, en décidant de représenter
une cellule vide par Pentier 0, on peut donner le numéro de code positionnel d’un tel

uplet sans préciser sa longueur. On peut alors considérer que 'uplet posséde une infinité



184

de valeurs nulles aprés les £ premiéres valeurs.

Pour représenter 1’état de la machine et la position de la téte de lecture sur la
mémoire, on utilisera un uplet dont tous les éléments, excepté un, seront nuls. La position
de I’élément non nul dans l'uplet représentera la position de la téte de lecture et sa
valeur représentera 1’état de M. Ici encore, si on fournit le numéro de code positionnel
de l'uplet, on n’est pas obligé de préciser la longueur de cet uplet et on peut considérer
l’uplet comme possédant une infinité de valeurs nulles apres les £ premiéres valeurs. Ces
deux uplets seront. respectivement encodés par les numéros de codes positionnels p et ¢

en base 3, avec 8 >4, 8> w, 8 > v.

Définition 6.7.1. Dans la discussion ci-dessus, on appelle le couple (code du contenu,code

de la position et de 1’état) code de configuration de la machine M.

Ce code contient toutes les informations nécessaires au passage d’une configura-
tion de M & la configuration suivante : I’état de la machine, le contenu de la mémoire

et la position de la téte de lecture.

On veut maintenant avoir la possibilité de manipuler directement ces codes pour
obtenir les codes correspondant & la configuration suivante. Il est nécessaire d’adapter les
fonctions D, A et @ & notre codage. Rappelons que D, A et ) formalisent respectivement
le déplacement de la téte de lecture, le symbole a écrire et le changement d’état qui
interviennent pour chaque instruction d’une machine de Turing. Toutes les fonctions
qui vont étre décrites par la suite dépendent de la machine M que 'on veut simuler et

de la base d’encodage 3 choisie.

Définition 6.7.2. Soit NeztT : N x N — N la fonction qui & un code de configuration
(p,t) correspondant & une configuration ¢ de M associe t', le numéro du code positionnel
en base 8 de l'uplet représentant la mémoire de M dans la configuration suivant c. Soit
NextP : N x N — N la fonction qui & un code de configuration (p,t) correspondant
une configuration ¢ de M associe p’, le numéro de code positionnel en base 3 de l'uplet
représentant I’état de M et la position de la téte de lecture dans la configuration suivant

C.
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Montrons que ces deux fonctions sont diophantiennes. On commence par défi-
nir des fonctions traduisant les instructions des machines de Turing. Considérons une
machine de Turing M & v états {q1,...,q,} possédant un alphabet de w symboles

{a1,...,0,} et un jeu d’instruction de la forme
Gy = O‘A(i,j)D(iaj)QQ(i,j)'

Les fonctions A, @ et D ne sont pas initialement définies pour tout couple de ’ensemble
{1,...,v} x{0,...,w}. En effet, il n’existe pas d’instruction concernant les états finaux,
puisque le machine s’arréte lorsqu’elle entre dans un état final. On définit totalement A,
@ et D en prolongeant leur définition pour les états finaux comme suit. Si 7 est 'indice

d’un état final, alors on a

A, j) =7 QU,75) =0 D(4,j)=S
Définition 6.7.3. Soit A': N x N — N définie par

All,7) si0<i<v,0<j<w
AI(Z’]): ( ]) ) ]
3 sinon,

ot v le nombre d’états dans la machine M et w le nombre de symboles dans l'alphabet

A.

La fonction A’ se comporte donc comme la fonction A si les arguments fournis
sont les indices des états et symboles de M. Donc, si les nombres ¢ et p sont les numéros
de code des uplets représentant respectivement la mémoire de M et la position de la
téte de lecture et I’état de M au pas k, alors le prolongement A’[8] de A/, défini au
chapitre 5, est tel que

AT, 0) =1,

ol £ est un nombre quelconque tel que ¢,p < B¢ et t' est le numéro de code positionnel
de I'uplet représentant 'état de la mémoire de M au pas k+ 1. En effet, la fonction A'[(]
ne modifie que le i-eme élément de l'uplet de numéro ¢ situé & la position ¢ telle que

p; > 0. Puisque p est le numéro de code de I'uplet représentant 1’état de la machine et la
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position de la téte de lecture, alors il n’existe qu’un seul 7 tel que p; > 0 et 4 correspond
alors & la position de la téte de lecture sur la bande. En conséquence, on n’applique la
fonction A qu’a ’élément de 'uplet de numéro de code ¢ représentant la case mémoire
située sous la téte de lecture de M au pas k. Ceci correspond bien & I'écriture sur la

mémoire effectuée par la machine M. On peut alors définir Nezt comme suit.

Lemme 6.7.1. Soit 3 > 2. Soient t et p des codes positionnels en base 3 représentant
la mémoire, la position de la téte de lecture et I’état d’une machine de Turing M au pas

k. Ona
t' = NextT(p,t) & U [t = A[B](t,p,0)] .

Démonstration (). Soit £ tel que B¢ > p et B¢ > t.

Soient t1,tq,... et p1,pe,... tels que

£
=S
i=1

¢
p=Y pf "
i=1

Par définition de p et t et par unicité de la représentation d’un nombre en base 3, pour
tout 7 € {1,...,£}, luplet (ty,...,t;) est tel que t; représente le contenu de la i-eéme
case de la mémoire de M au pas k et 'uplet (p1,...,ps) est tel que p; = Osi la téte de
lecture de M n’observe pas la i-éme case de la mémoire au pas k et p; = g ol g est 1état
de M au pas k si la téte de lecture observe la i-eme case de la mémoire au pas k.

(=) Soit ¢ tel que ¢ = NextT(t,p). Soit £' tel que B¢ > t'. Par unicité de la représen-

tation d’un nombre en base [, il existe d’uniques nombres t/, ...t} tels que

el
t = "upt
=1

Par définition de NextT, t; représente le contenu de la i-eme case de la mémoire de M
au pas k + 1 pour tout ¢ € {1,...,¢'}.

Pour tout ¢ € {1,...,¢}, on a donc
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o ¢, = t; si la téte de lecture n’est pas en i. Dans ce cas, on a aussi p; = 0. Donc,
t; = A'(piti)
o t; = A(p;,t;) si la téte de lecture est en . Dans ce cas, on a p; = ¢. Donc,
t; = Allpi 1)
Soit " = Max(£,£'). On a alors 8¢ > t,t',p,p’ de ce qui précede, on peut conclure que
t' = A'[B](p,t, ¢").

(<) Soit £ tel que t' = A'[F](p,t,¢'). Par unicité de la représentation d’un nombre

en base (, il existe d'uniques nombres t},...,t} tels que

e/
V= tpm
=1

On a alors, pour tout ¢ € {1,...,¢'},
L = A'(pi, ta).
Soit 1 € {1,...,¢'}.

e Sila téte de lecture de M observe la i-eéme case de la mémoire, alors p; > 0. Dans
ce cas, t; = A(pi,t;). Donc, le i-eme élément de l'uplet (¢, ...,t,) représente le
contenu de la i-éme case de la mémoire au pas k + 1.

e Sila téte de lecture de M n’observe pas la i-éme case de la mémoire, alors p; = 0.
Dans ce cas, t; = t;. Donc, le i-eme élément de I'uplet (¢},...,t}) représente le
contenu de la i-éme case de la mémoire au pas k + 1 (puisque la téte de lecture

n'obscrve pas cette case au pas k, son contenu est inchangé au pas k + 1).

Pour tout ¢ € {1,...,£'}, t; représente donc le contenu de la iéme case de la mémoire
au pas k + 1. Par définition, ¢’ code donc la mémoire de M au pas k + 1. On a donc

t' = NextT(p,t). O

Puisque A’ est une endofonction diophantienne, alors, d’aprés le chapitre 5, le
prolongement A’[3] de cette application aux uplets est également diophantien. Donc, le

lemme précédent fournit une définition diophantienne de la fonction NextT.
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Montrons maintenant que NextP est diophantienne. On utilisera la méme mé-
thode que précédemment, mais il y a une difficulté supplémentaire. S’il est facile d’ap-
pliquer la fonction @ aux uplets codants pour changer 1’état de la machine codée, il
est moins aisé de trouver le moyen d’appliquer D de maniére adéquate, ¢’est-a-dire de
déplacer la téte de lecture. Soit (p,t) un code de configuration. Les uplets p et t dont
les numéros de code positionnel sont p et ¢ représentent respectivement la. mémoire de
M et Pétat et la position de la téte de lecture de M au pas k. Soit j tel que p; > 0.
Soit (p',t') le code de configuration de M au pas k + 1. Soient p’ et t’ les uplets dont
les numéros de code positionnel sont respectivement p’ et t'. Supposons que i soit la
position de la téte de lecture. Le probléeme est que la téte de lecture a possiblement été
déplacée en i — 1 ouen i+ 1 au pas k + 1. Or, si on se contente de prolonger la fonction
@ aux uplets en utilisant la méthode du chapitre 5, les valeurs de p;_;, 7 et pj., ne
peuvent &tre respectivement obtenues qu’a partir de t;-1, p;—1, ti, D5, tir1 €t Piy1. On
ne peut pas dans ces conditions obtenir le numéro de code positionnel de 'uplet tel que

p; > 0 et j # 1. Il est nécessaire de trouver une autre maniere de procéder.

Observons en premier lieu quelques propriétés des uplets p et t dont les numéros

de code sont respectivement p et {.

Définition 6.7.4. Soient
pr=p0, pr=>divp
tr =pB, tr=>bdiv .
Lemme 6.7.2 (x). Soit £ tel que p < B¢ et t < G°.

Sotent p1,..., Do b1, -5t DLy D et DY D, Lt Lels que

p=Yipft b=

br= 5:1 pif! tr= Zf=1 t;5

pL =Y BB b =Y, U
Alors,

e Pouri=1onap,=0,p] =pis1, t, =0 et &/ =tiyq;

(3

o Pouri=4{, onap! =0, p;=pi-1, t] =0 et t, =ti_q;



e Pourie€{2,...,£—1}, on a P, =p;_1, P] = pit1, t, = ti—1 et t] =tiy1.

Démonstration (*). On a

PR = ppB
¢
By pif
=1

¢
= Y pp
i=1

Soit pg = 0, on a alors

¢ ¢
pr= Y _pill +po =) piff.
i=0

i=1
Donc, (pgr,3,¢ -+ 1) code l'uplet (0, p1,...,p;). De méme, on a
pr = pdivp

¢
> pif div B

i=1

Il

=2

Puisque p; < 3, alors p; div 8= 0e¢t ona

¢
pr = Y pftdivg
=2

¢
= Z piB?
i=2

-1

_ i-1

= Y pin BT
=1

Dong, (pr,3,£ — 1) code l'uplet (p2,...,p,,0). On a de plus
E .
p=Y pf,
i=1

¢
pr=Y 07",
i=1

¢
(Z piB1 div B) + (t1 div B).

189
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[4
1 i—1
PL=ZPi "
i=1

Donc, par unicité de la représentation d’un nombre en base /3, on a bien
e pouri=1, p. =0, p! = pit1,
e pour i =¢,p =0, p, =p;_1,et
e pouri € {2,...,4 -1}, p, = pi—1, P! = pis1.

De méme, on prouve que (tg, 3,£+1) code 'uplet (0,¢1,...,%¢) et que (t1,5,£—1) code
l'uplet (t2,...,t0), donc que

e pouri=1,t =0, t! =t;41,
e pour i =£,t! =0, t; =t;_1, et

e pouri€{2,....£— 1}, tg =1;-1, t;’ =1it1.

Multiplier p (ou t) par 8 revient a décaler les éléments encodés par p (ou par
t) vers la droite (avec introduction d’un 0 & gauche). Diviser p (ou t) par 8 revient &
décaler les éléments encodés par p (ou par t) vers la gauche (avec disparition de p; ou
t1). On est donc en mesure de décaler les informations nécessaires au calcul du prochain
état de M a gauche ou & droite dans les uplets codant la configuration. Ceci va servir
a simuler le déplacement de la téte de lecture de la machine. Considérons les uplets

suivants, avec 1 tel que p; > 0 :

0,...,0,p:,0,...,0) (t1,...,tic1,t5, tig1,---,te,0)
(0,...,2:,0,0,...,0) (to,...,ti, tix1, tir2,...,1¢,0,0)
(0)"~a070)pi)"'a0) (0’{’11'"atiati+1ati+2>"'7t3))

correspondant respectivement a p et t, pr et tr et pr et tr. 1l existe trois possibilités
de mouvement de la téte de lecture de la machine : déplacement d’une case vers la
gauche, déplacement d’une case vers la droite, pas de déplacement. Pour traiter le cas
ol aucun déplacement n’est effectué, on peut se servir des uplets originaux codés par p

et t puisque la téte de lecture ne se déplace pas, la position de I’élement non nul de p
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reste la méme. Si la téte de lecture se déplace vers la droite, on peut se servir des uplets
codés par pr et tg de facon & obtenir p’ tel que (p’, 8,£+ 1) code I'uplet (pf,...,p;+1)
avec p;H calculé a partir de p; et i;, ce qui est exactement ce que nous cherchons. De
méme, si la téte de lecture se déplace vers la gauche, on peut se servir des uplets codés
par pr, et ¢, de facon a obtenir p’ tel que (p',8,£ 4 1) code l'uplet (p},...,py, ) avec

p;_, calculé & partir de p; et t;, ce qui est exactement ce que nous cherchons.

On va donc définir une nouvelle fonction D@ simulant en méme temps D et
Q. Cette fonction posseéde six arguments qui correspondent aux six éléments que la
fonction prolongée aux uplets traitera simultanément pour chaque position possible.

Elle est définie comme suit.
Définition 6.7.5.

Qir,jr) siip >0,i=ip=0e¢t D(ir,jr) =R
QG,5)  sii>0yi=ip=0et D(i,j) =5
Qlig,jr) siip>0,i =1y =0 et D(ig,jr) =L

DQ(iLa iaiR>jL)jajR) =

0 sinon.

Notons que la définition donnée ici differe de celle utilisée par Matiiassevitch
(1995), dans laquelle D(ip,j.) = R et D(ip,jr) = L. Cette différence est probablement
le fait d’une coquille qui se serait glissée dans le texte de Matiiassevitch. Cette fonction
permet de décider quelle paire d’informations utiliser parmi (zr,71), (¢,75) ou (ir,jr) en

fonction du déplacement de la téte de lecture.

Lorsqu’on prolonge cette fonction aux uplets en utilisant la méthode du chapitre

5, son utilité devient plus claire.

Lemme 6.7.3. Sotent | et p des codes en base 3 représentant la mémoire el la position

de la téte de lecture et I’état ¢ d’une machine de Turing M au pas k. On a

p' = NextP(p,t) < 3¢ [p' = DQ[B](pB,p, p div B,tB,1,t div B,)] .

Démonstration (). Soit £ tel que B¢ > Bp et B¢ > Bt. Soient ty,...,tg et p1,...,pe tels
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que

t=Y0 687, p=Yi B
Par définition de p et ¢ et par unicité de la représentation d’un nombre en base 3, pour
tout ¢ € {1,...,€}, Puplet (t1,...,ts) est tel que t; représente le contenu de la i-eme
case de la mémoire de M au pas k et l'uplet (p1,...,p.) est tel que p; = 0 si la téte

de lecture de M n’observe pas la i~-éme case de la mémoire au pas k et p; = g ou ¢ est

Pétat de M au pas k si la téte de lecture observe la i-eme case de la mémoire au pas k.

. 1 1" / "o gt " " 11/
Soient t7,...,t, P, g -5ty 015, 0p tels que

_ ¢ 1" pi—1 ¢ 1 pi—1
tp= Zi:l & T, pPR= Zizl p; I
[4 " pi—1 _ ¢ /1 ai—1
tr = Zi:l t; B pL= i=17; gt

(=) Soit p' = NextP(p,t). Soient p},...,p, tels que

[4
p=> pip"
=1

Par unicité de la représentation d’un nombre en base 3, (p},...,p;) est une représenta-
tion de la position de la téte de lecture et de 1’état de M au pas k + 1. Supposons que la

téte de lecture observe la ‘éme case de la mémoire au pas k+ 1. On a trois possibilités :

e Pouri=1,0n ap) =q. De plus, au pas k, la téte de lecture ne pouvait qu’observer

les cases 1 ou 2. On a deux possibilités :

- Sila téte de lecture observait la case 1 au pas k, alors D(py,t1) = S, p1 > 0,

po =0 et pj = Q(p1,t1). Donc,
p/ = DQ(Oapl’p250>tlvt2) = DQ(plllaplaplluvtllla t1>t///)'

- Si la téte de lecture observait la case 2 au pas k, alors D(ps,t2) = L, p2 > 0,

p1 =0 et pj = Q(p2,t2). Donc,

p/ :DQ(():plvp?aOatl;t?) = DQ(plllaphp/l//’t/l/’tl’t/lﬂ)'
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e Pour ¢ = ¢, on a p, = q. De plus, au pas k, la téte de lecture ne pouvait qu’observer
la case £ — 1. En effet, on a Bp < B¢, donc p < B!, ce qui implique que p; = 0.
Puisque la téte de lecture observait la case £ — 1 au pas k, alors D(ps_1,te—1) = R,

pe—1 > 0, pe = 0 et pp = Q(pe-1,te-1). Done,
pl = DQ(P@—lape,O-,tE—latE;O) = DQ(p;ZI>p€)pI€”7t;ZI>teatlell)'

e Pouri e {2,...,/—1}, on ap, =q. De plus, au pas k, la téte de lecture ne pouvait

qu’observer les cases i — 1, i ou 2+ 1. On a trois possibilités :
- Si la téte de lecture observait la case ¢ — 1 au pas k, alors D(p;,t;) = R,

pi—1 >0, piy1 = p; = 0 et p; = Q(ps—1,t:-1). Donc,
P’ = DQ(pi-1, Pi, Dit1, ti1, by ti1) = DQ(07, pis 07 17 iy 8-
- Si la téte de lecture observait la case ¢ au pas k, alors D(p;, ¢;) = S, p; > 0,
pi—1 = pi+1 = 0 et p; = Q(p;, t;). Donc,
p' = DQ(Di-1, Pi, Pis1, tim1, b, tiy1) = DQ(pf, pi, 0 1] 15, 87
- Si la téte de lecture observait la case ¢ + 1 au pas k, alors D(p;41,ti+1) = L,

pit1 > 0, p; = pi1 = 0 et p; = Q(pi41,tis1). Donc,

/

p' = DQ(pi—1, Pi» Pit1, ti—1, i tix1) = DQ(p7, i, b, 17, ti, t7).
On constate que pour tout 7 € {1,...,£},
p'lp, = DQ(pilv Dis p;;”'» t;ﬁl3 t’h t;’,”) .
Donc,
14
P = DQ},pi, v} b i, t}).

i=1
Puisque D@ est une endofonction, on peut alors conclure que
p' = DQ[B(pB,p,p div B,16,t,t div 3,£).

Il existe donc £ tel que

PI = DQ[IB](pIBapap div /Bat/Bat>t div ﬁ:g)
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(<) Soit £ tel que
p' = DQ[B(pB,p,p div §,16,t,t div §,0).
Pour tout 7 € {1,...,£}, on a alors

1 t//

p:. = DQ(p:_'/)piapi s Y ati7tgl>'

D’apres le lemme 6.7.2, pour i € {2,..., — 1}, on a p! =p;—1, p{’ = piy1, t] = ti_1 et

t;// = ti41- De Phlsa plll = O) p/g/ = P¢-1, pllll = t?a.p/él = 07 tlll = O, t/é = t¢-1, tllﬂ =1y et
ty =0.

Soit 7 la position de la téte de lecture au pas k. On a alors i € {1,...,£—1}. En
effet, pB < B¢, done p < B¢1 ce qui implique que p; = 0. Considérons dans un premier
temps le cas o ¢ = 1. Pour ¢ =1, on a p; = ¢ et p; = 0 pour tout j € {2,...,¢}. Donc,
on a phy =g et p =0 pour tout j € {1,...,¢} et différent de 2. On a également p;’ =0

pour tout 7 € {1,...,¢}. Ceci implique que pour tout j € {3,...,¢}, on a

DQ(pj,pj w5 tj-t: t5) = DQ(0,0,0,t,¢;,t7") = 0.

70 IR R

e Si D(py,t1) =S, alors
DQ(plll)php/lNat/l/)tl)t/l//) = DQ(OaQaOaOatl)tZ) = Q(phh)

DQ(pgaPQapg/)tgat?n tg/) = DQ(an’O’tthatCi) =0.

Puisque D(q,t1) = S, alors la téte de lecture observe la position 1 de la mémoire
au pas k + 1. L’état de la machine au pas k + 1 est donné par Q(q,t1). Donc, p/
représente I’état et le positionnement de la téte de lecture de M au pas k + 1,
d’ol, par définition, p’ = NexztP(p, t).

e Si D(p1,t1) = R, alors
DQ(pY,p1,pY,t1,t1,t)") = DQ(0,4,0,0,t1,t2) = 0

DQ(PgaP%Pg/;tg:t%t/z”) = DQ(QaOa07tl7t27t3) = Q(Q7t1)

Puisque D(q,t1) = R, alors la téte de lecture observe la position 2 de la mémoire

au pas k + 1. L’état de la machine au pas k + 1 est donné par Q(q,¢1). Donc, p/
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représente ’état et le positionnement de la téte de lecture de M au pas k + 1,

d’olt, par définition, p’ = NextP(p,t).

Notons qu'il est impossible que D(p1,t1) = L, puisque cela positionnerait la téte de

lecture en dehors de la mémoire.

Considérons maintenant le cas on i € {2,...,£—1}. Pouri € {2,...,/—1},on a
pi = g et p; = 0 pour tout j € {1,...,£} et différent de i. Donc, on a p,; = get pj =0
pour tout j € {1,...,£} et différent de i + 1. On a également, pi” | = ¢ et p}’ = 0 pour
tout j € {1,...,£} et différent de i — 1. Ceci implique que pour tout j € {1,...,£} et

différent dei—~1,iet 1+ 1 on a

DQ(py,p;, 5, t7,t5,t5) = DQ(0,0,0,t5, t5,t5") = 0.
e Si D(p;,t;) = S,alors
DQ(pi_y, pi-1, P{L1, ti_1, tim1, ti21) = DQ(0,0, ¢, ti—2, tim1, ti) = 0,
DQ(pf, pi, 0" 17, tis i) = DQ(0,, 0, b1, b, tir1) = Qg, )

DQ(p’Iil-}-l)pH-lap;I-;—l ) t’lil-}—lati-}-la til—lf—l) = DQ(Q) O) 0> ti) t’H—l) ti+2) =0

Puisque D(q,t;) = S, alors la téte de lecture observe la position ¢ de la mémoire
au pas k + 1. L'état de la machine au pas k -+ 1 est donné par Q(q,t;). Donc, p’
représente l'état et le positionnement de la téte de lecture de M au pas k + 1,
d’ou, par définition, p’ = NextP(p,t).

e Si D(p;,t;) = R, alors
DQ(p{ZI—bpi—l)p;”l tz 1a i—1y ;”1) DQ(O 0 Q> i— 2at2 1>t ) =0
DQ(p’L)p’L)p{L”,t” tut:”) DQ(OaQ701ti—1at’i7t'i+l) =0

DQ(pz-HapH—lapH-la 1+1?t1+1) 1+1) DQ(C] O 0 tl)tz+1atz+2) Q(Q>ti)

Puisque D(q,t;) = R, alors la téte de lecture observe la position i-+1 de la mémoire
au pas k + 1. L'état de la machine au pas k + 1 est donné par Q(g,t;). Done, p'
représente 1'état et le positionnement de la téte de lecture de M au pas k + 1,

d’ol, par définition, p’ = NextP(p,t).
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e Si D(p;,t;) = L, alors
DQ(pL 1: Di— l)piul t1 1> 1—1; ;”1) = DQ(O 0 » 4, ti 2; i~ l;t ) - (q/tl)

DQ(pzapzaplLH: ] l”) DQ(O q,0,t;_ l,tz>t1+1) 0
DQ(pz—i—l)pl-i-l)pz-i—l’ z+1atl+17 ;l—lfl) DQ(QaO 0,8, tig1, z+2) = 0.

Puisque D(q,t;) = L, alors la téte de lecture observe la position i —1 de la mémoire
au pas k + 1. L’état de la machine au pas k + 1 est donné par Q(g,t;). Donc, p’
représente I’état et le positionnement de la téte de lecture de M au pas k + 1,

d’ou, par définition, p’ = NextP(p,t).

Dans tous les cas, on a p’' = DQ[B](pB, p,p div 8,t8,t,t div ) = NeztP(p,t).

Donc, on a bien I’équivalence voulue. O

Les fonctions NextP et NextT, qui permettent d’obtenir, & partir des codes de
configuration d’une machine de Turing M au pas k, les codes de configuration de M au

pas k + 1 sont donc diophantiennes.

On est maintenant en mesure de simuler un nombre fini de pas d’une machine de
Turing M & partir d’'une configuration initiale. Par exemple, si (py, tp) est un code de

configuration de M, alors le systéme

p1 = NextP(po;to), 1 = NeItT(po, to)
p2 = Ne:vtP(p1, t1), to = Ne:z:tT(pl,tl)

| Pr = NextP(pr_1,tp—1), tp = NextT(pr_1,tx-1)

- permet d’obtenir le code de configuration de M au pas k. Mais il faut connaltre k£ au
préalable. Or, le but est ici de prouver que les ensembles semi-décidables, ¢’est-a-dire
les ensembles reconnus par les machines de Turing, sont diophantiens. On désire donc
une méthode permettant de construire & partir d’une machine de Turing M quelconque
un systéme d’équations diophantiennes paramétrées. Ce systéme sera tel qu’il admettra

une solution si et seulement si les parametres qui lui sont passés codent un élément
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appartenant & ensemble reconnu par M. La simulation de M est un moyen de parvenir
& ce résultat, mais on ne peut pas prédire au préalable le nombre de pas nécessaires
M pour reconnaitre un élément. De plus, dans le cas ou 1’élément n’est pas reconnu,
M ne s’arréte jamais. Il est nécessaire de se munir de nouvelles fonctions, capables de

simuler un nombre quelconque de pas de la machine.

Définition 6.7.6. Soient AfterP : NxNx N — N et AfterT: NxNx N — N les

fonctions définies comme suit.

AfterP(0,p,t)

p
AfterP(k+ 1,p,t) = AfterP(k, NextP(p,t), NextT(p,t))

AfterT(0,p,t) = t

AfterT(k+1,p,t) = AfterT(k, NextT(p,t), NextT(p,t)).

Lemme 6.7.4. Soit M une machine de Turing a un pas © quelconque de son exécution.
Sotent (p,t) un code de configuration de M en base 3. Sip' = AfterP(k,p,t) et t' =
AfterT(k,p,t), alors p' code la position de la téte de lecture et I’étal de M au pas i+ k
de M et t' code la mémoire de M au pasi+ k de M.

Démonstration (*). Prouvons dans un premier temps que p’ code la position de la téte
de lecture et 1'état de M aprés k pas.
e Si k =0, alors par définition, p’ = p et la propriété est vérifiée. Supposons qu’elle
reste vérifiée pour k < n. Prouvons qu’elle est encore vérifiée pour k =n + 1.

e Si k =n+ 1, alors par définition,
p = AfterP(n+1,p,t) = After P(n, NextP(p,t), NextT(p,t)).

Soit p" = NextP(p,t) et t” = NextT(p,t). Par définition de NextP et NextT, p”
code la position de la téte de lecture et 1'état de M au pas i + 1 et t” code la
mémoire de M au pas i + 1. Par hypothése d’induction, on déduit alors que p’
code la position de la téte de lecture et V’état de M au pasi+1+n=1+k. La

propriété se vérifie donc pour tout £ > 0.
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De la méme maniére, on prouve aisément que t' = AfterT(k,p,t) code la mémoire de

M au pas i + k pour tout £ > 0. a

Il reste & prouver que After P et AfterT sont diophantiennes. Une caractéristique
intéressante des fonctions NeztP et NextT est que ces fonctions sont capables de traiter
plusieurs configurations en parallele. Rappelons qu'au chapitre 3, nous avons décidé
d’utiliser 'opérateur + pour représenter la fonction qui aux codes positionnels (a, b,¢)
et (a/,b,c') représentant deux uplets a et a’ associe le code positionnel (a”,b, ¢ + ¢)

représentant I'uplet issu de la concaténation de a et a’.

Lemme 6.7.5. Soient (p1,t1),- .., (pk,tx) des couples de configurations d’une machine
de Turing M codant respectivement les configurations cy,...,ck. Sotent £1,..., ¢ des
longueurs de mémoires supérieures auz longueurs de mémoire utilisées respectivement
par les configurations consécutives a ci,...,cx. Soit £ = £y + -+ + L. Soit (a,B,{) =

(pla/@>g1) + (pk',/@aék)' Soit (b/r@/e) = (t];,@,él) A (t/cnavék)‘ Alors on a

(NeztP(a,b),,0) = (NextP(p1,t1),8,£1) + - - + (NextP(pg, tx)0, Lk)

(NextT(a,b),8,0) = (NextT (p1,t1),8,41) + - -+ + (NextT (pk, tr), 5, Lk).

Démonstration (x). Soient a1,...,ag,b1,...,bp tels que

¢

a= Zaiﬂi_l
i=1
¢

b= b
i=1

Soient af,...,a}, b}, ..., b tels que

¢
NextP(a,b) = Z a1

i=1

et

)4
NextT(a,b) = Y b5,
=1
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Soient p1,1,-. -, P1,e11- -+ Ph1s - - - s Dy, tElS que

£
po= Y pB
=1

(23
pr o= Y ki
i=1

Soient t1.1,.. . 1,015tk 1, .-, tre, tels que

¢
t1 = Z t1:0°
i=1

£y
i—1
te = > teifh
i=1
. / / / / .
Soient p 1, Pl gs- -1 Prqs- - Pryg, IS que

13
NeztP(p1,t1) = Y pi.87"
=1

(78
NextP(pk,tk) = Zp;c,iﬁz_l'
1=1

Soient ) 15 8] sty ,t;c)gk tels que

2
Ne:ctT(pl, tl) = Z tllﬂ-ﬁz_l
i=1

Uk
NextT (pg,tr) = Z £ 8"
=1
Montrons que
(NextT(b)/ /Bag) = (NextT(platl)aﬁael) +oF (NextT(pk)tk)v /87£k)'

Soit i € {1,...,k}. Soit z = 2021 4. Soit & = A’[](a, b, €). Alors, par définition, on a

c=0

b = NeztT(a,b). On a, par unicité de la représentation en base @ d’un nombre, pour
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tout y € {1,...,4;}, piy = Ggiy €t tiy = byyy. On a alors

il)-}-y = A/(az+ya b:c-}—y) = A (pi,ya ti,y) = pli,y'

L'uplet (¢, 3,£) code 1'uplet

(by,...,bp) = (pll,la--'apll,elv"-ap;c,lv"'vplk,ek)

= (Pro- o PLe) + o (Br e Phg):
On peut donc conclure que
(NeztT(a,b), 8,£) = (NextT (p1,t1),8,41) + ... (NextT (pk, tk), B, Lk)-
Montrons maintenant que
(NextP(b), 8,1) = (NextP(p1,t1),B8,41) + - - + (Next P(p, tx), B, Lk)-

Soit i € {1,...,k}. Soit = 3"*_1 ¢;. Soit o’ = DQ[B)(af, a,a div B,b8,b,b div ). Par
définition, on a alors @’ = NeztP(a,b). On a, par unicité de la représentation en base
B d'un nombre, que p;y = Gziy et t;y = bgyy pour tout y € 1,...,¢;. Puisque £y est
la longueur utilisée de la mémoire pour la configuration (pg,tx), alors px e, = ap =0et
tee, = be = 0. Ceci implique que a < B et b < B done que Ba < B¢ et Bb < B
Par conséquent, (3a, 8, £) et (8b, 5, £) sont des codes positionnels.

: " 14 " eyt (AN 1
Soient af,...,ap,ay,...,a7’,b],... by, b7, ... b7 tels que

£
_ "naj—1
o= aiF™,

i=1

¢
adivf=> aypt,
j=1

14
Bb=> big!
j=1
et
e .
bdiv g =) byt
i=1
D’apres le lemme 6.7.2,
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N /1
e pour j € {2,...,£—1}, on aaf = aj_1, & = aj41, bj = bj_1 et V' = bj11.
e pour j =1, 0onaaj =b]=0,a] =ajy et b} =bj;1.

e pour j =4, onaa’ =a;_ 1,b, b; 1eta”’ b;-"ZO

j
Soient pY 1. Py s+ s P1o- - Phgy N TRRTRY - (TS S TRRNY AR TN
ST A tk(, /TR 1 ,tgfl,...,tk‘ek tels que, pour tout j € {1,...,k},
Y
Bpj = Y w0
c=1

p] le ﬂ — Zpl/l ﬁc 1
pt; = Zt e

t; divfg = Zt’”ﬁc 1

D’apres le lemme 6.7.2, pour tout j € {1,...,k},
o pour ¢ € {2,...,6;— 1}, onap], =pjc-1, Plc = Pjet1s tje = tje—1 et te = tje
e pour c=1,0onapj =tl =0,pJ, =pjcr1ett], =tcr1.
° pourc—fj,ona,p]c—pjC 1, t7

. o ogmo
e =tje—1 et pi =17 =0.

On va maintenant étudier le comportement de a4, en fonction de la valeur de y.

11 m
e Pour y = 1, on a py = Ggqy, Piy = Piy+l = Gaiy+l = Qzyy, liy = b;y et

ty = tigs1 = boyyr1 = byy, Sii=1 alos z +y =1letonap] =0=az.,
et t;’,y =0 = by, Sid € {2,...,k}, alors agyy-1 = pi—14, = 0 = pgfy et

byty—1 = ti—1¢,_, =0 =1, puisque le ¢;-2me élément de I'uplet (p;, 8,¢;) est nul
par hypothese.

On a donc
" " 11 "
DQ( z+y’al‘+y> ”£+y’bz+yﬂ T4y +y) - DQ(p1 y:pz,y>pz,ya 1yit1 y’ti,y :

— R "o o _ . R
e Pour y = £;, on a p;y = Qpqy, Diy = Piy—1 = Qziy—1 = Qg Liy = bety €t

ti’y tiy—1 = toqy—1 = tyy,. Sii =k, alors 2 +y = £ et on a p;”y =0 =



202

m " /1 L m
apyy et 1, =0 =101, 811 € {l,....,k~ 1}, alors a7y, = azyy+1 = pPit1,1 et

;;;y = byty+1 = tiy1,1. Or, puisque p; 41 représente le contenu de la premiére case

de la mémoire dans la configuration (p;,¢;), alors D(pi41.1,ti41,1) # L, puisque la
téte de lecture observant le contenu de la premiére case de la mémoire ne pourrait

se déplacer vers la gauche. Par définition de D@, on a alors

4 m /! W _ " /1
DQ(az-Hp aa)+y) aa;+y: ba;-}-y) b-’E-i—ya a;-}—y) - DQ(am-Hﬁ a.’I:-}-y) 07 bz+y> bI+ya O)

_ /! i 1 1
- DQ(pz—i—yapm-i-ya pz+y) tm—}—y’ tm—i—y, tI+y)‘

Dans tous les -cas, on constate que pour 1 € {l....,k} et y € {1,... 4}, si

T = 21;11 ¢; + 1, alors aj,, = p},,. Donc, (¢, B3, £) est un code positionnel de I'uplet

(@),...,a;) = (p'lyl,...,p’l)gl,...,pﬂc,l,...,p;c’gk)

= Py L)+ B Prg)-

Par conséquent, on a

(NextP(a,b),3,£) = (NextP(a,b1),8,£1) + - - - + (Next Pak, by), 3, Lk).

Le lemme précédent signifie en fait qu'il est possible d’appliquer les fonctions

NezxtP et NextT sur plusieurs configurations simultanément. 11 suffit pour cela de conca-

téner ces configurations en utilisant des longueurs pour les uplets qui satisfassent les

contraintes du lemme. On utilise cette propriété pour prouver que AfterP et AfterT

sont diophantiennes.

Constatons au préalable que selon le codage choisi, le premier élément de tout

uplet codé par ¢ ou p représentant respectivement la mémoire ou I'état et la position de

la, téte de lecture d’'une machine de Turing est le code du symbole *. De plus, si £ doit.

étre tel que (p, 8,£) et (NextP(p,t), 3, ¢) soient des codes positionnels dans tous les cas,

alors il faut que t < 31, c’est-a-dire que le dernier élément de I'uplet codé par (¢, 3,£)

soit nul. Ceci permet de gérer le cas ou la téte de lecture observe la position £ de la

mémoire et se décale & droite au pas suivant.
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Lemme 6.7.6. Soit (p,t) un code de configuration d’une machine de Turing M au pas

i. Soit k> 0. Soit £ tel que p < B57%72 et p < BEF=2. Alors le systéme de contraintes

diophantiennes

po< 677
< 77
(p1,B,k0) = (p,B,€) + (par, B, (k — 1)0),
(tr,B,k8) = (t,8,€) + (tm, B, (k — 1)¢),
pr = NextP(pr,tr) , tr= NextT(pr,iL),
pr = (pm, B, (k=10 + (¥, 5,0),

tp = (thB: (k_ 1)£)+ (tl)ﬂig)

posséde une unique solution telle que

pr = (p0,B,0)+ -+ (pk-1,5,9),
tr = (0,80 4+ (te-1,8,0),
pv = P1,B0+ -+ (pr-1,6,),
tw = (t,8,0) + -+ (te-1,8,0),
PR (p1,B,€) + -+ + (px, B, ),

tr = (t1,6,0) +- + (te, 5, ¢)

avec pg = p, to =t et (p1,t1),..., (pk,tx) les codes de configuration de la machine aux

pasi+1,....i+k, pr=p etty=1t.
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Démonsiration. Montrons dans un premier temps que

(pr, B,k = (po,B3,6) +-+ + (pe-1,8,9),
(tr,B,kl) = (to,0,€)+--+ (tx—1,5,%),
(par, B, (k= 1)) = (p1,8,€) + -+ (pe-1,5,),
(tar, B, (k —1)6) = (1,8,€) + - + (tk—1,6,9),
(pr,B. kO = (p1,B,€) + -+ (px, 8. 0),
(tr, B, kl) = (t1,8,0) +---+ (t,8,0)

est une solution du systeme d’équations diophantiennes proposé. Par définition de pyy

et tpr, ON a

(pL, B, k) = (p,8,0) + (pu, B, (k — 1)¢),
(tr,B,k0) = (¢,8,€) + (tw, B8, (k — 1)0),
(PR, B KE) = (pm, B, (k = 1)) + (v, 8,4),
(tr, B, k) = (tm,0,(k—1)0) +(t',5,8).

Puisque ¢,p < 87572, alors pour tout j € {0,...,k}, on a t;,p; < B5F 720 < gt — 1
En effet, puisque ,p < 8752 alors les éléments (£ — k — 2 + 1) & £ des uplets codés
par (p, 8,¢) et (¢, 5,€) sont nuls. Puisqu’a chaque pas, la machine de Turing ne peut que
remplir qu’une nouvelle case de la mémoire et que (p;,¢;) code 1'état de la machine au
pas i+ 7, alors les éléments £ —k — 2+ 145 & £ des uplets (p;, 5, £) et (¢;, 8,£) sont nuls.
En particulier, on a p’ = pr < B¥2 et t' = t;, < 85~2. Donc, pour tout j € {0,...,k},
le dernier élément de 'uplet codé par (p;, 8,£) et le dernier élément de I'uplet codé par

(L;,8,€) sont nuls. D’apres le lemme 6.7.5, on a alors
(Nemtp(p,t)aﬁe) = (p11ﬁ>g) +- (pkaﬁa 8) (pR7 3 E)

(NeztT(p,1), 8,€) = (t1,8,4) + - + (tx, B,) = (tr, B, 0).

On a donc NextP(p,t) = pg et NextT(p,t) = tg. Toutes les contraintes diophantiennes

sont donc satisfaites.
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Montrons maintenant que si le systéme diophantien admet une solution, alors cette solu-
tion est unique. Soient pr,tr, pas, ta, PR, tr, ', L tels que le systeme de contraintes dio-
phantiennes soit satisfait. Soient (aj,...,as) et (b1,...,bs) les uplets codés par (p, 3, %)
et (¢,0,£). Solent (pr1,...,PLke) €t (tr1,...,tLke) les uplets codés par (pr,05,kE) et
(tr,B,k¢). Soient (pri,...,PRke) €t (tR1,...,trke) les uplets codés par (pg, 3, k) et
(tr, B, kf). Puisque NextP(p,t) = pg, alors, il existe £' tel que

Pr = DQW](PLB,PL,PL div BapﬂﬁapRapR div B;fl)'

Soit
(pL,l) e 7PL,Z’)

I'uplet codé par (pr, 3,¢). Par définition, les uplets (pr8,3,¢) et (pr div G, 3,¢) sont

des codes positionnels qui, d’aprés le lemme 6.7.2, codent respectivement les uplets

(prL,la . :pL,Z’—l) et (pL,21 . ,pL,gl,O). Sotent PLo = 0 et DL +1 = 0. Soit.
(tLa,.. - pee)

'uplet codé par (tr, 3, £'). Par définition, (t18,3,¢) et (tr div 8, 3,¢') sont des codes po-
sitionnels qui, d’apres le lemme 6.7.2, codent respectivement les uplets (0,¢1.1,...,tL¢—1)
et (tr2,...,tr,¢,0). Solent pro =tro = 0 et pret1 = trer1 = 0. Done, pour tout

ie{l,...,0'},ona
Pri = DQ(PrLi—1,PL i, PLi+1,tL,i—1, 8L, bLit1)-

Puisque (pg, 8, k€) est un code positionnel, alors si ¢ > k¢, on a pr; = 0. Donc, pg; est
uniquement déterminé par p;—1, pi, Pi+1, ti—1, i et tip1. Puisque NextT'(p,t) = tg, alors,

il existe ¢ tel que
tR = A/[B] (pL)pR7£/)'
Soit

(pLa,.- -, PLe)
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I'uplet codé par (pr,5,¢).

Soit

(tras- o )

I'uplet codé par (tr,3,¢').

Done, pour tout ¢ € {1,...,0'}, on atr; = A'(pri,tr:). Puisque (tg, B, kf) est un code

positionnel, alors si ¢ > kl, on a tg; = 0. Donc, tr; est uniquement déterminé par pr ;

et tg,;. Montrons alors que pour tout j € {1,...,k}, les £j — j premiers termes des

uplets (pr,1,...,PRKe) €t (tR1,-- - tR ke) sont déterminés uniquement. On procede par

récurrence sur j.

e Pour j = 1, par définition de pr, et t1, on a, pour tout 2 € {1,...,€}, pr; = a;

et tr; = b;. Puisque pgp = NextP(pr,tr), alors les £ — 1 premiers éléments de
(PR1s- - -»PRke) sont déterminés uniquement. Puisque tg = NextT(pr,tr), alors
les £ — 1 premiers éléments de (tg,1,...,tgke) sont déterminés uniquement. La

propriété est vérifiée.

Pour j' = j+1, on sait, par hypothése d’induction, que les £5 — j premiers éléments
de (pr1,...,PRKL) €t (tR1, ... tRke) sont déterminés uniquement.

Onaj<k—1 dondj<lk—{ donclj—j<£Lk—{. Pardéfinition de pg, on sait
alors que les £j — j premiers éléments des uplets (tg1,...,trke) et (PR1s--- 3 DRIK)
sont respectivement les £ — j premiers éléments des uplets (tas1,...,take) €t
(pm1,- .. Prmke). Par définition de ¢t et pr, on sait que les £j — j premiers élé-
ments de (taz,1,- -, tak—1)e) €6 (DM,1, - - Pag,(e—1)¢) SONt respectivement les élé-
ments £ +1 a £+ lj ~ j des uplets (tp1,...,trke) et (pr1,---,PLke). Puisque
les £ premiers éléments des uplets (tz,1,...,tz ke) et (pr1,...,Pr,0k) SONt respec-
tivement les ¢ éléments des uplets codés par (¢,3,¢) et (p,3,£), alors on peut
dire que les £ +£0j —j = £(j + 1) — j premiers éléments de (tz,1,...,tL k) €t
(L1, .., PLke) sOnt uniquement déterminés. Puisque pr = NextP(pr,tr), alors
les 0(j+1)—j—1=£(j+1)—(j+1) = £j'— j' premiers éléments de (pr1, ..., PR k)
sont uniquements déterminés. Puisque tg = NextT(pr,tr), alors les

j+1)—j—1=0(j+1)—(j+1) =425 —j premiers éléments de tr1,..., PR ke
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sont uniquement déterminés. La propriété est vérifiée.

Donc, les £k — k premiers éléments des uplets (tp1,...,trke) € (PR1,...,PRke) SONE
uniquement déterminés. Puisque £—k—2 > 0, alors £ > k+2 > k. Donc, tk—k > ¢k —¢
et par définition de tg et pg, si les £k — k premiers éléments de (tr1,...,trke) et de
(PR.1,- - -, PR,ek) sont uniquement déterminés alors les k¢—¢ éléments de (tas1, - . -, tarke)
et (Pam,1,- -+ P, (k—1)¢) sont uniquement déterminés. Par définition de #; et pz, on sait
alors que les £ + k€ — £ = k¢ éléments de (t11,...,tL k) et de (pra,...,pr k) sont
uniquement déterminés.

Puisque pr = NextP(pr,tr), alors les k¢ — 1 premiers éléments de (pr,1,.. ., PR ke) Sont
uniquement déterminés.

Puisque tgp = nextT(pr,tr), alors les k¢ — 1 premiers éléments de (tg1,...,Prke) sont
uniquement déterminés.

Par hypothese, les conditions ¢ < B¢ 2 et p' < B2 sont satisfaites. Donc, le dernier
élément des uplets codés par (¥',5,£) et (p',3,€) sont nuls. Par définition de tg et pg,
le dernier élément de I'uplet codé par (p/, 8, £) et le dernier élément de l'uplet codé par
(t,8,¢) sont respectivements le derniers éléments des uplets codés par (pg, 3, k¢) et
(tg, B, kf). Ces éléments sont donc nuls dans tous les cas. Puisque les k€ éléments de
(pr1,---,pL k) et de (tp1,...,tr ke) sont uniquement déterminés, alors par définition
de pr et tg, les £ éléments des uplets codés par (p'.3,£) et (t', 3,¢) sont uniquement dé-
terminés. Par conséquent, les k! éléments des uplets (tr1,...,trke) €t (PL1,- .-, PLEE),
les (k — 1)¢ éléments des uplets (tar,1,- -+ tar,k—12)) et (Pm1s-- > Dag,(k-1)e), les k€ é1é-
ments des uplets (tg1,...,trke) et (PR1,.--,PRKe) €t les £ éléments des uplet codés
par (¢, 3,4) et (¢, 8,£) sont uniquements déterminés par p, ¢ et £. Donc, pour p, t et

£ donnés, il n’existe qu'une seule solution possible satisfaisant le systéme d’équations
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diophantienne. Or, on a vu que

pr = (0,3, 0) + -+ (pe-1,5,0),
tr = (t0,6,6) +- -+ (t-1,8,0),
pv = (p,0,0) + -+ (oe-1,58,4),
ty = (.80 + -+ (l-1,8,0),
ot (b, 8, 0),
(b, 5, 4)

PrR = (plaﬁ7£

) +
tR = (p17ﬁ7€)+

est une solution de ce systeéme. Par conséquent, cette solution seule satisfait le systéme.

O

Lemme 6.7.7. Soit (p,t) la configuration d’une machine de Turing M ¢ un pas 1

quelconque de son exécution. Alors on a
p = AfterP(p,t,k)

=
303t/ 3p;, 3t L Ipar Fta IprItr[p < BEEAE < BE2
A pr = NextP(pr,tr) Atr = NextT(pr,tr)
A (pr, B, k€) = (p, 8,€) + (pu, B, (k — 1)£)
A (tr, B, k) = (t,8,€) + (tar, B, (k — 1)£)
A (pr, B,k€) = (par, B, (k — 1)0) + (7', 6, £)

A (tRaﬁake) = (tMaﬁa(k - 1)5) + (tlaﬁ>€)]'

Démonstration (x). Soit (p,t) la configuration d’une machine de Turing M & un pas 1
quelconque de son exécution.
(=) Par définition, p/ code I’état de M et la position de la téte de lecture au pas i + k.

Soient (p1,t1),. -, (pk,tr) des codes de configuration de M tels que pour tout j compris
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entre 1 et k, (pj,t;) code la configuration de M & I’état i+ j. Donc p’ = py. Soit t' = t.

Soit £ tel que p < BEF2 et t < BE572. Soit py, tel que

(vaﬁaké) = (p,ﬁ)é) + (plaﬁ)e) + -+ (pk‘-‘l?ﬁ)e)'

Soit ¢, tel que

(tLaﬁake) - (taﬁag) + (t17ﬁa£) +o 4+ (tk—l)ﬁ7€)'

Soit pg tel que

(PR, B,k8) = (p1,B8,4) + -+ + (px, B, 4).

Soit tg tel que

(tRaﬁake) = (tlaﬁve) +oe+ (Uﬁﬁ)e)'

D’apres le lemme 6.7.6, les conditions

pr = NextP(pr,tL)
tr = NextT(pr,tr)
(pr,B,k6) = (p,B8,6) + (pm, B, (k — 1)¢)
(tr,B, k) = (t,8,€) + (tm, B, (k - 1)¢)
(PR, B, k) = (pwm, B, (k — 1)) + (7', 8,¢)
)

(tR7ﬁ>k€ = (tMaﬁ)(k_l)E)—'—(tllﬁae)

sont satisfaites.
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(<) Supposons que p’,t',pr, tr, pm,tar, PR, tR soient tels que les conditions

ro< B

' I@Z-—Z

PR NextP(pr,tL)

tp NextT(pr,tr)
(pr, B, k£) (p,B,£) + (pum, B, (k — 1)£)
(tr, B, kL) (t,8,4) + (tm, 8, (k = 1)¢)
(Pr. B, kL) (pu, B, (k= 1)€) + (7', 8,0)
(tr. 0, kL) (ta, B, (k = 1)&) + (¢, ,4)

sont satisfaites. Alors, d’apres le lemme 6.7.6, on a

(o, B, k) = (p,B,€) + (p1,B,€) + -+ + (Pk—1, 58, ¢)
(PR, B, k) = (p1,B,0) + - + (px, B, )

(o, 8,60 = (p1,8,0) + -+ + (pr—1,8, )
(t,8,k8) = (,8,0) + (t1,8,€) + -+ + (te-1,5,)
(tr,B.kl) = (t1,8,€) + + (tx, 8,4)

(tm, B, k) = (t1,6,€) + - + (te-1,5,£)

avec (p1,t1), .., (Pk, tk) tels que pour tout j € {1,...,k}, (p;,t;) code la configuration

de M au pas i + j. Puisque

(pr, B, k8) = (pum, B, (k — 1)O) + (v, 8,4)

alors (p', 3,£) et (tk,3,€) codent le méme uplet, ce qui signifie que p’ code la position
de la téte de lecture et 1’état de la machine M au pas ¢ + k. D’apres le lemme 6.7.4, on

ap = AfterP(p,t, k). O

Lemme 6.7.8. Soit (p,t) la configuration d’une machine de Turing M & un pas i

quelconque de son exécution. Alors on a

t' = AfterT(p,t, k)
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3¢3p'IpL3t L Ipa It Ipr3tRlp < B AY < 872
N PR = Ne:l:tP(pL,tL) ANip = Nea:tT(pL,tL)
A (oL, B, k€) = (p,B8,€) + (par, B, (k — 1)¢)

A (tr, B, k8) = (£,58,0) + (tm, B, (k — 1)¢)

A (pRa/@akg) = (pM'a/Ba (k - 1)3) + (pla/@>€)

A (tR,/@akg) = (tM,,B,(k - 1)8) + (t/n@)g)]‘

Démonstration (). Soit (p,t) la configuration d’une machine de Turing M & un pas 4
quelconque de son exécution.

(=) Par définition, ¢’ code la mémoire de M au pas i+ k.

Soient (pi1,t1),...,(pk,tx) des codes de configuration de M tels que, pour tout j €
{1,...,k}, (pj,t;) code la configuration de M & I'état i + j. On a donc t' = t;. Soit

p' = pi. Soit £ tel que p < BEF 2 et ¢t < BEF2. Soit py, tel que
(pr, B, k) = (p, B,6) + (p1, 8,0) + -+ + (pr—1, 8, 0).
Soit ¢5, tel que
(tr,B,k0) = (,8,6) + (¢1,8,0) + -+ + (tk-1,8,0).

Soit pg tel que

(pRaﬂakg) = (pl’ﬂvg) +oet (pkm@1€)'

Soit tg tel que

(tRa,@akE) = (tlvﬁve) + 4+ (tka/@>g)'
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D’apres le lemme 6.7.6, les conditions

PR
tr
(pL. B,k¢)
(tr,B,ke)
(PR, B,k¢)
(tr, B, k0)

sont satisfaites.

(«) Supposons que p', ', pr,tr, par, tar, PR, tr SOlent tels que les conditions

PR
tr
(pr, B, kL)
(te, B, kE)
(pr, 8, k0)
(tr, B, kL)

sont satisfaites.

-2
-2

NextP(pr,tr)
NextT(pr,tr)

(p,6,€) + (pm, B, (k — 1)€)
(t,8,6) + (ta, B, (k — 1))
(pm, B, (k = 1)€) + (¢, 8. €)
(tar, B, (k= 1)0) + (¢, 8,€)

ﬂIZ—Q

BIZ—Q

NextP(pr,tr)

NextT (pr,tr)

(p,B,€) + (pm, B, (k — 1))
t.8,0) + (tm, B, (k — 1))

(o, B, (k = 1)0) + (¢, B8, €)
(tar, B, (k = 1)6) + (¢, 8,0)
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Alors, d’apres le lemme 6.7.6, on a

(pr,8,k0) = (8,0 + (p1, 3, £) + -+ + (Pe-1,8,0)
(PR, B,k0) = (p1,B,0) ++ + (P, B, €)

(pm, B,k = (p1,8,8) + - + (px-1,5,0)
(tr,B,k0) = (t,8,0) + (1,6, + - + (tk-1,6,9)

(tRaﬁakg) = (t17ﬁ)g)++(tk’ﬁ)e)
(tM,ﬂakg) = (t17ﬁ7e)+"'+(tk—luﬂae)

avec (p1,t1),- .-, (Pk, tk) tels que, pour tout 5 € {1,...,k}, (p;,t;) code la configuration
de M au pas i+ j.

Puisque
(tR:ﬁ)kg) = (tﬂ/[aﬁa(k - 1)6) + (tlvﬂa 6),

alors (¥, 3,4) et (tg,B,£) codent le méme uplet, ce qui signifie que t' code la mémoire

M au pas i+ k. D’apres le lemme 6.7.4, on a t' = AfterT(p,t, k). O

Les deux lemmes précédents prouvent que les fonctions AfterP et AfterT sont
diophantiennes puisque 'exponentiation et la concaténation sont diophantiennes. Il de-
vient alors facile de proposer un systéme de contraintes diophantiennes a partir du
code de la configuration initiale (p,t) d’une machine M qui pourra étre satisfait si et
seulement si la mémoire contient la représentation d’'un uplet appartenant a I’ensemble
reconnu par M. Il suffit de vérifier que la machine s’arréte dans un état final, donc qu’au

bout d’un nombre fini d’instructions, elle entre dans un état final.

Lemme 6.7.9. Soit une machine de Turing M. Soient f1,..., [, les élats finauz de
M. Soit n > 0. Soit E ’ensemble des n-uplets d’entiers naturels dont la représentation.
canonique est reconnue par M. Soit (e1,...,e,) un n-uplet quelconque. Soit (p,t) le
code en base B d’une configuration initiale de M tel que (eq,...,en) est représenté en

mémoire. On a alors
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54

Ik3r[Elem(After P(p,t,k),B,7)=fi V ... V Elem(AfterP(p,t,k),B3,7) = f.].

Démonstration. (=) Si(e1,...,en) € E, alors par définition de M, aprés un nombre fini
k d’étapes, M s’arréte dans un état final fr € {f1,..., f,}. Soit 7 la position de la téte de
lecture apres & étapes. Soit (pk, tx) le code de configuration de M apreés k étapes. D’aprés
le lemme 6.7.4, on a px = After P(p,t, k). Par définition de pg, Elem(pk,8,7) = fi.

Puisque fx € {f1,..., f.}, alors la proposition
Elem(AfterP(p,t,k),B,7) = fiV---V Elem(AfterP(p,t, k), B,7) = f.

est satisfaite.

(<) Soient k et r tels que
Elem(After P(p,t,k),B,r) = fiV---V Elem(After P(p,t, k), B,7) = f,

soit satisfaite. Soit py = AfterP(p,t, k). D’apres le lemme 6.7.4, py code la position de
la téte de lecture et 1’état de M apres k étapes. Donc, apres k étapes, M atteint un état

final. Par définition de F, ceci signifie que (ey, ..., e,) appartient & F. O

Lemme 6.7.10. Soit un n-uplet (ai,...,a,). Soit t tel que

(tvﬁal +n+a ++(1n) = (H)Bal)
+(1,8,1) + (Repeat(y, B,01),6,a1) + ..
+(1, 8,1) + (Repeat(y, B, an))
avec Kk lindice du symbole x, p lindice du symbole 0 et v l'indice du symbole 1 dans

Dalphabet de M. Alorst code en base B la mémoire d’une machine de Turing contenant

la représentation canonique de l'uplet (ay,...,an).

Démonstration. D’apres le lemme 3.3.3, pour tout @ € {1,...,n}, (Repeat(y, 3, a;), 8, a;)

est le code positionnel d’un a;-uplet dont tous les éléments sont égaux & - c’est-a-dire
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a l'indice du symbole 1. Done, (i, 5,1) + (Repeat(y, 3, a;)) est le code positionnel d’un
(a;+1)-uplet dont le premier élément est 'indice du symbole 0 et les a; éléments suivants
sont égaux a I'indice du symbole 1. Donc (¢, 3, 1+n+aj+- - -+a,) est le code positionnel
d’un uplet dont le premier élément est 'indice du symbole + et les éléments suivants
sont constitués de la concaténation de codes positionnels (u,3,1) + (Repeat(v, 3, a;))
pour tout ¢ compris entre 1 et n. Par définition, ¢ code la représentation canonique de

(a1,...,a,) dans la mémoire de M. O

Lemme 6.7.11. Soit une machine de Turing M dont les états finaux sont fi,..., fy.
Soit E ’ensemble des n- uplets dont la représentation canonique est reconnue par M.
Sott (a1,...,a,) un n-uplet quelconque. Soit k Uindice du symbole %, p l'indice du sym-
bole 0 et v lindice du symbole 1 dans ' alphabet de M. Alors, (ay,...,an) € E si et
seulement st

3t3p3k3r|
((t,B,1+n+a1+-+a,) = (x,58,1)+(u,51)

+(Repeat('y,ﬂ,a1),ﬂ,a1) +...

+(u, 8, 1) + (Repeat(v, B,an)))

N Elem(After P(p,t,k),B,r) = f1V---V Elem(AfterP(p,t, k), 5,7) = f2)].

Démonstration (x). (=) Soit (a1,...,a,) € E. Soit t tel que

tB1+n+ar+ - +a) = (xk6,1)+(1pB1)
+(Repeat(y, 8,a1),8,a1) + . ..

+(1, 8,1) + (Repeat(v, B, an))-

D’aprés le lemme 6.7.10, ¢ code la représentation canonique de (aj,...,an) dans la
mémoire de M. Soit p = 1. Puisque p = 1 et puisque ¢y est 1’état initial d’une machine de
Turing, alors p code la position de la téte de M dans la configuration initiale. Donc (p, t)

code la configuration initiale de M pour laquelle la mémoire contient la représentation
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canonique de (ay,...,an). Puisque (ai,...,a,) € E, alors, d’aprés le lemme 6.7.9, il

existe k et r tels que
(Elem(After P(p,t,k),B8,7) = fiV---V Elem(AfterP(p,t, k), B,7) = [,)
est vérifiée. Donc, il existe p, t, k et 7 tels que
(B 1+n+ar+- +an) = (58,1)+ 15 1)

+(R€peat(’)’,ﬁ,a1)7ﬁ,a1) +..

+(u, B,1) + (Repeat(~, B, an)))

N Elem(After P(p,t,k),0,7) = fiVv---V Blem(After P(p, t, k), 8,7) = f.)]

h

est vérifiée.

(<) Soient p, t, k et r tels que

[((taﬁ)1+n+al++an) = (K),ﬁ,l)‘i"(ﬂ,ﬁ,l)
+(Repeat(’y,ﬁ,a1),ﬁ,a1) +...

+(i, 8,1) + (Repeat(y, 8, an)))

N Elem(AfterP(p,t,k),B8,7) = fiV -V Elem(After P(p,t, k), 8,7) = f.)]

est vérifiée.

D’apres le lemme précédent, ¢t code la représentation canonique de (ay,...,an)
dans la mémoire de M. Puisque p = 1, alors p code la position de la téte de lecture et
I'état de M dans la configuration initiale. Donc, (p,t) code la configuration initiale de
M avec la représentation canonique de (ag,...,a,) en mémoire. D’aprés le lemme 6.7.9,

puisqu’il existe k£ et 7 tels que

(Elem(After P(p, t,k),B,7) = fiVv -V Elem(AfterP(p,t, k), B8,7) = f.)

est satisfaite, alors (a1, ...,a,) € F. O
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Ce lemme implique donc qu’a toute machine de Turing reconnaissant la
représentation d’uplets on peut faire correspondre une équation diophantienne paramé-
trée qui n’admettra une solution que si 'uplet passé en parameétre de I’équation est
tel que sa représentation est acceptée par la machine de Turing. Tout ensemble semi-

décidable est donc diophantien.

On peut s’interroger sur I'affirmation implicite qui est ici faite que tout ensemble
semi-décidable représenté sous forme canonique peut étre reconnu par une machine de
Turing. Ceci est effectivement vrai, comme le prouve 'argument suivant. Une machine
de Turing posseéde un alphabet fini de n symboles. Cela signifie que le contenu des cases
peut étre vu comme la représentation en base n d’un nombre. Il existe un algorithme
permettant de passer de la représentation d’un nombre = dans une base n quelconque
a sa représentation dans une base n’ quelconque. Donc, d’aprés la thése de Church, il
existe une machine de Turing M qui transforme la représentation de z en base 2 en la
représentation de x en base b. On peut composer M avec toute autre machine de Turing

M’ comme suit :

N =if M then M'.

Donc, quelle que soit la base de représentation dans laquelle M’ accepte z, la composition
fournit une machine N qui reconnait la représentation de x en base 2. Or, la représenta-
tion d’un nombre en base 2 peut étre interprétée comme la représentation canonique que
nous avons définie précédemment. Donc, pour tout ensemble semi-décidable, il existe

une machine de Turing reconnaissant cet ensemble dans sa représentation canonique.

Nous avons donc prouvé que tout ensemble diophantien est semi-décidable et que
tout ensemble semi-décidable est diophantien. Par conséquent, les notions d’ensemble

diophantien et d’ensemble semi-décidable coincident exactement.

On pourrait dés maintenant conclure cette étude en affirmant que le dixiéme
probléeme de Hilbert est indécidable. En effet, le probleme de l'arrét, qui concerne les
ensembles semi-décidables, est un probléme que l'on sait indécidable. 11 consiste & dé-

terminer si une machine de Turing quelconque a laguelle on passe une certaine entrée
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aboutira & un état final. Or, & partir de n’importe quelle machine de Turing, nous
sommes en mesure de construire une équation diophantienne paramétrée qui admet
une solution si et seulement si les parametres passées a I’équation représentent un mot
reconnu par la machine. S’il existait une procédure capable de déterminer si une équa-
tion diophantienne quelconque possede une solution, alors nous serions également en
mesure de savoir si une machine de Turing donnée s’arréte ou non. Puisqu’on sait que
le probleme de Parrét est indécidable (Turing, 1937), il ne peut donc pas exister une
procédure telle que celle décrite par Hilbert. Bien que cet argument soit suffisant, on ira
un peu plus loin et on prouvera 'indécidabilité du dixieme probleme de Hilbert en uti-
lisant uniquement les résultats présentés précédemment, sans faire appel & un probléme

notoirement indécidable.

Finalement, on peut remarquer que 1’équivalence entre les ensembles diophantiens
et les ensembles semi-décidables implique Iexistence de fonctions diophantiennes uni-
verselles telles que décrites dans le chapitre 4. En effet, il existe des machines de Turing
dites universelles capables de simuler n’importe quelle machine de Turing (Hopcroft,
Motwani et Ullman, 2006). Une équation diophantienne construite & partir d’une telle
machine serait capable de simuler n’importe quelle équation diophantienne, ce qui est

bien la caractéristique d’une équation diophantienne universelle.

6.8 Ensembles décidables

On a établi dans la section précédente que les ensembles diophantiens sont exac-

tement les ensembles semi-décidables.

Définition 6.8.1. Un ensemble E d’uplets est dit décidable s’il existe une machine
de Turing qui, démarrant avec la téte de lecture examinant le premiére cellule d’une
mémoire contenant la représentation canonique d’un uplet u, s’arréte dans ’état final

g2 st u € E et dans 'état final g3 sinon.

Si un ensemble est décidable, il existe donc une machine de Turing a laquelle

on peut poser la question de 'appartenance d’un uplet & cet ensemble. Il suffit alors
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d’interpréter 1'état final sur lequel s’arréte la machine. L’avantage de la décidabilité par
rapport & la semi-décidabilité est important. La décidabilité garantit une réponse & notre
question alors que la semi-décidabilité ne fait que garantir une réponse positive. En effet,
on ne peut pas, au cours de leur exécution, distinguer une machine de Turing qui ne
s'arrétera jamais d’'une machine de Turing qui produira une réponse. Si on accepte la
thése de Church-Turing, ce que nous ferons ici, le fait qu'un ensemble soit décidable
est équivalent au fait qu'il existe une méthode permettant d’identifier les éléments de
cet ensemble. Ainsi, prouver que le dixieéme probléme de Hilbert est indécidable est
équivalent & prouver qu'il n’existe pas de machine de Turing permettant 1'identification

des équations diophantiennes possédant une solution.

Le lien entre décidabilité et semi-décidabilité est établi par le lemme suivant.

Lemme 6.8.1. Un ensemble E est décidable si et seulement si E/ et son complémentaire

sont semi-décidables.

1l s’agit d’un résultat bien connu dont on peut trouver la preuve, par exemple,
dans le chapitre 8 de Hopcroft, Motwani et Ullman (2006). Il est intfessant de no-
ter que Matiiassevitch (1995) propose une preuve de ce lemme qui se base sur 1'équi-
valence entre ensembles semi-décidables et ensembles diophantiens. 11 utilise ainsi les
équations diophantiennes pour prouver que si un ensemble et son complémentaire sont
semi-décidables, c’est-a-dire diophantiens, alors cet ensemble est décidable. Une consé-
quence de ce lemme est que pour prouver l'indécidabilité d’un ensemble, il suffit de

prouver que cet ensemble ou son complémentaire n’est pas semi-décidable.

6.9 Indécidabilité du dixieme probleme de Hilbert (Matiassevitch,
1995)

La preuve de I'indécidabilité du dixieme probleme de Hilbert peut maintenant
étre achevée en considérant les derniers résultats obtenus. En premier lieu, on a établi
que les ensembles diophantiens et les ensembles semi-décidables sont équivalents. De

plus, on sait grace au lemme 6.8.1 qu'un ensemble est décidable si et seulement s’il
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est semi-décidable et posséde un complémentaire semi-décidable. On a constaté au cha-
pitre 4 que I'ensemble des codes d’équations diophantiennes sans parameétre possédant
au moins une solution est diophantien. Son complémentaire, ¢’est-a-dire I'ensemble des
codes d’équations diophantiennes sans parametre ne possédant aucune solution n’est,
d’apres le lemme 4.5.10, pas diophantien. Par conséquent, ’ensemble des codes d’équa-
tions diophantiennes sans parametre possédant au moins une solution est indécidable.
Or, nous pouvons, a partir de toute équation diophantienne sans parameétre construire
le code de cette équation. Supposons que le dixiéme probleme de Hilbert soit décidable.
On aurait alors une procédure permettant de déterminer si une équation diophantienne
quelconque posséde ou non une solution. Par conséquent, puisque nous sommes en me-
sure de déterminer le code de cette équation, nous disposerions d’un moyen de vérifier
I'appartenance de ce code & Hy. Ceci signifierait que Hy est décidable, ce qui est contra-
dictoire. Par conséquent, il n’existe pas de procédure permettant de déterminer si une

équation diophantienne possede une solution en nombres entiers.



CONCLUSION

Nous avons voulu, dans ce travail, offrir une vision aussi claire, aussi dénuée
d’ambiguité que possible de la démonstration de I'indécidabilité du dixieme probeme de
Hilbert. En effet, quoique l'auteur (Matiiassevitch, 1995) expose la démonstration de
maniére convaincante dans son ouvrage, il reste de nombreux détails qui ne sont pas
développés et qui peuvent troubler le lecteur tant il est vrai que, parfois, ces détails ne
sont pas totalement triviaux. Etudier ce résultat en profondeur est une bonne occasion
de se familiariser avec divers sujets, notamment la logique, la théorie des nombres et la

théorie de la calculabilité qui constituent des fondements de 'informatique théorique.

L’indécidabilité du dixieme probleme de Hilbert est un résultat négatif, statuant
sur 'inexistence d'une méthode telle que décrite dans I'énoncé du probleme. Toutefois,
les recherches effectuées pour arriver a cette conclusion ont contribué & améliorer la
connaissance de la nature des équations diophantiennes, en plus de produire des outils
mathématiques utiles. Un des résultats saillants de cette recherche est le caractere dio-
phantien de ’exponentiation, propriété dans laquelle résidait la plus grande difficulté
de la démonstration. De méme, que ’ensemble des nombres premiers puisse étre encodé
dans une équation est surprenant. Pourtant, ces deux faits deviennent triviaux lors-
qu’on prend connaissance de ’équivalence entre ensembles diophantiens et ensembles
semi-décidables. Ce résultat, en plus de fournir un nouveau modele de calcul, permet
d’affirmer que tout ensemble décidable est diophantien. Ceci signifie concrétement, si
on accepte la thése de Church, qu’il existe une équation diophantienne codant tout
ensemble de valeurs calculables. De plus, la méthode décrite pour simuler toute ma-
chine de Turing dans un systeme de contraintes diophantiennes fournit une méthode
pour construire 'équation diophantienne correspondant a la machine. Ceci ne garantit

toutefois pas de trouver I'équation la plus simple qui soit.
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Un résultat d’indécidabilité offre également de nouvelles perspectives pour prou-
ver 'indécidabilité d’autres problémes. En effet, prouver I'indécidabilité d’un probleme
se fait d’ordinaire en ramenant un probléme indécidabled ce probléme. Le probléme
de Hilbert constitue donc un nouveau probléme permettant de prouver I'indécidabilité
d’autres problemes. Notons que le probleme de Hilbert est ici résolu sans que soit effec-
tuée une réduction, méme si cela est possible (en fait, on a quand méme effectué une

réduction du probléme original au probléme & solutions naturelles).

Le probleme de Hilbert n’est, malgré la preuve de son indécidabilité pour des
solutions relatives, pas un sujet clos. En effet, il est 1égitime de s’interroger sur I’extension
du résultat d’indécidabilité de probleme étendu aux solution rationnelles. 1l faut, & ce
sujet, étre prudent : I'indécidabilité du dixieme probléme de Hilbert n’implique pas
I'indécidabilité du probléme étendu aux solutions rationnelles. En effet, s'il existait une
méthode permettant d’affirmer qu’une équation diophantienne posséde des solutions
rationnelles ou pas, cela n’impliquerait pas que cette méthode serait & méme de détecter
des solutions naturelles. La question de I'indécidabilité du probléme étendu aux solutions
rationnelles est un sujet recoupant des domaines divers. On sait par exemple que ce
probleéme est équivalent au probleme de savoir si on peut fournir des coordonnées & un
matroide dans Q@ ou encore au probleme de savoir si un treillis arbitraire L est isomorphe
au treillis des faces d’un certain polytope convexe de sommets & coordonnées dans Q

(voir Bokowski et Sturmfels, 1980, p. 29).

Finalement, la véracité d’une conjecture topologique présentée par Mazur (1995)
impliquerait 'impossibilité de réduire le probléme original étendu aux solutions ration-
nelles au probéme original (Cornelissen et Zahidi, 2000), ce qui, sans conclure & la
décidabilité ou non du probleme étendu aux solutions rationnelles, nous priverait d’un

outil usuel de preuve d’'indécidabilité.

Le sujet est donc encore d’actualité et a des ramifications importantes dans des

branches a priori éloignées des mathématiques.
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