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RESUME

Dans ce mémoire, nous présentons une nouvelle approche de réduction de la dimen-
sion dans un contexte d’études d’association génétique! avec présence de plusieurs
variables réponses corrélées entre elles. Cette approche tente de résumer ’information
utile de plusieurs variables (qualitatives ou quantitatives) corrélées dans un nombre
réduit de nouvelles variables (scores) appelées composantes principales d’héritabilité.
Ces nouveaux scores optimaux peuvent &tre utilisés dans des études d’association afin
d’augmenter la puissance des tests statistiques appliqués pour détecter les génes res-
ponsables des maladies complexes. Nous avons proposé une nouvelle statistique qui
teste une telle association entre ces nouvelles composantes principales et une région
génomique, et nous avons approximé sa distribution sous I’hypothése nulle & P’aide
des techniques de permutation. Nous avons également comparé notre nouvelle mé-
thode avec une méthode existante (Klei et al., 2008). A Paide de simulation, nous
avons montré que notre nouvelle méthode contréle bien I'inflation de 1’erreur de type
1 et elle a un gain important de puissance statistique comparée & la méthode exis-
tante. Enfin, nous avons illustré notre méthodologie & 1'aide d’une application sur
des données réelles collectées pour étudier la maladie d’Alzheimer.

Mots clés : Etudes d’association génétique, variables réponses corrélées, réduction
de la dimension, composantes principales d’héritabilité, puissance statistique.

1. Les études d’association permettent d’évaluer statistiquement ’association entre une ou plu-
sieurs covariables et un caractére relié 4 la maladie étudiée. Ce caractére mesuré peut étre dicho-
tomique (atteint, non atteint) ou bien continu (taux de sucre dans le contexte du diabéte, par

exemple).



INTRODUCTION

La susceptibilité individuelle aux maladies complexes, telles que le diabéte de type
1 et 2, I’hypertension artérielle, ’asthme, certains cancers et la schizephrénie a une
forte composante héréditaire. Les derniéres avancées technologiques par rapport au
séquencage du génome humain offrent la promesse de comprendre le mécanisme mo-
léculaire de telles maladies et de fournir de nouvelles cibles thérapeutiques. Toutefois,
ces efforts sont généralement entravés par le fait que ces nombreuses maladies com-
plexes sont étiologiquement hétérogenes. Les caractéres principaux utilisés dans les
études d’association génétique sont généralement les résultats de nombreux génes
différents qui interagissent les uns avec les autres et avec des facteurs environnemen-
taux. Les chercheurs, dans le cadre des maladies génétiques complexes, collectent le
plus grand nombre possible de données, et se retrouvent & la fin avec une base de
données de dimension N x ¢ ou N se compte en milliers et ¢ se compte en millions.
Cette richesse de I'information n’est pas facile 8 manipuler, d’oti la nécessité d’utiliser
des algorithmes de réduction de dimension tels que I’analyse en composantes prin-
cipales (ACP). L’algorithme d’analyse en composantes principales dans les études
d’association génétique n’a cependant pas apporté d’amélioration dans la découverte
de nouvelles variantes génétiques (c’est-a-dire facteurs génétiques). Klei et al. (2008)
proposent une approche alternative a I’ACP, qu’ils nomment analyse en composantes
principales d’héritabilité. Contrairement & I’ACP, le principe de 'approche de Klei
est de réduire les caractéres & un seul caractére qui a une héritabilité plus élevée que

toute autre combinaison linéaire des caractéres. L’héritabilité est définie comme la



proportion de la variance phénotypique totale expliquée par les variantes génétiques.
Par conséquent, I’association entre le facteur génétique et la composante principale
d’héritabilité est souvent plus facile & détecter.

En adoptant une approche d’analyse individuelle des variantes génétiques, les études
d’association génétique (noté GWAS, de 'anglais Genome wide association study)
ont trés bien réussi a identifier des variantes liées &4 des centaines de caractéres et
maladies humaines complexes. Cependant, les variantes identifiées dans des GWAS
ne reflétent que quelque pourcentages de I’héritabilité estimée pour ces caractéres
complexes. En effet, cette approche est limitée & ’analyse d’une variante a la fois et
seules celles qui atteignent le seuil de GWAS (p-valeur de 5 x 1078, correspond au
seuil de Bonferroni pour un seuil de 5%) sont conservées pour des études ultérieures,

laissant une grande partie de I’héritabilité des caractéres inexpliquée.

De méme, I’approche de Klei et al. (2008) a une puissance limitée pour identifier
le role des variantes génétiques ayant un effet individuel faible. Il est probable que
parmi ces variantes a faible effet individuel, il en existe certaines, qui conjointement,
peuvent conférer un risque de prédisposition aux maladies. L’approche de Klei et al.

(2008) laisse ainsi une grande partie de I’héritabilité des caractéres inexpliquée.

Pour contourner ce probléme, nous allons généraliser 'approche de Klei et al. au cas
de plusieurs variantes génétiques afin d’identifier la composante linéaire des carac-
téres maximisant la part de variance expliquée par l'effet joint des variantes incluses
dans le modéle. Au cours de cette étude, nous avons cherché a évaluer l'intérét que
peut présenter 'analyse jointe de caractéres quantitatifs corrélés, en mesurant le gain
apporté par 'analyse jointe des variantes génétiques relativement aux analyses indi-

viduelles des variantes (PCH de Klei et analyse de GWAS).



‘Ce mémoire s’organise principalement autour de cing chapitres : le chapitre 1
permet d’introduire les notions de base et les fondements statistiques des caractéres
a effets quantitatifs. Nous présentons & cette occasion la notion de I’héritabilité de
ces caracteres et les différentes méthodes d’estimation correspondantes. Nous présen-
tons également la problématique de tests statistiques causée par des comparaisons
multiples ainsi que quelques procédures de contréle correspondantes. Le chapitre
2 présente I’analyse en composantes principales comme technique de réduction de
dimension généralement utilisée, pour discuter ensuite de nouvelles approches de ré-
duction de dimension basées sur ’héritabilité proposées par Ott et Rabinowitz (1999)
et Klei et al. (2008) séparément. Le chapitre 3 détaille spécifiquement 1’approche
que nous avons développée. Nous proposons aussi dans ce chapitre une procédure
de test d’hypothése pour tester 1’association entre la composante principale d’héri-
tabilité déduite de notre approche et les marqueurs génétiques tout en évitant une
procédure de fractionnement compliquée. Nous approximons la distribution de la
statistique de notre test sous I’hypothése nulle en utilisant des techniques de per-
mutation. Le chapitre 4 est réservé aux simulations réalisées pour comparer les
performances des approches existantes et 1'approche PCH,, une discussion des ré-
sultats est présentée ensuite. Dans le chapitre 5 nous donnons un préliminaire de
littérature sur la maladie d’Alzheimer et ensuite nous appliquons notre méthode &
un jeu de données portant sur cette maladie afin de comparer les performances de
notre méthode PC'H, avec celle de Klei. A la fin, nous terminons par une discussion

des résultats.






CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES GENETIQUES ET STATISTIQUES

1 Terminologie génétique

L’objectif de cette section est d’introduire les fondements génétiques et statistiques
nécessaires & la compréhension du travail de recherche réalisé dans le cadre de ce’

mémoire.

16 Acide désoxyribonucléique (ADN)

L’acide désoxyribonucléique (ADN) est une molécule, présente dans toutes les cel-
lules vivantes, qui contient I’ensemble des informations nécessaires au développement
et au fonctionnement d’un organisme. C’est aussi le support de 1’hérédité, car il est
transmis lors de la reproduction.

La structure standard de I’ADN est une double-hélice composée de deux brins com-
plémentaires. Chaque brin d’ADN est constitué d’un enchainement de nucléotides.
On trouve quatre nucléotides différents dans I’ADN : Adénine, Guanine, Cytosine,

Thymine, notés A, G, C et T respectivement.



1 Chromosomes, génes, locus, alléles

Un individu posséde, dans ses cellules, des chromosomes qui sont le support de son
patrimoine génétique (voir figure 1.1). Les chromosomes présents dans les noyaux des
cellules sont des structures filamenteuses décelables par teintures lors des divisions
cellulaires. Les cellules sexuelles possédent un ensemble de n paires de chromosomes,
le nombre n étant caractéristique de chaque espéce : quatre chez la drosophile, sept
chez le pois, dix chez le mais, vingt-trois chez I’homme (Tjio et Levan, 1956). La
série compléte des chromosomes d'un individu constitue son caryotype (voir figure
2}

Un géne est une séquence d’ADN dont la transmission est héréditaire. Cette séquence
est définie par sa fonction et sa structure. Les génes se trouvent sur les chromosomes.
Ils sont constitués d’une longue chaine d’ADN. Un géne code généralement pour la
formation d’un acide ribonucléique (ARN) et d’une protéine. On compte 20000 génes
chez les humains. Le locus! d’un géne sur un chromosome est I’endroit précis o
se situe ce géne sur le chromosome. Les différentes formes possibles de I’information

génétique portée a un locus sont nommées alléles.

TS Marqueurs génétiques

Avant de donner la définition de marqueur génétique, il est important de définir
la notion de polymorphisme génétique. Les variations génétiques observées dans les
populations constituent le polymorphisme génétique. Le polymorphisme peut étre

observé au niveau de l'individu entier, dans des formes variantes de protéines ou

1. Le pluriel de locus est loci.
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de composants des groupes sanguins, dans les caractéristiques morphologiques des

chromosomes, ou au niveau de I’ADN, dans des différences nucléotidiques. Techni-

quement, une variation doit étre présente dans au moins 1 % d’une population pour



étre classée comme un polymorphisme.

Sur le plan moléculaire, on classe les polymorphismes en trois catégories : le polymor-
phisme de séquence, d’insertion-délétion et de nombre d’unités de répétitions dans
les régions répétées (De Vienne, 1998).

Un marqueur génétique est une séquence polymorphe d’ADN aisément détectable,
dont I’emplacement est connu sur un chromosome. Un marqueur génétique peut étre
un polymorphisme f)ortant sur un seul nucléotide (noté SNP pour Single Nucleotide
Polymorphism), et c’est ce type de polymorphisme avec lequel nous allons travailler
dans ce mémoire. Un marqueur génétique peut &tre aussi constitué de séquences
répétées de nucléotides. Dans ce cas-1a on distingue les microsatellites qui sont des
répétitions courtes de motifs de nucléotides, et les minisatellites qui sont des répéti-
tions longues d’une séquence de nucléotides.

Les marqueurs génétiques représentent en quelque sorte des balises qui vont per-

mettre la localisation des loci responsables d’une maladie (voir figure 1.3).

Geéne

et SNPs

v Y v v

SNP1 SNP2 SNP3 SNP4
A 4

Localisation de la variante

qui cause la maladie

Figure 1.3: Marqueur génétique.



e Génotype, homozygote, hétérozygote, phénotype, dominance,

récessivité

Pour un locus & n alléles, la combinaison de deux alléles d’un géne qu’un individu
regoit de ses deux parents forme son génotype. Le génotype d’un individu pour un
gene qui posséde deux alleles A et a, peut donc étre soit AA, Aa, ou aa. Les deux
types similaires AA et aa sont dits homozygotes, 1'autre étant dit hétérozygote.
Phénotype : le caractére effectivement manifesté par un individu correspond a son
phénotype, par exemple la couleur des yeux, le taux de cholestérol, I'indice de masse
corporelle, etc. Le caractére observable est le produit de ’interaction de I’information
génétique de 'organisme (le génotype) et du milieu dans lequel cet individu vit.
Dominance-Récessivité : on dit que l'alléle a; est dominant sur 1’alléle a; (ou que
'alléle a; est récessif devant 1'alléle a;) lorsque 1’action de 1'alléle a; rend inapparente

celle de l'alléle a;, quand ils sont associés & un génotype hétérozygote (a;a;).

| L Fréquences génotypiques et fréquences alléliques

Dans une population de N individus, la fréquence génotypique d’un gene autoso-
mique? est le rapport du nombre d’individus qui possédent ce type de génotype sur
le nombre total d’individus de la population. Par exemple, considérons un locus avec
deux alleles A et a. Les fréquences paa, Pas et Daa des génotypes AA, Aa et aa sont

données dans le tableau 1.1.

La fréquence allélique est le rapport du nombre d’alléles d’une catégorie sur le nombre

total d’alléles présents au locus considéré dans la population (2 x V). Les fréquences

2. Un géne autosomique est un géne situé sur un chromosome non sexuel.
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Tableau 1.1: Fréquence génotypique

Génotype | Nombre d’individus | Fréquence génotypique

—n
AA n1 paa =T
Aa n2 Paa =
aa ng Doa = %,3.

n1+n2+n3=N pAA+pAa+paa=1

des alléles peuvent &tre obtenues & partir des fréquences génotypiques. Supposons,
par exemple, p, la fréquence de 'alléle a et p4 la fréquence de l'alléle A. Chaque
individu qui a un génotype AA posséde deux exemplaires de 'alléle A et chaque
individu qui a un génotype Aa en posséde un seul, nous pouvons écrire :
PA=1xpaa+1/2Xpaa+0X pas
=Paa +1/2:% Pag,
Pa=0Xpaa+1/2Xpaa+1X paa

= 1/2 X PAa + Dad-

En remplagant les fréquences génotypiques par leurs valeurs dans les fréquences al-

léliques, on obtient :
o, 2xXny+ng

pA_ 2XN ¥
_2xn3+n2
P S W

1.1.6 Equilibre de Hardy-Weinberg

L’équilibre de Hardy-Weinberg (Lange, 2002) est un principe fondamental en géné-

tique des populations. Il stipule que les fréquences génotypiques & un locus donné
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demeurent constantes de génération en génération si les conditions suivantes sont
respectées :
e la population est panmictique (c’est-a -dire les couples se forment au hasard
(panmixie) et leurs gamétes® se rencontrent au hasard (pangamie));
e la population est 'infinie' (trés grande : pour minimiser les variations de
’échantillonnage) ;
¢ il ne doit y avoir ni sélection, ni mutation, ni migration (pas de perte/gain
d’allele) ;
e les générations successives sont discrétes (pas de croisement entre générations

différentes).

On dit donc de fagon commune qu’une population est en équilibre de Hardy-Weinberg
si la fréquence du génotype dépend uniquement des alléles. Pour un locus ayant deux

alléles A et a de fréquences respectives p et ¢ (p + g = 1), cet équilibre se traduit

par :
DAA =p2,
DPaa = 2p4,
Pas; L=
avec

p2+q2+2pq=1.

L’importance de I’équilibre de Hardy-Weinberg dans une population découle du fait

que la majorité des méthodes développées en statistique génétique présument un tel

3. Un gameéte est une cellule a fonction reproductrice. Chez ’étre humain, on distingue les

gameétes méles (spermatozoides) des gamétes femelles (ovules).
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équilibre. Puisque plusieurs de ces méthodes ne sont pas robustes au non respect
de 1’équilibre de Hardy-Weinberg, il est important de tester si une population est
en équilibre de Hardy-Weinberg avant de commencer une analyse. Dans I’analyse de
données menée dans ce mémoire nous allons effectuer une telle analyse pour vérifier
le postulat d’équilibre de Hardy-Weinberg.
Le principe du test est simple et peut étre résumé en trois étapes :
1- calcul des fréquences génotypiques observées a partir des données observées;
2- calcul des fréquences génotypiques attendues selon la loi de Hardy-Weinberg ;
3- comparaison des fréquences observées et attendues par un test statistique du
x2. Le test du x? teste ’hypothése d’égalité entre la distribution observée et
la distribution attendue sous I’hypothése nulle qui stipule.que le locus est en
équilibre de Hardy-Weinberg.
Les fréquences observées (O;) et attendues (E;) sont présentés dans le tableau 1.2 ot

i référe au génotype considéré.

Tableau 1.2: Fréquences observées (O;) et attendues (E;) des trois génotypes AA,

Aa et aa pour n individus. 7 référe au génotype considéré.

1 | AA | Aa | aa

S

PAA | PaA | Paa
2pq | g

=
3
3]

La statistique du x? correspondante est :

e Z (fréquences observées du génotype; — fréquences attendues du génotype;)?
: fréquences attendues du génotype,
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0; — E;)?
=Z( E; L

La valeur du x? est comparée au seuil théorique d’ordre (1 — a) de la loi de x2 avec
un degré de liberté (noté ddl) qui est la différence entre le nombre dg génotypes et le
nombre d’alléles. Si le x2 calculé est inférieur & ce seuil théorique, on ne rejette pas
. I’hypothése nulle et on conclut qu'’il n’y a pas assez d’évidence pour rejeter 1’équilibre

de Hardy-Weinberg de la population sous étude, sinon on rejette Hp.

Exemple de I’équilibre de Hardy-Weinberg
Lors d’une étude médicale, on a déterminé le génotype de n = 1000 personnes
(Source : Morgenthaler, 2008 p-72). Les données observées sont dans le tableau 1.3.

On désire savoir si la population est en équilibre de Hardy-Weinberg :

Tableau 1.3: Exemple de données observées des trois génotypes AA, Aa et aa.

AA | Aa | aa
652 | 310 | 38

- Calcul des fréquences p et ¢ des alleles A et a :

p= (652 = % X 310) /1000 = 0.807 pour l'alléle A,

o <3s + % v 310) /1000 = 0.193 pour Palléle a.

- Calcul des fréquences attendues de différentes catégories génotypiques :



14

Paa =p° = 0.651249,
Paa = 2pq = 0.311502,
Paa = ¢* = 0.037249.

- La statistique du test du x? vaut :

o (0.652 — 0.651249)* " (0.310 — 0.311502)%  (0.038 — 0.037249)2
) 0.651249 0.311502 0.037249

= 0.000023249745.

Puisque le seuil théorique du test est X2 5 gu—y = 3.84, nous avons x* < X3 os dai=1»

on conclut que la population est en équilibre de Hardy-Weinberg.

i il Déséquilibre de liaison

Le déséquilibre de liaison (noté DL) (Lewontin,1964) est défini comme une associa-
tion non aléatoire entre les alléles de deux loci (ou plus) proches I'un de l'autre. A
I'inverse, deux loci éloignés tendent & &tre en équilibre de liaison. Le DL joue un
réle central dans les études d’association des maladies complexes (Weiss et Clark,
2002 ; Nordborg et Tavaré, 2002) puisque les marqueurs testés sont supposés étre en
déséquilibre de liaison avec le locus de la maladie.

Par exemple, considérons une paire de SNPs ayant les alléles A/a et B/b. Notons
Pa, Pa, P» €t pp les fréquences alléliques correspondantes. Les haplotypes possibles
sont AB, Ab, aB et ab. Soient pap, Pab, DaB €t Dap leurs fréquences haplotypiques

pour différentes combinaisons possibles des alléles. Si un individu a le génotype AA
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au premier SNP et le génotype Bb au deuxiéme SNP, les deux haplotypes* possibles
sont AB et Ab.

Une mesure simple de DL consiste & évaluer la différence entre la fréquence observée
d’'un haplotype donné et celle attendue sous I’hypothése d’indépendance entre les
loci. Cette mesure s’appelle le coefficient de déséquilibre de liaison (D) (Robbins,

1917) et sa formule est la suivante :

D =psB — PAPB = Dab — PaDb-

Sous I'hypothése d’indépendance entre les deux loci, la présence d’un alléle & un
locus n’influence pas 1’alléle observé dans ’autre locus. Chaque cellule du tableau

1.4 donne la fréquence de ’haplotype correspondant.

Tableau 1.4: Distribution attendue des haplotypes sous I’hypothése d’indépendance

Sitel \ Site2 B b
A DAB =DPAPB DPAb = PADs | Pa
a DaB = PaPB  Pab = PaPb | Pa
DB Db 1

Le tableau 1.5 donne les fréquences alléliques de la population pour deux loci sous
I'hypothése de déséquilibre de liaison. Lewontin (Lewontin, 1964) a introduit D’

comme mesure de déséquilibre défini par :

4. Un haplotype est I’arrangement linéaire des alléles sur le méme chromosome & deux (ou plus)

loci.
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Tableau 1.5: Distribution observée des haplotypes sous I’hypothése de déséquilibre

de liaison
Sitel \ Site2 B b
A pas = (paps+ D) pay= (paps — D) | pa
a PaB = (papB i D) Dab = (papb als D) Pa
DB Db 1
' D
=
avec :

min(paps; papp) si D >0,

Drmaz =

min(p.ps; paps) si D <O.

La mesure D’ a la propriété de prendre des valeurs entre -1 et 1.

Une autre mesure de liaison est le coefficient de corrélation (r%)® défini comme :
2_ __ (pap—paps)’
pa(1 —pa)ps(1 - ps)
D2
~ PAPaPBEDs

Le coefficient 72 exprime la quantité d’information que fournit un locus sur ’autre.
Des grandes/petites valeurs de D ou bien de r? suggérent un fort/faible déséquilibre
de liaisons, respectivement. Le déséquilibre de liaison entre les alléles d’un locus peut
étre aussi estimé a partir de fréquences génotypiques. En effet, dans la loi de Hardy-

Weinberg, les fréquences génotypiques sont supposées étre constantes de génération

5. Démonstration en annexe A.
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en génération (voir sous-section 1.1.6). Le déséquilibre de liaison représente ainsi un

écart par rapport a I’équilibre de Hardy-Weinberg. On écrit :
paa=p3+ D,

PAa = 2PpaDa — 2D,

Poa =P; + D,
et
D =pun— 14
= Poa — P2
= 0.5(2paPa — Paa)-
1.2 Caractéres quantitatifs

Les caractéres (phénotypes) quantitatifs sont des caractéres & variation continue,
par exemple 'hypertension artérielle, le taux de cholestérol, le poids, la taille, etc.
La génétique quantitative suppose que des alléles & effets modérés & plusieurs loci

sur le génome influencent, ensemble, la variation d’un caractére quantitatif.

1.2.1 Modele caractere-gene

Dans cette section, nous allons présenter un modeéle génétique simple (Falconer, 1975 ;

Morgenthaler, 2008). Ce modéle relie le caractére Y avec un locus par :

Y =u+G+E, (1.1)

ou Y est la valeur phénotypique individuelle, s est la moyenne de la population, G
est la composante génétique qui représente l’effet du locus et E représente le terme

d’erreur ou la composante environnementale. En supposant que les composantes G
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et E sont indépendantes, on peut écrire la variance phénotypique de Y comme suit :
it T o%. ale o%.
L’hypothése de non-corrélation entre E et G n’est pas toujours justifiée, mais elle est
nécessaire pour simplifier le modeéle.
La composante génotypique peut aussi se décomposer, de la fagon suivante, en parties
considérées comme indépendantes :
G=A+D,

ou:

— A est 'effet additif des alléles au locus;

— D est I’ensemble des effets de dominance entre alléles parentaux (un alléle de

pére et un allele de mére).

Dans la section suivante, nous allons illustrer le modéle 1.1 ainsi que les notations

d’additivité et de dominance.

122 Locus occupé par deux alleles

Certaines propriétés d'un locus & deux alléles vont étre présentées dans cette sous-
section, vu leur importance en génétique quantitative et leur présence dans la dé-
termination de la variance génotypique. En effet, en conservant les notations précé-
dentes, on peut écrire la variance génotypique comme suit :

o2 = E(G?) — E(G)2.

Cette équation fait intervenir ’espérance de la valeur génotypique, E(G), que nous
allons déterminer dans une premiére étape. Dans une deuxiéme étape, nous allons
déterminer ’expression de la variance génotypique en termes de fréquences génoty-

" piques.
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L’espérance de valeur génotypique
Pour un locus autosomique ayant 2 formes alléliques A; et Az, on note p la fréquence
dans la population de I’alléle A; et ¢ la fréquence dans la population de ’alléle A, et

p+¢q =1 puisqu’il n’y a que 2 alléles. Nous supposons que la population est en équi-

Tableau 1.6: Les deux premiéres colonnes du tableau montrent les trois génotypes et

leurs fréquences dans une population. La troisiéme colonne donne les valeurs géno-

typiques.

Génotype Fréquence Valeur génotypique Fréquencexvaleur

A A, p? +a pa
A1 Ay 2pq d 2pqd
Ay A, q> —a —q%a

libre de Hardy-Weinberg. L’espérance génotypique de la population pour le caractére
considéré est obtenue on multipliant chaque valeur génotypique par sa fréquence et
en totalisant pour les trois génotypes. En utilisant le tableau 1.6, nous avons :
p = E(G) = p’a+ 2pgd + ¢*(—a)
= a(p” - ¢°) + 2pqd
= a(p—q)(p+g) + 2pgd
= a(p — q) + 2pqd. (152}

La premiére composante de la moyenne génotypique représente la contribution d’un
locus qui est due aux génotypes homozygotes, et la deuxiéme composante est la
contribution d’un locus qui est due aux génotypes hétérozygotes.

Variance génétique

Selon le modéle (1.1) et la paramétrisation du tableau 1.6, nous pouvons écrire la
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variation génétique comme la variance de la composante G, 0% ° :
o = E(G?) — E(G)?
= 2pg(a — d(p — ¢))* + (2ped)”
= 2pga® + (2pqd)? avec o =a—d(p—q)
= Var(A) + Var(D)

=0} +od. (1.3)

Le premier terme dans la variance génétique est appelé variance génétique additive

et le deuxiéme terme, variance de dominance.

L’importance relative du génotype considéré pour la valeur du caractére est exprimée

par le rapport de la variance génétique & la variance du caractére (o2) :

0%
ge"

C’est ce que nous appelons ’héritabilité au sens large, et que nous allons explorer

dans la section suivante.

1.3 Héritabilité : définition et estimation

Sl Définition de I’héritabilité

On distingue deux types d’héritabilité (Falconer, 1975 ; Ollivier, 2002 ; Ollivier et al.,
1971)

L’héritabilité au sens large, notée H2, définie comme le rapport de la variance

6. Démonstration est donnée dans I’annexe B.
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génétique a la variance phénotypique :
3
31 = 10
Y

Une héritabilité de 0.4 sig‘niﬁe.que 40% de la variabilité entre les individus de la
population concernant le caractére évalué est liée a un effet génétique.
L’héritabilité au sens strict, notée h?, définie par le rapport de la variance géné-

tique additive a la variance phénotypique du caractére :

Oy
Le coefficient h? est compris entre 0 et 1. La valeur A% = 1 est atteinte s’il n’y a pas
d’effet d’environnement sur le caractére, le caractére étant purement génétique. La

valeur 0 correspond au cas ou la totalité de la variation est d’origine environnemen-

tale, si les loci polymorphes dans la population sont neutres vis-a -vis du phénotype.

1.8:2 Estimation de P’héritabilité

L’estimation de 1’héritabilité s’appuie sur une caractéristique fondamentale que pré-
sentent les phénotypes contr6lés génétiquement : la ressemblance entre apparentés.
C’est la covariance entre apparentés qui va donc servir a estimer les composantes de
la variance génotypique. Trois méthodes sont généralement utilisées pour 1’estimation
de I’héritabilité au sens strict : ’estimation de I’héritabilité basée sur la régression,
’estimation de ’héritabilité basée sur ’analyse de la variance et ’estimation de I’hé-
ritabilité par la méthode de vraisemblance maximale. A titre d’illustration, nous
allons introduire les deux premiéres méthodes. L’estimation de I'héritabilité au sens
large est basée sur I’étude comparative des jumeaux.

Méthode de ’estimation de I’héritabilité h? basée sur la régression

Définition : le coefficient de régression b d’une variable Y sur un autre X est définie
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comme

_cov(X,Y)
" Var(X)

(1.4)
L’estimation de ’héritabilité basée sur la régression est utilisée pour estimer 1’héri-
tabilité au sens strict et la régression "enfant-parent’ et celle "enfant-parent moyen'
sont les plus courantes.
Régression "enfant-parent”
La ressemblance entre un enfant et un parent est exprimée par la régression du
caractére de I’enfant sur le caractére du parent. En effet, considérons Y}, la valeur
phénotypique du caractére chez le parent et X, la valeur phénotypique du caractére
de l'enfant. La valeur phénotypique d’un individu dépend de sa valeur génotypique
et d'un effet di & I’environnement comme dans le modéle (1.1). On écrit alors
Y,=u+Gy+ B,
Xe = pu+ G+ E..
La variabilité phénotypique commune entre I’enfant et le parent s’explique par la
composante génétique commune.

Ainsi : )
e cov(Yp, Xe)
= Var(¥;)

cov(Yy, Xe) = cov(Gp + Ep, Ge + E,)
= cou(Gy, G)
= E{(G, — E(G))(G. - E(G))}
= E(GgpGgme);
olt Gyp = G, — E(G) est la valeur génotypique du parent exprimée en écarts & la

moyenne €t Gyme = Ge — E(G) est la valeur génotypique moyenne de ’enfant.
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Tableau 1.7: Génotypes du parent, leurs fréquences, f,, dans la population et leurs
valeurs génotypiques Ggp. Valeur génotypique moyenne de I'enfant Gy (Source :

Falconer, 1975 page-119).

Parent Enfant
Génotype | Fréquence Ggp Ggme
AA p* 29(a — ¢d) q
Aa 2pq | (g—p)a+2pgd | 1/2(g - p)a
aa ¢ —2p(a + pd) —pa

Par exemple, la valeur génotypique du parent pour le génotype AA du tableau 1.7

peut étre obtenue comme suit

Gy =a — E(G).
Selon I'équation (1.2) et puisque pour le génotype AA, G, = a, nous pouvons écrire
Ggp = a — {a(p — g) + 2pgd}
=a(l—-p+q)—2pgd
= 2qa — 2pqd
=2g(a+dg — pd — qd)
= 2g(c — qd)
= 2qa — 2¢%d.
Notez que puisque le parent transmet exactement 50 % de son matériel génétique

additif, alors la valeur génotypique moyenne de ’enfant, Gy, est la moitié de la

valeur génétique additive du parent (la moitié de la premiére composante de Ggp).
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Alors & partir du tableau 1.7 :
cov(Yp, X)) = Z(fréquence X Gy X G

= pgo?
1 2
—— EO'A’

avec @ = a+ d(q — p).

En remplagant dans 1'’équation (1.4) le coefficient de régression b nous avons

b_ﬁ_lhﬁ
=242 = !
oy, 2

Régression "enfant-parent moyen"
Soit Yy, la valeur phénotypique moyenne des deux parents c’est-a-dire Yy, = %(Ymé,e+
Yyere) 00t Yinere est la valeur phénotypique de la meére et Ypure est la valeur phénoty-
pique du pére. X, est la valeur phénotypique de ’enfant.
Ona:

cov( X, Yom) = %{cov(Ymre,Xe) + cov(Ypare; Xe) }
or

CO'U(Y,né«,-e, Xe) = cov(Ypére, Xe)

. 1 2

— 50' 71
car la covariance des parents prise séparément est donnée par la régression enfant et
un parent.
D’autre part :

1 1
Viar(¥om) = ZVar(Ymé,e e — Z{VQT(Yme) + Var(Ypere) }
et
Var(Ypare) = Var(Ypuye) = aflp s

1
Van(¥em) = -2-a§ e
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Ainsi, le coefficient de régression d’un enfant sur parent moyen est :

_ 2% TA 2
b= h*.
152 o2
2" Ypare Ypere

Conclusion

Le coefficient de régression d'un enfant en son parent est une mesure correcte de
3h? (b = 3h?) et celle de I'enfant sur parents moyens est une bonne mesure de h?
(b= h2).

Remarque

L’estimation de I’héritabilité par la régression est utilisée lorsque le sujet 1 est le
descendant de niveau 1 du deuxiéme sujet, par contre ’estimation basée sur la cor-
rélation est utilisée lorsque les deux sujets sont de méme niveau (fréres et sceurs par
exemple). Cette derniére mesure sera utilisée dans I'estimation de I’héritabilité au
sens strict et au sens large dans ce qui suit.

Méthode d’estimation de I’héritabilité basée sur I’analyse de la variance

Rappel : analyse de la variance

L’approche traditionnelle de ’analyse de la variance (notée ANOVA) & un seul fac-

teur est basée sur le modéle linéaire suivant :

Yij = b+ fi + €5 I, S IR (1.5)
ou :
— ¥i; est la valeur du caractére de l'individu j de la famille ¢. n le nombre
d’individus par famille est supposé égal pour toutes les familles;
— u est la moyenne commune;; .
— f; est l'effet de la famille 4, c’est-a -dire ’écart de la moyenne de la famille 7

par rapport a la moyenne commune;

— &;; est l'erreur ou résidu, c’est-a -dire 1’écart entre la valeur de I'individu j et
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la moyenne de la famille :.
L’ANOVA décompose la variance totale en variance expliquée et une variance rési-

duelle. Les hypothéses de base du modele linéaire par rapport & ’ANOVA sont :

CO’U(E,'_.,',E,'k) =0 et CO’U(f,',E,‘j) =03 (16)

Pour N familles de n fréres et sceurs on a le tableau d’analyse de la variance 1.4.

Cause ddl Somme Moyenne Espérances des
de variation des carrés des carrés moyennes
des carrés
Inter famille N -1 SCE =nY X, (5: - 7)? MCE = 3CE o? +no}
Intrafamille N(n—1) SCR=YY 5% (v;—7)* MCR= Tv%;% o?

Figure 1.4: Modéle d’ANOVA pour N famille de n fréres et sceurs.

La variabilité interfamille est la part de la variance totale qui peut étre expliquée
par le modele (aussi appelée somme des carrés expliquée, notée SCE), la variabilité
intrafamille est la part de la variance totale non expliquée par le modéle (aussi appelée
somme des carrés résiduelle, notée SCR).
L’estimation des composantes de la variance :

MCE - MCR

7 =
O'f—— = s

02 = MCR,

Var(y) = 02 = g3+ 0Z.
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Estimation de 1’héritabilité basée sur ANOVA

L’estimation de ’héritabilité dans le cas de familles composées de plein-fréres (de
méme pére et meére) est basée sur la notion de corrélation définie comme :
. cov(Ysj, Yik)

t = —TW RS 1.7
e (L.7)

avec
cov(yij, Yie) = cov[(p + fi + €i5), (e + fi + €ix)]
= cov(fi, fi) + cov(fi, €ix) + cov(esj, fi) + cov(eij, €ix).-
Selon les hypothéses du modele ANOVA, on peut écrire :
cov(Ysj, Yix) = cov(fi, fi)
= o2,
Par conséquent, la variance entre les effets des familles est égale & la covariance entre

plein-fréres (la valeur de la covariance o est tirée du tableau 1.9 ol o représente

la variance environnementale).

2 2
g o

2 4
ou :
o2 =0} — 0%
2 2
=o2— (32’—‘+%D+a§)
2 2
=04+0h+0% - (%+g42+a§~>
1 3
=§0'i+10'?)

Sous ’hypothése d’absence de variance génétique non additive et d’effet de milieu
commun, ’estimation de I’héritabilité par ANOVA est déduite de 1’équation de la

corrélation (1.7) comme suit
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1.5
394

3 o} +a2

ol 02
20} +0?

12
—Eh.

Estimation de I’héritabilité au sens large

L’estimation de I’héritabilité au sens large est basée principalement sur 1’étude com-
parative de jumeaux.
Etude comparative de jumeaux
Soient X et Y les valeurs phénotypiques de deux jumeaux respectivement, décompo-
sées chacune en une valeur génotypique et une valeur due & ’environnement. Nous
pouvons écrire :

X=G+E e Y=G+FE.
Deux jumeaux monozygotes, c’est-a -dire issus de la division d’un ceuf unique sont
génétiquement identiques. Les différences entre eux résultent siirement des circons-
tances de ’environnement.

cov(vrais jumeaux) = cov(X,Y)

= cov(E, E').
Par contre, les faux jumeaux ou jumeaux dizygotes issus de deux ceufs différents
different génétiquement autant que deux plein-fréres (voir tableau 1.9) :
‘ cov(faux jumeaux) = -;—aﬁ + ia% + cov(E, E').

L’étude de différences génétiques entre jumeaux monozygotes (identiques) et dizy-
gotes (non identiques) est menée dans le but de déterminer I'importance relative des

facteurs génétiques en admettant que ’effet du milieu est le méme chez les dizygotes
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et les monozygotes.

Ainsi,
. = SR
cov(faux jumeaux) — cov(vrais jumeaux) = 594 + yids
Si I’on suppose qu'il n’y a pas de variance génétique non additive, la derniére équation
s’écrit
1
cov(faux jumeaux) — cov(vrais jumeaux) = 50'24
1,
= 50' G

En termes de corrélation, soit ¢, la corrélation entre vrais jumeaux et t; corrélation

entre faux jumeaux, on a :

laf
tp —ty = =S,
£y ol
o2
Le rapport a_cz; n’est que H2. D’ou,
y
1
tr—ty= s H°.
f v 2

La différence de corrélation entre les caractéres des vrais jumeaux et les faux jumeaux
fournit donc une estimation pour I’héritabilité au sens large si 1’on suppose qu’il
n'y a pas de variance génétique non additive. Cependant, puisqu’on ne peut pas
raisonnablement supposer que la variance génétique non additive n’existe pas, cette
différence ne peut étre considérée que comme une limite supérieure de la moitié de
’héritabilité (Falconer, 1975). La tableau 1.8 donne des estimations de H? pour

certains caractéres basées sur des études comparatives des jumeaux.

Le tableau 1.9 donne la composi'tion des covariances phénotypiques ainsi que les
expressions de la régression ou de la corrélation en fonction de 1’héritabilité selon le

lien de parenté.
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Phénotype H? | Phénotype e
Indice de virilité 12 | Poids 63
Indice de Tempérament 58 | Longévité 29
Indice de sociabilité 66 | Mémoire 47
Excrétion d’acides aminés 72 | Taille 85
Taux de lipide sérique 44 | Habilité de raisonnement numérique | 76
Maximum de lactate dans le sang | 34 | Habilité verbale 63
Fréquence cardiaque maximale 84

Tableau 1.8: Héritabilité au sens large (H?), en pourcentage, basée sur des études

comparatives de jumeaux. Source adaptée de "Genetics : Principales and analysis"

Hartl et W.Jones, 1998 page-683.

Parenté Covariances Coeflicient de régression (b)
ou corrélation (¢)

Enfant et un parent laf, b= %hz

Enfant et parent moyen iai b= h®

Demi-fréres iaﬁ e

Plein-fréres gai + %a% + 0%, t> ghz

Tableau 1.9: Compositions des covariances phénotypiques ainsi que les expressions

de la régression ou de la corrélation en fonction de I’héritabilité pour différents liens

de parenté, Falconer, 1975 p-131.

La notion d’héritabilité vue dans cette section est souvent associée aux études d’as-

sociation génétique. En effet, I’objectif des études d’association génétique est d’iden-
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tifier les variantes génétiques causales qui expliquent la variation phénotypique, et
qui, par conséquent, expliquent 1’héritabilité. Une stratégie utilisée dans ces études
consiste & évaluer 1'effet individuel de chaque marqueur avec le caractére. Cependant,
cette stratégie n’est pas toujours appropriée car elle introduit une inflation de 1’erreur
de type 1 & cause des comparaisons multiples (tests multiples). Plusieurs corrections
ont été proposées pour faire face & ce probléme (Hirschhorn et Daly, 2005 ; Balding,
2006 ; Dudoit et Van Der Laan, 2007), on cite entre autres la correction de Bonferroni
et la correction de taux de faux positifs. Dans la section prochaine, nous introduisons
le probléme des tests multiples pour discuter ensuite de quelques procédures pour le

corriger (correction Bonferroni et correction de taux des faux positifs).

14 Préliminaires statistiques : techniques de correction dans le cas

des tests multiples

1.4.1 Tests multiples

En génétique, il arrive souvent que nous voulons tester 1’association entre un caractére
(Y) et plusieurs covariables (notées z; avec [ = 1,..., L) séparément. Le modéle est
exprimé pour une covariable & la fois par

Y=ntBtgta it & i=la.,d, (1.8)
avec f3; représente ’effet de covariable [ sur le caractére Y. On dit que la covariable
z; (ex : SNP) est associée avec le caractére Y si le test Hy : §; = 0 est rejeté en faveur
de H; : i # 0 dans le modéle (1.8).
On sait que pour chaque covariable, nous avons un risque de rejeter & tort Hy : 3 =

0. Ce risque, noté «, est défini par :
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a=Erreur de type 1=P{ rejet de Hy sachant que Hy est vraie }.

Lorsque nous faisons chacun des L tests au seuil a, le seuil global, & savoir la pro-
babilité de trouver au moins un résultat significatif sera beaucoup plus grande que
a. En effet, supposons que nous menons L tests d’hypothéses (synthése des résultats
est dans le tableau 1.10) donnés par HZ'®* = [H} ... HE], et chaque test est contrdlé
& un niveau a, alors nous avons

af'obat — P(V = rejeter au moins un Hy | B, =B =...= B =0).

Pour une illustration simplifiée, supposons que ces tests sont indépendants les uns
des autres, de sorte que la probabilité de rejeter un test ne dépend pas des résultats
des autres tests. Alors le seuil a9'°**, appelé aussi Family Wise Error Rate (FWER),
est donné par :
FWER= Pr(V > 1| Hi* Vraie),
=1—Pr(V =0]| HI Vraie)

m=L

=1- H Pr(ne pas rejeter H} | Hy Vraie)
1=1
m=L

=1- H [1 — Pr(rejeter H} | Hy Vraie)|

=1

=1—mf[(1—a)
=1
=1-(1-a)t

Ainsi, si on considére deux tests indépendants contrdlés chacun au niveau a = 0.05,
en réalité notre erreur de type 1 est égale & 1 — (1 — 0.05)? = 0.0975. Dans le cas de

dix tests indépendants, bien que nous contrdlions chacun des dix tests individuels au



niveau ¢, nous avons .

L’erreur de type 1 pour un seuil global donné augmente donc avec le nombre de
tests effectués. Le risque doit étre corrigé afin d’avoir un niveau de risque étendu a
I’ensemble des tests acceptables. L’objectif est donc de trouver une méthode permet-
tant de choisir un seuil de rejet qui contréle le risque de premiére espéce. Plusieurs
corrections dites de "tests multiples" ont été proposées afin de résoudre ce probléme.

Les notations utilisées dans le tableau 1.10 seront adoptées tout au long de cette

FWER = 1 — (1 - 0.05)°

=1-0.598 = 0.401.

section :

- m est le nombre d’hypothéses nulles & tester et il est connu d’avance;

- my est le nombre des hypotheéses nulles vraies;

- m — my est le nombre d’hypothéses nulles fausses;

- U est le nombre de vrais négatifs (ne pas rejeter Hy sachant que Hy est vraie) ;

V est le nombre de faux positifs (rejeter Hy alors que Hy est vraie);
T est le nombre de faux négatifs (ne pas rejeter Hy alors que H; est vraie);

S est le nombre de vrais positifs (rejeter Hy alors que H; est vraie) ;

R est le nombre total de tests rejetés.

Tableau 1.10: Synthése des résultats de tests multiples

Décision\ Réalité | Hy Vraie | H; Vraie | Total
ne pas rejeter Hy U T m-R
rejeter Hy |4 S R

Total mo m — My m
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R est une variable aléatoire observable, par contre S, T, U et V sont des variables

aléatoires non observables.

T2 Correction de Bonferroni

L’ajustement de Bonferroni pour les comparaisons multiples est sans doute la cor-
rection la plus simple & appliquer. Il consiste simplement & utiliser o' = % au lieu
de a pour le niveau de chaque test, afin que le seuil global soit inférieur ou égal a
a. Par exemple, si nous avons l'intention de procéder & m = 10 tests d’hypothéses
et que nous voulons contréler ces tests & un niveau global de a = 0.05, alors le seuil
de contrdle de chacun des m tests est @' = 0.05/10 = 0.005. Le probléme de cette
correction est qu’elle est trés conservatrice et a tendance & réduire le nombre de

résultats réellement significatifs (Balding, 2006).

1.4.3 Controle de taux de faux positifs FDR

Le taux de faux positifs, ou « FDR de ’anglais false discovery rate», introduit par
Benjamini et Hochberg (1995, noté BH), correspond & la proportion attendue de
faux positifs au sein de résultats déclarés positifs. L’objectif est d’identifier le plus
possible de signaux significatifs mais le moins possible ;:le faux positifs parmi ces
signaux (Storey et -Tibshirani, 2003). On distingue deux cas :

Cas 1 : Hg" — [H}, HZ,--- , H], toutes les hypothéses nulles sont vraies. On a

V=R (cas S=0) et
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0 si V=0
1 si V2>1,

N—

B o<

b)

R>O) P(R>O)+E(%

R=0) P(R = 0)

o< W<

R>O) P(R>0)+0 x P(R=0)

AP V > 1| H = [H} HZ,..- ,H] sont vra.ies)

= FWER.
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Cas 2 : HE*rtelle — (g1 H2, ... H™] sont vraies avec mg < m. Ona V < R et

v
§<1,avec
FDR=E(%)
-2 (=(%3))
=E<%R>O>P(R>O)+E(%R=O) P(R=0)
=E<%R>O)P(R>O)+OXP(R=O)
=E<%V21>P(V21)+E(%V=O)P(V=O)
=% PV 21)+2 x P(V = 0)
< PV >1)
< FWER.

Comme le nombre de fausses hypothéses, donnés par m — mg dans le tableau 1.10,
augmente, le nombre de vrais positifs, étant donné par S, auront également tendance
& augmenter. A son tour, V/R sera plus petit et la différence entre FDR et FWER
sera plus grande. Par conséquent, on a le résultat général que le FDR est inférieure
(cas 2) ou égale & FWER (cas 1). Cela implique que toute approche qui contréle
FWER va également contrdler FDR. L'inverse, cependant, est pas vrai.

Benjamini et Hochbert décrivent une procédure pratique pour obtenir un FDR
contrdlé & un niveau o, c'est-a -dire permettant de garantir un FDR inférieur & a.
Cette procédure, notée BH, est décrite dans I’algorithme 1.4.3. F'DR présente 1’avan-
tage d’étre moins sévére sur le résultat des m tests, au prix du non rejet de quelques

hypothéses nulles dont on contréle la proportion, ce qui augmente la puissance du
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test.

Algorithme de Benjamini et Hochbert FDR (1.4.3).

1 : Trier les p-valeurs des hypothéses dans 1’ordre croissant,
o) < P@e) < S Pm)-
2 : Trouver le nombre K défini dans ’équation suivante :

la
K = MaZie(1,m) {p(l) < E} .
3 : Rejeter I’hypotheése nulle pour les tests I < K.




A h;r_‘
N 3
| ‘-il \.* "t'lt‘l'l rﬂ-‘-& ﬁﬁ 'r

P .,l"' A i . Sl
it i ,‘.. A’F .

iy -
L

A5 L
Pl
-

-l
T



CHAPITRE 11

TECHNIQUES DE REDUCTION DE DIMENSIONS

Motivation

Il y a un grand besoin de développer une méthodologie pour analyser et exploiter
les informations contenues dans les données génétiques. Cependant, face & des don-
nées génétiques de grandes dimensions avec la redondance ou la non-pertinence des
caractéristiques, la grande dimension est vue comme une des causes majeures de la
complexité des données. Les algorithmes de réduction de dimensions se présentent
comme une solution pour rechercher des sous-espaces de faibles dimensions tout en
minimisant la perte d’information. Mais en utilisant différents algorithmes de réduc-
tion de dimensions pour analyser le méme jeu de données, les conclusions peuvent
étre différentes. L’analyse en composante principale (ACP) et ’analyse en compo-
sante principale de ’héritabilité sont deux techniques de réduction de dimensions
utiles pour 1’analyse des données génétiques. Notre objectif dans ce chapitre est de
présenter théoriquement les deux méthodes ainsi que de montrer 'efficacité ou la
puissance des composantes principales de I’héritabilité (PCH) dans la détection des

variantes génétiques par rapport a ’analyse en composantes principales classique.
p P Yy p q
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il Analyse en composantes principales

L’analyse en composantes principales (Jolliffe, 2002 ; Johnson et al., 1992) est une
technique de réduction de dimensions qui cherche des combinaisons linéaires non
corrélées & partir des variables d’origine d’une base de données de grande dimension.
Ces combinaisons linéaires sont appelées composantes principales.

Techniquement, la premiére composante principale (CP) peut étre définie comme une
combinaison linéaire des variables observées avec variance maximale (information
maximale). La seconde composante extraite représente une deuxiéme combinaison
des variables d’origine avec variance maximale, une variance qui n’a pas été repré-
sentée par la premiére composante. Les deux composantes sont non corrélées. Les
autres composantes sont extraites de la méme fagon.

Détermination des coeflicients et des composantes principales

Les composantes principales d'une matrice de données sont déterminées soit & partir
de la. décomposition en valeurs propres de la matrice de variances-covariances des
données ou de la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice des données,
généralement aprés centrage des données pour chaque variable.

La détermination des composantes principales par rapport & notre sujet de recherche
est basée sur la décomposition en valeurs propres de la matrice de variances-covariances
=

Décomposition en valeurs propres

Soit Y une matrice de données & n lignes et g colonnes telle que ¥ est la matrice de
variances-covariances des g caractéres. Les lignes i = 1,2, -+ ,n décrivent les valeurs
prises par l'individu ¢ pour les g variables quantitatives. L’exposant T' indique la

transposée. La matrice Y peut s’écrire comme suit :
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(yu Yz =0 e qu\ (Y1T\

Yai Yz v Yoq IIZT
Ys1 Y32 -+ o Y3g Y3T
Y= =
\ynl Yn2 *** *** UYng ) \YnT }
La décomposition en valeurs propres de la matrice de variances-covariances est :

% =TAlT,

ou I' est une matrice ¢ x g orthogonale et A est une matrice ¢ x ¢ diagonale. Notons

A1 O 0
0 A 0

A: 2 v I‘=(el,..-,eq)’
0 0 Ag

ou les A; sont les valeurs propres classées par ordre décroissant de X et les e; sont les

vecteurs propres orthonormés de %, avec
e T i . 3
leill=1,e'e;=0,i%#j.

L’ACP se réalise sur plusieurs étapes, et dans chaque étape une composante princi-

pale est déterminée.
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La premiére composante principale U; est définie par

U, = argmax{Var(U"Y)},
UeRs

sous contrainte U'U; =1. La solution & cette maximisation est U; = e; ol e; est
le vecteur propre associé & la plus grande valeur propre \; de I. Ainsi Z; = ] Y a
pour variance, Var(Z;) = e Ze;, maximale.

La deuxiéme composante principale U, est définie par

U, = argmax{Var(UTY)},
Uers

sous contraintes Uy Uy = 1 et Uy ¢; = 0. La solution & ce probléme de maximisation
est Uy = ey ol ey est le vecteur propre de ¥ associé & A; la deuxiéme plus grande
valeur propre.

La ¢*™ composante principale U, est définie par

U, = argmax{Var(U'Y)},
UeRre

N

et sous contraintes U;'-Uq =1 et U;rem =0,m=1,...,q9 — 1. La solution a ce
probléme de maximisation est U, = e, ol e, est le vecteur propre de 3 associé a A,
la ¢*™ plus petite valeur propre. Habituellement, la matrice de variances-covariances
¥ est inconnue ; elle peut alors étre estimée par 5a partir de la matrice des données
Y. Soient :\\1,'):2, oo ,Xq les valeurs propres associées respectivement aux vecteurs

propres €1,€s,- - , €, de la matrice X . Les composantes principales deviennent :
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~T -~ <l Iy
n=ey==eny+ey2+...+ gl

7 =8y ==eny1+Enye+...+ Yy

zq == g;ry = quyl + €q2y2 + P + quyQ'
Avec les propriétés Var(z) = Var(zn) = -+ > Var:(zq) > 0 équivalent & XI > Xz >
2 A2 0et 39 Var(z) =30, A =23, Var(y)).

J=1

2 Composantes principales d’héritabilité

Motivation

Pour faire face & des données de phénotypes de grande dimension, ’analyse en com-
posantes principales (ACP) peut servir & réduire la dimension des données phénoty-
piques.

Les maladies telles que le cancer, les maladies mentales, le diabéte ou 1’Alzheimer
semblent davantage se produire chez des personnes génétiquement reliées, comparées
a la population générale. Malheureusement, I’ACP ne prend pas ceci en compte lors
de la. décomposition de la matrice de variances-covariances.

L’approche des composantes principales basée sur 1’héritabilité proposée par Ott
et Rabinowitz (1999) exploite I'information de I'héritabilité des caractéres dans les
familles en définissant les composantes principales de 1'héritabilité (PCH) comme
des scores avec héritabilité maximale, sous réserve que les scores soient orthogonaux

(Wang et al., 2007).



44

Méthodologie de ’approche
Dans le modeéle de Ott et Rabinowitz (1999), un phénotype est décomposé en une
composante spécifique & la famille (notée G) qui représente ’effet des génes transmis
par les parents, et une composante spécifique & l'individu (notée E) qui est due &
I’environnement dans lequel il vit. Soit Y un vecteur, ¢ x 1, de caracteres. Le modéle
est défini par

Y=p+G+E. £9:19
Ce modele permet de décomposer la variance phénotypique en une variance interfa-
mille () et une variance intrafamille £g. Ainsi, on peut écrire

Y =3g+XE.

Au lieu de maximiser la variation totale comme dans ’analyse en composantes prin-
cipales, ’approche PCH maximise la variance interfamille par rapport a la variation

phénotypique. Autrement dit, le PCH est une solution &

argmax M, (2.2)
w WTEW

ou W est le vecteur colonne ¢ X 1 qui contient les coefficients de la combipaison

linéaire. W est un vecteur de poids qui va définir un nouveau modsle de projection

des phénotypes d’un espace de grande dimension & un espace de faible dimension.

Les vecteurs Wy, Wa, ---, W, qui résolvent le probléme d’optimisation (2.2) sont

aussi les solutions du systeme d’équations suivant :

Yo = AXgW.

Par conséquent, les scores obtenus des composantes principales d’héritabilité sont

WY, W)Y, ..., W<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>