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RESUME

Ce travail est une exigence partielle de la maitrise en mathématiques, intitulé
'Liens entre le modeéle binomial et les équations de Black-Scholes'. En effet, comme
le titre 'indique, dans cette étude on aborde le sujet des liens entre le modéle bi-
nomial et celui de Black-Scholes. On commence par la présentation du modéle
binomial et le passage au modéle de Cox, Ross et Rubinstein (CRR). Puis on étu-
die en détail la convergence et les propriétés qui en découlent du Modéle binomial
et CRR, et ce dans le cas des options simples, européennes et américaines. Par la
suite, on élargit le centre d’intérét pour d’autres extensions du modeéle binomial
par le biais du modeéle binomial flexible de Tian et le modéele CRR généralisé de
Chung. Finalement, on étudie les comportements asymptotiques du modele bino-
mial dans différents cas d’options plus complexes comme les options & barriéres
et asiatiques puis on aborde la convergence des lettres grecques dans le cadre du

modeéle binomial.

This work is a partial requirement of the MA in mathematics, entitled 'Liens
entre le modéle binomial et les équations de Black-Scholes." Indeed, as the title
suggests, in this study we approach the subject of the links between the binomial
and the Black-Scholes models. It begins with the presentation of the binomial
model and the transition to Cox, Ross and Rubinstein (CRR) model. After, we
study in details the convergence of CRR and binomial models and properties that
result in the case of a simple options as Europeans and Americans. Subsequently,
we broaden the focus to other extensions of the binomial model through flexible
binomial model of Tian and generalized CRR model of Chung. Finally, we study

the asymptotics behaviors of the binomial model in different cases of more complex



options such as barrier and Asian options and then we discusses the convergence

of binomial Greeks.



INTRODUCTION

La finance est un domaine qui n'a cessé guére d’intriguer les chercheurs et les
scientifiques depuis longtemps. Et chacun aborde ce sujet a partir de son point de
vue, et ne traite que les thémes reliés & son domaine d’étude et d’expertise. Néan-
moins, la finance demeure toujours propice pour les chercheurs qui prennent des
défis dans le but d’expliquer les variations des différentes entités qui constituent

. ce champ d’intérét.

De ce fait, plusieurs modéles ont été élaborés et congus afin d’expliquer des chan-
gements structurels comme ’augmentation du prix de pétrole pendant I’hiver, ou
des changements conjoncturels comme le rebondissement du prix de pétrole a la
suite d’une guerre déclarée contre un pays pétrolier. Cependant, ces changements
contrélent le marché financier, un marché ou tout le monde transige en évitant
le risque de perte qui peut avoir des répercussions désastreuses sur I’économie a
’échelle mondiale. Par ailleurs, le volume des transactions effectuées chaque jour
et la valeur des produits échangés sur ce marché le rendent le plus important au
monde. Il devient alors I’'unique endroit ol ’avenir financier se décide et la vision
future de ’économie du monde entier se dessine chaque jour avec un impact dans

bien des ramifications.

A ce sujet, les mathématiciens se sont penchés sur I’étude du risque encouru lors
d’une transaction, le risque peut étre exprimé par la chute du prix d’un actif
transigé ou d’un autre instrument financier dont le prix est sensiblement lié d’une
fagon ou d’une autre au prix de P’actif négocié. Plusieurs d’entre eux ont réussi a

développer des modeéles crédibles. On cite a titre d’exemple, Black et Scholes qui



ont été les premiers 4 mettre en place un tel modeéle qui porte leurs noms, soit le
modéle de Black-Scholes, et c’est grice & eux que les recherches en mathématiques
financiéres ont connu une révolution en attirant plus d’attention depuis les années
1970 ou plus précisément aprés la date de leur publication en 1973. Aussi, il y
a VasiGeck qui décrit ’évolution du taux d’intérét, et sur le méme sujet Cox,

Ingersoll et Ross ont réussi & développer leur propre modeéle.

Mais, chaque modéle développé présente des faiblesses au niveau des hypotheses.
Par conséquent, pour pouvoir élaborer le modéle le plus vraisemblablement cré-
dible, il faut impérativement étudier a la fois les aspects économiques et mathéma-
tiques du marché financier pour aboutir 4 un modeéle qui refléte la réalité derriere

ces changements.

Dans le présent travail, on s’intéresse principalement & ’évaluation des options
écrites sur des actions. Par conséquent, ce travail consiste & étudier 1’évolution
du cours boursier de ’action. Comme il y a plusieurs types d’options, cette étude
se limite aux cas des options américaines et européennes qui seront définies plus
tard. Par ailleurs, l'intérét principal de ce travail est d’étudier les liens entre le
modeéle binomial et les équations de Black-Scholes sur le plan de I’approximation

et de la convergence.

Dans un premier chapitre, on introduit le modeéle binomial en s’appuyant sur la
simplicité et la facilité dont ce modele aborde des sujets complexes. Aussi, on
explique 'utilisation de ce modéle dans la finance et dans plusieurs situations
reliées & ce domaine comme ’arbitrage, le monde réel et le monde risque-neutre,

ainsi que les différentes notions dont on a besoin pour élaborer cette étude.

Dans un deuxiéme chapitre, on présente le modeéle de Black-Scholes, mais précisé-
ment on étudie la convergence et la vitesse de convergence du modéle binomial vers

celui de Black-Scholes. Malgré sa simplicité, le modéle binomial présente quelque



point faible comme la vitesse de convergence, on aborde quelques papiers qui
ont travaillé sur ’amélioration de la vitesse de convergence et les comportements

asymptotiques du modele binomial.

Le troisiéme et dernier chapitre est consacré a différentes utilisations du modéle
binomial dans la finance en évaluant des options plus complexes comme les options
& barriére et les options asiatiques, et I’étude de la convergence dans ces contextes.
Puis, on étudie la convergence des lettres grecques dans le contexte du modele

binomial.






CHAPITRE I

MODELE BINOMIAL ET NOTION DU RISQUE-NEUTRE

1.1 Introduction

Le modéle binomial en est un modéle de base qui représente, par un simple graphe,
les différentes trajectoires d’évolution d’un actif financier ou d’un produit dérivé
pendant la durée de validité de ce dernier. Dans ce premier chapitre, on présente
les circonstances qui ont permis l'utilisation de ce modéle a des fins d’évaluation

des risques financiers, ainsi que ses avantages.

Selon ’approche générale (Korn et Miller, 2010), 1'utilisation du modeéle binomial
survient dans le contexte d’absence d’arbitrage et dans un marché complet (c’est
a dire quand tous les actifs peuvent étre répliqués). En disposant d’un portefeuille
contenant trois actifs dont chaque actif peut étre répliqué par les deux autres, on
présume aussi que la valeur future du portefeuille peut prendre seulement deux
états, soit dans une situation haussiére ou bien une situation baissiére des prix.
Dans cette optique, l'utilisation du modéle binomial est adéquate et refléte bien

une grande partie de la réalité.

Dans ce chapitre, on commence par introduire quelques notions qui vont nous ser-
vir comme outils de base dans la résolution des équations qui découlent de 1’exa-

men du modele binomial. Evidemment, on parle ici de I’arbitrage et ses formes, la



notion risque-neutre et la probabilité qui en découle et leurs impacts sur le calcul
des prix des actifs financiers et des produits dérivés qui y sont rattachés. Par la
suite, une fois toutes les hypothéses sont mises en place et toutes les conditions
d’utilisation du modéle sont remplies, il sera facile de présenter le modéle binomial

ainsi que d’expliquer tous les résultats qui découlent de son application.

1.2 Marché complet et stratégie

Dans chaque domaine d’étude, la définition d'un cadre général de travail facilite
beaucoup la tiche & faire. En outre, notre travail consiste & modéliser le cours
des actifs boursiers sur le marché financier. Egalement, ce marché a un aspect
aléatoire provenant d’un énorme volume de transactions & des dates et & des prix
imprévisibles. Notamment, il est primordial de formuler quelques hypothéses afin
d’avoir un univers commun & partir duquel tous les chercheurs élaborent leurs

projets en leur permettant de donner un sens a leurs résultats.

Particuliérement, I’hypothese la plus importante est de présumer que le marché
est complet. D’ailleurs, tous les auteurs admettent cette hypothése qui consiste
en la capacité du marché de pouvoir répliquer tous les instruments financiers par

des portefeuilles contenants des actifs bien choisis.

Relativement & ce qui préceéde et & une fin d’illustration, on prend I’exemple suivant
(Pascucci, 2011) : considérons ’expérience aléatoire qui consiste & lancer un dé
comprenant six faces numérotées de 1 & 6. Simultanément, prenons un portefeuille
contenant un actif sans risque dont le prix sera noté par et deux actifs risqués
dont les prix respectifs seront notés par et , ou représente le temps entre l'instant
initial représentant la date d’émission du produit dérivé et I'instant final noté T
qui représente la date d’échéance. Ensuii:e, on suppose que les trois actifs soient

négociés pendant la période [0, T]. A Dinstant T, les prix de ces trois actifs, si



By = 18 et est le taux d’intérét constant sans risque sur la période [0, T, prennent
les valeurs respectives By = €7, Sy et Cr. En se plagant & 'instant T, toutes ces

valeurs seront connues. Maintenant, supposons qu’on cherche la valeur Cj sachant

qu’on a ceci :
Actif Prix Résultats du lancer du dé

B Bp=eT
C CT() {1a2}

Hausse
S ST(U) {1a2’3)4}
@ Cr() {3,4,5,6}

Baisse
S Sr(D) {5,6}

Tableau 1.1 tableau récapitulatif reliant les prix des actifs aux résultats de 1'ex-

périence aléatoire

Ainsi donc, il est indispensable d’identifier les trois ensemble F; = {1,2}, E; =
{3,4} et E5 = {5,6} qui vont servir, selon le résultat du lancer du dé, a la
détermination des différents prix des actifs de notre portefeuille. A ce niveau, on

désigne par la valeur du portefeuille & I'instant t et on définit la stratégie suivante :

Vi =aS, + BB, Vte[0,T] 1.1)

Eventuellement, le but d’une stratégie d’investissement sur les actifs B et S est de
couvrir le risque encouru pendant la période d’exercice ainsi que de répliquer le

prix d’exercice de ’actif C, par conséquent, on aura :

V,=C, Vtelo,T] (1.2)

Développons 1’équation (1.2) conformément aux résultats du lancer du dé et aux



ensembles E;, ¢ = 1..3, on obtient :

aSr(U) + Be™T Cr(U), siE
aSr(U) + BT = Cr(D), siFE, (1.3)
aS’T(D) + Be’T = CT(D), st E3

En admettant que soit différent de , la solution du systéme d’équations (1.3) sera
impossible. Par conséquent, la détermination du prix de ’actif C & partir des autres
actifs du portefeuille est impossible. Ainsi, cet actif ne peut pas étre répliqué dans

cette situation et conséquemment le marché en présence est incomplet.

Voyons maintenant, la définition mathématique d'une stratégie :

Définition 1.1. Une stratégie est un processus aléatoire dans R™! tel que :

(aa IB) = (a:n sey aga ﬂn)n=1,...N

Ou o, (respectivement B,) représente la part de Uactif S* dans le portefeuille
pendant la période [ftn—1, t,]. Par conségquent, la valeur du portefeuille pendant

cette période sera :

V& = anSu + BB,

d
(avec anSn = 04S:, n=1,..,N)
i=1

Et :

d
Vo(a.ﬁ) =Zai53+3130

i=1
1.3 Opportunité d’arbitrage

L’arbitrage tel qu'il est défini dans la littérature est le fait d’effectuer une opéra-

tion financiére sans risque avec un gain certain et sans avoir besoin d’investir de sa



propre monnaie au départ. Aussi, ¢a se traduit par la réalisation d’un profit vrai-

semblablement garanti sans courir aucun risque de perte suite a cette transaction

Cette idée représente un obstacle pour les chercheurs du domaine financier qui
prétent une attention particuliére a 1’étude du risque. Pour cela, ils ont convenu
a un principe de base pour remédier & ce type de probléme et contourner ces
situations lors de la modélisation. En effet, si deux actifs ont le méme prix a un
instant futur, ils doivent avoir le méme prix a 'instant présent. On en conclut que

si A et B, sont les prix respectifs des actifs A et B & l'instant ¢ € [0, T}, alors si :

AT £ Br= Ag < Bg, VigT (14)

Et particuliérement, si :

AT = Br = At = Bg, Vit T (15)

A titre d’illustration, on considére I’exemple qui suit (Coelen, 2002) : En effet, si
un actif négocié simultanément 8 New York et & Londres dont le prix est de 1508
4 New York et de 100£ & Londres, tandis que le taux de change est de 1.608. Alors
un négociateur peut acheter des actions du marché américain pour les vendre au

marché anglais réalisant ainsi un profit sans courir aucun risque de perte.

En fait, 'arbitrage peut apparaitre sous plusieurs formes,on en trouve souvent
des opportunités permettant de faire une richesse facile et sans investir sa propre
monnaie. En revanche, les spéculateurs en cherchent toujours, mais dés qu’une
opportunité d’arbitrage apparaisse, le mouvement du marché par le biais de 1’offre
et de la demande permet de trouver un autre état d’équilibre de telle sorte d’éviter

cet arbitrage.

Considérons I’exemple d’un portefeuille contenant initialement o parts d’un actif
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risqué dont le prix sera noté par S, et un actif sans risque dont le prix sera B. Ala
date de maturité , S prend les valeurs Sp(U) = uS & la hausse ou Sp(D) =dS &
la baisse. Au méme instant, ’actif sans risque prend la valeur rB, ou r est le taux
d’intérét sans risque. Aussi, soit C le prix d’une option d’achat européenne, qui
prend les valeurs Cr(U) = (Sr(U) — K)* ou Cr(D) = (Sr(D) — K)* ou K est le
prix d’exercice de cette option. Admettons une stratégie de couverture de risque

exprimée par :
Vr = aSt + BBr (1.6)
avec ’équation (1.5), on obtient :

Cie ¥ (1.7)
aS + BB (1.8)

En développant 1’équation (1.8), & 'instant T, on aura :
Cr =aSr+ pBrB (1.9)

Alors :
Cr(U) = oaSr(U)+prB, ala hausse

Cr(D) aSt(D) + BrB, 4 la baisse

(1.10)

Pour B = 1, la solution du systéme d’équations (1.10) & I'instant T est possible.
Une fois la stratégie (o, ) est déterminée, il est tres facile de déterminer la valeur

de Cy a ’instant 0.

Particuliérement, les calculs de cette sous-section ne font pas intervenir les pro-
babilités du succes et d’échec. Alors, le prix de l’actif risqué ne dépend pas de
ces probabilités pour qu’il puisse prendre ses valeurs & la hausse ou & la baisse.
Donc, cette notion d’absence d’arbitrage ne tient pas compte des comportements

du négociateur envers le risque.



11
14 Evaluation risque-neutre et prix d’arbitrage

On introduit dans cette section la notion risque-neutre et le prix d’arbitrage. A ce
sujet, considérons I’exemple suivant (Pascucci, 2011) : on dispose d’un portefeuille
contenant un actif sans risque dont le prix sera noté par B et un autre actif risqué
dont le prix sera noté par S. Ce portefeuille sera négocié pendant une période
[0,T]. Le prix de l’actif sans risque prend les valeurs By (By = 1) & l'instant 0
et By & l'instant T. Il évolue suivant I’expression Br = Bge'l ou r est le taux
d’intérét sans risque constant pendant cette période. Le prix de l'actif risqué est
plus complexe vu qu’il cache un aspect aléatoire dans son processus d’évolution
pendant la période [0,T]. En effet, on suppose qu'a I'instant T, le prix de ’actif
risqué peut prendre deux positions suivant le résultat du lancer d’une piéce de
monnaie, soit St(U) si le résultat de I’expérience aléatoire est un succes ou Sr(D)
s’il s’agit d’un échec. Comme le probléme est de déterminer la valeur Sy & l'instant

0, on suppose que :

P(succts) = p, p€0,1] (1.11)
P(échec) = 1—p (1.12)

Ainsi, la connaissance de ces probabilités nous permettent de déterminer un prix
moyen de ’actif risqué & I'instant T qui sera noté . En actualisant cette quantité a
'instant 0, on obtient le prix initial Sy, que doit payer le négociateur pour ’actif

risqué. Alors :

St. = pSr(U)+ (1 —p)Sr(D) (1.13)
Sorn = €T (pSp(U) + (1 —p)Sr(D)) (1.14)

Le prix est appelé le prix risque-neutre vu qu'il exprime la certitude du négociateur

envers le risque encouru dés qu’il connait la probabilité de succes.
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Réciproquement, connaissant le prix de ’actif risqué & l'instant 0, et en supposant
que Sp = Sy,,, il sera facile de déterminer une probabilité p,, qui respecte la

condition suivante :
So = e T(PmSr(U) + (1 — pra)Sr(D)) (1.15)

Aprés quelques manipulations, on obtient :

e’ TSy — St(D)

Prmn = So(U) — 87(D) (1.16)

Il est évident qu'il faut avoir Sp(D) < €78y < Sp(U) & la fois pour répondre &
la condition d’absence d’arbitrage et pour que p,, soit dans ]0,1[. La quantité p,,

ainsi déterminée est appelée probabilité risque-neutre.

Considérons maintenant qu’on dispose d’un troisiéme actif risqué dans notre por-
tefeuille introduit ci-haut. Le prix de cet actif sera noté C qui dépend lui aussi
de la méme expérience aléatoire décrite ci-dessus. Alors, le prix C peut prendre
seulement deux valeurs & 'instant T, soit Cr(U) si le résultat de ’expérience aléa-
toire est un succeés ou bien Cr(D) en cas d’échec. Pour déterminer la valeur Cp &

I’instant 0, on procéde comme suit :

D’une part, si le prix Sp est connu, on détermine la probabilité risque-neutre de
la méme maniére que 1'équation (1.16), puis on déduit la valeur de Cj,, comme

celle & partir de ’équation (1.15) et qui sera comme suit :

Corn = e_rT(PmCT(U) + (1 = pr)Cr(D)) (1.17)

D’autre part, revenons a la notion présentée dans la sous-section précédente qui
consiste & déterminer la valeur C, indépendamment de 1’estimation de la probabi-
lité risque-neutre. En fait, le résultat obtenu sera déduit directement de la notion

d’absence d’arbitrage. En effet, considérons une stratégie V qui réplique a I'instant
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T Dactif C & partir des deux autres, alors des équations (1.4) et (1.5) on obtient :
Ve=Cr <= W=0C (1.18)

Par la suite, supposons que :
V = aS+pB (1.19)

Il en résulte de ce qui précede que :

aST(U)+,Be'T = Cr(U)

(1.20)
OtST(D)'l',BCTT = CT(D)

Sachant que Sr(U) # Sr(D) et B = By = 1, on obtient aprés quelques manipu-

lations :
T = Cr(U)-Cr(D)
St(U)-St(D) (1.21)
B == T Sz(U)Cr(D)—Sr(D)Cr (U)

Sr(U)-S(D)
D’aprés les équations (1.18) et (1.21), et tout en sachant que Sy est déterminé par
le marché, il est assez simple d’écrire la nouvelle expression de Cy = Cy,,, ou ,

sous la forme :

CO."- = aS’ - ,B
. Cr(U)=Cr(D) | —rT Sr(U)Cr(D)~Sr(D)Cr(U
Coww = Sosmrsrd) T€ — S:-(U)—S:ED; — (1.22)

Co = e T(Cr(V) BB + Cr(D) EH=27%)
En comparant le résultat obtenu & 1'’équation (1.22) et celui obtenu & I’équation
(1.17), tout en considérant I’équation (1.16), on peut dire qu’on a abouti au méme
résultat en adoptant deux optiques différentes ’une de ’autre. La premiére optique
consiste & estimer la probabilité risque-neutre et a décrire en quelque sorte le
comportement du négociateur envers le risque, alors que la deuxieme découle

d’une propriété fondamentale qui est 1’absence d’opportunité d’arbitrage.
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1.5 Modéle binomial & une période

Considérons un portefeuille contenant un seul actif risqué négocié sur une période
de temps qui commence a l'instant 0 et qui prend fin a ’instant T, le prix de cet
actif est de Sy au début de la période et de St a la fin de cette méme période.
Par la suite, supposons que le prix St a I'instant T dépend du lancer d’une piéce
de monnaie. On désigne par St(U) le prix de notre actif si le résultat du lancer
de cette piéce est un succes et Sp(D) s'il s’agit d’'un échec. Aussi, on admet que
pour ’expérience aléatoire considérée, la probabilité d’un succes est p et celle d’'un
échec est 1-p. Notons que p est strictement positive et qu’on doit obligatoirement
avoir p # 1. Finalement toutes les valeurs S;(z), z = {U, D} et ¢ = {0,T}, sont

strictement positives. La figure 1.1 schématise ce qui préceéde.

Sr(U)

So

t=0 =T

' Figure 1.1 Arbre binomial & une période

En se plagant maintenant a l'instant T, on sera en mesure de connaitre le résul-
tat du lancer de la pidce de monnaie. Par conséquent, les prix Sr(U) et Sr(D)
seront connus aussi. Cependant, il sera difficile de déterminer la valeur initiale Sy,
d’ailleurs, c’est de ce contexte que découle son aspect aléatoire puisqu’elle dépend

du résultat de I’expérience aléatoire.

On introduit dans ce qui suit les parameétres u, d et r. D’une part, les deux premiers
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parameétres découlent de la considération de I’impact de notre expérience aléatoire
sur le prix de notre actif, alors que r est le taux d’intérét en vigueur. D’autre part,
onprésumequeu > 1, d<let 0 <d<1+7 < u. Il est crucial de noter que
la derniére inégalité exprime ’absence d’arbitrage qui se traduit par la possibilité
de réaliser un bénéfice considérable & ’instant T tout en partant d’une richesse

de valeur 0 & ’instant 0. i

Précisons maintenant cette pensée, si d > 1 + r, un négociateur peut acheter un
actif négocié a l'instant 0 par I’argent emprunté. Par conséquent, au pire des cas,
a I'instant T, le prix de ’actif réalise un profit qui couvre suffisamment le montant

d’argent emprunté et le montant des intéréts chargés, d’ou la présence d’arbitrage.

Autrement, si u < 1 + r, le négociateur n’a plus d’intérét & investir sur ’actif
risqué & linstant 0. En effet, & l'instant T et pour la méme période, le profit
réalisé de l'investissement sur ’actif risqué sera considérablement inférieur & celui
d’un actif sans risque, ce dernier sera garanti et plus important. La aussi, il y a

une opportunité d’arbitrage.

Par la suite, on suppose que d = i, et qu’on dispose d’une option d’achat euro-
péenne dont le prix d’exercice & la date de maturité T est K . De ce qui précede, on
prétend avoir Sp(D) < K < Sp(U) afin de s’assurer qu'il n’y ait pas d’opportunité
d’arbitrage.

Soit :
ST(U) = 'LLSO

(1.23)
St(D) dSo

Il en résulte qu’a la date de maturité T, la valeur de I'option, notée V, est exprimée

par :

V=(Sr - K)* (1.24)
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ol . En effet, considérons ’exemple (Shreve, 2004) dont le contexte est le suivant :

So=4, Sr(U) = 8, Sr(D)=2 (1.25)
g2 A % (1.26)
r= %, K =5 (1.27)

De plus, supposons qu’on parte d’une fortune X, = 1.2, et qu’on achete op = %

part d’une action. Donc, pour conclure cette transaction, on aura besoin d’un
montant d’argent de 0.8 qui sera emprunté. De ce fait, la richesse initiale est
évaluée au montant Xy — apSy = —0.8 & 'instant 0. A la date d’échéance T, la
dette passe & (1+7)(Xo — @pSp) = —1. Cependant, la valeur de notre portefeuille
peut prendre deux positions 4 deux valeurs possibles & la date T, soit Xr(U) ou

Xr(D). Aprés quelques manipulations, on obtient :

Xp(U) = %ST(U) +(1+7)(Xo — aoSo) = 3 (1.28)
en cas de profit, qui se traduit par une hausse de prix, et :

Xp(D) = %ST(D) B I T R (1.29)
en cas de perte, qui se traduit par une baisse de prix.
Par ailleurs, la valeur de ’option telle qu’elle est définie, fait qu’elle puisse prendre
deux positions aussi, soit & la hausse :

V(U) = (Sp(U)— K)* =3 (1.30)

ou bien & la baisse :

V(D) = (Sp(D) — K)* =0 (1.31)

De ce qui précéde, il en résulte que la valeur du portefeuille coincide avec la valeur
de l'option dans les deux cas, cela veut dire qu’on a pu répliquer la valeur de
I’option & partir du portefeuille constitué par un actif risqué et un autre sans

risque. On en déduit que le marché est complet.
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1.6 Modele binomial a n-périodes

On considére maintenant les mémes hypothéses décrites dans la section précé-
dente. Par contre, on dispose cette fois de plusieurs dates d’échéances, soient
les instants ¢;, fs..., t,. En rappelant que d = %, on en déduit que deux résul-
tats successifs et différents, pendant deux périodes consécutives, s’annulent et
n’ont pas d’impact sur le prix d’un actif. En effet, le prix de l'actif ne change
pas aprés deux périodes successives si le résultat du dernier lancer de la piéce
de monnaie est un succés précédé par un échec ou un échec précédé par un
sucees (S;—1(UU..U) = S;,(UU...UDU) ou S;,(UU..U) = S;1(UU..UUD),

i = 1..n — 1). De ce fait, on aura & chaque instant ¢;, i+1 valeurs possibles pour

le portefeuille. La figure 1.2 illustre ce qui précede.

S(U.U)
Sy(UT)...
Si(U) /
/ \
5 S,(UD) = $,(DU)...
\ /
Sy(D)
By
.8n(D...D)
t=t, t=t T T t=1t,

Figure 1.2 Arbre binomial & n-périodes
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En effet, pour i = 2, on a d’une part :

D’autre part, on a :
Il en résulte que :
S2(UD) = 83(DU) = Sy (1.34)

Reprenant ’exemple de la section précédente pour le cas ol i = 2 et apres quelques

manipulations, on obtient les valeurs suivantes :

So=4, S(U) = 8 Si(D)=2 ~(1.35)
So(UU) =16, So(UD) = 4,  Sy(DD)=2 (1.36)

La figure 1.3 résume ce qui précéde dans un arbre binomial & deux périodes.

L’objectif étant toujours de pouvoir évaluer Cy qui est le prix de 'option 4 la date
to, pour cela, on applique une technique itérative (Hull, 2003). Cette technique
consiste & calculer les valeurs de 'option en commencant par la date d’échéance
ol les valeurs de I'option sont connues, et en rétrogradant d’une maniére itérative

jusqu’a déterminer la valeur de ’option & la date désirée.

En rappelant qu’a chaque instant le négociateur équilibre son portefeuille constitué
par une action S, un actif sans risque B et une option d’achat européenne C. le
prix de I'option & la date de maturité est exprimé par C; = (S — K)™*, ainsi que
le prix de I’action & la méme date dépendent tous les deux des résultats des deux

premiers lancers de la piéce de monnaie.
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So(UU) = 16
F /
/ \
So=4 Sy(UD) = Sy(DU) = 4
\\ /
S1(D) =
\2<DD) o
t=1to t=1 =15

Figure 1.3 Arbre binomial & 2-périodes représentant 1’évolution du prix de ’actif

risqué sur la période [0, t;]

En effet, a 'instant ¢;, on dispose d’une richesse X, comme on a vu d’ailleurs pré-
cédemment. Suivant le résultat obtenu au premier lancer de la piéce de monnaie,
cette richesse peut prendre deux valeurs . A la lumidre de ces valeurs, le négo-
ciateur réajuste son portefeuille par 'achat de o) parts de ’actif risqué. D’une

maniére générale, la richesse a 'instant ¢,4; s’écrit sous la forme (Shreve, 2004) :

Xﬂ+1 E= a‘nSn+1 + (1 + 7“)(X'n = anSn) (1.37)

Donc, il en résulte que la fortune a 'instant ¢; sera :
Xl = ao.S'l -+ (1 + T)(Xo = CYQSo) (138)
En supposant que le négociateur vend ’option a l'instant t5 au prix Cy qui reste

& déterminer et qu’il investit ce montant dans ’achat de g part d’un actif risqué

S. Pour compenser la différence des prix, le négociateur emprunte le montant
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(Co — pSp). On en conclut que Xy = Co, donc I'équation (1.39) aura la forme :-

X1 = C!oSl + (1 + T‘)(Co =5 C!oSo) (139)

En développant cette équation, on retrouve que :

{ X1(U) = aoS1(U) + (1 +7)(Co — 050) (1.40)

Xl(D) = C!oSl(D) + (1 -+ T‘)(Co bl C!oSo)

De la méme maniére que précédemment, le prix de l'option & l'instant ¢, est de la

forme :

C, = (S—-K)* (1.41)

Cependant, cette fois-ci le négociateur veut que sa richesse a l'instant ¢, soit égale
a la valeur de I'option pour qu’il soit rassuré qu’en cas de chute de prix, sa richesse

couvre sa perte. On aura alors :

Cz = a1.5'2 + (1 + T')(Xl = alSl) (142)

En développant cette équation de nouveau, on obtient ainsi les équations que

voici :

[ GUY) = a@)SUV)+ 1 +n)(XaU) - aaU)S (D))
Co(UD) = a1(U)S2(UD)+ (1 +7)(X1(U) — ea(U)S1(V))
C2(DU) = a1(D)S2(DU) + (1+7)(X1(D) — as(D)S1(D))

| C2(DD) = au(D)S2(DD) + (1+7)(X1(D) — as(D)5:(D))

(1.43)

La figure 1.4 illustre briévement I’évolution du prix de ’option sur la période [0,t5].
A ce niveau, on a six équations & six inconnus qui sont respectivement Cp, ay,

al(U), al(D), Xl(U) et Xl(D)
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Cy(UU)

C1(U)

8

Co / C2(UD) = C5(DU)
\

\

CGi(D)

/

Cy(DD)
t=1g = i t =19
Figure 1.4 Arbre binomial & 2-périodes représentant 1’évolution du prix de 1’op-

tion sur la période [0, 5]

A cette étape, la résolution de ces équations fait appel & la notion risque-neutre

qu’on a déja définie dans la section 1.4 a la page 11.

Apres quelques manipulations, on obtient d’une part :

_ Cx(UU)-Cy(DU)
{ a(U) = Suo-s.0D) (1.44)
_  Ga(DU)-Cx(DD) '
a1(D) = B (5u)-sxDD)

D’autre part :

{ GU) = 2=(pC(UV)+ (1 —p)Cx(UD)) (1.45)

Ci(D) = z(PC2(DU) + (1 —p)Ca(DD))

ol p et 1-p sont respectivement égales & 1;‘;:;‘1 et “;i;’, et sont appelées des

probabilités risque-neutre.

Il est trés important & ce niveau, et dans ce qui suit, de voir de pres ’approche

binomiale et son utilisation pour évaluer les options.
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1F Evaluation des options et approche binomiale

L’approche qui vise & introduire I'utilisation du modele binomial dans 1’évaluation
de I’évolution des prix boursiers fut introduite dans le papier de J.C. Cox, S.A.
Ross et M. Rubinstein en 1979. Ils adaptaient 1’évolution du prix des actifs &
un cas discret représenté par le modeéle binomial ayant comme limite le célébre
modele de Black-Scholes. En effet, ils ont constaté que le modeéle de Black-Scholes
utilise des outils mathématiques trés complexes, comme le calcul stochastique et
ses fondements. Par conséquent, ils ont pensé & développer un modele fondamental
qui utilise des notions mathématiques simples afin d’expliquer I’évaluation de ces
prix boursiers qui en eux-mémes cachent des phénomenes sensibles et susceptibles

de se perdre par la complexité des outils mathématiques utilisés.

Dans cette partie, on reprend un exemple simple (Cox et al., 1979), avec lequel on
expliquera avec détails le point de vue permettant au modele binomial de prendre
place dans la modélisation de I’évaluation des prix d’actifs boursiers ainsi que ses

limites.

En effet, restons dans le contexte général des exemples précédents et supposons
qu’on dispose d’un portefeuille contenant un actif risqué S et un autre sans risque
B. Notamment, considérons une option d’achat européenne de prix d’exercice K
et dont le prix dépend de celui de I'actif risqué. Comme d’habitude, les calculs
servent & évaluer le prix de cette option a l'instant ¢3. En plus, supposons qu’on
dispose aussi d’'un taux d’intérét sans risque r, d'un coefficient u exprimant la
proportion d’augmentation de prix de l’actif S et d’un coefficient d exprimant
la proportion de baisse de prix du méme actif. A linstant t;, Pactif S prend les

valeurs S)(U) = uS et S1(D) = dS respectivement & la hausse et & la baisse. Par
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conséquent, la valeur de I'option sera :
CL(U) = (Su(U) - k)*

Ci(D) = ($1(D) — k)* g

La solution de ces équations se fait suivant plusieurs approches. Le résultat obtenu

par 'approche d’absence d’arbitrage est déterminé par I’équation (1.22) que voici :

C, = .ILH(CT(U)§1+T!.S'0—ST!D!+CT(D)ST!U!—!1+1'!SO)

St(U)-Sr(D) St(U)-St(D) (1_47)
Co = = (Hder(U) + 5 0r(D))

Il est important de préciser que la capitalisation de B & une date future est de
la forme B, = B, ,(1+rL) = B, ,(1+rt)? = ... = B;,(1+rL)". Rappelons
qu'a mesure que n tend vers l'infini et £ vers 0, (1 +r£)* — e™. Généralement,
la forme exponentielle est utilisée quand le taux évolue continfiment, c’est & dire
quand on considére un temps continu. Par contre, la forme (1+rt) quant & elle,
est utilisée quand le taux évolue périodiquement, c’est & dire quand on s’intéresse
& des instants précis dans le temps qui est considéré comme discret. Finalement,

il est & noter qu’une période £ = 1 désigne un an et que ¢t = 0.5 désigne six mois.

Aussi, a la lumiére de ce qui précéde, on voit que la probabilité p = 1—'1*;:—;"’ n’est
autre que la probabilité risque-neutre. De plus, il est important de noter que le
prix de cette option & ’instant initial est ’espérance actualisée de son prix & la
date d’échéance au sens risque-neutre. A ce niveau, on a pu évaluer le prix d’une

option sur une période avec des outils simples et évidents.

Certainement, le calcul du prix Cy, dans le cas ou 'option est négociée sur deux
périodes, découle de la méme méthode que les cas précédents. En effet, a I'instant
t2, on aura trois valeurs possibles pour le prix de l’option, soit :

Co(UU) = (S(UU) — k)*

Co(UD) = (S2(UD) — k)* (1.48)

Ca(DD) = (S2(DD) — k)*
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On a besoin de calculer les prix Cy(U) et C1(D) pour pouvoir calculer le prix &
I'instant désiré ¢y. Par conséquent, ces deux derniers prix sont exprimés comme

suit :
C1(U) = 11 (pC2(UU) + (1 - p)C2(U D))

C1(D) = 13 (pC2(DU) + (1 — p)C2(DD))

ou p étant la probabilité risque-neutre.

(1.49)

Un probléme qui s’impose dans le cas ou il y a plusieurs dates d’échéances, c’est
qu’avant la date d’échéance finale, il est fort probable d’avoir une valeur d’option
différente de celle du portefeuille. Dans ce cas, des opportunités d’arbitrages sur-
viennent sur le marché vis-a-vis cette différence générée par le marché lui-méme.
En revanche, pour contourner un tel probléme, le négociateur doit réajuster les
proportions en actif risqué a, et de l'actif sans risque B de son portefeuille &
chacune des périodes [t,—1, t,], sans ajouter ou retirer de I’argent & ou de son por-
tefeuille. Le théoréme (Shreve, 2004) ci-dessous, décrit I’évolution de la valeur de
I’option ainsi que celle de la richesse a4 chaque instant en déterminant les relations

récursives entre les parametres d’intérét du modéle.

Théoréme 1.1. Considérons un modéle binomial d n-périodes, avec 0<b<l1+r<h

et une probabilité :

— 1l4r-d
: u=d (1.50)

u—=1l-r

l_p =5 u—d

Soit V,, une variable aléatoire déterminant la valeur d’un titre dérivé a l'instant t,,.
Cette valeur dépend des n résultats consécutifs (wyws...wy) issus d’une ezpérience
aléatoire (comme le lancer d’une piéce de monnaie). On définit d’une maniére

récursive la séquence des variables aléatoires Vi1, Vp—a,... et Vp telles que :

Va(wwe...wy) = T_%(anH(wlwg...wnH) + (1 - p)Vas1(wrwe...w, B)) (1.51)

Ot chacune des V,, dépend des n résultats wyws...wy, avec 0<n<N-1.
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Ausst, on définit :

On(wrty...wy) = RG-Sl pu, Y 0<n<N-1 (152)

Maintenant, si on fize Xo = Vp, et on définit récursivement ausst la valeur du

portefeuille X, Xs,... et X, on retrouve :

Xn(wiws... wn) = Va(wiws... wn), Ywiws...wn (1.53)

Le paramétre o, représente la proportion de l'actif risqué S a l'instant n. C’est

par ce parameétre que le négociateur réajuste son portefeuille & chaque période.

Par la suite, on peut déterminer toutes les valeurs de I'option & tous les noeuds
de ’arbre binomial en commengant par la date d’échéance finale et en procédant
rétro progressivement jusqu’a la date initiale par la méme méthode que I’équation

(1.49). De ce fait, on en conclut ce qui suit :

Co = 2= (G (V) + (1 — D)CL(D)) (1.54)

En recombinant les équations (1.49) et (1.54), on en déduit que :

Co = (13)*(@*Co(UU) +2p(1 - p)Co(UD) + (1 — p)*C2(DD))

Co = (135)*@*(u®So — K)* + 2p(1 — p)(udSo — K)* + (1 — p)*(d?So — K)*)
(1.55)

L’équation (1.55) ainsi définie, nous ameéne & introduire une expression plus gé-
nérale déterminant la valeur de 'option C dans le cas ou on dispose de plusieurs
dates d’échéance avant la date de maturité, soit 1’expression suivante introduite

dans le papier mentionné ci-haut (Cox et al., 1979) :

Co = iy (Cinolriy)P’ (1 — p)"~3(0, u*d™ 7S — K)*) (1.56)
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Maintenant, soit a > 0, un paramétre qui représente le nombre de hausses de prix
dans la vie d’une option de la date initiale jusqu’a sa date de maturité. De plus, ce
parameétre est le plus petit entier positif pour lequel I'option est dans la monnaie,

c’est-a-dire que sa valeur intrinséque a la date de maturité est positive. Alors :
Si j < a, on obtient :

(0,47d" 35Sy — K)* =0=>Cp =0 (1.57)

Par contre,

Si j > a, et en considérant ’équation (1.56), on obtient :
0, widiSg — K)* = widiSy— K

= CO = (1+r)n (Z —a(J!(n_J)l)p?(l o )n—] (ujdn JSO K))
(1.58)

On précise que dans le cas ou a > n, 'option sera hors de la monnaie, c’est & dire

que sa valeur intrinséque a la date de maturité est négative.

Aprés quelques manipulations de 1’équation (1.58), on obtient :

Co = T (Ci=a(Fimagn)p’ (1 = p)" 7 (W d" 7Sy — K))
=SS Gry)P (1 — p) i (R
‘ = 1wy (ChmaGrsmp’ @ — p)* ) (1.59)
== So(Z"_a(,;(,,_,);)(H, (Jﬁl)n—j)
- (C G (L — )" )

4

\

Analysons briévement 1’équation (1.59), pour le deuxiéme terme en K, on re-
marque l'expression de la distribution d’une loi binomiale de parameétres a, n et
de probabilité p exprimée ci-dessus. On retrouve dans le premier terme en S de
I’équation la méme forme de distribution binomiale avec les paramétres a, n et de

Sen g C d(1—
probabilité p', ol p/ = - et 1 —p' = -(ITP
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De ce qui précéde, on conclut que le modéle binomial, quelque soit le nombre de
périodes avant la date de maturité, nous permet de déterminer la valeur de ’option
a la date initiale ¢ en une seule étape connaissant seulement les parameétres u, d,

r, p, S et K. Le paramétre a peut étre déterminé aprés quelques manipulations de

log(fs3)
log(§)

Iéquation u*d™ %Sy — K > 0, d’oli @ >
De la méme maniére, l’espérance actualisée au sens risque neutre nous permet
aussi de calculer le prix de 'option en une seule étape, mais cette méthode dé-
pend du comportement du négociateul: envers le risque, et de sa maniére dont il
réagit versus le mouvement du marché. Donc, si on ignore ces deux aspects, il
est impossible de déterminer notre prix par cette méthode. En revanche, le mo-

déle binomial, comme il est introduit dans I’équation (1.59), offre une alternative

simple qui ne dépend d’aucun parameétre difficile & exprimer mathématiquement.

1.8 Modeéle binomial et option sur des actions payantes des di-

videndes

Le dividende d’une action est un montant payé au détenteur de I’action comme
étant un revenu sur ls totalité ou une partie de son capital investi. En revanche, ce
paiement peut prendre plusieurs formes, soit en argent et dans ce cas le dividende
est dit sous forme numéraire. Autrement, si le dividende est payé par le biais
d’autres actions ou tout autre actif détenu par l’entreprise émettrice de ’action
payant le dividende, dans ce cas le dividende est sous forme naturelle. Finalement,
ce dividende peut étre payé par 'augmentation de la part de participation du
détenteur de ’action dans ’entreprise, ici le dividende est sous forme d’actions de

I’entreprise qui aura recours parfois & ’émission de nouvelles actions.

Comme il est déja défini, le dividende est un facteur financier trés important pour

les deux membres du contrat. Il est considéré comme un facteur qui diminue en
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quelque sorte la liquidité des entreprises ainsi que leurs actifs et leurs avoirs dis-
ponibles. Par conséquent, il cause des difficultés financiéres majeures devant les
entreprises qui possédent des politiques de développements et de progressions a
long terme, ou d’une maniére générale les entreprises qui veulent s’agrandir. Par
contre, pour les actionnaires, le dividende augmente leurs revenus, leurs rende-
ments et leurs ressources financiéres. De plus, sous certaines formes, il attribue
plus de valeurs a 'investissement et permet aux investisseurs d’augmenter leurs

richesses.

A ce niveau, & partir du modéle binomial, on s’intéresse & 1’évaluation d’une option
sur action payant un dividende. Cela nous améne & penser & deux situations
possibles. la premiére situation est quand le dividende versé est une proportion
¢ du prix de Paction & la date de versement. Dans ce cas, le dividende est dit
proportionnel. La résolution du probléme de 1’évaluation est identique & ce qu’on
a vu précédemment. En fait, on procéde par les mémes techniques vues jusqu’a

maintenant dans les sections précédentes.

En effet, si la date ¢; précéde la date de versement du dividende t,, les prix de

P’action aux différents nceuds sont définis par :
wWdi—i8,, j§=0,1.1 (1.60)

Autrement, si la date ¢; est postérieure a la date t,, date & laquelle ’action est

dite ex-dividende, les prix de cette action aux différents nceuds sont définis par :

WdiSy(1—6), j=0,1.4 (1.61)

Alors, d’une part, et d’autre de la date de versement {,, ’arbre binomial est tou-
jours recombinant, et les mémes techniques de résolution vues jusqu’a maintenant

sont toujours valides.
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La figure 1.5 ci-apres, représente ce qui précéde pour une action de prix S, payant

un seul dividende & la date de versement ¢, € [t;,t2] et évaluée sur n-périodes.

Sa(U..U)(1 = 6)

b=

s, (u)~ SUU)A-9)

A

51(D) _ s5,(UD)1-9)

S =4
\

/8V

\...
4 oz

S(DD)(1 - 6)

e

Sn(D...D)(1 — §)

t=1t =it [ Bi=ilp e t=t,

Figure 1.5 Arbre du prix d’une action payante un dividende proportionnel

Il est important de noter qu’il est possible de verser plusieurs dividendes propor-
tionnels pendant la durée de vie d’une option. Dans ce cas, les prix de l’action

aux différents nosuds de ’instant #; sont :
wWdIS(1—6), j=0,1.1 (1.62)

ol 4; est la somme totale des proportions aux prix versés de la date initiale £,

jusqu’a la date ¢;.

La deuxi®me situation envisagée pour le versement d’un dividende est quand il est
payé sous forme d’un montant d’argent M connu qui sera versé au détenteur & une

date de versement ¢,. Dans ce cas, I’arbre binomial n’est plus recombinant comme
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le montre la figure 1.6 ci-aprés, et le nombre de nceuds ou il faudra évaluer I'option
ou l’action risque d’étre trés élevé surtout lorsqu’il s’agit du cas de plusieurs

versements de dividendes pendant la durée de vie de 1’option.

(S2(UU) — M)ur~?

VAV/AV/NVAN

\ ~
I
S3(DD) — M
ey (S2(DD) — M)d™2
=g i (O T 7 S oo i =

Figure 1.6 Arbre du prix d’une action payant un dividende sous forme d’un

montant d’argent connu

Dans ce cas, I’évaluation d’une option sur action payant ce type de dividende uti-
lise les mémes techniques qui sont employées dans les parties ci-haut avec quelques

différences que 1’on explique dans ce qui suit :

En effet, avant la date de versement t, € [t;,%;41], C’est-a-dire jusqu’a la date ¢;,

les prix de I’action aux différents noeuds sont exprimés par :

wWdiS,, j=0,1.4 (1.63)

Par ailleurs, dans le cas de versement d’un seul dividende et quand l'action passe
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ex-dividende, ces prix, a partir de la date t;,1, sont exprimés par :

Pour t = #;4; :

wWdISy -~ M, j=0,1. (1.64)

Pour t = t;y2 :

uSiy1 = (WdISy — M)u, en cas de gain

4 (1.65)
dS;y1 = (Wd™3S;— M)d, en cas de perte

ou j = 1.4 — 1. Désormais, & partir de la date ¢;4;, il n’y a plus 7 4+ 1 mais 2

nceuds. D’une fagon générale, a la date ¢;,, il y aura k(i + 2) nceuds.

En général, pour simplifier ce probléme et retourner aux mémes hypothéses que
précédemment, on suppose que le prix de I’action payant un dividende possede
deux composantes dont 'une est aléatoire comme on a vu jusqu’a maintenant, et
I’autre est la valeur actualisée du dividende, ou des dividendes, & payer pendant

la. durée de vie de ’option.

En effet, on considére une action de prix S, payant un dividende de montant M &

la date t,. Ensuite, on note S* la partie incertaine du prix de ’action, on a :

57 = 5 " pourity = 1,

(1.66)
S* = §— Me "0 pourt; <t,

ou r est le taux d’'intérét sans risque.

Donc, 'étude de ’évolution de S* nous raméne aux hypothéses habituelles de
l’arbre recombinant, et nous permet aussi d’évaluer les prix de l'action a chaque
nceud de cet arbre en ajoutant la valeur du dividende actualisée quand c’est né-

cessaire. Dans ce cas, les prix de I’action & chaque noeud sont :

S; = uwdIS,+ Me "t~ pour t; < t, et j=0,1.1

i = (1.67)
S; = W& IS5, pourty>t, et j=0,1.4
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On considére un exemple simple, soit une option d’achat européenne dont le
contexte est le suivant :
S =487 =8, S =2
S;(UU) =16, S3(UD) =4, S3(DD) =2 (1.68)

Cette option prend fin dans deux mois, elle paye aussi un dividende M = 0.2 aprées
un mois et demi. La valeur du dividende actualisée est de 0.1898 et de 0.1938 aux
dates %y et t; respectivement. Alors, dans ce cas son prix S prend les valeurs que

voici :
So = 4.1898, S;(U) = 8.1938, S;1(D) = 2.1938
S2(UU) = 16, So(UD) =4, Sy(DD) =1

(1.69)

On en conclut, et d’aprés I’équation (1.59), que la valeur & la date initiale de

I’option dont le sous-jacent est une action payant le dividende M est :

Co = SolS5altyy) GV (G52)*)
(1-|’-(T)2 (Z?=2(j!(22-!-j)| il =)t ) (1.70)

= 1.88

1
3

oup=
Donc, comme on a vu jusqu’a maintenant, le modéle binomial est un outil simple
permettant d’épargner des étapes de calcul longues et fastidieuses. Le dernier
exemple montre comment en une seule étape, on a pu déterminer la valeur de

I’option & la date initiale.

1.9 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre 'importance de l’arbre binomial, ainsi que le
q

modeéle qui en découle, qui offre une possibilité de voir les choses plus simplement.
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On a expliqué les circonstances derriére lesquelles ce modéle a été élaboré, les
différentes utilisations de ce modéle ainsi que les différentes hypothéses permettant
son application pour l'évaluation des options et 1’étude de ’évolution de leurs
valeurs & travers le temps. A cet égard, de telles hypothéses étaient toujours un
sujet propice et plein de discussions et controverses scientifiques. A ce niveau, le
modeéle de Black-Scholes, depuis son introduction en 1973, reste le modele le plus
crédible qui réunit en sa faveur ’appréciation des chercheurs. Finalement, bien
que le modéle binomial jouisse toujours de sa forte position dans la finance et
d’un avis positif en sa faveur dans ce domaine, il est nécessaire de voir ses limites

en comparaison avec le modéle de Black-Scholes.






CHAPITRE II

MODELE DE BLACK-SCHOLES ET CONVERGENCE DU
MODELE BINOMIAL

2.1 Introduction

La finance est un domaine trés complexe par ses divers parametres qui sont & la
fois nombreux et extrémement sensibles aux différents changements de types fi-
nanciers ou autres. Il est indispensable pour les gens qui exercent dans ce domaine
de modéliser son évolution sans ignorer les phénomeénes importants afin de com-
prendre minutieusement la fagon dont ce domaine se comporte au cours du temps.
Toutefois, ce besoin d’explication vient du fait que la finance est un domaine trés
connecté avec son environnement et sa stabilité offre plus de sécurité pour la vie

économique des sociétés et humaine en particulier.

Depuis toujours, les chercheurs se sont penchés sur 1’étude des variations des
instruments financiers. D’ailleurs, Fisher Black, Myron Scholes et un peu plus
tard Robert Merton ont réussi & élaborer un modéle considéré comme le plus
important progrés dans ’évaluation du marché boursier. Ce modéle a été le sujet
de plusieurs discussions scientifiques et constitue d'une part la base de plusiéurs

explorations dans le domaine.

Dans ce chapitre, on introduit le modéle de Black-Scholes, ainsi que toutes les no-
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tions mathématiques et stochastiques nécessaires pour cette étude. Evidemment,
on étudie quelques applications de ce modeéle dans 1’évaluation des options eu-
ropéennes, américaines et les options européennes a barriéres. Aussi, on examine
la convergence du modéle binomial et son adaptation avec le modéle de Black-
Scholes puisque ce dernier reste un repére crédible pour toutes les études de ce

genre.

D’autre part, on s’intéresse a ’étude de deux modeéles liés au modéle binomial
publiés dans deux papiers. En effet, Le papier de Tian (Tian, 1999) ou ’auteur
introduit un nouveau parameétre qu’on ’appelle parameétre d’inclinaison et qu’on
le note A. Ce parameétre, selon son signe, tire les nceuds de ’arbre binomial vers
le haut ou vers le bas donnant ainsi beaucoup de flexibilité au modéle binomial.
Cependant, le paramétre d’inclinaison a un impact direct sur le niveau du prix
de l'option & chaque instant. Par conséquent, il est facile de chercher la valeur
de ce parameétre qui améliore la convergence du modéle binomial vers celui de

Black-Scholes.

Un autre papier est celui de Chung (Chung et Shih, 2007) qui a introduit un
nouveau parametre de forme qu’on le note { cette fois-ci. Dans le but de généra-
liser le modele CRR ’auteur utilise ce parametre de forme permettant d’étendre
ou rétrécir la dispersion des nceuds de l’arbre binomial. Par ailleurs, il est fa-
cile de déterminer une valeur précise de ce paramétre d’étendue afin d’avoir plus
d’ajustement et une convergence plus rapide du modéle de CRR vers le modele

de Black-Scholes.

a2 Le modéle de Black-Scholes

Depuis la publication du travail de Fisher Black et Myron Scholes (Black et

Scholes, 1972) en 1973, la finance et le marché boursier en particulier ont connu un
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rebondissement important grice au modéle présenté par ces derniers et qui porte
d’ailleurs leur nom, soit le modéle de Black-Scholes. L’idée de leur travail était de
trouver un modéle mathématique du marché financier ou les prix des actions sont
des processus stochastiques en temps continu contrairement au modeéle binomial,
congu un peu plus tard en 1979, qui les considére comme étant des processus

stochastiques évoluant en temps discret.

Ils ont été parmi les premiers qui ont réussi a batir une théorie qui met un rapport
entre le prix de 'option et les variations du prix de ’actif sous-jacent tout en

s’appuyant sur des aspects purement stochastiques.

Pour élaborer leur modeéle, ils ont mis quelques hypotheses telles que :
— Le prix de ’actif sous-jacent S; suit un mouvement brownien géométrique

avec une volatilité o constante et une dérive u constante, soit

dSt = ,LtSf,dt + O'StdW(t) (21)

ou W(t) est un processus de Wiener;
— Absence d’opportunité d’arbitrage ;
— Le temps est une fonction continue;
— Le taux d’intérét sans risque est connu a l’avance et constant ;
— Tous les sous-jacents sont parfaitement divisibles.
" De plus, on suppose que l’action ne paie pas de dividende entre le moment de I’éva-
luation et la date d’échéance. Aussi, il n’y a pas de cofits & charger sur toutes les

transactions effectuées et on considére que les ventes & découvert sont autorisées.

Une fois les hypothéses sont fixées, on peut introduire le modele de Black-Scholes
qui est a l'origine du modele & deux actifs, risqué et non risqué. L’actif risqué S
dont le prix évolue suivant ’équation (2.1) et il représente en général une action.

Alors que I’actif non risqué représente une obligation B dont le prix évolue suivant
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I’équation ci-dessous :

dBt = T'Btdt (202)

ou r est le taux d’intérét instantané.

Supposons que 1'on dispose d’un portefeuille contenant ¢ options d’achat euro-
péenne C, un nombre § d’actions S et une quantité ¢ d’obligations. La valeur de

notre portefeuille est de :

V, = 4C; — AS, — ¢B; (2.3)

Comme on a vu dans le chapitre précédent, par une stratégie d’investissement sur
les actifs B et S, la valeur de ce portefeuille doit étre égale & zéro pour que ’option
puisse couvrir le risque encouru par le prix de I’action pendant sa durée de vie.

Par conséquent, on aura :

C: = aS; + BB, (2.4)

ol an = A/Y et B, = ¢/1. On précise que ces deux paramétres sont des fonctions

du temps et du prix de l'actif risqué S.

D’apres le lemme d’1t6, on a :

d(XY) = XdY +YdX + dXdY (2.5)

On obtient que :

dC = d(anSt)+d(ﬁnBt)

(2.6)
= (an + dan)dXt + (,Bn + d,Bn)dBt + Sida, + Btd,Bn

Selon le papier (Perello et al., 2000), les chercheurs ont pu prouver les équations
de Black-scholes en utilisant les méthodes de calculs d’It6 qui sont standards

et trés connus en finance, et aussi les méthodes de calculs de Stratonovich qui



39

sont utilisées en physique. Dans ce papier, les auteurs définissent d’une part a,
et B, comme des quantités qui sont fonctions de S; et de temps. D’autre part,
ces quantités ne dépendent pas du prix futur de ’action qui ne change ni la
stratégie d’investissement ni le contenu du portefeuille dans le présent. Alors, la
stratégie d’investissement dépend du prix de I’action & 'instant passé précédant
juste Iinstant présent. On en conclut, que o, et 8, ne dépendent pas de S(¢) mais
plutét de S(t — dt) = S; — dS;. En supposant que dS; = O(dt'/?), on a pu faire

les calculs ci-dessous et aboutir aux résultats que voici :

an(St,t) = a(St—dSt,t)

) (2.7)
= a(S,,t) — 28u4s, + 0(dt)
On a aussi :
2o(5u8) 45, = do (S, t) + O(dt) 2.8)
D’ou :

an(St, t) = oS, t) — da(Se, t) + O(dt) <= a(S;,t) = an(St, t) + dan(St, t) + O(dt)

(2.9)
Les mémes calculs sont vrais pour la fonction S,.
Avec les résultats de 1’équation (2.6), I’équation (2.9) devient :
dC = adS; + BdB; + Sidoy, + BidB, + O(dt/2) (2.10)

Comme pour une stratégie autofinancée, 'investisseur ne peut ni retirer de I’argent
ni en injecter dans le portefeuille, donc la composition du portefeuille en question

en actifs risqués et non risqués doit s’ajuster suivant 1’équation ci-dessous :

Stdoy, = —Bydfn (2.11)
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De plus, il en résulte des équations (2.2) et (2.4) que :

BdB; = r(C — aS;)dt + O(dt/?) (2.12)

Alors I’équation (2.10) devient :

dC = adS; + r(C — aS;)dt + O(dt¥/?) (2.13)

Or, l'option C est une fonction de S; et de t, ainsi, ’application du lemme d’It

sur ce processus conduit au résultat suivant :

dc = (% +1 253%0,)dt+ 245, (2.14)

D’aprés les équations (2.13) et (2.14), on obtient ce qui suit :

(o — 82)dS: = (5% —7(C — aSy) + §0° S5 )dt (2.15)

L’aspect stochastique de cette équation provient du processus de Wiener de la
quantité dS;. En mettant le terme en dS; égal & 0, ’équation (2.15)devient déter-
ministe et on peut calculer ainsi le prix de 'option et déterminer aussi la stratégie
d’investissement caractérisée par le delta hedging ou delta qui est la solution de
I’équation suivante :

La combinaison des équations (2.15) et (2.16) nous donne 1'équation de black-
Scholes que voici :

8 = 7C —rsS — 102522¢ (2.17)
L’équation (2.17) donne la relation exprimant 1’évolution du prix de ’option en

fonction du prix de ’actif risqué s indépendamment de la nature mathématique
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de ce dernier qu’il soit stochastique ou déterministe et du temps ¢. Il s’agit de

P’équation différentielle aux dérivées partielles de Black-Scholes.

Comme toutes les équations, ’équation (2.17) admet un nombre infini de solutions.
Par contre, si on fixe une condition terminale pour le prix de I’option, il nous reste

qu’une seule et unique solution.

Plusieurs papiers ont été publiés et de nombreuses méthodes ont été employées
pour résoudre 1’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes dans le cas géné-
ral. On cite I’exemple du papier de (Jédar et al., 2005) ol les auteurs ont utilisé
la transformation de Mellin. Aussi, on trouve le papier de (Chanane, 2011) qui a
déduit une solution pour la classe des équations différentielles de Black-Scholes et
aussi le papier de (Bohner et Yao, 2009) qui a développé une solution analytique
pour cette équation. Ces trois papiers ont considéré le modéle suivant :

8C _ pC — rgfC _ 1,2,28%C
at —rC rs Os 20 § 852 (2 18)

C(s,t) = g(s)

ou g(s) est une fonction qui répond & des conditions prédéfinies de continuité et

d’intégrabilité.

Dans ce travail, on calcule la solution de ’équation de Black-Scholes pour une op-
tion d’achat européenne dont sa valeur 3 la date de maturité désignera la condition

terminale, soit le modeéle suivant :

e G L 3BT
S =rC —rsg — 30°8° 53

C(s,T) = (Sr— K)* B

De ce fait, une seule solution satisfait ce systéme d’équations. Le papier (Black

et Scholes, 1972) propose une méthode simple pour déterminer cette solution. En
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effet, posons ce qui suit :

C(s,t) = e Ty [(F)(r — 302)in(%) — (r — o) (T = 1)), (=2)(r — 30°)(T — £)]

(2.20)
Avec ce changement de variable, I’équation (2.17) devient :
oy 0%y
N an (2.21)

De plus, la condition terminale devient :

(0,0) 0, v<0 (2.22)
v,0) = :
d K[er@oD/r=39") 1], v >0

Notons que 1’équation (2.21) est largement connue sous le nom de 1’équation de

la chaleur dont la solution est :

Y(v, ) = =[5 KleW VeG4 _ 1] /2dg (2.23)

Combinons les équations (2.20) et (2.22), on obtient la fameuse solution de 1'équa-

tion (2.17) sous la forme :
C(s,t) = Sop(dr) — Ke'T¢(d) (2.24)
di = [In(So/K) + (r + 32)(T — t)]/[ov/T — 1]
do = [In(So/K) + (r — 22T = t)])/[ovVT —{]

¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

(2.25)

On voit clairement dans ’équation (2.24) que la date de maturité apparait tou-
jours multipliée par le taux d’intérét r ou bien par la volatilité o2. A ce propos,

Black et Scholes expliquent qu’une augmentation de la date de maturité peut étre
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Figure 2.1 Prix de I'option en fonction du prix de I’action pour différentes dates

de maturité

exprimée par une augmentation du taux d’intérét ou une augmentation de la vo-
latilité. D’ailleurs, Merton précise que la valeur de 'option croit continuellement

par 'augmentation de I’un des paramétres T, r ou 2.

D’une part, la figure 2.1 nous montre 1’évolution du prix de I'option en fonction
du prix de I’action pendant différentes dates de maturités quand les parametres
de volatilité o et du taux d’intérét r sont constants. On remarque que le prix de
'option est toujours situé entre le prix de l'action S et le prix d’exercice K. Cela
est tout & fait en accord avec ce qui précéde puisque 1'option ne sera pas exécutée
si sa valeur dépasse le prix de ’action et elle sera négociée dans le contraire. Aussi,

sa valeur ne peut en aucun cas étre inférieure & son prix d’exercice. Par ailleurs, on
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voit que le prix de 'option augmente avec ’augmentation de sa durée de vie. En
effet, plus la date de maturité est longue, plus ’option est chére. Cette tendance a
la hausse est traduite par l'incertitude du prix de ’action qui augmente & travers le

temps, plus la durée est grande, plus le risque encouru par ’action est important.

D’autre part, la figure 2.2 montre 1’évolution du prix de I'option par rapport &
celui de ’action pour différentes valeurs de volatilité (ligne continue) et du taux
d’intérét (ligne discontinue) pour une date de maturité constante. On voit que
la courbe cr'oit avec I’augmentation du prix de 'action et il croit quand le taux
d’intérét ou la volatilité augmente. Cela intervient dans le méme contexte qui
montre que les prix du marché financier sont trés sensibles aux changements des
nombreux parameétres qui s’y trouvent et qui prouvent 1’existence d’une connexion
entre tous ses éléments. En effet, la volatilité est une mesure des variations du
cours de ’action. Elle traduit en quelque sorte la possibilité de réaliser un gain ou
de subir une perte, plus elle est élevée, plus la possibilité de réaliser un gain est

importante et le risque d’une perte sur le prix de l’actif est grand.

Il y a d’autres approches qui permettent de calculer la formule de Black-Scholes,
qui ont été développées plus tard comme 1’approche risque-neutre ou 1'évaluation
par réplication. On montre dans ce qui suit ’approche risque-neutre s’appuyant,
comme on a vu précédemment, sur I’existence d’une probabilité sous laquelle le
prix de ’actif risqué S est une martingale. En effet, restons toujours dans le
contexte précédent et dans le cadre d’absence d’arbitrage impliquant 1’existence
d’une mesure risque-neutre @. Dans cette situation, la condition martingale nous

permet d’écrire ce qui suit :
%r: = EQ[%::;_ | Fi] (2.26)
ol (Ft)t>0 est une filtration.

Par la méme optique, on retrouve la valeur initiale de I’option ayant ’expression
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Figure 2.2 Prix de ’option en fonction du prix de ’action pour différentes valeurs

du taux d’intérét et de volatilité

ci-dessous lorsque By =1 :

Co = BRI | Fi) (2.27)

A ce niveau, la transformation du mouvement brownien dii au changement de la
mesure de probabilité réelle P & la nouvelle mesure de probabilité risque-neutre
@, permet de garder la propriété martingale de ce dernier et cela grice au résultat

du théoréme de Girsanov dont voici I’énoncé :

Théoréme 2.1. Soit A\ un processus satisfaisant la condition dite de Novikov

ci-dessous :

Elezp(L [F M2dt)] < o0 (2.28)
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Alors, on a les propriétés suivantes :
— le processus {L;,0 < t < T} est une P-martingale
— le processus {W,0 < t < T} défini par :

Wi = [5 Meds + W, (2.29)
est un mouvement brownien sous la mesure Q caractérisé par :

4Q_ (2.30)

Si \ est constant, le processus {L;,0 <t < T} est une martingale, et dans
ce cas, on a :

L; = exp(—AW; — $)%t) (2.31)

Gréce au résultat de ce théoréeme, et en posant A < 0, on peut s’assurer que le
processus {WtQ, 0<t<T} quiest égal &:

W2 = W, + At (2.32)
est un mouvement brownien sous la mesure-risque neutre .

Par la suite, on a d’une part :

dS; = pS,dt + oS dW,; (2.33)
qui est égal 4 :
dS; = pSidt + oS, d(WE2 — At) (2.34)
On a donc :
dS; = (4 — Ao)Sydt + oS, dW (2.35)

D’autre part, posons :

dS; =8 (= S.e™) (2.36)
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A P’aide du lemme d’It5, on a. :

dSr = (u—r — \o)S;dt + o SrdWy2 (2.37)

Pour que S} soit une martingale, il faut que p—r— Ao = 0, ce qui donne A = £7,

qui est appelé le prix du risque ou le ratio de Sharpe.

Ensuite, utilisons la valeur de A dans 1’équation (2.34), on obtient I’expression de
la dynamique du prix de 'actif risqué sous la mesure risque neutre qui est de la
forme :

dS, = rSudt + 0 S, dW;? (2.38)

De ce qui précede, 1’équation (2.26) devient :
Co = e "TEQ[(S7 — K)* | Fo) (2.39)
On sait que In(ZF) suit une normale de moyenne (r — 302)T et de variance o2T.

Alors, la solution de I’équation (2.38) est la méme que celle des équations (2.23)
et (2.24) trouvée par la méthode des équations aux dérivées partielles proposée

Black et Scholes.

2.3 Convergence du modele binomial

Dans cette section, aprés avoir présenté les deux modéles binomials et de Black-
Scholes, il est important de voir le lien entre ces deux en terme de convergence.
Il est essentiel que ces deux modeles coincident & un certain moment puisqu’ils

décrivent le méme phénomene.

De nombreuses approches ont été employées pour montrer que le modéle de Black-
Scholes est la limite du modéle binomial lorsque le nombre de périodes de ce der-

nier devient suffisamment grand et le prix change continuellement pendant ces
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périodes. L’une des plus simples méthodes est celle développée par Cox, Ross et
Rubinstein dans leur papier fondateur du modéle binomial, ce qui prouve davan-
tage que la convergence entre les deux modeéles est une étape cruciale pour la

validité de leur modéle.

En fait, supposons qu’on soit dans le contexte d’une option d’achat européenne
de prix C, écrite sur une action de prix S. La date de maturité est T et le prix
d’exercice est K. Aussi, le prix de ’action change tout le long des n périodes
séparant la date initiale ¢t = 0 et la date de maturité ¢t = T'. A chaque instant ¢,
le prix S prend les valeurs uS;_; avec probabilité p s'il est & la hausse, ou dS;_;
avec probabilité (1-p) s’il est & la baisse. De plus, on suppose que le taux d’intérét

sans risque r est constant.

Les auteurs affirment qu’avec un bon choix des parameétres u, d et p, le modele
binomial converge vers le modéle de Black-Scholes lorsque n — oo ou aussi le
modeéle avec saut lorsque n — oo . Dans notre travail, on s’intéresse principalement

a la convergence vers le modeéle de Black-Scholes.
En effet, le prix de l'action aprés n périodes est égal & :
S = uid"is, (2.40)

ou j est un nombre aléatoire désignant le nombre des hausses du prix S jusqu’a

la nieme période.
L’équation (2.39) est équivalente & :

log(S/So) = jlog(u/d) + nlog(d) (2.41)

Donc, l’espérance de log(S/So) est égale & :

E(log(S/5S0)) = log(u/d)E(j) + nlog(d) (2.42)
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et sa variance est égale & :

var(log(S/So)) = (log(u/d))*var(j) (2.43)

Le nombre j est de probabilité p sur chaque période, donc il est d’espérance et de

variance égale 4 np et np(l — p) respectivement.
Alors, de ce qui précede, on a :

E(log(5/%0)) = (plog(u/d) +log(d))n

(2.44)
var(log(S/Ss)) = np(1l — p)(log(u/d))?

D’apreés les résultats de ’équation (2.43), lorsque n tend vers l'infini, il est indis-
pensable que ’espérance et la variance soient finies et différentes de 0. Par consé-
quent, un bon choix des parameétres u, d et p assure de bons résultats en terme
de convergence. Pour ce faire, les auteurs proposent un choix des parameétres u, d
et p permettant ’égalité des moments empiriques et réels du processus log(S/So),

soit :
(plog(u/d) + log(d))n — ut

(2.45)
np(1 — p)(log(u/d))* — ot

un petit calcul nous ameéne aux résultats suivants :

u=e V¥,  d=eVir et p=141Lu/o)/t/n (2.46)

Maintenant, dans le but d’établir une convergence du modéle binomial vers celui
de Balck-Scholes, les auteurs utilisent les propriétés du théoréme central limite

qui stipule ce qui suit :

Sk

= 3 = e 3
el Bl Bt/ .47




50

Alors :

Prob((lalS/S-nBlogS/50)) < 7) — ¢(z) (2.48)

ol ¢(z) est la distribution de la loi normale centrée réduite.
Par la suite, et aprés quelques manipulations, on obtient :

p llogu—E(log(5/S0))|3+(1-p) |logd—E(log(S/SO)I® _ (1—-p)+p? (2.49)
var(log(S/S0))3v/n \/ﬂp(l—P) '

Pour un choix approprié de la probabilité p, comme celui de I’équation (2.45),
et quand n tend vers l'infini, I’équation (2.47) tend vers 0. Donc la condition de
’équation (2.46) est vérifiée ce qui garantit la convergence du modele binomial a

n-périodes vers une distribution log-normale.

Aussi, on a d’une part la formule de Black-Scholes qui est de la forme :

C(S,t) = So¢(d1) = KCT(T_t)¢(d2)
di = [In(So/K) + (1 + 2062)(T — )}/ [ovVT — {] (2.50)
dp = [In(So/ K) + (r — 30*)(T — 8))/lovT — ]

D’autre part, on a vu au premier chapitre que par la méthode du modéle binomial,

la, formule permettant de calculer le prix de 'option est de la forme :

CO i SO(ZJ—a(]l(n—])l)(l"l‘T (ﬂll-l-;:z)n_j)
i (1+,,.)n (Zg—a(ﬂ(n_])!)p’(l = p)n_J) (251)
= SO’l)b(a'a 'n,P) - '(l.i__r)vn'l)b(a’, nap)

ol () est la distribution binomiale incompléte.

~ De ce qui précede, il est clair que les deux formules possédent la méme forme, et

d’aprés les auteurs, il suffit de montrer que :

P(a,n,p) = ¢(d1) ¥, p) = ¢(d2) (2.52)
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En effet, on a :

1—1(a,n,p) = Prob(j <a-1)

= Prob(—A=22— < -o-Lrne s
Vne(l-p) — /np(1-p)
Par analogie & tout ce qui précede, on a :
7= __ 10g(S/S0)—nE(log(S/S
V' :uo(?:p) =2 ”{"?3097(15/52‘(;\/7_1 g (2.54)
Du chapitre 1, on sait que :
a—1 = log(KSd")/log(u/d) — € (2.55)
= (log(K/8) — nlog(d))/log(u/d) — e '
ol € est un nombre réel entre 0 et 1.
On en conclut que :
a—1-np __ log(K/S)—nE(log(S/So))—elog(u/d) (2.56)
\/ np(1—p) var(log(S/So)v/n 1

Donc, ’équation (2.52) devient :

ey log(S/So)—nE(log(S/S log(K/S)—nE(log(S/Sa))—elog(u/d
1= 1/)(0:, n, p) - PT‘Ob( 2 var?log?S/(SzgS/ré ) = = v:r(lo;?é//sogz}ﬁe oofs/ ))
: (2.57)

Dans cette situation, il est possible d’appliquer le théoréme central limite vu que
la condition de ’équation (2.46) est vérifiée par le choix prédéfini des parametres

u, d et p. Aussi, il est facile de vérifier, quand n tend vers I'infini :

nE(log(S/Se) — (logr —1/20*)t et wvar(log(S/Se)v/n — oyt  (2.58)

Et que :
log(u/d) — 0 (2.59)
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Donc, d’aprés 1’équation (2.57), I’équation (2.55) s’écrit comme suit :

a—1l-np _ log(K/S)—nE(log(S/So))—elog(u/d)
m o5 var(log(S/So)\/ﬁ (2-60)

_ log(Kr=1/8 1
= JTLZU 3 +2U\/Z

De ce fait, L’équation (2.56) sera de la forme :
1~ 9(a,n,p) = ¢(2) = $(LEL 4 Lo/f) (2.61)

D’ou la convergence du modéle binomial vers celui de Black-Scholes. Dans cette
démonstration, les auteurs ont utilisé des méthodes de calcul simple et ont mis
beaucoup d’importance sur le choix des paramétres du modéle binomial. En effet,
ils présument que c’est le choix des parameétres u, d et p qui oriente la convergence

et précise le modeéle limite.

2.4 Modele binomial avec parameétre d’inclinaison

Le modele de Cox,Ross et Rubinstein est un modele d’évaluation d’options stan-
dards. Il est trés connu et le plus utilisé dans la finance grice a ses calculs simples
et & son ultime convergence vers le modéle de Black-Scholes. Plusieurs ont cher-
ché & modifier le modéle CRR afin d’élargir son application et de le rendre plus

efficace dans ’évaluation des options plus complexes.

Dans ce contexte vient la motivation du travail de Tian (Tian, 1999). En effet, il
a développé une autre dimension pour le modéle en ajoutant le parameétre d’incli-
naison. Le nouveau modéle est une extension du modeéle afin d’évaluer des options
plus complexes et permettant d’améliorer la vitesse de convergence vers le modele

de Black-Scholes.

Ce nouveau modele, appelé le modéle binomial flexible, a été concu par I'ajout
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d’un parametre d’inclinaison au modéle binomial standard. En effet, considérons
une option ayant une maturité T et un actif sous-jacent risqué dont le prix est S

suit un mouvement brownien géométrique avec l’expression que voici :

d?s(%l = pdt + odW (2.62)

Dans le cadre d’un modéle binomial standard & N périodes, dont chacune est notée
par At =T/N, on désigne I'instant ¢; = iA¢, i=0,..,N. Le modele évolue dans un
environnement neutre au risque, ce qui laisse entendre que p = r ou r est le taux
d’intérét risque-neutre. A chaque instant ¢;, le prix de 1’actif sous-jacent prend la
valeur Sj, alors qu’a l'instant ¢;,1 le prix S;;; est égal & wS; avec une probabilité
p, ou dS; avec une probabilité 1-p, ou u et d sont deux constantes telle que u >

1 > d et p est une probabilité telle que 0 < p < 1.

Chaque nceud de ’arbre binomial est identifié par le couple (i, j), i=0,..,.N et
j=0,..,i+1, ou i et j désignent respectivement le nombre de périodes et le nombre
de fois ol le prix a augmenté. De ce fait S;; est la valeur du prix de I'actif au
neeud (i, j), So est le prix initial au nceud (0, 0). Alors & chaque nceud (i, j), le

prix de Pactif sous-jacent est égal a :

Sij = ’U,jdi_jSo (263)

Connaissant le prix d’exercice K, il est facile de calculer le prix de l'option a
I’instant 0 avec les techniques vues précédemment soit avec le modeéle binomial
ou CRR. Cependant, le choix des paramétres du modeéle binomial est crucial afin
qu’il y ait convergence de la distribution discréte du modeéle binomial vers celle
log-normale. A ce niveau, l'univers risque-neutre stipule que sa probabilité doit

étre égale a :

rAz_d
p= <o (2.64)
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Aussi, le choix des parametres u et d tels que :
—  oVAHO()

2.65
e—oVBi+0(t) ( )

ou O(t) signifie que le paramétre u est dominé part t au voisinage de I'infini.

Ce choix de parameétres assure la convergence du modéle binomial vers celui de

Black-Scholes.

A partir des deux derniéres équations, Tian propose d’introduire une constante

arbitraire )\, appelée parameétre d’inclinaison a travers duquel le modéle binomial

flexible sera construit. En effet, considérons les parametres u et d comme suit :
u = eoVBi+IAL

2.66
= e—a\/A_t+A¢72At ( )

Le parametre d’inclinaison A peut prendre différentes valeurs positives, négatives
ou nulles et cela donne plus de flexibilité au modéle binomial. Aussi, pour des
petites valeurs de At, il suffit que le parametre A soit borné pour que la condition
Ao2At = O(At) soit vérifiée et que les deux équations (2.65) et (2.66) soient
égales. Dans ce méme contexte du parametre A, la nouvelle condition d’absence

d’opportunité d’arbitrage est vérifiée et elle prend la forme suivante :

A-5< WIZ'E (2.67)
Le modéle binomial standard est un cas particulier du modele binomial flexible.
Réciproquement, le modéle binomial flexible, avec son parameétre d’inclinaison, est
une extension du modeéle binomial standard. Le parameétre d’inclinaison modifie
la forme de 1’arbre binomial. En effet, lorsque A = 0, il s’agit alors du modele
binomial standard dont ’arbre binomial est symétrique par rapport a la ligne
parfaitement horizontale formée par les nceuds ou w/d*~9 = 1,4 = 0,.,,N et

j=0,..,N +1, comme c’est illustré sur la figure 2.3.
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Figure 2.3 Arbre binomial A =0

Maintenant, lorsque A > 0, tous les nceuds de 1’arbre binomial ont tendance a se
tirer vers le haut par rapport & la ligne horizontale vue dans le cas du modele
standard. Cela exprime une hausse du niveau du prix de ’actif risqué, dans ce
cas par exemple udSy > Sp contrairement au modéle standard ou udSy, = Sy, la

figure 2.4 ci-dessous montre la forme de ’arbre dans ce cas.

S22

\

Sn s

So

\

SlO

Figure 2.4 Arbre binomial A > 0

A l’encontre de ce qui précéde, lorsque A < 0 I’arbre binomial s’étire vers le bas
exprimant ainsi une baisse du niveau de prix. Cela est traduit par le fait que ud

< 1, la figure 2.5 illustre cela.
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So

Figure 2.5 Arbre binomial A < 0

2.5 Convergence du modéle binomial flexible

La convergence du modéle binomial flexible est assurée pour toutes les valeurs du
paramétre d'inclinaison A. De ce fait, il est commode d’en choisir une valeur par-
ticuliére permettant une convergence plus rapide et plus lisse. En effet, plusieurs
techniques permettent de calculer la vitesse de convergence ainsi que la limite
du modeéle considéré. Mais, certaines de ces techniques ne peuvent étre utilisées
que dans le cadre d’une convergence lisse et monotone. Contrairement au mo-
déle binomial ol la convergence est irréguliére et fluctuante, le modéle binomial
flexible muni du paramétre A permet une convergence lisse et monotone, comme le
montre la figure 2.6, facilitant ainsi I'utilisation de certaines techniques de calcul

de la vitesse de convergence et de sa limite.

Selon Tian, le choix du paramétre d’inclinaison est simple. En effet, il faut sim-
plement choisir A telle qu’a la date de maturité T, un nceud de I'arbre binomial
coincide exactement avec le prix d’exercice K de ’option. Considérons un modele

binomial flexible & N-périodes et fixons A\g = 0. Alors, a l'instant N, on a :
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Figure 2.6 Convergence des modéles CRR et Flexible
Le nceud le plus proche du prix d’exercice K est solution de 1’équation suivante :

udVN18, = K (2.69)

Donc, on arrive & une solution qui n’est pas nécessairement un entier et qui est

de la forme :

__ log(K/So)—Nlog(do) g
== (2.70)

ol ug = u(Xg), do = d()g) et A = 0. Maintenant, soit jo ’entier le plus proche de 7.
Ensuite, on choisit la valeur de A qui nous permet d’avoir une parfaite coincidence
entre le noeud (N, jo) et le prix d’exercice K et qui est une solution de 1’équation
suivante :

uiodN=-ioSy = K (2.71)
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Aprés quelques manipulations, on aura :

= log(K/So);‘(jjAo:N)am (2.72)

Ce choix de paramétre d’inclinaison A assure que le nceud (N, jp) coincide parfaite-
ment avec la valeur du prix d’exercice K tout en vérifiant les différentes conditions

stipulant I’existence du modéle binomial flexible.

Une fois le paramétre A est déterminé, il est temps d’étudier la convergence par
le biais du taux d’erreur défini ci-dessous. Dans le cas d’une option européenne,
considérons Cgg le prix de l'option calculé par la formule de Black-Scholes et
C(N) le prix de 'option calculé par la méthode binomiale. L’auteur commence

par définir 'erreur comme suit :

e(N) = C(N) — Css (2.73)

L’erreur est la différence entre le prix du modele binomial & N-périodes et le prix

de Black-Scholes. Par la suite, le taux d’erreur est défini comme suit :

o(N) = 20 (2.74)

Le taux d’erreur exprime la précision de la convergence. En effet, si P'erreur di-
minue lorsque le nombre de périodes du modéle binomial augmente, alors le taux
d’erreur doit &tre supérieur & 1 en valeur absolue d’aprés I’équation (2.74). De
plus, si c’est le cas, le taux d’erreur converge vers une constante qu’on note p. A
ce niveau, il est commode d’utiliser la méthode d’extrapolation afin de trouver
des résultats plus précis du modéle binomial. la formule d’extrapolation donnant
le prix d’option est définie comme suit :

C(2N) = <=0 ' (2:75)

p-1
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Quelques manipulations des équations (2.73), (2.74) et (2.75) nous donnent :

C(2N) = Cps + £840e(2N) (2.76)

La derniére équation montre que si le taux d’erreur, p() converge vers p, alors
l’erreur contenue dans la méthode d’extrapolation sera beaucoup plus petite que
I’erreur du modéle binomial, e(). Alors, la méthode d’extrapolation permet d’amé-

liorer la vitesse de convergence si celle-ci est lisse.

Dans le cas d’une option américaine, il n’y a pas de formule explicite permettant
de calculer le prix Cpg. Cependant, on définit un nouveau taux d’erreur basé sur

Uerreur réduite défini comme suit :

e(N) = C(N) — C(2N) (2.77)

Ainsi, ce nouveau taux d’erreur appelé taux d’erreur réduit est défini par ’expres-

sion :

N) _ C(N)-C(eN
p(2N) = :((213) = C((2N))—C((4N)) (2.78)

De cette derniére équation, on peut voir la relation entre le taux d’erreur et le

taux d’erreur réduit par la relation suivante :

N)—
p(2N) = B p(2N) (2.79)
Cela montre que la convergence du taux d’erreur vers une constante implique la
convergence du taux d’erreur réduit vers la méme constante. Aussi, dans le cas
des options ou la formule de Black-Scholes n’admet pas de solution explicite, la

méthode d’extrapolation améliore la vitesse de convergence.

On présente dans ce qui suit un exemple qui traite une option & barriére, cette

option est devenue 1'une des plus transigées sur le marché boursier gréce & son
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prix beaucoup moins élevé que les options ordinaires. L’option & barriére est une
option exotique qui peut étre créée ou annulée par le passage du prix de ’actif sous-
jacent au-dessus ou en dessous d’une valeur limite appelée barriére fixée & ’avance.
En effet, une option & barriére est dite continue quand sa barriére est observée
continuellement. Dans le cas ou ’arbre binomial est utilisé afin d’évaluer son prix,
il est important qu’une couche horizontale de nceuds soit placée par-dessus la
barriére. Sinon, la convergence sera irréguliére et ondulée, en plus, I’erreur du prix
sera treés élevée méme pour des grands nombres d’étapes de ’arbre binomial. C’est
4 ce niveau que le parameétre d’inclinaison s’intervient afin de bien placer la barriere
par-dessus la couche horizontale des nceuds. Maintenant, considérons une'option
a barriére dont K et By sont respectivement le prix d’exercice et la barriére définie
d’avance. L’option devient hors exercice si & n’importe quel moment pendant sa
durée de vie, le prix de l’actif sous-jacent passe en dessous de la barriére B; qui

est censée étre inférieure au prix initial de cet actif.

D’une part, comme on a vu précédemment, I’arbre du modeéle CRR est symétrique
par rapport a la couche des noeuds parfaitement horizontale passant par le noceud
initial So qu’on l'appelle la couche centrale. D’autre part, la barriére est une
droite qui se trouve entre deux couches horizontales et elle est parallele & toutes
les couches des nceuds de cet arbre. Aussi, pour bien évaluer le prix de cette option
avec la précision requise, il faut que la barriére coincide parfaitement avec une de
ces couches se trouvant en bas de la couche centrale. Par la méme approche, on

détermine le parameétre d’inclinaison qui est égal & :

= log(Bdﬁogz—Al\:oa\/A_t (2.80)
ou :
Ny = l"_“{%‘%ﬂ (2.81)

Ce choix de A, d’aprés Tian, nous dit que la barriére est atteinte aprés Ny baisses



61

du prix de l'actif sous-jacent. Par la suite, il est nécessaire de s’assurer que le
modéle binomial converge avec ce choix de A. Pour s’en assurer, il suffit de montrer

que le parametre d’inclinaison est borné. Alors, on pose :

e = Ny — 2i(Ba/%) (2.82)

Apres quelques manipulations, on obtient :

e eaVAz—ng(Bd/so) (2'83)

Lorsque | € |[< 0.5 et log(Bg/So) qui est une constante positive, 1’équation (2.67)
est vérifiée et le paramétre \ est borné pour des petites valeurs de At d’ou la

convergence du modéle binomial.

Cependant, ’arbre binomial est incliné vers le haut ou vers le bas respectivement
si la valeur de A est positive ou négative. Cela vient contre nos attentes puisque
toutes les couches des nceuds de I’arbre sont désormais obliques et que la barriére
est une droite horizontale qui ne peut plus s’ajuster & aucune couche de l'arbre.

Ce qui précede est évident d’apres I’expression :

ud = e2ro4t (2.84)

Dans ce contexte d’un arbre incliné, la valeur choisie du parametre d’inclinaison
) assure que la barriére passe par le premier nceud de la couche oil le nombre de
baisses de prix est Np. Pour résoudre ce dilemme, [’auteur propose une procédure &
deux étapes qui devise 'arbre binomial en deux parties, le modéle binomial flexible
devient le modéle binomial flexible & deux étapes. La premiére étape consiste &
travailler avec un arbre incliné ol la barriére passe par dessus le noeud le plus
bas de cet arbre, cela vient avec la valeur de A choisie ci-haut. La deuxiéme été,pe
nous fait revenir & I’arbre binomial symétrique ol toutes les couches sont hori-

zontales. Il faut toujours s’assurer que ’arbre soit recombiné apreés le changement
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des parametres. la figure 2.7 illustre ce qui précéde. Il est clair qu’a la zone (1)
du graphique, ’arbre est incliné, par contre il est symétrique & la zone (2) du
graphique. Par ce choix, on convient qu’a la premiére étape, I’actif sous-jacent
évolue suivant les parameétres (u, d, p, 1-p) calculés & partir du parameétre A\ dé-
terminé par 1’équation (2.80), ce qui nous assure que 1’arbre se place par-dessus la
barriére aprés exactement Ny baisses de prix consécutives & partir de (Sp). Alors
qu’a la deuxiéme étape, I’actif sous-jacent évolue en fonction des paramétres (uo,
do, po, 1 — pp) calculés quand A = 0 ce qui nous raméne au modele CRR avec
un arbre tout & fait symétrique. Il est crucial de mentionner que ’arbre reste re-
combiné par changement de paramétres, par conséquent, il reste recombiné par
passage de la zone (1) & la zone (2) du graphique 2.7. En effet, considérons deux
nceuds adjacents, & l'instant y,, soit les noeuds (Ng, j) et (No, j + 1) pour tout
0 € j € Ny — 1. L’arbre est recombiné si une baisse de prix & partir du noeud

(No, j + 1) donne le méme prix qu’une hausse de prix & partir du noeud (N, j).

Cela veut dire que :

S(No, 5)ug = S(No, 3 + 1)do (2.85)

Ce qui est équivalent & dire que :

ude°‘quSO = uj+ldN°_j_1doso (286)
Dong, il est clair que :
y=u (2.87)

Ce résultat est vrai pour toute valeur de A d’aprés la définition méme de ces
paramétres & ’équation (2.66). Par conséquent, I’arbre est recombiné par passage

de la premiére 4 la deuxiéme étape du modele binomial flexible & deux étapes.
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Figure 2.7 Le modeéle binomial & deux étapes

Le prix de l'actif sous-jacent évolue suivant le modele que voici :

idNo—3 G ) ; < N,
S(i,j)={u . SO A (2.88)

wdi NodgNosy  si P> Ny

Cet arbre est modifié mais il est toujours recombiné, ce qui permet d’utiliser la
technique itérative & rebours qu'on a vu au premier chapitre afin de calculer le

prix de 'option & barriére continue.
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2:6 Modele binomial généralisé

Le modele binomial généralisé, qu’on note par , présenté dans le papier de Chung
(Chung et Shih, 2007) n’est autre qu’une nouvelle formulation du modéle bino-
mial standard en ajoutant un nouveau parameétre de forme qui exprime ’étendue.
On appelle ce parameétre le parametre d’étendue et on le note par ¢ cette fois-ci.
Ce nouveau parameétre donne plus de facilité et plus de liberté au modéle stan-
dard permettant ainsi ’utilisation de la méthode d’extrapolation et d’avoir une

convergence lisse et rapide.

Le modéle binomial standard est aussi un cas particulier de notre nouveau modéle
binomial généralisé lorsque ¢ = 1. En effet, considérons le méme cadre de travail

de la section précédente ou :
4O = pudt+ odW (2.89)
Toutes les autres conditions du modéle binomial standard sont vérifiées. Le théo-

réme suivant met en place le modeéle binomial généralisé :

Théoréme 2.2. Les paramétres du modéle binomial généralisé sont définis comme

suit :
p = o
u = eSoVAat (2.90)
g = g

ot ( > 0, est un paramétre de forme de l’arbre binomial. Lorsque le nombre
de périodes du modéle augmente, le modéle binomial généralisé converge vers le

modéle de Black-Scholes pour une option vanille européenne.

Chung présume qu’avec ce choix de parameétre, la convergence du modele est
assurée du fait que la distribution du prix de l’actif risqué du modeéle binomial

généralisé converge vers une distribution log-normale dés que At — 0.
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2.7 Convergence du modele binomial généralisé

La convergence de ce modéle dépend de la valeur du parameétre ¢. Par exemple,
lorsque { = 1, on est alors en présence du modéle binomial standard qui ne
présente pas un mode de convergence lisse et monotone. Pour étudier en détail
la convergence de notre nouveau modéle, on définit la nouvelle erreur du prix qui
dépend & son tour de la position du nceud le plus proche du prix d’exercice K a

la. date de maturité.

En effet, soit :
5 = ulrghi g, (2.91)
ou Si est le noeud le plus proche du prix d’exercice a la date de maturité et m

est le plus petit entier vérifiant Sy > K. On définit v() comme une variable qui

mesure 1’écart entre Sy et le prix d’exercice K comme suit :

_ In(Sk/K) _ In(Sk/K
1N) = w5 = 77(.(5//@) (2.92)

ol Sx_; = u™ 1dN-(m-1) G, On précise que lorsque N augmente, la distance loga-
rithmique entre deux nceuds consécutifs In(u/d) diminue. Une fois la variable

est définie, voici le théoréme et les résultats qui suivent :

Théoréme 2.3. Soient Cy et Cgs les priz du modéle binomial généralisé de
paramétre ¢ fixé et celui de Black-Scholes respectivement, ces priz sont ceux d’une
option d’achat européenne de priz d’ezercice (St — K,0)*, alors :
Cps+O(1/VN), (#1

Cps +EC5ME 4 O(1/N), ¢ =1
ot B = —2Ke"T®(dy)oV/T, avec ®() comme densité de la loi normale standard,
dy = (In(Sy/K) + (r — 0®)T)/oV/T.

G (2.93)

Le modele binomial généralisé, comme le modéle binomial standard, converge vers

le modéle de Black-Scholes. Mais cette convergence n’est pas lisse et présente des
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fluctuations, ce qui diminue la précision des résultats trouvés. Cette fluctuation
est due au fait que la vitesse de convergence du GCRR dépend en général des
propriétés asymptotiques de la probabilité p. Chung suppose que le prix d’exercice
se positionne au centre des nceuds finaux a la date de maturité et appelle ce
nouveau modele le GCRR-XPC, et il décrit la vitesse de convergence & travers le

corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Soient Cn et Cgs les priz du modéle GCRR-XPC et celui de
Black-Scholes respectivement, ces priz sont ceuz d’une option d’achat européenne

de priz d’ezercice (St — K,0)*, alors :

CN=035+O(1/N) (2.94)

D’aprés ce corollaire, la vitesse de convergence du modéle dépend toujours des

propriétés asymptotiques de la probabilité p et elle est de I’ordre de O(1/N).

2.8 Conclusion

Gréce & sa simplicité, le modele binomial est I'un des importants modeles d’éva-
luation des options dans la finance, on a vu qu'il converge vers le modele de
Black-Scholes et qu'’il montre quelques faiblesses comme la vitesse de convergence
et plusieurs chercheurs, comme Tian et Chung, ont travaillé sur I’amélioration de
la vitesse de convergence en ajoutant généralement des paramétres qui ont ten-
dance & changer la forme de ’arbre binomial. Loin de la complexité des calculs
stochastique, le modéle binomial a réussi & modéliser des phénomenes financiers
trés délicats. Aussi, Il est important de voir la performance de ce modéle en étu-

diant d’autres types d’options plus complexes.



CHAPITRE III

ETUDE DE LA CONVERGENCE DU MODELE BINOMIAL
POUR DIFFERENTES OPTIONS

3.1 Introduction

On a vu précédemment la convergence du modéle binomial dans différentes si-
tuations et contextes. Plusieurs ont cherché des améliorations sur les parameétres
du modéle binomial afin d’accélérer la convergence qui reste le point faible de ce

modeéle.

Une fois que la convergence du modéle binomial vers celui de Black-Scholes est
établie, il est important d’étudier cette convergence de prés pour en tirer des
propriétés qui peuvent étre cruciales dans la prise de décisions des négociateurs
boursiers. De ce fait, plusieurs chercheurs se sont penchés sur cette question. En
particulier, quelques papiers, qu’on les cite plus loin, nous intéressent dans cette

partie de travail.

Dans ce chapitre, on prolonge notre travail & 1’étude des options plus complexes
comme les options & barriére, les options asiatiques et les options de diffusion avec
saut. Un peu plus loin, on présente les lettres grecques qui sont des instruments

importants et elles demeurent la base de la gestion financiére des options.

Dans une premiére partie, on traite le papier de Diener (Diener et Diener, 2004)
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qui est d’une bonne importance en ce qui concerne la convergence. Dans ce papier,
les auteurs ont étudié soigneusement et avec minutie 1’aspect oscillatoire asymp-
totique de la vitesse de convergence des options vanilles européennes du modele
binomial vers celui de Black-Scholes. Ils ont pu montrer aprés développement que
la vitesse de convergence est de ’ordre %, ou N est le nombre de périodes qui

précédent la date de maturité.

Dans une deuxiéme partie, on se penche sur ’étude approfondie des options a
barriére & travers ’analyse de quelques papiers intéressants comme celui de Lin
et Palmer (Lin et Palmer, 2013) ou les auteurs étudient la vitesse de convergence
des options européennes & barriére du modéle CRR vers celui de Black-Scholes.
Aussi, dans ce papier les auteurs détaillent ’origine des oscillations autour de la

vitesse de convergence.

3.2 Aspect asymptotique de la vitesse de convergence

La convergence du prix des options européennes du modele binomial vers celui
de Black-Scholes est un sujet trés populaire en finance. D’ailleurs, le prix obtenu
par le modéle de Black-Scholes est considéré comme une approximation de celui
calculé par le modéle binomial lorsque le nombre des étapes N avant la date de
maturité de ’option est trés grand. Par contre, il est rare ou des études sérieuses
a propos du sujet de la vitesse de convergence sont effectuées. Tout ce qui entoure
la convergence et ses différentes composantes telles que sa précision, le nombre de
périodes nécessaires afin d’obtenir un résultat précis, sa nature, sa monotonie et

sa tendance restent vague et abstrait.

Le papier de Diener (Diener et Diener, 2004), les auteurs ont détaillé avec précision
la convergence et ils ont trouvé des développements asymptotiques pour les para-

métres qui ont un impact direct sur la convergence et sa vitesse. En effet, la figure
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Figure 3.1 Evolution du prix du modéle binomial
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3.1 montre ’aspect irrégulier des oscillations du prix du modéle binomial. Aussi,

on remarque que ces oscillations se trouvent entre deux courbes qui enveloppent

I’évolution du prix. Donc, la détermination des équations analytiques de ces deux

courbes ou méme une approximation mathématique est d’une importance majeure

dans I’étude de la convergence.

En effet, on a vu précédemment que dans un contexte de modeéle CRR, le prix de

I’'option & la date initiale est de la forme :

SO"vb(a', Na P’) o '(1+Lr)n¢(a'a N: p)

(3.1)
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ou () est la distribution binomiale incompléte, telle que a, p et p’ sont les para-

meétres définis & ’équation (2.52) vue précédemment dans le deuxiéme chapitre.
Alors que dans le cadre du modéle de Black-Scholes ce méme prix est de la forme :

Cas(s,t) = Sod(dy) — Ke"Tg(dy)
dy = [In($2) + (r + 10?)(T — £))/[ovVT — 1 (3.2)
dp = [In(#) + (r — 30*)(T — 1)) /[ovVT — ]

ol ¢() est la distribution normale centrée réduite.

Aussi, on a vu la convergence du modeéle CRR vers le modele Black-Scholes traduit
par la convergence de la distribution binomiale incompléte () vers celle de la
normale ¢() détaillée dans le chapitre précédent, soit de I’équation (2.52) jusqu’a

’équation (2.61). Cette convergence est exprimée comme suit :

limpy C(N) = Cgs (3'3)

Maintenant, pour comprendre les oscillations de la figure 3.1, il faut étudier avec

détail la différence C(NN) — Cpg lorsque N tend vers I'infini.

En effet, dans le contexte du modéle binomial présenté dans le travail de Diener
(Diener et Diener, 2004), le choix des paramétres u et d est prédéfini. Aussi, ces
deux parametres conve;‘gent avec une vitesse de l’ordre de 1/4/N lorsque N tend
vers l’infini et cela découle des développements asymptotiques qu’ils possédent et

qui sont de la forme :

uw(N) =1+ F + § +O(55m)

(3.4)
d(N)=1-J=+ § + O(zw)

Dans le cadre du modeéle de Cox-Rubinstein, u = v = 02/2, tels que les termes p

et v disparaissent par passage & la limite. Donc, lorsque N tend vers 'infini et o
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est borné, % tend vers 0. Cependant, u et v sont les deux termes qui causent les

oscillations du prix de ’option.

En effet, la figure 3.5 nous montre que plus le terme p est important, plus les
oscillations des prix sont importantes. De la méme maniére que u et d, les pro-
babilités p et p’ de I’équation (3.1), qui sont des fonctions de u et d, convergent
asymptotiquement avec la méme vitesse de ’ordre 1/ \/ZN ). Alors, les auteurs re-
mettent 'origine de ce probléme a l'entier a qui est le plus petit entier j tel que

Souj dN-i > K.

Maintenant, soit k(N), la solution de Spu?d¥—7 > K, il est de la forme :

In(K/Sa—Nin(d(N
k(N) = 71(;(1;/(13))41?(((1((1\/{%) (3.5)

On peut le réécrire comme suit :
a(N) = [k(N)] 4+ 1= k(N) + 1 — {k(N)} (3.6)
ol [.] est la partie entiére et {.} est la partie fractionnaire.

Sous ces hypothéses de u et d, k(/N) posséde un développement asymptotique,
il reste que ce n’est pas le cas de k(IN) qui est bornée entre 0 et 1, n’ayant
pas un développement asymptotique ni une limite lorsque N tend vers l'infini.
Pour cela, on introduit la définition suivante permettant une extension du calcul

asymptotique.

Définition 3.1. Soit (f;)i<o une séquence de fonctions bornées en ¢ > 0. La
fonction f(e) posséde un développement asymptotique en € avec les coefficients

(fi)ico st pour tout m <0, ona :

lim,_yo+ €™ (f(€) — T2 fi(e)e') =0 3.7

le terme fi(€)e*est appelé le terme d’ordre i de l’expression.
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Supposons qu’il n’y a pas une expression unique avec les coefficients bornés. Ainsi,
le développement asymptotique du prix de I’actif C(N) est donné par le théoréme

suivant :

Théoréme 3.1. Soient u et d des valeurs qui satisfont ’équation (8.4). Alors le
priz d’une option d’achat européenne du modéle CRR posséde un développement

asymptotique avec des coefficients bornés dont la forme est :
C(N)=Co+%+%z+N—C\/=ﬁ+ ..... (3.8)

avec Cy = Cpgg, C1 = %T.Sbe'd?/z, di = (In(52) + (r + gg)T)/ax/T. Pour i
= 2,8,..., C;(N) sont des fonctions bornées pouvant étre calculées explicitement
d partir des expressions de u et d par la méthode de prolongation de Laplace. Le

terme C) ne dépend pas de N et il est nul lorsque p = v.

Il est & souligner que I’expression, des courbes qui enveloppent les oscillations du
prix de ’actif pendant son évolution & travers le temps, est donnée approximati-

vement par le terme Ca(N).
Comme résultat de ce théoréme, on peut conclure ce qui suit :

Premiérement, d’une part, un développement asymptotique existe jusqu’a 1’ordre
1 parce que (C}) ne dépend pas de N et il est nul lorsque 4 = v. D’une autre part,
il y a des modéles qui ne possédent pas de développement asymptotique pour des
ordres plus grands que 1, cela arrive avec les modéles ou les termes Cy, Cg, ...,

dépendent de N et ne convergent vers aucune limite.

Deuxiémement, il est important de constater que I’expression d’ordre 0, ne dépend
pas vraiment des valeurs de u et d, mais elle dépend des deux premiers coefficients
1 et +0/v/'N de I’équation (3.4). Seuls ces deux coefficients sont pertinents pour

le calcul de Cy. Par contre, pour des ordres plus élevés, tous les coefficients des
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expressions de u et d sont pertinents. En fait, cela explique pourquoi le prix
du modele de Tian, ol u = 1RV +1+ V12 +20—3) et d = JRV(v + 1 —
VvZ +2v = 3), et le prix du modéle de CRR ne sont pas égaux, mais ils convergent
tous les deux vers le modeéle de Black-Scholes comme le montre la figure 3.2 ou le

modéle de Cox-Rubinstein est représenté par les points rouges.
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Figure 3.2 Convergence des modéles de Tian et de Cox-Rubinstein

Revenons aux paramétres p et v, la figure 3.3 montre la convergence des deux
modeéles, la premiére courbe en haut présente ’évolution du prix du premier mo-
déle ot p # v, tandis que la deuxiéme courbe d’en bas présente le cas ou p = v.

Aussi, il est clair d’aprés le graphique que la deuxiéme courbe, en bas du graphique,
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converge beaucoup plus rapidement que ’autre qui présente une convergence non-

linéaire.

0.120

0113 —

0.110 —

nombre de périodes

Figure 3.3 Convergence des modeles de Tian et de Cox-Rubinstein

11 est & noter que ’expression de Cj, plus précisément le facteur (x4 — v), montre
que la convergence du modéle binomial vers celui de Black-Scholes est de 1'ordre
de (1/N), vu que C; = 0, et c’est le cas de tous les modéles ou u = v. Dans le
cas contraire, lorsque u # v, la vitesse de convergence est plus lente, et elle est
de 'ordre de (1/+/N) parce que C) # 0. Notons que tous les termes d’ordre 1/N,
1/NV/N,..., convergent vers 0 plus rapidement que 1/v/N.
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Aussi, la différence C(N) — BS est de 'ordre de 1/N & condition que u = v et les
auteurs affirment que ces résultats sont compatibles avec ceux trouvés par Leisen

et Reimer qui ont calculé une limite supérieure pour cette différence.

Leisen et Reimer ont congu un modéle donnant plus de précision tant a I’évaluation
des prix des options qu’a la convergence de leur modéle, qui est important en ce
qui concerne la convergence puisqu'’il posséde une convergence quadratique lorsque

N tend vers l'infini et non pas une convergence linéaire.

Le modéle de Leisen et Reimer est défini comme suit :

a = et

170 = IB(d21N)
p=pB(dy+ovT —t,N)

ol d; est le méme d, retrouvé avec le modéle de Black-Scholes et 3(., .) est 'inverse
de la distribution binomiale tel que 8(z, N) = 3(3—jezp(—(§73) (N +1/6))) 1,

On a alors que :

Il
Q
R

=l N~
I
e
o G
il

Troisiémement, la formule explicite permettant de s’assurer de la qualité de I’ap-
proximation du prix par un développement asymptotique avec des coefficients
bornés comme c’est le cas du théoréme précédent. Cette formule est donnée par
les deux corollaires qui suivent. Dans ces corollaires, on compare pour tout N,
la valeur de C(N), sa limite lorsque N tend vers 'infini et ’approximation du

deuxiéme ordre.

Corollaire 3.1. (Modéle de Coz-Rubinstein). Si l’actif sous-jacent est tel que :
1) u=em;
2) d=e ¥,
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Alors py=v = %02 et le priz & linstant t = 0 d’une option d’achat dont sa valeur

est égale & (SoudN— — K)* & Vinstant T = NAT satisfait la relation qui suit :

—d2
C(N,a) = BS — Soe_;l \/:2-1.;(0 Ta(a—1)+ Dy)% + O(m) (3.9)

ot dy = = (In() + (r+ 2YT), Dy = soar (4(In(32)? — 8rTIn() + 3T (40% —

1272—0%T)) et a = a(N) qui est la partie fractionnaire de k(N) = I'I'T(Lﬁ/(‘i‘,’)_)l_vg((j((ﬁ))))).

La figure 3.4 (a) montre une approximation de C3(N) lorsque N est pair une fois
et impair une autre fois. Tandis que (b), montre une approximation de C(N) et
de C3(N) ensemble. 1l est clair d’aprés le graphique qu'il est difficile de distinguer
entre les deux oscillations mémes pour des petites valeurs de N. Ainsi, le corollaire
précédent permet de comprendre au mieux les oscillations du prix d’une option

d’achat. En effet, la fonction a(N) qui est la partie fractionnaire de k(N) =

In(K/So~Nin(d(N)))
In(u(N))—In(d(N))

%N +a_3vVN + O(Vlﬁ) dans notre modéle considéré. Alors, le premier terme ne

dont le développement asymptotique est de la forme k(N) =

contribue pas & k lorsque N est pair puisque sa partie fractionnaire est égale a
0 et au contraire il contribue avec un facteur 1/2 lorsque N est impair. Ce qui
explique les oscillations de l'ordre 1/N entre les valeurs paires et impaires de N

dans le prix C(N).

Le deuxieéme corollaire, de ce chapitre, donne la formule explicite de C2(N) pour

le modéle de Van Den Berg ou l'auteur le définit par u = 1 + a\/—%— + ,u% et
d=1-oZ+uZ.

Corollaire 3.2. Si l'actif sous-jacent est tel que u = 1+ o/v/N + u/N et d =
1—0/VN+pu/N. Alors le priz d’une option d’achat européenne d l'instant t = 0,
dont son priz est égal a (SoufdN—7 — K)* & Uinstant T = NAT, satisfait la

relation :

O(N,a) = BS + Soe# |E(oVTala — 1) + Do)k + O(g).  (310)
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Figure 3.4 (a) Cy(N) lorsque N est pair et lorsque N est impair séparément (b)
C(N) et Co(N)

ot dy = = (In($)+ (r+ ZT), Dy = oo (4(n(R) +8T2u—r~ o2)in($2) +
32r(2u — 02)T? — 36r2T? + 24u(0? — p)T? + 302T(4 — 30?T)) et a = a(N) qui est

la partie fractionnaire de k(N) = l'l‘,(zﬁ/(i‘,’)')f IZ‘((:((II\\,’))))).

Finalement, la figure 3.5 montre 1'évolution du prix de ’option du modéle CRR
pour différentes valeurs de p, on remarque que pour N trop élevé, le parametre p
n'a plus d’importance et le modéle CRR converge bien vers le modéle de Black-

Scholes pour les différentes valeurs de p. Autrement, les comportements asympto-
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tiques de la courbe du prix de I'option du modéle CRR dépendent de plusieurs pa-
rameétres dont les plus importants sont les coefficients des développements asymp-
totiques des paramétres u et d. Il est & noter que lorsque u = 1/d, la vitesse de
convergence est plus rapide selon les auteurs parce que le développement asymp-
totique du corollaire (3.2) néglige I'effet de la queue O(1/N+/N) donnant ainsi

une excellente approximation de la courbe C(N).

eave

o108 -
0400 —
0095 -

0.110
o108 —
0100 = AﬁwfVV‘-Mvv~N«AAAﬁwwwvvN~AAmw¢vv»wmAAw«vv-~nf-v--~’
oo —

u=0.1

0410 -

¢108 -

000 N.M/\/\/\/\/\/V\/VVVV\M’”
ooes —

u=02

Figure 3.5 Evolution du prix pour différentes valeurs de u

Dans le travail de Diener (Diener et Diener, 2004), les auteurs ont montré qu’il
est possible de calculer explicitement un développement asymptotique avec coef-

ficients bornés pour le prix d’une option d’achat européenne du modele binomial.
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Ainsi, on arrive & la conclusion que la vitesse de convergence est de I’ordre de 1/N

pour la plupart des modeles.

3.3 Option a barriére et modéle binomial

On a vu dans tout ce qui précéde plusieurs notions sur la famille des modéles
binomiaux, leurs applications et leurs utilisations dans un environnement finan-
cier. Mais, on était toujours limité sur 1'étude des options plus ou moins simple
comme les options européenne et américaine. Il est temps d’étendre le travail afin
de voir V'efficacité de ce modéle binomial & résoudre le probléme d’évaluation du
prix d’autres options beaucoup plus complexes qui sont négociées par des volumes
énormes sur le marché boursier et de voir si le modéle binomial tient encore la

route en terme de convergence vers le modéle de Black-Scholes.

On commence par le travail de Kerry Back (Back, 2005), ou on trouve la définition
de chaque type d’option & barriére. Généralement, il existe deux familles d’option
4 barriére connue sous les noms 'Knock-out' et 'Knock-in'. Dans la premiére
famille, ’'option disparait dés que le prix de l’actif sous-jacent touche la barriére.
Tandis que pour la deuxiéme, ’option nait dés que le prix de ’actif sous-jacent
touche la barriére. Il est & préciser que :
— Une option de type "knock-in" peut étre évaluée & partir d’une "knock-out'
et réciproquement.
— La combinaison d’une option de type "Down-and-out" et une autre de type
'Down-and-in' forme une option d’achat ordinaire.
— 1l est facile de déterminer le prix d’une ‘Down-and-in" par soustraction du
prix d’une "Down-and-out" du prix d’une option d’achat ordinaire.
— La combinaison d’une option de type ‘up-and-out' et une autre de type

'up-and-in" forme une option d’achat ordinaire.
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— Les options "knock-out’ et les 'knock-in" sont moins chéres comparative-
ment au prix d’une option ordinaire.

On donnera quelques définitions des types d’options & barriéres plus loin dans

cette partie de notre travail. L’important est que Kerry Back a calculé le prix

d’une "Down-and-in" qui est évaluée & I'instant O grace a la formule suivante :

Ca = So((dr) — (£)Cr+o"g(dy))

- (3.11)
—~e K (g(dr) — (£)0m+/7" §(ds)

ou H est la barriére. Selon la position de cette barriere par rapport & K, on a :
— Si K > H, alors :

di = [In(32) + (r + 10?)(T — t))/[ovT — 1
d2 = d] = O'VT —t

3.12
dy = [In(H?*/K So) + (r + 362)(T — 1))/ [ovT — 1] o
dy=d, —ovVT -1t
— si K<H, alors :
di = [In(38) + (r + 102)(T - t)]/[ovT — 1]
d2 — dl = 0‘\/’1-'_—t (313)

dy = [In(H/So) + (r + 30°)T — t)l/[ovT — 1]
dy=dy—oyT -1t
Maintenant, on se met dans le contexte de Lin et Palmer (Lin et Palmer, 2013),
soit un actif sous-jacent qui évolue suivant les conditions d’'un modéle de Black-
Scholes. On désigne par Sy le prix initial, K le prix d’exercice, r le taux d’intérét,
o la volatilité, T la date de maturité, H la barriére et Cpg(So, K, T, H) le prix de
I’option & barriére & ’instant ¢, calculé par le modele de Black-Scholes. Aussi, on

considére le modéle CRR. tel que u = eV et d = u~! avec At = T/N.

L’idée derriére le papier de Lin et Palmer (Lin et Palmer, 2013) est que plusieurs

chercheurs dans le domaine ont pu, par différentes maniéres, montrer qu’il y a
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une convergence du modéle CRR vers celui de Black-Scholes lorsque le nombre
des étapes N tend vers l'infini, mais peu d’entre eux ont étudié la vitesse de
convergence qui est de l'ordre de O(1/v/N) comme ils le déterminent. Aussi, ils
prétendent que la convergence des options d’achats européennes est plus rapide et
il est de I'ordre de O(1/N). L’importance de ce papier provient du fait qu’aucun
de ceux qui ont étudié la vitesse de convergence n’a donné une forme explicite
du coefficient O(1/N) dans le développement de 'erreur définie par la différence

entre le prix CRR et celui de Black-Scholes.

Afin de prouver ce qu’on vient de présenter, on s’appuie sur le résultat du théoréme

suivant :

Théoréme 3.2. Dans le cadre d’un modéle CRR da N périodes, si le priz initial
est So, le taur d’intérét sans risque est r et la volatilité est o, alors le priz d’une
option d’achat européenne de priz d’exzercice K et de date de maturité T satisfait

l’éguation qui suit :

W&Kﬂm=QM%Kﬂ+ﬁﬁ%memMHOWMW

(3.14)
ot Cps(So, K, T) est le priz de Black-Scholes et
AK =1 — 2frac( %«- N/2) (3.15)
avec
A =—0’T(6+d}; + dy) +4T(d}; — dfy)r — 12772 (3.16)

sachant que les quantités dy; et dio sont égales respectivement d :

dyy = DR (3.17)

et
dys = dy —ovT (3.18)
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La quantité A% est une mesure logarithmique de la position du prix d’exercice K
par rapport & deux prix adjacents de ’actif sous-jacent & la date de maturité. En
effet, on considére jx ’entier j tel que :

Sj_1 = 'll:j_ldN_j+150 < K< 'u.de'jSo = Sj (319)
ol S;, est un prix d’exercice fictif du modéle binomial, alors j; = —int(—lx) olt

Iy = LB /N — N/2 (3.20)

avec int(x) qui représente le plus grand entier inférieur ou égal a x.

Maintenant, dés que AX = 1 — 2frac(—lk) on a

2jx =1 — AK + 2k (.21

Dans le cas d’une option & barritre, on introduit A dont I'interprétation change
d’une option & barriére & une autre selon qu’elle soit 'up’ ou 'down" et que la

barriére fictive soit un prix final ou non de l’actif sous-jacent.

Par exemple, pour une option & barriére dite down, on définit j, le nombre de fois
ol le prix de I'actif doit augmenter pour atteindre la barriere effective H. D’une

part, si cette barriére coincide avec un prix final de ’actif sous-jacent on a :

H = uindVN-i88y < H < uiHdVN-1-i1 8y = Hu (3.22)

ou :
ju = 3int(2ly) (3.23)

avec

Iy =l = L2 /N — N/2 (3.24)

D’autre part, si la barriére effective coincide avec un prix de l'actif sous-jacent au

moment précédent de la date finale, alors :

j;[ = udeN—l—jHSO < H < ujH"'ldN-(jH"'l)So = I‘;[’u (3.25)
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ju = zint(2ly) — § (3.26)

Par contre, si on considére le méme cadre de travail avec une option & barriére

dite up alors que la barriére effective est un prix final on a :

Hd = wr-1gN-1-Un-15, < H < windN-i1 Sy = H (3.27)

ju = —3int(2y) (3.28)

Et quand la barriére effective est un prix de 1’actif sous-jacent au moment précé-
dent la date finale, on a :
Hd = uindN-in Sy < H L wirdV-1-in S, = A (3.29)
ou :
ju = —Lint(2y) — 1 (3.30)
ou est la partie entiére.
On remarque de ce qui précéde qu’en définissant jy égale & lint(2ly) pour les

options & barriére dites down, et égale & —1int(2ly) — 1 pour celles dites up. La

barriére effective peut s’écrire sous la forme :

H = uiagN-in g, (3.31)
Aussi, on peut voir que :
ju=jn— 11 —en) (3.32)
ou :
0 si la barriére effective n’est pas un prix final de 1'actif sous-jacent
EN =
1 si la barriére effective est un prix final de l’actif sous-jacent

(3.33)
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De plus, soit :

rac(2l our les options dites down
AT frac(2ly) p P (3.34)
frac(—2ly)  pour les options dites up

Alors :

AR pour les options dites down

2y =2y — (3.35)

—AR  pour les options dites up
Finalement, on déduit que log(H) = (1—6H)log(H)+6%10g(Hu) pour les options
down et log(H) = (1 — 6)log(H) + 6{log(Hd) pour les options up. On revient &
la conclusion que A% est une mesure logarithmique de la position de la barriére
H avec deux prix adjacents & la date finale. L'un des deux prix mentionnés sera le
prix final de l’actif sous-jacent et ’autre sera la barriére effective H. Par exemple,
dans le cas d’une option & barriére dite down, le prix inférieur sera la barriére
effective et dans le cas d’une option dite up, c’est le prix supérieur qui sera la

barriére effective.

Le théoréme suivant montre que la vitesse de convergence est de 'ordre N=%/2, et
plus loin les auteurs développent la formule asymptotique des coefficients N /2

et N~! du modele CRR.

Théoréme 3.3. Dans le cas d’un modéle CRR 4 N-périodes, supposons le priz
initial Sy. Alors, la formule asymptotique pour évaluer une option d’achat euro-
péenne d barriére de date maturité T, de priz d’exercice K et de barriére H est
comme suitl :
1) pour une option dite down and out (do) et down and in (di) avec So > H :
a- SiH < K, ou H = K et K n'est pas un priz final, alors :

CuolSo, K, T, H,N) = Cs(S0, K, T, H) + [A1AF] Jo

+ [B1 — Di(AK)? — E1(AF)?] & + O(5hn)
(3.36)
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Cui(S0, K, T, H,N) = C#s(S,K,T,H) - [A1A%] J5
[Bz+D2(AK)2 Ei(AR) ] %+ O(%n)
(3.37)
b- Si H> K, ou H = K et K est un priz final, alors :
Cuo(So, K, T, H,N) = C#5(S0, K, T, H) + [A08] F5
+[33—ceN—E2(A 2| & + O(33m)
(3.38)

Cus(So, K, T, H,N) = C#s(So, K, T, H) — [A05] F5

— [Bs+ Ds(AK)? — Cek — Ea(AF)?] & + O(5hm)
(3.39)

2) pour une option dite up and in (ui) et up and out (uo) avec Sy < H, si H

> K, alors :
Cui(S0, K, T, H,N) = C¥s(So, K, T, H) — [As08] 5
[Bs + Dy(AK)? - Cek — Es(AF)?] % + O(33m)
(3.40)
Cuo(S0, K, T, H,N) = C¥5(S0, K, T, H) — [As0] J5
[Bs + D1(AK)? — C&k — Bo(AR)?] % + O(wm)
(3.41)
avec ;
diy = —“7'2—[09(2‘1):(?%2)7‘ ;  dip=dy—oVT
doy = log(Hz/Sof%(H%az)T ;  dp=dn—oVT
ds = —H-J—log(gn): (?laz)T ) dzgp=dz — 0 \/T
dyg = "’g(H/S"rff}g-f“L%”z)T ) dp=dgy—0 \/T
e = ,.__2%,_2 : d=a+%
B = a""—4a'428;+12r2 : B - %r_
G = 2T(ady+BVT)+ (L —a)1-d3), i=1,.4
9% = Wleda+AVT)+ (T —d)1—dd), i=1,.4

—1_2r —d2 'y
g Vénﬁe : (91 91) G2=:75'2gﬁ(§a) "Te 3 (G — 9a)
2
Gs = 2% = T Kas) .  Ga=Fhe " (ds— %94
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On définit une option européenne a barriére comme un instrument financier qui
s’active et se désactive par la position du prix de ’actif sous-jacent par rapport
4 la barriére. Elle peut étre activée ou désactivée & la baisse comme & la hausse.

Egalement, on peut citer quatre types d’options d’achat & barriére pour chacune

4v/Thy(dg1, d22)

4+/Thy(dy, da2) + 2%«34’2‘*(1 - K)

4v/T(h1(dar, daz) — hy(—da1, —da2)) — 2%3__?21(1 - £)

G1 — G2 + Tho(da,ay,) By =B — &

Gs — G4+ Iho(da14,5) By= B3 — G,

G2+ G3 — G4 + Tho(da1,ap) — Tho(—da,—dgs) Bg = Bs — G
%e__ﬁl(%ﬂ)‘l‘%aﬁ , Cp= %e'—'ﬁl (day — £ dgo)
7‘?1-[6__:%1 (d41 = %du) ’ C= %(02 = Cs)
ScPoyT-C, D=9, Di=Di+D;

8T ha(da1,da2) + C1 E; = 8Thy(dy, de2) + 3(3C2 + C3)

8T (ha(—da1, —d22) — ha(—da1, —dg2)) — C1 + 3(3C; + C3)
hi@,y) = ()77 (H&'S() - SKTaR(y)),  i=0,1,2

I = (08T

des deux familles, les voici :

]

1

Pour chaque type cité de 'option & barriére, on trouve deux sortes de vente ou

Up and in, qui s’active & la hausse, c’est lorsque le prix franchit un niveau
a la hausse;
Up and out, qui disparait lorsque l’actif franchit un niveau & la hausse;

Down and in, ’option ne prend effet que lorsque l’actif franchit un niveau
a la baisse;
Down and out, I’option disparait dés que le prix de ’actif franchit la barriére

a la baisse.
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d’achat. Ainsi, on retrouve au total huit options & barriéres ou il est possible

d’évaluer 'une & partir de l'autre si elles appartiennent & la méme famille.

Revenons au théoréme précédent, on précise que lorsque H < K, l'option dite up

est une option vanille et elle n’est pas incluse dans le théoréeme précédent.

Ce théoréme montre que dans tous les cas, la vitesse de convergence de 1'option
a barriére est de l'ordre de 7117 et que la majeure partie de l’erreur est dans la
quantité %. L’importance de ce théoréme vient du fait qu’il étudie avec détails
la monotonie de la convergence et qu'il ne présente pas des effets croisés comme

ARAK ou eyAR.

En effet, la quantité Af oscille entre 0 et 1 ce qui provoque une oscillation dans la
convergence du prix de ’option. Donc, la majeure partie de 1’oscillation est causée
par la position de la barriére par rapport aux deux prix adjacents & la date de
maturité dans le cadre d'un modéle binomial et non pas par la position du prix
d’exercice par rapport & ces deux prix adjacents. Aussi, la quantité Ce?, provoque
une oscillation additionnelle lorsque H > K, cette oscillation est provoquée par le
fait que la barriére soit un prix final ou non. Finalement, une remarque intéressante
est I'absence du terme A dans I’expression de I'option dite down and out lorsque
H > K ce qui exprime la non-importance de la position de K sur la vie de ’option.
En effet, pour que ’option reste en vie, son prix doit rester toujours au-dessus de
la barriére H qui est supérieure & K le prix d’exercice. Donc, la position de K n’a

pas d’influence sur la vie de I'option.

Maintenant, on remarque que pour les 4 types d’options illustrées dans le théoreme
précédent, le développement asymptotique de 'option peut s’écrire sous la forme
C(N) =Cgs+ % +38r 4+ O(1/N %). Cela arrive dans le méme contexte du travail
de Diener (Diener et Diener, 2004). De plus, on peut conclure que :

1) VN(C(N)—Cps)—An — 0 lorsque le nombre des étapes N est trés grand.
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2) N(C(N) — Cgs — An/V'N) — By — 0 pour des grandes valeurs de N.

Les expressions de et ont été calculées comme suit :

Cos(So, K, T, H) = So(dar) — ke"T¢(dao)
—(S0(50) T B p(dar) — Ke~T(2) 0 oDgp(dgs))
CEs(So, K, T,H) = So¢(ds1) — ke T ¢(ds2)
~(So(8) B ($(~dn) — $(—dar))
—Ke~T(5)4=0) (¢(~dan) — ¢(~du2)))

A ce niveau, on a calculé les prix de deux options d’achat "Down-and-out' et
'"Down-and in' lorsque Sp = 100, K =100,r=0.1,0 =025, T=1et H= 95 et
pour différentes valeurs de N. On trouve les résultats illustrés dans les tableaux
3.1 et 3.2. Ces résultats confirment la théorie inventée par Lin et Palmer (Lin et
Palmer, 2013) et on peut voir clairement la convergence de ’option & barriére et

sa vitesse qui est de 1’ordre de (1/N) comme on avait expliqué.

N = 1000 1500 5000
g, 7.045 7.045 7.045

7.382 7.128 7.071
VN(C¥ - C%) 10.649 3.238 1.828
A4 11.444 3.325 1.865
N(C# — C¥%; — A% //N) -25.143 -3.379 -1.998
Be -25.143 -3.379 -1.998

Tableau 3.1 Evolution du prix d’une option 'Down-and-out*

Les auteurs ont réussi & calculer des coefficients explicites pour les termes en
g \/ZN )) et (1/N) du développement asymptotique de 'erreur entre les deux
modeles CRR et Black-Scholes.



89

N = 1000 1500 5000
& 7931 7.931 7.931
) 8.013 8124 7.956
VN(C¥ — Cl, 10.586 3.187 1.8

AL 11.444 3.325 1.865
N(C¥ — C¥, — A®/VN) -27127 -5.363 -3.982
B -27.127 -5.363 -3.982

Tableau 3.2 Evolution du prix d’une option *Down-and-in’

Dans la méme optique, et toujours dans le sujet des options & barriéres, Appoloni
et Ligori (Appoloni et Ligori, 2014) ont réussi & développer une expression asymp-
totique pour cette famille d’option et ils ont donné une explication aux deux cas

ol la vitesse de convergence est de I’ordre de 1/v/N et de 1/N.

En effet, les auteurs ont analysé 1'erreur entre le modele CRR et celui de Black-
Scholes en évaluant une option d’achat européenne & barriére digitale. Une option
d’achat & barriére digitale, telle que présentée dans ce travail, est un contrat
qui paye 1 si le prix de l'actif sous-jacent & la date de maturité est supérieur &
son prix d’exercice et 0 sinon. Aussi, le prix du contrat dépend du chemin que
fait le prix du sous-jacent pendant son évolution de l’instant initial jusqu’a la
date de maturité. Dans ce travail, les auteurs ont pris soin de détailler I’erreur
Errcrr(N) = Cggrr(N) — Cps pour tout entier N. Pour cela, on a besoin de
nouveau des quantités, AKX et AX, K est le prix d’exercice et H est la barriére. La
quantité AKX mesure la position de K par rapport & la position des deux noeuds
adjacents 4 la date de maturité en échelle logarithmique. De plus, si K se trouve
entre Sy j,—1 et Sy, alors AX se trouve entre -1 et 1, et elle prend les valeurs

-1, 0 et 1 respectivement lorsque K se trouve sur le nceud Sy j, -1, au milieu entre
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les noeuds Sn,jx—1 €t Sn,j, et finalement lorsque K se trouve sur le nceud Sy, -

De méme, la quantité A%, mesure la position de la barriére par rapport & la
position des nocuds de I’arbre binomial en échelle logarithmique. Aussi, elle est
comprise entre 0 et 1. Pour les cas particuliers o elle est égale & 0 ou 1, la barriére

effective coincide avec une couche horizontale de I’arbre binomial.

les deux propositions suivantes déterminent les prix de deux options & barriéres

digitales :

Proposition 3.1. Le priz d’une option d’achat "Down-and-in" du modéle bino-

mial avec une barriére H < K < Sy est égal a :

Cdi-digital(SO, Ka T) Ha N) = e—rT Zfigk ( (N-—sz-'l'}\‘l{)!!(sz-i)! )pz(l =¥ p)N_i (342)

Proposition 3.2. Le priz d’une option d’achat "Down-and-out” du modéle bino-

mial avec une barriére H > K est égal d :

Coo-atigitat(S0, K, T, H,N) = e (T . (wm)r' 1 — o)

(3.43)

2j N1 i N—i
= Eiigk((N—2jH+i)l(2jH—i)!)pz(1 —p"T)

A D’aide de ces deux propositions, on peut déduire les prix des autres types d’op-
tions par soustraction des prix obtenus du prix du modéle CRR standard. On
rappelle que les termes sont les mémes que ceux calculés dans le travail de Lin et

Palmer (Lin et Palmer, 2013).

Les deux théorémes qui suivent, donnent une expression asymptotique de I’erreur

ce qui nous raméne au méme contexte de Lin et Palmer, et Diener.

Théoréme 3.4. Dans le cas d’un modéle CRR a N périodes, ’erreur Errgrr(N)
pour le priz d’une option d’achat européenne digitale avec une barriere H < K

est égal @ :
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— pour une option d’achat "Douwn-and-in’ digitale :

ETTCRR(N) = e"T((/LcSﬁ + A~25{V1)1/\/1_V
+(B1+ Bo(AK)? + BsAR AR (3.44)
+B4(AF)?)1/N) + O(1/N+/N)

— pour une option d’achat "Douwn-and-out” digitale :

ET’I‘CRR(N) = C—TT((CYl(Sﬁ + ézéﬁ)l/\/ﬁ
+(D1 + Dy(AK)? + DsAKAR (3.45)
+Dy(AF)?)1/N) + O(1/NVN)

Dans ce premier théoréme, on remarque que le terme en 1/ V/N dépend 3 la fois
de la position logarithmique du prix d’exercice par rapport aux nceuds a la date
de maturité et de la barriére par rapport aux nceuds de ’arbre binomial. Par
conséquent, ce terme disparait lorsque K se trouve & la moitié du segment [Sn j, 1,
SN.jx-1] et L doit se trouver exactement sur une couche horizontale de I'arbre

binomial.

Théoréme 3.5. Dans le cas d’un modéle CRR d N périodes, Uerreur Errcrr(N)
pour le priz d’une option d’achat européenne digitale avec une barriére K < H
est égal a :

— pour une option d’achat "Down-and-out” digitale :
Errcrr(N) = e—rT((El - E26,{§)1/\/1V
+(F, + BAR + B AKAR (3.46)
+F(AF)M)1/N) + O(1/NVN)
— pour une option d’achat "Down-and-in" digitale :
ET’I‘CRR(N) = e"'T((él + C%éﬁ + é351{,{)1/\/ﬁ
+(Hy + Hay(AR)? + HsARAR (3.47)
+Dy(AF)? + Ho(AF)?)1/N + O(1/NVN)
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ol tous les termes utilisés dans ces deux théorémes sont les mémes que ceux définis

dans le travail de Lin et Palmer (Lin et Palmer, 2013) dans leur théoréme (7). De

plus, on définit ce qui suit :

—a2

(&)(1—21)6—222
—24; — 4oV T ¢(¢7122)(41)(1 257)

(507 (s ;if ~ ¢(dn))
(J><1-21>““ =

(J>“-27>“” (—%2)(2dzs — 40v/T)
(S8 21’“"“ 2 (_da)(—2dy + 8av/T) + 802T4(dy))

_42

:72_1-[ (_ 2 )

(= —u)v—'m =

&}, +dud3,+2dia—4d11 | (2—dndia—di)VT 4 Tdy 2

r 24 + 6o 20

—d

pe=u
V2h

— Ay, Cy = —4A;
— By, Dy = c3 — By, D; = —B;, Dy=—-B4

—d2

eNe—vu 4 (S)0-2e-

ev“f A IO t0/4(da)

~d2
T (0 — )+ () 2 40 _ ) 4 p(de) ()07
—d2 42

v—fzﬁ'd%fN + (50~ 2_’)(3 dgze — 4eyav/T)

_42

) + (P j“ Jor (4 — 4avT) — ()07 9(di)80T
—E, G2 =c1, Ga = —FE;
C2 — Fl, Ffz = C3, I'~Ia = —Fz, FI4 =—Fy

Dans le théoréme précédent, le terme en 1/ V/N de l’expression de ’option "Down-

and-out’ ne dépend pas de la quantité AK, ce qui est évident parce que H>K.
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Donc, la position de K n’a pas d’importance dans cette situation. Aussi, lorsque
H>K, il n’est pas possible que les termes en 1/ VN disparaissent totalement puis-
qu'il y a des termes constants £ et G; dans I’expression. Comme solution & ce
probléme de non annulation du terme en 1/ V'N, les auteurs proposent de choisir
des valeurs de K et H qui annulent respectivement AX et A¥ puis de calculer B,

et G, et de soustraire leurs.valeurs de I’approximation binomiale du prix.

0.884
0.882

0.880

| ml'l‘ I " hl "I| M thq i “"w ‘h],l ‘lh| “hl
| "I | N LA

0.87

]

0878 —

0.874 —

0.872 —

nombre de périodes

Figure 3.6 Convergence d’une option & barriére "Down-and-out"' digitale

La figure 3.6 montre la convergence du modéle CRR standard vers celui du modele
Black-Scholes pour une option digitale *Down-and-out’ ot C25 digital (S0, K, T, H,1,0) =

e~ (p(d12) — (%)1"%) On remarque ainsi qu'il y a une forte oscillation de
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Cc’fﬁ-g,-ta,(N ) autour de Cg‘iﬁgm, due & la position de K et H simultanément
par rapport aux nceuds de ’arbre binomial. Il est clair dans ce cas que la conver-

gence est de 1’ordre de 1/v/N.

Par contre, la figure 3.7 montre la courbe de convergence du modéle CRR-corrigé
par interpolation et qui est présenté dans le travail de Appolloni (Appoloni et al.,
2014), on remarque qu’il n'y a plus d’oscillation autour du prix C£2 4 ;4 si bien
que la convergence est rapide et monotone. Dans ce cas, ’effet de la position de

K et H est eliminé et la convergence est de I'ordre de 1/N.

0.8794 —

08792 —

08790 —

0.8788 —

0.8788 —

100 200 300 400 500

nombre de périodes

Figure 3.7 Convergence du modéle CRR-Corrigé d’une option & barriere *"Down-

and-out" digitale
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Dans le méme contexte, Gobet (Gobet, 2001) a analysé et interprété la convergence
en zigzag des options & barriére, comme c’est illustré sur la figure 3.8. Aussi, avec
un travail similaire mais avec d’autres techniques, il est arrivé & conclure que la

convergence est de ’ordre de 1/N et ne dépend que de la position de K et H.

24 =

”‘MM\[\‘\MN\M

2t

nombre de périodes

Figure 3.8 Convergence en zigzag d’une option a barriére
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34 Exemple d’évaluation d’une option asiatique par le modele

binomial

Dans ce paragraphe, on étudie le modéle binomial en évaluant un autre type
d’option qui est 'option asiatique. On s’intéresse au papier de Massabo et Russo
(Costabile et al., 2006) ou ils ont développé un modéle binomial ajusté afin de

bien trouver un prix d’option plus précis et plus crédible.

En effet, une option asiatique est un contrat qui donne le droit & son détenteur
de prendre en référence la moyenne du cours du sous-jacent tout en ayant un
prix d’exercice fixe ou flottant. Cette moyenne, du cours du sous-jacent, peut étre
arithmétique ou géométrique, et elle peut étre observée sur toute la durée de vie
de l'option ou une période précise a la fin de la durée de vie. Il y a huit type
d’options asiatiques, il y en a quatre ol le payoff est calculé sur une base de cours
moyen et prix d’exercice fixe, et quatre autres sur une base de cours moyens et prix
d’exercice flottant. Le payoff de la premiére famille est de la forme de f(M (), K)
ol cette option peut étre une option d’achat ou de vente ot M(t) est la moyenne

qui peut étre arithmétique ou géométrique. Pour la deuxiéme famille, le pay-off

est de la forme f(M(t), S(t)).

Dans ce travail, les auteurs présentent le travail de Hull et White, puis ils déve-

loppent leur modeéle binomial ajusté.

On considére une option d’achat européenne écrite sur la moyenne arithmétique
d’un sous-jacent de prix S(t), & la date t. A la date de maturité T, le payoff est de
la forme (A(T+t)— K, 0)* ou A(T+t) est la moyenne arithmétique du sous-jacent
calculée sur la durée de vie de 'option T .avec un prix d’exercice K. La moyenne

arithmétique est calculée comme suit :

A(T +1t) = i T, St +iAt) (3.48)
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ou At =T/N, et on revient au méme cadre du modéle CRR pour tous les para-

metres N, u, d, p, r et 0.

Dans le cadre d’'un modeéle binbmia,l, le probléme d’évaluation des options asia-
tiques revient au nombre élevé des payoff possibles & chaque noeud de ’arbre bino-
mial. Alors, Hull et White considérent un ensemble représentatif des moyennes a
chaque neeud (i,j). Il est & noter qu’au noeud (i,j) ’actif sous-jacent a fait j hausses
et i-j baisses. Le maximum et le minimum de la moyenne représentative, Apmqz (%)
et Amin(i) & linstant sAt pour i=1,..,N sont de la forme Spef™ avec h comme

paramétre fixe et m est le plus petit entier satisfaisant les équations suivantes :

Amas(i) = Soe™ > liAmec(i — 1) +uS(i — 1,i — 1)]
(3.49)
Apin()) = Soe™™ € H[iAne(i — 1) +dS(i — 1,3 —1)]

ol S(i,j) est la valeur du prix de lactif sous-jacent au noeud (i,j).

Une fois la valeur de m est déterminée, il est plus facile de déterminer les autres
éléments de I’ensemble représentatif des moyennes qui sont de la forme de Spe* ou
k représente tous les entiers supérieurs ou égaux & —(m — 1) et inférieurs ou égaux
a m — 1. Aussi, il est & noter qu’a chaque nceud de l'instant i{A, l’ensemble des
moyennes représentatives est inchangé. Par la suite, on note par A(i,j,k) la k-2me
moyenne représentative du nceud (i,j), alors la valeur de ’option qui correspond

& cette moyenne & ce nceud est notée C(3, 4, k), qui est de la forme :

C(i,j k) = e™pC(i+1,5+1,ky)+qC(+1,7, kq)] (3.50)

ott C(i+1,5+1,k,) et C(i+1,j+1, kg) sont respectivement les valeurs de ’option
correspondants aux moyennes représentatives [(i + 1)A(3, 7, k) + uS(3, 5)] /(3 + 2)
et [(i+1)A(s, 7, k) +dS(i, 5)]/(i+2). Enfin, la valeur de ’option peut étre calculée
comme on a vu précédemment pour le modéle binomial. Mais, le modéle de Hull
et White reste trés sensible au paramétre h qui a un effet direct sur 1’évaluation du

prix puisqu’il détermine le nombre des moyennes représentatives. Aussi, plusieurs
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ont essayé de déterminer le paramétre h mais il reste toujours sensible, et il a

d’importants impacts dans le processus de calcul du prix de ’option.

Toujours dans le méme cadre de travail, on évalue le prix d’une option asiatique
écrite sur la moyenne arithmétique du sous-jacent dont le prix évolue suivant le
modéle CRR. La différence portée par le modéle binomial ajusté, qu'on décrit dans
cette partie du notre travail, par rapport aux autres approches comme celle de
Hull et White, est dans le choix des moyennes représentatives des nceuds servant
& calculer le prix de 'option. En effet, considérons le nceud (i,j), I’ensemble des
moyennes représentatives est déterminé grice a une procédure simple. En effet, on
commence par calculer la moyenne maximale associée au nceud (i,j) qu’on le note
Anmaz (1, 7), cette moyenne est produite par la trajectoire 7,4, qui est la trajectoire
obtenue aprés j hausses consécutives et (i-j) baisses consécutives du prix du sous-
jacent. Cette moyenne sera la premier élément calculé de I’ensemble des moyennes
représentatives et elle sera notée par Amaz(i,7,1). Ensuite, le dernier élément
de cet ensemble qui est Anyin(%,7), est produit par la trajectoire Tmi, obtenue
aprés (i-j) baisses consécutives et j hausses consécutives. Le reste des éléments,
A(i, 4, k) ot k=1,..,j(i-j), sont calculés récursivement en posant Smaz (%, j, k) comme
la plus grande valeur du prix du sous-jacent n’appartenant pas & Ty, €t on calcule

A(i, 3, k) comme suit :

A(i’ja &+ 1) = A(Z,], k) = H%(Smaz(z,], k) = Smaa:(i,j, k)dz) (351)

L’ensemble des moyennes représentatives au noeud (i,j) est formé par j(i-j)+1

éléments dont le premier et le dernier sont égals a :

A(i, 4, 1) = Amaa(iy§) = 21(Thoo Soul + Tyt Souh+-1)
A(G, 7,5 —5)+1) = Amin(i,§) = 21(Theo Sod® + T " Sod™+?-1)
(3.52)

Une fois 1’ensemble des moyennes représentatives est déterminé, il est facile de
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calculer le prix de 'option & la date voulue récursivement par la formule déja

connue sous la forme :

C@i,j,k) = e ™ (pC(i+1,7+1, k) + qC(+1i, 5, ka)) (3.53)

ou C(i+ 1,5 +1,k,) et C(+14,j, kg) sont respectivement associés aux moyennes

(6 + 1)AG, , k) + uS(, 1))/ +2) et (G +1)AG, 5, k) + dS(, 5))/( +2).

3.5  Les lettres grecques

Les lettres grecques sont des instruments financiers trés importants dans la ges-
tion financiére puisqu’ils mesurent en quelques sortes I'impact des variations des
parameétres qui forment la valeur de l'option sur ce dernier. En fait, la valeur de

ces instruments dépend du modeéle d’évaluation qui en découle.

Dans cette partie, on présente les principales lettres grecques, soit A et I'. Puis,
on étudie la convergence de A dans le concept du modeéle binomial. On s’intéresse
principalement dans cette partie & ’étude du papier (Chung et al., 2011) ou les
auteurs ont étudié avec minutie la convergence de A dans différents contextes du

modéle binomial.

En effet, A est la mesure de la sensibilité du prix de ’option par rapport & une
variation du cours du sous-jacent. Dans un cadre du modéle de Black-Scholes, A

d’une option d’achat est calculée suivant I’équation suivante :

Ac =32 = N(4) (3.54)

ot N est la distribution normale centrée réduite et d; est la méme que 1’équation

(2.25). De la méme maniére, pour une option de vente Ap = N(d;) - 1.

La mesure I est la mesure de sensibilité de A par rapport & une variation du cours

1 N'(d
du sous-jacent. Donc, on a I'ec =T'p = E(\/—‘T—)-
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Dans le cadre d'un modeéle binomial, on trouve principalement deux méthodes
qui permettent de calculer avec précision ces instruments. La premiére consiste
& évaluer 'option pour deux prix différents du sous-jacent puis de calculer le
rapport de la différence des évaluations trouvées sur la différence des valeurs du
sous-jacent utilisé. Par exemple, pour calculer A d’une option de prix C dont le
prix du sous-jacent est S, on calcule tout d’abord le prix de ’option pour le prix
du sous-jacent est 0.99S qu’on le note Cygg, puis on calcule la valeur de I'option
pour le prix du sous-jacent 1.01S qu’on le note C)g; puis on a A = %%:—g%g%.

Dans cette méthode, plus la variation du cours du sous-jacent est petite, plus le

calcul des grecques est précis.

.Sp(n,n + 3)
5(0,3)...
G
S(0,-2)=S S(0:2) =5
S
S(0,1)...
...8(n, 1)
t=1t_, t=1t_, b=ty e t =ty

Figure 3.9 Arbre binomial & (n+2) périodes

La deuxiéme méthode, appelé la méthode de ’arbre binomial étendu, consiste a

ajouter deux périodes & ’arbre binomial qui commence cette fois deux périodes
)
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plutdt & t = t_s. la figure 3.9 explique ce qui précéde. En fait, on évalue I'op-
tion & l'instant t =t_, puis les valeurs trouvées aux nceuds (0,3) et (0,1) sont
les valeurs de l'option lorsque le prix initial du sous-jacent est S(0,3) et S(0,1)

respectivement. Finalement, on calcule A qui est égale & %((%%'

Il y a plusieurs études qui ont été faites autour du modeéle binomial et de sa
convergence vers le modeéle de Black-Scholes, mais peu d’études ont été consacrées
& l’étude des lettres grecques et leurs convergences. le papier de (Chung et al.,

2011), cité plus-haut, a essayé de mettre les lumiéres sur ce sujet.

En effet, dans ce papier, les auteurs ont étudié en détail la vitesse de convergence
de A dans différents concepts du modéle binomial. Pour commencer, ils ont défini
le parameétre €¢(n) qui est une mesure de la position des nceuds par rapport au
prix d’exercice K a la date de maturité T. Soit m le plus grand entier tel que

Sk = Sou™d" ™ < K. Alors :

 in(Skar/K) _ In(Sxar/K
e(n) = onffl = ek (3.55)

Toujours dans un contexte du modeéle binomial, u et d sont les paramétres d’une
hausse du prix et d’une baisse du prix respectivement, Sk.; est le prix du sous-

jacent juste en dessus du prix d’exercice a la date de maturité.

Le théoréme suivant présente la vitesse de convergence de la lettre grecque A

calculée dans le contexte du modéle CRR.

Théoréme 3.6. Soit An,CRR est le A du modéle CRR d n-périodes, d’une option
de vente européenne standard, calculée par la méthode de l’arbre binomial étendu
et Apg est le vrai A du modéle de Black-Scholes, alors :

2
A e 41/2

Ancrr = Aps + Sm f(e(n)) + O(1/n) (3.56)
ot dy = (In(S/K) + (r + 02/2)T) /(0 VT), f(e(n)) = 2da2(—€(n) + €(n)?) et dp =
dy —oVT
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Ce théoréme montre que dans le cadre du modele CRR ‘utilisant la méthode de
l’arbre binomial étendu pour calculer A, la vitesse de convergence est de ’ordre
de O(1/n). Aussi, le modeéle de convergence illustré dans ce théoréeme montre des
oscillations causées par la position du prix d’exercice par rapport aux nceuds a la
date de maturité qui change lorsque n augmente. Donc, ’erreur de A du modéle
CRR est produite par la position des noeuds & la date de maturité autour du prix

d’exercice.

Si le modéle de convergence de A du modéle CRR n’est pas monotone & cause de
la non-stabilité de I’erreur qui en découle, le modéle CRR généralisé présente un

autre modéle de convergence de meilleure qualité selon le théoréeme suivant.

Théoréme 3.7. Soit A,,,GCRR est le A du modéle CRR généralisé a n-périodes
d’une option de vente européenne standard calculée par la méthode de l’arbre bi-

nomial étendu et Agg est le vrai A du modéle de Black-Scholes, alors :

A, corr = Aps + O(1/n) (3.57)

Contrairement au cas du modéle CRR, de ce dernier théoréme on constate une
convergence monotone et lisse, ce qui permet l'utilisation de la technique d’extra-
polation afin d’améliorer la qualité de 'estimation de A. Alors, soit 'erreur de A

du modéle binomial standard qui a la forme suivante :
e(n) = A, — Aps (3.58)

ou An et Apg sont les A du modéle binomial standard et du modéle de Black-

Scholes respectivement.

Aussi, on définit le taux d’erreur sous l’expression :

p(n) = e(n/2)/e(n) (3.59)
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Le taux d’erreur exprime le taux d’amélioration de la précision de la conver-
gence lorsque le nombre des périodes n est doublé. Sous ’hypothése que le modele
binomial converge avec une vitesse de 'ordre de O(1/n), le taux d’erreur p(n)
converge vers 2 lorsque le nombre de périodes n tend vers l'infini. De plus, par
la méthode d’extrapolation, on détermine une approximation de A du modéle de

Black-Scholes sous la forme :

Aps(n) = 2A(n) — A(n/2) (3.60)

De ce fait, on peut écrire 1’erreur comme suit :

&(n) = Aps(n) — Apg = (2 — p(n))e(n) (3.61)

D’aprés cette expression, ’erreur calculée par la méthode d’extrapolation dépend
de la différence entre 2 et le taux d’erreur p(n). Aussi, une fois que p(n) se situe
entre 1 et 3, la valeur absolue de ’erreur calculée par la méthode d’extrapolation
est plus petite que l'erreur (|é(n) < e(n)). Alors, dans le cas de A du modéle

binomial standard, ’extrapolation augmente l’erreur.

3.6 Conclusion

Le modeéle binomial est un excellent concept simple permettant de modéliser des
phénomeénes trés complexes et aléatoires dans la finance. Ce modéle propose une
théorie efficace qui a réussi avec le temps & intriguer les chercheurs qui n’ont jamais
cessé de poser des questions autour de son application dans différents domaines
et dans la finance en particulier. Le modéle binomial, par sa simplicité, répond &
tous les critéres qui font de lui un concept robuste capable de modéliser tous les
phénomeénes. Bien que le modéle binomial montre quelques points faibles en ce qui

concerne la vitesse de convergence, mais sa flexibilité et extensibilité font de lui
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un concept incontournable dans la finance. En effet, on a étudié la convergence du
modéle binomial ainsi que différents modéles qui en découlent comme le modéle
de CRR, le modéle binomial flexible ou le modéle CRR généralisé. A chaque
fois, et dans tous les contextes, on a réussi a établir une convergence et on a pu
I’améliorer. Méme quand il s’agit de modéliser des options complexes comme les
options asiatiques ou les options & barriéres, le modéle binomial, avec ses propriétés

simples, donne d’excellents résultats offrants & la fois la qualité et la précision.



CONCLUSION

Dans ce travail, on a présenté le modéle binomial dans différentes situations du
marché financier, ainsi que 'origine de ses applications dans le domaine financier.
En effet, grace a sa simplicité, le modéle binomial a trouvé sa place dans la finance,
de plus, il a intrigué les chercheurs et les professionnels de la finance. Aussi, on a
montré que le modéle binomial converge vers celui de Black-Scholes, ce dernier est

une référence dans la finance depuis son introduction au début des années 1970.

Dans une premiére partie, on a présenté d’une part, le modéle binomial & tra-
vers le papier fondateur de Cox, Ross et Rubeinstein, d’autre part, le modéle
de Black-Scholes. Aussi, on a prouvé les équations du modele de Black-Scholes
en utilisant des méthodes du calcul stochastique développées par Ito et d’autres
chercheurs. Par la suite, on a montré la convergence du modele binomial vers ce-
lui de Black-Scholes. Dans un premier temps, la convergence a été appuyée par
le papier fondateur de Cox, Ross et Rubinstein qui ont développé une approche
simple de la convergence de leur modeéle CRR. d’ailleurs, les auteurs soulignent
I'importance de la convergence de leur modéle pour que ce dernier puisse avoir de

bonnes répercussions dans la finance.

Dans un deuxiéme temps, une grande partie du travail a été consacrée a 1’étude
de convergence du modele binomial et de ses différentes variantes. Le modele
binomial a montré quelques faiblesses en termes de convergence et les multiples
aspects qui s’y rattachent. Cependant, plusieurs chercheurs ont contribué & son
amélioration, ce qui se traduit par différents ajustements du modele binomial

initial. En effet, Tian a réussi par ’ajout d’un parameétre d’inclinaison & controler
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la forme de ’arbre binomial, c’est ce qu’on appelle le modele binomial flexible,
comme Tian le nomme. Il a prouvé une convergence plus lisse et plus rapide vers
le modéle de Black-Scholes contrairement au modele CRR qui a un comportement
asymptotique lent et fluctuant. Par ailleurs, Chung introduit le modéle binomial
généralisé en ajoutant un nouveau parameétre appelé parameétre d’étendue. Le
modeéle binomial muni de ce nouveau parameétre peut avoir beaucoup plus de
liberté et de facilité ce qui a entrainé des fluctuations au niveau de la vitesse de
convergence. Chung a remarqué que ces fluctuations sont causées par la position
du prix d’exercice par rapport aux noeuds de ’arbre binomial a la date de maturité.
Pour remédier & ce probléme, il a inventé le modéle GCRR-XPC qui présente une
meilleure convergence, mais il demeure dépendant de 1’aspect asymptotique de la

probabilité que définit le modéle CRR.

Dans un troisiéme temps, on s’est consacrée & 1’analyse de I’aspect asymptotique
de la vitesse de convergence par 1’étude du papier de Diener. On a pu développer
une expression asymptotique du prix de 'option qui est évalué par le modéle
binomial, ce qui a permis de voir en détail les composantes qui contrdlent la
convergence. Par la suite, on a fait utilisation du modéle binomial pour évaluer

divers types d’options, dont celles & barriéres de méme que les asiatiques.

Finalement, le modéle binomial est simple qui n’utilise pas des techniques trop
complexes. En effet, sa simplicité réside dans ses calculs élémentaires et faisant
appel a peu de parametres. Ce modéle a réussi a modéliser des phénomeénes com-
plexes et trés délicats dans un domaine ou il y a beaucoup de variantes contenant
des aspects implicites et difficiles a contréler. Le modéle binomial donne la possibi-
lité de repousser les limites de son application par son aspect simple et extensible.
Il a démontré que sa simplicité lui confere plus d’importance, puisqu’il fait preuve
de plus de flexibilité et d’extensibilité asymptotique contrairement aux autres

modeles complexes qui offrent peu de marge & la modification. Avec son aspect
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extensible, il est fort probable que ce modéle soit le déclencheur d’un nouveau
rebondissement dans la finance si on arrive & donner un aspect stochastique a ses

parameétres.






APPENDICE A

MARCHE COMPLET

La modélisation des phénomeénes financiers est un probléme d’envergure qui né-
cessite beaucoup de précision. Lorsqu’on modélise des actifs financiers avec le
modéle CRR dans un contexte d’absence d’arbitrage, on peut toujours construire
des portefeuilles auto-finangants qui couvrent ’option pour toutes les options eu-
ropéennes. On dit aussi de ce portefeuille qu’il duplique I’option puisque son prix

est égal & celui de 'option en tout temps.

De cette idée découle la théorie du marché complet. En effet, un marché ot toutes
les options peuvent étre dupliquées est un marché complet. Sinon, le marché est

incomplet. D’ou la définition suivante :

Définition A.1. Un marché ou toute option est duplicable s’appelle un marché

complet. Sinon, on parle d’un marché incomplet.

D’une maniére générale, ’arbitrage est un facteur important dans la modélisation
et le calcul des prix des actifs financiers. Le théoréme suivant met en évidence la

relation entre marché complet et probabilité martingale.

Théoréme A.1. Un marché sans arbitrage est complet si et seulement s’il n'eziste

qu’une seule probabilité de martingale.
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APPENDICE B

LES OPTIONS

B.1 Option vanille

L’option vanille est une option ordinaire classique. Elle se définit sur le marché
par un prix d’exercice et une date d’échéance. C’est un produit dérivé qui donne le
droit, et non 'obligation, d’acheter ou de vendre une quantité d’actifs sous-jacents

4 un prix fixé d’avance et & une date donnée.

L’intérét de cette option sur le marché vient du fait qu’elle permet de limiter & la
fois la mobilisation du capital pendant les multiples et différentes transactions sur
le marché et les pertes considérables. Par contre, ’option vanille avec sa simplicité

demeure faible en matiére d’optimisation et de maximisation du profit.

On trouve deux types d’options vanilles qui sont :

— Les options européennes qui donnent le droit d’acheter ou de vendre & un
prix déterminé 3 1’avance et une date d’échéance fixée a I’avance aussi, mais
cette date ne peut pas étre changée.

— Les options américaines ressemblent aux européennes sauf que la date

d’échéance peut varier selon les préférences de celui qui les détient.
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B.2 Option & barriére

Une option & barriére est un produit dérivé sur un actif sous-jacent pour lequel
son prix & ’échéance est soumis & la contrainte que l'actif sous-jacent a franchi
ou non une barriére donnée et ce durant la durée de vie de I'option. Notons que
la, barriére peut étre franchie par le haut ou bien par le bas. Il existe une grande
variété d’options a barriére que ’on peut classer en deux principales familles. En
effet, la "Knock-Out” est une option & barriére qui expire quand l’actif sous-jacent
touche la barriére alors que la 'Knock—In' est une option & barriére qui est activée

lorsque ’actif sous-jacent touche la barriere.

B.3 Option asiatique

Une option asiatique est une option classique qui donne le droit & son détenteur
d’acheter ou de vendre & une date d’échéance fixée et & un prix déterminé a
l’avance. La particularité de cette option est que son prix est déterminé par la
moyenne d’évolution du prix du sous-jacent pendant la durée du contrat de celle-
ci et du fait que cette moyenne soit au-dessous ou au-dessus du prix d’exercice a

la date d’échéance.
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