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RESUME

En 2011, Michel Rigo et Laurent Waxweiler ont publié un article au sujet des
ensembles reconnaissables de polynémes & coefficients dans un corps fini. Ils ont
prouvé que les ensembles P-reconnaissables, ¢’est-a-dire reconnaissables dans une
base P, ot P est un polynéme non constant, correspondent aux ensembles définis-
sables dans la structure de groupe abélien sur les polynémes, enrichie d’un ordre
sur le degré et de quelques fonctions. On démontre dans ce mémoire une propriété

"semblable des séries formelles & coefficients dans un corps fini. Nous démontrons

que les ensembles reconnaissables correspondent aux ensembles définissables dans
la structure de groupe abélien sur les séries formelles, enrichie de I'ensemble des
polynémes comme sous-ensemble des séries formelles, d’un ordre sur le degré des
polynomes, de la multiplication par X et de quelques fonctions et relations.

MOTS-CLES : Ensemble reconnaissable, logique de premier ordre, série formelle,
automate de Biichi, w-langage.



INTRODUCTION

Le théoréme de Biichi stipule que tout ensemble d’entiers est k-reconnaissable si
et seulement s’il existe une formule définissant cet ensemble dans la logique de
premier ordre de la structure

(N>+>Vk)a

ou V; est la fonction définie par Vi(0) = 1, et V;(n) donne la plus grande puissance
de k divisant n si n > 1. Une formule définit un ensemble E si les éléments de E
sont exactement ceux qui satisfont la formule. Par ensemble k-reconnaissable, on
entend que cet ensemble est reconnaissable par automate fini si ses éléments sont
écrit en base k. Ce théoréme est tiré de (Biichi, 1960a) et établit un lien clair entre
la logique de premier ordre sur les entiers naturels et la théorie des automates.

Pour un apergu sur le sujet, on peut consulter (Bruyére et al., 1994).

Par exemple, ’ensemble des nombres impairs est définissable dans (N, +,V;) car
la formule (Vo(z) = 1) A—(x = 0) est satisfaite si et seulement si z est impair. Par
ailleurs, on sait que I’ensemble des nombres impairs est 2-reconnaissable, c’est-
~ adire qu’il existe un automate fini qui reconnait les nombres impairs écrits en

binaire.

En s’inspirant du théoréme de Biichi, M. Rigo et L. Waxweiler ont démontré dans
(Rigo et Waxweiler, 2011) que tout ensemble de polyndmes & coefficients dans un
corps fini est P-reconnaissable si et seulement si cet ensemble est définissable dans

la logique de premier ordre de la structure

(F(X],+, <, (-C | C € F{X]), V).



L’ensemble F[ X | désigne I'ensemble des polyndmes & coefficient dans un corps fini.
Le prédicat < est une relation binaire qui compare le degré de deux polyndmes.
La fonction Vp : F[X] — PN est définie par Vp(0) = 1, et Vp(A) est la plus
grande puissance de P qui divise A si A est non-nul. La fonction représentée par
-C' est la multiplication habituelle par un polynéme C fixé. Un sous-ensemble de
F[X] est dit P-reconnaissuble s'il existe un automate fini le reconnaissant lorsque
ses éléments sont écrits en base P, ot P est un polynéme non constant. Pour
lier les polynémes a la théorie des automates, chaque polyndéme est codé par un
mot formé des coefficients de ce polynéme. La premiére lettre est le coefficient
de la plus ;g,ra,nde puissance de P avec coefficient non-nul, la derniére lettre est le

coefficient de P?Y.

Inspiré de ce résultat, ce mémoire a pour but de prouver un résultat similaire dans
" les séries formelles & coefficients dans un corps fini. Nous voulons démontrer que
.les ensembles reconnaissables correspondent aux ensembles définissables dans la

logique de premier ordre de la structure
(IFP[[‘X}LIFP[X}’ +,0,<,-X, Ax, {XX(’z s k)}keﬁ';,):

ott F, est le corps fini & p éléments, ol1 p est un nombre premier, et F,[X] est en-
semble des séries formelles & coefficients dans IF,, (voir section 1.3). Pour simplifier
I’étude de ce sujet et 'écriture de ce mémoire, nous travaillons uniquement dans
la base X des séries formelles, contrairement a (Rigo et Waxweiler, 2011}, ou les
polyndmes sont écrits dans une base P quelconque. De facon semblable a (Rigo
et Waxweiler, 2011), pour faire le lien entre les séries formelles et la théorie des
automates, on code chaque série formelle paf un mot infini formé des coefficients

de cette série, commengant par le coefficient de X°.

Le chapitre I établit les notions préliminaires & la compréhension de ce mémoire.

Nous établissons les concepts fondamentaux de la théorie des langages et des auto-




mates. Nous définissons aussi la structure sur les séries formelles déja mentionnées.
Dans le chapitre 11, nous établissons les concepts d’w-langage et d’w-automate, qui
découlent des notions vue au chapitre I. Les w-automates sont nécessaires & la re-
connaissabilité des séries formelles. Nous utilisons ces notions pour démontrer la
reconnaissabilité des prédicats de la structure sur les séries formelles ci-dessus.
Dans le chapitre III, nous étudions d’abord le théoréme 14 de (Rigo et Waxwei-
ler, 2011) qui établit le lien entre reconnaissable et définissable dans la structure
des polynémes, pour ensuite s’en inspirer pour prouver le théoréme 3.5, qui est
le résultat principal de ce mémoire. Nous finissons le chapitre en décrivant les

différentes approches qui ont été considérées pour prouver le théoréme 3.5.
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CHAPITRE I

NOTIONS PRELIMINAIRES

Ce chapitre vise & établir les notions de base pour la compréhension de ce mémoire.
Nous définissons d’abord les concepts de langages rationnels, de langages recon-
naissables et d’automates finis. Nous définissons ensuite les notions de logique que
nous utilisons. Ces notions aideront le lecteur & mieux assimiler les concepts du
chapitre II. Nous définissons aussi la structure logique sur les séries formelles que

nous utilisons dans le chapitre III.

1.1 Langages rationnels et langages reconnaissables

Cette section couvre les notions pertinentes de la théorie des langages et des
automates pour ce mémoire. Les définitions, théorémes et autres résultats sont
tirés de (Autebert, 1994). Nous travaillons avec des mots infinis. Nous commengons
par étudier les langages de mots finis pour ensuite étendre les notions aux langages

de mots infinis.

Définition 1.1. Soit F un ensemble. On définit £* I'ensemble de toutes les conca-
ténations finies possibles d’éléments de £. On appelle * 1'étoile de Kleene. On dit
que E* est le monoide libre sur E. On appelle letires les éléments de E et mots
les éléments de £*. Le nombre de lettres dans un mot w est appelé la longueur de

w qui est notée |wl.



Exemple 1.2. Soit E = {a}. Alors E* = {&" | n > 0}. Pour tout n > 0, |a*| = n.

Définition 1.3. Soit M un monoide. Nous notons Rat(M) I’ensemble des sous-
ensembles rationnels de M. Nous définissons Rat(M) comme la plus petite famille

R de sous-ensembles de M telle que
(i) P € R, {m} € R, pour tout m € M,
(ii) X,Y € R entraine X UY, XY € R,
(ili) X € R entraine X* ={J,,, X" € R.
Il est intéressant de noter que si les conditions (i) et (ii) sont remplies, alors la
conditions (iii) est équivalente &
(iii’) X € R implique que X* € R.

Définition 1.4. Un automate fini est un quintuplet

A=(Q,%,D,FA)

ol ¢ est un ensemble fini d’états; ¥ est un ensemble fini de lettres appelé 'ulphabet

de A, D est un sous-ensemble de @ appelé ’ensemble des états initiauz, F est un
sous-ensemble de ) appelé 'ensemble des états acceptants, et A est une relation

définie sur ) x X x QQ appelée la relation de transition de A. On dit que A est

déterministe si | D] = 1, et si pour tout ¢ € Q et pour tout z € ¥, on a

{d' : (¢, z,d) e A} <1

Soit w = apayas . . . a, un mot sur alphabet X. Un chemin étiqueté par w dans

un automate A est une suite d’états goq1ga . . - gos telle que
- gy € D1
- (qx, ax, Gr41) € A, pour tout k =0,1,...,n .

Le mot w est accepté par A s’il existe un chemin étiqueté par w dans A4 finissant
pie p p

dans un état de F.




Définition 1.5. Soit L un langage sur alphabet X. On dit que L est reconnais-
sable §'il existe un automate fini qui accepte exactement les mots de L. On note

Rec(¥*) Pensemble des langages reconnaissables sur I'alphabet X.

Théoréme 1.6. Un langage reconnaissable peut toujours étre reconnu par un

automate fini déterministe.

La preuve se trouve notamment dans (Autebert, 1994), p. 45. Cette proposition
dit en fait que pour tout automate fini, il existe au moins un automate fini déter-

ministe qui reconnait le méme langage.

Théoréme 1.7 (Théoréme de Kleene). Soit ¥ un alphabet fini. Alors Rec(L*) =
Rat(z¥).

Ce résultat nous assure que tout langage reconnaissable est rationnel, et vice-versa.

Une preuve de ce théoréme se retrouve dans (Autebert, 1994), p.53.

La prochaine proposition n’est peut-étre pas aussi puissante que le théoréme 1.6,
mais la forme d’automate qu’elle propose peut étre pratique lorsqu’on veut mon-

trer les propriétés de fermeture des langages reconnaissables.

Proposition 1.8 ((Bruyére, 1985), prop 1.18). Etant donné un automate fini, il
existe une procédure effective pour construire un automate fini équivalent compor-
tant un unigque état initial auquel r’aboutit aucune transition, et un unique état

Jfinal dugquel aucune transition n’est issue.

Démonstration. Soit A un automate fini qui reconnait le langage L, possédant un
ensemble D = {gq, 1, - .., ¢y} d’états initiaux. Soit d un nouvel état. Pour chaque
fleche allant d'un état initial 4 un état g, on crée une fléche de méme étiquette

allant de d & ¢. L’état d sera notre unique état initial, et 1'état est une source,



aucune transition n’y aboutit. Le comportement du nouvel automate n’est pas

différent de ’ancien, les deux automates reconnaissent L.

On procéde de maniére similaire pour les états finaux. On pose un nouvel état f.
Pour chaque fleche allant d’un état ¢ & un état final, on crée une fléche de méme
étiquette allant de ¢ & f. L’état f sera notre unique état final et est un puits,
aucune transition n'en est issue. Le comportement de 'automate n’a toujgurs pas

changé, Vautomate que nous avons construit reconnait L.
ge,

Il est important de remarquer que méme si A était un automate déterministe,

'automate que nous avons construit peut étre non-déterministe. |

Le prochain théordme est un résultat classique de la théorie des automates. Le

lemme d’itération (ou Pumping Lemma) est souvent utilisé pour démontrer qu’un
ping p q

" langage n’est pas reconnaissable. L.a démonstration est semblable & celle retrouvée

dans (Autebert, 1994).

Théoréme 1.9. (Lemme d’itération) Soit L un langage reconnaissable. Alors il
existe un entier N > 1 tel que pour tout mot w € L avec |w| > N, on peut écrire

w = ryz tel que
L |yl =21,
2. lzy| < N,

3. Vi >0, zytz € L.

Démonstration. Considérons L un langage sur 'alphabet 3 reconnu par un auto-
mate fini A ayant N états. Supposons que A est déterministe. Considérons w € L

un mot de longueur p > N. Soit g I'état initial de A et soit

Gog1- 4N """ lp1




q z

Figure 1.1 Automate fini reconnaissant xyz

le chemin parcouru par w dans automate A. Comme w € L, g,_; est un état

acceptant.

Ce chemin parcourt au moins N + 1 états dans A. Or, A posséde N états, cela
signifie que w parcourt au moins deux fois un méme état dans A. Soit ¢ cet état.
Disons que l'état ¢’ est parcouru une premiére fois 4 la s® lettre de w, et une

seconde fois a la t® lettre de w. On peut supposer que s et ¢ sont inférieurs & N.

Posons z,y,z € X* tels que |z| = s, [y| = t — s et tel que w = zyz. On peut
remarquer que |y| > 1, car c’est U'étiquette d’un chemin allant de ¢’ & ¢/, visitant
'état ¢’ plus d’une fois. On remarque aussi que |zy| < N puisque |zy| =t < N.
Il reste & vérifier que zy*z € L pour tout i > 0. En d’autres mots, nous devons

vérifier que zy'z est I'étiquette d’un chemin acceptant dans A.

On sait que z est ’étiquette d’un chemin allant de gy & ¢, que y est ’étiquette d'un
chemin allant de ¢’ a ¢/, et que z est I’étiquette d’un chemin allant de ¢’ & gp—;.
La figure 1.1 illustre le comportement de cet automate. On remarque que y° est
I’étiquette d’un chemin allant de ¢’ 4 ¢ peu importe la valeur de i. Par exemple, 3°
est le mot vide, qui est évidemment P’étiquette d’'un chemin de longueur 0 allant
de ¢’ & ¢'. Ainsi, comme y* est toujours 'étiquette d’un chemin allant de ¢’ & ¢/,
on a que zy'z est toujours l'étiquette d’un chemin allant de g & g,_;, C’est-a-dire

I'étiquette d’un chemin acceptant. L]
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1.2 La logique de premier ordre

Dans cette section, nous établissons quelques concepts de logique mathématique
qui sont pertinents pour la compréhension de ce mémoire. Le but priicipal de
cette section est de définir ce qu’on entend par ensemble définissable. Toutes les

définitions sont tirées de (Cori et Lascar, 2003).

Définition 1.10. Un langage de premier ordre est un ensemble L constitué dune

premiére partie commune & tous les langages, a savoir :
- d’'un ensemble infini dénombrable de variables,
- des parenthéses (, ) et des connecteurs logiques —, A, V, —, &,
- du quantificateur universel V , et du quantificateur existentiel 3,
et d’une seconde partie, propre & chaque langage, & savoir :
- de symboles de constante,
- de symboles de fonction a n places (ou n-aires),

- de symboles de relation & n places (ou n-aires).

Remarque 1.11. Lorsque nous définissons un langage, nous énumérons unique-
ment les symboles de constante, de fonction et de relation. 1l est redondant de
spécifier 'inclusion de l’ensemble de variables, des connecteurs et des quantifica-
teurs puisque ces éléments sont communs a tous les langages. De plus, dans lé
cadre de ce mémoire, tous les langages de premier ordre sont égalitaires, ¢’est-a-
dire que tous les langages définis contiennent un symbole d’égalité = que nous

omettons.

Définition 1.12. Soit L un langage de premier ordre. L’ensemble des termes de

L, noté T(L), est construit comme suit :

- T(L) contient les variables et les symboles de constante de L,
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- sl ty,...,t, sont dans T(L), et si f est un symbole de fonction n-aire dans

L, alors f(t,...,t,) est dans T(L).

Définition 1.13. Une formule atomique de L s’obtient par un symbole de re-
lation n-aire R et de n termes du langages, t1,...,%n, en formant I’expression
R(t,...,t,). On construit I'ensemble F(L) des formules du langage de premier

ordre L comme suit :
- F(L) contient toutes les formules atomiques de L,

- si M et NV sont dans F(L), alors 'ensemble contient aussi
=M, (M AN), (MVN), (M= N), (M<& N),
et pour toute variable v, dans le langage L, I’ensemble JF(L) contient

(Vu) M, (3u,)M.

Rien d’autre n’est une formule.

Deéfinition 1.14. On appelle L-structure toute structure D constituée d’'un en-.

semble non-vide D, appelé ensemble de base, muni des composantes suivantes :

- pour chaque symbole de constante ¢ de L, D est muni d'un élément appelé

Iinterprétation du symbole ¢ dans D,

- pour chaque symbole de fonction n-aire f dans L, D est muni d’une appli-

cation de D™ vers D appelée 'interprétation du symbole f dans D, '

- pour chaque symbole de relation n-aire R dans L, D est muni d’une relation

n-aire appelée l'interprétation du symbole R dans D.

Remarque 1.15. Dans le cadre de ce mémoire, nous parlons de structure logique
de premier ordre plutdt que de L-structure, puisqu'il n’y aura pas d’ambiguité

sur le langage utilisé sur une structure donnée.



12

Définition 1.16. Soit un langage de premier ordre L et une L-structure D ol

D est I'ensemble de base. Soit kK € N, & > 1, on dit qu’une partie A de D¥ est

. définissable dans D si et seulement s’il existe une formule @(z;, ..., 2x) de L qui

est vraie exactement pour les éléments de A. On dit alors que @ définit S.

Exemple 1.17. Soit L = {+} un langage de premier ordre, ol + est un symbole
de fonction binaire. Soit (N, +) la L-structure ou N est 'ensemble de base et + est
interprété par 'opération habituelle d’addition. Nous pouvons définir dans (N, +)

I’ensemble des nombres naturels pairs par la formule

(Fvo)(= (+(vo, 1), 11)).

Les valeurs que peut prendre la variable v; pour satisfaire la formule dans les
nombres naturels sont exactement les nombres pairs. On dit alors que la formule
définit les nombres pairs dans (N, +). Une notation plus habituelle pour la méme

formule serait

(Fvo)(vo + vo = v1).

C’est une abréviation de la formule de premier ordre, et nous utilisons plutét cette

notation dans le cadre de ce mémoire.

1.3 Une structure sur les séries formelles

Dans cette section, nous définissons une structure logique de premier ordre sur les

séries formelles & coefficients dans un corps fini.

Définition 1.18. Soit I, le corps fini ayant p éléments, ot p est premier. On

définit F,[X] comme 1'ensemble des polynomes & coefficients dans I, c’est-a-dire

Fp[X] = {iaka | ax € By, a, # O} u {0}.

=0




13

On définit Fp[X] comme I'ensemble des séries formelles & coefficients dans F,,

c’est-a-dire

F,[X] = {Zaka |ay € Fp} .

k>0

On remarque qu'un polyndme est en fait une série formelle dont les coefficients

sont presque tous nuls.

L’opération binaire + additionne les coefficients de deux séries formelles. Soit
P =Y apXF et soit @ = Y b X*, alors P+ Q = Y (ax + bx)X*. Le symbole
0 désigne 'élément neutre de cette opération, une série formelle dont tous les
coefficients sont nuls. On peut remarquer que chaque série formelle posséde un

inverse par 'opération +.

Deéfinition 1.19. Soit P = 22:0 arX* un polyndéme, alors le degré de P est défini
par

deg(P) = max {k | a # 0}.

Définition 1.20. La relation binaire < est définie sur les polynémes et est valide

si le degré du premier est plus petit que le degré du second. C’est-a-dire,
P < Q <= deg(P) < deg(Q).
On écrit P < @ pour désigner que P < @ ou que P et @ sont de méme degré.

Définition 1.21. L'opération unaire - X est la multiplication d’une série formelle
par X. On peut remarquer que l'opération ne fait qu’augmenter de 1 la puissance
de X de chaque coefficient. Si P = 3. ax X", alors
P.X =3 aX*
k>0
Définition 1.22. L’opération unaire Ax prend une série formelle et donne la

plus grande puissance de X qui apparait avec un coefficient non-nul si une telle
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puissance existe, et donne 0 sinon. On remarque que Ax(P) # 0 si et seulement,
si P est un polynéme non-nul. Autrement, il n’y a pas de puissance de X dans P

qui satisfait la contrainte. Ainsi,

0, siP=0
Ax(P) =4 0, si P n’est pas un polynome

X", si P est un polynéme non-nul de degré n.

Définition 1.23. La relation Xx(-,-, k), ou k € F,, est une relation binaire. Soit
P et Q deux séries formelles. Alors on écrit Xx(P,Q, k) si et seulement si P est
une puissal}ce de X, et k est le coefficient de P dans la décomposition de @. En
d’autres mots, Xx (P, Q,k) est vrai si et seulement §'il existe un entier naturel m

tel que P = X™, et tel que Q = Zkzo apX* avec a,, = k.

Définition 1.24. Soit p un nombre premier fixé. On fixe le langage de premier

ordre

L= {P0l> +,0, %,-X, Ax, {XX('r T kf}ker}

ou Pol est un symbole de relation unaire, + un symbole de fonction binaire,
0 un symbole de constante, -X et Ax sont des symboles de fonction unaire, <
et chaque Xx(-,-, k) sont des symboles de relation binaire. Nous définissons la

structure logique de premier ordre

(FngIkaP[XI? +.0,<,-X, Ax, {XX('a " k)}ker)

ol F,[X] est Pensemble de base, F,[ X ]| est I'interprétation du symbole de relation
unaire Pol, et 'interprétation des autres symboles est l'interprétation naturelle

ou donnée par les définitions précédentes. - -

Rappelons qu'un ensemble E de (F,[X])¢ est définissable dans cette structure s'il
existe une formule ¢ dans la logique de premier ordre de cette structure telle que

(y) est valide si et seulement si y € E.
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A I’aide de la structure définie ci-dessus, nous pouvons définir des relations qui sont
pratiques dans le dernier chapitre de ce mémoire. On définit d’abord la relation
unaire puissance de X qui est valide si une série formelle donnée est une puissance
de X, et on définit la relation binaire préfize qui est valide si les coefficients d’un
polyndéme donné correspondent exactement aux premiers coefficients d’une série

formelle donnée.

Définition 1.25. Soit Q) une série formelle. Alors on écrit Px (@) st et seulement

si () est une puissance de X. C’est-a-dire, ¢ = X™ pour un certain entier naturel

m.

On peut définir cette relation par la formule

Px(Q) «— (Ax(@Q) =QAQ #0).

La série @ ne peut pas étre nulle puisque 0 n’est pas une puissance de X. Dans
ce cas, Ax(Q) = @ si et seulement si la plus grande puissance de X dans la
décomposition de @ est @ elle-méme, ce qui signifie que @ est une puissance de

X.

Deéfinition 1.26. Soient P et Q@ des séries formelles. Alors on écrit Pre(P, Q) si
et seulement si P est un polyndmes de degré n, et si les n+ 1 premiers coefficients
dans ) sont ceux de P. C'est-a-dire, Pre(P, Q) si et seulement si P = 3 ;' ap X k
pour un certain entier naturel n et

Q=) ax*

k>0

On peut définir cette relation par la formule

Pre(P,Q) +— Vz | (Px(2) A (2 2 Ax(P)) = N\ (Xx(z,P.k) & Xx(2,Q, k)
keF,
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Cette formule vérifie que pour chaque puissance de X de degré plus petit ou égal

au degré de P, les coefficients dans P et ¢} sont les mémes.

Les ensembles {Q € F,[X] | Px(Q)} et {(P,Q) € (F,[X])* | Pre(P,Q)} sont des

exemples d’ensembles définissables dans la structure
(FP{XB? ]Fp{X]s +3 07 -<7 'X: AXs {XX('a i k)}ker)

selon la définition 1.24.



CHAPITRE 11

LES w-AUTOMATES

Ce chapitre vise & introduire les w-automates, des automates qui prennent en en-
trée des mots de longueur infinie, ou w-mots. Il existe divers types d’w-automates.
Nous utilisons seulement les automates de Biichi, les automates de Muller et les

automates de Biichi déterministes.

2.1 Les automates sur les mots infinis

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous avons défini les automates finis. Ces
automates prennent en entrée des mots finis. Dans cette section, nous définissons
des automates sur des mots infinis, ou w-automates. Les définitions, théorémes et

autres résultats sont tirés de (Thomas, 1990), sauf avis contraire.

Définition 2.1. Soit ¥ un ensemble fini de lettres. On note X ’ensemble des
suites infinies de lettres de ¥. On appelle les éléments de X des mots infinis
ou w-mots. On appelle w-langage tout sous-ensemble de X¥. On note aussi L®

I’ensemble des mots finis et infinis sur ’alphabet X, ¢’est-a-dire ¥° = L* U X¥.

Définition 2.2. La classe des langages w-rationnels de £ est la plus petite classe
R de parties de X*° vérifiant
1. 0eR, {a} e RVaeX,

2. R est fermé par union finie,
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3. VX e P(THNR, VY e P(Z®)NR, XY € R,
4. VX e PEHINR, X*eRet X* € R.

On note Rat(X*) P'ensemble des langages w-rationnels de X* inclus dans %“.
Définition 2.3. Un automate de Biichi est un quintuplet
A=(Q,%,D,F,A)

ou () est un ensemble fini d’états, 2. est un ensemble fini de lettres appelé I’ alphabet
de A, D est un sous-ensemble de @ appelé 'ensemble des états initiauz, F' est un
sous-ensemble de @ appelé 'ensemble des états acceptants, et A est une relation

définie sur Q x £ x Q appelée la relation de transition de A.

Soit w = aga;as . .. un mot infini sur Palphabet X. Un chemin étiqueté par w dans
l’auto'mate de Biichi A est une suite d’états goq1¢s . . . telle que

- @ €D,

- (Qn, G, Gny1) € A, pour tout n > 0.
Le mot infini w est accepté par A §’il existe un chemin étiqueté par w dans A

dans lequel apparait une infinité de fois un état g € F\

On peut remarquer que I"unique différence entre la définition d’automate de Biichi

et la définition d’automate fini est la condition d’acception.

Définition 2.4. Soit L un w-langage sur l'alphabet . On dit que L est w-
reconnatssable il existe un automate de Biichi qui accepte exactement les w-mots

de L.

Théoréme 2.5. Une partie de X% est w-reconnaissable st et seulement si elle est

w-rationnelle.

Pour une preuve de ce théoréme, on peut se reporter au théoréme 1.1 dans (Tho-

mas, 1990).
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-Définition 2.6. Un automate de Muller est un quintuplet
A=(Q,%,D,F,A)

oit ¢ est un ensemble fini d’états, X est un ensemble fini de lettres appelé I’ alphabet
de A, D est un sous-ensemble de () appelé 'ensemble des états initiauz, F est un
sous-ensemble de P(Q), et A est une relation définie sur @ X L x @ appelée la

relation de transition de A.

Un mot infini w est accepté par 'automate de Muller A s’il existe un chemin de
w dans A dans lequel apparaissent une infinité de fois exactement les états d’un

sous-ensemble d’états € F.

L'unique différence entre un automate de Muller et un automate de Biichi est la
condition d’acceptation. Un automate de Biichi reconnait un w-mot si et seulement
si un de ses chemins contient une infinité d'états acceptants. Un automate de
Muller reconnait un w-mot si et seulement si 'ensemble d’états parcourus une

infinité de fois par un de ses chemins se retrouve dans F.

Malgré cette différence, les w-langages acceptés par les automates de Biichi coin-

cident exactement avec les w-langages acceptés par les automates de Muller.

Théoréme 2.7. (Théoréme de McNaughton) Un w-langage est reconnu par au-

tomate de Biichi si et seulement si il est reconnu par automate de Muller.

Cela signifie qu’un langage est w-reconnaissable s’il est reconnu par un automate
de Biichi, ou un automate de Muller. 1l s’agit notamment du théoréme 4.4 dans

(Thomas, 1990), ot 'on peut trouver une preuve compléte.

Définition 2.8. Un automate de Biichi déterministe est un quintuplet

<

A=(Q.%,q,F,0)
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ol () est un ensemble fini d’états, X est un ensemble fini de lettres appelé I’alphabet
de A, ¢4 € Q est Pétat initial, F C @ est Pensemble des états acceptants, et
0:Q x X = Q est la fonction de transition de A.

Soit w = agaias . .. un mot infini sur 'alphabet X.. Le chemin étiqueté par w dans

I'automate A de w est la suite d’états qpq142 . . . telle que
- 4o = 44,
- 8(qn, @p) = Gny1, pour tout 7 > 0.

Le mot infini w est accepté par A si son chemin dans A contient une infinité de

fois un état qf € F.

Contrairement & un automatekde Biichi quelconque, un automate de Biichi déter-
ministe doit avoir un unique état initial et sa relation de transition doit étre une
fonction. Cela signifie que chaque w-mot n’a qu’un seul chemin dans un automate
de Biichi déterministe, alors qu’il peut avoir plusieurs chemins pour un méme

w-mot dans un automate de Biichi non-déterministe.

Contrairement aux automates finis, les automates de Biichi déterministes ne re-
connaissent pas les mémes langages que les automates de Biichi. Ils reconnaissent
strictement moins de langages. Il s’agit ici d'une propriété bien connue des auto-
mates de Biichi. L’automate utilisé dans la démonstra,t;i;)n est d’ailleurs un exemple

classique d’automate de Biichi qui ne peut pas étre rendu déterministe.

Théoréme 2.9. Les automates de Biichi déterministes ne sont pas suffisants pour

reconnaitre tous les langages w-reconnaissables.

Démonstration. Considérons 'w-langage L = {0,1}*0“ sur Palphabet {0,1}. 11
s'agit de 'ensemble des w-mots qui ont une queue de zéros. On remarque que

I'automate de Biichi de la figure 2.1 reconnait ce langage.
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0 0
~(w)——(x)
1

Figure 2.1 Automate de Biichi reconnaissant {0,1}*0“.

Supposons qu’un automate de Biichi déterministe A = (Q,{0, 1}, g4, F, 6) recon-
nait L. L’automate A reconnait 0%, car 0¥ € L. Cela signifie que 0¥ parcourt
un état dans g € F une infinité de fois. Notamment, g est visité aprés la k§
lettre. L'automate A reconnait également 0*10¥ € L. Selon le méme raisonne-
ment, I’état g est visité une infinité de fois. Cela signifie que 1’état ¢} est visité

aprés le préfixe 0%10% | pour un entier k.

On construit ainsi récursivement le mot infini w = 0¥10%110%2... Le chemin

étiqueté par w dans A parcourt une infinité d’états de #'. L’automate A reconnait
alors w, mais w ¢ L. Ce qui contredit la supposition que A reconnait L. Il ne
peut donc pas y avoir d’automate de Biichi déterministe qui reconnait le langage

w-reconnaissable L. d

Théoréme 2.10 ((Biichi, 1960b), lemme 10). Un langage L est w-reconnaissable
st et seulement s’il est de la forme
n
L={Jxy
i=1

ot X; et Y; sont des langages rationnels pour tout i entre 1 et n.

Ce théoreme nous permet de caractériser I'écriture rationnelle d’un langage w-

reconnaissable.
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2.2 Propriétés de fermeture des automates de Biichi

Dans cette section, nous démontrons les diverses propriétés de fermeture des au-
tomates de Biichi. Tout au long de la section, nous considérons les automates de
Biichi ) .

A= (Qua,L,Da,Fa,A4) et B=(Qp,X,Dp, Fg,Ap),
ou X est leur alphabet, Q4 et Qp sont leur ensemble d’états respectif, D4 et Dp
sont leurs ensembles d’états initiaux, F)4 et Fg sont leur ensemble d’états finaux

et A4 et Ag sont leur relation de transition.

Les langages L(A) et L(B) sont les w-langages reconnus par les automates A et
B.

Proposition 2.11. Les langages w-reconnaissables sont fermés par union.

Démonstration. Considérons les langages w-reconnaissables L(A) et L(B), nous
cherchons & montrer qu’il existe un automate de Biichi qui reconnait le langage

L(A)UL(B).

On peut supposer que Q@4 N Qp = O, en ré-étiquetant les états de B au besoin.
Ainsi, automate A’ = (Q4 U Qp, X, D4 U Dy, F4 U Fg, Ay U Ag) reconnait
L(A) U L(B). En effet, un w-mot de L(.A) sera reconnu par cet automate puisque
les transitions de A sont inchangée. De méme, les w-mots de L(B) sont aussi

reconnus. Inversement, un w-mot reconnu par cet automate de Biichi est dans

L(A) ou L(B). O
Proposition 2.12. Les langages w-reconnaissables sont fermés par intersection.

Démonstration. Considérons les langages w-reconnaissables L(A) et L(B), nous

cherchons & montrer qu’il existe un automate de Biichi qui reconnait le langage

L(A) N L(B).
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Un automate de Biichi qui reconnait L(A) N L(B) est A’ = (Q', X, D/, F',A’), ou
Q =QaxQpx{1,2}, D' = Dy x Dp x {1}, F' = {(44,8,2) : qp € FB}
et A" = A1 UA12U Ay UAgy ol les relations de transitions A;; sont définis

comime suit :
Ays = {((04,98,1), 2, ({4, 05, 1)) : (94,7, d) € Aa, (4B, 7,45) € Ap,qa ¢ Fa}

A1,2 = {((QA; qnB, 1)73;) (qlA>q,Bs2)) : (QA7xaQL1) < AA,(QB,JI,QIB) € AB, ga € FA}
A2,1 = {((QAa QB52)=$, ((114; q_IB) 1)) : (QA:x: q,A) S AA: (QBsma qIB) € A37 gp © FB}

A2,2 - {((QA) qu2);:E; (Q:q;QE;az)) : (QA):L‘7QZ1) S AA; (qu:Z:;q'B) S AB)QB ¢ FB}

hS

Si nous somimes dans un état (g4, ¢, 1), alors en lisant «, nous allons dans un état
(¢4,9p,2) si ga € Fy, et nous allons dans un état (¢4, g5, 1) sinon. Si nous somines
dans un état (¢a,gp,2), alors en lisant z, nous allons dans un état (¢);,¢p, 1) si
gp € Fp, et nous allons dans un état (¢}, ¢p,2) sinon. De plus, les transitions

doivent respecter les conditions (ga, z,¢}) € A4 et (g5, 2.¢5) € Ap.

Considérons & présent un w-mot w sur l'alphabet 2. Par construction de 'auto-
mate A', un chemin ¢’ = (¢ay0, 8,0,%)(¢a,1,4B,1,%1) - -+ est parcouru par w dans
A’ si et seulement si ¢4 = gapga,--- est un chemin parcouru par w dans A et
cB = qB,ogB,1--- est un chemin parcouru par w dans B. De plus, les chemin c4
et cp sont acceptants si et seulement si ¢ est la concaténation infinie de segments
finis d’états « 1 » et d’états « 2 » alternativement. En effet, on passe d’un état
« 1y aun état «2» seulement lorsque ’on vient de passer par un état acceptant
de A, et nous passons d'un état « 2 » & un état « 1 » que lorsque ’on vient de
passer par un état acceptant de B. Ainsi, si 'on passe d’un état « 1 » 4 un état
« 2 » et vice-versa une infinité de fois, alors w parcourt un chemin acceptant dans
A et B. Cette derniére condition est vraie si et seulement si w passe une infinité

de fois par les états de F', étant ainsi accepté par A'.
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Nous avons donc construit un automate de Biichi qui reconnait L{A)N L(B). O

Proposition 2.13. Les langages w-reconnaissables sont fermés par projection.

Démonstration. Considérons le langage w-reconnaissable L(C), ou
C = (Qc, X% D¢, Fe, Ac)

avec un entier d > 2. Les lettres des w-mots de L(C) sont donc des d-uplets. Nous
cherchons & montrer qu’il existe un automate de Biichi qui reconnait m(L(C)),
ol m; est la projection des d-uplets qui omet la k° composante. Désignons la

projection de {z,...,z4) qui omet la k® composante par (zy,..., Tk, - .., %4).

Un automate de Biichi qui reconnait m{L(C)) .est C' = (Q,n+ 1, D' F', A, o
Q/:.QCS D’ZDC% F,:FC' et

A, - {(qs("ﬂly' . '7:{:;37- .. ;Id))ql) ‘ 331, <Qa(x1:- RN 1) Y T T P 13 ", :md)$ql) S AC}

L’automate de Biichi ' ainsi construit reconnait exactement les w-mots de L(C)
auxquelles nous avons enlevé la k¢ composante. L’ensemble mx(L(C)) est donc

w-reconnaissable. O

Proposition 2.14. Les langages w-reconnaissables sont fermés par concaténation

4 gauche de langages rationnels.

Démonstration. Considérons le langage w-reconnaissable L(A). Considérons aussi
un automate fini C = (Q¢, X, D¢, Fo, Ag) qui reconnait le langage L(C). Nous

cherchons un automate de Biichi qui reconnait L(C) - L(A).

Supposons @4 N Q¢ = P, nous pouvons ré-étiqueter les états de C au besoin.
Construisons alors Pautomate de Biichi A’ = (Q4UQ¢, X, D', Fa, A'), 00 D' = D¢

si DgNFg =0, et D' = D,UDg sinon. Les transitions sont définies comme suit :
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A =A4UAcU{(q,2,¢) : d € Da et 3q; € Fo tel que (g,2,97) € Ac}.

Les nouvelles transitions dans A’ nous font passer par les états initiaux de A
lorsque nous lisons potentiellement la lettre finale d'un mot accepté par C. Ainsi,
I'automate A’ reconnait un w-mot w si et seulement si sa premiére partie (finie)

est un mot de L(C) et sa seconde partie (infinie) est un w-mot de L(.A). O

Proposition 2.15. Lw-itération d’un langage rationnel qui ne contient pas le

mot vide est un langage w-reconnaissable.

Démonstration. Considérons un automate fini C = (Q¢, X, D¢, Fe, Ag) qui recon-
nait le langage L(C) qui ne contient pas le mot vide. Nous cherchons un automate

de Biichi qui reconnait L(C)*.

Sans perte de généralité, par la proposition 1.8, nous pouvons considérer que C
n’a qu’'un seul état initial g4 qui est une source et un seul état final g qui est un
puits. Il n’y a pas de transition qui entre dans gy et il n'y a pas de transition qui

sort de gy. En particulier, comme le mot vide n’est pas accepté, ¢4 # ¢y.

Nous construisons alors 'automate de Biichi A’ = (Q¢, T, g4, 45, Ao U A') ou

A ={(g,2,9) : (¢, 2,95) € Ac}-

Nous avons pris 'automate C, et & chaque état ol il y a une transition vers ’état
final, nous ajoutons une transition vers ’état initial. Ainsi, un w-mot w parcourt
un chemin dans A’ qui passe une infinité de fois par gy si et seulement si w est la

concaténation infinie de mots reconnus par C. Donc, w € L(C)*. ]

Proposition 2.16. Les langages w-reconnaissables sont fermés par le complé-

ment.
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Il s’agit du théoréme 2.1 dans (Thomas, 1990). Une preuve compléte s’y retrouve.
Elle est significativement plus longue que les preuves précédentes et elle nécessite

la définition de concepts qui ne sont pas réutilisés dans ce mémoire.

2.3 Lemme d'itération pour les w-langages

Dans cette section, nous énongons et démontrons un résultat sur les w-langages
qui est semblable au lemme d’itération (théoréme 1.9) dans les langages de mots
finis. Nous décidons de lui donner le nom de lemme d'itération oméga (ou w-
Pumping Lemma.) Il ne s’agit pas d'un nouveau résultat, ’énoncé (sans preuve)
se retrouve notamment sous une forme similaire dans (Alur et al., 2009), §3. lemme
1. La démonstration rédigée dans ce mémoire est inspirée de la démonstration du

théoréme 1.9.

Théoréme 2.17. (Lemme d’itération oméga) Soit L un w-langage reconnaissable.
Alors il existe N > 0 un entier tel que pour-tout w = Uy UsWs.. UsW;... dansL,—
avec |w| = N pour touti > 1, on peut écrire w; = T;3;:2; tel que

1oyl = 1,

2. |ziys) < N et

3. V(ji)iGN < NN, ’lLlfL'I’yil 31...u,~miy;.7"zi... e L.

Démonstration. Considérons L un w-langage reconnu par un automate de Biichi
a n états. Posons N = 2n et prenons w € L tel que w = 11,11(;1u2w2...u.5w§:.., avec
|w;] > N pour tout ¢ > 1. Comme w € L, il existe un état final de 'automate qui

est parcouru une infinité de fois, notons F cet état.

Comme |w;| > N, le chemin dans I’automate parcouru par w; passe par au moins
2n +1 états. Il y a donc un état de automate qui est visité 3 fois par ce chemin.

Soit la séquence des états parcourus gog;...gp,|-1. Nous pouvons noter dans cette
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séquence les occurrences de Iétat parcouru 3 fois par ¢, ¢’ et ¢”. Ainsi, le parcours

du chemin peut s’écrire ¢ogy...q...q ...q" ...y —1-

Notons 7; le mot effectuant le parcours de g & ¢/, et notons ¥; le mot effectuant le

parcours de ¢’ & ¢”. Remarquons que chacun est un sous-mot de wy.

Si 7; passe par I’état F, alors on pose ¥; = ¥;. Sinon, on pose ¥; = 7;. Nous avons

ainsi décomposé chaque w; en z;y;2;, ol z; et 2; découlent du choix de y;.

Remarquons que |y;| > 1 puisque le mot y; code une boucle non-vide autour d’un
état. De plus, on remarque que |z;u;] < N. En effet, le dernier état possiblement
visité par y; est ¢”, il s’agit de Pétat qui a été visité 3 fois, et il ’agit de la troisiéme
visite de cet état. Il est certain que cette visite a eu lieu avant N lectures des lettres

de w;.

Maintenant, nous devons vérifier que nous pouvons itérer chaque y; et rester dans
L. En d’autres mots, on veut w' € L pour tout @' = wywjugws.. . w;wi... ol w} =

w,-yf"zi,pour tout ¢ > 1, pour tout j; € N.

Remarquons d’abord que puisque chaque y; commence et finit sa lecture dans
un méme état, il est clair que nous pouvons l'itérer ou le retirer de w et garder
I’étiquette d’un chemin dans l'automate. C’est-a-dire que si w est 'étiquette d’un
chemin dans I’automate, alors w’ est aussi 'étiquette d’un chemin dans automate.

1 nous reste & vérifier que ce chemin est acceptant.

On peut remarquer que si un w; passe par 1’état final F', alors w; passe également
par l'état F. Et ce, méme si w} = x;2; grace au choix judicieux de y;. Nous avons
donc w = wywy...u;w;... et W' = wyw]...u;w;... tels que si w; visite F, alors wj visite
F. Ainsi, si w visite une infinité de fois F, alors il en sera de méme pour w’. Donc

w' € L. |
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On peut observer un cas particulier o2 u; est le mot vide et j; = 1 pour tout 7 > 1

et ainsi obtenir facilement le résultat plus simple suivant.

Corollaire 2.18. Soit L un w-langage reconnaissable. Alors i existe N > 0 un
entier tel que pour tout w = woW dans L, ot wy est un mot de longueur fwy| > N
et W est un w-mot, on peut écrz're wy = Y2 -tel que

1yl =1,

2. lzy| < N et

3. zy"zw € L,¥Yn € N.

Le lemme d’itération oméga nous permet, dans plusieurs cas, de démontrer qu’un

w-langage n’est pas w-reconnaissable.

Proposition 2.19. Soit F,[X] Uensemble des séries formelles avec coefficients
dans le corps fini ¥, et soit Px l'ensemble des puissances de X. Soit o la fonction

de multiplication a gauche par une puissance de X, c’est-d-dire

o: PxxF,[X] — F,[X]

(z,v) — 2v.

Alors le graphe de la fonction o n’est pas w-reconnaissable.

Démonstration. Nous voulons démontrer que Pensemble L = {(2,v,0(z,v)) | z €
Px,v e Fp[X]} € Px x F,[X] x Fp[X] n'est pas w-reconnaissable. On utilise le

lemme d’itération oméga.

Par contradiction, supposons que L est w-reconnaissable. Par le lemme d’itéra-
tion oméga, il existe alors un nombre entier N tel que pour tout w-mot w € L
décomposé de telle sorte que w = wyw, -+ - w;w; - - -, avec |w;| > N pour chaque i,

on peut écrire w; = x;y;2; tel que

L jul>1
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2. |zl <N

3. V(ji)ien € NN, wqw! - - - ww) - - € L, ot w} = z;y*2; pour tout 4.
La fonction o prend en entrée une série formelle et une puissance de X et les
multiplie. Dans notre langage, la fonction prend en entrée un w-mot v et un w-
mot z, ol z a la lettre 1 & une seule position et la lettre 0 partout ailleurs. La
fonction décale v. Plus précisément, la sortie est v auquel on a concaténé & gauche

autant de 0 qu’il y a dans z avant la lettre 1. Par exemple, si la série formelle est

2+2X +2X?+4--- et la puissance de X est X3, alors on a

z=000100---
v o= 222222
z-v =000222---

et ainsi 'w-mot dans L est le triplet
(000100 -+ , 222222 - - ,000222- - - ).
Prenons & présent un w-mot quelconque dans L, notons-le (z,v,zv). Disons que

z représente XV et que v = agaya,--- représente une série sans coefficient nul

(pour simplifier.) Le triplet que nous étudions est alors de la forme suivante :

w=(0---010--- ,agayaz+--,0---Qagarag- - ).
N fois N fois

Rappelons que nous pouvons décomposer w sous la forme uyw; - - - u;w; - - - tant
que chaque w; est de longueur au moins N. Encore une fois, pour simplifier, nous
ne regardons que uxn, et nous posons |u;| = 0 et |wy| = N. Ceci est suffisant

pour notre preuve. Alors w = wn@, ot wy = (0:--0,a9--any-1,0---0) et & =

N fois N fois
(10' JOANONg1 " ,{10{11-'-).

Selon le lemme d’itération oméga, on peut trouver une décomposition de w; =

T1th 21 tel que
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Ljnl>1
2. [z | <N
3. mly{‘zlu") € L, pour tout j; € N.
Etant donné la maniére dont nous avons représenté w, il est clair que nous aurons
la, décomposition wy = 1Y 21 suivante :
I1= ((}. 0,00 -ag_1,0-- .0)
y1=(0---0,a5++-ay_1,0---0)
z1=(0---0,a,---apn,0---0).

On voit en particulier que |z1| = s, [1h] =7 — s et |2;] = N — r. Regardons le cas

ol j; = 0. Nous avons ainsi v, = z12;. Done, w' = w)@ est le triplet :
1 s 1

(0.0 10...,aoa1...a8_1ar...’ 0---0 aoal...a‘g_lasas_*_l...)‘
N—r43 fois N—r+s fois

Ici, on voit facilement que le triplet ne fait pas partie de L. 5inous posons 2’ comme
étant le premier terme du triplet, et v/ comme étant-le second-terme, alors selon la
définition de la fonction étudiée, nous devrions avoir le triplet (2/,/, o(2/,7)). Or,
nous avons le triplet (2/,v', 0(2/,v)) qui n’est évidemment pas dans le graphe de
o en général. On remarque que nous allons rencontrer ce probléme, peu importe
la longueur non-nulle choisie pour 3.

Ainsi, pour le mot infini posé w € L, il existe une suite d’exposants (J;)ien € NV
telle que w' = wyw)---uwi--- ¢ L, od w) = z;yf*2. La suite que nous avons
trouvée est (0,1,1,...). Cela contredit la troisiéme propriété du lemme d’itération

oméga et ainsi le graphe de la fonction ¢ n’est pas w-reconnaissable. . O
Proposition 2.20. Le graphe de la fonction de Frobenius
Frob,: F,[X] — F,[X]
Q —

n'est pas reconnaissable par automate de Biichi.




31

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, utilisons le corollaire 2.18.

Soit @ = ag + a1 X + a;X? + ... une série formelle dans F,[X]. Nous représen-
tons une telle série dans F,[X]* par apaiaz ... En particulier, un polynéme sera
représenté par le mot infini w = aga, . ..a,000. .. oll n est le degré du polynéme.

Notons de plus que l'image d’un tel polynéme par Frob, est représentée par

Frob,(w) =ag0...0a:0...0a90...40,000...
p fois p fois

Procédons par P'absurde et supposons que L = Graph(Froby) est w-rationnel, et
soit N + 1 sa constante d’itération. Considérons w € L la représentation d’un

polyndme de degré N et de son image. Plus précisément, on a

w = {apay...an0...,a00...0a:0...ax5000...)
p fois

et supposons chaque a; non-nul.

Par le corollaire 2.18, pour tout mot wg tel que w = wow et lwo] > N 41, il existe

un mot y tel que

- Wo = TYZ,

ly| > 1,

1

eyl <K N+1

zy"2w € L,Vn >0

/

Entre autres, on peut prendre wo = (aga; ... an, a0 ...). Posons wy = zyz, selon

le corollaire 2.18 on a xyP21w € L et zy?2b € L.

Si ly] > 1: Notons zy°z = (v,v).

Alors v posséde strictement moins de lettres non-nulles que v’'. En effet,

En enlevant y & wp, on se trouve & n’enlever que des termes non-nuls dans
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la composantes de gauche et au moins un terme nul dans la composante de
droite. Cela vient du fait que I'image par F'rob, n’admet jamais deux termes

non-nuls consécutifs.

Or, Frob, laisse constant le nombre de termes non-nuls. Donc 2%z ¢ L.

Si fy| ~1: Dans ce cas, y est un couple de lettres.
Siy = (a;,0), alors zy°20 ¢ L pour les mémes raisons que dans le cas
précédent. C'est-a-dire que le retrait de y ne garde pas constant le nombre
de termes non-nuls.
Siy = (a;,a4), ol a; % 0 et a; 5 0, alors on a zy?2w ¢ L. En effet, notons
zy?z = (v,v). On obtient le sous-mot a;a; dans ¢/, or il est impossible

dans l'image de Frob, d’avoir deux lettres consécutives non-nulles. Donc

zy*20 ¢ L.
Donc L n’est pas w-rationnel. [
2.4 Reconnaissabilité des prédicats

Céette section contient les automates de Biichi reconnaissant chaque prédicat de

la structure

(]FPB:XB‘E?P{XL +703 '<3 'X) AX: {XX('s s k)}kGFP)'

Les prédicats de cette structure ont été définis au chapitre I. Cette section montre

que chaque ensemble défini par une formule atomique est w-reconnaissable.

Les w-automates lisent des w-mots, c’est-a~dire des suites infinies de lettres. Or,
nous parlons de reconnaissabilité de sous-ensembles de F,[X]. Pour qu'un w-
automate puisse lire une série formelle, nous codons une série ag+a, X +ap X2+ -

par w-mot agayas--- € E*“;’ .
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Pour qu'un w-automate puisse lire un d-uplet dans (F,[X])¢, nous codons un
d—uplet (Pl, Pg, ceay Pd) par le mot infini (CLI’Q, 20, lld)())((ll’l, az1;. .. ,ad,l) on

dans ((Fp)%)«,-ou P, =Y a;;X7 pour chaque i.

Exemple 2.21. Soit (P,Q) € (Fp[X])? tel que P = ag + a1.X + ap X% + -+ et
Q = bp+b X +be X?+---. Alors on représente le couple (P, Q) dans un w-langage

sur (F,)? par

(aU? b())((ll, bl)(a’Zy b2) Tt
Proposition 2.22. Le graphe de la fonction + : (Fp[X])? — F,[X] est w-
reconnuissable.
Démonstration. 1l suffit de construire un automate de Biichi reconnaissant
{(4,B,0) € (BIX])*| A+ B=C}.

L’addition sur les séries formelles se fait terme & terme, c’est-a-dire que si A =

S apX™ et B=3 b, X", alors

A+B =) (an+b,) X"

n>0

Prenons 'automate A = ({qo},lf"g, {a0}, {0}, 0), on
6 = {(q0, (a,0,a +b),q) | a,b € Fp}.

Puisque les coefficients proviennent d’un corps fini, nous savons que ¢ est fini. Les
seuls triplets (A4, B, C) qui sont acceptés sont ceux ot chaque lettre est de la forme

(a,b,a +b). Ainsi (4, B, C) est reconnu par A si et seulement si A+ B=C. [

Proposition 2.23. Le graphe de la fonction-X : in[{X [ = F,[X] estw-reconnaissable.



34

(a,b,a+b)

Figure 2.2 Automate de Biichi pour 'addition

Démonstration. Nous cherchons & construire un automate de Biichi reconnaissant
I'ensemble {(P, Q) € (F,[X])? | P- X = Q}. Posons P = ap + a; X + ag X% + - -
et Q=by+0X +bX%+---.

On peut remarquer que @ = P - X si et seulement si by = 0 et b, = a,_; pour
tout » > 1. Un automate de Biichi reconnaissant exactement les paires de séries

formelles ayant cette propriété est le suivant :
A= (Q (Fp)z’ {d}v F, 5)7

ol

-Q={0,1,...,p—1,4d},

- F={0,1,...,p—1},

- 6={(d.(z,0),7) |z € FR}U{E (v,2),9) | £,y € Fp}.
Chaque état non-initial de A est associé & un élément de IF,. Si un chemin passe
par un état T, c’est que la derniére lettre lue dans P est x. Ainsi, chaque état
garde en mémoire la derniére lettre lue dans P, et donc la prochaine lettre a lire
dans @ pour que (P, Q) soit accepté. Nous sommes aussi assurés que la premiére

lettre de @ sera 0, d’ou chaque transition sortant de 1’état initial doit étre de la

forme (d, (z,0), 7).

Par la construction de cet automate, chaque paire (P, Q) sera acceptée si et seule-

ment si elle remplit les conditions pour étre dans le graphe de -X. O
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(2,0) ~ (¥,0)

(z,2)

(y,)

Figure 2.3 Automate de Biichi pour - X

Proposition 2.24. L’ensemble des polynémes est w-reconnaisseble.

Démonstration. Nous cherchons & construire un automate de Biichi reconnaissant

I'ensemble {P € F,[X] | P € Fy[X]}. Posons P =ag+ a; X + ap X% +---.

On peut remarquer que P sera un polyndme si et seulement si il existe un entier
N tel que a, = 0 pour tout n > N. Essentiellement, IV est le degré de P dans ce
cas. Il suffit alors de construire un automate de Biichi qui reconnait exactement

les w-mots avec une queue de 0.

Cet automate est

A= (Qs ]Fps {%}7 {‘h}s A);

- Q = {(IOa ql}7
- A= {(QOV'I:? QO) * Te ]Fp} U {(quos ql)’ (Qhoa‘h)}-

Un chemin dans cet automate visitera une infinité de fois ¢; si et seulement si son

étiquette posséde une queue de 0, ce qui est équivalent & étre un polynoéme. [

Proposition 2.25. La relation < est w-reconnaissable.
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{0,....,p—1} 0
~()——()
Figure 2.4 Automate de Biichi pour Fp[X]

Démonstration. Nous allons construire un automate de Biichi reconnaissant ’en-
semble {(P,Q) € (Fp[X])? | P < Q}. Rappelons que P < () si et seulement si P
et @ sont des polynémes, et si le degré de P est plus petit que le degré de Q.

Considérons un couple de séries (P, Q). Pour étre dans cet ensemble, P et Q
doivent avoir un nombre fini de coefficients non-nuls, donc les w-mots qui les
encodent doivent chacun avoir une queue de 0. De plus, le dernier coefficient non-
nul de P doit apparaitre plus t6t que le dernier coefficient non-nul de @. Nous

proposons l'automate A = (Q,F3,{g}, {¢:}, ), ou

R = {90 @1, %},

5 = {(q0:(z,v), %) | z,y € F,}U
{(2,(0,9), 01), (@1, (0,9), @) | v € Fp \ {0}}U
{(21,(0,0),42), (22, (0,0), g2) }-

Soit w un w-mot qui code le couple de séries formelles (P, Q). Le chemin étiqueté
par w est acceptant dans A que s’il visite I’état g, une infinité de fois. Comme
toutes les transitions vers ¢y sont étiquetée (0,0), cela signifie que w encode un
couple de polynémes. De plus, ce chemin doit d’abord visiter 1’état ¢, qui indique
que le dernier coefficient non-nul de P est apparu plus t6t que le dernier coefficient
non-nul de ¢ jusqu’a présent. Ainsi, w est accepté par A que s’il code un couple

de polyndmes (P, Q) ou le degré de P est“plus petit que le degré de Q. O

Proposition 2.26. Le graphe de la fonction Ax : Fp[X] — F,[X] est w-reconnaissable.
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@y 0 09

Figure 2.5 Automate de Biichi pour <

Démonstration. Nous allons construire un automate de Biichi reconnaissant 1'en-
semble {(P,Q) € (F,[X])? | Ax(P) = Q}. Rappelons que la fonction Ax est
définie par :
0, siP=0
Ax(P)=14 0, si P n'est pas un polynéme
X™, si P est un polynéme non-nul de degré =.

Nous proposons 'automate A = (Q,]F%, {9}, F,d), ot

Q = {49 q,% 6}

F = {q,q,%0}

§ = {(2,(0,0), %), (g2 (0,0).22),(a,(0,0),g), (g3, (0,0), g3) }U
{(%. (2,0), ¢1), (@1, (a,0), &1), (g3, (@, 0), ¢1) | @ € Fp \ {0} }U
{(20, (2,1), 22). (¢, (2, 1), 82), (g3, (a, 1), 02) | @ € Fp \ {0}}.

Considérons I'entrée d’un w-mot (P, Q) dans notre automate A. Si P = 000...,
alors (P, Q) est accepté si et seulement si @ = 000. .. aussi, (P, Q) visite dans ce

cas Pétat gy une infinité de fois.

Si P n’est pas un polyndme, c’est-a-dire que P contient une infinité de coefficients
a non-nuls, alors 'automate accepte (P, Q) si et seulement si Q = 000.. ., dans ce

cas (P, Q) visite I’état ¢; une infinité de fois.

Si P est un polynoéme non nul de degré n, c’est-a-dire que P = aja,---a,000.. .

ol a, est non-nul, alors (P, Q) est accepté si et seulement si @ ne contient que des



38

(0,0)

Figure 2.6 Automate de Biichi pour Ax

0, mais que sa n® lettre est 1. Si I'automate lit (an, 1), alors on passe a 1'état ¢y
et (P, Q) sera accepté que si P et @ ne contiennent pas d’au’gre lettre non-nulle.
Dans ce cas, on passe une infinité de fois par I'état ¢;. Réciproquement, si P est
un polyndme mais que ¢ ne contient aucun 1, alors le seul état visité une infinité

de fois sera gz, et ce n’est pas un état acceptant. ' [l
Proposition 2.27. Pour tout k € |, la relation Xx(-,-, k) est w-reconnaissable.

Démonstration. 1l suffit de construire un automate de Biichi qui reconnait I’en-
semble {(P,Q) € (F,[X])? | Xx(P,Q,k)}, pour chaque k € F,. Rappelons que
Xx(P,Q,k) est valide si et seulement si P est une puissance de X avec coefficient
k dans Q. Pour un k donné, nous proposons 'automate Ay, = (Q, ]F?,, {0}, {nr},9),

ol
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(0, a) (O,a)

Figure 2.7 Automate de Biichi pour Xx(-, -, k)

- @ ={g0, a1},
, - 0={(2:,(0,0),4) | a € Fp et g; € Q} U {(qo, (1, %k),q1)}-

‘ ' Considérons (P, Q) une entrée dans l'automate A;. Comme toutes les transitions
sont étiquetées par (0, a), sauf une transition qui a U'étiquette (1, %), il est clair
que P doit nécessairement étre uné puissance de X pour que (P, Q) soit accepté
par 'automate. La transition étiquetée (1,k) nous indique que 'automate a lu

| I'unique coefficient non-nul dans P, et a en méme temps lu le coefficient k dans

! Q. Ceci signifie clairement que la série formelle @) a le coefficient k£ devant la

puissance P. O



[Cette page a été laissée intentionnellement blanche]




CHAPITRE III

RECONNAISSABILITE ET DEFINISSABILITE

C’est dans ce chapitre que nous abordons le résultat principal de ce mémoire.
Le théoréme est analogue au Théoréme 14 dans (Rigo et Waxweiler, 2011). Nous
commengons par regarder de plus prés ce théoréme, et de 1a nous pouvons arriver

plus facilement & notre propre théoréme.

Nous démontrons ’équivalence entre étre w-rationnel et étre définissable dans la

structure

(FP!}:XB}IFP[X}? +§ 0) "<$ 'Xf )‘X7 {XX(', s k)}kEFp)-

Rappelons que la relation binaire < est définie sur Fp[X] et ordonne les polynomes
par leur degré. L’opération unaire Ax prend un élément et renvoie la plus grande
puissance de X qui apparait avec un coefficient non-nul s’il s’agit d’'un polynéme
non-nul, et renvoie 0 sinon. Et finalement, Ia relation Xx(u, v, k) est valide si et

seulement si u est une puissance de X, et k est le coefficient de u dans v.

3.1 Reconnaissabilité et définissabilité dans les polyndémes

Cette section sert non seulement & récapituler et comprendre les résultats im-
portants de (Rigo et Waxweiler, 2011), mais aussi & les adapter & nos besoins.

L’énoncé qui nous intéresse est le suivant.
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Théoréme 3.1. Soit P € F[X] un polynéme non constant et un entier d > 2.
Alors un sous-ensemble T C (F[X])? est P-reconnaissable si et seulement s’il est

P-définissable.

Par ensembles P-reconnaissables, on entend les ensembles de polyndmes écrits
en base P reconnaissables par automate fini. Par ensembles P-définissables, on

entend les ensembles de polynémes définissables dans
(EF[XL +, =, {'C 1 Ce ]F[X]}* VP):

olt < est une relation qui compare le degré de deux polynémes, et ou Vp(A)
donne la plus grande puissance de P qui divise A si A est un polynéme non-nul,

et VP(O) = 1.

On note que les automates dans (Rigo et Waxweiler, 2011) lisent les polyndmes a
partir du coefficient du terme de plus haut degré. C’est-a-dire, pour un polynéme
A= a, X"+ -+ a1 X + ap, la représentation en base X, par exemple, sera
an -+ a1ag et ce sera le mot lu par Iautomate. Malheuréusement, puisque nous
travaillons avec les séries formelles, il nous est impossible de représenter les séries
& partir du coefficient du terme de plus haut degré (car une série formelle n’a
pas de tel terme.) Nous devons alors vérifier que le théoréme ci-dessus est encore
valide en utilisant les représentations commengant par le coefficient du terme de
plus petit degré. C’est-a-dire que pour un polynéme A = @, X" + .-+ a; X + ay,
sa représentation en base X, notée repx(A), sera apa - - - a,. De plus, ajoutons

que la structure dans laquelle nous travaillerons sera
(FP{IX]LFP{X]? +,0,<,-X, Ax, {XX(" g k)}ker)‘

Il est d’ailleurs intéressant de noter que 1’ensemble des puissances de X, que nous

notons Py, est définissable dans ce langage. En effet :
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u € Px ¢ Ax(u) = u.

La formule suivante suit la méme idée que celle trouvée dans (Rigo et Waxweiler,
2011), qui découle d’une d’une construction trouvée dans le théoréme 2.2 de (Vil-
lemaire, 1992). Etant donné un langage reconnu par un automate, nous voulons
coder une formule décrivant le comportement de I'automate en utilisant notre

représentation.

On suppose qu'une partie T C (F,[X])? est P-reconnaissable, et nous posons
A = (Q, (F,)4, g, F, §) I'automate le reconnaissant, avec un nombre d’états I. Les
états de A sont codés par les l-uplets (1,0,...,0),...,(0,...,0,1) dans (F,)". Pour
tout ¢ € Q, on note g; la j-ieme composante dans le codage de q. Pour représenter

un m-uplet non-nul (Ry, ..., Ry) € (F,[X])™, m > 1, on écrit

((R1(0), ..., R(0)), .. ., (Ba(K),. .., Rm(K))) € ((Fp)™)*
pour repx(Ry, ..., Rpy), oit (Ry(k), ..., Rp(k)) est non-nul et k dépend des R;.

Exemple 3.2. Soient B; = X +2X?% Ry = 24+2X? et Ry = 4X* des polynomes
de F5[X]. Alors le triplet { Ry, Ry, R3) est représenté par

repx(Ry, R, Rs) = (0,2,0)(1,0,0)(2,2,0)(0,0,0)(0,0,4).

Chaque lettre de repx(R;, Re, R3) est un triplet car on représente ici un triplet
de polynomes. Les éléments des triplets sont les coefficients de Ry, R, et R3. Par
exemple, la troisiéme lettre de repx (R, Ra, R3) est (2,2,0) car les coefficients de

X? dans R;, Ry et Rs sont respectivement 2, 2 et 0.

L’idée de la formule est d’introduire un {-uplet (Bjy,..., B;) de polyndmes qui

code le comportement de ’automate .4 quand A lit le mot repx(A;, ..., Ag). Un
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d-uplet (A, ..., Ay) de polynomes est dans T si et seulement s’il existe un I-uplet
(Bi, ..., B;) de polyndmes et un entier k tel que

1. k < max{deg(4,),...,deg(Aq)} < k+1,

2. (By(0),...,Bi(0)) est le code pour P’état gp,

3. pour tout j € {0,..., k}, si (B1(J),. .., Bi(j)) est le code pour un état g, alors
(B1(§+1),..., Bi(j+1)) est le code pour Vétat ¢ = (g, (A1()),- .., A4())),
et

4. (By(k),...,Bi(k)) est le code pour un état final.

Avec cette information, on peut voir que la formule suivante décrit les points

(1)-(4) et qu’elle est satisfaite si et seulement si (Ay,..., Ag) € T :

(Fy)(3By)---(3By)

d d !
[PX(Z!) A V(y = Ax(Ai)) A /\(/\X(Ai) <y-X)A /\(Xx(l,Bi,QO(i)))A

(V2)Px(2) A (2 2y =
d . i i
A (AXX(Z:Ai:Ci)AAXX(zyBj:Qj):>./\XX(Z'X>Bj9qzj))

((Cl""ﬁcd)>% q’)
€ Fp x Q%
6((]: (Cl, ey C:d)) — q’

.
Y /\Xx(y,Bj,q(j))))} .

gEF j=1

Avec cette derniére formule, il est possible de définir des langages rationnels dans
notre logique de premier ordre, et donc de vérifier si un mot est dans un langage

donné. Etant donné la taille de cette formule, nous la remplagons par la notation

PA-

Exemple 3.3. Pour illustrer comment fonctionne cette formule, considérons le

triplet (Ry, Ry, R3) de 'exemple 3.2. Considérons & présent un langage T reconnu
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(0,0,0)

020) /N (1L00) N (220)
OO0
(0,0,4)

Figure 3.1 Automate de 'exemple 3.3

par un automate a 4 états. Ces 4 états sont ¢, g1, ¢2 €t g3 et sont respectivement
codés bar les quadruplets (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) et (0,0,0,1). Supposons
que gp est Pétat initial, que ¢3 est le seul état final et que les seules transitions
possibles sont celles qui vont d’un état ¢; & ¢;41, ou bien de g3 a g3. Un tel automate
est représenté a la figure 3.1. Le triplet (Ry, Ry, R3) fait partie du langage 7T si
et seulement si il existe un quadruplet de polyndmes (By, By, Bs, By) tel que les

quatre conditions énumérées ci-haut sont respectées.

Premiérement, max{R;, Ry, R3} = 4, donc pour respecter I'inégalité du point 1,
on pose k = 4. Deuxiémement, (B;(0), B2(0), B3(0), B4(0)) doit étre le code pour
I’état initial. Dans cet exemple, 'état initial est codé par (1,0,0,0), donc B; doit
avoir le terme constant 1 et By, B; et By doivent avoir un terme constant nul.
Troisiémement, (By(j+1), B2(j +1), B3(j+1), B4(j +1)) doit coder un état acces-
sible par (By(7), Ba2(j), Bs(J), Ba(4)) en lisant la lettre de repx(Ry, Ry, R3). Par
exemple, (B;(1), By(1), B3(1), B4(1)) doit étre (0,1,0,0) suivant les transitions de
notre automate, et on doit avoir la transition (g, (0,2,0),¢1), car (0,2,0) est la
premiére lettre du mot lu. Finalement, comme nous avons déja posé £ = 4, on
doit avoir (B1(4), Ba(4), Bs(4), B4(4)) = (0,0,0,1) puisqu’il s’agit de notre unique
état final.
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La suite d’états visités est codée par
(1,0,0,0)(0,1,0,0)(0,0,1,0)(0,0,0,1)(0,0,0,1)

et les quatre polyndomes qui décrivent le comportement de 'automate sont By = 1,
B, = X, B3 = X% By = X3 + X%, et ces polynomes respectent les quatre

conditions nécessaires pour coder le comportement de automate.

Notation 3.4. Nous écrivons p 4(w) si w est dans le langage reconnu par A.

3.2 Reconnaissabilité et définissabilité dans les séries formelles

Dans cette section, nous abordons finalement la preuve de notre théoréme princi-

pal. \

Théoréme 3.5. Soit L un langage de (F)“. Alors L est w-reconnaissable si et
2

seulement s’il est définissable dans la structure

(FpﬂX]]s Fp[X]a +, O} s 'Xg AX> {XX('a ) k)}kEFp)-

Démonstration. Montrons d’abord qu’un langage qui est w-reconnaissable est dé-
finissable. Soit A = (Q, Fg,qd? F,§) un automate de Muller, ot F¢ est I’alphabet
de lautomate, @ est I'ensemble de ses états, gy est 'état initial, FF C P(Q) est
I'ensemble des sous-ensembles acceptants de 'automate et § est la fonction de
transition. Rappelons quun w-mot sera accepté pa;‘ A si et seulement si ’en-
semble des états visités une infinité de fois appartient & F. Rappelons aussi que
la classe des automates de Biichi et celle des automates de Muller sont équiva-

lentes, ce qui nous permet d’utiliser les automates de Muller pour cette partie de

la preuve.

On cherche alors & définir Pensemble L{A) C (F,[X])%, I'w-langage accepfé par

I’automate de Muller A. Pour cela, nous allons définir la formule suivante pour




un automate A déterministe :

Daq(t,v) ¢ ©a,(u) A Pre(u,v),

ou 'automate Ag est simplement I’automate A dans lequel nous avons remplacé
’ensemble des états d’acceptation par {¢}. Rappelons que les formules @4 et Pre

ont été définies respectivement & la notation 3.4 et 4 la définition 1.26

Ainsi, pour un automate de Muller (déterministe) A et un de ses états ¢, on définit
Pa,q)(u,v) par « u est un préfixe de v, et le chemin étiqueté par u dans 'automate

A termine a l'état q. »

Soit w une série formelle, nous 'définissons w € L(A) par

v /\ VyFu(Px (y) A (u € Fp[X]) A (u = y) A deag)(u, w))A

seF ' P(Px(y) A (v € Fp[ X)) A (v = ¢) A dag)(v, w)))]
7,9 €Q

geS
q¢S

La formule dit que, pour un S € F, et pour tout couple d’états (¢,q’) tel que
g€ Setqg ¢85, les conditions suivantes sont vérifiées :
1) pour toute puissance de X, il existe un préfixe de w de degré plus grand qui
finit son chemin & I’état q,

2) il existe une puissance de X telle qu’aucun préfixe de w de degré plus grand

ne finit son chemin a Iétat ¢'.

La condition (1) assure que w visite I'état ¢ une infinité de fois, puisque nous
pouvons trouver des préfixes de w arbitrairement grands qui finissent leur chemin

dans 'automate A a I'état q.

La condition (2) assure que w visite V'état ¢’ seulement un nombre fini de fois,

puisqu’il existe une puissance de X telle que tout préfixe de w de degré plus grand
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ne finira pas a I’état ¢’. Plus simplement, cela signifie que w cessera de visiter 'état

q aprés cette puissance de X.

Comme nous vérifions la condition (1) pour tout état se trouvant dans S, et la
condition (2) pour tous les autres états, et ce pour un S pris dans I'ensemble
des sous-ensembles acceptants F', nous définissons exactement 1’acceptation d’un

automate de Muller.

Il nous reste alors a montrer que tout ensemble définissable dans la logique de

premier ordre de la structure

(]FPKXB’IFP[X} +, 05 =, 'Xf AX: {XX(" s k)}kEFp)

est w-reconnaissable.

Nous avons déja vérifié au chapitre II que chaque ensemble défini par une formule
atomique était w-reconnaissable. Autrement dit, il existe des automates de Biichi

qui reconnaissent les ensembles suivants :
- {w € Fp[X] | w e Fp[X]},
- {w,v,w) € F[X])* | u+v =},
{(w,v) € (F[X])? | u <0},
{(w,v) € (F[X])? [u- X =v},
{(w,v) € (F[X])? | Ax(w) = v},
{(u,v) € (F,[X])? | Xx(u,v,k)} pour tout k € Fp.

Nous pouvons alors procéder par récurrence sur la complexité d’une formule
@(As, ..., Ag) contenant d variables libres. Nous pouvons supposer que ¢(A;, . .., Ag)
ne contient que les connecteurs logiques A, V et —, et le quantificateur existentiel

3.

Si @(A;,..., Ag) est une formule atomique, alors nous savons qu'il existe un au-

tomate de Biichi reconnaissant ’ensemble qu’elle définit.
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Si o(4y,...,Aq) est une formule de la forme —)(4,,..., Aq), alors I'automate
qui reconnait ’ensemble défini par ¢(A;,..., Ag) est Vautomate qui reconnait le
complément du langage défini par 1. Comime les langages w-reconnaissables sont

fermés par le complément, nous savons que cet automate existe.

Si@(As, ..., Ag) est une formule de la forme 1y (Ay, .. ., Ag) A Ay, .. ., Ay), alors
'automate reconnaissant 1’ensemble défini par ¢(A;,...,Aq) est celui qui recon-
nait l'intersection des langages définis par v et ¥,. Encore une fois, ’existence de
cet automate provient du fait que les langages w-reconnaissables sont fermés par

I'intersection.

Si p(Ag,...,Aq) est une formule de la forme ¢;(A;, ..., Aq) V ¥a(A,. .., Ad),
alors ’automate reconnaissant 1’ensemble défini par ¢(A;,. .., Ag) est celui qui
reconnait 'union des langages définis par 1¥; et 1. On sait que cet automate

existe car les langages w-reconnaissables sont fermés par 'union.

Finalement, si ¢(4y, ..., A4) est une formule de la forme (3A)9(Ag, A1, - .-, Aa)s
alors I’automate qui reconnait ’ensemble défini par @(A4y, ..., Ag) est Pautomate
qui reconnait le projection sur (Aj,...,A4) de I'ensemble défini par la formule
¥(Ag, Ay, . . ., Ag). Encore une fois, un tel automate existe grace a la fermeture

des langages w-reconnaissables par la projection. O

La démonstration du théoréme 3.5 assure que le théoréme suivant de Hodgson

s'applique, et on obtient que la structure
(]FPEXE’ IFP[XL +,0,<, 'X> ’\X> {XX('7 K k)}ker)

est décidable, c’est-a-dire qu’il existe une procédure pour déterminer effectivernent
si un énoncé quelconque de la logique de premier ordre de la structure est vrai ou

non dans cette structure.
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Théoréme 3.6 ((Hodgson, 1983), théoréme 1.3). Soit D une structure relation-
nelle a laquelle nous associons le langage de premier ordre Lp. S'il existe une
procédure effective permettant d’associer 4 toute formule ¢(zy,. .., x,) de Lp un
w-automate acceptant l'ensemble défini par cette formule, alors la théorie Th(D)

est décidable.

3.3 Autres approches

Cette section a pour but de mettre en évidence certains problémes que nous avons
rencontrés. Cette section montre qu’il y a des résultats négatifs qui expliquent

pourquoi certaines approches n’ont pas été utilisées.

3.3.1 Approche par la relation L = |, X;Y¥

Rappelons e théoréme 2.10. Un langage L est w-rationnel si et seulement s'il peut
étre écrit sous la forme

L=O&W,

i=1

ol tout X; et tout ¥; est un langage rationnel.

Au départ, nous voulions définir dans notre structure un langage L écrit sous
cette forme. Malheureusement, nous n’avons pas réussi i trouver une méthode
qui permet de définir w € XY™, ou X et Y sont des langages rationnels. Nous
savons déja que u € X est définissable par la formule ¢4, , olt Ax est 'automate
reconnaissant X, puisque le langage X est rationnel. A partir de Ay, I'automate
reconnaissant le langage rationnel Y, nous avons vu que nous pouvons construire
un automate reconnaissant Y*, disox-ls B. Alors, pour définir Y, il suffit d’utiliser

la propriété que w € Y* si et seulement si w posséde une infinité de préfixes dans
prop q




o1

Y*. Cela peut étre défini pas la formule suivante :
w €YY ¢+ (V2)(F)[Px(2) A ps(v) A (2 2 Ax(v)) A Pre(v, w)].

Cette formule dit que w € Y“ si et seulement si pour tout z une puissance de X,
il existe un préfixe v de w qui est de degré égal ou plus grand que le degre de z, et
qui est reconnu par 'automate B. Ainsi v sera un mot de Y*. En d’autres mots,

w € YV si et seulement si w posséde une infinité de préfixes dans Y*.

Cependant, méme si nous avons une formule définissant un langage rationnel X et
un w-langage Y'“, nous n’avons pas réussi & définir l'w-langage XY“. On peut voir
quew € XY%siet seulmﬁent siilexisteu € X et v € Y¥ tels que w = u+Ax(u)-v.
Or nous ne pouvons pas multiplier une série par une puissance de X quelconque
dans notre structure : le graphe de la multiplication définie sur Px x F,[X] n’est

pas w-reconnaissable, comme 'indique la proposition 2.19.

Cependant, lors d’une correspondance avec Luc Bélair, Francoise Point aurait
récemment réussi & définir la concaténation & gauche par un langage rationnel
dans une structure semblable & la nétre. Dans sa lettre, elle définit © € XY* en

contournant le probléme soulevé par la proposition 2.19.

3.3.2 Approche par les automates de Biichi déterministes

Nous nous sommes aussi demandé si le résultat ne pouvait pas étre au moins
partiellement vrai pour les automates de Biichi déterministes. Aprés tout, un w-
langage est reconnaissable par automate de Biichi déterministe si et seulement
si il est la limite d'un langage reconnaissable par automate fini ce qui permet le

théoréme suivant.

Théoréme 3.7. Si un w-langage de (F,)” est reconnaissable par automate de
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Biichi déterministe, alors il est définissable dans la structure

(]E‘P[[Xﬂv +707 <; 'Xy AX; {XX('a s k)}kEFp)

Démonstration. Soit L un w;langage reconnu par un automate de Biichi détermi-
niste A = (Q,Fp, d, F,d). Ainsi, on a L = L¥(A). Soit w € L, et Inf(w) ensemble
des états visités une infinité de fois par un chemin acceptant de w dans A. Comme
w est accepté, nous avons Inf(w) N F # @, par la définition d’acceptation des au-

tomates de Biichi.

Considérons automate fini A’ = (@, F,, d, F, §). Les automates A et A’ ont exac-
tement les mémes états, états initiaux, états acceptants et les mémes transitions.
La seule différence entre les deux est la méthode d’acceptation : 1'un est un au-
tomate de Biichi et I'autre est simplement un automate fini. On peut facilement
remarquer qu’'un mot % parcourra le méme él1erxlin dans A’ que dans A. Ainsi,

on peut remarquer que w € L¥(A) si et seulement si w posséde une infinité de

préfixes u; € L(A').

Comme V'automate fini A’ est déterministe, on peut définir le langage qu’il recon-

nait par une formule ¢ 4. La formule suivante définit alors w € L¥(A) :

(V2) (Fu)(Px(2) AF,[X](u) A 2 < u A Pre(u, w) A @ a(u)).

Pour tout z qui est une puissance de X, il existe un polyndéme u tel que u est
de degré plus grand que le degré de 2, tel que u est un préfixe de w et tel que
u est accepté par I'automate fini A’ construit & partir de 'automate de Biichi
déterministe A. Cela signifie que w est un mot accepté par I'automate de Biichi

déterministe A. O

Cependant, bien que tout langage reconnu par automate de Biichi déterministe
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0 0
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Figure 3.2 Automate de Biichi pour Fa[X]

peut étre défini dans notre structure, nous ne pouvons reconnaitre toute formule

définissable.

En effet, bien que nous puissions définir I’ensemble des polynémes dans notre
structure, aucun automate de Biichi déterministe ne peut les reconnaitre. Prenons
Pautomate de Biichi reconnaissant Fo[X]. Cet automate reconnait 'ensemble des
polynomes a coefficient dans Fy, or il s’agit justement de I’automate de la figure
2.1. Cet automate n’est pas équivalent a un automate de Biichi déterministe, tel

que vu dans la preuve du théoreme 2.9.

De plus, la classe des automates de Biichi déterministes n’est pas fermée par la
projection, ce qui cause un probléme lorsque l’'on veut construire un automate
reconnaissant un ensemble défini par une formule contenant un quantificateur

existentiel.



CONCLUSION

Inspiré par (Rigo et Waxweiler, 2011), ce mémoire avait pour but de trouver
une structure logique de premier ordre sur les séries formelles dans laquelle toute
formule définit un ensemble reconnaissable, et dans laquelle pour tout ensemble

reconnaissable, il existe une formule le définissant.

La section 3.3 a décrit les différents problémes que nous avons rencontrés pour
démontrer le théoréme 3.5. Terminer ce mémoire par cette section permet de .
considérer en partie quels problémes il serait intéressant de résoudre. Notamment,
nous n’avons pas réussi a définir directement la concaténation a gauche dans notre
structure. Or, comine la concaténation & gauche est w-reconnaissable, on sait qu’il
doit étre possible d’écrire une formule dans notre structure logique qui définit la
concaténation. La missive de Frangoise Point mentionnée précédemment semble

le confirmer.

Nous avons aussi démontré que tout ensemble reconnaissable par automate de Bii-
chi déterministe était définissable, et qu’il existe au moins un ensemble définissable
qui ne peut étre reconnu par automate de Biichi déterministe. Il n’y a donc pas
d’équivalence entre reconnaissable (par Biichi déterministe) et définissable dans la
structure dounée, mais il serait intéressant de trouver une structure pour laquelle
I’équivalence tient. Cette structure devra étre strictement moins expressive, tout

comme les automates de Biichi déterministes par rapport aux non-déterministes.

Le sujet des w-automates et de leurs liens avec la logique est beaucoup plus vaste
que ce qui est couvert ici. Pour couvrir la matiére plus profondément, je recom-

mande les ouvrages cités dans les références.
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