UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

LE DENOMBREMENT DES CLASSES D’EQUIVALENCE POUR LA
RELATION DE CLIC SUR LES ORIENTATIONS ACYCLIQUES D’UN

GRAPHE

MEMOIRE
PRESENTE
COMME EXIGENCE PARTIELLE

DE LA MAITRISE EN MATHEMATIQUES FONDAMENTALES

PAR

CATHERINE BOURBEAU

AVRIL 2014




UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL
Service des bibliothdques

La ditfusion de ce mémoira se fait dans le respect des droits de son auteur, qui a signé

le formulaire Autorisation de reproduire. et de diffuser un travail de recherche de cycles
supérieurs (SDU-522 — Rév.01-2008). Cette autorisation stipule que «conformément a

farticle 11 du Raglement no 8 des études de cycles supérieurs, [auteur] concdde a

'Universitd du Québec A Montréal une licence non exclusive d'utilisation et de .
publication de la totalité ou d'une partie importante de [son] travall de recherche pour

des fins pédagogiques et non commerciales. Plus précisément, ['auteur] autorise

I'Université du Québec & Montréal a reproduire, diffuser, préter, distribuer ou vendre des

coples de [son] travail de recherche a des fins non commerciales sur queique support

que ce soit, y compris I'Internet. Cette licence et cette autorisation n'entrainent pas une

renonciation de [la] part [de I'auteur] a [ses] droits moraux ni & [ses] droits de propriété

intellectuelle. Saut entente contraire, [I'auteur] conserve la libertdé de diffuser et de

commercialiser ou non ce travail dont [il] possaéde un exemplaire.»




REMERCIEMENTS

Je souhaite tout d’abord remercier trés chaleureusement mon directeur Christophe
Hohlweg qui m’a permis de réaliser ce mémoire et qui m’a poussé & me dépasser dés le
début de ce projet. Merci pour ’aide, la disponibilité, les précieux conseils, le soutien
financier et pour tout le temps qu'il m’a consacré. Merci de m’avoir appris & écrire les
mathématiques et de m’avoir donné la chance de vivre mes premiéres expériences dans

le milieu de I’enseignement.

Je remercie aussi bien spécialement les membres du jury pour le temps qu'ils

accorderont & la lecture et & ’annotation de ce mémoire afin d’en enrichir le contenu.

Mes remerciements s’adressent également au persoﬁnel du LaCIM et & ses membres
pour le soutien financier et pour I’ambiance chaleureuse qu’ils font régner au sein du la-
boratoire. Je remercie aussi les professeurs Francgois Bergeron, Christophe Reutenauer et
Franco Saliola qui ont occupé une place particuliére dans mon cheminement mathéma-
tique en me transmettant leurs connaissances, chacun bien & leur maniére. Merci aussi

au professeur Gilbert Labelle pour sa présence et sa joie de vivre.

Je tiens aussi 4 remercier particuliérement Jérome Tremblay d’abord pour son sou-
tien informatique, mais surtout pour sa présence motivante au laboratoire. Merci aussi
a Johanne Patoine pour ses encouragements et pour les nombreuses discussions enrichis-
santes. Merci également & Manon Gauthier pour son formidable travail administratif et

ses conseils.

Je n’oublie pas mes amis, avec qui j’ai pu m’évader de mes pensées mathématiques
pour mieux y revenir. Merci aussi & mes amis de 'UQAM et du LaCIM qui m’ont toujours
soutenue. Je pense bien particuliérement & mes amis Lionel, Hugo, Maxime et Marco.

Merci Lionel et Hugo pour ces précieuses années passées en votre compagnie depuis le



v

tout début. Merci Maxime d’avoir été aussi vaillant. C’en a été contagieux. Enfin, merci
Marco d’avoir été présent lors de mon dernier droit vers l’acheminement de ce mémoire.
Ta compagnie m’a permis non seulement d’en achever les derniers détails mathématiques,

mais surtout de continuer & avancer malgré la motivation parfois fuyante.

Merci & ma trés chére amie Stéphanie, tout simplement pour avoir été une si
bonne amie depuis les premiers jours de notre parcours mathématique. Sans toi, les
mathématiques n’auraient jamais été aussi divertissantes. Merci aussi & Laure pour son
soutien malgré la distance. Merci de m’avoir comprise et de toujours avoir su trouver les

mots justes pour m’encourager.

Je désire également remercier ma famille d’avoir cru en moi et de me I’avoir rap-
pelé continuellement. Merci & mes parents pour leur soutien financier qui m’a permis

d’entreprendre mes études universitaires.

Enfin, merci & Etienne pour sa compréhension et ses encouragements, mais surtout,

merci d’étre & mes cotés.




TABLE DES MATIERES

LISTEDES FIGURES. . . . . . . . . e e e st vii

BRBITME & svue s ve ol 6% PHaEa 54 41 0% femled 3 > Bib rm Alove 3 d dla %
INTRODUCTION . . . . o e e e e e e e 1
CHAPITRE 1 ‘
RAPPELS . . . o e 5
1.1 Généralitéssurlesgraphes . . . . . . . . . . ... L L 5
1.1.1 Graphesorientés . . . . . . . . . . . . i . 8
1.1.2 Suppression et contraction d’aréte dans un graphe . . ... ... .. 11
1.2 Orientation acyclique : représentation par permutation . . . . ... ... .. 12
1.2.1 Orientations acycliques et ordres partiels. . . . . ... ... ... .. 13
1.2.2 Ordres totaux et orientations acycliques d’un graphe . . . . . . . .. 15
1.3 Commutativité de sommets non adjacents dans une permutation . ... . . 17
CHAPITRE II )
GRAPHES ORIENTES ET CLICS . . . . . . . ... . . i, 21
2.1 Relation de source-au-puits (clic) . . .. .. ... ... ... ... ... 21
210 Cliz et dCCAATEBYTIGULC 2 o ¢ ov 60 08 T om0 § 8 178 : 05 €= oo C 22
2.1.2 Clic-équivalence . . . . . . . . . .. ... 24
2.2 Propriétésdes classesdeclics . . . . . ... ... L L. 30
2.2.1 Suppression d’un arc dans un graphe orienté acyclique . . . . . . .. 31
2.2.2 Contraction d’un arc dans un graphe orienté acyclique . . . . . . . . 34
2.3 Dénombrement des k-classes d’équivalence . . . . . ... ... ... ..... 39
2.3.1 Formule de récurrence pour x(Y') . . .. ... ... ... 40
2.3.2 Clic et composantes CONNeXes . . . . . . . o v v v v v v vt i 44
22333 Rble'des ponts, « wp s iw o m o my s W ey e B A T e e 45

234 Unapercqudugrapheeffondre . . . . ¢ c v ov b i ci i a i i w 48




vi

CHAPITRE III

GRAPHE EFFONDRE . ... .............. % B DUOT s BebdE 51
3.1 Construction du graphe effondré . . . . .. ... ... .. L. 51
3.1.1 Relévement d’une orientation acyclique . . .. .. ... ... .. .. 54
3.1.2 Relévement d'une x-classe d’équivalence . . . . . .. ... ... ... 58
8138 DeEhnitidigrapheafondm® . s 1o s 06 56 e e es e amanws 64
3.2 Nature du grapheeffondré . . . . . ... .. ... Lo Lo 66
3.2.1 Un invariant sur les classesdeclic ... ................ 66
3.2.2 Le graphe effondré- estuneforét . . . . ... ... ... ... 70
3.3 Caractérisation des arétes et des composantes connexes du graphe effondré . 75

3.3.1 Le nombre x(Y) correspond au nombre de composantes connexes du

EraphelEaits o s s ot bad nd s ndlomas 6l bm bagwd alb 76
3.3.2 Fin de la démonstration du Théoréme 2 . . . . . . ... ... .. .. 80
CHAPITRE IV :
APPLICATIONS DE LA RELATION DE CLICS . . ... ... ......... 81
4.1 Groupes de Coxeter et éléments de Coxeter . . . . ... ... ... ..... 81
4.1.1 Dénombrement des classes de conjugaison des éléments de Coxeter . 83
4.1.2 Rotation d’un élément de Coxeter et clic . .. .............. 83
42 Quelques regultets classiques . .. .. v . il v s s st d b e w b 85
43 Polynémede Tutte . . . ... ... ... ... .. ... 86
4.3.1 Polynome de Tutte et coupe-équivalence . . . . . . . . . ... .. .. 86
4.3.2 Coupe-équivalence d’orientations acycliques . . . . . ... .. .. .. 87
CINECIMIBION sp sfoe 83 Be 58 smg pa b 7w 98 b pla's 5« B4 b 91

BIRIICHS R « »ig wiap i@ dm e a6 @400 M6 @ via 818 b € 4 Kd BIE B 93




Figure
i
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
y &
1.8
1.9

1.10

1.11
2.1
2.2
23
24
2.5
2.6
T
2.8

29

LISTE DES FIGURES

Exemple e gfaphe.: z v sr v e @ s mmn mE Fe vEwE R e Bk G
Composantes connexes d’'un graphe. . . . .. ... ... ... ......
Eeempld QB BRBE » < woc@ans v s wsnwe s pEFsn B nE v g
Exemple d’orientation d’un graphe. . . . . . . . .. ...
Exemple d’orientations acyclique et cyclique d’un graphe. . . .. .. ..
Sources et puits dans une orientation acyclique. . . . . . ... ... ...
Suppression d’une aréte d’'un graphe. . . . . . ... ... L.
Contraction d’une aréte d’un graphe. . . L ot BB B EW R Eee na B P
Orientation acyclique et ordre sur l’ensemble des sommets d’un graphe. .

Permutation sur 1’ensemble des sommets d’un graphe et orientation acy-
ClIGE: #16fut mrl 5# B EFE A% GE 86 TAB AR e pBEEARE 8% o6

Transposition de sommets consécutifs non adjacents. . . . .. ... ...
Exemple a8 el SO i BUUME. « i s « 4 b a a7 s me ba b o fas e ke
Exemple d’application d’une suite de clics sur une orientation acyclique.
Suite de clics et permutations. . . . . . . .. ... ..o
Suppression d’un arc dans une orientation. . . . . . .. .. ... ... ..
Suppression d’arcs et permutations compatibles. . . . . .. ... ... ..
Exemple d’orientation a-contractile. . . ... .. ... ... ... ...
Contraction d’un arc d’une orientation. . . . . . ... ... ........

Cycle de longueur n dans lequel les sommets contractés v et w ne sont
DPASTCONSEEUEIIEF « &4 S0 e dld % 5fan s odle mte v o o o B

Contraction d’un arc d’une orientation acyclique résultant en une orien-
TR EYEE. « v < s s fis ez e v P T Bgm s T Ty e P

13

16
18
22
25
29
31
32
35
36

39

40



viii

2.10 Liste des x-classes d’équivalence du graphe Y. . . . . . . .. .. ... .. 41
2.11 Suppression et contraction successives d’arétes. . . . . . ... ... ... 43
3.1 Exemple de restriction de classes d’équivalence suite & la suppression

AIUNETAREHE: et 5w wis 2w ems 03 o6 L BEMITEE e D8 e e & 53
3.2 Relévement d’une orientation acyclique. . . . . ... ........... 55
3.3 Lerelévement d’une orientation suivi de la contraction d’arc méne a1’iden-

£ 57
3.4 Suppression et contraction d’une aréte dans le graphe complet & 4 sommets. 65
3.5 Relévement de classes d’équivalence. . . . . . ... ... ... .. .... 65
3.6 Graphe effondré du graphe complet & 4 sommets. . . . . . .. ... ... 66
3.7 Exemple de calcul de la valeur de vp dans une orientation acyclique. . . 67
3.8 Graphe linéaire 4 6 sommets. . . . .. ... ... ... ... ... ... T2
3.9 [Illustration de la preuve du Théoréme 4. . . . . . . . . ... . ... ... 74
4.1 Graphe de Coxeter du groupe symétrique G4. . . . . . ... .. ... .. 82
4.2 Eléments de Coxeter du groupe symétrique G4 et leurs orientations asso-

CIEES s s o mIADw 01f [ B¢ BID E HENE S BIS O 6 Sic 6ld HEIOC 66 & 83
4.3 Exemple de coupe orientée. . . . . . . .. ..o oo e 87
4.4 Exemple d’orientations coupe-équivalentes. . . . . . .. ... .. ... .. 88



RESUME

Dans ce mémoire, nous présentons une formule de récurrence pour compter le
nombre de classes d’équivalence des orientations acycliques d’un graphe Y sous la relation
de source-au-puits, aussi appelée relation de clic. Cette formule de récurrence prend en
considération le nombre de classes d’équivalence des graphes Y, et Y’ dont une aréte a
comprise dans un cycle du graphe Y a respectivement été supprimée et contractée.
Pour démontrer cette formule, nous définissons le graphe effondré £,(Y) du graphe Y
et de ’aréte a. Ce graphe effondré est construit de maniére 4 illustrer le comportement
particulier des classes d’équivalence des graphes Y, et Y,/ pour la relation de clic. Cette
formule de récurrence permet entre autres d’énumérer les classes de conjugaison des
éléments de Coxeter dans les groupes de Coxeter.






INTRODUCTION

Un groupe de Coxeter fini est un groupe fini engendré par des réflexions sur un
espace euclidien. A chacun de ces groupes est associé son graphe de Coxeter, mettant
en évidence les relations entre les générateurs. Les éléments de Coxeter, définis comme
le produit une et une seule fois des réflexions engendrant le groupe, jouent un role
important dans ces groupes. Notamment, la cardinalité d’un groupe de Coxeter peut
étre déterminée & partir de l’ordre d’un de ces éléments, voir par exemple (Humphreys,
1990). Nous pouvons généraliser ces notions au cas des groupes infinis en prenant un
nombre fini de réflexions abstraites et en leur imposant les mémes relations que celles
du cas des groupes de Coxeter finis. Nous obtenons alors le cas général des groupes de

Coxeter.

La motivation principale de ce mémoire est le dénombrement des classes de conju-
gaison des éléments de Coxeter pour un groupe de Coxeter infini. Dans le cas d’un groupe
de Coxeter fini, il est bien connu que les éléments de Coxeter sont tous conjugués, voir
par exemple (Humphreys, 1990, §3.16). Or, dans le cas d’un groupe de Coxeter infini, ce
probléme était seulement partiellement résolu : pour un groupe de Coxeter infini dont
le graphe contient exactement un cycle de longueur n, les éléments de Coxeter de ce
groupe forment n — 1 classes de conjugaison, voir (Shi, 2001) ou (Eriksson et Eriksson,
2009). Pour le cas général d’un groupe de Coxeter infini, aucune solution n’avait été pré-
sentée jusqu’a la parution des articles On enumeration of conjugacy classes of Cozeter
elements (Macauley et Mortveit, 2008) de Matthew Macauley et Henning S. Mortveit
et Conjugacy of Cozeter elements (Eriksson et Eriksson, 2009) de Henrik et Kimmo
Eriksson. Dans ce mémoire, nous présentons la solution de Macauley et Mortveit & ce
probléme. Cette solution élégante a le mérite supplémentaire de répondre & une question

plus générale de théorie des graphes.



Dans leur article, les auteurs proposent une formule de récurrence comptant le
nombre x(Y) de classes d’équivalence pour la relation de clic définie sur ’ensemble des
orientations acycliques d’un graphe quelconque Y. Si Y est un graphe quelconque et a

une aréte comprise dans un cycle du graphe Y, alors
1Y) = K(Yg) + £(Y7)

ou Y, et Y, sont respectivement les graphes obtenus en supprimant et contractant

Paréte a.

Le lien entre la relation de clic et la conjugaison des éléments de Coxeter provient
du fait que ces éléments sont en bijection avec les orientations acycliques du graphe de
Coxeter. Il est montré dans l'article Conjugacy of Cozeter elements (Eriksson et Eriksson,
2009) que la conjugaison d’un élément de Coxeter correspond a la relation de rotation
d’un mot sur ’ensemble des sommets du graphe associé au groupe de Coxeter, pour
tout groupe de Coxeter. Or, cette relation de rotation d’'un mot correspond exactement
a la relation de clic. Nous concluons donc que dénombrer les classes de conjugaison des
éléments de Coxeter d’'un groﬁpe de Coxeter dont Y est le graphe associé revient &

trouver le nombre x(Y) pour cette relation.

La relation de clic a originellement été introduite par Oliver Pretzel en 1986 dans
son article On reorienting graphs by pushing down mazimal vertices (Pretzel, 1986). De-
puis, nous voyons apparaitre cette relation dans plusieurs domaines des mathématiques,
que ce soit en théorie de la représentation des carquois, dans le contexte du jeu de chip-
firing ou encore en lien avec des systémes dynamiques discrets ou la relation de clic
caractérise le cycle equivalence d’une classe particuliére de ces systémes, voir (Marsh,
Reineke et Zelevinsky, 2003), (Bjorner, Lovasz et Shor, 1991) et (Macauley et Mortveit,
2009). Cette derniére occurrence fut la motivation originale des auteurs Macauley et

Mortveit.

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres. D’abord, nous rappelons dans le premier
chapitre les notions de base concernant les graphes afin d’établir les notations utilisées

tout au long de ce mémoire. Nous représentons aussi les orientations acycliques d’un



graphe sous forme de permutations sur I’ensemble de ses sommets. Les résultats énoncés
dans ce chapitre sont bien connus et sont mentionnés 4 titre de référence pour les résultats

des sections suivantes.

Ensuite, nous introduisons dans la premiére partie du second chapitre la rela-
tion de clic sur une orientation acyclique et étudions le comportement de cette relation
sur les permutations, vues comme des orientations acycliques. Puis, nous étudions 4 la
Section 2.2 certaines caractéristiques des classes d’équivalence pour cette relation et pré-
sentons formellement la formule de récurrence comptant le nombre «(Y’) de ces classes
d’équivalence. Nous définissons finalement dans la derniére section de ce chapitre le
graphe effondré £,(Y) du graphe Y et de ’aréte a, qui est au coeur de la démonstration

de cette formule de récurrence.

Nous consacrons entiérement le troisiéme chapitre & la construction du graphe
effondré ainsi qu’a la démonstration de trois des propriétés de celui-ci sur lesquelles la

démonstration de la formule de récurrence est basée.

Enfin, nous établissons le lien entre la conjugaison des éléments de Coxeter et
la relation de clic sur les orientations acycliques d’un graphe dans le Chapitre 4. Nous
présentons pour terminer la relation de coupe d’orientation acyclique et montrons que
cette relation d’équivalence coincide avec la relation de clic. Cette nouvelle relation nous
permet alors de montrer que le nombre x(Y") peut étre retrouvé a partir du polynéme

de Tutte.







CHAPITRE I

RAPPELS

Le but de ce chapitre introductif est de rappeler les définitions et notations es-
sentielles qui sont utilisées tout au long de ce mémoire. Nous commencons par définir
les notions de graphe et de certains objets classiques qui lui sont associés, notamment
les orientations acycliques. Nous définissons ensuite les fonctions de contraction et de
suppression d’aréte d’un graphe qui sont & la base de notre étude. Finalement, nous pré-
sentons les orientations acycliques d’un graphe comme des permutations sur ’ensemble
des sommets de ce méme graphe. Cette seconde définition nous permet de simplifier
Iécriture de ces orientations et ainsi de faciliter la démonstration de certains résultats

de ce mémoire.

1.2 Généralités sur les graphes

Un graphe Y est la donnée d’un ensemble Sy de sommets et d’un multi en-
semble! Ay d’arétes, oi une aréte du graphe Y est une paire {v,w} de sommets
du graphe Y. Dans la suite de ce mémoire, nous considérons seulement les graphes
fings, c’est-a-dire, les graphes dont ’ensemble des sommets est fini. Un sous-graphe
Y’ = (Sys, Ayr) du graphe Y est un graphe tel que Sy» C Sy et Ayr C Ay. Si Y’
est un sous-graphe du graphe Y, alors Y contient Y'. Si Sy: G Sy ou Ayr G Ay, le

1. On rappelle qu’un élément peut étre répété plusieurs fois dans un multi ensemble. Un ensemble

est un multi ensemble dans lequel chaque élément apparait au plus une fois.
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Figure 1.1 Le graphe Y est constitué de I’ensemble de sommets Sy = {1,2,3,4,5, 6} et
de 'ensemble d’arétes Ay = {{1,2},{1,5},{2,3},{2,4}, {3}, {3,4}, {4,5}}. Ce graphe

n’est pas simple puisqu'’il contient une aréte multiple {1,2} ainsi qu’une boucle {3}.

graphe Y’ est alors un sous-graphe propre du graphe Y. Finalement, deux graphes Y et
Y’ sont disjoints si Sy NSy = & et Ay N Ayr = @. '

Une boucle d’'un graphe Y est une aréte joignant un sommet de Y & lui-méme.
Par exemple, ’aréte {3} du graphe représenté a la Figure 1.1 est une boucle. Une aréte
multiple est une collection d’au moins deux arétes formées des deux mémes sommets,
c’est-a-dire qu’il y a répétition de cet élément dans le multi ensemble. L’aréte {1,2} du
graphe représenté a la Figure 1.1 est une aréte multiple. Un graphe est simple s’il ne

contient aucune boucle et aucune aréte multiple.

Sia = {v,w} est une aréte du graphe Y, alors a est incidente aux sommets v et w.
Dans ce cas, v et w sont adjacents ou voisins dans Y. Le degré deg(v) d’un sommet v
est le nombre d’arétes qui sont incidentes & ce sommet. Si le degré d’un sommet est nul,
alors ce sommet est isolé. Par exemple, le sommet 2 du graphe & la Figure 1.1 est de

degré 3. Le sommet 6 quant & lui est de degré 0, donc est un sommet isolé.

Un chemin P = (s1,82,...,5k) du sommet s; vers le sommet s dans un graphe Y
est une suite de sommets s; de ce graphe tel que {s;, 8;11} est une aréte de Y pour tout
1 <i < k—1. Ce chemin P est donc de longueur k — 1 puisque la longueur d’'un chemin
est le nombre d’arétes parcourues dans ce dernier. De plus, le chemin P est simple si

tous les sommets du chemin sont différents. Un cycle C = (s1, s2,. .., Sk) est un chemin




2 4, 5 8 9
1 3 7'L *s 11 10
Y1 Y2 Y3

Figure 1.2 Le graphe ¥ = Y; U Y, U Y3 est non connexe puisqu'il n’existe aucun
chemin de 1 vers 6 par exemple. Ce graphe est constitué de trois composantes connexes,
soit les sous-graphes disjoints Y1,Y2 et Y. Le graphe Y] tel que Sy; = {1,2,3} et
Ay; = {{1,2},{2,3}} n’est pas une composante connexe de Y puisque Y] est contenu

dans Y7.

tel que s; = sg. Nous notons donc C = (s1, 89, ..., Sk—1, sl) Un pont d’un graphe Y est

une aréte qui n’est contenue dans aucun cycle de ce graphe.

Un graphe Y est conneze si pour tout sommet v, w € Sy il existe un chemin de v
vers w. Si un graphe n’est pas connexe, il est alors constitué d’au moins deux sous-graphes
disjoints. Une composante conneze de Y est un sous-graphe connexe de Y qui n’est
contenu dans aucun autre sous-graphe connexe de Y & part lui-méme. Si un graphe Y
est, constitué des k composantes connexes Y7, ... Y, nous notons alors Y = Y; U...UY,

voir la Figure 1.2 pour un exemple.

Finalement, avant d’introduire la notion d’orientation de graphe, rappelons trois
types de graphes qui interviennent dans la suite de ce mémoire. Un arbre est un graphe
connexe sans cycle, tandis qu’une forét est un graphe sans cycle. Autrement dit, une
forét est 'union disjointe d’arbres. Un graphe linéaire & n sommets est un graphe simple
ayant comme ensemble de sommet Sy = {1,2,...,n} et comme ensemble d’arétes Ay =
{{,4+1}} pour 1 < i < n—1, voir la Figure 1.3 pour un exemple. Notons en particulier

qu’un graphe linéaire & n sommets est un arbre contenant n — 1 arétes.



Y; Yz Ys

Figure 1.3 Le graphe Y = Y7 UY>2 LI Y3 est une forét constituée des arbres Y7,Y5 et Ys.

L’arbre Y5 est un graphe linéaire 4 4 sommets et contient 3 arétes.

1.1.1 Graphes orientés

Nous définissons maintenant la notion de graphe orienté qui est & la base de notre
étude. Nous revoyons aussi certains des objets définis a la section précédente dans cette
nouvelle optique des graphes orientés. Nous nous intéressons tout particuliérement aux

graphes orientés acycliques.

Une orientation Oy d’un graphe Y est la donnée une fonction Oy : Ay — Sy xSy
telle que I'image de {v,w} € Ay est 'un des deux couples (v, w) ou (w,v). Dans le
premier cas, 'aréte {v, w} est orientée du sommet v vers le sommet w et dans le deuxiéme
cas, elle est orientée du sommet w vers le sommet v. Par exemple, ’orientation illustrée

a la Figure 1.4 est définie comme suit :

Oy: Ay = Sy x Sy
{1,2} —» (2,1)
{1,4} — (4,1)

{1,3} — (1,3)

{3,4} — (3,4)

Remarque 1. Si Y = (Sy, Ay) est un graphe discret, c’est-a-dire un graphe sans aréte,
alors Ay = & et il existe alors une unique orientation de Y qui correspond 3 la fonction

vide Oy : @ — Sy x Sy. Nous appelons cette orientation 1’orientation triviale.



Y Oy

Figure 1.4 Le graphe Y et une orientation Oy de ce graphe.

Nous notons Or(Y") I’ensemble des orientations du graphe Y. Un graphe orienté est
une paire (Y, Oy) ou chacune des arétes du graphe Y est orientée par l’orientation Oy .
Une aréte orientée est appelée un arc et par conséquent, un graphe orienté est constitué
d’un ensemble de sommets et d’un multi ensemble d’arcs. Par abus de langage, nous
disons qu’un graphe orienté (Y, Oy) est une orientation de Y et notons seulement Oy
plutdt que (Y, Oy). Si (v, w) est un arc d'une orientation Oy, alors I'arc (v, w) est entrant
dans le sommet w et sortant du sommet v. Nous notons alors d*(v) le nombre d’arcs
entrants dans le sommet v € Sy. De méme, d~(v) est le nombre d’arcs sortants du

sommet v.

Un chemin orienté dans une orientation Oy d’un graphe Y est un chemin du
graphe Y qui respecte l'orientation des arcs de Oy. Autrement dit, P = (s1, 82, ..., Sk)
est un chemin orienté si (s;, s;+1) est un arc de Oy pour tout 1 < ¢ < k — 1. Ainsi, un
cycle orienté C = (s1, 82, ..., Sk) dans une orientation Oy est un chemin orienté tel que
s1 = sk. Comme pour les graphes non orientés, nous notons donc C = (81, 82, . .., Sk—1, $1)-
Une orientation Oy d’un graphe Y est acyclique si elle ne contient aucun cycle orienté,
voir Figure 1.5 pour un exemple. Dans le cas contraire, c’est-a-dire si une orientation
contient au moins un cycle, alors cette orientation est cyclique. Dans la suite, nous nous
intéressons tout particuliérement aux orientations acycliques d’un graphe. L’ensemble

des orientations acycliques d’un graphe Y est noté Acyc(Y).

Remarque 2. Comme 'orientation triviale ne contient aucun cycle, elle est donc acy-

clique.
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1 9 i 2
q [
v Py

4" 3 4" 3

Oy € Acyc(Y) Oy ¢ Acyc(Y)

Figure 1.5 L’orientation Oy est acyclique puisqu’elle ne contient aucun cycle orienté.

Or, O est cyclique puisque C' = (1,3,4,1) est un cycle orienté de O%.

Notons que si un graphe Y contient une boucle, alors |Acyc(Y)| = 0. En effet, en
orientant I’aréte {z}, nous créons un cycle C = (z, z) et donc toute orientation de Y est
nécessairement cyclique. De plus, supposons qu’un graphe Y contient une aréte multiple
{v, w}. Pour qu'une orientation Oy du graphe Y soit acyclique, tous les arcs associés
a laréte {v,w} dans Oy doivent étre orientés dans le méme sens, soit (z,y) ou (y, z).
Sinon, cette orientation contiendrait le cycle C = (z,y, z) et serait donc cyclique. Comme
nous nous intéressons exclusivement aux orientations acycliques dans ce mémoire, nous
supposons sans perte de généralité dans la suite que les graphes étudiés sont simples,
c’est-a-dire, qu’ils ne contiennent aucune boucle et aucune aréte multiple. En particulier,

leur multi ensemble d’arétes est un ensemble.

Deux types de sommets liés aux orientations acycliques jouent un réle particulier
dans ce mémoire : les sources et les puits. Une source i d’une orientation est un sommet
tel que tous les arcs qui lui sont incidents sont sortants, c’est-a-dire, deg* (i) = 0. De
maniére analogue, un puits p d’une orientation est un sommet tel que tous les arcs qui lui
sont incidents sont entrants, c’est-a-dire, deg™(p) = 0. Par exemple, les sommet;s detd
de |’orientation Oy représentée a la Figure 1.6 sont des puits tandis que les sommets 2, 4
et 6 sont des sources. Notons que toute orientation acyclique d’un graphe fini contient
au moins une source et au moins un puits. De plus, si une orientation acyclique posséde
plusieurs sources, ces derniéres ne peuvent étre adjacentes, c’est-a-dire- qu’aucun arc ne

peut les relier. Il en est de méme pour les puits.
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Oy

Figure 1.6 L’orientation Oy contient trois sources, soit les sommets 2,4 et 6 ainsi que

deux puits, soit les sommets 3 et 5.

Y ¥

Figure 1.7 Suppression de l'aréte a = {1, 4}.

Remarque 3. Un sommet isolé s dans un graphe Y est un sommet dont le degré est nul.
En particulier, si Oy est une orientation de Y, nous avons que deg*(s) = deg~(s) =0

dans Oy et donc s est a la fois une source et un puits.

1.2 Suppression et contraction d’aréte dans un graphe

A partir d’un graphe donné Y = (Sy, Ay) et d’une de ses arétes, nous allons
définir deux opérations qui consistent & supprimer et contracter cette aréte. Les graphes
obtenus suite & l'application de ces deux opérations jouent un réle important dans la

suite de ce mémoire.

Tout d’abord, & partir de Y nous obtenons un nouveau graphe Y, en supprimant
une aréte quelconque a = {z,y} € Ay, c’est-a-dire en conservant les sommets z et y

mais en supprimant ’aréte a qui les relie. Ainsi, le graphe obtenu en supprimant ’aréte
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Y 24

Figure 1.8 Contraction de l'aréte a = {1, 4}.

a du graphe Y = (Sy, Ay) est le graphe Y, = (Sy, Ay \ {a}), voir la Figure 1.7.

De maniére analogue, & partir de Y nous obtenons un nouveau graphe Y, en
contractant une aréte quelconque a = {z,y} € Ay, c’est-a-dire en contractant les deux
sommets z et y pour former un nouveau sommet noté s,. Ce nouveau sommet devient
alors adjacent & tous les anciens voisins de z et y. De plus, si {z,z} et {y, 2z} sont des
arétes du graphe Y, alors ces arétes deviennent une unique aréte {s,,z} dans Y, voir

la Figure 1.8.

Formellement, la contraction d’une aréte a = {z,y} € Ay du graphe ¥ =

(Sy, Ay) donne lieu au nouveau graphe Y;' = (Sy», Ayr) ot

Svy = (S\{=¥})U{sa)
4yp = {{vv} ey | {vu}n{oy} =2}
U{{sa0} | {@,0}, {30} € Av \ {=,9}}

1.2 Orientation acyclique : représentation par permutation

Nous avons donné au tout début de ce chapitre la définition de la notion d’orien-
tation d’un graphe. Dans cette section, nous expliquons que toute orientation acyclique
sur un graphe peut étre représentée par une liste ordonnée des sommets de ce graphe,

en d’autres mots, par une permutation.
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Oy

Figure 1.9 A partir de l’orientation acyclique Oy, nous obtenons la relation d’ordre

suivante : 1 <oy, 2, 1<o, 4, 2<o,4, 3<o,2 3<oy 4
121 Orientations acycliques et ordres partiels

Il est bien connu que le graphe d’un ensemble ordonné est un graphe orienté acy-
clique, voir par exemple (Knuth, 1981). Réciproquement, soit ¥ = (Sy, Ay) un graphe,
a chaque orientation acyclique Oy de Y correspond un ordre partiel sur I’ensemble Sy
des sommets de ce graphe, voir par exemple (Bogart, 2000). Cet ordre partiel est défini

par la relation de couverture suivante :

z <oy y si {z,y} € Ay et Oy ({z,y}) = (z,9)-

Ainsi, pour z,y € Sy, z <oy y dans Oy si et seulement si il existe un chemin orienté

de z vers y.

Remarque 4. L’acyclicité d’une orientation Oy garanti que la relation <, soit asymé-
trique. En effet, s’il existe un chemin orienté de z vers y alors il n’existe pas de chemin

orienté de y vers = puisque Oy est acyclique. Ainsi, nous avons bien que si z <oy ¥

alors y £oy T.

Commencons par présenter un exemple afin de développer notre intuition.

Exemple 1. A partir de I’orientation Oy représentée 4 la Figure 1.9, nous obtenons la

relation d’ordre
1<oy 2, 1<0,4, 2<0y4 3<0y2 3<0,4

dont le diagramme de Hasse est
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1 3

Maintenant nous allons associer a ’ordre partiel <(5Y un ordre total <, c’est-a-
dire, une permutation. Les éléments 1 et 3 sont minimaux dans le diagramme de Hasse
de <@, . Nous décidons que 1 < 3 et donc nous obtenons la permutation 7p, = 1342
qui correspond & l'ordre total 1 < 3 < 4 < 2, dont <p, est un sous-ordre. Notons que
nous aurions aussi pu choisir 3 < 1 et donc 'ordre total 3 < 1 < 4 < 2 se restreint aussi

a lordre <o, . Il n’y a donc pas qu’un unique ordre total dont <g, est un sous-ordre.

Rappelons maintenant un peu de vocabulaire afin d’exprimer ce que nous avons
observé dans l’exemple précédent. Si un ensemble fini X est muni d’un ordre total,
alors tous ses éléments peuvent é&tre disposés en une liste ordonnée, c’est-a-dire, une
permutation. Un ordre total < sur un ensemble fini X qui contient un ordre partiel <
comme sous-ordre est appelé extension linéaire de 'ordre <. Le probléme qui consiste
& assigner une extension linéaire a un ordre partiel est bien connu sous le nom de #ri
topologique. Dans le livre The art of computer programming (Knuth, 1981), Donald
E. Knuth présente un algorithme résolvant ce probléme. Il démontre aussi avec cet
algorithme qu’il est toujours possible d’attribuer une extension linéaire & tout ordre
partiel défini sur un ensemble fini. Notons toutefois que ceci avait originellement été
montré par Edward Szpilrajn (Szpilrajn, 1930). En particulier, comme & partir de toute
orientation acyclique Oy d’un graphe fini ¥ = (Sy, Ay) nous obtenons un ordre partiel
sur 'ensemble Sy, il est possible grice au tri topologique de représenter cette orientation
par une liste ordonnée des sommets de ce graphe. Autrement dit, toute orientation

acyclique d’un graphe Y peut étre représentée par une permutation de ’ensemble Sy.

Définition 1. Soit Y un graphe tel que |Sy| = n et soit Oy une orientation acyclique

de Y. Soit m = mymy ..., une extension linéaire de 'ordre obtenu & partir de 1’orienta-
n
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tion Oy. Alors 7 est appelée une permutation compatible avec Oy et réciproquement,

l'orientation Oy est dite compatible avec .

Nous écrivons dans la suite de ce mémoire une permutation 7 = mymy. .. ™, comme
un mot sur 'alphabet Sy des sommets d’un graphe Y. Ainsi, m; est & la fois un sommet
de Y et une lettre dans la permutation 7. Nous utilisons ces terminologies indistinctement

selon le contexte dans la suite de ce mémoire.

Remarque 5. Comme nous avons noté 3 ’exemple 1, une permutation compatible avec
une orientation acyclique Oy d’un graphe Y n’est pas nécessairement unique. Par
exemple, si I’ensemble des sommets Sy muni de ’ordre obtenu & partir de l'orienta-
tion Oy contient k éléments minimaux, alors il y a k! fagons d’ordonner totalement ces

éléments.

Nous voyons dans la proposition suivante que pour un graphe Y = (Sy, Ay), les
éléments minimaux de Sy muni de 1’ordre obtenu & partir d’une orientation acyclique

Oy sont soit des sources de Oy, soit des sommets isolés:

Proposition 1. Soit Oy une orientation acycliqgue d’un graphe Y = (Sy, Ay) et <o,
Dordre obtenu a partir de Oy . Si v est un élément minimal de Sy pour l'ordre <o,

alors v est soit une source de Oy, soit un sommet isolé.

Démonstration. Soit v un élément minimal de Sy doté de l'ordre <¢, obtenu & partir
de l'orientation acyclique QOy. Comme v est minimal, il n’est précédé d’aucun autre
sommet. Autrement dit, il n’existe aucun arc de la forme (w, v) dans Oy car sinon, nous
aurions w <@, v. En particulier, deg™ (v) = 0, d’otl v est une source ou un sommet isolé.

1.2:2 Ordres totaux et orientations acycliques d’un graphe

Nous avons vu & la section précédente que chaque orientation acyclique d’un

graphe peut étre représentée par une permutation (pas forcément unique) sur l'ensemble
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N

v

Oy
T = 4321

Figure 1.10 La permutation m = 4321 définit ’orientation Oy représentée ci-dessus.
En effet, nous avons par exemple que Oy ({1,2}) = (2,1) car 2 précéde 1 dans T,
Oy ({1,4}) = (4,1) car 4 précede 1 dans , etc.

des sommets du graphe associé. Réciproquement, nous voyons dans cette section qu’a
toute permutation de ’ensemble Sy des sommets d’un graphe Y = (Sy, Ay) est associée

une orientation acyclique de ce graphe.

Définition 2. Soit Y = (Sy,Ay) un graphe quelconque et soit # = m...7, une
permutation de Sy. Alors 7 définit 'orientation Oy du graphe Y comme suit : pour

toute aréte {z,y} € Ay

(z,y) siz précéde y dans «
Oy ({z,y}) =
' (y,z) sinon.

Comme & la section précédente, nous disons alors que 7 et Oy sont compatibles.

Par exemple, la Figure 1.10 illustre l'orientation Oy définie par la permutation

m = 4321.

Remarque 6. L’orientation Oy définie par une permutation m de Sy est unique et

acyclique. En effet, supposons que Oy soit cyclique, c’est-a-dire, qu’il existe un cycle

C = (s1,...,8k,51) dans Oy. En particulier, il existe un chemin de s; vers s; et un
chemin de si vers s;. Ainsi s; doit précéder s dans 7 et s doit précéder s; dans .

Ceci est impossible puisque l'ordre 7 est asymétrique. Ainsi, Oy est bien acyclique. De
p b Y yciq




g

plus, chaque aréte {v,w} € Ay est uniquement orientée par le fait que soit v précéde w
dans 7 ou alors w précéde v. Ainsi, la permutation 7 définit une unique orientation pour

chaque aréte de Y, donc une unique orientation Oy.

Proposition 2. Soit Y = (Sy, Ay) un graphe tel que | Sy |= n et soit Oy lorientation
acyclique définie par la permutation ™ = wims ... m, de Uensemble Sy. Alors m; est une

source ou un sommet isolé et w, est un puits ou un sommet isolé.

Démonstration. Si {m, m} € Ay, alors Oy ({m,m}) = (m1,m) pour tout m; € Sy o
1 < i < n. D'ot 7 est une source ou un sommet isolé. De méme, si {m;, 7,} € Ay, alors
Oy ({mi,m}) = (mi, ™) pour tout m; € Sy o 1 < ¢ < n. D’od m, est un puits ou un

sommet isolé. . @

14 Commutativité de sommets non adjacents dans une permutation

Nous avons remarqué dans I’Exemple 1 que les permutations m = 3142 et 7’ = 1342
étaient des permutations compatibles avec l'orientation Oy. Nous spécifions dans la
Proposition 3 dans quel cas particulier deux permutations peuvent étre compatibles avec
une méme orientation : pour une orientation acyclique Oy d’un graphe Y = (Sy, Ay),
si deux sommets non adjacents apparaissent successivement dans une permutation 7
compatible avec Oy, alors la permutation obtenue en transposant ces deux sommets

dans 7 est aussi compatible avec Oy. Un exemple de ceci est illustré & la Figure 1.11.

Proposition 3. Soit Y = (Sy, Ay) un graphe tel que |Sy| = n. Soit Oy € Acyc(Y)

et m = m...7, une permutation compatible avec Oy. Soit 1 < ¢ < n— 1, alors

' = M...Tqp1T; ... Ty est une permutation compatible avec Oy si et seulement si

{mi, miy1} ¢ Ay.

Démonstration. Montrons tout d’abord limplication directe. Soit Oy € Acyc(Y) et

T = m...Tp, une permutation compatible avec 'orientation Oy. Supposons que la

!

permutation ' = m1...m417m ... 7y est aussi compatible avec Oy et vérifions que

{mi,mi+1} ¢ Ay. Supposons par contradiction que {m;, m;11} est une aréte du graphe Y.
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iy, o
A A
g " 3
Oy
w=4)32
' = 4312

Figure 1.11 La permutation m = 4132 est compatible avec l'orientation Oy illustrée ci-
dessus. Or, 7’ = 4312 est aussi compatible avec Oy, car les sommets 1 et 3 apparaissent

successivement dans 7 et {1,3} ¢ Ay.

Puisque 7 est compatible avec Oy, alors Oy ({m;, mit+1}) = (mi, miy1) car la lettre m;
précéde la lettre m;4q dans m. Or, comme 7’ est aussi compatible avec Oy, nous avons
aussi Oy ({m;, mi41}) = (miy1,m) car la lettre m;y 1 précéde la lettre m; dans n'. Ceci
est contradictoire puisqu'une aréte d’un graphe simple ne peut avoir deux orientations

différentes. Ainsi {m;, w11} ¢ Ay.

Montrons maintenant la réciproque. Soit {m;, mi+1} ¢ Ay. Vérifions que la per-
mutation 7’ = 7y ... M4 17 . . . T, est compatible avec Oy. D’abord, nous avons par hypo-
thése que m = 71 ... mmiq1 . .. T, est compatible avec Oy. Autrement dit, si {m;, ¢} € Ay
et Oy ({m;, mx}) = (7, Tx), alors la lettre m; précéde la lettre 7 dans 7 pour tout j, k €
{1,... n}. Il suffit donc de montrer que pour toute aréte {m;,7x} € Ay, si m; précéde m
dans 7, il en est de méme dans 7’. Nous avons que pour tout j,k € {1... n}, si 7; précede
m dans 7, alors ; précéde aussi ny dans 7', sauf dans le cas ou {mj,mx} = {m;, mip1}.
Or, comme {7, m41} ¢ Ay, on a bien que si {mj,m} € Ay et Oy ({7}, mc}) = (7j, ™),
alors la lettre m; préceéde la lettre 1 dans 7’ pour tout 4,k € {1,... n}. D'ot ' est bien

compatible avec Oy. ’ et

Rappelons finalement que si une orientation acyclique Oy contient plusieurs sources,
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ces sources ne sont pas adjacentes dans le graphe Y. D’aprés la proposition précédente,

deux sources qui apparaissent successivement dans une permutation compatible avec Oy

peuvent donc étre transposées. En particulier, nous montrons dans la proposition sui-

vante que si une source 7 d’une orientation acyclique Oy n’est pas la premiére lettre

d’une permutation 7 compatible avec Oy, il est toujours possible d’effectuer des trans-

position de sommets consécutifs non adjacents & partir de cette permutation 7 afin quela

source ¢ de Oy devienne la premiére lettre d’une permutation aussi compatible avec Oy.

Proposition 4. Soit Oy une orientation acycliqgue du graphe Y et m = 7 ...m, une

permutation compatible avec Oy .

(i)

(it)

(i)

(iv)

Si m, est une source de Oy et m, alors ™ = mm ... TE... T, est une
/)
permutation compatible avec Oy (le symbole T signifie que nous omettons la lettre

mr dans le mot);

—~

Si my, et mp sont deuz sources de Oy pour k # 1, alors "’ = mymymy .. . Tp .. .M. T
est compatible avec Oy . En particulier, si m;,, ..., T, sont les sources de Oy, alors
la permutation @ = iy oo Wiy« o Ty« o2 Ty .. T, €5t compatible avec Oy. Il
en est de méme de toutes les permutations obtenues en permutant les Ti; pour

1<j5<p;

Si my, est un puits de Oy et g # T, alors © = m ... T ... Ty, est une permu-

tation compatible avec Oy.

Si m et m; sont deuz puits de Oy pour k£ 1, alors " =m ... 7 ... Tg... Tpmmg
est compatible avec Oy. En particulier, si m;,,...,m;, sont les puits de Oy, alors

la permutation 70 = 1 ...7; ... 7

p...ﬂ'nﬂ'il...ﬂ'i

, est compatible avec Oy. Il

en est de méme de toutes les permutations obtenues en permutant les m;; pour

1§ S5 %N

Démonstration. (i) Simy est une source de Oy, alors toute aréte {m;, .} € Ay est sor-

tante de 7, c’est-a-dire, est orientée (g, 7;) dans Oy pour 1 < ¢ < n. Ainsi, aucune
des lettres précédant m, dans 7 n’est un sommet adjacent & 7, dans le graphe Y.

Sinon, {m;, 7k } serait une aréte de Y pour tout pour 1 <% < k et donc nous aurions
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Oy ({mi, mx}) = (mi, mx) puisque la lettre ; précede la lettre m, dans w. Ceci contre-
dit le fait que 7 est une source. Par conséquent, nous avons que {m;, 7} ¢ Ay
pour 1 < ¢ < k. En vertu de la Proposition 3, nous pouvons donc transposer la
source 7y successivement -avec les sommets mg_1, Tk—2,..., 72 €t 71 sans changer
orientation de Oy . Par conséquent, la permutation n’ = g7y ... 7k . . . 7, est bien

compatible avec Oy.

Supposons que la source m; de Oy précéde la source w dans la permutation
T=71...7...T...Ty compatible avec Oy. D’aprés ’énoncé précédent, m; peut
étre transposée successivement avec tous les sommets qui précédent m; dans 7, et la
permutation ainsi obtenue est toujours compatible avec Oy . Nous pouvons ensuite

faire de méme avec la source 7y, et donc la permutation " = mgmmy ... T .. T .. T

ainsi obtenue est aussi compatible avec Oy.

Maintenant, soit m;,,..., i, les sources de Oy, ou 1 < %3,...7; < n. En reprenant
l'argument précédent avec m;, puis m;,_,, etc., nous obtenons que la permuta-
tion 7(® = T, ooy Whigs WL, ol e .T?i:p ... Ty est compatible avec Oy. Comme les
i1,...,%p ne sont pas ordonnés, il en est de méme avec toutes les permutations
obtenues en permutant les m;,, ..., m,.
La preuve est similaire & (z), en remplagant le terme source par le terme puits, le

terme sortant par le terme entrant puis le verbe précéder par le verbe succéder.

La preuve est similaire & (ii), en effectuant les mémes remplacements de termes

énumérés en (i11).




CHAPITRE II

GRAPHES ORIENTES ET CLICS

Nous introduisons dans ce chapitre une relation d’équivalence, appelée relation de
source-au-puits ou clic, définie sur ’ensemble des orientations acycliques d’un graphe
quelconque Y. Le but principal est de donner ultérieurement une formule de récurrence
afin de compter le nombre k(Y') de classes d’équivalence pour cette relation. L’énoncé de
cette formule de récurrence fait appel au nombre de x-classes d’équivalence des graphes
Y, et Y obtenus respectivement en supprimant et contractant une aréte a contenue
dans un cycle du graphe non orienté Y. Afin de démontrer cette formule, nous introdui-
sons plus particuliérement les fonctions de suppression et de contraction d'un arc d’une
orientation acyclique Oy du graphe Y. Nous étudions alors la relation de clic sur les
orientations résultantes. Finalement, nous donnons le plan de la démonstration de la
formule de récurrence ainsi qu’un exemple de calcul de (YY) & partir de cette formule.

La démonstration elle-méme fait 'objet du Chapitre 3 de ce mémoire.

i Relation de source-au-puits (clic)

Soit Oy une orientation acyclique d’un graphe quelconque Y et ¢ une source
de Oy. Nous appelons une relation de source-au-puits ou un clic sur la source 7 le fait
d’inverser tous les arcs incidents & cette source, voir Figﬁre 2.1. Nous montrons dans le
Corollaire 1 que ’ensemble Acyc(Y') des orientations acycliques d’un graphe est fermé

sous ’opération de clic.
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1 N 2 1 ’2
A A = A
e 4 '3
Oy € Acyc(Y) cly(Oy) = Oy € Acyc(Y)

Figure 2.1 Clic sur la source 4 de ’orientation Oy.

Un clic sur une source ¢ d’une orientation Oy se définit par la fonction suivante :

cli : Acyc(Y) — Acyc(Y)

Oy — Cli(Oy) = O,y
tel que pour toute aréte b du graphe Y nous avons

L ) Oy(b) sii¢b

(z,i) sib={z,i} pour z € Sy.
Dans le cas ot b = {z, i}, comme ¢ est une source de Oy, nous avons forcément Oy (b) =
(¢,z) et donc en cliquant ¢ nous obtenons 04 (b) = (z,). La Figure 2.1 représente un

exemple de clic sur le sommet 4 de l'orientation Oy.

Remarque 7. Nous définissons aussi le clic trivial, noté cliriy, sur un sommet isolé d’une
orientation acyclique Oy. Rappelons qu’un sommet isolé n’est adjacent & aucun autre
sommet du graphe Y. Ainsi, cliiy(Oy) = Oy car cliquer un tel sommet ne change
I’orientation d’aucun arc de Oy. Comme cliquer un sommet isolé d’une orientation acy-
clique n’a aucun effet sur cette orientation, nous considérons uniquement dans la suite

de ce mémoire les graphes ne contenant aucun sommet isolé.

2.1.1 Clic et décalage cyclique

Comme une orientation acyclique d’un graphe Y peut aussi se représenter comme

une permutation sur '’ensemble des sommets de ce graphe, nous étudions maintenant le
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comportement de la relation de clic sur une telle permutation.

Définition 3. Soit # = myms...m, une permutation d’un ensemble 4 n éléments. Nous
appelons un décalage cyclique sur 7 1'action de déplacer la premiére lettre 7y a la toute
fin de la permutation 7. La permutation obtenue en effectuant un décalage cyclique sur 7

est donc 7’ = my ... mumy.

La proposition suivante stipule que si Oy est une orientation acyclique d’un
graphe Y et # = mymy... 7, une permutation compatible avec Oy, alors effectuer un

décalage cyclique sur 7 est équivalent & cliquer la source 71 de Oy.

Proposition 5. Soit Y = (Sy, Ay) un graphe tel que |Sy| = n et soit Oy une orien-
tation acyclique de Y. Soit m = mi7a... T, une permutation compatible avec Oy . Alors

clr, (Oy) = Oy si et seulement si m’ = 7a...mymy est compatible avec Of

Démonstration. Soit m = m1m2 ... m, Une permutation compatible avec 'orientation acy-
clique Oy du graphe Y telle que clr, (Oy) = O}. Rappelons que nous avons vu au cha-
pitre précédent que le sommet 71 est une source de Oy. Vérifions que 7’ = ma...wpm
est compatible avec O, c’est-a-dire que si Oy ({mj, mc}) = (mj, mx), alors la lettre m;
précede la lettre 7, dans #’. Par définition du clic, nous avons pour une aréte b € Ay

o Oy(b) sim ¢b

(mj,m) sib={mj,m} pourj€ {2,...,n}.
Soit j, k tel que Oy ({mj, mk}) = (mj, mk). Si m1 ¢ {mj, mk}, alors Oy ({m}, mc}) = (75, mk)
et donc m; précéde 7 dans 7 et il en est de méme dans «’. De plus, pour toute aréte
{mj,m1} ot j € {2,...n}, nous avons par définition que O} ({mj, m1}) = (mj,m) et la
lettre 7; précéde bien la lettre m; dans 7’ pour tout j € {2,...,n}. Do 7’ est bien

compatible avec O}

Réciproquement, soit Oy une orientation acyclique du graphe Y et r=m ... 7,
une permutation compatible avec Oy. Supposons que n' = m3. .. 7,7 est une permuta-

tion compatible avec une orientation acyclique Oy de Y. Montrons que O} = clr, (Oy),
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c’est-a-dire, montrons que pour toute aréte b € Ay,

(Qg,(b) _ Oy(b) si ™ ¢ b

(my,m) #i b= {m;m} pour j € {2,...,n}.
Soit {rj, mx} € Ay telle que m; ¢ {=;, ™ }. Nous avons que Oy ({mj, m}) = Oy ({mj, 7 })
car si m; précéde 7 dans m, il en est de méme dans 7’. De plus, soit {m;,m} € Ay ou
7 € {2,...,n}, nous avons bien que O} ({m;,m1}) = (m;, ™) car m; précéde m; dans =’.

Ainsi, Oy = cly, (Oy). [

Remarque 8. Si Oy est une orientation acyclique et m = m;...7, une permutation
compatible avec Oy, nous notons autant clr, (Oy) ou clr, (m) pour désigner le clic sur
la source m de l'orientation Oy. Par la Proposition 5, nous avons donc cly, (7) =

... MTpT1.

Nous pouvons maintenant montrer que ’ensemble des orientations acycliques d'un

graphe est fermé sous 'opération de clic.

Corollaire 1. Soit Oy une orientation acyclique d’un graphe Y. Si une orientation Oy

est obtenue d’un clic sur Oy, alors Oy est aussi acyclique.

Démonstration. En vertu de la Proposition 5, un clic sur une orientation acyclique Oy
se définit par un décalage cyclique sur une permutation 7 compatible avec Oy. Or le
résultat d’un décalage cyclique sur 7 est aussi une permutation. Comme nous avons vu
au chapitre précédent qu’une permutation sur ’ensemble des sommets définit une orien-
tation acyclique de ce graphe, a’lors ’orientation obtenue par un clic sur une orientation

acyclique est aussi acyclique. -

212 Clic-équivalence

Deux orientations acycliques Oy et Oy d’un graphe Y sont clic-équivalentes, ou k-

équivalentes, s’il existe une suite de clic ¢l = cl,, 0+ - 0cly, 0 cly, telle que cl(Oy) = Oy.

Nous notons alors Oy ~, Oy. Par abus de langage, nous écrivons aussi bien ¢l =
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Figure 2.2 En appliquant la suite de clics ¢l = clsclicls & Vorientation Oy, nous obte-

nons l'orientation @},. Autrement dit, cl(Oy) = Oy

clg,cls, . . .cls, sous forme de liste, du premier sommet cliqué s; au dernier sommet
cliqué s,, plutét que sous forme de composition de fonctions de clic. La Figure 2.2
illustre les différentes orientations d’un graphe Y obtenues par une suite de clics sur

I’orientation de départ Oy.

Remarque 9. Les sommets cliqués dans une suite de clics ne sont pas nécessairement
distincts. En effet, si nous cliquons un sommet, il est possible de le cliquer de nouveau
dés qu’il redevient une source. Notons que cela arrive dés que tous ses sommets adjacents

ont chacun été cliqués une et une seule fois.

Cette relation de clic-équivalence est en particulier une relation d’équivalence. Afin

de montrer ce résultat, nous avons besoin de la proposition suivante et de son corollaire.

Proposition 6. Soit Oy une orientation acyclique d’un graphe Y.

(i) 1l eziste une suite de clics dans laquelle tous les sommets de Y sont cliqués ezacte-

ment une fois. Nous nommons une telle suite une suite de clics simple compléte.

(ii) Si cl est une suite de clics simple compléte, alors cl(Qy) = Oy.

Démonstration. (i) Soit Oy une orientation acyclique du graphe Y = (Sy, Ay) et
soit m# = mima ... T, une permutation compatible avec Oy. La suite de clics ¢l =
cly Cln, ... cly, est une suite de clics sur Oy telle que chaque sommet de Sy est

cliqué exactement une fois.

(ii) Soit Oy une orientation acyclique du graphe Y = (Sy, Ay) et ¢l une suite de
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clics simple compléte sur Oy. Supposons que Sy = {1,2,...,n} et montrons que
cl(Oy) = Oy par récurrence sur le nombre d’arétes de Y. Rappelons que dans
le cas ou |[Ay| = 0, I'unique orientation de Y est l'orientation triviale et comme
tous les sommets de Sy sont isolés, toute suite de clics simple compléte sur cette

orientation résulte & cette méme orientation triviale.

Supposons que |Ay | = 1 et notons Ay = {{v, w}}. Notons aussi Sy = {v,w, s1, Sn—2}

puisque |Sy| = n. Dans ce cas, s; est un sommet isolé de Y pour tout 1 < i < n-—2.
Supposons aussi sans perte de généralité que Oy ({v, w}) = (v, w). Alors v est une
source de Oy et nous notons cly(Oy) = Oy. Ainsi, O ({v,w}) = (w,v) car v
est devenu un puits. Réciproquement, w est maintenant une source de 0% et nous
notons cl,(0y) = Oy. Dot OF ({v,w}) = (v,w). Par conséquent, Oy ({v, w}) =
Oy ({v,w}) et alors cly, o cl,(Oy) = Oy. De plus, cliquer des sommets isolés d’une
orientation ne change ’orientation d’aucune aréte dans cette orientation. Ainsi,
clyclycls, .. .cls,_,, ot 8; € Sy \ {v,w} est une suite de clics simple compléte sur
Oy telle que cl(Oy) = Oy.

Supposons maintenant que |Ay| = k. Soit Oy une orientation acyclique de Y.
Supposons que ¢l = clg, ...cls, est une suite de clics simple compléte telle que
cl(Oy) = Oy. Vérifions qu'en ajoutant une aréte {v,w} & '’ensemble Ay, nous
obtenons toujours que cl(Oy) = Oy. Supposons sans perte de généralité que
Oy ({v,w}) = (v,w). En particulier, v doit é&tre cliqué avant w dans la suite ¢l ol
v et w sont cliqués exactement une fois. Ainsi, aprés avoir cliqué v dans la suite cl,
Paréte {v,w} est alors orientée (w,v). Puis en cliquant par la suite le sommet w,
'aréte {v, w} est finalement orientée (v, w). D’ou cl(Oy)({v, w}) = Oy ({v, w}). De
plus, pour toute aréte {s;, s;} € Ay nous avons que cl(Oy)({s;, s;}) = Oy ({si, s;})
par hypothése de récurrence. Ainsi, nous avons bien cl(Oy) = Oy pour toute suite

de clics simple compléte cl.

Nous déduisons de cette derniére proposition qu’un clic sur une orientation acy-
y
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clique peut toujours étre inversé. Autrement dit, si c/;(Oy) = O, alors il existe-une
suite de clics sur O} qui nous raméne a l’orientation de départ Oy. C’est ce que nous

voyons dans le corollaire suivant.

Corollaire 2. Soit Oy une orientation acyclique d’un graphe g (Sy, Ay) ot |Sy| = n.
Soit i une source de Oy et cli(Oy) = Oy. Il existe alors une suite de clics cl =

cley ...clg, , 0B S1,...,8n—1 € Sy \ {¢} telle que cl(Oy) = Oy.

Démonstration. Soit Oy une orientation acyclique du graphe Y = (Sy, Ay) ot |Sy| = n.
Par la Proposition 6, il existe une suite de clics simple compléte ¢l = cly, cls, .. . clg, telle
que cl(Oy) = Oy. En particulier, si ¢ est une source de Oy, il existe une permutation m
compatible avec Oy telle que 7 soit la premiére lettre de cette permutation. Nous pou-
vons alors effectuer un décalage cyclique sur m, c’est-a-dire, cliquer cette source 7 en
premier. Posons cl;(Oy) = Og,. Nous avons alors que ¢l = clicl, ...cl,, est une suite
de clics simple compléte telle que ¢l(Oy) = Oy. Ainsi, la suite de clics I’ = clg, ... cls,
est une suite de clics sur Oy ol g, ...,8, € Sy \ {i} et telle que cl'(Oy) = Oy. D’ou le

résultat. . ]

Proposition 7. La relation ~ est une relation d’équivalence.

Démonstration. Nous devons montrer que ~y est réflexive, transitive et symétrique.
Soit Y un graphe quelconque et Oy € Acyc(Y). Par la Proposition 6, il existe une suite
de clics simple compléte cl telle que cl(Oy) = Oy. Ainsi, Oy ~, Oy et donc ~ est
réflexive. De plus, si Oy ~y Oy et Oy ~, OF, il existe donc deux suites de clics ¢!
et cl’ telles que cl(Oy) = Oy et d'(0y) = Oy. Soit cl” = cl' o cl. Alors cl"(Oy) =
cl' o cl(Oy) = cl'(0y) = Oy et par conséquent Oy ~, Oy. D’oit ~; est transitive.

Finalement, soit Oy ~, Oy. Il existe donc une suite de clics c! telle que cl(Oy) =
Oy . Pour montrer que ~ est symétrique, nous utilisons le fait que si un clic sur une
orientation acyclique peut étre inversé, alors une suite de clics peut aussi 1’étre. Posons

cl = clg,cls, ... clg, la suite de clics telle que cl(Oy) = O} o les sommets s; ne sont
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pas nécessairement tous distincts. Notons Oy = clg,_, 0...0¢clg, 0 cls, (Oy) :

clg, 0 cls,_, 0...0cls, 0cls (Oy) = Oy.

(3&
Si k = 1, alors clg, (OF) ~x Oy par le Corolaire 2. Puis par récurrence, nous avons
Ogc -1 ~, Oy. La transitivité de la relation de clic nous permet alors de conclure que

Of ~x Oy. Dol ~, est symétrique. i

Maintenant qu’il est clair que la relation de clic est une relation d’équivalence, rap-
pelons que le but de ce mémoire est de dénombrer les classes d’équivalence de ’ensemble
des orientations acycliques Acyc(Y) du graphe Y, ou par abus de langage, les classes
d’équivalence du graphe Y, pour cette relation. Nous notons ces classes les k-classes
du graphe Y. Avant d’énoncer la formule de récurrence qui nous permet d’atteindre
<£et objectif, nous étudions cette relation de clic en terme de permutations et observons
quelques caractéristiques des x-classes des graphes Y, et Y’ obtenus en supprimant et

contractant l’aréte a du graphe Y.

Clic-équivalence et décalage cyclique

Cliquer une source % d’une orientation acyclique Oy est équivalent & faire un
décalage cyclique sur une perrﬁutation T = imy...Tp qui lui est compatible. De plus,
transposer deux sommets non adjacents consécutifs dans une permutation ne change
pas 'orientation définie par celle-ci. Ainsi nous donnons dans la proposition suivante
une condition nécessaire et suffisante pour parler de clic-équivalence en terme de permu-
tations : deux orientations acycliques Oy et O} sont clic-équivalentes si et seulement
si il existe deux permutations 7 et 7’ respectivement compatibles avec Oy et Oy telles
que 7' peut étre obtenue & partir de m par une suite de décalages cycliques et de trans-
positions de sommets non adjacents consécutifs dans une permutation. La Figure 2.3

illustre un exemple de ceci.

Proposition 8. Soit Oy, 0}, deuz orientations acycliques du graphe Y et m, 7’ deuz

permutations compatibles avec Oy et Oy respectivement. Alors Oy ~,. O} si et seule-
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Figure 2.3 Les permutations 4312 et 2413 sont compatibles avec les orientations res-
pectives Oy et Oy illustrées ci-dessus. De plus, comme les sommets 1 et 3 ne sont pas
adjacents dans le graphe Y, nous pouvons transposer ces sommets lorsque ceux-ci ap-
paraissent successivement dans une permutation. Ainsi, la permutation 2431 peut étre
obtenue & partir de 4312 par une suite de décalages cycliques et de transpositions des

sommets 1 et 3 si ils sont consécutifs dans une permutation.

ment st ' peut étre obtenue de m par une suite de décalages cycliques et de transpositions

de sommets consécutifs non adjacents dans Y.

Démonstration. Soit Oy, 0y deux orientations acycliques du graphe Y ot |Sy| = n. Soit
7 et w’ deux permutations compatibles avec Oy et O} respectivement. Supposons que
Oy ~x O} 1l existe donc une suite de clics cl telle que c/(Oy) = Oy. Par récurrence,
il suffit de considérer le cas ol un seul sommet est cliqué. Notons donc ¢l = ¢l; pour
1 € Sy. En particulier, le sommet % est une source de Oy par définition de la relation
de clic. D’apres la Proposition 4 () du chapitre précédent, nous pouvons supposer que
T = 4m...Tp_1. De méme, comme le sommet i est cliqué dans Oy, alors 4 est un
puits dans l'orientation Oy = cl;(Oy). Ainsi, en vertu de la Proposition 4 (%i¢), nous

supposons que 7’ = @] ... m,_;t.

Par la Proposition 5, cliquer la source i revient & effectuer un décalage cyclique
sur 7. Nous avons donc que cl;(Oy) = cli(m) = 71 ... Tp—19 = 7’ est une permutation

compatible avec O} et donc les permutations n’ = m} ... 7, _;3 et 7 = 71 ... Tp_1% sont
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deux permutations compatibles avec O4,. Considérons le sous-graphe Y’ du graphe Y
constitué des sommets Sy \ {7} et dont ’ensemble des arétes est I’ensemble des arétes
de Y, privé des arétes de Y dont un sommet est 4. Soit Oy, P'orientation du graphe Y’

obtenue par restriction de Oy . Les permutations 7y ... mp_1 et 7} ... m,_; sont donc com-

n—1
patibles avec l'orientation Oy,. Par récurrence sur le nombre de sommets du graphe Y,

nous concluons donc que 7y ...mTp—1 €t 7 ...,

n—1 Sont obtenues par une suite de déca-

lages cycliques et de transpositions de sommets consécutifs non adjacents dans Y. Il en

est donc de méme pour 7, 7" et .

Montrons maintenant la réciproque. Soit 7 et 7’ deux permutations respectivement
compatibles avec les orientations acycliques Oy et 0. Supposons que 7’ est obtenue
de 7 par une suite de décalages cycliques et de transpositions de sommets consécutifs non
adjacents dans Y. Par la Proposition 5, une suite de décalages cycliques & partir d’une
permutation est une suite de clics & partir de ’orientation compatible avec cette permu-
tation. La Proposition 3 quant & elle assure que la transposition de sommets consécutifs
non adjacents dans Y dans une permutation ne change l'orientation d’aucune aréte de
I'orientation compatible avec cette permutation. Par conséquent, I’orientation Oy est

obtenue & partir de Oy par une suite de clics et donc Oy ~, Oy ®

2.2 Propriétés des classes de clics

Nous avons défini au premier chapitre les graphes Y, et Y,’ obtenus respectivement
aprés suppression et contraction d’une aréte a du graphe non orienté Y. Nous allons
maintenant nous intéresser aux opérations de suppression et de contraction d’un arc
d’une orientation Oy du graphe Y dont les orientations résultantes sont respectivement
notées Oy: et Oyr. En particulier, nous remarquons que la contraction d’un arc n’est

pas toujours possible et que la suppression d’un arc d’une orientation acyclique Oy est

aussi bien définie sur I’ensemble des k-classes d’équivalence du graphe Y.




31

Oy ’ da(Oy) = Oyé

Figure 2.4 Suppression de ’arc (1,3) de l'orientation Oy.

2.2 Suppression d’un arc dans un graphe orienté acyclique

La suppression d’un arc d’'une orientation est trés similaire & la suppression d’une
aréte d’un graphe. Nous définissons la fonction de suppression d, d’un arc a = (v, w) de

Porientation Oy du graphe Y comme suit :

dy : Or(Y) — Or(Y))
Oy — da((')y) = Oyé

tel que pour toute aréte b de Y; nous avons Oy;(b) = Oy (b). Voir Figure 2.4 pour un
exemple.

Remarque 10. Si Oy € Acyc(Y), alors do(Oy) = Oy; € Acyc(Y,). En effet, si Oy €
Acyc(Oy), alors pour tout chemin orienté P = (21,22, ...,2Z,) de Oy nous avons zj #
Tn. Soit P = (w1, ws, ..., wk) un chemin orienté de Oyy. En particulier P’ est aussi un
chemin orienté de Oy car pour toute aréte b de Y, nous avons Oyr(b) = Oy (b). Ainsi
w1 # wg et donc Oy; ne contient aucun cycle. Nous restreignons alors la fonction d, &

I’ensemble des orientations acycliques.

Etudions maintenant la suppression d’un arc @ = (v, w) d’une orientation acy-
clique Oy en terme de permutations. Comme les sommets v et w sont adjacents dans
Porientation Oy, ces deux sommets ne peuvent pas étre transposés s’ils apparaissent
successivement dans une permutation 7 compatible avec Oy. Or, en supprimant l’arc

a = (v,w), la transposition de v et w devient possible s’ils sont consécutifs dans une
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Figure 2.5 Les permutations 3412 et 3142 (ou 1342) sont respectivement compatibles
avec les orientations Oy et Oy qui différent seulement par lorientation de l’aréte
a = {1,4}. Ainsi, les permutations 3412, 3142 et 1342 sont toutes compatibles avec
'orientation obtenue en supprimant I’arc (4,1) de Oy ou l'arc (1,4) de O} puisque la

transposition des sommets 4 et 1 est alors permise.

permutation 7’ compatible avec lorientation résultante d,(Oy) = Oy;. Nous montrons
dans le Corollaire 3 que deux permutations qui sont compatibles avec deux orientations
acycliques Oy et 0% qui différent seulement par I’arc a sont compatibles avec I’orienta-
tion do(Oy) = Oy; du graphe Ya’, voir Figure 2.5 pour un exemple. Montrons d’abord
plus généralement qu’une permutation 7 est compatible avec Oy si elle I’est aussi avec

I'orientation Oy: obtenue en supprimant I'arc a de Oy.

Proposition 9. Soit Oy une orientation acyclique du graphe Y et m une permutation
compatible avec Oy . Alors  est compatible avec l'orientation ds(Oy) = Oy; obtenue en

supprimant ’arc a de Uorientation Oy .
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Démonstration. Comme la permutation 7 est compatibie avec l'orientation Oy, 7 est
une extension linéaire de l'ordre obtenu & partir de Oy. Mais comme Y, est un sous
graphe de Y et que tous les arcs de Oy; sont orientés comme dans Oy, alors 7 est aussi
une extension linéaire de l'ordre obtenu & partir de Oy:. Ainsi, 7 est compatible avec

da(Oy) = Oy;. w

Corollaire 3. Soit Y un graphe et a une aréte de Y. Soit Oy, 0y deuz orientations
acycliques de Y dont m et n’' sont deuz permutations respectivement compatibles. Si

do(Oy) = do(Oy) = Oy, alors m et 7' sont compatibles avec Oy .

Démonstration. Comme les permutations 7 et 7’ sont respectivement compatibles avec
les orientations Oy et O%, nous avons par la Proposition 9 que 7 et #’ sont aussi

compatibles avec do(Oy) = dy(0y) = Oy;. D’otl le résultat. L

Nous voyons dans le chapitre suivant que cette caractéristique de la suppression
d’arc joue un role important lorsque nous étudions les x-classes d’équivalence des orien-
tations acycliques du graphe Y,. En effet, nous avons vu.qu’en supprimant un arc d’une
orientation acyclique, ’orientation obtenue est elle aussi acyclique. Nous montrons dans
la proposition suivante que la suppression d’arc est aussi bien définie sur I’ensemble des

k~classes d’équivalence du graphe Y.

Proposition 10. La fonction d, se factorise en la fonction D, de l’ensemble quotient
Acyc(Y)/ ~y vers lensemble quotient Acyc(Yy)/ ~x
Dg: Acyc(Y)/ ~x — Acyc(Yy)/ ~x
[Ov] = [Oy]

ot l'orientation Oy; est obienue en supprimant l’arc a de lorientation Oy .
Démonstration. Vérifions que les images d’orientations acycliques contenues dans une

méme k-classe de Acyc(Y") par la fonction de suppression d’arc d, sont contenues dans

une méme k-classe de Acyc(Y,). Soit Oy € Acyc(Y) et 7 une permutation compatible
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avec Oy. Si Oy € [Oy] et 7’ est compatible avec 0%, alors 7’ peut étre obtenue & partir
de 7 par une suite de décalages cycliques et de transpositions de sommets consécutifs non
adjacents dans Y. Soit do(Oy) = Oy et do(Oy) = C’)gq. Vérifions que OIY; € [Oy:].
Par la Proposition 9, les permutations 7 et 7’ sont respectivement compatibles avec
Oy et qu. De plus, comme les sommets qui sont non adjacents dans Y le sont aussi
dans Y], la permutation n’ peut étre obtenue & partir de = par la méme suite de décalages
cycliques et de transpositions de sommets consécutifs non adjacents dans Y. Ainsi, nous

avons bien que Oy; ~ Og,a, et donc Og,é € [OYa’]' ]

222 Contraction d’un arc dans un graphe orienté acyclique

Rappelons que nous avons défini dans le premier chapitre le graphe Y’ obtenu
en contractant ’aréte a du graphe non orienté Y. Notons que dans la suite de ce mé-
moire, nous étudions spécifiquement le cas ot I'aréte a est contenue dans un cycle de Y.
Contrairement 3 la contraction d’une aréte d’un graphe non orienté, la contraction d’un
arc d’une orientation Oy d’un graphe Y n’est pas toujours possible. En effet, comme
le montre la Figure 2.6, la contraction de l’arc (4,1) de 'orientation Oy ferait en sorte
que la nouvelle aréte {sq,2} € Ayn - ol le sommet s, est le nouveau sommet résultant
de la fusion des sommets 1 et 4 - aurait deux orientations possibles puisque les arétes
{1,2} et {4,2} sont orientées en sens contraire par rapport aux sommets 1 et 4. Par
contre, la contraction de I'arc (4,1) serait possible dans lorientation 0% étant donné
qu’il n’y a aucune confusion pour I’orientation de la nouvelle aréte {s4,2} € Ayr. Une

telle orientation est dite (4, 1)-contractile.

Définition 4. Soit Y un graphe et a = {v,w} € Ay. Une orientation Oy du graphe Y’

est dite a-contractile si pour tout sommet u € Sy tel que {u, v}, {u,w} € Ay nous avons
Oy({w,v}) = (w,v) <= Oy({u,w}) = (v, w)
On note Ory(Y') 'ensemble des orientations a-contractiles du graphe Y.

Remarque 11. Ceci est équivalent a dire que si Oy ({u,v}) = (v, u) alors Oy ({u,w}) =
(w, u) pour tout u € Sy tel que {u, v}, {u,w} € Ay.
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Figure 2.6 L'orientation Oy n’est pas (4,1)-contractile contrairement & O%.

Par exemple, dans la Figure 2.6, ’orientation Oy n’est pas (4, 1)-contractile puisque

Oy({1,2}) = (2,1) mais Oy ({2,4}) # (2,4)-

Ainsi, il est possible de contracter un arc a = (u, v) d’une orientation Oy seulement
si cette derniére est a-contractile. Les sommets u et v de I’arc a sont alors fusionnés en le
nouveau sommet noté s, et 'orientation des arétes du graphes Y, sont orientées & partir
de l'orientation Oy. Nous définissons la fonction de contraction C; d’'un arc a de Oy

comme suit :

Co: Org(Y) — (’)'r(Y;”)
Oy — Ca(Oy) = Oy‘;l
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Figure 2.7 Contraction de I'arc (1,3) de l’orientation Oy.

tel que pour b une aréte de Y, nous avons

Oy[b) éi Sa ¢ b
Oy (b) =3 (x,8,) si Oy({z,v}) = (z,v) ou Oy{z,w}) = (z,w)
(8a,z) si Oy({z,v}) = (v,z) ou Oy ({z,w}) = (w,x)

Exemple 2. La Figure 2.7 représente une orientation Oy qui est (1, 3)-contractile et

dont I'orientation Oy obtenue en contractant ’arc (1,3) est définie comme suit :

Oyn({4,2}) = (4,2) car sq ¢ {4,2}
Oy ({5a,4}) = (80, 4) car Oy ({4, 1}) = (1,4) et Oy ({4,3}) = (3,4)
Oy&/({sa,Q}) = (s4,2) car Oy({2,1}) = (1,2) et Oy({2,3}) =1(3,2)

Contrairement & la suppression d’arc, la contraction d’un arc d’une orientation
acyclique Oy ne résulte pas nécessairement en une orientation acyclique de Y, voir
Figure 2.9. Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que
Porientation résultant de la contraction d’un arc d’une orientation acyclique Oy soit

acyclique.

Théoréme 1. Soit Y un graphe non orienté et a = {v,w} une aréte contenue dans un

cycle de Y. Soit Oy une orientation de Y. Les énoncés suivants sont équivalents :




37

(i) Oy est acyclique et ne contient aucun chemin orienté de longueur plus grande que 1

de v vers w ou de w vers v;

(11) Oy est a-contractile et acyclique et ne contient aucun chemin orienté de longueur

plus grande que 1 de v vers w ou de w vers v;

(1i5) Oy est a-contractile et Co(Oy) est acyclique.

Démonstration. Montrons d’abord que (z) implique (7). Soit Oy une orientation acy-
clique ne contenant aucun chemin orienté de longueur plus grande que 1 de v vers w
ou de w vers v et montrons que Oy est a-contractile. Supposons que Oy n’est pas a-
contractile. Il existe alors un sommet u de Y tel que {u,v} et {u,w} sont des arétes
de Y orientées de sens contraire par rapport & u, c’est-a-dire, tel que Oy ({u, v}) = (u,v)
et Oy ({u,w}) = (w,u), ou alors Oy ({u,v}) = (v,u) et Oy({u,w}) = (u,w). Dans le
premier cas, P = (w,u,v) est un chemin orienté de longueur 2 de w vers v dans Oy et
dans Vautre cas, P’ = (v, u,w) est un chemin orienté de longueur 2 de v vers w dans Oy.
Ceci contredit I’hypothése que Oy ne contient pas de chemin orienté de longueur plus

grande que 2 et par conséquent, Oy est a-contractile.

Montrons maintenant que (42) implique (4¢). Supposons que Oy ne contient aucun
chemin orienté de longueur plus grande que 1 de v vers w ou de w vers v et que Oy est
a-contractile. Posons donc C,(Oy) = Oy et montrons que Oy est acyclique. D’abord,
comme Oy est acyclique, Oy ne contient aucun cycle. En particulier, elle ne contient au-
cun cycle contenant seulement des sommets différents de v et de w. Par conséquent, Oy
ne contient aucun cycle contenant seulement des sommets différents de s,. De plus, Oy
ne contient aucun chemin orienté -de la forme (v, sy,..., sk, w) ou (w,sy,..., Sk, v) ol
les s; sont & la fois des sommets de Y et de Y,'. En particulier, Oy~ ne contient aucun
chemin orienté de la forme (sg, Sy, ..., Sk, 85). Autrement dit, Oy ne contient aucun

cycle contenant s,. Ainsi, Oyr ne contient aucun cycle et est donc acyclique.

Finalement, montrons que (#42) implique (¢) en montrant la contraposée. Montrons
donc que si Oy est cyclique ou si Oy contient au moins un chemin orienté de v vers

w ou de w vers v de longueur plus grande que 1, alors C,(Oy) est cyclique ou Oy
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n’est pas a-contractile. D’abord, supposons que Oy est cyclique et notons donc C =

(81,82,...,8n,81) un cycle de Oy, ou s; € Sy pour 1 < i < n. Supposons aussi sans

perte de généralité que Oy ({v,w}) = (v,w). Nous devons montrer que Co(Oy) est

cyclique. L’ensemble des sommets du graphe Y, est I’ensemble Sy» = Sy \ {v,w} U sq

ou s, est le nouveau sommet créé par la fusion des sommets v et w du graphe Y. Nous

devons alors considérer les 4 cas possibles : (1) CN{v,w} =@; (2)ve Cetw ¢ C;
BvégCetwelC; (4)v,weC.

(1)

®)
4)

Supposons que C = (s1,82,...,8:) N {v,w} = @. Dans ce cas, tous les sommets s;
du cycle C sont aussi des sommets de Y. Par conséquent C est aussi un cycle
dans V'orientation Oyy, d’ott Oy est cyclique.

Supposons que v € C et w ¢ C et notons C = (s1,...,8i,v,5j,...,8n). En parti-
culier, Oy ({ss,v}) = (si,v) et Oy({s5,v}) = (v, s;). Par définition de contraction,
le sommet v € Sy est remplacé par le sommet s, € Sy et celui-ci est adjacent
a tous les anciens voisins de v. Ainsi, C' = (s1,..., 54, Sa,5;,..-,5n) €st un cycle

de Oyr puisque par définition de la fonction de contraction nous avons

Oy ({81, 8a}) = (51, 80), Oy ({50, 85}) = (54, 85)
car Oy ({si,v}) = (si,v) et Oy ({s;,v}) = (v, s;) puis

Oy ({siy sit1}) = Oy ({si, si+1}) = (84, 8i+1)

pour tout 1 <7 < n. Ainsi, Oy est cyclique.
Le cas v ¢ C et w € C est analogue au cas (2).
Supposons finalement que v,w € C = (s1, $2,...,5n,S1). Supposons aussi sans
perte de généralité que v = si, c’est-a-dire, C = (v, s2,...,5q,v), et analysons
deux cas : w et v sont consécutifs dans C et w et v ne sont pas consécutifs dans C.
Dans le premier cas, comme w et v = s; sont consécutifs dans C, alors w = s
ou w = S,. Supposons sans perte de généralité que w = so. Si n = 3, alors les
arétes {w, s3} et {v, s3} sont orientées (w, s3) et (s3,v) dans Oy. Alors, Oy n’est

pas a-contractile. Supposons que n > 3. Aprés contraction, nous obtenons le cycle

8q,89,...,88,) dans 'orientation Oyn, d’ott Oy~ est cyclique.
192 19, . o - Y
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(a) P (b) e
V——— S3=w . f L4 83\
f \ ]
Sn S84
\ /
\ i / Sp—1 w
Sn—1 A= -«

Figure 2.8 Cycle de Oy = r(y,,)(Oyx) contenant v et w ol v et w ne sont pas consé-

cutifs.

Dans le deuxiéme cas, comme w et v ne sont pas consécutifs dans C' et puisque
v = 81, nous avons w = §; pour 3 < % < n, voir Figure 28. Sii=3oui=n—1,
alors Oy n’est pas a-contractile. En effet, supposons sans perte de généralité que
1 = 3, autre cas étant symétrique. Nous aurions alors dans Oy les orientations
d’arétes (v, s2) et (s, w), ce qui montre que Oy n’est pas a-contractile. Supposons
maintenant que w = s; pour 4 <% < n—2. Nous avons alors par le méme argument

qu’en (2) que Oy est cyclique car C' = (sq, 82, . . -, 8i—1, 84) st un cycle de Oy».

D’autre part, supposons sans .perte de généralité que Oy contient un chemin
orienté de v vers w de longueur plus grande que 1. Notons donc C = (v, s1,. .., 8, w) ce
chemin. Aprés contraction, nous obtenons le cycle (sq, 81, ..., 8k, S¢) dans 'orientation
Ca(Oy), d’out Co(Oy) est cyclique. Ainsi, nous avons bien que (4iz) implique (), ce qui

conclut la démonstration.

2.3 Dénombrement des k-classes d’équivalence

Le probléme qui nous intéresse dans ce mémoire est le suivant : soit ¥ un graphe
donné, combien de k-classes d’équivalence y a-t-il? A ce jour, aucune formule close n’a
encore été proposée afin de calculer le nombre de x-classes d’équivalence pour un graphe

quelconque Y. Toutefois, nous présentons dans cette section une formule récursive pour



40

5 4 s 4

Oy € Acyc(Y) Oy ¢ Acyc(Y])

Figure 2.9 En contractant ’arc a = (7,5) de l'orientation acyclique Oy, nous obte-
nons l'orientation Oy . Cette orientation n’est pas acyclique puisqu’elle contient le cycle

($a,2,3,4,5q).

#(Y"), originellement énoncée par Macauley et Mortveit dans leur article On Enumeration
of Conjugacy Classes of Cozeter Elements (Macauley et Mortveit, 2008). Cette formule
récursive est & premiére vue tréé semblable au polynome de Tutte, bien connu en théorie
des graphes. Nous voyons dans le dernier chapitre de ce mémoire que nous retrouvons

effectivement ce nombre-x(Y') & partir du polynéme de Tutte.

231 Formule de récurrence pour x(Y)

Dénombrer les x-classes d’équivalence d’un graphe en regroupant manuellement
ses orientations acycliques dans leurs classes d’équivalence respectives peut s’avérer étre
une tache laborieuse. Prenons par exemple le graphe Y & 4 sommets représenté a la
Figure 2.10. Ce graphe compte 5 arétes, d’oti 32 orientations parmi lesquelles 18 sont
acycliques. Afin de déterminer le nombre x(Y") des s-classes d’équivalence de ce graphe,
nous devons trier ces 18 orientations acycliques dans leurs classes d’équivalence respec-
tives. Pour ce faire, nous commencons par effectuer un clic sur une premiére orientation
acyclique, qui donnera alors une seconde orientation acyclique contenue dans la méme
classe d’équivalence que la premiére. Nous procédons de méme sur cette nouvelle orienta-
tion, et ainsi de suite. La Figure 2.10 représente les 4 x-classes d’équivalence du graphe Y

ainsi obtenues.
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1 2
4 3
Y
1 < 2 1 < ,)2 1 > \ 2 7
[Oy](l) — { A A > A e A5 A8
VN, N i 4
4 ‘)3 g g ZP ? 3
[OY] (2) = { L ~ el 8 A - Y A — Y w
> ¥ e (3 \
(S e, Sl S
1 y) 2 1 2 2 1 2 fy 1 N 2 1 K 2
[OY](3) ={ A /L - A Y - Y b AT L =P <
< > < s i
4 N \)3 ZEJ 5 3 4 A 3 4 < \)3 4 ¥ 3
A A 2 ]c\ k. 2 1 o il = 2
[OY](4) ={ A Y -»>Y WEE g Y - A A
? < £ VR,
& § 3 4 = 3 4 N 3 4 N \)3’

Figure 2.10 Liste des s-classes d’équivalence du graphe Y. Les sources des orienta-
tions acycliques sont indiquées par les sommets roses tandis que les sommets encerclés
indiquent les sources cliquées pour passer d’une orientation a la suivante dans chaque

liste.
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La formule de récurrence énoncée dans le théoréme suivant permet cependant de
dénombrer les k-classes d’équivalence du graphe Y & partir des graphes Y, et Y dont

I’aréte a contenue dans un cycle de Y a respectivement été supprimée et contractée.

Théoréme 2. Soit Y un graphe non orienté et a une aréte contenue dans un cycle deY .
Alors
(i) k(Y)=1 siY est une forét;

(i6) K(Y) = K(Y) + K(EY).

Avant de débuter la démonstration de ce théoréme, voici un exemple de calcul de

k(Y) & partir de la formule de récurrence énoncée dans ce théoréme.

Exemple 3. La Figure 2.11 illustre les graphes Y] et Y, obtenus en supprimant et
contractant 1’aréte {1, 4} contenue dans un cycle du graphe Y. Nous obtenons en répétant
ce procédé les graphes G} et G} & partir de Y, et les graphes H, et H a partir de Y.

Comme les graphes G}, Gy, H, et H| sont des arbres, alors
K(Gy) = K(Gy) = K(He) = k(H;) =1
d’ou

&(Y) = w(Y)) + s(Y7)
= K(G}) + K(GY) + k(H.) + (H)
=4.

Nous étudions & la section suivante les clics sur les orientations acycliques d’'un
graphe non connexe. Cette étude nous permet de démontrer dans la section 2.3.3 que les
ponts d’un graphe Y, c’est-a-dire les arétes non contenues dans un cycle du graphe, ne
contribuent pas lors du calcul de x(Y’). Cette propriété suffit pour montrer que x(Y) =1
si Y est une forét. Nous donnons ensuite le plan de la démonstration de la deuxiéme
partie du théoréme. Cette deuxiéme partie prend en considération le role joué par les

arétes contenues dans un cycle du graphe Y. A cette fin, nous introduisons dans la
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1 2
k(Gy) =1
4 3
e Gy
1 2 1 2
_— k(Gy)=1
4 3 S
7w T Gy
1 '2 b=13 4} 9
K(HE) =1
D
4 3 Sa 3
Y N d H}
a={1,4} 9 9
— K(HY) =1
SQ 3 SC
vy =H 1
g= {3, 55}

Figure 2.11 Graphes obtenus en supprimant et contractant 1'aréte {1,4} contenue dans
un cycle du graphe Y ainsi que les graphes obtenus en répétant ce procédé sur les graphes

b AE o8 o8
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section 2.3.4 le graphe effondré £,(Y) du graphe Y et d’une aréte a contenue dans un
cycle de Y. Nous approfondissons ’étude de ce graphe dans le chapitre suivant, ce qui

nous ameénera 4 compléter la preuve du Théoréme 2.

2.3.2 Clic et composantes connexes

Nous étudions dans cette section le comportement de la relation de clic sur une
orientation d’'un graphe comprenant deux composantes connexes. Le cas général d’'un

graphe a plusieurs composantes connexes est analogue.

Soit Y = Y; U Y5 le graphe composé des deux graphes disjoints Y; et Y5. En
particulier, nous avons Ay = Ayluy2 = Ay, U Ay, et Sy = Syiuy; = Sy; U Sy,. Ainsi,
une orientation acyclique Oy : Ay — Sy X Sy est aussi composée de deux orientations
acycliques disjointes : Oy = Oy, U Oy,. Montrons maintenant que deux orientations
acycliques Oy et O} du graphe Y = Y; UY; sont clic-équivalentes si et seulement si

leurs sous-orientations respectives Oy;,Oy, et Oy, ,0y, le sont respectivement aussi.

Proposition 11. Soit Y = Y; UY; le graphe composé des deuz graphes disjoints Yy

et Yo. Soit Oy, O}, deuz orientations acycliques de Y. Alors
Y
Oy ~y 03/ <= Oy, ~ 03/1 et Oy, ~y 0;;2

0t Oy = Oy; UOy, et 0;, = g,l l_l(');,z.

Démonstration. Soit Y =Y UY; et Oy, 0y € Acyc(Y) telles que Oy = Oy, U Oy, et
Oy = 0y, U Oy,. Soit Oy ~, Oy. Il existe donc une suite de clics ¢l = clg,cls, .. . clg,
telle que cl(Oy) = Oy . Par récurrence, il suffit de considérer le cas £ = 1 puisque la
relation de clic est transitive. Soit donc ¢l = cls;. Comme les sous-graphes Y; et Y5
sont disjoints, les ensembles de leurs sommets Sy, et Sy, sont disjoints. Ainsi, cl,, est
soit un clic sur Oy, soit un clic sur Oy,. En supposant sans perte de généralité que

s1 € Sy;, nous avons donc cls, (Oy;) = Oy, et par conséquent Oy; ~x Oy, . De plus,

Y, = ¢ls; (Oy,) = Oy, puisque s1 ¢ Sy, Or, Oy, ~x Oy, par réflexivité de la relation

de clic et donc Oy, ~x Oy,. D'ot le résultat.
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Réciproquement, soit Oy, 0y € Acyc(Y) telles que Oy = Oy, U Oy, et O =
Oy, UOy,. Si Oy, ~x Oy, et Oy, ~x Oy, alors il existe el 1@ deux suites de clics
telles que cl (Oy,) = 0%, et el (Oy,) = O},. Comme Y; et Y sont disjoints, tout clic
de ¢l n’inverse l’orientation d’aucun arc de Oy, et vice versa. Ainsi, ¢ = cl(? o /(¥
est une suite de clics sur Oy, U Oy, = Oy telle que ¢l(Oy) = 3’1 U (’)3,2 = 0%. D'ou
Oy ~g (')g,. ; i ]

2.3.3 Role des ponts

Nous montrons dans la Proposition 12 que les ponts ne contribuent pas lors du
calcul de x(Y). Pour ce faire, nous montrons d’abord le Lemme 1 qui stipule que si deux
orientations acycliques d’un graphe Y différent seulement par ’orientation d’un pont,

alors ces deux orientations sont contenues dans une méme x-classe de Y.

Lemme 1. SoitY =Y U {{u,v}} UYa> le graphe composé de l'union des sous-graphes
propres Y et Yy reliés par le pont {u,v}, ot u € Sy, et v € Sy,.

Soit Oy y) = Oy; U{(u,v)}UOy, une orientation acyclique de Y telle-que le pont {u,v}
soit orienté (u,v) et ot Oy,, Oy, sont respectivement des orientations acycliques des
graphes Y1 et Yz. Soit O,y = Oy, U {(v,u)} U Oy, une orientation acyclique de Y’

définie de maniére analogue. Alors
(O] = [Oww]

Démonstration. Soit O, ) = Oy; U {(u,v)} U Oy, une orientation acyclique du graphe
Y= Bul{we }}U Y3 telle que le pont {u, v} est orienté (u, v). Par la Proposition 6, il
existe une suite de clics simple compléte cl sur les sommets de Y7 telle que cl(Oy,) = Oy, .
Montrons que ¢l(O(yy)) = O(y,u)- Tout d’abord, comme cl ne contient aucun sommet
de Y3, aucun arc de Oy, n’est inversé. D'ot cl(Oy,) = Oy,. De plus, comme u € Sy, ,  est
cliqué exactement une fois dans la suite de clics cl et par conséquent cl(Oy,y))({u, v}) =
(v,w). Ainsi, nous avons bien cl(O(y,4)) = O(y,4) et donc Oy, 4y ~k O(y,u)- D0t [Opy 4] =
[Owa]- -
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Proposition 12. Soit Y un graphe, nous avons que

(i) SiY =Y, UYz alors k(YY) = s(Y1)r(Y2) ;

(i) Sia est un pont de Y alors il existe deuz sous-graphes propres Y1 et Yo du graphe

Y tels que Y =Y, UYs et 6(Y) = 6(Y1)6(Y2) = (Y7).

Démonstration. (i) Soit Y = Y; U'Y; et définissons la fonction f comme suit :

fr Acye(Y)/ ~ = Acye(Yr)/ ~i % Acye(Ya)/ ~i

[Oy] = ([Ovi], [Ov,])

ou Oy = Oy, U Oy, € Acyc(Y). En vertu de la Proposition 11, cette fonction est

bien définie. Montrons que cette fonction est bijective.

D’abord, soit Oy, O}, € Acyc(Y) telles que

f((ov)) = £ ([0v]) = ((Ow], [Ox.))-

Nous avons donc par définition de f que [Oy,] = [0y, ] et [Oy,] = [04,]. Mais
alors Oy, ~x Oy, et Oy, ~x Oy, et donc Oy ~, Oy par la Proposition 11. Par
conséquent [Oy] # [0y et donc f est injective.

Soit ([Owi], [Ov,]) € Acye(Y1)/ ~x x Acyc(Yz)/ ~x. Alors Oy = Oy, IOy, est une
orientation acyclique de Y De plus, par la Proposition 11, pour toute orientation
Oy, € [Oy] et toute orientation Oy, € [Oy,] nous avons que Oy = Oy, U Oy, est
k-équivalente & Oy. D’ou ([Oy,], [Oy,]) = f ([Oy]) et donc f est surjective.

Ainsi, f est bijective et donc

w(Y) =| Acyc(Y)/ ~«| =| Acyc(Y1)/ ~xl| | Acyc(Ya)/ ~l
= k(Y1)k(Y2).

Soit Y un graphe et ¢ = {u,v} € Ay un pont de Y. Notons alors Y = ¥; U
{{u,v}} UY; ol Y; et Y, sont deux sous-graphes propres de Y. Ainsi, nous avons
Y] = Y1 UY; et donc k(Y)) = x(Y1)k(Y2) par la premiére partie de la Proposi-
tion 12. Montrons que x(Y) = k(Y,), c’est-a-dire, que k(Y) = k(Y7)k(Y2). Nous
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définissons de maniére analogue 4 la premiére partie de la démonstration la fonction

f’ suivante :

I Acyc(Y)/ ~ — Acyc(Y1)/ ~i X Acyc(Ya)/ ~k
[O(‘U,’U)] b= ([OYI] ) [OYz]) .

ot Oy,y) = Oy, U{(%,v)} UOy,. Nous savons par le Lemme 1 que pour toute paire
d’orientations O, ) et O(y4) nOUs avons [O(u,v)] = [Okv’u)]. De ce fait et par la
Proposition 11, cette fonction est bien définie. Montrons que f’ est bijective.
Soit Oty,0), O,y € Acye(Y) telles que f' ([O,0)]) = f/ ([ (“,v)]) = ([Own1], [Ov,])-
Par définition de f’, nous avons que [Oy;] = [0}, ] et [Oy,] = [0, ]. 1l existe donc
M) et clt? deux suites de clics telles que cl(D(Oy,) = Y, et d@(0y,) = O,
D’ou
d®@ o cl(l)((’)(u’v)) == Ozu,v) ou (’)év,u) et
Otww) ~x Ouywy 08 Oy i O

v,u)

Or, Ou) ~= Oty
@] = [OZu’v)], d’ou f' est injective. Soit ([Oy],[Oy,]) € Acyc(Y1)/ ~

par le Lemme 1 donc Oy ~« (’)zu,v). Ainsi, nous avons

xAcyc(Y2)/ ~k. Alors O(y) = Oy U {(u,v)}U Oy, est une orientation acyclique
de Y. De plus, pour toute orientation Oy, € [Oy] et Oy, € [Oy,], l'orientation
Eu,v) = Oy, U{(u,v)} U Oy, est k-équivalente & O, ). En effet, il existe c® et
cl® deux suites de clics telles que clM)(Oy;) = O} et cl®(Oy,) = 04, . Ainsi,
@ o dW(Op) = Oluv) 08 Oy, Or, par le Lemme 1, Of, y ~x O, d'0l
Otuw) ~x Ow)- Ainsi ([Oy], [Oy,]) = F ([O@uw)]) et donc f’ est surjective.

Comme f’ est bijective, nous avons bien k(YY) = x(Y1)k(Y2).

La Proposition 12 stipule en particulier que si un graphe Y est 'union disjointe
de deux graphes Y; et Y3 alors x(Y) = x(Y1)x(Y2). Nous supposons donc, sans perte de

généralité, que le graphe Y est connexe dans la suite de ce mémoire.
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234 Un apercu du graphe effondré

Comme mentionné auparavant, nous construisons dans le prochain chapitre le
graphe effondré £,(Y) du graphe Y et de I’aréte a contenue dans un cycle de Y. Le
théoréme suivant énonce les propriétés de ce graphe nous permettant de démontrer la

deuxiéme partie du Théoréme 2.

Théoréme 3. Soit Y un graphe et a une aréte contenue dans un cycle de Y. Il existe
un graphe £,(Y) ayant comme ensemble de sommets les k-classes d’équivalence de Y et

tel que
(i) Ea(Y) est isomorphe & un ensemble disjoint de graphes linéaires ;
(ii) L’ensemble des arétes de E,(Y) est en bijection avec l’ensemble des k-classes de Y, ;

(iii) L’ensemble des composantes connezes de E,(Y) est en bijection avec l'ensemble des

Kk-classes de Y.

On appelle £,(Y) le graphe effondré du graphe Y et de aréte a.

Remarque 12. Le deuxiéme point du Théoréme 3 implique que &(Y;') = |Ag,(v)| et le
troisiéme point que x(Y;) = |CC(E, (Y))], ot CC(&,(Y)) est I’ensemble des composantes

connexes de £,(Y).

La démonstration de ce théoréme est le sujet du chapitre suivant. Nous terminons

maintenant ce chapitre en démontrant le Théoréme 2.

Démonstration du Théoréme 2.

(1) Nous avons vu & la Proposition 12 que les ponts ne contribuent pas lors du calcul
de (Y). Définissons le graphe cycligue Cycle(Y') du graphe Y comme le graphe ob-
tenu en supprimant tous les ponts de Y. Le graphe Cycle(Y') posséde donc le méme
nombre de k-classes d’équivalence que Y, c’est-a-dire (YY) = & (Cycle(Y)). Or, si
Y est une forét, toutes ses arétes sont des ponts. Ainsi, Agyce(y) = 2. Il existe alors
une unique orientation sur Cycle(Y'), soit I’orientation triviale, qui est acyclique.

Par conséquent, |Acyc (Cycle(Y))| =1 et alors k(YY) = & (Cycle(Y)) = 1.
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(i) Soit ¢1,¢g,- - ,cn les composantes connexes du graphe effondré &£,(Y’). Nous avons

alors k(Y]) = n par la troisiéme propriété du Théoréme 3. De plus, si |Se,| est le
nombre de sommets de la composante c;, alors i |Se;| = k(Y") puisque I’ensemble
des sommets de £,(Y) est composé des m—classé:ii’équivalence du graphe Y.

Si une composante connexe ¢; contient m sommets, alors elle contient m — 1 arétes

car £,(Y) est isomorphe & un ensemble de graphes linéaires dlSJOlntS Ainsi nous

avons par la deuxiéme propriété du graphe effondré que x(Y,) = Z(|Sq| -1).

i=1
D’ou

K(Y) =3 el

’l,_

D (CAERIER

l

3

—

= k(Y") + K(Y)).







CHAPITRE III

GRAPHE EFFONDRE

Le but de ce chapitre est de démontrer le Théoréme 3. A cet effet, nous devons
étudier le comportement des -classes d’équivalence du graphe Y, obtenu en supprimant
'aréte a contenue dans un cycle du graphe non orienté Y, et du graphe Y., obtenu en
contractant ’aréte a. Notamment, nous devons examiner attentivement ce qui advient
des x-classes d’équivalence du graphe Y lorsqu’une aréte comprise dans un cycle de Y
est supprimée. Pour ce faire, nous construisons le graphe effondré £,(Y) du graphe Y et
de l'aréte a contenue dans un cycle de Y, dont les propriétés illustrent ce comportement.
Dans un premier temps, nous introduisons les notions nécessaires pour la construction
de ce graphe effondré et donnons un exemple de ce graphe & partir d’'un graphe donné.
Nous montrons ensuite que le graphe effondré est une forét. Puis nous concluons que le
nombre x(Y,') correspond au nombre d’arétes de ce graphe tandis que le nombre x(Y})

correspond au nombre de ses composantes connexes.

3.1 Construction du graphe effondré

En supprimant une aréte a contenue dans un cycie de Y, des k-classes d’équiva-
lence de Acyc(Y') peuvent se restreindre & une seule x-classe d’équivalence de Acyc(Yy),
ol est le graphe obtenu du graphe Y en supprimant 1’aréte a contenue dans un cycle
non orienté de Y. Nous disons que deux classes [Oy] et [O/] se restreignent 4 une méme
k-classe de Y si en supprimant ’arc a de ces deux orientations Oy et Oy, nous obtenons

deux orientations de Y, qui sont clic-équivalentes. Voyoné un exemple de ce phénoméne.
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Exemple 4. Considérons le graphe Y représenté & la Figure 3.1 et 1’aréte a = {1, 3}. Ce
graphe posséde 6 x-classes d’équivaience : K1, K2,...,ke. Ces classes sont respectivement
représentées par les orientations acycliques compatibles avec les permutations 2341, 2143,

2431, 2413, 2134 et 2314 :

k1 = [2341] = {2341, 3412, 4123, 1234}
ke = [2143] = {2143, 1432, 4321, 3214}
ks = [2431] = {2431, 4312, 3124, 1243}
ke = [2413] = {2413, 4132, 1324, 3241}
ks = [2134] = {2134, 1342, 3421, 4213}
ke = [2314] = {2314, 3142, 1423, 4231}.
En supprimant 'aréte o = {1, 3}, nous obtenons le graphe Y, qui lui posséde 4 « - classes
d’équivalence :
Kh = [2341] = {2341, 3412, 4123, 1234}
il = [2143] = {2143, 1432, 4321, 3214}
Ky 4 = [2431] = {2431 = 2413, 4132 = 4312, 3124 = 1324, 1243, 3241}

Ko = [2134] = {2134 = 2314, 3142 = 1342,1423, 3421, 4213 = 4231}.

Nous remarquons que les deux orientations acycliques de Y représentant respecti-

vement les classes k3 et k4 différent uniquement par l'orientation de I’arc a. En suppri-

mant cet arc, nous obtenons donc une méme orientation acyclique du graphe Y]. Ainsi,
| les classes k3 et x4 se fondent en une méme classe x3 4 de Acyc(Y;) suite & la suppression
de l’arc a. De méme, les classes k5 et kg de Acyc(Y) se restreignent a une seule classe
de Acyc(Y), soit la classe n’5,6.'Toutefois, aucune orientation contenue dans la classe
ne différe uniquement par ’arc a par rapport & une orientation de la classe ko. Ainsi, les

classes 1 et Kk forment deux classes différentes de Acyc(Yy), soit les classes &} et «h.

| Nous construisons dans ce chapitre le graphe effondré &£,(Y) nous permettant

d’illustrer ce comportement de restriction de classes. L’ensemble des sommets de ce
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Figure 3.1 Classes d’équivalence des graphes Y et Y, pour l'aréte a = {1,3} du
graphe Y. .
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graphe est constitué des k-classes d’équivalence du graphe Y et ’ensemble de ses arétes,
quant & lui, est construit de fagon & ce qu’il soit en bijection avec ’ensemble des «-
classes d’équivalence du graphe-Y,’. Afin de donner la définition de ’ensemble des arétes
du graphe effondré, nous avons besoin tout d’abord de définir la fonction de relévement

d’une orientation acyclique.

3.1.1 Relévement d’une orientation acyclique

La fonction de relévement 7, ;) est définie sur 'ensemble des orientations acy-
cliques du graphe Y.’ dont l’aréte a = {v,w} contenue dans un cycle du graphe non
orienté Y a été contractée. Cette fonction associe & une orientation acyclique Oy I'orien-
tation 7(,4,)(Oy) = Oy dont l'aréte a du graphe Y est orientée de v vers w et dont
’orientation de toutes autres arétes de Y est obtenue & partir de l'orientation Oy, voir

la Figure 3.2 pour un exemple.

Définition 5. Soit Y un graphe et @ = {v, w} une aréte contenue dans un cycle-de Y.

La fonction de relévement ry,,,) d’une orientation acyclique est définie comme suit :

Tww): Acye(Yy ) = Or(Y)

Oyy = 1(w,) (Oyy) = Oy

o l'orientation Oy est telle que pour toute aréte b € Ay nous avons :

’Oyél(b) sibNa=0o
Oy (b) = ﬁ (v,w) sib=a={v,w}
(z,y) sibNa={z} et {y} = b\a et si Oyy({30,4}) = (%0, )

(y,z) sibNa={z} et {y} =b\a et si Oyr({54,9}) = (¥, %a)

\

Exemple 5. Dans la Figure 3.2, les orientations des arétes du graphe Y suite au relé-
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Figure 3.2 Les orientations Oy et Oy sont respectivement les images de 1'orientation
acyclique Oyy par les fonctions de relévement r(; 3y et r(3 1) o Y est le graphe obtenu

en contractant aréte a = {1,3} du graphe Y.
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vement r(; 3) de P'orientation Oyy sont définies comme suit :

Oy({2,4}) = Oyr({2,4}) car {2,4} N {1,3} =02

Oy({1,3}) =(1,3) car {1,3} =a

Oy({1,2}) = (2,1) car {1,2} N {1,3} = {1} et Oyy({s4,2}) = (2, 54)
Oy ({1,4}) = (1,4) car {1,4} N {1,3} = {1} et Oy» ({50,4}) = (5a,4)
Oy({2,3}) = (2,3) car {2,3}N{1,3} = {3} et Oyy({s0,2}) = (2,50)
Oy ({3,4}) = (3,4) car {3,4} N {1,3} = {4} et Oy ({s4,4}) = (50,4)

Remarque 13. Nous avons vu a la Définition 4 du chapitre précédent qu’une orientation a-
contractile du graphe Y est une orientation dont I’arc a peut étre contracté sans confusion
pour l'orientation des arétes de la forme {sz,u} dans Y. Nous remarquons maintenant
qu’une orientation Oy du graphe Y obtenue d'un relévement d’une orientation Oyy
est toujours a-contractile. En effet, supposons que a = {v,w} et que pour un sommet
u € Sy nous ayons {u,v}, {u,w} € Ay. Comme u est adjacent aux sommets v et w
de Y qui sont contractés en le sommet s, de Y, alors {u, s,} € Ayr. Supposons donc
sans perte de généralité que Oyy({u,sa}) = (u,sq). Nous avons alors par définition
de relévement que Oy ({u,v}) = (u,v) et Oy ({u,w}) = (u,w), ce qui correspond & la

définition d’orientation a-contractile.

Soulignons que par construction, deux orientations Oy et Oy obtenues respecti-
vement par les relévements 7, ,,) €t 7y, ) différent seulement par I'orientation de 'aréte
a = {v,w} du graphe Y. Nous montrons en outre dans la derniére section de ce chapitre
que les k-classes de Y qui se restreignent a une seule k-classe de Y, sont les classes qui

contiennent des orientations qui différent seulement par ’orientation de I’aréte a.

Nous allons maintenant montrer que 7(,,,) est bien définie sur '’ensemble des
classes d’équivalence du graphe Y. A cette fin, nous avons besoin du résultat suivant
qui stipule que la fonction de contraction d’arc composée avec la fonction de relévement

est une fonction identité sur I’ensemble des orientations du graphe Y.

Proposition 13. Soit Y] le graphe obtenu en contractant Uaréte a = {v,w} conte-
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Figure 3.3 L’orientation Oy est obtenue du relévement (5 ;) de l'orientation acyclique
Oyy du graphe Y/, ot a = {1,5} € Ay. En contractant l'arc (5, 1) de l'orientation Oy,

nous obtenons lorientation Oy et devons montrer que Oyr = Oy.
a a

nue dans un cycle non orienté du graphe Y. Soit Oyn une orientation de Y,'. Alors

T (v,w) ((’)y‘{/) est a-contractile et
Ca © T (v,w) (Oyy) = Oyy

ot Cq est la fonction de contraction de larc a.

Démonstration. Soit Oy» une orientation du graphe Y;' ot a = {v,w} est une aréte
contenue dans un cycle du graphe non orienté Y. Notons 7y 4)(Oyy) = Oy, ot Oy
est une orientation du graphe Y, et C,(Oy) = ngé,, ol OIY;' est une orientation du
graphe Y,', voir Figure 3.3. Nous voulons montrer que Oy = Oy, c’est-a-dire, mon-
trer que Oyx(b) = Og,é,(b) pour toute aréte b du graphe Y. Pour vérifier ceci, nous
déterminons la nature de l'orientation O, obtenue en relevant et contractant ’orienta-
tion Oyx & partir de la définition de la fonction de relévement et de contraction d’arc.
Tout d’abord, notons que les fonctions C, et 7(,4,) ne changent pas les orientations des

arétes communes aux graphes Y et Y. Il suffit donc de montrer que si b = {z,y}
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est une aréte de Y telle que bNa = {z}, c’est-a-dire z = v ou z = w, alors l'aréte
{sa,z} est orientée de la méme fagon par Oyy et (’);,é,. Soit b une aréte de Y telle que
bNa = {z} et b= {z,y}. Nous supposons que Oy ({84, ¥}) = (84,%), I'autre cas étant
symétrique. Alors par définition de la fonction de relévement nous avons Oy (b) = (z,y).
Donc par définition de C,, nous avons (’)g,é,({sa, y}) = (8a,¥). Ceci conclut la preuve de

la proposition. B

Nous nous servons maintenant de cette propriété afin de montrer que le relévement

d’une orientation acyclique résulte aussi en une orientation acyclique.

Corollaire 4. Soit Y un graphe non orienté et a une aréte contenue dans un cycle de'Y.
Soit Y, le graphe obtenu de Y par contraction de a et Oyn une orientation acyclique

de Y). Alors r Oyn) est une orientation acyclique du graphe Y.
a ('U$w) a

Démonstration. Soit Oy une orientation acyclique du graphe Y/, ot @ = {v,w} € Ay.
Supposons par contradiction que T(U,w)(Oyél) = Oy est une orientation cyclique du
graphe Y. D’aprés la Proposition 13, nous avons alors Co(Oy) = Oy € Acyc(Yy') et
donc la contraction de l'orientation cyclique Oy résulte en une orientation acyclique.

Ceci contredit le Théoréme 1 du chapitre précédent. ]

o.1.2 Relévement d’une s-classe d’équivalence

Comme le relévement d’une orientation acyclique est aussi une orientation acy-
clique, nous nous questionnons maintenant & savoir si cette fonction de relévement est
bien définie sur ’ensemble des k-classes d’équivalence du graphe Y,'. Autrement dit, les
images par 7, 4,) (ou 'r‘(w,v)) d’orientations contenues dans une méme «-classe de Y, sont-
elles contenues dans une méme k-classe du graphe Y 7 La proposition suivante répond

par Paffirmative & cette question.
Proposition 14. (i) La fonction r(, 4, Acyc(Y,') — Acyc(Y) se factorise en la fonc-

tion bien définie

Rv,w): Acye(Y,)] ~x— Acye(Y)/ r~g;
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1) Les fonctions de relévement Ry ) €t Riw) SOnt injectives.
(U, ) ( )U)

Démonstration. (i) Soit Y un graphe non orienté et ¢ = {v,w} une aréte contenue
dans un cycle de Y. Soit Oy et og,é, deux orientations acycliques du graphe Y,/
telles que cl (Oyr) = Oy pour ¢l = cly,Cly, - . Cluy,. S0it 7(y,0) (Oyr) = Oy €
Acyc(Y) et () ((’)g,é,) = Oy € Acyc(Y). Nous allons montrer qu’il existe une
suite de clics cl’ telle que cl'(Oy) = 0%, c’est-a-dire, que le diagramme suivant

commute.

cl

Oyé/ —_— Oé/é/

(v) l @ JT(v,w)

‘Par transitivité de la relation de clic, il suffit de considérer le cas ol une seule
source est cliquée. Le cas général s’obtient par récurrence sur la longueur de la
suite de clics. Soit ¢l = cl,, et montrons que la suite de clics ¢l’ peut étre définie

comme suit :

, Elg; si V1 # 8q
eli=

cyocly siv;=s,
Pour ce faire, vérifions que les arétes de Y sont orientées de la méme fagon par 04,
et par l'orientation obtenue en relevant d’abord Oy puis en appliquant cl’ & ’orien-
tation Oy ainsi obtenue. Notons d’abord que les orientations des arétes communes
a Y et Y, ne sont pas changées par le relévement r(, ). Il suffit donc de vérifier
l’orientation des arétes incidentes & s, dans Y,/ et celles incidentes & v et w dans Y.
Considérons trois cas : (1) vy # sq et vy n’est pas incident & sy ; (2) vy # sq €t 11

est incident & s4; (3) v1 = $q;

(1) Dans le premier cas, si v1 # s, et v1 n’est pas incident & sq, alors cliquer le

sommet v; dans Oyx ou dans Oy ne change seulement que les orientations
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(2)

des arétes communes aux graphes Y et Y,'. Mais comme les orientations de
ces arétes restent inchangées par le relévement r, ,,), nous avons bien que le

diagramme commute dans ce cas. .

Supposons que v; # S, et v; est incident & s,. Nous posons donc ¢l = cly,.
D’abord, en cliquant le sommet v; dans Oy, v; devient un puits de I'orienta-
tion Oy,. En particulier, 'aréte {sq,v1} est entrante dans v;. En relevant cette
orientation, v; reste toujours un puits dans Oy par définition du relévement.
En particulier, {v, v }. ou {w, v;} sont des arétes de Y puisque {sq,v;} est une
aréte de Y, et donc {v,v;} ou {w,v;} sont entrantes dans v;. Les orientations
de toutes autres arétes {v,z}, {w, y} € Ay sont définies d’aprés les orientations
des arétes {s,, 2z} et {sq,y} dans (’)g,é,. De plus, {v,w} est orientée (v, w) par

définition du relévement.

Ensuite, en relevant d’abord l'orientation Oyy par 7(,,,), nous obtenons que
{v, w} est orientée (v, w) dans 'orientation Oy résultante. De plus, comme v;
est une source de Oy, v; reste toujours une source dans Oy par définition
du relévement. Comme v; est incident & s,, alors les arétes {v,v1} ou {w, v}
sont des arétes de Y et donc {v,v1} ou {w,v;} sont orientées (v1,v) ou (v, w)
dans Oy. Ainsi, en a,}-)pliqua.nt cl’, c’est-a-dire, en cliquant v;, nous obtenons
que {v,w} reste orientée (v,w) et toute autre aréte incidente & v;, en par-
ticulier {v,v1} ou {w,v;}, est alors entrante dans v;. De plus, les orienta-
tions de toutes autres arétes {v,z} et {w,y} de Y sont définies d’aprés les
orientations des arétes {s,,z} et {ss,y} dans Oyy. Mais comme le clic sur v;

ne change pas l'orientation des arétes {s,,z} et {s4,y} dans Oyy quand z

-et y sont différents de v1, nous avons que Oyy ({sa,7}) = Oy ({sq,2}) et
Oy ({84,y}) = Oyn ({84,y}). Par conséquent, nous avons bien que le dia-

gramme commute dans ce cas.

Supposons maintenant que v; = éa. Nous avons alors ¢l = cl,, et donc ¢l’ =
cly o cly. En cliquant d’abord s, dans Oy, s, devient un puits de O;/a{,' Ainsi,

toute aréte {s,,z} de Y’ est entrante dans s, dans Oy, Dans l'orientation Oy
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obtenue en relevant O}, par T(vw), DOUS avons donc que toutes les arétes
a
incidentes & v sont entrantes dans v et toutes les arétes incidentes & w sont

entrantes dans w, sauf pour l’aréte {v, w} qui elle est orientée (v, w).

De plus, comme s, est une source de Oy, s, demeure toujours une source
de Oy en relevant Oyé/.. Ainsi, toutes les a,rétés incidentes & v sont sortantes
de v et toutes les arétes incidentes & w sont sortantes de w dans Oy, sauf pour
l'aréte {v, w} qui elle est orientée (v, w). En particulier, v est une source de Oy.
Nous pouvons donc bien cliquer v d’abord, ce qui fait en sorte que v devient
un puits et w une source. En cliquant finalement w, celui-ci devient un puits.
En particulier, {v,w} est 4 nouveau orientée (v, w) dans I'orientation obtenue.
De plus, cette derniére orientation est telle que toutes les arétes incidentes a
w sont entrantes dans w et les arétes incidentes & v sont entrantes dans wv,
sauf l’aréte {v,w} qui elle est orientée (v, w). Ainsi, nous avons bien que le

diagramme commute dans ce cas.

Finalement, nous avons bien que la suite de clics cl’ définie plus haut est telle que
cl’ o T(y,) (Ovzr) = T(ww) © ¢l (Oyy). Ainsi, les orientations Oy et O} obtenues
respectivement du relévement r, . des orientations k-équivalentes Oy et Oy

sont aussi x-équivalentes. D’o1 le résultat.

Soit Y un graphe et a une aréte contenue dans un cycle de Y. Soit [Oyx] et [O{,é,]
deux r-classes d’équivalence de Acyc(Y,') telles que Ry, 1) ([Ovr]) = Rivw) ( [(’);,é,] )
Montrons que [Oyr]| = [O{,é,]. Pour montrer ceci, montrons qu’il existe une suite

de clics ¢l reliant Oy et Og,é,. D’abord, nous supposons sans perte de généralité
que s, est une source dans ces deux orientations, en vertu de la Proposition 6.
Posons 7'(y w)(Oyy) = Oy € Acyc(Y) et r(yw) (O;.fé') = O} € Acyc(Y). Par hy-
potheése, les relévements par Ry, ,,) des classes respectives de Oyr et O;,é, ont
pour image la méme classe de Y. Par conséquent, les orientations Oy et Oy sont

k~équivalentes.

Soit donc ¢’ une suite de clics telle que cl’(Oy) = Oy. Afin d’étre en mesure de

bien définir un candidat pour la suite de clics ¢!, il nous faut tout d’abord montrer
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que nous pouvons, sans perte de généralités, supposer que cl,, suit immédiatement
chaque occurrence de cl, .dans cl’. D’une part, nous avons que cl, et cl,, doivent
apparaitre le méme nombre de fois dans la suite ¢!’ puisque {v,w} est orientée
(v, w) dans Oy et dans Oy. Donc si v est cliqué, l’arc (v, w) devient orienté (w, v) et
alors w doit étre cliqué a son tour pour renverser |’orientation de ’arc (w, v). Puis,
comme s, est une source de Oyy et de Oy, nous avons Oy ({z,v}) = Oy ({z,v}) =
(v,z) et Oy ({z,w}) = ’Y({x,w}) = (w,z) pour toute aréte {z,v},{z,w} de Y
ot z ¢ {v,w}. De plus, 'aréte {v,w} est orientée de v vers w dans Oy et Oy par
construction. Ainsi, v est une source dans Oy et Oy et tousles arcs incidents & w
sont sortants de w, sauf ’arc (v, w). De ce fait, lorsque v est cliqué dans la suite
de clics cl’, l'arc (v, w) devient entrant dans w et donc w devient une source dans
I’orientation obtenue. D’autre part, puisqu’une orientation acyclique peut contenir
plusieurs sources, il est possible que cl, et cl,, n’apparaissent pas successivement
dans la suite de clics cl’. Nous pouvons toutefois supposer que chaque occurrence
d’un clic sur v dans cl’ est immédiatement suivie d’un clic sur w. En effet, si
cly et cly, n’apparaissent pas successivement dans cl’, cette suite de clic serait, en
vertu de la Proposition 4,-de la forme ¢l’ = cly, ... cly Cly, . . . cly,cl 0 les v; sont
toutes des sources de 'orientation de départ Oy. Les w; quant & eux sont toutes
des sources de ’orientation obtenue aprés avoir cliqué toutes les sources de Oy.
Donc v (respectivement w) se trouve parmi les v; (respectivement w;). Comme la
Proposition 4 stipule aussi que nous pouvons permuter tous les v;, nous pouvons
supposer que v = v et wy = w. En répétant cet argument avec cly au besoin, nous
obtenons bien que nous pouvons, sans perte de généralités, supposer que cl,, suit

immeédiatement chaque occurrence de cl,, dans cl’.

Grace au fait que nous pouvons supposer que cl, et cl,, apparaissent successivement
dans la suite de clics ¢l’, nous pouvons définir la suite de clics ¢l sur I’ensemble des
sommets de Y’ en remplagant dans cl’ chaque occurrence du couple clycly, par un

unique clic sur s,. Nous devons alors montrer que la suite de clics ¢l ainsi définie

est telle que cl (Oya") = O%,. Posons cl’ = upclyclyuiclycly ... un od les u; sont
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des mots en cl; ot z € Sy \ {v,w} et donc z € Sy» \ {sq}. Notons que u; et u,
sont possiblement les mots vides. Nous notons donc ¢l = ugcls, uicls, ... upn. Pour
montrer que cl (Oy‘;/) = O}, nous allons montrer que

rww) ¢l (Oyy) = ' oy, (Ory) -

En effet, si 7(,,y) 0 cl (Oyy) = cl’ 0 7(y4) (Oyy), nous aurons par la Proposition 13

que
cl (Oy‘;/) = Ca o T(v,w) ocl (Oya//) = Ca o Cl’ o T(v,‘w) (Oya//) = Ca o Cl’ (Oy) 9

Or, cl (Oyr) = Co(O%) car cl' (Oy) = O} par hypothése. Ainsi, comme O}, =

T (v,w) (Og,a”), nous aurons bien
d (Oyy) = Ca (Oy) = Caor(uu) (O%;’) = Oy

en vertu de la Proposition 13.

Montrons donc que 7, ,yocl (Oy‘;/) = cl'or(y ) (Oyaﬂ) pour cl’ = ugclyclyuiclycly . ..

et ¢l = uocls, uicls, . .. un. Notons d’abord que nous avons montré en (z) les équa-

tions suivantes :

cly © cly 0 Ty 4y (Oyr) = Ty ) © Cls, (Oyr) (3.1)
clyy © T(w,w) (Oyr) = T(v,w) © Clyy (Oyr) (3.2)
pour vy # 8, et v1 # v, w. Nous devons montrer que
T(ww) © (Un © Cls, O Up—10...0uz 0clg, 0up) (Oyé/)
= (Up 0 oy 0 cly © Up—1 0 ... 0 Uy O Cly O Cly O UP) O T(y ) (Oyau) .

Comme les u; sont des mots en cl; ol z est un sommet différent de s4,v ou w,

nous avons que :

Un © Cly © Cly 0 Un_1 0 ... 0 U O Cly O Cly O Up O T(y ) (Oyr)

=wupoclyoclyoun_10...0u30clyoclhory,)ou (Oyé/) par P’équation (3.2)

= U 0 cly 0 cly O Up—10 ... 0 UL O T(yy) O cly, 0 up (Oyy) par Péquation (3.1)

= T(y,w) © Un © clg, OUn—10...0uUy0cls, oUp (Oy‘;/) :
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Ainsi, nous concluons que la suite de clics cl est telle que cl(Oyr) = Oy et donc

[Oyé/] = [Og,é/] D’ou Ry,w) st injective.

3.1.3 Définition du graphe effondré

Maintenant que les fonctions de relévement Ry, €t Ry ) sont bien définies,
nous pouvons définir I’ensemble des arétes du graphe effondré £,(Y) du graphe Y et de

Paréte a comprise dans un cycle du graphe non orienté Y.

Définition 6. Soit a une aréte comprise dans un cycle du graphe non orienté Y. Le
graphe effondré E,(Y) de Y et de aréte o est le graphe ayant comme ensemble de
sommet ’ensemble Acyc(Y)/ ~\ et deux classes d’équivalence de Y constituent une
aréte si elles sont obtenues respectivement par I'image des relévements Ry ) €t Ry )

d’une méme classe d’équivalence de Y, c’est-a-dire,

{ {Rew ([Ov2])  Rew) ([Ovz])} | Oxyr € Acye(¥y')/ ~x }.

Exemple 6. Construisons le graphe effondré &,(Y") du graphe complet 4 4 sommets Y
et de 'aréte a = {1, 3} illustré a la Figure 3.4.

Les sommets de &,(Y) sont les 6 x-classes d’équivalence du graphe Y, notée «;,
K2, K3, K4, K5 €t Kg, voir Figure 3.1. Ses arétes, quant & elles, sont construites a partir des
classes du graphe Y/ obtenu de Y en contractant ’aréte a. Ce graphe Y,/ posséde 2 classes
d’équivalence respectivement représentées par les orientations acycliques compatibles
avec les permutations s,24 et 2s,4. En appliquant les fonctions de relevement R(; 3) et
R3,1) sur chacune de ces classes, nous obtenons les classes 3, £4, k5 €t kg du graphe Y,

voir Figure 3.5.

Comme les classes k3 et k4 sont respectivement obtenues des relevement R3 1) et
R(1,3) & partir de la méme classe de Y/, nous relions ces deux classes par une aréte dans

E.(Y). Nous faisons de méme pour ks et k¢ pour la méme raison. Ainsi, nous obtenons

le graphe effondré illustré a la Figure 3.6.
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1 i
4
s 2
32 P\
Y Y, 4

Figure 3.4 Les graphes Y/ et Y sont obtenus respectivement en supprimant et contrac-

tant ’aréte a = {1,3} du graphe complet & quatre sommets Y.

» g -
- - = [1324] = k4
(0,24] q —_— 3 2
Sa = — -
Eaht : K
|
m‘
= [3124] = K3
3 2
= [2134] = ks
R,3)
/
[2504] = 4 - -
& W
= [2314] = x¢
= "

Figure 3.5 Relévements R 3) et Rz 1) des classes [s,24] et [2544] du graphe Y’
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K1 Ko K3
1 ™ o
3 2 —— o
Kg K5 K4
Y S
a(Y)

Figure 3.6 Graphe effondré £,(Y") du graphe complet & quatre sommets Y et de I’aréte
a={1,3}. '

Remarque 14. D’aprés cette définition, nous avons que {[Oy], [04]} est une aréte du

graphe effondré si il existe [OYJ/] telle que

{Reww) ([0¥]) s Raww ([Ovz]) } = {[Ov]., [O%]}-

3:2 Nature du graphe effondré

Nous montrons dans cette section que le graphe effondré est une forét, c’est-a-dire,
un graphe non orienté ne contenant aucun cycle. En particulier, nous devons montrer

que ce graphe ne contient aucune boucle et aucune aréte multiple.

3.2.1 Un invariant sur les classes de clic

Soit Y un graphe non orienté et P un chemin de Y. La fonction vp définie ci-
dessous nous permet de quantifier le nombre d’arétes dites positives par rapport aux

arétes dites négatives de ce chemin P dans l'orientation acyclique Oy du graphe Y.

Définition 7. Soit Y un graphe non orienté et P = (sy, s2,...,8k) un chemin simple
de Y et possiblement un cycle de Y, c’est-a-dire s1 = sg. Soit Oy € Acyc(Y), nous

notons arj; (Oy) (respectivement arp(Oy)) le nombre d’arétes positives (respectivement
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L%

Y

AN

4 3 4
4 Oy = 12345678

3

P=(1,4,8,5,6,2,3,7)

Figure 3.7 Graphe Y & 8 sommets et son orientation acyclique compatible avec la

permutation 12345678.

négatives) du chemin P dans l’orientation Oy, c’est-a-dire :

arf(Oy) = #{{si,8i11} € P | Oy ({84, 8+1}) = (51, 8i+1) }
arp(Oy) = #{{Si73i+1} € P | Oy ({si,si+1}) = (3i+1a3i)}

Nous définissons alors la fonction vp: Acye(Y) = Z ou
vp(Oy) = ar}(Oy) — arz(Oy).

Exemple 7. Soit Y le graphe illustré & la Figure 3.7 et Oy lorientation compatible
avec la permutation 12345678. Soit P = (1,4,8,5,6,2,3,7) un chemin du graphe non
orienté Y. Les arétes {1,4}, {4,8}, {5,6},{2,3} et {3, 7} sont des arétes positives de P
dans Oy tandis que les arétes {8,5} et {6,2} sont négatives. Ainsi,

vp(Oy) = arf(Oy) — arp(Oy) =5—-2=3.

Nous montrons dans la proposition suivante que si P est un cycle du graphe
non orienté Y, alors la valeur de vp est constante pour toutes orientations acycliques
contenues dans une méme classe d’équivalence de Y. Autrement dit, vp est un invariant

sur les classes de clic si P est un cycle du graphe non orienté Y.
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Lemme 2. Soit P un cycle du. graphe non orienté Y. La fonction vp se factorise en la

fonction bien définie

Vp: Acyc(Y)/ ~x— Z.

Démonstration. Soit Oy, 0y deux orientations acycliques du graphe Y et soit ¢/ une
suite de clics telle que cl(Oy) = Oy. Soit P = (v1,vg, ..., vk, v1) un cycle du graphe non
orienté Y. Montrons que vp(Oy) = vp(Oy ) par récurrence sur la longueur de la suite

de clics cl.

Soit ¢l = clg,; et cl(Oy) = Oy. Si s1 ¢ P, Vorientation d’aucune aréte du cycle P
n’est inversée aprés avoir cliqué s;. Or, si 81 € P, alors cliquer s; inverse exactement une
aréte positive en une aréte négative et une aréte négative en une aréte positive. En effet,
supposons sans perte de généralité que s; = v1 et écrivons donc P = (s1,v2,. .., Uk, $1)-
Comme P est un cycle simple, alors {s1,v2} et {vg,s1} sont les seules arétes de P
incidentes au sommet s;. Autrement dit, ces arétes sont les seules arétes de P dont
Porientation est inversée en cliquant s;. De plus, comme s; est une source de Oy, alors
Oy ({s1,v2}) = (s1,v2) et Oy ({vk, s1}) = (s1,vk). D’odr {s1,v2} est positive dans Oy
et {vk, s1} est négative dans Oy. En cliquant s; dans Oy, {s1,v2} devient négative
dans cl(Oy) = O} et {v},s1} devient positive dans O}. Ainsi, ar}(0}) = ar5(Oy) et

arp(0y) = arp(Oy). Par conséquent,

vp(Oy) = arf(Oy) — arp(Oy)

= vp(Oy).

Sicl = clg, ...cls, alors & chaque clic est inversée exactement une aréte positive
en une aréte négative. Ainsi, nous avons bien par récurrence que vp(Oy) = vp(Oy) ol

c(Oy) = Oy. Do la fonction Vp: Acyc(Y)/ ~,— Z est bien définie.

Nous avons observé a la section précédente que les relévements par T(w,w) € T(w,w)

d’une orientation acyclique Oy résultent en deux orientations acycliques Oy et O}, de Y’
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qui différent seulement par ’orientation de ’aréte a du graphe Y. La proposition suivante
nous garanti alors que 1’évaluation de vp sur deux telles orientations résulte toujours en
des valeurs différentes si 'aréte a se retrouve dans le chemin P. En particulier, nous
concluons au Corollaire 6 que les relévements par R(v,w)_.et R (w,v) d'une méme k-classe

d’équivalence de Y, résulte toujours en deux x-classes différentes du graphe Y.

Proposition 15. Soit Y un graphe non orienté et a = {v,w} une aréte contenue dans
un cycle de Y. Soit Oy et Oy deus orientations acycliques de Y respectivement obtenues
des relévements 1y ) €l Ty ) d’une méme orientation acyclique du graphe Y). Si P est
un cycle simple de Y contenant l’aréte a, alors

vp(0y)+2 siv précéde w dans P

vp(Oy) =
vp(0y) —2  siw précéde v dans P.

Démonstration. Soit a = {v,w} une aréte du graphe non orienté Y et soit Oyr €
Acyc(Y,') telle que r(,, ) (Oyyr) = Oy et 7(y)(Oyyr) = Oy En particulier, Oy ({v,w}) =
(v,w) et Oy({v,w}) = (w,v). De plus, Oy (b) = Oy (b) pour toute aréte b # a € Ay.
Soit P = (sy, $2, - .. 8n,81) un cycle simple du graphe Y tel que a = {v,w} est contenue
dans P. Notons ar;\ { a}(0y) (respectivement e\ (} (Oy)) le nombre d’arétes positives
(respectivement négatives) de P dans Oy, excluant I’aréte a. Comme Oy (b) = Oy (b)

pour toute aréte b # a, alors
arf 03 (O) =ar;\{a}(0§,) et
ar;\{a}((9y) = ar;\{a}((?;,).

Si v précéde w dans P, alors a est une aréte positive de P dans Oy puisque Oy ({v,w}) =
(v,w). A l'inverse, a est une aréte négative de P dans O, puisque O} ({v,w}) = (w,v).
Ainsi, nous avons dans ce cas

vp(Oy) = ar;\{a}(Oy) —(arp\ (43(Or) + 1).

D’ou vp(Oy) = vp(0y) + 2.
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De maniere analogue, si w précéde v dans P, alors vp(Oy) = Oy et donc

vp(Oy) = Vp((’)g/) — 2. : )

" Comme nous avons vu au Lemme 2 que la fonction vp est bien définie sur les
classes d’équivalence d’un graphe Y, nous déduisons de la Proposition 15 le corollaire

suivant.

Corollaire 5. Soit Y un graphe non orienté et a = {v,w} une aréte contenue dans un
cycle de Y. Soit {[Oy],[Oy]} une aréte du graphe effondré telle que les classes [Oy] et
[Oy] sont respectivement obtenues des relevements R, ) et Rwy) d'une méme K-classe

de Y. Si P est un chemin simple fermé de Y contenant l’aréte a, alors

Vp([0y]) +2 st v précede w dans P
Ve([Oy]) = §

Ve([0y]) —2  si w précéde v dans P
B2 Le graphe effondré est une forét

Nous montrons dans cette section que le graphe effondré £,(Y") est une forét, c’est-
a-dire, un graphe ne contenant aucun cycle. Commengons par montrer que ce graphe ne

contient pas de boucles.

Le fait que le graphe effondré ne contienne aucune boucle est un corollaire de
la Proposition 15 de la section précédente. D’aprés définition, il y a une boucle sur le
sommet [Oy] du graphe effondré £,(Y) si [Oy] est & la fois le résultat du relévement
R (vw) €t du relévement R,y d’une classe [Oyx]. Or, nous montrons dans le corollaire

suivant que Ry w) ([Oy]) # Riww) ([Oyy]) pour toute classe [Oyy] de Y,

Corollaire 6. Soit a une aréte comprise dans un cycle du graphe Y et Y} le graphe

obtenu de Y en contractant cette aréte. Alors pour toute classe [Oyau] € Acyc(Y))/ ~
nous avons Ryu) ([Ovz]) # Rew) ([Ovz])-

Démonstration. Soit P un cycle simple du graphe non orienté Y contenant ’aréte a. En

vertu de la Proposition 15, si r(y.)(Oyr) = Oy et 1y, ) (Oyr) = Oy, alors vp(Oy) =
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vp(0%) +2 ou vp(Oy) = vp(Oy) — 2 selon le cas ot v précéde w dans le cycle P choisi,
ou le contraire. Par conséquent, vp(Oy) # vp(®}) et donc par le Lemme 2, Oy et 0%
ne peuvent é&tre contenues dans une méme classe d’équivalence de Y. Ainsi, nous avons

Bien R (v,w) ([Oyél]) # Riww) ([Oya//]) pour toute classe [Oy‘;l] de Acyc(Y)). ]

Proposition 16. Soit a une aréte contenue dans un cycle du graphe non orienté Y. Le

graphe effondré E,(Y) du graphe Y et de laréte a est un graphe simple.

Démonstration. D’apreés le Corollaire 6, le graphe effondré ne contient pas de boucle.
Nous devons donc montrer que £,(Y") ne contient aucune aréte multiple. Autrement dit,

montrons que pour toute paire de x-classes distinctes [Oy] et [0}], il y a au plus une

k-classe [Oyy] telle que {Rwu) ([Ov]) s Rew) ([Ovy]) } = {[Ov],10%]}.

Supposons qu'il existe deux classes [Oyz], [(’)g,é,] de Y telles que

{Rww) ([Ovz]) s Rwwy ([Ovz]) } = { [Ov], [O¥] }

= (Row ([0%]) Reom ([9%]) )

Si Riww) ([Oy‘{/}) = [Dy] = R (v,w) ([Og/:]) alors [Oyéf] = [ngé,] par injectivité de

R(v,w) (Proposition 14 (¢i)). Supposons maintenant l’autre cas :
Ro) ([Oxz]) = O¥] et Ry ([O4s]) = [04].
En vertu du Corollaire 6, Ry ) ([(QYJI]) # Riww) ([OY‘;']) et donc :

R ([Ovz]) = [Oy] =Rww) ([Oﬂql]) et

Ry ([0%2]) = 10¥] = Rewsy ([O41]) -

Soit P un cycle simple du graphe non orienté Y contenant 1’aréte a. Nous suppo-
sons sans perte de généralité que v précéde w dans P. Comme Rvw)([Oyy]) = [Oy] et

Rty ([Oyz]) = [O%], nous avons par le Corollaire 5

Ve((Oy]) = Ve([Oy]) +2- (3.3)
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1 2 5 6
’_I—:
]
3 4

Figure 3.8 Graphe linéaire & 6 sommets.

De méme, comme Ry )([Oyn]) = [O%] et Ry ) ([O{,ﬂnb = [Oy], nous avons
Ve([Oy]) = Ve([Oy]) + 2

et donc

Ve([Oy]) =Vr([Oy]) -2,

ce qui contredit 1’équation (3.3). Ainsi, nous avons bien que le graphe effondré £,(Y) ne

contient aucune aréte multiple. ]

Nous pouvons maintenant montrer que le graphe effondré &,(Y) est une forét
en montrant qu’il ne contient aucun cycle. Dans le Théoréme 4, nous montrons non
seulement que £,(Y") ne contient aucun cycle, mais aussi que chacun de ses sommets est
au maximum de degré 2 : le graphe effondré est isomorphe & un ensemble disjoint de

graphes linéaires.

Théoréme 4. Soit a une aréte contenue dans un cycle du graphe non orienté Y. Le

graphe effondré £,(Y) est isomorphe ¢ un ensemble disjoint de graphes linéaires.

Démonstration. Un graphe linéaire est un graphe dont tous les sommets sont de degré
inférieur ou égal & 2 et qui ne contient aucun cycle, voir la Figure 3.8 pour un exemple.
Montrons donc tout d’abord que chaque sommet du graphe effondré £,(Y") est de degré
inférieur ou égal & 2. Nous savons premiérement que &£,(Y’) ne contient aucune boucle
et aucune aréte multiple en vertu du Corollaire 6 et de la Proposition 16. Donc si un

sommet [Oy] de £,(Y) est de degré n, out n > 3, nous avons par construction de £,(Y)
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qu'il existe n s-classes de Y,', notées [0&,),] : {ng,),] B [Og}‘?] , telles que

{Row ([(04]) Riwo ([0])} = o1 [08])

pour tout 1 < ¢ < n, ol [Og)] est une x-classe de Y. Comme n > 3, la classe [Oy]
aurait plus d’un antécédent soit par R, ) ou par R(yy), ce qui contredit que Ry ) €t
R(w,v) S0nt injectives. Ainsi, tous les sommets du graphe effondré sont de degré inférieur

ou égal & 2.

Il reste & montrer que le graphe effondré £,(Y) ne contient aucun cycle. Supposons

par contradiction que

o={[of].[o%].... o], [o]}

est un cycle de £,(Y"). Posons [Og’ +l)] = [(99)], c’est-a-dire, nous considérons que
n+1 =1, et notons que { [0&’] A [03'“)] } est une aréte de £(Y) pour 1 < ¢ < n. Par
définition du graphe effondré, il existe donc une classe [Og?,] du graphe Y.’ telle que

Room ([0]) = [08] e (03] = o]

pour tout 1 < ¢ < n, voir Figure 3.9 pour une illustration de ceci.

Soit 1 < ¢ < n. En vertu du Lemme 5, si P est un cycle simple du graphe non
orienté Y dans lequel le sommet v précéde le sommet w, nous avons que Vp ([Og) ]) =

Vp ([OgH)D + 2 et donc

ve ([o87) =i ([0 -2

En particulier, la valeur de Vp différe d’exactement 2 pour chaque sommets adjacents

dans &,(Y). Sii > 2, { [Og_l)] ; [Og)] } est aussi une aréte de £,(Y) et donc nous avons

o () = 087] o e (]) - e8]

Pour le méme cycle P du graphe Y, nous avons donc

e (o) = (o8] =
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R (v,w) R
of)
R(w) R o R(ww)
2~ fop] o]
[ngﬂ—l)} p=l4+2 vp=Il—2 {Og/zl)/]

Figure 3.9 Iliustration de la preuve du Théoréme 4.
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En appliquant ceci & ¢ = 1 = n + 1, nous obtenons

o (o) =ve ([eP]) 2w (o))

Ainsi, nous avons par récurrence :

ve ([0F]) = ve ([0F]) -2

- (o) =2 <0 o)

ce qui contredit I'inéquation (3.4). Par conséquent, le graphe effondré £,(Y) ne peut
contenir de cycle et donc £;(Y") est bien isomorphe & un ensemble disjoint de graphes

linéaires. il

3.3 Caractérisation des arétes et des composantes connexes du graphe effondré

Cette derniére section consiste & démontrer que les x-classes d’équivalence du
graphe Y,/ sont en bijection avec I’ensemble des arétes du graphe effondré, tandis que les
k-classes d’équivalence du graphe Y, sont en bijection avec I’ensemble de ses composantes

connexes.

Proposition 17. Soit Y un graphe non orienté et a une aréte contenue dans un cycle
de Y. Soit Y] le graphe obtenu de Y en contractant cette aréte. Alors ’ensemble des
arétes du graphe effondré £,(Y) est en bijection avec l'ensemble des k-classes d’équiva-

lence de Y,'.

Démonstration. Soit f la fonction qui associe & chaque classe [Oyy]| de Y’ l'aréte
{Rww) ([Ov2]) s Rew) ([Ovz]) } de Ea(Y) :
£ Acye(Yy)/ ~k = Ag,(v)

[Ovs] = {Rww) ([Ov2]) , Rewwy ([Ovz]) }-

D’aprés la Proposition 14 (i), cette fonction est bien définie. De plus, si { [Oy], [O}] } est
une aréte de £, (Y), alors il existe [Oyy] telle que {Ryw) ([Ovr]) Riww) ([Ovr]) } =
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{ [Oy],[04] }. D’ou f est surjéctive. Par la Proposition 16, nous avons que pour toute
paire de sommet [Oy],[0%] de £(Y), il y a au plus une classe [Oyr] de Y telle que
f ([Ovr]) = {[0y],[0%] }. D’ou f est injective et donc f est une bijection. ]|

3.3.1 Le nombre x(Y’) correspond au nombre de composantes connexes du

graphe effondré

Nous démontrons maintenant que les composantes connexes du graphe effondré
&.(Y) sont en bijection avec ’ensemble des x-classes d’équivz;.lence du graphe Y, obtenu
du graphe Y en supprimant l’aréte a contenue dans un cycle de Y. D’abord, la propo-
sition suivante nous permet de démontrer que le nombre de composantes connexes de

E.(Y) est toujours inférieur ou égal au nombre de k-classes du graphe Y.

Proposition 18. Soit a une aréte contenue dans un cycle du graphe non orienté Y.
Alors les k-classes contenues dans une méme composante conneze du graphe E,(Y) se

restreignent & une méme k-classe de Acyc(Yy).

Démonstration. Pour toute aréte {[Oy], [0%]} du graphe effondré, les classes [Oy] et
[O%] se restreignent & une méme classe de Y,. En effet, par construction du graphe

effondré, il existe une classe [Oyr] € Acyc(Y")/ ~ telle que

{Rww ([0v2]) Reww ([Ovz]) } = {[Ov], [O¥]}-

Or, comme les classes [Oy] et [Oy] sont obtenues grice aux relevements R, ) €t Ryy,y)»
nous pouvons supposer que les orientations représentantes Oy et (93/ sont obtenues grace
aux relévements 7, ., €t 7(w,y) de Oy et donc différent seulement par 'orientation de
’aréte a. Par conséquent, en supprimant 1’arc (v, w) et ’arc (w,v) de ces deux orienta-
tions, nous obtenons une méme orientation acyclique Oy; du graphe Y,. De ce fait, les

classes [Oy] et [O%] se restreignent & une méme k-classe de Y.

Soit C = {[(98)] ; { g)] RET [ g}])} } I’ensemble des sommets d’une composante

connexe de &(Y). En particulier, cette composante connexe est un graphe linéaire et
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nous pouvons supposer que les {[(9@] ; [Ogﬂ)]} sont les arétes de cette composante
connexe de &,(Y) pour tout 1 <4 < n— 1. Donc [(9&”] ‘et [Og)] se restreignent a une
méme classe [Oy‘{] de Y,. Puis, de proche en proche, les classes [(99)] SEE) [ng )] se
restreignent aussi forcément a la classe [Oy;]. Ainsi, toutes les k-classes de Y qui sont
contenues dans une méme composante connexe de (Y} se restreignent & une méme

k-classe de Y. e

Remarque 15. Le fait que le graphe effondré est un graphe linéaire n’est pas nécessaire a
la démonstration de ce résultat, mais en simplifie les notations. En effet, cette proposition
aurait pu étre démontrée plus généralement en utilisant le fait que pour chaque paire de
sommets contenus dans une méme composante connexe d’un graphe, il existe un chemin
liant ces derniers. En montrant comme ci-dessus que les x-classes de Y contenues dans
un chemin du graphe effondré se restreignent & une mémé k-classe de Y., nous obtenons

bien le résultat de la Proposition 18.

Nous avons montré a la section 2.3.3 du Chapitre 2 que si deux orientations acy-
cliques d’un graphe Y différent seulement par l’orientation d’un pont, alors ces deux
orientations sont contenues dans une méme classe de Y. Afin de démontrer qu’il existe
une bijection entre les composantes connexes du graphe Sq(Y) et les classes d’équivalence
du graphe Y7, nous utilisons le fait que si deux orientations acycliques différent seulement
par lorientation d’une aréte contenue dans un cycle du graphe non orienté Y, alors ces
orientations sont contenues dans deux k-classes différentes de Y. Pour démontrer ceci,

nous avons besoin du résultat suivant.

Corollaire 7. Soit Y un graphe non orienté et a une aréte contenue dans un cycle de Y.
Si deuz orientations acycligues Oy et O} de Y différent seulement par l'orientation de

a, alors Oy et O}, sont a-contractiles. En particulier, Co(Oy) et Co(O%) sont acycliques.

Démonstration. Soit Oy, 0y € Acyc(Y') deux orientations qui différent seulement par
'orientation de ¢ = {v, w} € Ay. Sans perte de généralité, nous posons Oy (a) = (v, w)

et Oy (a) = (w,v). Par le Théoréme 1 du chapitre précédent, il suffit de montrer que Oy
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et Oy ne contiennent aucun chemin orienté de longueur plus grande que 1 de v vers w

ou de w vers v.

Supposons par contradiction que P = (v,s1,..., Sk, w) est un chemin orienté
de Oy. Alors P est aussi un cﬂemin orienté de 0y puisque Oy (b) = 04 (b) pour toute
aréte b # a € Ay. Par conséquent, P = (v, s1,..., Sk, w,v) est un cycle de O} puisque
Oy (a) = (w,v). Ceci contredit ’hypothese que O} est acyclique, donc Oy ne contient
aucun chemin orienté de v vers w, et il en est de méme pour Of . De maniére analogue,
si Oy contient un chemin orienté de w vers v, alors Oy contient un cycle ce qui contredit

le fait que Oy est acyclique. Dot le résultat. @

Proposition 19. Soit Y un graphe non orienté et a une aréte contenue dans un cycle
de Y. Si Oy et O} sont deuz orientations acycliqgues de Y qui différent seulement par
Dorientation de l'aréte a, alors Oy et Oy sont obtenues des relévements T(vaw) € T(w,w)

d’une méme orientation acycligue Oyr du graphe s el

Démonstration. Soit Oy et O} deux orientations acycliques de Y qui différent seulement
par Porientation de l'aréte a = {v, w} contenu dans un cycle du graphe non orienté Y.
Supposons sans perte de généralité que Oy ({v,w}) = (v, w) et Of({v,w}) = (w,v). De
plus, C,(Oy) = Ca(Oy) = Oy puisque Oy et Oy différent seulement par 'orientation
‘de a. Par le Corollaire 7, nous savons que Oy kest écyclique, donc nous avons par
définition de la fonction de relevement que r(,.,)(Oyy) = Oy et 1) (Oyr) = Oy.

D’ou le résultat. |
Finalement, nous montrons qu’il existe une bijection entre les composantes connexes

du graphe effondré et ’ensemble des x-classes d’équivalence du graphe Y.

Théoréme 5. Les composantes connezes du graphe effondré £,(Y) sont en bijection

avec l’ensemble Acyc(Y,)/ ~.

Démonstration. Soit n. le nombre de composantes connexes de &(Y). Par la Proposi-

tion 18, nous savons que les x-classes de Y qui sont contenues dans une méme composante



79

connexe de &,(Y) se restreignent & une méme k-classe de Y. Ainsi, n, > x(Y,). Inver-
sement, montrons que les classes de Y qui se restreignent 4 une méme -classe de Y,
sont contenues dans une méme composante connexe de &£,(Y). Nous aurons ainsi que

ne < k(Yy) et donc que n = k(Yy).

Soient [ g,l)] e [Og‘ )] des classes du graphe Y qui se restreignent & une méme

classe [OY,;]. du graphe Y,. Posons n = 2. Nous avons alors

2. ([00]) = 2a ([0]) = [Owi].

Nous rappelons que la fonction D, est la fonction de suppression d’arc, factorisée aux
classes d’équivalence. En particulier, il existe Oy € [Og)] et Oy € [(’)g)] telles
que dg (Oy) = do (0y) = Oy et donc Oy et Oy différent seulement par ’orienta-
tion de l'aréte a. En vertu de la Proposition 19, il existe donc une orientation Oy
du graphe Y, telle que 7y ) (Oyy) = Oy et i) (Oyz) = O%. Nous avons ainsi
. Riw ) ([Oyél]) = [(’)g)] et Rw,v) ([Oyér]) = [0@] par la Proposition 14 (7). Par
conséquent, { [ §,1)] . [0&,2 )} } est une aréte du graphe effondré et donc [(’)g,l)] et [C’)g,z )}

sont contenues dans une méme composante connexe de &(Y).

Supposons maintenant que pour tout sous-ensemble de n—1 k-classes du graphe Y
qui se restreignent 4 une méme k-classe de Y], ces n — 1 classes sont contenues dans
une méme composante connexe du graphe effondré. Nous avons alors que si les classes
[Og,l)] - [Ogl' _1)] se restreignent & la méme classes [Oy] de Y, alors ces slasbes
sont contenues dans une méme composante connexe de £,(Y). Ainsi, si la classe [Og‘ )]
se restreint aussi & ia classe [Oy‘;] de Y, nous avons par hypothése de récurrence que
[Og)] e [O§? )] sont contenues dans une méme composante connexe de &, (Y). Mais
comme [Og)] et [Og)] sont aussi contenues dans la méme composante connexe de
&.(Y), nous avons bien que les classes [0§})] yeens [03‘ )] sont toutes contenues dans
une méme composante connexe de & (Y). Ainsi, n, < x(Y,) et par conséquent les com-

posantes connexes du graphe effondré sont en bijection avec I’ensemble des s-classes du

graphe Y.
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332 Fin de la démonstration du Théoréme 2

La démonstration de la fc;rmule de récurrence énoncée au Théoréme 2 du chapitre
précédent nécessitait une étude approfondie du graphe effondré £,(Y) du graphe Y et
de P’aréte a contenue dans un cycle de Y présenté dans ce chapitre. D’abord, nous avons
bien défini ce graphe effondré a la section 3.1.3. Nous devions ensuite démontrer que ce
graphe est une forét, ce qui a été prouvé 4 la section 3.2.2. Puis, il restait & démontrer
que les arétes du graphe effondré sont en bijection avec les x-classes d’équivalence du
graphe Y, obtenu & partir du graphe Y en contractant ’aréte a, tandis que les x-classes
d’équivalence du graphe Y, obtenu en supprimant ’aréte a du graphe Y sont en bijection
avec les composantes connexes du graphe effondré. L’existence de la premiére bijection

a été montrée dans la Proposition 17 et ’existence de la deuxiéme, dans le Théoréme 5.

Ces derniers résultats concluent 1’étude du graphe effondré et compléte par le fait
méme la démonstration du Théoréme 2. Nous avons donc bien démontré que pour un

graphe quelconque Y et une aréte a comprise dans un cycle de ce graphe,
K(Y) = k(Yg) + 5(Y7)

ou bien le graphe Y est un arbre et alors x(Y) = 1.




CHAPITRE IV

APPLICATIONS DE LA RELATION DE CLICS

La relation de clic se manifeste dans plusieurs domaines des mathématiques. Nous
allons présenter dans ce chapitre deux problémes combinatoires dont la solution revient &
compter le nombre k(Y') de classes d’équivalence pour la relation de clic. Premiérement,
nous discutons un résultat de la théorie des groupes de Coxeter : le probléme de 1’énu-
mération des classes de conjugaison des éléments de Coxeter. A cette fin, nous rappelons
d’abord certaines notions des groupes de Coxeter. Nous retrouvons ensuite des résultats
bien connus des groupes de Coxeter a partir de la formule de récurrence pour x(Y'). Puis
nous terminons notre étude en présentant briévement comment ce nombre x(Y) est lié

au polyndéme de Tutte.

4.1 Groupes de Coxeter et éléments de Coxeter

Nous rappelons dans cette section les notions sur les groupes de Coxeter dont nous
avons besoin pour établir le lien entre la relation de clic et les classes de conjugaison des
éléments de Coxeter. Pour plus de détails, voir le livre Reflection groups and Cozxeter

groups (Humphreys, 1990).

Un systéme de Cozeter est défini comme étant un couple (W,S) o W est un

groupe et S C W un ensemble de générateurs de W satisfaisant uniquement aux relations

(s8)! = 2 = 1y

(st)™t = 1y
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31 S92 83

Figure 4.1 Graphe de Coxeter du groupe symétrique
G4 = (51,82, 53 | (5153)% = (s182)% = (s253)° = ¢€). Les s; sont donc les transpositions de

la forme 7; = (4,5 + 1)

pour tout s,t € S tel que s # £ et mg > 2. Dans le cas ol il n’y aurait aucune relation
entre s et ¢, nous notons mg = oo. Le groupe W est donc un groupe de Coxeter pour

I’ensemble de générateurs S. Par exemple, le groupe diédral
By={57 | 2 =1r"=srsr = 19,)
est un groupe de Coxeter pour I’ensemble de générateurs S = {s, sr}.

Tout groupe de Coxeter peut étre complétement défini par un graphe de Cozeter
ayant comme ensemble de sommets ses générateurs. L’ensemble de ses arétes, quant a
lui, est déterminé par les relations entre deux générateurs : deux générateurs s et ¢ sont
reliés par une aréte si et seulen-1ent si mg > 3. Dans ce cas, nous étiquetons cette aréte
{s,t} par la valeur de mg. Comme il est fréquent que mg = 3, nous prenons comme
convention de ne pas étiqueter les arétes dans ce cas. De plus, si mg = 2, alors les
sommets s et ¢ ne sont pas reliés par une aréte, et s et ¢ commutent. En effet, si mg = 2,
alors (st)? = stst = lw et donc st = t™'s™" = ts. Par conséquent, deux générateurs
s et t ne sont pas reliés dans le graphe de Coxeter associé si et seulement si s et ¢
commutent dans W. Par exemple, la Figure 4.1 illustre le graphe de Coxeter du groupe

symétrique &,.

Un élément de Cozeter d’un groupe de Coxeter W = (S) est le produit une et
une seule fois des générateurs. Autrement dit, un élément de Coxeter est un mot sur
I’ensemble des générateurs S ou encore, une permutation sur ’ensemble des sommets du
graphe de Coxeter associé. Par conséquent, chaque élément de Coxeter définit une unique
orientation acyclique sur ce graphe, voir Figure 4.2 pour un exemple. Dans ’article The

| enumeration of Cozeter elements (Shi, 1997), 'auteur présente une bijection entre les

[Tl S P i i © et S = B Rl P e h P T iI SS SR
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S1 89 i 83
815283 > o > 9
S1 52 53
518382 ———ry——& —<C—8
I
$38182
s1 52 83
$28183 *——¢—o—>——+9
I
828381
S1 89 83
838251 ——<——0—C—9

Figure 4.2 Eléments de Coxeter du groupe symétrique

G4 = (51, 82,83 | (5153)% = (5152)% = (5253)% = €) et leurs orientations associées.
éléments de Coxeter et les orientations acycliques du graphe de Coxeter associé.

4.1.1 Dénombrement des classes de conjugaison des éléments de Coxeter

Nous présentons dans cette section la correspondance entre la relation de clic
sur une orientation acyclique d’un graphe et la conjugaison d’un élément de Coxeter.
Cette correspondance est essentiellement diie au résultat principal énoncé dans ’article
Congjugacy of Cozeter elements (Eriksson et Eriksson, 2009) de Henrik et Kimmo Eriks-
son présentant la relation de rotation sur un élément de Coxeter. Nous étudions d’abord
briévement cette relation de rotation sur un élément de Coxeter et faisons le lien entre
les relations de rotation et de clic. Nous énumérons alors le nombre de classes de conju-
gaison des éléments de Coxeter en toute généralité. Dans cette section, nous donnons
les idées de preuve sans toutefois en donner les détails. Les articles d’oil proviennent les

résultats sont fournis 3 titre de référence pour ces détails.

41.2 Rotation d’un élément de Coxeter et clic

Comme mentionné auparavant, un élément de Coxeter d’un groupe de Coxeter

W = (S) est le produit une et une seule fois de ses générateurs. Autrement dit, un
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élément de Coxeter est un mot sur ’ensemble S dans lequel chaque lettre s € S apparait
une et une seule fois. Nous utilisons donc dans la suite autant la terminologie d’élément

de Coxeter et de mot de Cozeter.

Dans larticle Conjugacy of Cozeter elements (Eriksson et Eriksson, 2009), les
auteurs définissent une rotation d’'un mot de Coxeter le fait de déplacer la premiére
lettre du mot & la fin de ce mot. Par exemple, si S = {s1, s2, 53,54} et w = s1825384
est un mot de Coxeter, une rotation de w résulte en le mot de Coxeter w’ = s983845;.
Rappelons aussi que deux générateurs s,¢ € S d’un groupe de Coxeter W = (S) sont
tels que mg = 2, alors s et ¢ commutent. Ainsi, deux mots de Coxeter sont dits étre
rotation-équivalents si I’'un peut é&tre obtenu de 'autre par une suite de rotations et de

commutations de générateurs.

Il est clair que cette notion de rotation correspond exactement 4 la notion de déca-
lage cyclique vue & la Définition 3 du Chapitre 2 de ce mémoire. De plus, rappelons que
deux générateurs s et £ commutent dans W si et seulement si s et ¢ ne sont pas adjacents
dans le graphe de Coxeter associé. Soit donc Y le graphe de Coxeter associé au groupe de
Coxeter W. Soit w et w’ deux mots de Coxeter et Oy, Oy, leurs orientations acycliques
associées respectives. D’aprés la Proposition 8 du Chapitre 2, nous concluons donc que

w et w’ sont rotation-équivalents si et seulement si Oy et O} sont clic-équivalentes.

De plus, une rotation sur un mot de Coxeter correspond & conjuguer ce mot de
Coxeter par la premiére lettre du mot. En effet, si W = (S) ot S = {s1, s2, 83,54} et si

w = 81528354 est un mot de Coxeter, alors

1

s w8y = 31_13132333431 = 59535451 = W

et w' est bien le résultat d’une rotation sur w.

Les auteurs de 'article Conjugacy of Cozeter elements (Eriksson et Eriksson,
2009) démontrent que deux éléments de Coxeter sont conjugués si et seulement si ils

sont rotation-équivalents. Ce résultat était bien connu dans le cas fini, mais pas dans le

cas général des groupes de Coxeter infini. Nous ne donnons pas la démonstration de ce
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résultat et référons le lecteur au Théoréme 1.1 de cet article. Ainsi, nous concluons que
k(YY) compte exactement le nombre de classes de conjugaison des éléments d’un groupe

de Coxeter, fini ou infini, dont Y est le graphe de Coxeter.

4.2 Quelques résultats classiques

A partir du fait que x(Y) correspond au nombre de classes de conjugaison des
élements de Coxeter d’un groupe de Coxeter dont Y est le graphe de Coxeter, nous
retrouvons certains résultats connus. Notamment, si un groupe de Coxeter est fini, alors
ses éléments de Coxeter forment qu’une seule classe de conjugaison. En effet, le graphe
de Coxeter Y correspondant & un groupe de Coxeter fini est toujours un arbre et nous

retrouvons donc bien d’aprés le Théoréme 2 que x(Y) = 1.

De plus, pour un groupe de Coxeter infini dont le graphe de Coxeter Y contient
exactement un cycle de longueur n, c’est-a-dire le groupe de Coxeter affine de type Ap, les
éléments de Coxeter de ce groupe forment n — 1 classes de conjugaison, voir (Shi, 2001).
En nous référant & la formule de récurrence x(Y) = x(Yy) + x(¥,'), nous retrouvons
aussi ce résultat. En effet, si Y contient exactement un cycle de longueur n et que a
est une aréte contenue dans ce cycle, nous obtenons que le graphe Y, est un arbre.
D’oa k(Y]) = 1. De plus, en contractant ’aréte a dans Y, nous obtenons alors un
nouveau graphe G contenant exactement un cycle de longueur n — 1. A chaque étape
de la récurrence, nous obtenons donc toujours un arbre et un graphe contenant un cycle
dont la longueur diminue de 1 & chaque étape de la récurrence. Or, pour obtenir un
arbre & partir d’un cycle de longueur n, nous devons effectuer n — 2 contractions d’aréte

successives. Ainsi, nous obtenons par récurrence :

K(Y)=14+1+...+1+1
N, e’

n—2

=n-—1.
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4.3 Polynome de Tutte

Le polynéme de Tutte d’un graphe non orienté est un polynéme bien connu en
théorie des graphes. En particulier, il est une généralisation du polyndme chromatique
servant & compter le nombre de coloriages pour un graphe donné. Nous expliquons dans
cette section pourquoi le nombre x(Y) de classes d’équivalence du graphe Y pour la

relation de clic peut étre trouvé par une évaluation du polynéme de Tutte.

4.3.1 Polynome de Tutte et coupe-équivalence

Définition 8. Soit Y un graphe non orienté contenant p ponts et b boucles. Le polyndme

de Tutte du graphe Y est défini par la relation de récurrence suivante.
(i) SiY ne contient aucun cycle, alors Ty (z,y) = zPy°;

(ii) SiY contient au moins un cycle et si a est une aréte contenue dans un cycle de Y,

alors

Ty (IE, y) = TY({ (IE, y) S TY;’ (IE, y)

ou Y, et Y sont respectivement les graphes obtenus en supprimant et contractant

Daréte a.

La récurrence définissant le polyndéme de Tutte et la formule de récurrence étudiée
dans ce mémoire sont a premiére vue trés similaires. En fait, Beifang Chen (Chen, 2010)
démontre dans son article que le polynoéme de Tutte évalué en Ty (1,0) compte le nombre
de classes d’équivalences pour la relation de coupe d’une orientation acyclique. Or, les
auteurs de ’article On enumeration of conjugacy classes of Cozeter elements sur lequel
est basé ce mémoire démontrent dans la derniére partie de ’article que deux orientations
acycliques sont x-équivalentes si et seulement si elles sont coupe-équivalentes. Ainsi, le
nombre k(Y) de k-classes d’éqﬁiva.lence du graphe Y peut aussi bien étre compté par le

polynéme de Tutte. Nous présentons dans la section suivante une idée de la preuve.
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Y

b 4

Figure 4.3 Exemple de coupe orientée.

4.3.2 Coupe-équivalence d’orientations acycliques

Une coupe d’un graphe Y = Sy, Ay, notée {S1, Sa}, est une partition de I’ensemble
des sommets Sy en deux sous-ensembles disjoints S1,.S2. Une aréte {s,t} € Ay traverse
la coupe {51, S2} si s € S1 et t € Sy. Nous notons [Si, Sz} I'ensemble de ces arétes. En
particulier, si Y7 et Y5 sont les sous-graphes propres du graphe Y dont l’ensemble des

sommets respectifs sont S7 et S, alors

Y =Y, U{[S1, 5]} U Yz.

Si {S1,S2} est une coupe du graphe Y, alors I'orientation Oy du graphe Y est
valide pour cette coupe si toutes les arétes qui traversent la coupe sont orientées de S
vers Sz ou de S vers S;. Dans ce cas, l'ensemble [S1,S2] des arétes qui traversent la
coupe est noté (S1,S2) si les arétes sont orientées de S; vers S2. Ainsi, Oy = Oy, U

{(Sl’ 52)} U OYz'

Par exemple,‘l’orienta,tion Oy représentée a la Figure 4.3 est valide pour la coupe
{{1,2,3}, {4}} puisque les arétes qui traversent cette coupe sont {1,4},{2,4} et {3,4}

et ces arétes sont orientées de Sy = {4} vers Sy = {1,2,3}.

Définition 9. Deux orientations acycliques Oy et O} d’un graphe Y = (Sy, Ay) sont
coupe-équivalentes si Oy = Oy ou §'il existe une coupe {S1,S2} du graphe Y telle que

Oy et O, sont valides pour cette coupe et Oy et O} différent seulement par I’orientation
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1 2 1 3
(a) v
4 3 4 b3
Oy o,
;N 2 1 2
7 p
(b) Y A N d
A 4 '
Oy Og,

Figure 4.4 (a) Les orientations Oy et O} sont coupe-équivalentes puisqu’elles sont
valides pour la coupe .{{1, 2}, {3,4}} et différent seulement par les orientations des arétes
{1,4},{2,4} et {3,4} qui sont les uniques arétes qui traversent cette coupe.

(b) Les orientations Oy et O} ne sont pas coupe-équivalentes puisqu’elles différent
seulement par les orientations des arétes {1,2},{1,4} et {1,3} et il n’existe aucune
coupe du graphe telle que cet ensemble d’arétes soit les arétes qui traversent cette coupe

et pour laquelle Oy et O sont valides.

des arétes qui traversent la coupe, c’est-a-dire, si
{a € Ay | Oy(a) # Oy (a)} = [51, 5] .-
Voir Figure 4.4 pour un exemple.

Remarque 16. En particulier, si 'ensemble Sy, S5 des arétes qui traversent la coupe est

orienté (S1,S52) dans Oy, alors cet ensemble est orienté (Sy,S1) dans Oy,.

D’aprés cette définition, deux orientations Oy et O}, sont coupe-éguivalentes si il
existe une coupe {51, S2} telle que Oy = Oy, U(S1, S2)UOy, et Oy = Oy, U(S2, S1)U0y,
puisque les seules arétes dont 1'orientation est différente dans Oy et O}, sont les arétes qui

traversent la coupe. En appliquant les mémes idées que dans le Lemme 1 du Chapitre 2,
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nous démontrons qu’'une suite de clics dont chaque sommet de Y7 est cliqué exactement
une fois inverse seulement ’orientation des arétes qui traversent la coupe. Par conséquent,

si deux orientations Oy et Oy sont coupe-équivalentes, alors elles sont clic-équivalentes.

Pour la réciproque, il suffit de considérer deux orientations Oy et O3 telles que
cls(Oy) = 0% pour un sommet s € Sy. Nous montrons alors que Oy et Oy sont
coupe-équivalentes pour la coupe {{s}, Sy \ {s}}. En effet, '’ensemble des arétes qui
traversent cette coupe sont exactement les arétes incidentes au sommet s. Rappelons
que s est une source de 'orientation Oy par définition de la relation de clic. Ainsi,
toutes les arétes qui lui sont incidentes sont sortantes, c’est-a-dire, orientée de {s} vers
Sy \ {s}. Par conséquent, nous avons Oy = Oy, U ({s1},Sy \ {s1}) UOy,. En cliquant
seulement le sommet s dans Oy, s devient alors un puits de Oy et nous obtenons donc

v = Oy, U(Sy \ {s}, s) UOy,. D’ou Oy et Oy sont coupe-équivalentes.

Finalement, comme les relations de clic-équivalence et de coupe-équivalence sont
équivalentes, la formule de récurrence x(Y) = x(Yy) + «(Y,') est aussi valide pour
compter le nombre de classes d’équivalence pour la relation de coupe. De plus, puisque
le polynéme de Tutte évalué en Ty (1,0) est soit 1 dans le cas d’un arbre, ou bien
compte le nombre de classes d’équivalence pour la relation de coupe, nous avons bien

K(Y) = Ty (1,0).






CONCLUSION

Nous avons montré dans ce mémoire une formule de récurrence permettant de
dénombrer le nombre de classes d’équivalences pour la relation de clic sur les orientations
acycliques d’un graphe donné. Cette relation de clic apparait dans de nombreux domaines
des mathématiques, que ce soit en théorie de la représentation des carquois, dans le
contexte du jeu de chip-firing, dans une classe particuliére des systémes dynamiques
discrets ou alors dans la théorie des groupes de Coxeter. Pour plus de détails, voir les
références fournies dans l'introduction de l'article (Macauley et Mortveit, 2008). Nous
avons constaté que cette formule de récurrence résout, de maniére récursive, le probléme
du dénombrement des classes de conjugaison des éléments de Coxeter pour un groupe
de Coxeter quelconque. Nous avons aussi vu que le nombre de classes d’équivalence
pour la relation de clic peut étre retrouvé par une évaluation du polynéme de Tutte,
polyndme bien connu en théori\e des graphes depuis de nombreuses années (Tutte, 1954).
P;a,r conséquent, nous pouvons autant énumérer les classes de conjugaison des éléments
de Coxeter & partir de la formule de récurrence énoncée dans ce mémoire que par une

évaluation du polyndéme de Tutte.

Afin de démontrer la formule de récurrence en question, nous avons présenté dans
ce mémoire le graphe effondré £,(Y), introduit par les auteurs Macauley et Mortveit dans
Particle On enumeration of conjugacy classes of Cozeter elements. Ces mémes auteurs
proposent une seconde démonstration dans leur article Equivalences on Acyclic Orien-
tations (Macauley et Mortveit, 2007). Ils introduisent & cet effet un nouveau graphe,
noté C(Y). Les sommets de ce graphe sont les orientations acycliques du graphe Y,
représentées comme des permutations sur I’ensemble de sommets Sy. L’ensemble des
arétes du graphe C(Y) quant & lui est construit de maniére & ce que le nombre x(Y")

de classes d’équivalence pour la relation de clic corresponde au nombre de composantes
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connexes du graphe C(Y). La ressemblance entre ces graphes C(Y) et £,(Y") nous pousse
a croire qu'il serait intéressant d’étudier ces deux démonstrations en paralléle afin de voir

quel role joue le graphe effondré dans cette deuxiéme démonstration.
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